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Topologie/Topology

Formules locales
pour les classes de Pontrjagin topologiques

Alain ConnEs, Dennis SULLIVAN et Nicolas TELEMAN

Résumé — Nous donnons des formules locales, en termes de cycles d’Alexander Spanier, pour les
classes de Pontrjagin rationnelles des variétés quasi conformes et des variétés topologiques de
dimension non égale 2 4.

Local formulas for topological Pontrjagin classes

Abstract — We give local formulae in terms of straight cycles (Alexander Spanier cycles), for the
rational Pontrjagin classes of quasi conformal manifolds and for topological manifolds of dimension
not equal to 4.

INTRODUCTION. — Dans cette Note nous obtenons des formules locales pour les classes
de Pontrjagin des variétés topologiques. Ces formules apparaissent a posteriori comme
découlant de la question élémentaire suivante de la théorie -de de Rham des varietes
différentiables. Considérons, pour une variété compacte orientée M de dimension paire,
21, la théorie de Hodge des formes différentielles de degré /. Nous noterons y la
Z[2 graduation donnée par I'opération *, associée a4 une structure conforme sur M, sur
I’espace h des formes de degré [ de carré intégrable. La question considérée est la
suivante : _ |

‘« Existe-t-il un opérateur F de carré 1 (F?>=1) dans § qui soit égal a 1 sur les formes
exactes et anticommute a 7y ». |

La réponse 4 cette question est positive si et seulement si la signature de la variété M
est nulle. Nous localisons cette question sur tout voisinage U de la diagonale dans M X M
en exigeant que le support de opérateur F soit contenu dans U. Nous associons une
obstruction a ce probléme, formulée comme un nombre fini de cycles (Z,)r=0, ..., :
d’Alexander Spanier sur M, construits par des formules locales. Nous montrons enfin
que ces cycles donnent les composantes du genre L de Hirzebruch-Thom de la variété M.
Alors que les formules usuelles pour ces classes caractéristiques invoquent la courbure
de Weyl et donc deux dérivées de la metrique Riemannienne, les formules que nous
obtenons sont valables pour toute structure conforme mesurable bornée et s’appliquent
ainsi & toute variété quasi conforme. Un résultat de [1] assure I’existence et P'unicité a
isotopie prés d’une structure quasi conforme sur toute variété topologique compacte M
de dimension non égale a 4. Le travail ci-dessous est un aboutissement des idées de [2]
et [3], il utilise de maniere essentielle les résultats de [4], [5].

DEcomMposITION DE HopGE U-LoCALE. — Soient Q, et Qz‘ des ouverts de R" et
h:Q, - Q, un homéomorphisme. Rappelons que # est dit quasi conforme ssi 1l existe
K <o tel que

(1) K(x)::hm Sllp Sup{lh(x)_h(y)l;yegl’ |x_y|=’}§K, VXEQ]_.
ro0  Inf{|h(xX)—h(»)|; yeQ, |x—y|=r}
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Un tel hom€omorphisme est différentiable presque partout et est absolument continu [6].
Une varicté quasi conforme est une variété topologique munie d’un atlas quasi
conforme. Elle posséde une classe de mesure, la classe de Lebesgue, et un fibré tangent
qui est un fibré vectoriel mesurable noté TM. . |
Soient g, g, deux structures Euclidiennes sur ’espace vectoricl E=R". La distance
conforme, d(g,, g,) est définie par :

Sup {[[vls,; v€B, [|ofl,,=1}

2) d(go, &1)=1log .
1 Inf{|[ol,; veE, ||o[l,,=1}

Cette distance est inchangée si I'on remplace g; par X;g;, A;>0, de sorte qu’elle ne dépend
que des classes conformes [g,] et [g;]. Une structure Riemannienne (resp. conforme)
mesurable sur une variété quasi conforme M est par définition la donnée d’une métrique
Euchdienne mesurable (resp. de sa classe conforme) sur le fibré vectoriel mesurable TM.

DEFINITION 1. — Soit M une variété quasi conforme. Une structure conforme
mesurable [g] sur M est dite bornée ssi pour toute carte locale quasi conforme p, la
distance conforme de p~*[g] 4 la métrique Euclidienne est localement bornée. |

L’existence d’une structure conforme mesurable bornée, sur toute variété quasi
conforme est immeédiate. Soient M une variété quasi conforme compacte de dimension
paire 2/ et [g] une structure conforme mesurable bornée sur M. Soit h=1L2 (M, A T%)
'espace de Hilbert des sections de carré intégrable du fibré vectoriel complexe mesurable
A'TE, puissance extérieure /<iéme du dual T% de TM. Supposons M orientée. Le produit
scalaire dans b est déterminé par I'opérateur * associée 4 [g] par ’égalité :

(3) | (s, (’32>=J ®; A *E)za Vo,, ®,ebh.
M |

Soit y I'involution C linéaire autoadjointe de ) déterminée par I’égalité :

(4) yo=i'*w®, VYoe.

L’espace localement convexe sous-jacent a §) est indépendant du choix de la structure
conforme mesurable bornée [g] et nous notons Im d le sous-espace fermé de § engendré
par les do, ou @ est une forme différentielle de degré /—1 sur M, a support dans un
domaine de carte locale, et de classe C* dans cette carte,

Pour tout pel[l, oo[, les conditions suivantes définissent des idéaux bilatéres d’opé-
rateurs compacts dans I’espace de Hilbert, ot ’on note p_(T) la n-iéme valeur caractéristi-
que de Popérateur compact T, p, (T)=r-iéme valeur propre de | T |=(T*T)*? :

(5) LP(b)= {T compact; ) p, (T) < oo }

(6) @) (h)= {T compact; p,(T)=0 (n™*/7) }

Soient enfin T un opérateur borné dans h=L*(M, A'T%) et U un voisinage de

la diagonale dans M x M. Nous dirons que Support (T)< U si pour tout ouvert V de M
ona:

welh, Support(@)cV = Support(To)cU-V
ou UeV={xeM;IyeV, (x, »)eU}.
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DerFmiTion 2. — Soit U un voisinage de la diagonale dans M X M. Une décomposition
de Hodge U-locale est un opérateur H dans L* (M, A'T%) tel que :

o) H*=1,

B) Support Hco U,

Y) H—id)/p g€ L2,

§) Hy+vyHe £

On notera qu’aucune des conditions &) . . . 6) n’utilise le produit scalaire dans §.

La donnée d’un opérateur H de carré 1 dans b est équivalente a celle de deux sous-

espaces fermés transverses :
(7) ' Bf={tebh; HE=%E}.

Si H est une décomposition de Hodge U-locale les sous-espaces fermés E* correspondants
sont des perturbations compactes :des sous-espaces Imd et y(Imd) de la décomposition
de Hodge globale.

HoMOLOGIE D’ALEXANDER SPANIER. — Soient X un espace compact, d un entier, et
¢ une mesure totalement antisymétrique sur Pespace produit X?*!. Une telle mesure,
G €A, est uniquement déterminée par la valeur de o (¢) pour toute fonction borélienne
bornée antisymétrique o.

Nous noterons & : A, - A,_, 'opérateur défini par I’égalité :

®) (sc)(@)=z(—1)ffqo(xo, Xy s Xy oy X)do, YO
0

Soit U un voisinage de Ia diagonale dans X x X. Nous dirons que ce A, est U-locale ssi
le support de o est contenu dans :

9) {(x)eX**; (x;, x)eU, Vi, je{0, 1, ...,d}}.

On définit de maniere évidente le complexe (Ay, 0) des chaines U-locales. Nous parlerons
de cycle d’Alexander Spanier U-local et de sa classe d’homologie pour désigner les cycles
de ce complexe et leur homologie. .

Soient (X, v) un espace mesurable et A un fibré vectoriel mesurable Hermitien sur X.
Rappelons que tout opérateur de Hilbert-Schmidt T e %2 (§), H=L* (X, A) est, de maniére
unique, de la forme :

(10) THE= [k NEODOL Ve

ou k est une section mesurable sur X x X de Hom (A,, A,), telle que :

(11) J trace (k(x, y)*k(x, y)) dv(x)dv(y) <.
XxX

De plus la valeur de cette intégrale est le carré de la norme de Hilbert-Schmidt || T ||s.
En particulier un tel noyau k définit pour tout d=1 une mesure sur X?*?! par Iégalité -

(12) o(p)= trace (k (xq, X,) k (xl, X3) .o k(xy, %)) 0 (xg, - - ., x5 I dv (x;).

yd+1

On a en effet I'inégalité :
(13) lc@|=|kllist | e]les  VoeL®(XI*L, vi*Y)

qui montre de plus que o est absolument continue par rapport a la mesure produit v
Si de plus Te #* la formule ci-dessus garde un sens pour d=0.

d+1
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Toutes ces expressions gardent un sens en terme de 1/2 densités et ne nécessitent pas
de fixer le choix de la mesure v dans sa classe de mesures, ce qui permet de I’éliminer.
Nous noterons tr (A?*1k) 'unique mesure totalement antisymétrique, oceA? qui vérifie
(12) pour tout ¢ totalement antisymétrique.

CONSTRUCTION LOCALE DES CLASSES DE PONTRIAGIN. — Enongons le résultat principal de
cette Note : |

THEOREME 3. — Soient M une variété quasi conforme compacte orientée de dimension
paire 21, v la 7/2 graduation de h=L12(M, A'T%) associée & ume structure conforme
mesurable bornée et U un voisinage de la diagonale dans M X M.

1) Il existe une décomposition de Hodge U-locale H.

2) Soient H une décomposition de Hodge U-locale, k=HyH+vy, et d un entier pair.
La mesure c=tr (A**1 k) est alors un cycle d’Alexander Spanier U°? local.

3) La classe d’homologie de c=1tr (A**1k) parmi les cycles U% locaux, g=2d(3 [+2)
est indépendante du choix de H. | |
 4) La classe d’homologie de o est égale a A, L,,_, N [M] o L, est la composante
de degré k de la classe de Hirzebruch-Thom L, (M) € H* (M, C) et ou

m!
Qm)!

La construction (1) s’effectue localement grace a des cartes locales quasi
conformes p, : U, — R*.

Ay, =227 1(2 i)~ d=2m.

COROLLAIRE 4. — Soit M une variété quasi conforme compacte orientée de dimension 4 q.
La construction du théoréme 3 pour d=0 définit de maniere locale sur M une mesure o
dans la classe de Lebesgue telle que

J do = Signature M.
o |

Explicitons la construction du théoréme 3. Considérons la sphére S*' munie de sa |
structure conforme standard notée [g,]. Soit [g] une structure conforme mesurable bornée
arbitraire sur S%!. Nous noterons v, (resp. v) la Z/2 graduation de h=L2? (S*, A'T%) asso-
cice a[g,] (resp. [g]) et F, (resp. F) l'opérateur dans §j qui vaut 1 sur Imd et —1 sur
Yo (Imd) [resp. y(Imd)]. 11 existe un unique endomorphisme mesurable p de A'T% sur
S2! qui vérifie les conditions suivantes :

a) WYo= — YoM, H=p7,

b) ||n]lo<1,

¢) Y=o A +w/(1—p),

d) F=(1+p) ' (Fo+ W F,Fo+tw ™ A+

Les conditions b) et d) montrent que pour tout idéal bilatere J d’opérateurs dans b et
toute fonction feL®(S*) on a

(14) [Fo, f1€e] <= |[F, flel.

Soit [g] la structure conforme mesurable bornée-de M. Considérons un recouvrement
M=V, par des domaines de cartes locales quasi conformes :

(15) p,: V, -8

Pour chaque «, soient g, une structure conforme mesurable bornée sur S*' qui coincide

avec p. **[g] sur p, (V) et F, Popérateur associé dans L? (S%, A'T%). L’implication (14)
appliquée 4 F_ et 4 idéal J=2@"*) permet d’utiliser uné partition de I'unité pour




Formules locales pour les classes de Pontrjagin topologiqﬁes o 525

recoller les operateurs F,. On obtient ainsi, pour tout voisinage V de la diagonale dans
M x M un opérateur S vérifiant les conditions suivantes :

(16) Support ScV, S§*2—1egCh®) Sy=—vS, (S—1)/ImdeF*: ™),

Pour démontrer le 1) du théoréme 3 on choisit V tel que VO®)<=U et Pon modifie S
vérifiant (16) de la maniére suivante. Soient p et g les polyndmes & une variable tels
que.: | |

(17) (1+t)‘%’2=q(t)+0(t2‘+1), degré g=2 1.
(18)_ | - pO=(1+Dg)* -1

On pose alors, avec =S*—1 : |

(19 H=Yp(9)+(1 —l—jlp(e))q(e) S

On vérifie directement que p(8)e Z* et que H est une décomposition de Hodge U-locale
(définition 2).

La démonstration du 2) du théoréme 3 utilise de maniére essentielle la cohomologie
- cyclique [4] et sa relation avec la cohomologie d’Alexander Spanier décrite comme suit :
Soit o/ une algebre sur C, le complexe cyclique (C¥, b) de .o/ est donné par :

(20) C (..cf’)={formes n+1 lin€aires sur & telles que 1(a,, a,, ..., a,, d,)
=(_1)NT(009 dys - - -5 an): vajebd}

1) (B (@0, - - -» Byys)

=Y (—1¥t(ap, --+» 411 - -« e ) (=" 12 (@t 1a", ..., a"), Vaed.
0 |

Remarquons de plus que si Jo.&/ est un idéal bilatére et B<—.o/ une sous-algébre telle
que JNB={0}, J+B=., lextension naturelle par 0 sur B des cochaines teC/ () telles
que ' |

(o - -5 40, Ajyys - -5 4)=T(g, -+, A 0811, ..., 4),

(22) .
Vj, Vdel, V&eB

commute avec I’opérateur de cobord 5.
Considérons alors I'algebre J des opérateurs tragables dans §j, le lemme essentiel est le

suivant :

Lemme 5 [4]. — 1) L’égalité suivante définit un morphisme .de complexes
1: (A%, 0*) = (CF(J), b) qui préserve la U-localité

T:p(kO: e v kn)=(_ I)HJ

. trace (ko (ros X2) Ky (1, %) - - Ky Gy X0) @ (s - - -5 )
MP :

VoeA”

2) Tout élément de I'image de T vérifie la condition (22) relativement & 'algébre B des
endomorphismes mesurables du fibré A'T%. ‘

La démonstration du 2) du théoréme 3 résulte alors de Iinvariance par homotopie de
accouplement entre K, (&), &£ =J+B et cohomologie cyclique.

La démonstration du 3) combine celles de 1) et 2). Enfin le 4) résulte facilement de [4]
et de la comparaison des espaces classifiants BO et BTop.

Note remise le 30 juin 1993, acceptée le 5 juillet 1993. |
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