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Séminaire BOURBAKI 551-01

32e année, 1979/80, n° 551 Février 1980

FEUILLETAGES ET ALGEBRES D'OPERATEURS

par Alain CONNES

La théorie des algébres stellaires est une généralisation de celle des espaces
localement compacts. La théorie de Gelfand établit une dualité entre algdbres stel-
laires commutatives et espaces localement compacts. A l'algebre stellaire commutative
A on associe son spectre Sp A , espace localement compact des caractéres de A ,
inversement, & l'espace localement compact S , on associe l'algébre stellaire CO(S)
des fonctions complexes continues nulles a 1'infini dans S .

L'étude de l'espace localement compact S du point de vue de la théorie de la
mesure, de la K-théorie, oude la géométrie différentielle se formule de maniére trés
naturelle en termes algébriques, i. e. en utilisant A = CO(S) au lieu de S . Ainsi,
si S est compact, une mesure de Radon sur S est exactement une forme lindaire
positive sur A (1), et cette théorie de la mesure donne une classification des
représentations de A dans un espace hilbertien. De méme, toujours avec S compact,
un fibré vectoriel complexe sur S est exactement un module projectif de type fini
sur A , et X°(S) est égal & 1'invariant KO(A) de la X-théorie algébrique (voir
[16]). De plus le groupe K1(S) n'est autre que ﬂO(GL(A)) groupe des composantes
connexes de GL(A) = U GLn(A) , (ou GLn(A) est le groupe des éléments inversibles
de M (A) ), et la démonstration du théoréme de périodicité de Bott est ici dans son
cadre naturel, (elle utilise une identité matricielle et le calcul fonctionnel holo-
morphe dans les algébres de Banach), de sorte que ce théoréme reste vrai pour des
algébres stellaires non commutatives, associant en particulier a toute suite exacte

3 . 2
O—J —>A —B — 0 d'algebres, une suite exacte hexagonale : 2

K (J) — K (A7)
(o] [e]
K, (B) K (B)
1 o

S

K_I(A) — K,l(J)

(1) Si A est une algébre stellaire on dit qu'une forme lindaire ¢ € A* est posi-
tive quand @(x*x) =2 0 Vx€a .

(2) on définit K comme dans [16] et K, par T (GL(A)) , la périodicité de Bott

1
s'écrit KO(A) wﬂj(GL(A)) .
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Enfin le théoréme de l'indice d'Atiyah Singer est ici aussi dans son cadre
oo}
naturel ; si V est une variété compacte de classe C , l'algébre filtrée des opé-

rateurs pseudo-différentiels donne une suite exacte d'algdbres stellaires :
8 [¢)
O —> k —> —> C(S*V) —™ 0O

¢ . 2 N .

ou 8 est 1l'adhérence normique (dans L (V) ) de l'algebre des opérateurs pseudo-
différentiels d'ordre O , O est le symbole principal (et S*V 1l'espace des demi-
droites ZR+§ , EE€T*V), E#0) et k est l'adhérence normique de 1l'algébre

des noyaux régularisants. Ici k est la C*-algébre élémentaire, i. e. k est iso-

morphe a 1l'algébre des opérateurs compacts dans 1l'espace de Hilbert (c'est la seule
algébre stellaire (de dimension infinie) qui n'ait & équivalence prés qu'une repré-
sentation irréductible dans 1'espace de Hilbert).

Ona K (k) = Z etla fléche, de K (C(s*V)) = K1(S*V) dans K _(k) = Z ,

correspondante est 1'indice analytique.

Le r8le de la théorie des algebres stellaires n'est pas de reformuler en termes
algébriques des idées géométriques, mais de pouvoir étudier des espaces qui €&chappent
4 1l'intuition géométrique. Pour &tre précis, soit ' un groupe discret (infini)
opérant proprement et librement sur l'espace localement compact X , alors le quotient
f\X est un espace localement compact et 1l'algébre steliaire CO(T\X) est stablement
isomorghe(1) a 1l'algébre stellaire produit croisé de CO(X) par l'action de T (2).

Si l'action de ' sur X est impropre (prenons par exemple SL(2,%Z) agissant
sur P1(KU , ou Z agissant par translations (par des multiples de 6 £ @ ) dans
R/Z ), le théoréme ci-dessus n'est plus vrai, (dans les exemples, Co(F\X)= C et le
produit croisé n'est pas isomorphe & k ) l'espace gquotient 1_,\X a une topologie trés
grossiére, par contre l'algébre stellaire produit croisé CO(X) x I’ est parfaitement
raisonnable. Le but de cet exposé est d'appliquer la théorie des algébres stellaires

Y

, (o]
a4 1'étude des feuilletages. Soient en effet X une variété de classe C , Y un

feuilletage (de classe dm ) de X (F.R.V. § 9, n° 2). Quand Y est défini par une

submersion p : X — B , la relation R sur X : " x et y appartiennent a une

méme feuille connexe" est une relation d'équivalence réguliére, de sorte que 1'espace
. 3 : X A A . .

des feu1lles( ) X/g s'identifie a B . Méme pour les feuilletages les plus simples

2 fes o . ;
(comme le feuilletage de Kronecker de IR /ZF défini par l'equation dx, = dez ’

1
© £ 0 ) la relation R n'est pas réguliére et 1l'espace topologique X/ ne joue que

3)

trés grossidrement le r8le d'espace de paramdtres pour la feuille' générique f de Y

(1) On dit que A et B sont stablement isomorphes quand A ® k est isomorphe a
B®k , ol k est la C*-algdbre élémentaire.

(2) Complétion convenable de l'algébre engendrée par CO(X) et une représentation
unitaire g — U(g) de [ avec U(g)FU(g)* = Fg VFE CO(X) .

(3) Nous dirons feuille pour feuille connexe maximale.
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A un feuilletage Y de X nous associons une algebre stellaire C*(X,Y) qui
se réduit (a4 isomorphisme stable prés) a CO(B) quand Y est défini par une submersion
p : X— B . (Voir appendice 1 pour la construction de C*(X,Y) ).

La théorie classique des feuilletages introduit la notion de mesure transverse

A (voir appendice 2), de plus la version algébrique de la théorie non commutative de

QD)

1'intégration est basée sur la notion de trace sur une algébre stellaire. A chaque

feuille f de Y est associée (appendice 1) une représentation e de C*(X,Y)
2 ~ ~ ~ .. , e
dans l'espace L (f) ou f est le revBtement d'holonomie de f et l'egalite :

TraceA(T) = S‘Trace ﬂg(T)dA(f) VrTe C*(X,Y)+

(voir appendice 3 pour la définition de cette intégrale) associe une trace sur C*(X,Y)

3 la mesure transverse A . Supposons maintenant que X soit une variété compacte.
soit’®) ¢ 1le courant de Ruelle et Sullivan associé & - A (cf. appendice 2)

alors C est fermé et sa classe d'homologie, [C] € H (X,R) joue le rdle de cycle

2
fondamental. Soit alors e € HP(X,IU la classe d'Euler( )

du fibré TY tangent au
feuilletage. Le scalaire <e,[C]> s'interpréte, de méme que la caractéristique
d'Euler d'une variété, soit en comptant (transversalement a l'aide de A ) les zéros
d'un champ de vecteurs de classe d» sur X tangent a Y , soit (en supposant par
exemple que dim Y = 2 ) comme intégrale, par rapport a A , de la courbure intrin-
séque des feuilles (pour une structure riemannienne sur Y ). Ces interprétations
résultent immédiatement de la théorie générale [17] des classes caractéristiques,
mais il manque l'interprétation de <e,[C]> comme 2(—1)ij ou les Bj sont des
"nombres de Betti". Si le feuilletage (X,Y) est défini par une submersion
p: X— B, la donnée de A équivaut & celle d'une mesure de Radon sur B , les
feuilles p-1{b}'= f sont des variétés compactes et <e,[C]>= Z(-1)ij ou
.= [ e manm , B = aim W7 b))

i Jg 3 3 '

En général les feuilles f ne sont pas compactes, de sorte que l'espace H(£)

(3)

des formes harmoniques de degré j de carré intégrable sur f est de dimension
infinie. La théorie singuliére de 1'intégration (appendice 3) n'exclut cependant pas
que Sdim Hj(f)dA(f) soit finie (voir la prop. 3 ci-dessous pour une interprétation

de cette intégrale) on a :

THEOREME 1. - a) Le scalaire Sdim HJ(E)dA(f) = Bj est fini et indépendant du choix
de structure riemannienne sur Y .

b) on a 2(-1)jej = <e,[c]> .

~

Bien entendu Bj 20 V3j, de plus Bo = Sdim H2(F)ar(£f) est nul sauf si £

(1) Nous dirons trace pour trace semi~finie semi-continue.
(2) En supposant Y orienté.
3

(3) Pour une structure riemannienne sur Y (dont le fibré H ne dépend pas).
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(revétement d'holonomie de f ) est compact pour un ensemble non négligeable de
feuilles, ainsi si le feuilletage Y est de dimension 2 et 1l'intégrale <e,[C]>
de la courbure intrinséque des feuilles est > O, Y posséde alors des feuilles
compactes stables (i. e. les feuilles voisines sont compactes) résultat démontré par
D. Sullivan dans le cas particulier ou la croissance des feuilles est polyndmiale.

Le théoréme 1 est un cas particulier du théoréme de 1'indice pour les feuille-
tages mesurés.

QD)

THEOREME 2.- Soit D un opérateur différentiel elliptique sur Y alors :

a) [ dim(ker D.)AM(£) < ® (ol D_ = D restreint i T,

b) [ dim(Ker D_)aA(£) - [ dim(Ker DX)aA(f) = <ch o .7ax,[c]> .

Ici OD désigne le symbole principal de D et le caractére de Chern ch GD

est calculé comme dans le cas classique en remplagant TX par TY , on a
ch UD € H*(X,Q) , de plus Td4(X) € H*(X,D) est la classe de Todd usuelle de X .

La démonstration du théoréme 2 s'appuie sur la théorie de Breuer (qui est 1'ana-
logue pour les algébres de von Neumann semi-finies de la théorie de Fredholm pour
l'algébre de von Neumann des opérateurs dans 1'espace hilbertien) appliquée & l'algébre

de von Neumann associdée & C¥*(X,Y) et & la trace : Trace Le fait remarquable

N

dans cette théorie est que l'indice est une fonction continue & valeurs dans TR 4

muni de la topologie discréte, i. e. localement constante.

, T sont des

2

Prenons par exemple pour X un tore complexe G:/r x (E/F ol F1
1 2

réseaux dans € , pour Y le feuilletage diagonal (quotient par F1 X FZ du feuille-

2 N ) . .
tage de T par les droites complexes paralléles a la diagonale) et soit A 1la

mesure transverse associde au courant C = d(x1-x2)Ad(y1-y2) ’ ou zj = xj + iy, .
Soit Pj , j=1,2 le fibré holomorphe sur Cl:/r associé & O comme pdle simple
et soit P =P ®P} sur X . J

En appliquant le théordme 2 & 1'opérateur 3 (sur la variété feuille Y qui
ici est complexe) agissant sur les sections de la restriction de P a Y , on obtient
1l'indice = densité F1 - densité Fz et donc si densité T1 > densité T2 un résultat
d'existence de fonctions méromorphes sur T n'ayant de pSles qu'aux points de F1
(et simples) et s'annulant en tous les points d'un translate de T2 , tout en étant
de carré sommable (comme section de P ).

Ainsi le théoréme 2 sert de remplacement au théoréme de 1l'indice quand 1l'espace
étudié n'est pas compact (voir [24] et [2] pour des résultats antérieurs dans cette
direction et [3], [18] pour le cas des espaces homogénes d'un groupe de Lie) un
décompte tel que "nombre de pSles - nombre de zéros" étant remplacé par

"densité des pdles - densité des zéros". Pour préciser la signification d'un scalaire

o
(1) On suppose les coefficients de D de classe C sur X .
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tel que I dim(Ker Df)dA(f) , notons :

PROPOSITION 3.- Avec les notations du théoréme 2, il existe une transversale T et

une famille mesurable (Uf) d'isomorphismes

2 ~
: e n
Uf Ker Df £7(T £f)

La mesure transverse A(T) est uniguement déterminée par l'existence de U (et

dgale 3 [ dim(ker D)aM(E) ).

Si par exemple Y = X la proposition 3 signifie que 1l'espace Ker Df (qui est
de dimension finie) est isomorphe & un 12(T) o0 T est un sous—ensemble fini de
X dont la cardinalité est bien déterminée, en général on fait donc un décompte du
nombre A(T) de paramétres dont dépend un élément de Ker D, en utilisant une
transversale T pour effectuer ce paramétrage.

Le théoréme 2 montre que le sous-groupe de IR formé par les indices d'opérateurs
elliptiques est dénombrable (il peut, bien entendu, &tre dense et de rang > 1 méme
quand /I est ergodique, par exemple avec F1 ’ FZ comme ci-dessus et il est de rang
=2 2 si densité f1 / densité F2 £ © ) car ch ODTdV € H*(V,D) . Si le feuilletage
(X,Y) était défini par une filtration p : X — B , on pourrait appliquer le théoreme
de 1'indice avec paramétres d'Atiyah Singer [1] qui donne 1'égalité entre indices
analytiques et topologiques, tout deux &léments de K (B) , beaucoup précis que
la donnée de I Indice DbdA(d) (qui dépend d'ailleurs d'un choix arbitraire de A ).
Cr ici le groupe KO(C*(X,Y)) (de la K-théorie algébrique, voir 1'introduction) est
dénombrable (et se réduit & K (B) dans le cas d'une filtration) et 1'algébre filtrée

QD]

des opérateurs pseudo-différentiels sur Y donne une suite exacte d'algebres

stellaires : g o
O+ C*(X,Y) > — C(S;X) — 0

ou ég est l'adhérence normique de l'algeébre des opérateurs pseudo-différentiels
d'ordre O , O le symbole principal, et S§X 1'espace compact des demi-droites
dans le fibré TY (de classe c’ sur X ). On en déduit une flé&che, l'indice ana-
lytique, de K1(S;(X)) dans KO(C*(X,Y)) . Pour simplifier les notations, posons
KO(X,Y) = KO(C*(X,Y)) , toute mesure transverse /A sur le feuilletage détermine,
gréce a la trace, , un homomorphisme de k°(X,Y) dans R , noté dimA , et le

théoréme 2 détermine 1
dimA o Ind : K (S;(X)) —> 1R

Le groupe KO(X,Y) est important méme indépendamment de son rdle en théorie de

1'indice, on a par exemple :

PROPOSITION 4.- a) Toute sous-variété V de X , compacte, transverse a Y , avec

dim V = codim Y détermine canoniquement un module projectif de type fini

(2)
[v] € KO(X,Y) .

(1) avec des conditions de continuité dans le sens transverse a Y .

(2) Et pour toute mesure transverse A on a dimA[V] = NV) .
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b) Si Y est défini par l'action libre sur X d'un groupe de Lie G , toute repré-

sentation intégrable T de G détermine canoniquement un module projectif de type

fini [T] € KO(X,Y) .

Voir appendice 1 pour la construction du module a).

Le travail remarquable de M. Pimsner et D. Voiculescu [19] (voir aussi [9], [20])
permet de calculer la X-théorie d'un produit croisé A Xg Z si on connait la

K-théorie de l'algébre stellaire A , en particulier on obtient :
THEOREME 5 (Pimsner,Voiculescu).~ Soient 6 € [0,1]\Q , YG le feuilletage de

Kronecker ( dx1 = 9dx2 ) du tore X = T2 = Rz/ZZ , N 1la mesure transverse de

o
courant dx1 - edxz‘ , alors dimA est un isomorphisme de K (X'YO) sur Z+0ZCR .

N . 1
On a de plus dans ce cas une description treés simple [8]( ) de la classe des

modules de dimension Ip - qel , en effet la géodésique t — (pt,qt) est transverse
4 Y , et le module associé par la proposition 4 a) a pour dimension la mesure trans-
verse de la géodésique, i. e. Illp - Gq]dt ="p - Bq] . On déduit facilement de 5
que les algébres stellaires C*(X,Ye_) j = 1,2 sont isomorphes ssi © se déduit
de 61 par l'action de SL(2,%) (sar P1(IU ).

On est encore loin du compte en ce qui concerne le calcul de KO(X,Y) en général
et celui de la fléche 1Ind , cependant si Y provient d'une action libre de :mn sur
X on définit de manidre canonique un isomorphisme YX , qui généralise 1'isomorphisme

de Thom, de Kn(X) 2 sur KO(X,Y) (cf. [7]) et on a :

. . Ry . 3 S
THEOREME 6 ([8]).- Soient D wun opérateur dlfferentlel( ) GD son symbole principal,

[UD] € K(X) sa classe de KX-thdorie (on identifie KX(X) et K(T*Y) car T*Y = Xx R )

alors Ind D = YX([GD]) .

COROLLAIRE 7.- Dans les hypothé&ses 6, pour toute mesure transverse A , 1l'image de

k% (x,Y) par dimA est égale i : {<ch E,[Cc]> , EE K (x)} ou C est le courant
associé & A .

En particulier si on prend un difféomorphisme minimal ¢ de S3 ([11]) et que
1'on considére le feuilletage (X,Y) quotient du feuilletage‘de S3 x R (défini par
la projection S3 x IR —> 83 ) par le difféomorphisme ¢ x translation , pour toute
mesure transverse A on obtient :

dimy ¥°(x,¥) = Za , o= As?)

Comme ¢ est minimal l'algébre stellaire A = C(S3) x@:z est simple, [23],
toute mesure de probabilité @-invariante sur S3 (il en existe car Z est moyen-

nable) définit une trace fidéle sur A et le calcul ci-dessus montre que la trace de

(1) cf. [20] pour la description en termes d'idempotents.
1
(2) i. e. k° si n est pair et K si n est impair.

(3) L'énoncé reste valable pour un opérateur pseudo-différentiel.
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tout orthoprojecteur e € A est un entier, donc que A ne contient pas d'ortho-
projecteurs autres que O et 1 . (Probléme de Kaplansky, voir [4] et aussi [7]).

@
Passons maintenant a4 l'utilisation de la structure C dans le sens transverse

au feuilletage, pour cela considérons 1l'exemple du feuilletage de Kronecker dx1 = 9dx2

2 2 N . .
sur T = R /ZZ . L'algebre stellaire correspondante est alors stablement isomorphe
a4 1l'algébre stellaire Ag engendrée par deux unitaires U, s U, tels que
[eo]
U1U2 = exp i21T9U2U1 , et la structure C transverse au feuilletage de Kronecker se

traduit par l'existence de deux dérivations 61 . 62 de AG avec 6162 = 6261 ,
<« j ~
5k(Uk) = 21‘liUk et 6k(Ul) =0 si k # £ . L'algébre involutive Ay = I pomaine 57 od
j 31 32 [ \ s
63 = 51 62 coincide avec l'espace nucléaire des suites a décroissance rapide,
a = (a ) , 1'élément correspondant de A étant Z a vl . C'est une sous-
n,m n,m€Z [S] n,m 1 2

©
algeébre dense de Ae , de plus pour tout module projectif de type fini 2 sur A

]
20 @
il existe un module projectif de type fini & sur Ag (unique & isomorphisme prés)
[ee) [s2] -]
tel que 8 =& ® © Ae . Etant donné un module projectif de type fini g sur 1-\e
A
0

o
s v de % dans

L]
on appelle connexion sur ¢ , la donnée de deux applications V 2

1
8 telles que © ©
v (8a) = (V,D)a + B (a) , vEe€ , Vaeag

fee) [o2)
(ot 1'on a derit &°  comme module & droite), tout module projectif de type fini &
posséde une connexion.

Soient p , 9@ deux entiers premiers entre eux, w1 W, €M (C) deux matrices

2

1
unitaires telles que w1w2 = exp(i2mp/ )w2w , et faisons de A(R)® (I:q S un
® \

Ag-module en posant, pour £c &m) ®c?

1

(u,.8)(s) = w,B(s~¢) Vs€mRrR , od € = P/ - 9
(U,.8)(s)

]

exp i2ms W2€(s) VsERr .

z @ 7 . . . . . s
THEOREME 8.- Le module gp a ainsi defini est projectif de type fini de dimension

. s ! 21 (s
p - at| , les dgalitds (v.E)(s) = = E(s) et (v,8)(s) = F2 E(s) aéfinissent
© PALE]
une connexion sur & , de courbure constante VvV, V_ - V .V, = = .
P,q 12 21 €

Ici la notion de dimension est relative & l'unique trace normalisée T sur A

0

n_m

avec T(Z a U,u,) = a . Cette trace est invariante par l'action de R sur A, ,
n,m 1 2 0,0 0

par automorphismes, définie par les dérivations 51 , 52 . Dans le cadre général d'une

action d'un groupe de Lie G sur une algébre stellaire A avec trace invariante T ,

on construit l'analogue du caractére de Chern en géométrie différentielle en définissant

un morphisme chT de K(A) dans la cohomologie H”]‘R(G) des formes différentielles

R . . 2

invariantes a gauche sur G . [8]. Dans le cas ci-dessus G =R  ,

2 1 , . . 2
H]*R(G) = AR" = ]Rea]RZEB IR et si € ,52 désigne la base canonique de IR~ on a :

(1) AB(R) est l'espace de Schwartz de R , A(R)® ¥ est considéré comme espace

q

des sections du fibré trivial €~ sur IR .
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1 2
h (& )= lp-q8] +c (& Helace
T p.q ]p 4 1 1" p.q
N . 1 . -gb
ou c1 est €égal, comme la courbure est constante, a T X dim éo a = o/ -6 = g€z .
©r &
qa
Cette propriété d'intégralité est due, comme dans le cas du calcul différentiel ordi-

naire, au théoréme de 1'indice. En effet pour la structure différentielle étudide ici

sur A 1'opérateur (1-+-A)_1 = (1-6? —55)—1 de BAg dans Ag est compact au sens
usuel, on a 1l'analogue du calcul pseudo-différentiel, un opérateur différentiel ellip-
.3 J, 3
, 1,72 1 . 172
tique étant une expression D = Zz: aj51 62 M iel1e que o(E) = i" aj§1 §2

j[=n [5]=n
soit un élément inversible de Ay , V(§1,§2) # O , et l'analogue du théoréme de
1'indice invoque, comme dans le éas classique, le morphisme c1 de KO(AG) dans
R . [8].
on en déduit (cf. [8]) le calcul de 1l'indice pour des opérateurs sur IR de la
3y 3

forme X Ajv1~V22 ou V1f =f', (sz((s) = sf(s) et les Aj sont des opérateurs

de la forme :
(Af)(s) = Z ¢ (s)E(s-n)

@ ’ N N z . '
avec mn de classe C périodique de période 6 £ Q .
Ici aussi on est encore loin d'avoir, dans le cas général, l'analogue de la
théorie décrite dans le cas du feuilletage de Kronecker. Nous renvoyons a 1'appen-

dice 4 pour la signification des facteurs de type III dans ce probléme.

[ee)
(1) o a, =a, a, €A Vy,,5, € N .
3J Iy 35 17-2
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Appendice 1

L'algtbre stellaire d'un feuilletage

Soit G le quotient du groupoide fondamental de la variété feuille Y par la

relation d'équivalence '"source Y = source Y' , but Y = but Y' et l'holonomie de
1-1 - . sz
Y o Y est triviale". Le groupoide G a une structure naturelle de varieté de
©

classe C , avec dim G = dim X + dim Y . L'application ¥ = {(Y) = (but Y , source V)

de G dans X x X est une immersion qui a pour image la relation R © X x X (cf.

Winkelnkemper [26]). Soit « € R , le fibré des densités d'ordre @ sur la variété
s s L o @
feuille Y est la restriction a Y d'un fibre QX de classe C sur X , posons

(03 o o
Q% = v ® Q%)

® ~1/2 (1) . SN R
L'espace CC(QG ) des sections de classe C a support compact du fibre
1 3 . .
QG/Z est une algebre involutive avec :
-1
= * =
ey » kD) = [ K (YY) KR = k(YT

Y1°Y2=Y
Pour tout x € X , l'application but, de GX = {Y , source Y = x} dans Y est le
revétement d'holonomie de la feuille de x et 1'égalité suivante définit une repré-
. ; 2 2

sentation ﬂx de l'algebre involutive ci-dessus dans L (GX) ( ).

(m (KE)(Y) = [ k(Y HE(Y,)  Yvec .

X Y. oY =y 1 2 X
1°727

Pour x ~ y(R) , les représentations m.oet ﬂy sont équivalentes. L'algdbre

stellaire C*(X,Y) est par définition la complétion de 1'algébre involutive

© 1/2
c (Q / ) pour la norme “k” = sup“ﬂ (k)” .
c G - % X
©
Soit T wune sous-variété compacte de classe C de X , de dimension

dim T = codim Y , transverse a Y . Soient el = {fvyeec, but vy €T} et Q1/2 le

T
Lz T | . 1/2 . ‘ ¢ . .
fibré sur G induit par QX/ et l'application source, l'eégalité suivante fait
© 1/2 N

de CC(QT/ ) un module a droite sur

© 1/2 T

c /D) ey = | PLYK(Y,)  UvEGs .

Y10Y2=Y

On montre que ce module est projectif de type fini, il définit donc (par changement

de l'anneau de base cf. [16]) un module projectif de type fini sur C*(X,Y) .

(1) Nous supposons pour simplifier G séparée.

‘ 1 .
(2) Espace des densités d'ordre 3 de carre sommable.
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Appendice 2
Le courant de Ruelle et de Sullivan
‘.z . . (1
Soient (X,Y) une variete feullletee( ), (U.). un recouvrement ouvert

i'i=1,..,n
de X avec pour chagque i une submersion p, ¢ Ui — Si définissant le feuilletage

induit. Une mesure transverse A pour (X,Y) est alors donnée par une mesure de

Radon AS sur chaque Si , 1i=1,...,n , invariante par le pseudo-groupe d'holo-
i

nomie (pseudo-groupe agissant sur la réunion disjointe des S, , i = 1,...,n ).
[e<] o
Soient p € cC (Q) , Py €cC (QX) + Support p. S U, , )2 P, = P , on pose

=2z = a itd a'
c(p) c(py) » Clpy) I (I -1 pi/ )dASA(S) , ou Di/ est la densité d'ordre
5; Py {s} Y i Y

1 sur Y définie par P, . Supposons Y orientée, toute forme différentielle

@© z re . s . . Y . z
de classe C de degre p = dim Y deéfinit, par restriction a Y , une densité

oo e s Id Ve X . s
wér€ c (QX) et 1l'egalite C(w) = C(wé), definit le courant de Ruelle et Sullivan.
Il est fermé, de dimension p , et sa donnée équivaut & celle de A . (cf. [21],
[250).

. ) ® 1/2 ‘ oy
Avec les notations de l'appendice 1, on a, pour k € CC(QG/ ) 1l'égalite :

1/2

- 3 g 172
TraceA(k) = C(k/x) ou k/X est la densité x — k(x,x) € QX ® QX =Q

X

(1) avec X compact pour simplifier.
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Appendice 3

Intégration sur les espaces singuliers

La donnde de départ en théorie de 1'intégration (cf. Rudin [22]) est celle d'un
espace mesurable (S,B) , ol B est une tribue de parties de S ; une mesure posi-—
tive A étant une application dénombrablement additive A de 1l'espace des fonctions
positives B-mesurables dans [0,+°] . Bien que la théorie soit développée dans cette
généralité on l'applique surtout aux espaces mesurés réguliers, réunions d'un ensem-

, 1
ble dénombrable et d'un espace de Lebesgue( )

. Cette classe d'espaces est cependant
instable par l'opération d'image d'une mesure par une application ¢ : S — S' , et
elle ne contient pas, par exemple, l'espace (2 des géodésiques d‘une surface de
Riemann V de genre > 1 , ou l'espace des feuilles du feuilletage de Kronecker.
Ces espaces sont des espaces mesurables singuliers, l'ergodicité du flot géodésique
montre que toute fonction mesurable f : Q — IR est presque partout égale a une
constante, et donc que pour étudier (Q 1la théorie usuelle de 1'intégration est

P , par exemple, étant réduits aux scalaires. Bien entendu

inefficace, les espaces L
on peut ici se raccrocher i 1'espace mesuré usuel S*V des vecteurs tangents de

longueur 1 sur V et dire que, comme {2 est 1l'espace des orbites du flot géodé-
sique, 1'étude de ( est celle de ce flot. Mais cette désingularisation Q‘= S*V/]R
0 (2)

de n'a rien de canénique, on peut par exemple, lui préférer la désingulari-
sation (O = (S1*xS1)/r ou [ est le groupe fondamental de V agissant sur le

bord S1 = 3V du revétement universel V de V identifié au disque de Poincaré ;
au couple x,y € S1 on associe l'image dans V de la géodésique (x,y) de V .

On cherche donc & avoir une théorie de 1'intégration intrinséque & ( , indépendante
d'un choix auxiliaire de désingularisation, avec une notion de mesure A telle que :

1) si Q= X/G ol G est un groupe localement compact unimodulaire,,la donnée de
A sur Q soit équivalente A celle d'une mesure G-invariante sur l'espace X .

2) Si 0 est l'espace des feuilles d'un feuilletage (X,Y) la donnée de A sur
Q0 soit équivalente & celle d'une mesure transverse (invariante par holonomie) pour
le feuilletage.

3) si Q est le quotient X/R ol R est une relation d'équivalence a orbites
dénombrables, la donnée de A sur Q soit équivalente & celle d'une mesure | sur
X invariante par le groupe plein [R] (groupe des transformations bimesurables ¢
de X telles que Graphe ® € R ) (cf. [10], [12], [13]).

Or la seule notion que nous aurons a modifier dans la théorie usuelle pour

(1) i.e. isomorphe & 1l'intervalle [O0,2] , @ € [0,+®], muni de le mesure de Lebesgue.
(2) On appelle désingularisation la donnée d'un espace régulier X et sur X d'une
relation d'égquivalence (de graphe mesurable) dont (2 est l'espace des classes

d'équivalence.
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obtenir une théorie entiérement satisfaisante, c'est la notion de variable aléatoire

sur 1l'espace Q .

Discutons d'abord la notion usuelle de variable aldatoire a valeurs entiéres,

i.e. x F>n(x) est une application mesurable de S dans {O,1,2,...,+Gﬁ . Un
entier n € {O,1,...,w} est un nombre cardinal, de sorte que tout ensemble dénombra-
ble Y définit un entier Card Y € {O,1,...,W} et que Y et Y' définissent le
méme entier ssi il existe une bijection de Y sur Y' . Considérons une variable
aldatoire & valeurs entiéres x F n(x) comme destinée a mesurer la cardinalité

n(x) = Card Y, d'un ensemble aléatoire Y, (dénombrable). L'axiome du choix montre
que deux familles (YX)X€S ’ (Y)‘()X€S définissent la méme fonction n ssi il existe

une bijection ® de Y = U Y, osur y' = U Y; telle que p' o @ = p ol p
x€s x€8
(resp. p' ) désigne la projection naturelle de Y (resp. Y' ) sur S . Mais, et

c'est 1i le point essentiel, on applique ici l'axiome du choix avec, en général, un
ensemble non dénombrable de choix a effectuer, obtenant ainsi, en général, une appli-

cation @ non mesurable.

Pour &tre plus précis prenons pour S 1l'espace des géodésiques £ du tore
2 2 ‘ 2 X
plat T =w 422 , soient C un arc de courbe traceée sur 1F , n(f) = Card(YK) ou

, 1
Yg = £ N C et munissons Y = U Yl de la structure mesurable evidente( ). Alors,
LES
si C' est un arc de courbe de longueur différente de celle de C il n'existe
aucune bijection mesurable ¢ de Y sur Y' compatible avec les projections,

bien que n(£) = n'(£) =+ VL € S

Ainsi 1'utilisation de l'axiome du choix, en faisant violence a la mesurabilité,
identifie abusivement les variables aldatoires Card(YN £) et card(y'N£) , variables

que la théorie de 1'intégration devrait tenir pour distinctes. Définissons donc une

variable aléatoire F i valeurs entidres sur 1'espace singulier S par la donnée
d'un espace mesurable : Sous-graphe (F) et d'une application p : Sous-graphe(F) +—> S
avec F(s) = p_1(s) dénombrable Vs € S (pour définir la mesurabilité de F on
utilise une désingularisation S = X/R en écrivant que les structures mesurables de
gous—graphe(F) et X sont compatibles). On définit de manidre évidente la somme

% F de variables aléatoires a valeurs entiéres. Une mesure A sur 1l'espace sin-
gulier S est la donnée pour toute variable aldatoire mesurable F a valeurs
entiéres d'un scalaire A(F) € [0,+®] avec :

a) Si F est équivalente & F' (2) on a AF) = MF")

(1) En identifiant Y avec C x S' , en associant & (x,¥) € C x S' 1le couple

(£,x) € Y formé de la géodésique £ passant par x et faisant 1l'angle & avec

1l'un des axes, et du point x € ¢ N £

(2) i.e. si il existe une bijection mesurable ¢ : Sous-graphe F —> Sous-graphe F'

compatible avec les projections.
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o0 o)
b) MZF ) =2X A(F_) .
1 n 1 n

on démontre alors que A permet d'intégrer les variables aléatoires réelles,

ol, pour définir une telle variable on traite un nombre réel « comme la mesure d'un

1 A cs ; . .
espace de Lebesgue( ) de méme que l'on traitait ci-dessus un entier comme la cardina-

1ité d'un ensemble dénombrable. La théorie ainsi construite vérifie les conditions 1),

2), 3) ci-dessus. Elle donne un sens a une intégrale comme I Trace Wf(T)dA(f) en

considérant Trace(ﬂf(T)) comme la variable aléatoire réelle, sur 1'espace singulier

des feuilles du feuilletage qui & f associe la masse totale >  <m_(7),§,E> , ou

£
(2) s€ng

Bf est une base orthonormale de LZ(E)
Bien entendu, 1'intégrale I FdA d'une variable aléatoire peut &tre finie # O
méme si la valeur usuelle de F(s) est +% pour tout s € S , par exemple dans le
cas discuté ci-dessus de 1'espace des géodésiques du tore, il existe une mesure A
telle que I card(£N c)dA(£) = longueur C pour tout arc de courbe C .
La notion d'espace mesuré singulier ainsi obtenue formalise les idées de H. Dye
[10] sur l'équivalence faible d'actions de groupes dénombrables I sur un espace de

3 .
3) et de G. Mackey [14], [15] sur les groupes virtuels. Comme H. Dye

Lebesgue (X,p)
¢ N . .z ® 4

a montré que l'algébre de von Neumann produit croisé de L (X,u) par T 4) ne change

pas quand on remplace l'action par une action faiblement équivalente, il n'est guére

surprenant que la contrepartie algébrique d'un espace mesuré singulier soit une

algébre de von Neumann. En partigulier si A est une mesure transverse pour le

feuilletage (X,Y) 1l'algébre de von Neumann correspondant a 1'espace mesuré singu-
lier des feuilles (cf. propriété 2) ci-dessus) est la méme que celle obtenue & partir
de l'algébre stellaire C*(X,Y) et de la trace : Trace, . Les algébres de von Neumann
construites & partir d'espaces mesurés singuliers (S,A) sont toutes de type II, le

type I correspondant aux espaces mesurés usuels.

(1) On sait que deux espaces de Lebesgue sont isomorphes ssi ils ont la méme masse totale.
(2) Et ou Bf dépend mesurablement de £ .

(3) On dit que 1'action de [ sur (X,pn) est faiblement équivalente a celle de I

sur (X',p') ssi il existe une bijection bimesurable ¢ de X sur X' transformant

W en W' et toute orbite de ' en une orbite de T' .

(4) En supposant que [' agit presque librement.
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Appendice 4

Role du type III

La théorie usuelle de 1'intégration est trés simplifide du fait que tous les
fibrés sont mesurablement triviaux, par exemple si V est une variété de classe Cw '
ce n'est pas pdur les fonctions que la notion d'intégrale est naturelle mais bien
pour les densités, i.e. les sections d'un fibré QV ; de méme pour la théorie de
Choquet de la représentation intégrale dans les cdnes convexes il est naturel d'inté-
grer non des fonctions sur 1l'espace X des génératrices extremales, mais des sections
du fibré Q , la fibre Qg au dessus de la génératrice g étant 1l'espace (de dimen-
sion 1 ) des formes linéaires sur g . Bien entendu cela n'a guére d'importance dans
ces deux cas, vu que ces fibrés QV et {0 sont triviaux. Il n'en va pas de méme
pour les espaces singuliers, et la théorie générale de 1'intégration sur les espaces
singuliers consiste a donner 1) un fibré principal Q+ sur S de groupe structural
iR: (1), 2) une intégrale F — A(F) pour les sections généralisées de ot L (et el.

Dans les conditions 1), 2), 3) ci-dessus, on remplace mesure invariante par

mesure quasi-invariante et la théorie de H. Dye par celle de W. Krieger. L'exemple

des feuilletages montre clairement la nécessité d'étendre ainsi la théorie de 1'inté-

gration sur les espaces singuliers.

La structure différentielle dans le sens transverse détermine en effet un fibré

0 sur l'espace S des feuilles du feuilletage (X,Y) de la maniére suivante(z). Le
long de chaque feuille £ 1le fibré transverse T(X)/T(Y) a une connexion plate
canonique de sorte que l'espace Tf(S) des sections constantes de ce fibré le long
de f djoue le rdéle d'espace tangent a S en f . Ici dim Tf(s) = codim Y = q ;
soit alors Qf l'espace des applications P de AqTf(S) dans R avec

p(Av) = |X|p(v) , VAER , Vv € A . Clairement Q est un fibré sur S qui joue
le r8le du fibré des densités d'ordre 1 . Par exemple si [ est un sous-groupe
discret cocompact de SL(2,R), X = r\SL(Z,JR) et Y est le feuilletage provenant
de l'action” (& droite) du sous-groupe des matrices triangulaires inférieures, le
fibré (Q est non trivial, et méme son groupe structural ne peut étre réduit (mesu-
rablement) a aucun sous-groupe fermé ?ﬁm: . C'est le "ratio set" de W. Krieger
(cf. [13]) qui détermine la possibilité de réduire le groupe structural, et le

travail de R. Bowen [5] le calcule pour les feuilletages d'Anosov, dont 1l'exemple

(1) Cela revient, si S = X/R est une désingularisation de S & donner une appli-
cation (y,x) — &(y,x) mesurable de la relation d'équivalence R € X x X dans
]R: telle que 0(z,y)8(y,x) = 8(z,x) Vx~y~z .

(2) On suppose que l'ensemble des feuilles ayant un groupe d'holonomie non triwvial

a une réunion négligeable dans X .
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ci-dessus est le cas le plus simple. Mais revenons au rdle de 1'intégration des
sections généralisées de () . De méme que pour une variété V de classe < , la
classe de la mesure de Lebesgue détermine de maniére unique 1l'algébre de von Neumann
Iﬁ(v) des classes, modulo 1'égalité presque partout, de fonctions mesurables bornées,
on a :

DEFINITION 9.- Soit (X,Y) un feuilletage, comme ci-dessus; on appelle :

a) Opérateur aléatoire : la donnée d'une famille mesurable bornée (Tf)f€s ou Tf

agit dans l'espace hilbertien Lz(f) .

b) Densité opératorielle : la donnée d'une famille mesurable (Hf V) ou f €8,
'

v € AqTf(S) d'opérateurs autoadjoints positifs(1) dans Lz(f) avec Hf o ]XlH
’
VYVAER .

= * = *
On pose (T1+T2)f + T (T,.T,) T (Tf) et

=T
Toe ¥ Top » (TqT)e = TyeToe T
”T||00 = Ess Sup ”Tf” (ol on néglige tout ensemble de feuilles dont la réunion est
Lebesgue négligeable dans X ). Pour toute densité orératorielle H , l'expression
Trace(H) définit une section généralisde du fibré (1 et a donc une intégrale cano-

nique I Trace(H) € [0,+®] . On a alors :

THEOREME 10.- a) L'algdbre des clacses ‘(modulo 1'égalité presque partout) d'opérateurs

aléatoires est une algébre de von Neumann.

b) Pour toute densité opératorielle H , 1'égalité P (T) = I Trace(HT) définit

un poids normal semi-fini mH sur 1'algebre de von Neumann a), et 1l'on obtient

ainsi tous les poids sur cette algdbre.

c) Pour H et wH comme dans b), le groupe d'automorphismes modulaires de @H

est donné par 1'égalité :

® . ,
H _
(0 (T)), = H TH Vve AqTf(S) , V#O.

Ainsi, bien que 1l'algébre de von Neumann associée au feuilletage ne posséde pas

23y,

1'intégration H P—#J‘Trace H des densités opératorielles remplace une trace, et

de trace (elle est de type III dans l'exemple de F\SL(Z,JR) décrit ci-dessus

. \ -1 , ‘
satisfait par exemple I Trace(UHU ) = f Trace(H) pour tout operateur aléatoire
unitaire U . Il reste & élaborer la théorie qui, par exemple dans le cas de

@
r\SL(2,]R) ci-dessus, remplacera l'utilisation de la structure C dans le sens

transverse dans le cas du feuilletage de Kronecker.

(1) En général non bornés.

(2) On obtient dans ce cas 1la le facteur d'Araki Woods de type III1 .
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