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ANALYSE MATHÉMATIQUE.— Entropie de Kolmogoroff-Sinai et mécanique statis-
tique quantique. Note de Alain Connes, Membre de l'Académie.

Soient M une algèbre de von Neumann, <p un état normal sur M et 8eAut M un automorphismede M tel
que <p°9=cp. Nous montrons comment définir puis calculer l'analogue non commutatifH(9, cp) de l'entropie
de Kolmogoroff et Sinai. Quand cp est une trace notre définition coïncide avec celle de E. Stormer et de
l'auteur.

MATHEMATICALANALYSIS. — Kolmogoroff-Sinaientropy and quantum statistical mechanics.

Let M be a von Neumann algebra, cp a normal state on M and 8eAut M an automorphism ofM'swc/z that
<po0=(p. We show how to define and compute the analogue H(0, <p) of the Kolmogoroff-Sinaientropy. When
<p is a trace it coïncideswith the notionpreviously intioduced by E. Stormer and the author.

La notion d'entropie d'une transformation ergodique avec mesure finie invariante,
introduite par A. N. Kolmogoroff et J. Sinai ([5], [13]) joue un rôle important dans le
formalisme de la thermodynamique classique. L'entropie, par unité de volume, au sens
de la mécanique statistique, d'un état invariant par translations est égale à l'entropie, au
sens de la théorie ergodique, du groupe des translations [12].

En mécanique statistique quantique la notion d'entropiepar unité de volume d'un état
invariant par translations est bien comprise {cf. [6], [8], [7]). Il n'existe cependant aucun
analogue de l'entropie de Kolmogoroffet Sinai, sauf [3] dans le cas où l'état invariant
est une trace, ce qui correspond à la valeur T= 4- oo pour la températureabsolue.

Le but de cette Note est de montrer comment étendre la théorie élaborée dans [3] au
cas général où l'état cp n'est plus une trace. A la difficulté principale due à la
non-commutativité : deux sous-algèbres de dimension finie engendrent en général une
sous-algèbre de dimension infinie, se superpose la difficulté suivante : en général une
sous-algèbre de dimension finie n'est pas invariante par le groupe d'automorphismes
modulaires de l'état cp. Nous donnerons des exemples d'états d'entropie non nulle dont
le groupe d'automorphismesmodulaires ne laisse aucune sous-algèbre de dimension finie
(sauf C) globalement invariante.

Le cadre général est le suivant. Tout état invariant par translation d'un système
statistique quantique définit :

(a) une algèbre de von Neumann M;
(b) un état normal cp sur M;
(c) une action 0 de Zd sur M laissant l'état cp invariant.
L'entierd est la dimension de l'espace. Nous traiterons uniquement le cas d=\.
I. ENTROPIERELATIVE. — Dans ce paragraphe nous rappelons la définition et quelques

propriétés de l'entropie relative S(cp2, cpx) où cpx et cp2 sont des formes linéaires positives
sur une algèbre de von Neumann N de dimension finie. Le lemme 2 est crucial pour la
suite. On suppose que le support e1=s(cp1) de cpL est majoré par e2=s(cp2). On pose :

où PJËN+ est déterminé par le choix d'une trace fidèle x sur N par l'égalité :

T(PjX)= q>j(x), VxeN+.
La valeur de S(cp2, cpt) est indépendantedu choix de x.
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(e) soient M c N une sous-algèbre de von Neumannde N et cp/M la restriction de cp7 à
M, alors :

De lapropriété (d) nous déduisons :

LEMME 2. — Soient I et J deux ensembles finis, cp, ^ iel, j'eJ rfes formes linéaires

positives sur N. Soit cp= £cpI?J. On a :

Démonstration. —
Soient x une trace fidèle sur N et p[J-eN+ tels que cp£ J(x)=x(pIJx),

VxeN+. On a:

II. LA FONCTIONH,,, (Nlr
. . ., Ni;

. . ., N„).
—

Soient M une algèbre de von Neumann
et cp un état normal sur M. Soient Nj; j= 1, .. ., n des sous-algèbresde von Neumann de
M, de dimension finie. En général la sous-algèbre de M engendrée par les N, est de

dimension infinie. Nous allons cependantdéfinir un nombre réel fini H(?(N1) N„)^0
qui quand M est commutative coïncide avec l'entropie de la restriction de cp à l'algèbre
engendrée par les N,. Soit 0>n l'ensemble des applications de N" dans le predual de M
telles que : (a) cp;^0, VïeN"; (fc) ^cp,=cp; (c) cp,=0, sauf pour un nombre fini d'indices

ieW. Pour tout Ye^» et fce{l,
.
..,n},jeN posons:

Pour xe[0, 1] posons r)(x)= —xLogx si x>0 et r|(0)=0.

DÉFINITION 3. - HÇ(NX,
. .

.,N8)= Sup(£îlCF,(l))+ £ IS(<p/Nto^/NJ).

Nous appellerons partition de cp tout élément de 3?n.

n

PROPOSITION 4. - (a) O^EL^N-t,
. .

.,N„)<; £ S(cp/Nk)<oo;

(b) si M est de type I et cp un étatpur on a :

H9(N15 ...,N„)=0, VN15 ...,N„;
(c) si cp est une trace, H,,, (N1;

. . ., N„) coïncide avec la fonction définie dans [3].

Démonsù-ation. — (a) Posons ,P0= cp et W, =0 si ï^OeN". On a ^=0 si j#0 et
^0= 9- Cela montre que H,,^,

. . ., N„)^0. SorPFe^„. La sous-additivité de l'entropie
usuelle montre que :
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Ainsi H,(Ni,
. .

.,N„)^ EH,(Nj). Montrons que H,, (N) g S (cp/N). Soit WeSP^ et soit
k

x une trace fidèle sur N. Soient p;eN+ tels que lP,(x)=x(p;x)Vx6Net p =Yp,. On a :

Choisissonsx telle que x (e) = 1 pour tout projecteur minimal de N, on a alors p, :S x (p£) 1N

et — x (p Log p) = S (cp/N) d'où l'inégalité cherchée.
(b) Si cp est un état pur, tout Te^„ vérifie :

(c) Si cp est une trace, toute forme linéaire feMj, *F^cp détermine un unique xeM+,
0^x^e= support cp e CentreM tel que x¥(y)= q>(xy), VxeM. Comme la restriction de
cp à M1_e est nulle on peut supposer que e—l. On peut alors identifier 3?n à l'ensemble
des partitions de l'unité utilisé dans [3]. De plus si N est une sous-algèbre de von
Neumann de dimension finie de M et EN est l'espérance conditionnelle de M dans
N associée à cp, on a : S (cp/N, *P/N) = cp (EN (x) LogEN{x)). La conclusion est alors
immédiate. Il

Les propriétés fondamentales de la fonction Hv sont les suivantes :

THÉORÈME 5. — Soient N,, PJ5 j=l, ...,n des sous-algèbres de von Neumann de
dimensionfinie de M.

(D) posons 8Nl(cp) = S(cp/N1)—^(Ni); alors 5Nl est une fonction positive, convexe, de
la variable cp, et s'annule si cp =*F°E où TeNjf

+ et E est une projection de norme 1 de M
sur Nx.

(E) si cp est fidèle et si l'algèbre de von Neumann P engendrée par N15
. . .

,N„ est

(Ici <J? est le groupe d'automorphismesmodulaires de cp.)

Démonstration. — (A) Soit ¥e^„. La proposition l(e) montre que
S(cp/Nto ^/Nft)gS(cp/Pfc,Yj/Pj) d'où le résultat.

(B) Soient We0>„, We0>p, W"e^n_p tels que :

La sous-additivité de l'entropieusuelle montre que :
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On obtient l'inégalité cherchée en remplaçant WsSP„, par x¥"e^>n_k+1 défini en utilisant
une bijection TC de N dans N1 par l'égalité :

(D) La proposition 4 montre que 5N(cp)5:0. Soit x la trace sur N telle que x(e) = l
pour tout projecteur minimal de N. Avec les notations de la proposition4 (à) on a :

Cette expression montre que 5N est une fonction convexe de cp. Soit E une projection de
norme 1 de M sur N et supposons que cp = cp0. E où cp0 = cp/N. Toute partition *P„ i e N
de cp0 définit alors par composition avec E une partition de cp. Cela montre que pour
calculer H^N) on peut remplacer M par N et cp par cp0. Soit alors peN tel que

cp0(x)=x(px), VxeN. Soit p= ^ ^e, la décomposition spectrale de p, où A,,-2:0 et où
1=1

el est un projecteur minimal de N pour tout i. L'égalité :

définit une partition (*P;) de cp0 qui montre que H^ (N) = S (cp/N) d'où le résultat.
(E) Se démontre comme dans [3] en utilisant le centralisateur de cp.

III. ENTROPIED'UN AUTOMORPHISME. —
Soient M une algèbre de von Neumann, cp un

état normal sur M et 0 un automorphisme de M tel que cp ° 0 = cp.

LEMME 6.
— Soit N une sous-algèbre de von Neumann de dimension finie de M. La

suite u„ = [!/(«+ l)]Hq)(N, 0(N),
. .

.,0"(N)) est convergente et sa limite /J9?6(N) vérifie :

Démonstration. — Par construction w„ = a„ +
1/(/z+1), où la suite an vérifie an+m^a„+ am

[th. 5(B)], Vn, meN. La convergence de la suite u„ est donc immédiate. De plus la
proposition4 (a) montre que h

G
(N) ^ S (cp/N). P

DÉFINITION 7. — L'entropie du couple (0, cp) est définie par H (0, cp) = Sup h^
e
(N) où

Ne?
J^ est l'ensemble des sous-algèbres de von Neumann de dimensionfinie de M.

Pour pouvoir calculer H (0, cp) il est crucial de pouvoir remplacer l'ensemble J5" par un
sous-ensembledénombrable plus simple.

Nous supposerons désormais que l'algèbre de von Neumann M est hyperfinie, c'est-à-
dire qu'il existe une suite croissante (Nfc)ieN d'éléments de !F, ~Nk a Nl+1, VfceN, telle
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que M soit engendrée par la réunion U Nt. Le résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 8. — On a H(0, cp)= Lim \e(Nk).
k -* co

L'existence de la limite de la suite h^
e

(Nft) est assurée par le théorème 5 (A) qui montre
que cette suite est croissante.

COROLLAIRE9. — Si M est hyperfinie, on a H(0a, cp) = | q |H(0, cp) pour tout qeJ..

COROLLAIRE 10. — Soient N0 un facteur de dimensionfinie, cp0 un état fidèle sur N0 et
(M, cp) le produit tensoriel infini, (M, cp) = (g) (Nv, cpv) où (Nv, cpv)=(N0, cp0), VveZ. Soit

veZ
GeAut M le shift bilatéral, alors :

H(0, cp) = S(cp0).

COROLLAIRE 11. — Soient A la C* algèbre A= ® Av où Av=Mn(C) pour tout veZ,
veZ

et 0 le shift bilatéral, 0eAut A. Pour tout I a Z soit Aj= ®A,cA. Soit cp un état
Vel

Q-invariantsur A. Soient M, cp, 0 l'algèbre de von Neumann,-l'état normal et Vautomor-
phisme construit à partir de A, cp, 0, alors :

°ulm= {1=2,
. .

.,m}.
L'outil principal dans la démonstrationdu théorème 8 est le lemme suivant que nous

ne démontreronspas ici :

LEMME 12. — (a) Pour N, PeJ5" posons :

alors :

pour tous Nj, Pj G J*\
(b) Soient NeJ^ et Nfce#" avec Nji.cNt+1, Vfc et (JNt dense dans N, alors

H(p(N/Nk) -» 0 quand k -> oo.
Le corollaire 11 montre que l'entropie H(0, cp) que nous construisons est toujours

majorée par l'entropie de la mécanique statistique quantique lorsque celle-ci a un sens.
Nous n'avons pas de résultat général quant à l'inégalité inverse autre que l'estimation
suivante.

THÉORÈME 13. — Soient A la C* algèbre A= ® Av, où AV= M„(C) pour tout veZ, et
veZ

GeAut A le shift bilatéral. Soient Ve U Aj, V =V* et ateAutA le groupe à un
I fini <= Z

paramètre d'automorphismes de A engendré par la dérivation D(x)= Y W(V)> x]
vsZ

(Cf. [11]).

Pour tout P>0, soit cpp l'unique état Q-invariant sur A qui vérifie la condition KM.S.
par rapport à at à température inverse p.

OnaH(0, cpp)^S(cpp) et S(cpp)-H(0, cpp)->0 quand f3->-0.
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Ici S(cpp) désigne l'entropie de la mécanique statistique quantique, c'est une fonction
croissante de la températureabsolue et donc décroissante de p. Il est facile de donner,

en utilisant [9], un exemple où LimS(cpp)>0 et où le groupe d'automorphismes cr( est
p -» o

asymptotiquement abélien. On en déduit :

COROLLAIRE 14. — Soit M le facteur hyperfini de type lïl^ [4]. Il existe un état normal
fidèle cp sur M de centralisateur M9=C et un automorphisme GeAut M, cp°0= cp tels

que :
H (G, cp)>0.

Ceci montre bien que H(0, cp) ne peut se calculer à partir de la restriction de 0 au
centralisateur de cp.

Remarques 15. —
(a) Grâce à la définition de H. Araki [1] de l'entropie relative de

deux états normaux sur une algèbre de von Neumann, on peut définir H,, (Nx/N2) lorsque
Nt et N2 sont des sous-algèbres de von Neumann de M qui ne sont pas nécessairement
de dimension finie. On obtient alors l'analogue de la propriété fondamentale de [10],

sous la forme :

Si N!=M, et cp=cp/N2.E où E est une projection de norme 1 de M sur N2 on a
H„(M/N2)^Log(A,-1) où A.^0, E(x)^Xx, VxeM+.

(b) On a bien entenduH (0, cp) =0 dès que cp est un état pur. En utilisant la construction
de Gelfand-Naimark-Segal il en résulte que tout triplet (M, 0, cp) se prolonge en un
triplet (if (H), S, cp) d'entropienulle.

Remise le 18 mars 1985.
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