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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Entropie de Kolmogoroff-Sinai et mécanique statis-
tiqgue quantique. Note de Alain Connes, Membre de 1’Académie.

Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un €tat normal sur M et 6 Aut M un automorphisme de M tel
que @o0=0¢. Nous montrons comment définir puis calculer analogue non commutatif H(0, ¢) de 'entropie
de Kolmogoroff et Sinai. Quand ¢ est une trace notre définition coincide avec celle de E. Stormer et de
Iauteur.

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Kolmogoroff-Sinai entropy and quantum statistical mechanics.

Let M be a von Neumann algebra, © a normal state on M and e Aut M an automorphism of M 'such that
oo0=q@. We show how to define and compute the analogue H (0, @) of the Kolmogoroff-Sinai entropy. When
@ is a trace it coincides with the notion previously mti oduced by E. Stormer and the author.

La notion d’entropie d’une transformation ergodique avec mesure finie invariante,
introduite par A. N. Kolmogoroff et J. Sinai ([5], [13]) joue un rdle important dans le
formalisme de la thermodynamique classique. L’entropie, par unité de volume, au sens
de la mécanique statistique, d’un état invariant par translations est égale a Pentropie, au
sens de la théorie ergodique, du groupe des translations [12].

En mécanique statistique quantique 1a notion d’entropie par unité de volume d’un état
invariant par translations est bien comprise (cf. [6], [8], [7]). Il n’existe cependant aucun
analogue de Pentropie de Kolmogoroff et Sinai, sauf [3] dans le cas ou I’état invariant
est une trace, ce qui correspond a la valeur T= + oo pour la température absolue.

Le but de cette Note est de montrer comment étendre la théorie élaborée dans [3] au
cas général ou l'état @ n’est plus une trace. A la difficulté principale due a la
non-commutativité : deux sous-algébres de dimension finie engendrent en général une
sous-algebre de dimension infinie, se superpose la difficulté suivante : en général une
sous-algebre de dimension finie n’est pas invariante par le groupe d’automorphismes
modulaires de I'état ¢. Nous donnerons des exemples d’états d’entropie non nulle dont
le groupe d’automorphismes modulaires ne laisse aucune sous-algébre de dimension finie
(sauf C) globalement invariante.

Le cadre général est le suivant. Tout état invariant par translation d’un systéeme
statistique quantique définit :

(a) une algebre de von Neumann M;

(b) un état normal ¢ sur M;

(c) une action 0 de Z? sur M laissant I’état ¢ invariant.

L’entier d est la dimension de I'espace. Nous traiterons uniquement le cas d=1.

I. ENTROPIE RELATIVE. — Dans ce paragraphe nous rappelons la définition et quelques
propriétés de 'entropie relative S(@,, ©,) ou ¢, et @, sont des formes linéaires positives
sur une algebre de von Neumann N de dimension finie. Le lemme 2 est crucial pour la
suite. On suppose que le support e; =s(@,) de @, est majoré par e, =5(¢,). On pose :

S (02, @1)=¢, (Log p; —Log p,),

ou p,eN™ est délerminé par le choix d’une trace fidéle © sur N par Iégalité :
T(p;X)=0;{x), YxeN".
La valeur de S(o,, ¢,) est indépendante du choix de <.

Prorosition 1 ({7], [1], {2]). — (@) S(@, ©41) =0 si @, (1) =0, (1);
(b) S(@5, 01)=05i ¢;=0,;
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(©) S(Ay 02 Ay @1) =Ay S{@,, @3) +2; Log(hy/As) 0, (1);
(d) S( Z 6 Z \1’1) = Z S0 V);
=1 f=1 1=1

(e) soient M — N une sous-algébre de von Neumann de N et @;/M la restriction de @, a
M, alors :

S{@2/M, ¢/M)=S(0,, 04).
De la propriété (d ) nous déduisons :

LEMME 2. — Soient 1 et J deux ensembles finis, @, , i€l, jeJ des formes linéaires
positives sur N. Soit ¢ = Z(pI ,Ona:

ZS(w,cp”) ZS(@,Zcp”)JrZS(cP,Zcp”

Démonstration. — Soient t une trace fidéle sur N et p, ;e N™ tels que @; ;(x)=1(p,, ,X),
VxeN*. Ona:

ZS(WPI - ZS(cp,Zcp, J=> 0; ;{Logp, ,—Logp) Z(th, J(Log(ZpL J)—Logp))

_Z(p: J(Logpl J_Log Zpk _])) Zs(chk Jj? (Pz J) ZS(@:Z(PI 3

II. La FonNcTioN H (Ny, ..., N;, ..., N,). — Sotent M une algébre de von Neumann
et @ un état normal sur M. Soient N, j=1, ..., n des sous-algébres de von Neumann de
M, de dimension finie. En général la sous-algébre de M engendrée par les N, est de
dimension infinie. Nous allons cependant définir un nombre réel fini H,(N,,  N,)=0
qui quand M est commutative coincide avec I'entropie de la restriction de ¢ a I'algebre
engendrée par les N, Soit 2, 'ensemble des applications de N" dans le predual de M
telles que : (a) ©;=0, VieN"; (b) >, 0,=¢; (¢) ¢,=0, sauf pour un nombre fini d"indices
ieN". Pour tout ¥eZetke{l,...,n},jeN posons:

= ) Y.

te NP =

Pour xe[0, 1] posons 1 (x)= —xLogx si x>0 et n(0) =

DeFmrioN 3. — H (Ny, ..., N))= Sup(Z’n(‘P (1) + Z > S (@/N,, P4/N,).

k=1 3
Nous appellerons partition de ¢ tout element de Z,.

ProposiTioN 4. — (@) 0SH (N3, ..., N)Z ) S(e/Np<oo;

(b) si M est de type 1 et @ un état pur on a :
H, (N, ..., N,)=0, YN, ..., N

(¢) si @ est une trace, H,(Nj, ..., N,) coincide avec la fonction définie dans [3].

Démonstration. — (a) Posons ¥,=¢ et ¥,=0 si i#0eN" On a ¥i=0 si j#0 et
P = @. Cela montre que H,(Ny, . . .,N,)=0. Soit ¥ € Z,. La sous-additivité de Ientropie
usuelle montre que :

Ln(as ¥ Yn o)

IIA
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Ainsi H (N, ..., N,)< ) H,(N,). Montrons que H,(N)<S(¢/N). Soit ¥eZ, et soit
k

T une trace fidéle sur N. Soient p;eN™ tels que ¥, (x)=1(p;x) VxeNet p=) p,. On a:
2, (F; (1) +S (/N, ¥,/N) =3 v (p; (Log p,— Log p)) ~t(p,) Log T (py)

=Y t(p,Log(p,/t(p;)))—r(p Log p).

Choisissons 7 telle que t(e)=1 pour tout projecteur minimal de N, on a alors p,<71(p;) 1y
et —1(pLogp)=S(p/N) d'ou I'inégalité cherchée.
{(b) Si @ est un ¢tat pur, tout ¥ e, vérifie :
¥.=%.(Do, Vi

On a donc S(@/N,, ¥¥/N)=—n(¥F¥(1)) et H (N,, ..., N,)=0.

(c) Si @ est une trace, toute forme linéaire ¥ e M5, ¥ £ ¢ détermine un unique xe M ™,
O0=<x=e=support @ eCentre M tel que ¥ (y)=0¢ (xy), VxeM. Comme la restriction de
@ a M, _, est nulle on peut supposer que e=1. On peut alors identifier 2, a I'ensemble
des partitions de lunité utilis€é dans [3]. De plus si N est une sous-algébre de von
Neumann de dimension finie de M et Ey est Pespérance conditionnelle de M dans
N associée a2 @, on a: S(o/N, ¥/N)=0(Ey(x) LogEy{x)). La conclusion est alors
immeédiate. BB

Les propriétes fondamentales de la fonction H, sont les suivantes :

THEOREME 5. — Soient N, P, j=1,...,n des sous-algébres de von Neumann de
dimension finie de M.

(A) siN, =P, Vj,ona H,(Ny, ..., N)SH (P, ...,P);

(B) Hy(Ny, .. o NY=H (N, ..., N)+H N, ,p,...,N,), Vp=1,...,n1;

(C) siN; =Py, j=1,.. .k, ona:

Hq;(le + . *9Nn)§Hq)(P19 Nk+19 . 'BNH);

(D) posons oy, (@) =S(@/N;)—H,(N;); alors dy, est une fonction positive, convexe, de
la variable ©, et s’annule si =W °E ou W eN%, et E est une projection de norme 1 de M
sur N;.

(E) si ¢ est fidéle et si I'algébre de von Neumann P engendrée par Ny, ...,N _ est
engendrée par P; « Ny, ou xy=yx, VxeP;, yeP,, i#j et o7 (P)=P, Vj, VieR, ona:

H,(Ny, ..., N)=S{¢q/P).

(Ici of est le groupe d’automorphismes modulaires de ¢.)

Démonstration. — (A) Soit Ye#, La proposition 1(¢) montre gue
S (/N W¥/N) <S(¢/P;, ¥%/P,) d’ou le résultat.
(B) Sotent YeZ,, ¥'e?,, ¥Y'e?,_, tels que :
W = > b4
J1s o e cadnp

o . r- . ﬂ—p
Tj - Z . ‘Pil ,,,,, ip,jl, . . ”jﬂ_p, VJ_(]ig .. "Jﬂ'—p)EN .

il, 9 Ip

0_ - hd p
i1, 0 s ipits iy Vi= (s -5 1) END,

La sous-additivité de 'entropie usuelle montre que :

2n(FONE X nE AN+ X n(F7 ).
N NP

NP

De plus, pour 1=k=<p ona ¥;="¥, VjeN et pour k>p, k<n, ona Pi=¥/*"2, VjeN.
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(C) En utilisant (A) on peut supposer que N,=P,, j=1,2, ..., k. Montrons que :
H,(Py, .. ., P, Npy g, o N SH (P, Nygg, - N

Soient Y e 2, et ¥’ e, tels que :
Y = > b SO Vi=(iy, ..., i)eN~

Jis - - -2 Jdn—k

Le lemme 2 montre que ;
i
> Y S(9/Py, WP Y S(¢/Py, i/Py).
g=1 j N

On obtient I'inégalité cherchée en remplagant W e %, par ¥’ €2, _, ., défini en utilisant
une bijection ® de N dans N* par ’égalité :
k S ¥

ceesly 41 € N.

-sln—k+1: n(r1)s22, « s lp—h+1° 113

(D) La proposition 4 montre que Oy(®)=0. Soit T la trace sur N telle que t(e)=1
pour tout projecteur minimal de N. Avec les notations de la proposition 4(a) on a :

on ()= I;fZ(n (¥, (1))—S(¥/N)) = I;le‘Pf(l) S (¥i/N),

ou V=Y /¥ (1)st¥ (1)#0et ¥ =0s1 ¥, (1)=0.

Cette expression montre que oy est une fonction convexe de ¢. Soit E une projection de
norme 1 de M sur N et supposons que ©=@,.E ou ¢,=0¢/N. Toute partition ¥, ie N
de @, définit alors par composition avec E une partition de @. Cela montre que pour
calculer H,(N) on peut remplacer M par N et ¢ par ¢, Soit alors peN tel que

q

Po(x)=1(px), VxeN. Soit p= > A e la décomposition spectrale de p, ol X;=0 et ou
1=1

e, est un projecteur minimal de N pour tout i. L’égalité :
Y. (x)=1(\, € x), VxeN,

deéfinit une partition (¥;) de @, qui montre que H (N)=S(¢/N) d’ou le résultat.
(E) Se démontre comme dans [3] en utilisant le centralisateur de o.

II1. ENTROPIE D’UN AUTOMORPHISME. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un
état normal sur M et 6 un automorphisme de M tel que p<8=0¢.

LEMME 6. — Soit N une sous-algébre de von Neumann de dimension finie de M. La
suite u,=[1/(n+ 1)]H,(N, 0(N), . .., 08"(IN)) est convergente et sa limite h, o(N) vérifie :

0= h, o (N) =S(@/N).

Démonstration. — Par construction u,=a, . ,/(n+ 1), ot la suite a, vérifie a,.,,<a,+a,,
fth. 5(B)], Vn, meN. La convergence de la suite u, est donc immeédiate. De plus la
proposition 4(a) montre que i, o (N} =S (@/N).

DeFmTION 7. — L’entropie du couple (0, @) est définie par H (6, @)= Sup I, o(N) ou

Ne s
F est 'ensemble des sous-algebres de von Neumann de dimension finie de M.

Pour pouvoir calculer H (6, o) il est crucial de pouvoir remplacer ’ensemble & par un
sous-ensemble dénombrable plus simple.

Nous supposerons désormais que I'algébre de von Neumann M est hyperfinie, c’est-a-
dire qu’il existe une suite croissante (N,), .y d’€éléments de #, N, < N,,,, YkeN, telle



C. R. Acad. Sc. Paris, t. 301, Série L, n° 1, 1985 S

que M soit engendrée par la réunion | N,. Le résultat principal est le suivant :

TuEOREME 8. — On a H(0, @)= Lim h, ¢(N,).

k- o0
L’existence de la limite de la suite £, o (N,) est assurée par le théoréme 5(A) qui montre
que cette suite est croissante.

CoROLLAIRE 9. — Si M est hyperfinie, on a H(08%, @)= |q | H(O, @) pour tout geZ.

CoroLLAIRE 10. — Soient Ny un facteur de dimension finie, @, un état fidéle sur N, et
(M, @) le produit tensoriel infini, (M, @)= ® (N,, 0,) ou (N,, 0,)=(N,, ©o), YveZ. Soit

veZ

0e Aut M le shift bilatéral, alors :
H (0, 9)=S (o).
CoroLLAIRE 11. — Soient A la C* algébre A= ® A, ou A,=M,(C) pour tout veZ,

veZ

et O le shift bilatéral, 6 Aut A. Pour tout 1 = Z soit A;= ® A, = A. Soit ¢ un état

vel
O-invariant sur A. Soient M, @, 0 Palgébre de von Neumann,-Tétat normal et I'automor-
phisme construit a partir de A, o, 6, alors :

.1
H(6, 9)= Lim - S(p/Ay,).
onl,={1,2,...,m}.
L’outil principal dans la démonstration du théoréme 8 est le lemme suivant que nous
ne démonftrerons pas ici :

LemMmE 12. — (@) Pour N, Pe % posons :
H, (N/P)=Sup ) (S (¢/N, ¥,/N) —S (¢/P, ¥,;/P)),
21

alors :

n
Ho(Ny, - o NDSEH (P, .., P+ ), H(N/P),
k=1 h
pour tous N, P e &,

(b) Soient NeZ# et N,eF avec N, cN,,,, Vk et \UN, dense dans N, alors
H,(N/N,;} — 0 quand k — 0.

Le corollaire 11 montre que I'entropie H(6, @) que nous construisons est toujours
majorée par I'entropie de la mécanique statistique quantique lorsque celle-ci a un sens.
Nous n’avons pas de résultat général quant a I'inégalité inverse autre que I'estimation
suivante.

THEOREME 13. — Soient A la C¥ algébre A= ® A,, ou A,=M, (C) pour tout veZ, et

veZ
OcAut A le shift bilatéral. Soient Ve U A, V=V* et o,eAut A le groupe d un
IfinicZ
parameétre d automorphismes de A engendré par la dérivation D(x)= ) [6(V), x]

veZ
(cf. [11]).
Pour tout B>0, soit @y Funique état B-invariant sur A qui vérifie la condition K.M.S.
par rapport d o, a température inverse P.
On a H(6, op) =S (@p) et S(9g)—H (6, ¢;) = 0 quand p— 0.
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Ici S{@,) désigne I'entropie de la mécanique statistique quantique, c’est une fonction
croissante de la température absolue et donc décroissante de . Il est facile de donner,

en utilisant [9], un exemple ol Lim S(@y)>0 et ou le groupe d’automorphismes o, est
B0

asymptotiquement abélien. On en déduit :

CoRroLLAIRE 14. — Soit M le facteur hyperfini de type 111, [4]. Il existe un état normal
fidéle @ sur M de centralisateur M,=C et un automorphisme 8eAut M, @°0=0 tels

que :
H (0, ¢)>0.

Ceci montre bien que H (8, @) ne peut se calculer & partir de la restriction de 6 au
centralisateur de .

Remarques 15. — (a) Grace a la définition de H. Araki [1] de I'entropie relative de
deux états normaux sur une algébre de von Neumann, on peut définir H (N/N,) lorsque
N, et N, sont des sous-algébres de von Neumann de M qui ne sont pas nécessairement
de dimension finie. On obtient alors I'analogue de la propriété fondamentale de [10],
sous la forme :

SiN,=M, et o=¢/N,.E ou E est une projection de norme 1 de M sur N, on a
H,(M/N,)<Log(A™") o 420, E(xX)=Ax, VxeM".

(b) On a bien entendu H (6, ¢) =0 dés que ¢ est un état pur. En utilisant la construction
de Gelfand-Naimark-Segal il en résulte que tout triplet (M, 8, ¢) se prolonge en un
triplet (% (H), 8, @) d’entropie nulle.

Remuse le 18 mars 19835.
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