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ANALYSE MATHEMATIQUE — Transgression- du caractére de Chern et cohomo-
logie cycliqgue. Note de Alain Connes et Henri Moscovici, présentée par Alain Connes,
Membre de I’Académie.

Nous établissons le lien entre le caractére de Chern en K-homologie [3] et la version du caractére de Chern
usuel et de sa transgression, développée par D. Quillen [5] et J.-M. Bismut [2].

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Cyclic cohomology and the transgression of the Chern character.

We establish the link between the Chern character in K-homology [3] and the version of the standard Chern
character and of its transgression developed by D. Quillen [5] and J-M. Blsmur [2].

1. CARACTERE DE CHERN D’'UN MODULE DE FREDHOLM p-SOMMABLrE. — Soit h un espace
de Hilbert, ¥ (h) désigne l'algébre involutive des opérateurs bornés dans h et pour
pell, o], £2(h) désigne I'idéal bilatere formé par les opérateurs compacts p-sommables
[7]. Soit .« une algébre involutive, un module de Fredholm non borné sur o/ est donné
par: _ ” ) |
(1) Un espace de Hilbert h et un homomorphisme involutif de &/ dans & (h).

(2) Un opérateur non borné autoadjoint D dans h, inversible et d’inverse compact, tel
que le commutateur [D, a] soit borné pour tout ae <.

On dit que le module (h, D) est p-sommable si D' e %7 (h). Un module de Fredholm
non borné pair est donné par un couple (h, D) vérifiant (1) et (2) et une Z/2 graduation
de h, ee # (h), =1, e=¢* telle que ea=asg, Vacs/ et De=—gD. Pour tout entier
impair (resp. pair) n>p—1, le caractére de dimension n d’un module p- sommable (h, D)
[resp. (h, D, €)] est le n-cocycle cyclique T, sur &/ donne par l’egahte

Tn(aog e aﬂ)z(_ 1)('1_1)/22(% —1). - -%Trace (P[P:! a. ]"‘ '[P’ an])’ |

Valeo
_01'1
2|7 2 2—'1-
_P=D|D| =—J D(D*+p*) " du
TJo

est la phase de D [resp. t,(a% ..., @) =(n/2)! Trace (¢ P[P, a°].. .[P, a"])].

2. POTENTIELS VECTEURS ET ACTION DU GROUPE DE JAUGE. — Soit (h, D) un module de
Fredholm non borné p-sommable sur I'algébre involutive .o/ . On appelle potentiel vecteur
tout €lément autoadjoint A de & (h) qui est une combinaison linéaire finie de produits

a[D, b]; a, be . Soit ¥ I'espace vectoriel réel des potentiels vecteurs. Le groupe unitaire
% de o« ou groupe de jauge, agit par transformatlons affines sur ¥~ en posant :

Y (A)=u[D, u¥]+uAu*, Vue¥, Ae?.

LemumE 1. — (1) Pour tout A€, Popérateur Ds=D+A est autoadjoint et son noyau
est de dimension finie. . | : | | |

(2) OnaD, =uD,u* pouruc¥, Ac¥ .

(3) SiD, est m]ectzf il est inversible etD e L7 (h). _

‘Démonstration. — (1) résulte. de [6], (2) est immédiat, (3) résulte des égalités
(14D 1A)*=1+AD tet D, '=(1+D'A)'D"". O
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3. LEsVARIETES ¥ ET ¥ 1. — Soit (h, D) un module de Fredholm non borné p-somma-
ble sur P'algébre involutive .«/. Munissons ¥~ de la norme des opérateurs dans h et soit
¥ 1a variété sous-jacente a cet espace normé. Explicitons I'algébre de De Rham (Q ("), d).
~ Pour tout reN, soit L] (#", C) [resp. L,(¥, h)], 'espace de Banach des applications

r-multilinéaires alternées de ¥~ dans C (resp. dans k) qui Sont continues en norme.
Identifions Q" (#") a I'espace des apphcatlons de classe C® de ¥ dans L (7, C); on a
alors :

=0

(1) (dm)A (XO’ IS Xr)z Z (_1)1('&') mA+zXf(X0: R XI: R Xr)
=0 t

pour 0 e (¥7), AE"V Xe? |
Posons ¥ " '={Aev; D, inversible}, cest un ouvert de . On a Aev ™ b ossi
det,(1+D " 1A)50 ol n=p et det, est le déterminant modifié [7].

4. LE FIBRE (36’ %) sur ¥". — Soit (h, D, &) un module de Fredholm non borné; p
sommable, pair sur /. Munissons le flbre trivial # =hx ¥ sur “ff de la connexion Z/2
graduée plate donnée par :

d
(Vx _&)A: 3(
Pour tout reN, sotent QF ("f/' H’) Pespace des applications de classe C* de ¥ dans
L' (¥, h) et Q(¥", #)=@Q(¥", #) considéré comme un Q{"ff ) module a droite. La

connexion V se prolonge a Q(“V ch”) par I’ egahte

) CA +1%5 Vief(ﬁﬁ”), Aet, Xev.
= 0 _

(Vm)A(XO,'...,X’)zsz (—1)l($> Oprxi (X% .. L X LX),
e

=0

VAe?, oeQ (¥, #) e - X% ..., Xe¥

(1)

Soit @ I’endomorphisine non borné du fibré # donné en Aev” 'xpar l’bpérateur
D,=D+A, agissant sur la fibre # A—h Il se prolonge de maniére évidente a Q (7, #)
etona: :

LemMmE 2. — La dérivée covariante &' =V D + 9V de D est Pendomorphisme de Q (¥, #)
donné par I'égalité :

(2" 04 (X% .., X)=e ), (— 1) X'0, (X% ... X, ..., X)

i=0
Voe (¥, #), Xev <P (.

5. LE CARACTERE DE CHERN DE (#, &). — Pour tout zeC, Rez?>0 la forme différen-
tielle o, =Trace (s exp—(V+z 2)*) e Q(¥") représente le caractére de Chern de (#, 9)
(¢f. [5], [2]). Plus précisément, exp—(V+z2)? est un endomorphisme Q_ du module
Q7 Jﬁ) dont la composante Q™ de degré n est donnée en apphquant la formule de
Duhamel [1] et I’Bgallte , | |
I | (V+z@) =V 429 +7° 93=z@’+zz P2,

(2) Q("J:znj - . eXP(_-31372'92)'@’(67@(51_32)22@2)@,x

X exp((sn—l _Sn) 22 "@2) 91 (@Xp (Sn— 1)22-”‘@2) dSl'_ i dsn'
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p-sommable, pair sur 7, et pour tout Ae ¥ "%, X'e?, a’eM,(C), j=1, ...,mona:

0, (X @, . .. Xm®am)~—r(m;1) Y sgn (o)

(J Trace(e D, (D +p?) 1 X°W . (D3 +p?) 1 XC " (DE 4 p?) ! u’"du)

0

x Trace(a®®. . .q"™).

Remarque 2. — Le cas d’'un module de Fredholm impair (h, D) se raméne au cas pair
pour une algebre Z/2 graduée comme dans [3], section 7, et donne la formule suivante :
(m pair) |

(12) 69 (XY, ..., X™)= r(mzl) Esgn(c)j Tr(DA(DAﬂL) LxsWy

x (Di+u?) " X7 (DE +p?) " Hu"dp

Remarque 3. — L’mégalit¢ de Holder montre que les intégrales (11) et (12) restent
finies pour m=p.
Remarque 4. — La construction ci-dessus marche encore sous l’hypothese suivante sur
(h, D) 1l existe p,, p, =1, (1/p1)+(1/p2)—1/p avec : :
(@) D te®”r(h), (b) [D, ae¥™2(h), VYVaed.

7. L’1SOMORPHISME DE LODAY-QUILLEN EN COHOMOLOGIE. — Soit &/ une algébre de
Banach involutive sur C. D’apres [4] et [8] nous décrivons I'isomorphisme naturel entre
la cohomologie cyclique continue de 7 et la partie primitive de la cohomologie continue
de T'algébre de Lie des matrices M (&ri)=1imM (of). Soient % _ la limite inductive

U,,=lim %, des groupes unitaires %, de M (/) et U, le sous-groupe limite inductive
des groupes unitaires de M, (C)=M (d) L’algebre de Lie complexifiée de % , s’identifie
a M_ (&) et nous la munissons de la topologie limite inductive. Une forme n—multilinéaire
alternée, continue, o sur M_ (/) est dite |

(1) Invariante si elle est invariante par P'action adjointé de U_;

(2) Primitive si pour tous p, geN on a A*o=ifa+i¥a ou A, i, et i, sont les
homomorphismes d’algébres de Lle de M, (&) x M (/) dans M, ,(s/) donnés par :

A(an b)=|:g 2:|: il(an b)=[g g:l: 'iz(as b):[g 2:’:

VaeM, (&), beM, ().

Soit (P*{.e7), d) le complexe de cochaines des formes continues invariantes et primitives.
Soit (C*(7), b) le complexe de cochames décrivant la cohomologic cyclique continue de

< [3]. ,
PROPOSITION 6 [4]. — L’application ® : C} — P**1 donnée par |
()X, ..., X")=(—1)"Z_sgn(c) (1#Tr) (X, ..., X°m)
est un isomorphisme de complexes. |

8. REestrICTION DE Tch(s#, &) aux ORBITES DU GROUPE UNITAIRE. — Soit (h, D) un
module de Fredholm non borné sur I'algébre involutive &/, on munit &/ de la norme
lall=llall +[[[D, all. Vaes.
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THEOREME 7. — Soit (h, D, €) [resp. (h, D)] un module de Fredholm non borné, p
sommable, pair (resp. impair) sur o/ et n>p—1 un entier pair (resp. impair).
(1) L’égalité suivante définit un n-cocycle cyclique sur < . |

(X0 ..., x")=F(g +1)_l 3 sgn(x)r'rrs(o(ozﬂz)—l D, x*©)]
) 0 o

rell ] ,
X(D2+|.l2)_l. . [D, xl(n)](DZ_I_uZ)—lun-l-l d”

on T -désigne le groupe des permutations cycliques de {0,1,...,n} et pour
Te £ (h), Tr,(T)=Trace(eT) dans le cas pair et Tr s(T)=Trace(T) dans le cas impair.

(2) Pour tout Ae? "' la restriction 8, a Porbite de A® 1 dans v 7' sous l’c’_i_ct—ion de
U, de la forme Tch(#, )" est la forme primitive et invariante (I)(‘CD -

Ce théoréme résulte-de la proposition 6, et des remarques 1, 2 et 4. Il reste a relier le
cocycle cyclique 1ty au caractére de Chern en K-homologie (section 1). Pour cela nous
utiliserons "homotopie suivante entre D et P=D D[

LeEMME 8. — Pour ac|0, 1] soit D,=D|D| ™ Si p’>p on a [D,, ale L7 pour tout
ae o, avec || [D,, a] oS C D, dll, (1+ || D712 0tk C” est un nombre fini ne dépendant
'quedepetp ' I | |
L’homotopie (D), o, 13 €t 12 remarque 4 montrent que :

TuiorREME 9. — Soient (h, D) [resp. (h, D, €)] un module de Fredholm non borné
p-sommablé impair (resp. pair) et n un entier impair (resp. pair) n>p—1. Pour tout
A ¥ " soient Ch,(h, D,) e H! (&f) le caractére de dimension n de ce module (cf. section 1)
et 1, le n cocycle défini par le théoreme 7.

(1) Onatp, =" 1Ch, (h, D,) dans H"(ﬂ)

(2) La restriction de Tch(”“’(%’ P) & lorbite de A ®l par U est cohomologue d
(n))"'®Ch,(h, D,). -

COROLLAIRE 10. — Pour n>p—l on a "c"”—(n-i— l) (n+2)~ ! Stp, ou S est loperateur
de perzodlczte en cohomologze cyclique.

Regue le 6 octobre 1986.
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