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ANALYSE MATHÉMATIQUE.— Transgression du caractère de Chern et cohomo-
logie cyclique. Note de Alain Connes et Henri Moscovici, présentée par Alain Connes,
Membre de l'Académie.

Nous établissons le lien entre le caractère de Chern en K-homologie [3] et la version du caractère de Chern
usuel et de sa transgression,développée par D. Quillen [5] et J.-M. Bismut [2].

MATHEMATICALANALYSIS. — Cyclic cohomology and the transgression of the Chern character.

We establish the link between the Chern character in K-homology [3] and the version of the standard Chern
character and ofits transgression developed by D. Quillen [5] and J.-M. Bismut [2].

:

1. CARACTÈREDE CHERN D'UN MODULE DE FREDHOLM /7-SOMMABLE. —
Soit h un espace

de Hilbert, if(/i) désigne l'algèbre involutive des opérateurs bornés dans h et pour
pe[l, co], S£VQ\) désigne l'idéal bilatère formé par les opérateurs compacts j;-sommables
[7]. Soit se une algèbre involutive, un module de Fredholm non borné sur se est donné

par :

(1) Un espace de Hilbert h et un homomorphisme involutif de se dans if (h).

(2) Un opérateur non borné autoadjoint D dans h, inversible et d'inverse compact, tel

que le commutateur [D, a] soit borné pour tout aesé.
On dit que le module (h, D) est ^-sommable si D_1eifp(h). Un module de Fredholm

non borné pair est donné par un couple (h, D) vérifiant (1) et (2) et une Z/2 graduation
de h, sei?(/i), e2 = l, s=s* telle que £a=ae, Vaerf et De=^sD. Pour tout entier
impair (resp. pair) n>p— \, le caractère de dimension n d'un module /?-sommable (h, D)

[resp. (h, D, e)] est le w-cocycle cyclique T„ sur se donné par l'égalité :

est la phase de D [resp. x„ (a0,
. . ., a") = (n/2) ! Trace (s P [P, a0] [P, a"])].

LEMME
:

1. —
(1) Pour tout Aef, l'opérateur DA =D+ A est autoadjoint et son noyau

est de dimensionfinie.
(2) On a DytiW= u~DAu* pour ueffl, Aef".
(3) Si DA est injectif il est inversibleet D^ 1 e S£v (h).

Démonstration. —
(1) résulte-de [6], (2) est immédiat, (3) résulte des égalités
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3. LES VARIÉTÉSV ET V~*.
— Soit (h, D) un module de Fredholm non borné j^-somma-

ble sur l'algèbre involutive se. Munissons ir de la norme des opérateurs dans h et soit
"V la variété sous-jacenteà cet espacenorme. Explicitonsl'algèbre de De Rham (Q-i^V), d).
Pour tout reN, soit \Ja{"V,- C) [resp. Lra("V, h)], l'espace de Banach des applications
r-multilinéaires alternées de V dans C (resp. dans h) qui sont continues en norme.
Identifions Q.r('V) à l'espace des applications de classe C°° de ir dans XJa(ir, C); on a
alors :

pour û}efir(-*0, Aef, XleV.
Posons 'V ^'{Aef; DA inversible}, c'est un ouvert de ~t~. On a Ke'V_ 1 ssi

det„(l +D' 1 A) #0 où n^p et det„ est le déterminant modifié [7].

4. LE FIBRE (34?, 3)) SUR ir. —
Soit (/i, D, s) un module de Fredholm non borné, p

sommable, pair sur s4. Munissons le fibre trivial #i? = hxi/~ sur ir de la connexion Z/2
graduée plate donnée par :

Pour tout reN, soient ÇY^i^, Jf) l'espace des applications de classe C00 de ir dans
L^(TT, h) et Q.(-!r, ^f) = ©Qr(^, JT) considéré comme un Q(TT) module à droite. La
connexion V se prolonge à Q.("V, 3tf) par l'égalité :

Soit 3i l'endomorphisme non borné du fibre #? donné en keir par l'opérateur
DA =D + A, agissant sur la fibre J^A = h. Il se prolonge de manière évidente à Q-i'V, JC)
et on a :

LEMME 2. — La dérivéecovariante3'= V 2> +3 V de 3) est l'endomorphisme de Q (Y', Jf)
donné par l'égalité :

5. LE CARACTÈREDE CHERNDE (^f, ëiï). — Pour tout zeC, Rez2>0 la forme différen-
tielle coz = Trace (E exp —(V +z3i)2)eQ.('ir) représente le caractère de Chern de (3f, 3)
{cf. [5], [2]). Plus précisément, exp —

(V +z3)2 est un endomorphisme Qz du module
Q. (ir, 3tiF), dont la composante Q£° de degré n est donnée en appliquant la formule de
Duhamel [1] et l'égalité
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/7-sommable, pair sur se et pour tout Kei/'~x, XJe^, ajeM (C), j=l,
. . ., m on a :

Remarque 2. — Le cas d'un module de Fredholm impair (h, D) se ramène au cas pair
pour une algèbre Z/2 graduée comme dans [3], section 7, et donne la formule suivante :

(m pair)

Remarque 3.
—

L'inégalité de Hôlder montre que les intégrales (11) et (12) restent
finies pour m=p.

Remarque 4. — La construction ci-dessus marche encore sous l'hypothèse suivante sur
[h, D) : Il existe/?!, />2^1, (l/p1) + (l/p2)=1/P avec :

7. L'ISOMORPHISMEDE LODAY-QUILLEN EN COHOMOLOGIE. —
Soit se une algèbre de

Banach involutive sur C. D'après [4] et [8] nous décrivons l'isomorphisme naturel entre
la cohomologie cyclique continue de se et la partie primitive de la cohomologie continue
de l'algèbre de Lie des matrices Moe(.s^)=limM (j^). Soient %oe la limite inductive

^=1101 <JUq des groupes unitaires °Uq de M.q(s>f) et Uoe le sous-groupe limite inductive
des groupes unitaires de Mq(C)<=Mq(stf). L'algèbre de Lie complexifiée de ^oe s'identifie
à MOE (se) et nous la munissons de la topologie limite inductive. Une forme n-multilinéaire
alternée, continue, a sur Moe (se) est dite

(1) Invariante si elle est invariante par l'action adjointe de Uoe;

(2) Primitive si pour tous p, qeN on a A*a= i*a-+i*a ou A, i1 et i2 sont les
homomorphismes d'algèbres de Lie de Mp(sé)x Mq(stf) dans Mp+q(sé) donnés par :

Soit (P* (se), d) le complexe de cochaînes des formes continues invariantes et primitives.
Soit (C£ (se), b) le complexe de cochaînes décrivant la cohomologie cyclique continue de
sé{l\

PROPOSITION 6 [4].
— L'application <D : Q'-»-.P*+ 1 donnée par

est un isomorphisme de complexes.

8. RESTRICTION DE Tch(Jf, 3) AUX ORBITES DU GROUPE UNITAIRE. — Soit (h, D) un
module de Fredholm non borné sur l'algèbre involutive se, on munit ' se de la norme
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THÉORÈME 7. —
Soit (h, D, e) [resp. (h, D)] un module de Fredholm non borné, p

sommable, pair (resp. impair) sur se et n>p— \ un entierpair (resp. impair).

(1) L'égalité suivante définit un n-cocycle cyclique sur se :

où T désigne le groupe des permutations cycliques de {0, 1,
. . .,

n} et pour
Teif1(^), Trs (T) = Trace (sT) dans le cas pair et Trs(T)=Trace (T) dans le cas impair.

(2) Pour tout AË/- 1 la restriction 8^ à l'orbite de A ® 1 dans f1"" 1 sous l'action de

°U
m

de la forme Tch(,?f, 3){n+ i) est la forme primitive et invariante «I>(TD ).

Ce théorème résulte de la proposition 6, et des remarques 1, 2 et 4. Il reste à relier le
cocycle cyclique tD au caractère de Chern en K-homologie (section 1). Pour cela nous
utiliserons l'homotopie suivante entre D et P= D |D |_ 1.

LEMME 8. — Pour oce[0, 1], soit Da=D|D|~a. Si p'>p on a [Da, a\ei£v'hpour tout
aesé, avec || [D^, a]||p7a^C"|| [D, a] | j

^
( 1 + ||D_1 \\2) où C"'est un nombrefini ne dépendant

que de p et p'.
L'homotopie (DJ^eio, i] et la remarque4 montrent que :

THÉORÈME 9. — Soient (h, D) [resp. (h, D, e)] un module de Fredholm non borné

p-sommable impair (resp. pair) et n un entier impair (resp. pair) n>p— l. Pour tout
Ae'f_1 soient Ch„(/î, DJsHIKrfJfccaractère de dimension n de ce module (cf. section 1)

et TDA le n cocycle défini par le théorème 1.

(1) On a TDA = (n!)-1Ch„(/t, DA) dans Wx(s^).
(2) La restriction de Tch(" + 1,(J^, 3) à l'orbite de A (x) 1 par %x est cohomologue à

(n\)-^Chn(h,UA).

COROLLAIRE 10. — Pour n>p—
l on a x^+A2 = (n+\)(n+ 2)~1Sx'^A où S est l'opérateur

de périodicité en cohomologie cyclique.

Reçuele 6 octobre 1986.
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