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ANALYSE MATHEMA TIQUE. — Caractére multiplicatif d’un module de Fredholm.
Note de Alain Connes, Membre de I’Académie et Max Karoubi.

Remise le 1° octobre 1984.

Nous définissons un accouplement EllP (/) XK, (&) — C*, ou &/ est une C-algebre quelconque, ElI? (o)
est le groupe engendré par les modules de Fredholm (p+ 1)-sommables [7] et ou K, , () est le groupe de
K-théorie algébrique de Quillen [10]. Cet accouplement généralise la construction de I'extension centrale des

« groupes de lacets » C*(S*, U(n)) par C*[18].

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Multiplicative Character of a Fredholm Module.

We define a pairing ElIP (&) xK +1 () > C* where of is an arbitrary C-algebra, EWIP () is the group
generated by (p+ 1)-summable F'redﬁalm modules [7) and where K. | (&) is the algebraic K-theory group of
Quillen [10].  This pairing extends the construction of the central extension of the. loop groups C=(SY, U(n)) by

C* [18].

I. Les groupes EllP (&#). — Soit o/ une C-algébre. Une structure de .&/-module a
gauche sur un espace hilbertien H est la donnée d’'un homomorphisme © de ./ dans
l'algebre % (H) des opérateurs bornés dans H. Nous noterons A (H) l'ideéal bilatere de
% (H) formé des opérateurs compacts. La notion de module de Fredholm rappelée
ci-dessous est due a Atiyah [4] dans le cas pair et 4 Brown, Douglas, Fillmore et
Kasparov ([5], [15]) dans le cas impair.

DeFINITION 1. — (@) Un module de Fredholm impair sur o/ est donné par un_couple
(H, F) ot H est un espace hilbertien qui est un o-module a gauche et ou Fe & (H) avec
F2=1 et [F, n(a)]e A (H) pour tout ac . (b) Un module de Fredholm pair sur </ est
donné par un couple (H, F) comme dans (a) et d’une Z./2-graduation [1] de H telle que
eF= —Feg et ¢ n(a)=n(a)e pour tout ac .o/.

Pour tout pe[l, + oo[, on désigne par #” (H) I'idéal de Schatten de £ (H), C'est-a-dire
I'ensemble des opérateurs T tels que Trace (|TV’) <+ o0.

DEFINITION 2. — Un module de Fredholm (H, F) est dit p-sommable si, pour tout a€ «,
[F, n(a)]e L7 (H).

Pour tout nombre entier p positif ou nul, on désigne par &II¥ («/) 'ensemble des classes
d’isomorphie de modules de Fredholm (H, F) sur </ tels que: (i) H est un espace
hilbertien 4 base dénombrable; (ii) (H, F) a la méme parité que p; (ii)) (H, F) est
(p+ 1)-sommable.

Muni de 'opération de somme directe, £IIP (=) est un semi-groupe commutatif. Soit
(H, F)~ I'élément de &II” (o) obtenu en changeant F en (—1)’F et ¢ en —e (si p est
pair).

ProposITION 3. — (@) Le quotient de &I (/) par le semi-groupe { x+x", x€ &I ()}
est un groupe commutatif noté EN? («). (b) L’inclusion de &lIP () dans NPT 2 (sf) induit
un homomorphisme S: EII” () — ElIP 2 (/).

Soit H, I'espace hilbertien I2(N). Pour tout peN, nous allons définir I'algébre .47
suivante : si p est pair, # "= {(x, y)eZ (Hy) x & (H,) avec x—ye LPrUH,)); sip
est impair, # P est la sous-algébre des matrices 2 x 2 sur I'anneau % (H,) formée des
matrices a=(a;;) telles que a;e £ 77" (Ho) si i#].

Soit (H, F), l'¢lément de Ell”(.# ?) obtenu en posant H=H,@® H, avec l'action
évidente de .# ” et les opérateurs F et € suivants : si p est pair Fy, =F,,=0, F,;,=F;, =1,
€1,=85,=0, £, =—Ey,=1; si p est impair F,,=F,,=0, F;;=—F,,=1. On a alors la
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proposition évidente suivante :

ProposiTioN 4. — (a) ElI” est un foncteur contravariant de la catégorie des C-algébres
dans celle des groupes commutatifs. (b) Pour tout x € EIl” (o), il existe un homomorphisme
d’algébres p: o — M* tel que x=p* (H, F),).

II. K-THEORIE TOPOLOGIQUE ET COHOMOLOGIE CYCLIQUE DES ALGEBRES DE BANACH #/ 7. —
Pour tout ge[l, +ocf, on note || ||, la norme canonique sur % (H). On peut alors
munir les algébres .# ¥ des normes suivantes qui en font des algebres de Banach :

)l = llx [l + 11T, s

ot || x||.. désigne la norme usuelle des opérateurs dans H=H, @ H,. De plus, d’apres [7],
/" est une sous-algébre stable par calcul fonctionnel holomorphe dans la C*-algebre
My j=0oul avec j=p (mod 2), qui est 'adhérence de .# P dans & (H). Du théoréme
de périodicité de Bott [11], p. 175 et du théoréme de densité ([11], p. 109), on déduit alors

la proposition suivante.

PrOPOSITION 5. — Les groupes K;°P (.#") sont isomorphes a Z si n=p (mod2) et sont
égaux a 0 sin=p+1 (mod 2).

L’homologie et la cohomologie cycliques des algebres de Banach .# P sont moins
connues [7]. Cependant, on peut définir des éléments remarquables non triviaux 1, de
HC? (.# P) par les formules suivantes [7]. Si p est pair :

£, (% ¥ x4 ¥Y), - oy (67 ) =c, Trace (x°—=y%).(x*=y") ... (xP=)7)),

avec ¢,=(p/2). Si p est impair:

1 0 0 2 0 4
tp(ao,al,...,a”)=cpTrace 2 Giz ) 12 ,
o —1)\ag 0 a2, 0
f=(2or). L
2\ 2 2

On remarquera que le « caractére de Chern topologique » défini dans [8] et [14] :

avec

Z~KP (M7) - HC, (M) S

a comme image le sous-groupe r, Z ol rp=(2in)“” 21 avec les constantes de normalisation
¢, choisies [3)

III. DEFINITION DES GROUPES DE K-THEORIE RELATIVE K™ (A) ET DES HOMOMORPHISMES
K'(A) —~HC,_, (A) (voir aussi TV). — Si A est une algébre topologique localement
convexe, nous suivrons [14] en définissant K'?(A) pour n>0 comme le n-iéme groupe
d’homotopie de I'ensemble simplicial BGL(A«) ol Ay est 'anneau simplicial défini par
A,=A ® C>(A"), A" étant le n-simplexe standard. En particulier, K!°? (A) est le groupe
de K-théorie topologique usuel si A est une algébre de Banach, ce que nous supposerons
désormais. Nous définirons le groupe de « K-théorie relative » KI*' (A) comme le n-iéme
groupe d’homotopie de la fibre homotopique % , de I'application évidente :

BGL(A)* =BGL(A,) " — BGL(A4) " ~ BGL(A4).

On a donc une suite exacte fondamentale :
K, ., (A) =K, (A) > K (A) > K, (A) > Ky?(A),
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ot K« (A) représente la K-théorie algébrique de Quillen. En fait, il est facile de voir que
I'espace Z , est homotopiquement équivalent 4 Bgl(A)* ou Bgl(A) est la fibre homotopi-
que de Tlapplication BGL(Ag) — BGL(Ax), fibre qui s’identifie au quotient
GL(Ax)/GL(A,) du groupe simplicial GL(A«) par le groupe simplicial trivial GL(A)
(cf. [17] pour une discussion analogue et une justification de la notation Bgl(A)). Ainsi
un n-simplexe de Bgl(A) est simplement défini par une application C* o: A" — GL(A)
bien définie modulo la multiplication & droite par un élément de GL(A). Sur cet ensemble
simplicial il existe un GL(A,)-fibré canonique induit par I'application
GL(A4)/GL(A,) — BGL(A,) : ses fonctions de transition g; (o) dans le sens de [14] sont
* définies par g;;(0)=c (j)o (i)~ 1 Considéré comme GL (A 4)-fibré par extension du groupe
structural, ce fibré se trivialise de maniére explicite en posant o (o)=oc.c(i)~", soit
gi=0; .o, Sia:E->T désigne la trivialisation, la méthode décrite dans [12] et [14]
permet d’associer au triplet x=(E, T,a) un «caractere de Chern relatif »
Ch™ (x) e H" (Bgl(A); Ci_, (A)/b(C,(A)) avec les notations de [8] et [16]. En utilisant
I’homomorphisme de Hurewicz, on en déduit un homomorphisme :
Chi':  Ki'(A) - C_; (A)/b(CL(A)),

dont on peut montrer qu’il coincide avec celui défini dans [14], 'espace Bgl(A) jouant le
role « d’espace classifiant » pour la K-théorie relative. Des définitions et résultats de [8]
et [14] il est facile de déduire les deux théoremes suivants (ou y,=1/n!).

THEOREME 6. — L’image de I'homomorphisme Ch' est contenue dans le sous-groupe
H:_, (A)=HC,_(A) = C,_, (A)/b(C,(A)).

THEOREME 7. — Le diagramme suivant est commutatif :

Ko, (4) - Ki'(A) - K,(A) - KPA) - K2, (A)
Chyy | Ch;f‘l y"D"l Chy | Ch,’flll
S (1/n)B I S
HC,.,(A) - HC,_,(A) - H,(A, A)>HC,(A) > HC,_;(A).

Examinons de plus prés la définition du caractére de Chern relatif sur I'espace Bgl(A)
de maniére a assurer la transition vers le paragraphe suivant et donner une formule plus
maniable. On considére sur le fibré E la « connexion canonique » définie en fonction des
coordonnées barycentriques x, par la formule utilisée dans [12] et ou i représente un
sommet du simplexe o :

I'i(oc)= Z Xy ki 5 dgy;.
k

Cette connexion, transportée sur le fibré trivial T par Iisomorphisme a, est égale a :
oo o d (o == X doy. o
(expression notée I' qui, comme on s’y attend, ne dépend pas de i). Ici d=d’+d”" ou d’

est la différentielle usuelle des formes différentielles sur I'ensemble simplicial Bgl(A) [6]
et ou d” est la différentielle « non commutative » sur le complexe Q« (A *), AT désignant

I'algébre A augmentée d’'un élément unité ([8], [13]). En considérant I'homotopie ¢ I" entre
T et la connexion triviale, la formule explicite pour Ch'!(x) est la classe du cocycle :

1
c Tracer dt AT (tdU+2T3)" L

0

H(n-l)!
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Onal=—I"+I" avec I"=d o,.o; ' (qui est indépendant de k et qu’on peut noter
aussid’ c.o Y etI'”=—Y x,d" o.u '. On ne change pas alors la classe de cohomologie
précédente en remplagant I' par —I" dans lintégrale ci-dessus (faire I'homotopie
—I"+ul”, uel0, 1]). On en déduit que Ch,(x) est aussi la classe du cocycle suivant
d’expression plus simple :

(=1"

n!

CH Trace J. r(d ry-*

[V. INTERPRETATION DES CLASSES CARACTERISTIQUES RELATIVES EN TERMES DE COHOMOLOGIE
D'ALGEBRES DE LiE. — Le but de ce paragraphe est de donner une définition plus
géométrique de I'accouplement Kr'(A)xH} "' (A) > C quon déduit de III (cf. le
théoréme 9 ci-dessous qu’on appliquera a une sphére homologique M en interprétant la
K-théorie relative en termes de A-fibrés plats sur M munis d’une trivialisation
différentiable [12]). Soit donc t€Z} '(A) un (n—1)-cocycle cyclique continu [2]. En
suivant [16], § 6, on en déduit une forme différentielle fermée w,, invariante a droite sur
le groupe de Lie-Banach GL_(A), geN, en posant :

o, ((a, XY, ..., (a X")= (ﬂ'l)nngn(s) (T®Tr) (X1a } X2a™ !, ..., X%a™1)
n!

Ici s parcourt le groupe des permutations de {1, ...,n}, (a, X) désigne pour ae GL,(A),
X eM,(A), le vecteur tangent en e=0a la courbe e~ a+eX, et T ® Tr désigne I'élément
de Z;~' (M, (A)) produit tensoriel de T par la trace canonique Tr sur M, (C).

REMARQUE. — Un calcul simple montre que ®, est aussi :

=1)* 5 i
T(T@)Tﬂ (6(a” ey,
ou O=d’a.a ' est la « forme de Maurer-Cartan » sur GL, (A) avec des notations
évidentes. Cette remarque est essentielle pour montrer que les deux interprétations des
classes caractéristiques relatives coincident.
Si M est une variété de classe C*, tout courant fermé C a support compact et de

dimension n définit un n-cocycle cyclique C sur I'algébre C* (M) par I'égalité :
Cfo L ..., M=LC, fodf* A ... Adf") pour fie C®(M).

TutorimE 8. — Soit o: M —GL,(A) une application de classe C* et soit C#71 le
produit tensoriel de C par t [8] comme cocycle cyclique sur C* (M) & A. Alors :

(a) On a Pidentité {[C], a*®,> = (C#t, [¢] ) ot [¢]eK{P(C™ (M) ® A) est la classe
de a e GL,(C* (M) ® A) et ou accouplement entre HC* et K¥P est défini dans [8].

(b) Si la classe & homologie [C] de H, (M) appartient a I'image de I'homomorphisme de
Hurewicz m,(M") - H,(M*)x~H, (M) [10], on a {[C], a*w, ye2inT, K2, (A)).

La partie (a) se démontre en utilisant I'homotopie —I""+uI"" du paragraphe III. La
partie (b) résulte de (a), de la périodicité de Bott et de la multiplicativité du caractére de
Chern topologique.

Soit maintenant E un fibré plat de A-modules a droite, de fibre A% sur la variéte M.
Il lui correspond un homomorphisme p de I'=mn, (M) dans GL,(A). Le A-module
C* (M, E) des sections de E s’identific au A-module des applications &: M — A% ou M
est le revétement universel sur lequel on fait agir ' librement & droite, telles que
E(xg)=p(g)"1&(x), xeM, geT. De méme, une trivialisation o: E - M x A? correspond

St

BT l.,‘.:;._ n

e, 3,

e R R T T




C. R. Acad. Sc. Paris, t. 299, Série I, n° 19, 1984 967

a une application o: M — GL, (A) telle que a(xg)=0a(x)p(g). Le théoréme suivant est
alors une conséquence directe du théoréme 8.

THEOREME 9. — Soit a* w, la forme différentielle sur M associée a la forme différentielle
[-invariante o* o, sur M et soit ceH, (M) une classe d’homologie appartenant a 'image
de T'homomorphisme de Hurewicz. Alors, 'image de { ¢, a*®,> dans le quotient de C par
le sous-groupe 2im {1, K;*®, (A) > est indépendante du choix de la trivialisation .

n

V. DEFINITION DE L'ACCOUPLEMENT ElI (&) XK, (/) - C*. — Nous allons tout
d’abord définir un homomorphisme K, ; (.# ?) - C*. Cette définition est basée sur le
diagramme commutatif :

K2, (A7) — KL (M7) —— K,y (M) > K22, (M7)=0
lu:(.‘hp_,,: lCh;fll l

S
HC,,, (47 > HC,(.#") - C

En effet, d’aprés le paragraphe II, KJ?,(#7)=Z et (t,-S.u) (Z)=r ., Z avec
rps2=QimP21* 1 Drapres le paragraphe III, on en déduit aussitdt I’homomorphisme
K, (A#")— C/r,,,Z~C* Nous pouvons aussi raisonner plus géométriquement comme
dans le paragraphe IV : un ¢lément de K, (.#?) peut étre représenté par un A-fibré
plat sur une n-sphére homologique M (n=p+1, A=.#7) de classe fondamentale
ceH, (M) [10]. Puisque K}°*(A)=0, ce fibré plat est stablement et différentiablement
trivial. Le choix d’une trivialisation o de E (supposé stabilisé) permet de définir un
nombre complexe {c¢, a*m,) bien défini modulo r,,,Z d’aprés le théoréme 9 (cf. la
remarque a la fin du paragraphe II).

D’autre part, il résulte de la définition de t, que I'involution de .#? définie par
- (x, )= (¥, x) si p est pair et u— F.u.F~! si p est impair, change le signe de 1, Puisque
tout élément de Ell” (<) est une combinaison linéaire de représentations p:.o/ — P, il
en résulte que I'accouplement cherché est bien défini d’aprés la proposition 4.

VI. Les cas p=0 er p=1. — Soit A une algébre de Banach quelconque. On a
K''(A)~H, (GL(A%)/GL(A)) avec les notations du paragraphe III. Pour toute cellule

1

o de dimension 1 de GL(A+)/GL(A), on a Chi(c) =Trj do.c™!, ot o(r), te[0, 1],
0

est un chemin dans GL(A). Pour n=1 on démontre ainsi de maniére élémentaire le

diagramme commutatif du théoréme 7 :

Ky (A) > K§P(A) —» KF(A) > K, (A) —KPP(A)
lCh2 WM lCh'f’ ! "
S B
~HC,(A) > HCy(A) »H, (A, A) >

L’application u est induite par o+—o(0) 'o(1) et lapplication w: K, (A)=
K5P(A) - HC, (A) est induite par e+ 2in Trace(e) ou e est un idempotent représentant
un ¢élément de K,(A). La classe caractéristique « secondaire » obtenue
Ker(v) - HCy (A)/Im (w) coincide avec celle construite indépendamment dans [9] et évo-
quée dans [14]. Etudions maintenant le cas particulier ou A =M.

TuEorEME 10. — L’homomorphisme K (.# °) — C* défini dans le paragraphe précédent
coincide avec le déterminant de Fredholm (x, y)r—dét(x~1!y).

i
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Démonstration. — Puisque KPP(.#° =0 et que K, (% (H))=0, tout élément de
K, (.# °) est la classe d’un couple (1, y) avec ye GL(.%#,) homotope a 1 dans ce groupe.
Soit o, () une homotopie différentiable dans GL (%)) telle que o,(0)=1 et o;(1)=y.
On a alors Tr(d' o,.0;Y)=[Tro,(t)"'.o}(t)]dt dont la primitive est Log(dét (o, (t))).
Par suite, I'intégrale qui définit Ch’*'(o) est égale 4 une détermination de Log(dét(y)),
d’ou le théoréme.

Examinons maintenant le cas ou p=1, qui est plus délicat. Rappelons que .# ' est
I'algébre des matrices 2 x 2 notées a telles que a,,, a,,€.% (H) et a5, a,, € £*(H). Soit
F ! I'algébre formée des couples (a, x) avec ae.#*, xe ¥ (H) et a;; —xe L' (H). Cest

une algébre de Banach pour la norme ||(a, x)|| = ||a|| ¢t + || @y —x|| & et on a une suite
exacte d’algébres de Banach :
(E) 0->L' 5T 0.

L’'image de GL(Z ') dans GL(.#"') est la composante neutre SL(.#') qui est un
sous-groupe parfait [noter que K, (.#')~K?(.#") ~Z]. On obtient alors I'extension
centrale de SL (.#"') par C* [18] :

(GE) { >C* T - SL(AY -1,

en appliquant le foncteur GL a la suite exacte (E) et en quotientant les deux premiers
groupes par le sous-groupe SL(#") formé des éléments de GL( %' (H)) de déterminant
égal a4 1. On obtient 'extension centrale de SL(C*®(S')) par C* en envoyant C*(S')
dans .# ! par 'homomorphisme décrit dans [18].

THEOREME 11. — L’homomorphisme K, (M) — C* défini dans le paragraphe précédent
coincide avec ["homomorphisme H,(SL(#')=K,(.#*)— C* associé a [extension
centrale précédente (GE) [noter que H?(SL(.#'); C*)~Hom (H,(SL(.#")); C*), car
H, (SL(#") =0].
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