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Géométrie/Geometry

Conjecture de Novikov et groupes hyperboliques

Alain Connes et Henri Moscovict

Résumé — Nous démontrons la conjecture de Novikov sur I'invariance homotopique des hautes
signatures pour tout groupe discret hyperbolique pour la métrique de la longueur des mots.

Hyperbolic groups and the Novikov conjecture

Abstract — We prove the higher signature Novikov conjecture for any discrete group which is
hyperbolic for the word length metric.

1. INTRODUCTION. — Un groupe discret I" vérifie la conjecture de Novikov si pour
toute classe de cohomologie e H* (BT, C), la quantité suivante, appelée haute signature,
est un invariant homotopique du couple (M, ¢) ou M est une variété compacte orientée
et @ : M — BT une application continue :

(0) Sign, (M, ¢) = (L (M) ¢*(a), [M] ).

Ici BI' désigne I'espace classifiant de I, L{M) la classe L de la varicte M et [M] le
cycle fondamental de M. Dans [13] G. G. Kasparov démontre que tout sous-groupe
discret I" d’un groupe de Lie vérifie la conjecture de Novikov. Sa méthode utilise la K-
théorie bivariante des C*-algébres. Dans cette Note, nous démontrons par une méthode
différente, dont I'outil principal est la cohomologie cyclique de 'algebre CI" du groupe
I', que tout groupe hyperbolique I' et donc presque tout groupe de présentation finie
vérifie la conjecture de Novikov. Le probleme général de Novikov se ramene au cas
particulier des groupes de présentation finie; de plus [9] presque tout groupe de présenta-
tion finie est hyperbolique au sens suivant : si I’on fixe les nombres n de générateurs et r
de relations et ’on impose une borne supérieure ! a la longueur des relations, 1a proportion
des groupes hyperboliques tend vers 1 quand ! — co. Techniquement, nous utilisons deux
conséquences de I’hyperbolicité : d’'une part toute classe de cohomologie ®e H*(BI, C)
est représentée par un cocycle borné (résultat de M. Gromov [9]), d’autre part les
inégalités de Haagerup [10] se prolongent, griace aux travaux de P. Jolissaint [12] et P. de
la Harpe [11}.

2. INDICE LOCAL D'UN OPERATEUR ELLIPTIQUE ET COCHAINES D'ALEXANDER-SPANIER. —
Soient M une variété compacte et D: C® (M, E¥) - C*(M, E7) un opérateur différentiel
elliptique sur M, ou E* sont des fibrés vectoriels complexes de classe C®. L’existence
d’une parametrix Q pour D Jie dun opérateur pseudodifférentiel
Q:C*(M, E7) - C®(M, E™) tel que QD —1 et DQ—1 soient régularisants] montre que
D définit canoniquement un élément inversible dans I'algébre M (J)/J ou J est Palgebre
des opérateurs régularisants, et M(J) lalgébre des multiplicateurs de J. A T'aide de
supplémentaires E'* de E*, tels que E'* @ E* soient triviaux on définit ainsi un élément
de K, (M(J)/J) ou J est Jailgebre C*(MxM) des opérateurs régularisants
k:C~*(M) - C*(M). L’élément correspondant de K, (J), obtenu grace a la suite exacte :

0-J-MIJ)->-MDN)/I->0
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est donné par la classe réduite de ’idempotent suivant :

0 P=[ S3 So(1+50) Q]
$,D 1-§?

ou I'on pose :
S, =1—-QD, S, =1-DQ.

Ici I’algébre J est indépendante (& isomorphisme prés) de la varieté M et sa K-théorie
est donnée par K,(J)=2Z, la trace Trace(k)= Jk (x, x)dx donnant I'isomorphisme :

K,(J)~Z. De plus la classe [Ple K,(J)=7Z est I'indice analytique de D donnée par le
théoréme de I'indice d’Atiyah-Singer [2].

En fait, on peut, pour tout entourage % 1i. e. tout voisinage % de la diagonale A de
M x M, trouver une paramétrix Q de D a support dans % (Q(x, y)=0, V(x, y)¢%). On
obtient ainsi grace a cette localisation, une classe de K-théorie dans une algébre d’opéra-
teurs régularisants asymptotiques, R,eJ, Supp R, — A. Sans chercher & définir trop préci-
sément cette algébre, montrons comment accoupler la classe de K-théorie de D avec une
classe de cohomologie d’Alexander-Spanier [w]e H* (M, C).

Une n-cochaine d’Alexander-Spanier [17] est une fonction de n-+1 variables,
o (x° ..., x") ou x'e M, dont le cobord est '

BO) (< .., X =Y (1 @(x°, ..., ¥, ., ¥,

La cohomologie d’Alexander-Spanier (isomorphe a la cohomologie usuelle) s’obtient
en quotientant le complexe des cochaines arbitraires (resp. boreliennes bornées; resp. de
classe C*®) par la relation ¢, ~ ¢, si et seulement si ¢, —@,.s "annule dans un voisinage
de la diagonale {(x, ...,x)} = M"*’. Pour obtenir I'accouplement cherché, on remarque
que pour toute cochamc d’Alexander-Spanier ¢, borelienne bornee Pégalite suivante
définit une forme n+1 linéaire 1, sur J: |

(2) T, (k% . L kD= | KOO xR L X)L k(L x%) e (x, L L., XT)

Mn-l-l

ou les k' sont des demi-densités dans leurs deux variables. De plus, si ¢ est normalisée
(i.e. nulle si x'=x/ pour un i#j) et si 8¢=0 dans le voisinage

{(Nico,. . asr |G X e¥, Vi}, on a les propriétés suivantes des cocycles
cychiques [6] :
@) t (kL . K kO =(— 1Y T, (K% ..., k",  Vkie], Suppkic®

— 1Y 0 Jitl n+1 _ 1yt nt1 0 m_
@ | SV TES KR R (ST (TS, k) =0

Vkiel, Suppk’c %.

On peut alors utiliser les résultats de [6] pour vérifier que la valeur de 1,(Py, . . ., Py),
ou P, est donnée par la formule (1) appliquée 4 une paramétrix Q a support dans %,
ne dépend que de opérateur D et de la classe de cohomologie [@]e H"(M, C), n pair.
Nous noterons Ind,(D)=1,(Ps,...,Py) [avec la convention usuelle d’extension
de 1, aux matrices sur lalgebre J obtenue en adjoignant une unité a
J:T,(m°®K° ....m"®k"=Trace (m®...m") T, (k% ...,k") pour meM,(C), kie]
et "fq,(k°+l° L. k"+ A D)=1,(k° ..., k") pour k’e], ;eCl.
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Cet indice local Ind, (D) ne dépend que de la classe d’homotopie stable du symbole de
D et se calcule par le raffinement suivant du théoréme de I'indice d’Atiyah-Singer :

TaeoREME 3. — Soient M une variété compacte, D:C*(M, E*) - C®*(M, E7)
un opérateur différentiel elliptique sur M, et ¢ cH**(M, C) une classe de cohomologie
(d’ Alexander-Spanier). On a-alors :

( - l)dim M q!
(2mi)@ (29)
Ici Chy(D)eHy (M, C) désigne le caractére de Chern de D en K-homologie (cf. [4)),

qu’il suffit de préciser lorsque D=7 est un opérateur de Dirac a coefficient dans un

fibré vectoriel complexe E. On a alors Chy (dg) =A (M) ChE N [M] ot A (M) est la classe
A de M.

Remarque 4. — (1) Notre démonstration [§] prouve en fait un résultat au niveau des
formes différentielles, plus précis que le résultat cohomologique ci-dessus.

(2) Nous montrons dans [§] le lien entre le théoréme 3, en particulier les constantes
g!/(2 q)! qui y interviennent, et la cohomologie cyclique entiere [7]. N

Ind, (D) = (Ch(D), 9.

3. THEOREME DE L'INDICE POUR LES REVETEMENTS. — Soient M une variété compacte, M
’espace total d’un fibré I'-principal de base M, ou I' désigne un groupe discret. Notons
n: M —» M la projection de M sur M et (g, x) —» gx l'action de I" sur M. Dans cette
section nous montrons un analogue, pour des cocycles arbitraires ce H*(I', C), du
théoréme de I'indice L* d’Atiyah [1] et Singer [16], cas particulier ou ce H°(I', C). Rappe-
lons d’abord {cf. [6] puis [5]) que tout cocycle de groupe ce H(I', C), c(g!, .. .,gMeC,

Vg'el, normalisé (i. e.c(g,...,g"=0si l'un des g’ vaut 1 ousi [[g'= l) définit un
1

cocycle cyclique 1, sur I’algebre du groupe C I, par I'égalite suivante :
(5) 1@’ .. .,a"= 2 a°@)a'(g)...a@E)cgl .. ...

g()gl_ . .g”=1

ot

Soit alors D un opérateur différentiel elliptique I'-invariant sur M,
D:C*(M, ET) > C>(M, E-) ot E* sont les fibrés n*(E*) sur M associés aux fibrés
vectoriels complexes E* sur M. On ne peut définir directement I'indice I'-équivariant de
D comme un élément de K,(CT) car ce groupe est en général trop réduit. On peut par
contre definir cet indice comme élément de K,(II'), ou II" est le produit tensoriel
algébriqgue de C 1 par ’algebre | des opérateurs tracables dans I’espace de Hilbert a base
dénombrable.

Commengons par utiliser Iexistence d’une parametrix Q, I'-invariante, pour D telle
que les noyaux régularisants S, et S, définis par S,=1—QD, S,=1—-DQ soient a
support compact dans M x -M, quotient de M x M par I’action de I". L’algébte a de ces
noyaux régularisants s’identifie a I’algebre de convolution C*(G) du groupoide différen-
tiable G=M x M ot G'=M et les applications source et but sont données par : (o)
s(x, »)=n(), (B) r(x, y)=n(x) et la composition par : (y) (x, ¥). (¥, 2)=(%, z). Il résulte
donc de I’existence de Q [1] et de la formule (1), que 'on peut associer canoniquement a
D une classe de K-théorie [D]e K, (C®(G)).

LeEMME 6. — Soient U = M un domaine fondamental relativement compact pour 'action
de I' dans M et B: M — M la section borelienne correspondante de mw: M — M.

(a) L’application (X, y) > g~ g’ ot x=g(BnXx), y=g (Bny) définit un homomorphisme
pde GdansT.
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(b) L’application (x, y)— ((nx, =), p(x, ¥)) définit un isomorphisme borelien du
groupoide G avec le groupoide (M x M) xT. |

(c) L’isomorphisme (b) définit un homomorphisme 6 de C>*(G) dans le produit tensoriel
algébrique | ® CT de Palgébre des opérateurs tragables dans L2 (M) par l'algébre CT du
groupe CT. _

(d) La fleche 04: K, (CX (G)) - Ky (IT) est indépendante du choix du domaine fondamen-
tal U.

On définit alors I'indice I'-equivariant Ind, (D) comme la valeur commune des
04 ([D]) e K, (IT).

Remarque 7. — Soit & I'algebre des matrices (a;;), a;;€ C qui sont a décroissance rapide,
i. e. |i[¥|j|'| a;] borné Vk, I. On peut montrer que 0« ([D]) eKy(#T) [ou &#T < IT est
la sous-algébre de /T correspondant a I'inclusion & =« £ (FF(N))=I]. ®

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de I'indice I'-équivariant :

TugorEME 8. — Soit D un opérateur elliptique T-invariant sur M et soit ce H*4(T, C)
un cocycle de groupe. On a :

1 q' .
o g (I DLV

ou t.#Trace désigne le cocycle cyclique sur IT" produit tensoriel de 1, par la trace sur |,
ou Chy (D) désigne le caractére en homologie de Popérateur elliptique sur M associé a D,
et ou \/: M — BT désigne I'application classifiante de M.

La démonstration du théoréme est une conséquence immédiate du théoréme 3 et de
I'isomorphisme local naturel entre les groupoides différentiables G et M x M.

(1. #Trace,Ind (D) > =

4. LE THEOREME DES HAUTES SIGNATURES POUR LES GROUPES HYPERBOLIQUES. — Soient M
une variété compacte orientée de dimension paire, M Pespace total d’un I'-fibré principal
de base M. Soient D l'opérateur de signature sur M et D I'opérateur T-invariant
correspondant sur M. Le théoréme 8 appliqué a un cocycle de groupe ce H24(I', C)
montre que :

~ 1 q! *
{t.#Trace, Ind-(D) ) = Gni) 2a) {Ch« (D), 9*(c) >
ou le terme de droite est proportionnel a Sign, (M, ¢) (¢f.(0)), @: M — BT étant I'applica-
tion classifiante.

1l suffirait de savoir que Ind,-(D)e K, (IT') est invariant par homotopie pour avoir une
réponse affirmative générale a la conjecture de Novikov. Par [15], la signature I'-équiva-
riante définit un invariant d’homotopie, élément du groupe de Witt de CI'. Il résulte
alors de [15], [13] que I'élément jx Indp (D) e K, (k ® C*(I")) est un invariant d’homotopie,
ou j est I'injection naturelle de /® CI" dans le produit tensoriel k ® C*(I') de la C*-
algebre des opérateurs compacts par la C*-algébre réduite du groupe I'. Tout le probléme
consiste alors & montrer que I'accouplement de K,(IT') avec 1 # Trace se prolonge a
K, (k ®@ C¥(IN). Nous démontrons cela pour les groupes hyperboliques, en utilisant :

(1) L’existence d’un cocycle borné : \c(gl, . .,g")l <C, Vg'el dans toute classe de
cohomologie we H**(I', C), résultat de M. Gromov [9].

(2) L’existence d’une sous-algébre B — k ® C*(I'), stable par calcul fonctionnel holo-
morphe, contenant ¥ I" (cf. remarque 7), et a laquelle le cocycle cyclique t_# Trace se
prolonge par continuité.
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La démonstration de (2) utilise de maniére essentielle 'hyperbolicité de I" et les estimés
de Haagerup [10], Jolissaint [12] et P. de la Harpe [11].

LEMME 9. — Soient T" un groupe discret, ¥ < I' un systéme fini de générateurs, g — | g|
la longueur des mots correspondante.

(1) Soit a = k ® C*(I') la plus petite sous-algébre stable par calcul fonctionnel holomor-
phe contenant & ® CT =%T. Pour tout élément de a et tout ke N, on a, avec T=(T})),
T,;eCr ()

(10) Z @ (T;j))* < o0

oit p (@) =(Y | g[*| 4, )7 pour a=(a,),.r» acC} (T).

(2) Si T" est hyperbolique, et si le cocycle ¢ est borné, ce H* (T, C),q=1, le cocycle
cyclique Trace# 1, sur & I est continu pour les normes (10) et se prolonge a a.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme des hautes signatures pour les groupes
hyperboliques. Ftant donnés un groupe discret I et une application continue ¢: M - BT’
ou M est une variété compacte orientée de dimension paire, nous noterons L (M, ¢) la
classe dans le groupe de Witt W(CT') de l'algébre involutive CT, associ¢ a (M, @) par
la chirurgie I'-équivariante [15]. Cette classe est représentée par des éléments autoadjoints
inversibles H=H*eM,_(CTI") pour r assez grand.

TuiorEME 11. — Soient T' un groupe hyperbolique, ce Z*4(, C) un cocycle borné,
@:M — BT une application continue ou M est une variété compacte orientée de dimension
paire. Soit H=H*eM, (CT) un représentant de L(M, ¢) e W(CT) le compact de R\ {0}
spectre de H dans la représentation réguliére de T dans 1*(T). La fonction analytique de
plusieurs variables complexes

FOA° ..., A ) =1 (H-%y) L(H-X) %, .. .,(H—?uzq)_l)
définie pour | \'| petit se prolonge a (C\\K)*?*%, et la valeur, de
t(E*,...,EY)—1(E",...,E),

o BE*=1/2ni) J (H—A)"Y) (c¢* étant des contours convenables autour de la partie
ct

positive, resp. négative, du spectre de H) définie par prolongement analytique, est un
invariant d’ homotopie du cocycle (M, @). De plus on a :

_ _ 1 q .
. (E*,.. ,E)—1(E",...,ET)= Sign_ (M, o).
( ) =T ) ni ot (M, 9)
CoRroOLLAIRE 12. — Tout groupe hyperbolique vérifie la conjecture de Novikov.

CoROLLAIRE 13. — Pour tout groupe hyperbolique I', I'application
n: Ky (BT) - Ky (C* ()

de [14], [3] est rationnellement injective.

Note regue et acceptée ie 4 juillet 1988.
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