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Introduction a la géométrie non-commutative

ALAIN CONNES
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1. Un exemple d’espace quantique: ’ensemble des pavages de Penrose. Le
but de la géométrie “non-commutative” est de comprendre la structure
d’espaces géométriques plus complexes que les espaces ordinaires, dont la
description ne peut plus se faire a partir d’'un ensemble X et de classes de
fonctions f: X — R ayant certains types de régularité: mesurabilité, conti-
nuité, différentiabilité.

Pour fixer les idées nous commencerons par décrire un exemple simple
d’espace non-commutatif X en montrant la différence entre le point de vue
classique ou commutatif et notre point de vue. L’espace X est I’ensemble des
univers de Penrose ou pavages quasi périodiques du plan.
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92 A. CONNES

J’ai eu la chance d’assister, au cours d’une conférence, a un exposé de R.
Penrose sur les pavages quasi périodiques du plan (Figure 5). Penrose a con-
struit de tels pavages a ’aide de deux motifs simples 4 et B. La construction
n’est pas unique et le pavage obtenu 7 dépend de choix successifs effectués
au cours de sa construction. De maniére plus précise il faut pour construire
un tel pavage disposer d’une suite (z,),-0.12.. de O et 1 qui vérifie la regle de
cohérence:

(1) By = L= 2y =10,

On utilise la valeur de z, comme indiqué dans I’'appendice dans la con-
struction de 7. Cependant 1l se peut que deux suites z = (z,) et z’ = (z,)
distinctes conduisent au méme pavage et on a en fait:

2 T identique a 7' ssi 3n avec z; =2z, VYj>n.
j ==}

Ainsi 'espace X des pavages obtenus est ’ensemble K/R quotient d’un
compact K par une relation d’équivalence. Le compact K, homéomorphe
a I’ensemble de Cantor, est ’ensemble des suites z = (z,),en de 0 et 1 qui
vérifient la régle (1). C’est par construction un fermé du produit d’une infinité
d’ensembles & deux éléments. La relation d’équivalence R est donnée par:

(3) z~ 2z ssi Em,zj'=z} Vj>n.

On a donc X = K/fR et c’est exactement sous cette forme que R. Penrose
présentait I’ensemble de ses pavages dans son exposé. Si I’on cherche a com-
prendre ’espace X comme un espace ordinaire, on s’apercoit vite que les ou-
tils classiques ne fonctionnent pas et ne distinguent pas X de I’espace réduit
a un point. Par exemple, on peut, (Cf. [28]) étant donnés deux pavages T; et
75 et une portion finie quelconque P de T, retrouver la méme configuration
P dans T,, de sorte qu’aucune portion finie ne distingue 7, de 7;. Cette
propriété géométrique se traduit par la trivialité de la topologie de X. La
topologie naturelle de X a pour sous ensembles fermés F C X les sous en-
sembles fermés de K et saturés pour R. Or toute classe d’équivalence pour R
est dense dans K et il en résulte que les seuls sous ensembles fermés F C X
sont F = &, F = X. Ainsi la topologie de X est triviale et ne distingue
pas X d’un point, elle n’est bien entendu pas séparée, et ne contient aucune
information intéressante.

Une attitude possible devant un tel exemple serait de dire qu’a des fluc-
tuations prés il y a un seul pavage T du plan et de ne pas s’inquiéter de
la distinction entre X et un point. En fait nous verrons que X est un es-
pace “non-commutatif” ou espace “quantique” trés intéressant et que l'un
de ses invariants topologiques, le groupe des dimensions, est le sous groupe
de R engendré par Z et le nombre d’or (1 +v/5)/2. Ceci montrera, en par-
ticulier, pourquoi uniquement a cause de la topologie de X, la densité ou
fréquence d’apparition d’un motif dans le pavage doit eétre un élément du
groupe Z + ((1++/5)/2)Z. Expliquons d’abord pourquoi la description de X
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comme espace topologique se fait en remplagant I’algebre C(X) des fonctions
continues sur X par une C*-algébre non-commutative, ce qui est a ’origine
de la terminologie “géométrie non-commutative”. Etant donné Y un espace
(localement) compact ordinaire, le lemme d’Urysohn montre qu’il existe suff-
isamment de fonctions continues f € C(Y) sur Y pour déterminer unique-
ment la topologie de Y. Cect est vrai pour les fonctions a valeurs réelles
et a fortiori celles a valeurs complexes. Ainsi la topologie de Y détermine
et est déterminée par l’algébre 4 = C(Y) des fonctions continue a valeurs
complexes sur Y, munie de I'involution f — f* ou F*(y) = f(y) Vy € Y.
(Ici, un énoncé analogue serait faux si 'on remplacait R ou C par un corps
local totalement discontinu). De plus la classe de C-algeébres involutives 4
obtenue se caractérise trés simplement. Il s’agit des C*-algebres (avec unité)
commutatives. Les C*-algébres ont une caracterérisation axiomatique tres
simple qui exprime exactement ce que 'on attend des fonctions de classe
CO. Une C*-algebre A est une algebre involutive qui est une algebre de
Banach pour la norme x — |/x|| uniquement déterminée par la structure
d’algebre comme le rayon spectral de x*x: ||x||*> = rayon spectral (x*x) =
sup{|4],x*x — 4 non inversible}. Pour qu’une algébre involutive 4 soit une
C*-algebre il faut et 1l suffit qu’elle admette une représentation involutive @
dans un espace de Hilbert telle que:

(4) (Dr(x)=0=>x=0;
(2) m(A) est fermé en norme.

Le théoreme de Gelfand, qui s’appuie sur ’analyse complexe et la structure
des 1déaux maximaux de 4, montre que si 4 est une C*-algébre commutative
il existe un espace topologique compact ¥ = SP(A4) tel que 4 = C(Y). La
raison d’etre de la géométrie non-commutative est la possibilité d’adapter la
plupart des outils classiques tels mesures de Radon, K-théorie, cohomologie...
nécessaires a I’étude d’un espace compact Y au cas ou la C*-algebre 4 = C(Y)
est remplacée par une C*-algébre non-commutative.

Bien entendu cette adaptation au cas non-commutatif n’est jamais immé-
diate et s’accompagne souvent de phénomenes totalement nouveaux. Méme
dans le paysage de la théorie de la mesure, si simple dans le cas commutatif,
I’on voit apparaitre I'implication suivante:

Non-commutativité = Groupe a 1 parametre d’évolution

dont nous aurons I’occasion de reparler.

Quand la C*-algebre 4 n’est pas commutative le spectre ¥ = Sp(4) de
Gelfand est remplacé par ’ensemble Y des représentations irréductibles 7 de
A dans I’espace de Hilbert. Mais, bien que ’on puisse toujours démontrer
I’existence de suffisamment de représentations irréductibles de A4, des que A
est simple, 1.e., n’a pas d’idéal bilatere non-trivial, la topologie naturelle de
I’espace Y a la méme propriété de trivialité que celle de I’ensemble X des
pavages de Penrose rencontré ci-dessus. Deux représentations irréductibles
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m, et m; de A peuvent par une transformation unitaire étre rendues aussi
ressemblantes que ’on veut. C’est le théoréme de transitivité de R. V. Kadi-
son [33]. Il est donc naturel de chercher a associer a ’espace X des pavages
de Penrose une C*-algebre non-commutative qui remplace C(X).

Comme la dichotomie entre espaces classiques et espaces “quantiques”
n’est pas exactement celle entre algébre commutative et algébre non-commuta-
tive, 1l est d’abord nécessaire d’expliquer en quel sens certaines algebres non-
commutatives équivalents a des algebres commutatives. Toutes les représen-
tations irréductibles de la C*-algebre M, (C) des matrices n x »n sur C sont
deux a deux équivalentes, et il en résulte que ’on ne change pas ’espace Sp(A4)
des représentations irréductibles de A quand on remplace la C*-algébre A par
M,(4) = M,(C)® A. Plus généralement on ne change aucune des propriétés
importantes de A relativement a la théorie de la mesure, K-théorie, cohomolo-
gie ... quand on remplace A4 par M, (A) ou par une C*-algebre équivalente au
sens de Morita. Sans donner la définition technique de cette équivalence (Cf.
[45]) notons que comme elle ne change pas 'espace Sp(A4) des représentations
irréductibles de A, il est facile de voir que:

(5) Il existe au plus une C*-algebre commutative C(Y) équivalente
au sens de Morita, a une C*-algebre A.

Ainsi le cas classique ne contient pas que des C*-algebres commutatives
mais il est limité aux C*-algebres qui sont équivalentes a une C*-algébre
commutative. Or il est clair que cette classe de C*-algébres n’a rien de
naturel et n’est méme pas fermée pour 'opération élémentaire de réunion
croissante. Pour voir a quelle opération géométrique cela correspond sur les
espaces Y, il faut d’abord comprendre a quelle situation géométrique corre-
spond la description d’un compact Y non par C(Y) mais par une C*-algébre
non-commutative équivalence 8 C(Y). Le point crucial est que ’opération en-
sembliste qui consiste a identifier deux points x et y se traduit algébriquement
par le remplacement de I’algebre commutative des fonctions sur {x} U {y}
par I'algébre des matrices 2 x 2, [ o ] a coefficients complexes. Dans le
spectre de cette algebre les états purs w,, w, associés a x et y par les for-
mules wy(a) = axx; wy(a) = a,, donnent des représentations irréductibles
équivalentes d’ou I'identification ensembliste x ~ y. Prenons par exemple
une variété Y compacte obtenue en recollant des morceaux ouverts U; de
I'espace Euclidien, U; C Y selon les intersections U; N U;. 11 faut pour obtenir
Y a partir de I’'ouvert Euclidien V' = [] U; réunion disjointe des U;, identifier
les couples (z, z') d’éléments de V' ou le collage a lieu. On vérifie facilement
que la C*-algebre C(Y) est Morita équivalente a la C*-algéebre 4 des matrices
a = a; ;) qui dépendent continuement des couples (z, z') ci-dessus et ou le

<,

produit est défini par la regle:

(ab)(z,z’) = Z a(z,z”)b(z“,z’)‘
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En résumé des qu’un espace ordinaire Y est surparamétré, i.e., est présenté
comme un quotient ou par recollement, il est naturel de lui associer une
algébre non-commutative 4 qui code cette information, mais est néanmoins
Morita équivalente a C(Y). Mais il peut trés bien arriver qu’a vouloir recoller
des morceaux d’espace Euclidien pour construire une variété on obtienne un
espace analogue a I’espace X des pavages de Penrose. La construction de la
C*-algebre A des matrices a = a, ) restera cependant valable et nous allons
maintenant la décrire dans le cas de cet espace X = K/R. Un ¢élément général
a € A est donné par une matrice (a. .-) de nombres complexes, indexée par
les couples (z, z') € R. Le produit de deux éléments de A des donné par le
produit des matrices

(ab)-,z// = Z a;,,;/ bzl1zll.
Z'

A chaque élément x € X de X correspond une classe d’équivalence pour
M qui est un sous-ensemble dénombrable de K, on peut donc associer a x
I’espace de Hilbert ¢2 ayant pour base orthonormale cet ensemble dénombra-
ble. Tout élément a de A définit un opérateur dans ¢2 par I’égalité.

(@(x)$): = az (e
=

Pour a € 4 la norme |la(x)|| de 'opérateur a(x), est finie et ne dépend pas
de x € X, c’est la norme de C*-algebre. Bien entendu, il y a un point tech-
nique qui consiste a donner la définition rigoureuse de la classe de matrices a
que nous considérons. Mais la relation R C K x K est réunion croissante des
relations R, = {(z,2');z; = z; Vj > n}, et on définit 4 comme la ferme-
ture normique de I’algébre obtenue a partir des matrices a ou a est continue
sur R, et nulle sur R, pour n assez grand. Comme il n’y a pas de formule
explicite simple pour la norme d’une matrice en fonction de ses coefficients
il est difficile de décrire exactement la régularité de la matrice générale a € A
mais en tous les cas toute matrice continue sur R, et nulle sur RS, appartient
a A et tout élément de A4 correspond a une matrice 4(; /)y = a continue sur
chaque R,. On peut résumer la construction ci-dessus en disant qu’alors que
I’espace X ne peut étre non-trivialement décrit en utilisant des fonctions a
valeurs dans C, il existe sur X une classe tres riche de fonctions a valeurs
opérateurs:

a(x) € £(¢2) V¥xeX.

La structure algébrique de A est dictée par ce point de vue car on a:

(Aa + ub)(x) = Aa(x) + ub(x) Va, beAd, xeX
(ab)(x) = a(x)b(x) VxelX.

Pour bien montrer la richesse de la C*-algébre 4 nous en donnons maintenant
une autre description [22] comme limite inductive d’algébres de dimension
finie. Le Cantor K est par construction la limite projective des ensembles finis
K,, ou K, est 'ensemble des suites de n+1 €léments: (z;),;-01,..» de O et 1 qui

.....
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vérifientlarégle z; = 1 = z;;; = 0. On a une projection évidente K,,,; — K,
qui consiste a oublier le dernier z,,,. Considérons sur I’ensemble fini K, la
relation R" = {(z, ') € K, x Ky;; z, = z),}. Toute fonction a = a, ..y sur R”
définit un élément & de la C*-algebre A4 par I’égalité:

Azz) = Azgrznzyonzy)  V(Z,2') ERy

..... Z,

&(z,:') =0 V(Z, ZI) ¢ B

De plus la sous-algebre de A4 obtenue a partir des fonctions sur R” se calcule
facilement, c’est une somme directe, 4, = My, (C)® M, (C) de deux algebres
de matrices, ou k, (resp. k) est le nombre d’éléments de K, qui se terminent
par O (resp. 1). Enfin 'inclusion 4, — A4,,, est uniquement déterminée par
le diagramme (de Bratteli [7])
1 1
[0

(ie., I'égalité k,,y = kn, + k;, k, ., = k. permet de plonger M), & M;, comme
matrices par blocs dans M, et par ’homomorphisme (a,a’) — a dans M".',+| ).

La C*-algebre A4 est alors la limite inductive des algébres de dimension
finie 4, et on peut calculer les invariants, pour la classification de Bratteli,
Elliott, Effros, Chen, Handelman ([7], [24], [23], [30]) de ces C*-algebres par-
ticulieres. L’invariant a calculer est un groupe, muni d’une relation d’ordre.
Comme il garde un sens pour toute C*-algéebre 4 nous allons donner sa
définition en général. Le groupe Ky(A4) est le groupe engendré par les classes
d’équivalence de projecteurs, comme dans les travaux de Murray et von Neu-
mann sur les facteurs. Un projecteur e € 4 est un élément de A4 tel que e2 = ¢
et e = e*. Deux projecteurs e, f sont équivalents s’il existe u € A4 tel que
u*u = e, et uu* = f. Pour pouvoir additionner les classes d’équivalence de
projecteurs on utilise les matrices M,(A), n arbitraire ce qui permet de don-
nerunsensaed f = [§ 9] pour deux projecteurs e, f € M, (A). Le groupe
ordonné Kp(A4), Ko(A)* est obtenu canoniquement a partir du semi-groupe
des classes d’équivalence de projecteur e € M, (A) par 'opération usuelle de
symeétrisation qui fait passer du semi-groupe N des entiers positifs au groupe
ordonné Z, Z* des entiers relatifs.

Ce groupe ordonné est trés facile a calculer pour des algébres de dimension
finie comme les algébres 4,, U A, = A rencontrées ci-dessus. Comme A4, est
la somme directe de deux algébres de matrices, on obtient:

Ko(A) =2% KoA))t=Z*0Z* CcZaZ.

Le groupe ordonné (Ky(A4), Ko(A)*) est alors la limite inductive des groupes
ordonnés (Z& Z,Z* & Z"), ou I'inclusion du nieme dans le nieme est donné
par la matrice [} !] qui correspond a Iinclusion A4, C A, décrite ci-dessus.

Comme cette matrice définit une bijection (a,b) — (a + b,a) de Z? sur Z2
la limite inductive cherchée est le groupe Ko(A4) = Z2. Mais cette bijection
n’est pas une bijection de Z* @ Z* sur Z* & Z*, et a la limite le semi groupe
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FIGURE 1. Le groupe Ky(A4); Chaque point de réseau entier
représente un élement de Ky(A), les élements de Ko(A4) situés
a droite de A correspondent a des idempotents.

Ko(A)* devient: Ko(A)* = {(a,b) € Z;((1/v/5)/2)a + b > 0} comme on le
voit en diagonalisant la matrice [91] (Cf. Figure 1.)

Il en résulte que modulo le choix d’une base dans Z2, i.e., modulo PSL(2, Z)
on trouve le nombre d’or ((1 + v/5)/2) comme un invariant topologique de
I’espace X a travers la C*-algebre 4. Sous une autre formulation, on montre
que cette C*-algébre a une unique trace 7, (1) = 1, 1Le., il existe sur 4
une unique forme linéaire 7 telle que 7(xy) = 7(yx) pour tous x, y € 4, et
les valeurs prises par 1 sur les projecteurs donne le sous-groupe Z + ((1 +

v5)/2)Z c R. Cette trace 7 sur A est positive, i.e., elle vérifie
t(a*a) >0 Vae A

et elle se calcule directement pour a = a,- .-y comme intégrale des coefficients
diagonaux de la matrice a:

T(a) :/];a(:‘:)dﬂ(z)

ol la mesure de probabilité u sur K est uniquement déterminée par la con-
dition t(ab) = t(ba) Ya,b € A. En théorie classique de la mesure, étant
donnée une mesure de Radon p sur un espace compact Y, on obtient I’espace
de Hilbert L?(Y, p) comme complétion de C(Y) pour le produit scalaire
(f.g) = [fgdp, et la fermeture faible de 'algebre C(Y) agissant dans
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L2(Y, p). Dans le cas qui nous intéresse, I’algebre 4 remplace C(Y), la trace
positive T remplace la mesure de Radon p et la fermeture faible de ’action de
A par multiplication 2 gauche dans L?(A4, 7) (complétion de A pour le produit
scalaire (a,b) = 1(a*b)) est le facteur hyperfini de type I, de Murray et von
Neumann (Cf. [38]), que nous noterons R. Il nous reste a expliquer, toujours
sur notre exemple des pavages du plan comment la notation de dimension
continue de Murray et von Neumann est reliée a la notion de densité d’un
sous-ensemble discret d’un pavage. Une propriété extraordinaire d’un fac-
teur de type II; comme le facteur R est la classification compleéte des classes
d’équivalence de projecteurs € € R par un nombre réel dim(e) € [0, 1] qui
peut prendre toute valeur continue entre 0 et 1. La Grassmannienne des pro-
jecteurs e € R décrit ainsi, non plus les droites, plans, ... de la géométrie
usuelle, mais des “espaces de dimension a € [0, 1]” i.e., une géométrie con-
tinue. La force de cette découverte transparait tres clairement quand on lit
le texte original de Murray et von Neumann ([38], [39], [40], [41]). On peut
comme dans le cas usuel parler de I'intersection de “sous-espaces” et le pro-
jecteur correspondant e V f. est le plus grand projecteur majoré par e et f.
On peut de méme parler du sous-espace engendré par e et f et le projecteur
correspondant est noté e A f L’égalité fondamentale est alors

dim(e A f) + dim(e Vv f) = dim(e) + dim(f) Ve, f.

Ces propriétés permcttent de prolonger la notion de dimension continue aux
représentations de R dans I’espace de Hilbert, disons aux R-modules, de telle
sorte que ces modules sont classifiés exactement par leur dimension: dimg(h)
qui peut étre n’importe quel réel € [0, +00].

Supposons maintenant avoir pour chaque pavage T € X un ensemble
dénombrable Zr comme I’ensemble A des sommets du pavage 7. On peut
alors, modulo des problemes de mesurabilité, définir un module sur R de la
maniere suivante. Pour tout z € K considérons ’espace de Hilbert

h. =£2(Zr.) ou T, est le pavage associé a z

touyjours modulo les problemes de mesurabilité, on peut alors considérer
I’espace de Hilbert h des sections de carré intégrable pour la mesure u de
la famille b,, i.e., un élément de h est une section £, € h. Vz € K et sa
norme est donnée par [ ||&;||2du(z) = ||€]®>. L'espace h est un R-module
car lorsque z,z’ € K sont équivalents pour la relation d’équivalence R les
pavages 7T, et T, sont les mémes, ce qui montre que I’on a une identification
canonique des espaces h. et ... On peut donc donner un sens a la formule:

(aé)z = Z a(z,z’)é:’

qui définit ’action de R dans h. Bien sir nous avons allegrement négligé le
probléme de mesurabilité, et pour le traiter 1l faut que I’ensemble dénombra-
ble Z7 associé au pavage T dépende en quelque sorte mesurablement de
T. Au lieu de donner une définition il vaut mieux donner un exemple, T
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est construit a partir de deux motifs et on peut par exemple associer a 7
’ensemble des motifs 4 qui apparaissent dans T ou I’ensemble des motifs B,
des motifs AB, des arétes A' (T) du pavage etc. ... La théorie de la dimension
continue de Murray et von Neumann montre alors que étant donné deux
familles (Z7)rex et (Z7)rex d’ensembles dénombrables, pour que I’on puisse
construire pour g presque tout 7 € X une bijection mesurable de Z; avec
Z 7 1l faut et il suffit que les dimensions continues dimg(h) et dimg(h') soient
égales. On peut montrer en utilisant le théoréme ergodique que par exemple
pour I’ensemble Z7 des motifs d’un certain type ¢ dans 7, la dimension
continue dimg(h) s’obtient comme la densité ou fréquence d’apparition de t
dans 7, i.e., on prend un tres grand disque D dans T et on divise le nombre
de motifs de type ¢ qui apparaissent dans D par la surface du disque, quand le
rayon de D tend vers oo, la limite est la densité cherchée, elle existe presque
surement modulo x. L’on voit donc dans cet exemple que les dimensions
continues de Murray et von Neumann ont la méme relation par rapport aux
dimensions entiéres classiques, que la notion de densité d’un ensemble infini a
par rapport a la notion classique de cardinalité d’'un ensemble fini. Ainsi il est
facile d’imaginer un sous ensemble Z de N de densité un nombre a € [0, 1],
il sufht que

A!l_x}go %Card(z N {0, 1‘, .. NY)=a.
La notion de dimension continue est exactement analogue et il est clair que
dans I’exemple ci-dessus « est la dimension “relative” de £2(Z) par rapport
a (?(N). Mais revenons a la C*-algebre 4 qui remplace C(X) de notre point
de vue. Alors que la dimension continue de Murray et von Neumann peut
prendre toutes les valeurs réelles positives pour les projecteurs de R (ou des
matrices M,(R)), comme dim(e) = 1(e), cette dimension ne peut pour les
. projecteurs qui appartiennent a 4 prendre ses valeurs que dans le sous groupe
Z + ((1 ++/5)/2)Z. En résumé, nous avons dans cet exemple montré que la
“topologie” de X est loin d’étre triviale, qu’elle donne naissance a la C*-
algébre 4 qui est une C*-algebre simple, uniquement caractérisée comme
C*-algebre (a équivalence de Morita pres) par:

(1) A est limite inductive d’algébres de dimension finie, on dit que A est
approximativement finie (ou AF).

@) (Kold), Ko(4)* (= (zz,{(a,m; (‘—‘2@) a+b o})

Notons enfin que la C*-algébre A4 est exactement celle qui intervient dans la
construction des sous-facteurs d’indice inférieur a 4 de von Jones [32], pour
I'indice égal au nombre d’or. On peut exploiter cela pour décrire explicite-
ment le sours-facteur dans cette situation géométrique et cela suggere une
explication générale pour I'apparence des nombres: sinZ conjecturée dans
[28] pour les pavages quasi périodiques plus généraux.
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La géométrie non-commutative a pour but de comprendre et d’utiliser des
espaces semblables a I’espace X ci-dessus, il faut pour cela:

(1) Disposer d’'un nombre suffisant d’exemples non-triviaux.
(2) Développer I’analogue non-commutatif des outils classiques y com-
pris le calcul différentiel et la géométrie Riemannienne.
Pour les applications 1l faut distinguer celles qui portent
(a) sur la géométrie classique de familles Y, de variétés ordinaires en
général non-compactes, paramétrées par x € X
(b) sur la géométrie moins classique de I’espace X des parametres.

Nous allons maintenant, en faisant référence a des articles développés es-
quisser quel est I’état de la situation en ce qui concerne (1), (2), (a), et (b).

2. Feuilletages et théoreme de ’indice avec mesure transverse. Une con-
struction assez générale d’espaces X semblable a ’espace des pavage de Pen-
rose est celle des feuilletages qui est traitée dans [12], [13], [16], et [18]. Si
M est une variété (compacte) et F un sous-fibré intégrable de son fibré tan-
gent T M, l’espace X des feuilles (du feuilletage de M (ou dim L = dim F et
T,L = F, pour tout x € L) est en général un espace dont la topologie a la
meéme type de pauvreté que celle de ’espace des pavages de Penrose. On peut
récupérer une structure non-triviale grace aux topos de Grothendieck mais
la difficulté consiste a garder le contact avec les outils puissants de I’analyse
fonctionnelle (positivité, mesure, espaces de Hilbert...). C’est exactement
ce que réalise la construction de la C*-algebre associée a un feuilletage, et le
point de vue des topos n’apparait que plus tard pour faire des calculs de coho-
mologie cyclique, analogue (au sens de (2)) de ’homologie de de Rham pour
les espaces ordinaires. J’ai expliqué dans mon cours au Collége de France en
1986 comment calculer en général la cohomologie cyclique de ’algebre des
éléments suffisamment réguliers dans la C*-algebre de (M, F) en relation avec
le topos étale naturel du feuilletage. Pour illustrer deux applications dans cet
exemple des feuilletages nous allons expliquer brievement le théoreme de
I'indice longitudinal et la relation des facteurs de type III avec I’invariant de
Godbillon-Vey.

La notion de trace (positive) sur la C*-algébre 4 du feuilletage (M, F)
correspond a la notion géométrique de mesure transverse pour le feuilletage.
Une telle mesure est donnée par un courant de de Rham C sur M de dimen-
sion égale a celle de F et qui a pour propriétés

(a) (C,w) > 0 pour tout forme différentielle @, dont la restriction aux
feuilles (orientées) est positive
(B) bC =0 i.e., C est un courant fermé.

Grace a C on définit une trace positive sur la C*-algébre 4 et grace a
la théorie de Murray et von Neumann on définit une dimension continue,
dim¢ pour une famille d’espaces de Hilbert (#7 )¢ x indexée mesurablement
par I’espace X des feuilles du feuilletage, comme nous I’'avions expliqué plus
haut. On peut alors énoncer une formule qui permet pour tout opérateur
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FIGURE 2. Feuille générique.

différentiel D: E* — E~ sur M qui est longitudinalement elliptique, i.c.,
se restreint aux feuilles en une famille (D) cx d’opérateurs elliptiques, de
calculer son indice:

Indc(Dr)rex = dime(Ker(Dp)rex — dime(Ker(D] ) Lex.

La formule est I’exact analogue de la formule de I'indice d’Atiyah-Singer:
(Ind(D) = (ch(op)T d(T*M),[T*M])) a la différence pres qu’il faut utiliser
la classe d’homologie du courant C au lieu de la classe fondamentale de M:

Ind¢(Dr)rex = (ch(ap)T d(T* M), C).

En général la classe d’homologie du courant fermé C n’est pas rationnelle et
les dimensions continues de Murray et von Neumann sont bien nécessaires
dans I’énoncé. Ce théoreme permet d’étendre au cadre des variétés non-
compactes un énoncé comme le théoréme de Riemann-Roch: ¢(D) — £(A —
D) = deg(D)+ 1 — g; M courbe complexe de genre g. On y remplace le degré
degD = Y_n; d’un diviseur D = Y_n;P;, P, € M, n; € Z par la densité i.e.,
une limite convenable TTIYT Y pes™i (o0 S est un disque de surface |S| dans
M). On y remplace de méme la dimension (D) de I’espace des sections
holomorphes de carré intégrable du fibré Ly par la dimension de Murray et
von Neumann de I’espace des sections holomorphes de carré intégrable du
fibré Lp. Enfin le genre s’obtient 2 partir de la dimension de Murray et von
Neumann des 1-formes harmoniques de carré intégrable et n’est pas toujours
(dans la situation non-moyennable) obtenu a partir de la densité des (Cf.
Figure 2) défauts topologiques.
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Le théoréme de I'indice “longitudinal” mentionné ci-dessus, n’utilise que
trés peu la structure transverse du feuilletage car il n’utilise que la théorie
de la mesure dans le sens transverse, i.e., I'algébre de von Neumann de type
Il associée a une trace sur la C*-algébre du feuilletage. On peut alors en
déduire des résultats (John Roe [47]) portant sur les variétés non-compactes
en utilisant le méme procédé de construction de mesures que celui qui per-
met par exemple la démonstration du théoréme combinatoire de Szemeredi
“Tout sous ensemble Z C N de densité positive contient une progression
arithmétique de longueur arbitraire” en utilisant la théorie ergodique [26)].

3. Facteurs de type III, cohomologie cyclique et invariant de Godbillon-
Vey. Passons maintenant a la relation entre facteurs de type Il et I'invariant
de Godbillon-Vey. Sous sa premiére forme elle est due a S. Hurder et A.
Katok [31], mais j’expliquerai mon point de vue. La théorie modulaire des
facteurs de type III a comme outil principal I’existence pour toute algebre
de von Neumann M (I’analogue non-commutatif de ’algébre des fonctions
mesurables essentiellement bornées) et tout poids ¢ sur M (L’analogue non-
commutatif d’'une mesure positive) d’un groupe a4 un parameétre (g7)cr
d’automorphismes de M, le groupe d’automorphismes modulaires de ¢, qui
est trivial si et seulement si ¢ est une trace, i.e., 9(xXy) = @(yXx) pour tous
x, y € M. Ce résultat est di aux mathematiciens Japonais M. Tomita et M.
Takesaki. J’ai montré dans ma these, que si I’on change le choix du poids
¢ sur M en le remplacant par un autre poids y, on ne change le groupe a
un parametre (g/) que par un automorphisme intérieur de M. En d’autres
termes si I’on divise le groupe Aut(M) des automorphismes de M par le sous-
groupe normal Int(M) des automorphismes intérieurs: a(x) = uxu*Vx € M,
on obtient un homomorphisme complétement canonique:

0: R— OutM = Aut M Int M

qui ne dépend d’aucun choix auxiliaire. Ainsi la seule donnée de I’ algebre
(de von Neumann) M détermine uniquement une dyramique, un groupe a
un parametre d’automorphismes de M, modulo les automorphismes automa-
tiquement présents dans le cas non-commutatif que sont les automorphismes
intérieurs. Ce résultat est le point de départ de la classification des facteurs
de type III, i.e., des algébres de von Neumann dont le centre Z (M) est réduit
a C et pour lesquelles § n’est pas égal a 1. Il est évident par exemple que
le noyau T(M) = Kerd est un sous-groupe de R qui est un invariant de M
et les résultats de Powers, Araki et Woods sur les facteurs obtenus comme
produits tensoriels infinis d’algebres de matrices montraient que 7(M) dis-
tingue de trés nombreux facteurs. (Pour M = ®%°,(M,, (C),p,) ou ¢, est
I’état sur M, associé a la liste de valeurs propres 4,1, ..., 4,.,, ), réels positifs
de somme l,onate T(M)ssi 3 oo (1 - | AF")) < 00.)

v, ]
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Cette dynamique canonique & des facteurs de type III permet de définir
un invariant du facteur M qui est un flot ergodique (W (M), W,) ou W (M)
est un espace mesurable ordinaire muni d’une classe de mesure et (W)),er;
est un groupe a un parametre de transformations, ou flot, sur W (M), dont le
parametre naturel est le groupe dual R} de R. Comme ce flot a une descrip-
tion intrinséque en termes de classes de poids sur M, I'action de R} étant
simplement la multiplication ¢ € A¢, il porte le nom de flot des poids de M.
[21], [35].

Mais revenons aux feuilletages (V, F) de variétés compactes et au lien entre
type III et invariant de Godbillon-Vey. Soit X I’espace des feuilles d’un
feuilletage (V, F). A la classe de la mesure de Lebesgue sur V' correspond une
“classe de mesure” sur X et donc une algebre de von Neumann, en général
non-commutative, obtenue en complétant la C*-algébre du feuilletage.

La dynamique canonique J de I’algebre de von Neumann M = “L*°(X)”
est un phénomeéne purement non-commutatif et nous allons obtenir la classe
de Godbillon-Vey comme classe d’homologie de X a partir de cette dy-
namique et de la classe fondamentale de X. En supposant pour simplifier
que F est de codimension 1 et en parlant abusivement de courants (de de
Rham) pour repésenter ’homologie de X on aboutit & la formule suivante:

(%) Classe de Godbillon-Vey = iH[i’ ]
ou:
(a) [X] désigne la classe fondamentale de X.

(b) [)? ] désigne la derivée en ¢ = 0 de la transformée de cette classe par
la dynamique J de M.

(c) iy désigne la contraction du courant [X] par le “champ de vecteur”
engendrant la dynamique 4.

On démontre alors que ’on peut localiser GV par rapport a n’importe quel
sous-ensemble mesurable P C W (M) de ’espace du flot des poids de M et
que la classe obtenue est une classe d’homologie sur X, invariant quand on
remplace P par W,;(P) ou W; est le flot des poids. Il en résulte que des que la
classe GV de Godbillon-Vey est non nulle on peut construire sur le flot des
poids une mesure finie invariante et en particulier que M est de type II car
le flot des poids d’un facteur de type II est celui des translations de R et n’a
pas de mesure invariante.

Bien sur I’égalité (*) ci-dessus surréaliste tant que [’on n’a pas défini pro-
prement ce qu’est ’homologie de I'espace X, et en fait ce qu’est la théorie des
courants de de Rham sur X. C’est I’explication de ce point fort important qui
nous conduit a aborder la question (2) ci-dessus et a parler de la cohomologie
cyclique.

Pour une variété différentiable ordinaire Y on peut s’amuser a donner di-
verses présentations du calcul des formes différentielles ne s’appuyant que
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sur I'algebre a = C*°(Y) des fonctions de classe C*° sur Y. La plus or-
dinaire aurait pour “mots clefs” dérivations et algébre extérieure. Je vais
essayer d’expliquer pourquoi ce point de vue est, a mon avis, inadapté au cas
non-commutatif, puis pourquoi I’on est conduit a la cohomologie cyclique.
D’abord, la notion de dérivation d’une algebre a, 1.e., d’application linéaire
D: a — a vérifiant D(xy) = D(x)y + xD(y)Vx,y € a correspond a la notion
d’homomorphisme p d’un groupe (discret I" a valeurs dans C: p: I' — C.
(Si par exemple on associe a I I’algebre a = CI' du groupe, a tout homo-
morphisme p correspond la dérivation D,, (D,a)(g) = p(g)a(g) pour tout
a € CI'). Or comme C est commutatif il n’existe en général, pour I" non-
commutatif, que peu d’homomorphismes de I' dans C. Leur noyau con-
tient toujours le sous-groupe des commutateurs et si I' est parfait, i.e., égal
au sous-groupe engendré par les commutateurs g;g:g; ' g, !, il n’y aura pas
d’homomorphisme non-trivial de I" dans C. Par contre, si ’on interpréte les
homomorphismes de I" dans C comme la 1-cohomologie H'(I',C) de T a co-
efficients dans C on voit que dans le cas général, les groupes de cohomologie
H"(I', C) sont parfaitement adaptés aux groupes non-comrutatifs. La seule
erreur a éviter est de croire que H' et une opération convenable de produit
extérieur engendrent H” en général.

Montrons, toujours dans le cas des algebres de groupes, comment associer
a un cocycle de groupe ¢ € Z"(I',C), I’analogue d’un courant de de Rham
fermé sur le dual T de T Rappelons d’abord qu’un cocycle de groupe est
donné de maniere équivalente par:

(a) Une fonction de n + 1 éléments de I, y(go, £1,---, &) € C invariante

par translations a gauche (880, £81,---,88n) = ¥(&0,---, &)V €T,
totalement antisymétrique, et fermée:

: \
Z(_l)]y(go"":gjy---’gﬂ-i-l) =O Vgo;--~)gn+l € F

(b) Une fonction de » éléments de I,

C(gl9"'7gl1) = y(l’gl’gth’--~aglg2>"-,gn)

qui vérifie be = 0, ol

(%) (bc)(81s-s 8ne1) = C( €25+ s Enr1t) — C(£182, 835+ +s Ent) + -
s (—l)Jc(gl’“',gjgj-i-l,“wgn-?-l)+
+(=1)"c(&1,. - n&nst) + (=1)" (g1, .., 80).

Un courant de de Rham C sur une variété V est entierement caractérisé
par la fonctionnelle multilinéaire suivante sur I’algebre des fonctions de classe
C® sur V:

(f%..., M) =(C, Odf' A A dfT).
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Légalité d(fg) = (df)g + fd g montre que cette fonctionnelle vérifie bt = 0
ou I'opérateur de cobord b est donné par

(%)’

BOSee [) = SO ) = (O S L
(=1L L)
TP oo, RPN G PP 2D sy S

De plus le courant C est un courant fermé au sens de de Rham si et seulement
st la fonctionelle T est cyclique, i.e., vérifie

tf e ) = (=D )

Utilisons la ressemblance évidente entre (x) et (x)’ pour associer a un n-
cocycle ¢ € Z"(I',C) une fonctionnelle 7 vérifiant (%)’ sur 'algebre a = CT.
Comme 1 est multilinéaire et CI” est linéairement engendrée par I il suffit de
définir 7(af,...,a") lorsque les a’ sont des éléments g; de I'. On pose alors:

7(g%...,8") =c(g',....8") sigl...g"=1
7% ...,8M =0 sigl...g"#1.

On vérifie alors en utilisant (x) que 7 vérifie ()', et de plus que comme
c provient de y qui est antisymétrique, T est cyclique, t(a',...,a" a%) =
(-1)"z(a a',...,a")Va' € a. Ainsi tout cocycle de groupe ¢ € Z*(I',C)
définit sur I’algebre du groupe a = CI' un n-cocycle cycligue t, et cette
construction n’est plus dépendante de la notion troup unidimensionnelle de
dérivation.

Mais revenons a I’espace X des feuilles d’un feuilletage (V, F) de codi-
mension 1, transversalement orienté, et montrons comment construire un
1-cocycle, représentant la “classe fondamentale” [ X], sur I’algeébre du feuille-
tage. Si 7 est un n-cocycle cyclique sur une algébre a et I’on remplace a par
’algébre des matrices M, (a) = B, on obtient un cocycle cyclique 7/ sur B en
posant:

T (Lo ® ao,. .., un ® ay) = Trace(up...un)t(ao,...,an)

ou les u; € M, (C) et a; € a. Plus généralement, si a et B sont des algébres
Morita équivalentes les cocycles cycliques sur a et B se correspondent de
maniere naturelle. Nous utiliserons ce principe pour remplacer I’algébre du
feuilletage par I’algebre équivalente a obtenue en prenant une sous-variété 7
de V transverse au feuilletage (Cf. Figure 3) telle que toute feuille rencontre 7
(on ne suppose 7" ni fermée ni connexe). L’espace X des feuilles du feuilletage
est alors le quotient de 7 par la relation d’équivalence: Rx ~ y si et seulement
si x et y sont sur la méme feuille L de (V, F). En fait, des que la feuille L
a une holonomie non-triviale il faut étre plus précis et donner une classe
d’holonomie de chemin y dans L, allant de x a y. On obtient ainsi un
parametre discret supplémentaire qui permet de remplacer la relation R par
une variété R qui est un groupoide différentiable. Toute fonction de classe
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C° a support compact (a(y),7 € R) définit un élément de I'algebre a et le
produit est donné par:

(ab)(v) = 3 a(r)b(r2).
"172=7
Comme F est de codimension 1, la variété T est de dimension 1, de méme
que la variété R qui est orientée.
La classe fondamentale de I'espace X = V/F des feuilles est donnée par
le 1-cocycle cyclique 7 sur a:

2(a,b) = [ﬁa(y—')db(y).

Dans le terme de droite, db est la différentielle ordinaire de la fonction
b sur la variété 5%, c’est donc une 1-forme sur 5{, de méme que le produit
a(y=')db(y) que 'on integre sur la variété orientée ‘R.

On vérifie directement que 7 est un 1-cocycle cyclique sur a ce qui permet
de donner un sens a la classe fondamentale de X et de démontrer la formule
GV = iyt, dont on déduit que si la classe de Godbillon-Vey est non-nulle
’algébre de von Neumann du feuilletage est de type III. Ainsi pour un espace
“quantique” comme I’espace X on dispose de I’analogue non-commutatif de
la théorie de la mesure et de la théorie des courants de de Rham. Mais comme
une classe de mesure (celle de Lebesgue) engendre une dynamique non-trivale
d, les relations entre les deux théories sont beaucoup plus intéressantes que
dans le cas classique. Par exemple la non-nullité d’une classe telle celle de
Godbillon-Vey impose une propriété qualitative (type IIl) de la classe de
mesure.

4. Cohomologie cyclique et K-théorie des espaces quantiques. Pour utiliser
la cohomologie cyclique pour un espace “quantique” X, il est crucial de dis-
poser de I’accouplement entre cocycles cycliques et “fibrés vectoriels” sur X.
Dans le cas d’un espace compact X ordinaire il y a équivalence entre la
donnée d’un fibré vectoriel (complexe) E sur X et celle d’un module projec-
tif de type fini & sur I'algebre 4 = C(X). La correspondance est obtenue en
prenant pour & le module C (X, E) sur C(X) des sections continues de E. Or
la notion de module projectif de type fini sur une algebre 4 ne demande en
rien que cette algebre soit commutative. De plus, a isomorphisme pres tout
module projectif de type fini sur 4 est donné par un idempotent e € M, (A4) de
I’algebre des matrices sur 4, dont la classe d’équivalence, au sens de Murray
et von Neumann est uniquement déterminée par la classe d’isomorphisme du
module. Ainsi la K-théorie de I'espace X s’obtient comme le groupe déduit
du semi-groupe des classes d’équivalence d’idempotents e € M,(A4). La con-
struction classique du caractere de Chern d’un fibré vectoriel s’adapte trés
simplement pour donner ’accouplement suivant entre cocycles cycliques (de
dimension paire) et K-théorie:

(r,e) = 1(e,...,€)
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On démontre en effet que le nombre obtenu ne dépend que de la classe de
I'idempotent e dans le groupe Ky(A4) et de plus que si e(¢) est une famille de
classe C! d’idempotent de a, la valeur de (7, e(¢)) ne dépend pas de .

Dans le cas ou X est une variété ordinaire et T = 7. le cocycle cyclique sur
lalgébre a = C°°(X) associé a un courant de de Rham C tel que bC = 0,
le caractéere de Chern d’un fibré vectoriel £ sur X défini par un idempotent
e € M,(a) est déterminé comme forme différentielle sur X par la connexion
Grassmannienne, et ’accouplement ci-dessus est I’évaluation (C,ch E) de C
sur cette forme différentielle.

La construction de Chern Weil du caractere de Chern d’un fibré vecto-
riel E par connexion et courbure apparait ainsi comme un cas particulier
de I'accouplement entre K-théorie et cohomologie cyclique, lequel se décrit
également en termes de connexion et courbure (Cf. [10]). Comme la valeur
(1,e) de cet accouplement ne dépend que de la classe de cohomologie de 7 et
de la classe de K-théorie, [e] € Ky(a), il permet en particulier de détecter la
non-trivialité d’une telle classe. Dans le cas d’une variété X ona a = C*(X)
mais la K-théorie de ’algebre a ne dépend que de la topologie de X. En effet
I'inclusion naturelle de a dans la C*-algebre 4 = C(X) définit un isomor-
phisme en K-théorie. L’égalité Ky(a) = Ky(A4) et I'accouplement ci-dessus
permettent donc de définir des invariants ropologiques de fibrés vectoriels sur
X. Lutilisation de la structure différentiable de X pour obtenir des ren-
seignements purement topologiques est un exemple typique des méthodes de
la topologie différentielle. En général un espace quantique X tel que I’espace
des feuilles d’un feuilletage ou le dual d’un groupe discret posseéde une struc-
ture suffisamment riche pour que I’on dispose non seulement de la C*-algebre
A = “C(X)” mais aussi d’'une sous-algébre dense a de 4 qui joue le role de
’algeébre des fonctions de classe C*° sur X, ou tout au moins est contenue
dans I'algebre des fonctions de classe C>°. Par exemple, si " est un groupe
discret, la C*-algebre réduite C(I') de I', (engendrée par la représentation
réguliere gauche de I dans #2(I")) contient somme sous- algébre dense a = CT.
Si T est commutatif de type fini les éléments de a sont des fonctions analy-
tiques réelles sur le tore dual de I'.

La stratégie générale pour analyser la K-théorie et ’homologie d’un espace
quantique X comprend les étapes suivantes:

() Calcul de la cohomologie cyclique H C(a)
() Construction géométrique d’éléments de la K-théorie Ky(A4)
(y) Prolongement de I’accouplement (7, [e]) de Ko(a) a Ko(A).

Une fois ces trois étapes réalisées on peut alors ’espace X comme un espace
ordinaire, en particulier on peut utiliser le théoréeme de I’indice a la “Atiyah-
Singer” pour les familles d’opérateurs elliptiques (Dy)vex paramétrées par
X. Nous allons voir en effet que I'indice d’une telle famille est un élément
de Ko(A) = “K9(X)” et ce n’est que dans ce groupe de K-théorie (qui est un
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groupe abélien dénombrable) et non dans le groupe Kp(a), que se manifestent
les propriétés d’invariance topologique ou d’annulation telles que:

(a) L’invariance par homotopie de I'indice de I'opérateur de signature.
(b) L’annulation de I'indice de I'opérateur de Dirac quand la courbure
scalaire est > 0.

11 nous reste a décrire trois étapes (a), (f), ().

a. Cohomologie cyclique HC(a). Le cas des groupes discrets: a = CI’
était une motivation importante pour la cohomologie cyclique. Comme nous
I’avons montré plus haut (Cf. [10]) tout cocycle de groupe donne naissance a
un cocycle cyclique 7. sur a.

Réciproquement D. Burghelea a calculé en général [18] la cohomologie
cyclique de a = CI'. En particulier il en résulte que H*(BTI,C), i.e., la coho-
mologie de I" en est un facteur direct.

Passons au cas des feuilletages, le role de I est alors tenu par le graphe
G du feuilletage [48] qui est une variété et un groupoide différentiable. En
particulier I’algebre a est ’algebre de convolution des fonctions C* a support
compact sur G. La cohomologie cyclique de a est alors reliée a la cohomologie
H}(BG,C) de’espace classifiant BG de la catégorie topologique ou groupoide
G. Plutét que de décrire la théorie générale (Cf. [4]) nous allons expliquer la
signification de H; et la fleche de “localisation” de HC(a) vers H} avec des
hypotheses simplificatrices.

En général de nombreux feuilletages différents correspondent au méme
espace quantique X comme espace de feuilles. On peut par exemple partir
d’une variété feuilletée (V, F) et d’une transversale fermée T et effectuer de
la chirurgie le long des feuilles L de (V, F) en chaque point de LN T. Cela
modifie la variété V, les feuilles L mais laisse intact ’espace X des feuilles.

Le role de ’espace BG est le suivant: c’est ’espace total V' d’un feuil-
letage (V, F) ayant X comme espace de feuilles mais dont chaque feuille L(*)
est contractile. En général on ne peut pas toujours trouver un tel couple
(V, F) de dimension finie mais nous ferons cette hypothése pour simplifier
la discussion. On a donc BG = V. Dans la notation H;(BG,C), T désigne
le fibré transverse au feuilletage, i.e., 7, = Tx(V)/F,¥x € V. Ce fibré 7
n’est pas nécessairement orienté ou orientable et H}(V,C) désigne la coho-
mologie tordue correspondante. Supposons pour simplifier que 7 est orienté.
On désigne alors par QF le faisceau sur V' des sections généralisées (i.e.,
de classe C—°°) du fibré AXt* qui sont constantes le long des feuilles, i.e.,
dont la différentielle longitudinale est nulle. Le faisceau Qf joue (Cf. [29])
un role analogue au faisceau des formes différentielles holomorphes sur une
variété complexe. En utilisant la différentiation transverse et la trivialité lo-
cale du feuilletage on obtient une résolution du faisceau constant de la forme

C-Q0 4 Q ... 4 Q0 oir=dimr est la dimension transverse.

'En fait le revétement d’holonomie de chaque feuille.



LA GEOMETRIE NON-COMMUTATIVE 109

La cohomologie de chacun des faisceaux QF est en général non-triviale et se
calcule (Cf. [29]) en résolvant chaque Q¥ par des formes différentielles longi-
tudinales a valeurs dans A*t*. La suite spectrale correspondant a la résolution
(*) est exactement adaptée a la description de la fleche de localisation:

HC(a) 5 H:(V,C).

Pour localiser un n-cocycle cyclique ¢ sur a on commence par le restreindre
aux sous-algebres a(U) de a qui correspondent a la restriction du feuilletage
F aun petit ouvert U. Comme le feuilletage est localement trivial la situation
locale est facile a analyser et on obtient ainsi une section globale du faisceau
Q=" sur V. (Localement on obtient un courant transverse de dimension »
mais en utilisant I’orientation de 7 on le considere comme section généralisée
de Al="(7*)).

Si par exemple ¢ est la trace sur a associée a une mesure tranverse in-
variante par holonomie, ¢ est un o-cocycle cyclique et li lui correspond une
section globale du faisceau Q' sur ¥ qui n’est autre que la mesure transverse.
Si ¢ est le cycle fondamental de I’espace V'/F, dont nous avons donné un
exemple plus haut dans le cas de codimension un, ¢ est un cocycle cyclique
de dimension ¢ sur a et la section globale correspondante de QO sur V est la
fonction constante égale a 1.

En affinant la construction ci-dessus on en déduit une surjection ¢ de la
cohomologie cyclique HC(a) vers la cohomologie H;(V, C) et ’on démontre
que c’est un isomorphisme pour la cohomologie cyclique périodique H(a).
L’originalité d’espaces quantiques comme X = V/F se manifeste en parti-
culier par I’existence de cycles non-triviaux sur X dont la dimension excede
la dimension apparente t de X. Par cycle sur X nous entendons un cocycle
cyclique ¢ € HC"(a), 'homologie entre deux cycles €tant donnée par I'image
de lopérateur B (Cf. [10]) et la notion de dimension correspondant a la
filtration de la cohomologie cyclique périodique par I'image des HC"(a).

Nous renvoyons a [4], [20], et [18] pour plus de détalils.

f. K-théorie K(A). Dans le cas des groupes discrets, 4 = C(I), la
construction d’éléments non-triviaux de la K-théorie de la C*-algébre 4 a
pour origine les travaux de Mishchenko et Kasparov sur la conjecture des
hautes signatures de Novikov [34], [36]. Cela permet de définir un élément
Indr(D) € Ko(A) chaque fois que 'on part d’une variété compacte M, d’un
opérateur elliptique D sur M et d’un revétement Galoisien de M de groupe
I'. Cette construction se retrouve sous diverses formes dans [4], [20], et [19],
mais en I'affinant sufhisamment [19] on montre que cet indice I" équivariant
du relevé D de D sur le revétement M définit en fait un élément du groupe:
Ko(a®MR) ol a = CT et R est une algebre universelle, celle des matrices infinies
(ai;)ijen de nombres complexes, qui sont a décroissance rapide. On obtient
ainsi en général une fleche u de la K-homologie K.(BI') vers la K-théorie
de la C*-algebre C(I'). La conjecture de Novikov forte énonce I'injectivité
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rationnelle de u et a été démontrée par Mischchenko et Kasparov dans de
nombreux cas par les méthodes de la K-théorie bivariante et I’accouplement
avec la K-homologie de C;(I') [37], [34].

Pour appliquer a ce probleme les méthodes de topologie différentielle il
est nécessaire de résoudre le probleme (3) ci-dessus, mais le théoreme de
I'indice suivant montre bien que la cohomologie cyclique de a est suffisam-
ment riche pour séparer les éléments de K.(BI'). Ce théoreme [19] calcule
I'accouplement (7., Indr(D)) entre le cocycle cyclique sur a ® R associé a un
cocycle de groupe ¢ € Z2¢(BT,C) et I'indice équivariant d’un opérateur el-
liptique D sur M. Au recouvrement [-équivariant Mde M correspond une
application classifiante: W: M — BI et la formule de I'indice est la suivante:

1
(e, Indr (D)) = (2—:[)? (quj(ch DTdTMY*(c),[M)).

Les seules nouveautés dans le terme de droite par rapport au théoréeme
d’Atiyah-Singer sont la constante numérique ﬁ '(29)! et la présence de la
classe de cohomologie ¥*(c). En affinant quelque peu (Cf. [4]) la construction
de u pour le cas ou le groupe I" a de la torsion on peut raisonnablement
penser que cette fleche est un isomorphisme (Cf. [4]). Ce résultat aurait de
nombreuses implications et la recherche dans ce sens est trés active.

Passons au cas des feuilletages, i.e., des espaces quantiques X = V/F. On
construit a nouveau une fleche 4 de la K-homologie tordue K. .(BG) vers la
K-théorie de la C*-algebre A = C*(V, F) du feuilletage.

Cela permet d’associer a toute famille d’opérateurs elliptiques (Dy)xex un
indice, Ind(D) € Ky(A4). L’exemple typique d’une telle famille est obtenu en
restreignant a chaque feuille L du feuilletage (¥, F)? un opérateur différentiel
sur V qui est longitudinalement elliptique (Cf. [20]). Si les feuilles de (V, F)
sont contractiles on a BG = V' et en supposant que le fibré F est K-orienté
on a alors:

K.(BG)=K..(V)=K"(V), la K-théorie de V.

La fleche u associe alors a tout fibré E sur V', [E] € K*(V) l'indice
Ind(D) € Ko(A4) de la famille (Zg),ey/r des opérateurs de Dirac longitu-
dinaux a coefficient dans le fibré E. (La K-orientation de F est utilisée pour
définir 'opérateur de Dirac).

Le premier exemple non-trivial de feuilletage est le feuilletage de Kronec-
ker:dy = 6dx du tore T2. La C*-algebre correspondante 4 est Morita
équivalente a la C*-algebre 4y [46] engendrée par deux unitaires u, v tels
que uv = exp(2ni@)vu des que 6 est irrationnel. (Si 6 est rationnel 4 est
Morita équivalente 2 C(S')). La K-théorie de la C*-algebre 4, se calcule
grace au résultat remarquable de Pimsner et Voiculescu [43] sur les produits
croisés. En particulier le groupe Ko(Ay) est égal a Z2 ordonné par le demi

2Plus précisément au revétement d’holonomie LdelL.
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transversale

feuille du feuilletage

FIGURE 3. Feuilletage du tore.

plan {(n, m);n + m6 2 0}. Ceci permet de vérifier que la fleche u est un iso-
morphisme, ce qui est un résultat général pour les feuilletages de dimension
1 (Cf. [15]). En fait il est possible dans cet exemple de décrire de maniére
simple et géométrique les éléments de Ko(A) a partir des transversales fermées
au feuilletage (V, F).

On démontre qu’a toute transversale 7 au feuilletage (V, F) correspond
un homomorphisme injectif d’'une C*-algtbre Morita équivalente a Co(T)
dans C*(V, F). 1l en résulte que si T est fermée, I’élément 1 € C(T) définit
un idempotent, unique 2 équivalence preés, e(T) € C*(V,F). Ainsi, dans
le cas du feuilletage de Kronecker avec 6 ¢ &, chaque géodésique fermée
du tore plat T, donnée par T, = {(nt,mt),t € S'} (n et m premiers
entre eux) définit une transversale et donc un idempotent ey, = e(7,,,). Ce
idempotents engendrent la partie positive de Ko(A).

Cette construction, a partir de transversales, d’éléments, de Ko(4) o 4 =
C*(V, F) permet de formuler le théoreme de I’indice directement au niveau
de la K-théorie [20]). Pour formuler ce théoreme utilisons la notation X =
V/F pour I'espace des feuilles et KO(X) = Ko(4), A = C*(V, F) pour la
K-théorie de cet espace. Etant donnée une famille d’opérateurs elliptiques
parametree par X, (Dx)xex telle que la famille des restrictions (Dy);cx aux
feuilles d’'un opérateur longitudinalement elliptique, on a défini son indice
analytique Ind(D) € K°(X). 1 reste a définir l'indice topologique d’une telle
famille en utilisant le symbole principal (longitudinal) des opérateurs D;.
Or presque par définition ce symbole définit un élément de la K-théorie a
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support compact K9(F) ou F désigne I'espace total sur V' du fibré tangent
aux feuilles. On utilise alors un plongement de la variété ¥ dans R2VN pour
faire de la variété ouverte F une transversale au feuilletage de ¥ x R2¥ par
F x {0} dont I’espace des feuilles est Y = X x R?". La construction ci-dessus
fournit une application i de K°(F) dans K°(Y), I'indice topologique de D est
alors:

Ind,(D) = ~'(ia(D)) € K°(X)

ou f: K%X) ~ K9Y) est I'isomorphisme de périodicité de Bott qui reste
vrai pour les C*-algebres et établit un isomorphisme entre Ky(A4) et Ko(A ®
Co(R*M)).

On peut déduire de ce théoreme I’accouplement entre I’image de la fleche
U et la cohomologie cyclique HC(a). Dans le cas le plus simple, i.e., quand
@ € HCYa) est la trace sur a associée 4 une mesure transverse on retrouve le
théoreme de I'indice cité plus haut:

Inde(Dp)rex = (Ch O’DTd(T*M), C) :

Mais le cas général est beaucoup plus riche. Par exemple, si le feuilletage
(V,F) est de codimension 1, orienté transversalement et I’on prend pour ¢
le 2-cocycle ¢ = iy T que nous avons discuté plus haut a propos de I'invariant
de Godbillon-Vey, on a:

(9, u(a)) = (GV, ch(a))

pour toute classe de K-homologie a € K.(BG), ol GV désigne la classe de
Godbillon-Vey qui est une classe de cohomologie de dimension 3 sur BG.

7. Prolongement de ’accouplement de Ky(a) a Ko(4). Pour pouvoir appli-
quer la méthode de la topologie différentielle encore faut-il démontrer que
I’accouplement entre un cocycle cyclique ¢ € HC(a) et le groupe de K-théorie
Ky(a) se prolonge au groupe Ko(A4) qui lui ne dépend que de la topologie de
I’espace quantique X.

La stratégie générale consiste a prolonger le cocycle ¢ a une algébre in-
termédiaire entre a et A: a C o’ C A pour laquelle I'injection i: a' — A est
un i1somorphisme en K-théorie. Ceci est le cas des que a’ est stable par calcul
fonctionnel holomorphe, i.e.,:

Pour toute fonction holomorphe sur le spectre d’un élément a € o/, Sp4(a),
ona f(a)ed.

Il n’est pas nécessaire que le cocycle ¢ soit continue par rapport a la norme
de C*-algebre (cela n’arrive jamais pour les cocycles intéressants) pour qu'’il se
prolonge a fermeture a’ de a par calcul fonctionnel holomorphe. Il suffit pour
cela que ¢ vérifie certaines inégalités [18] qui sont par exemple automatiques
pour tout l-cocycle cyclique ¢(a® a') qui est continu en a° (pour la norme
de A4) pour tout a! fixé, a' € a. Avec pas mal de travail supplémentaire (Cf.
[18]) on en déduit que la propriété de prolongement a lieu, dans le cas des
feuilletages, pour tous les cocycles cycliques qui sont purement transverses,
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1.e., qui correspondent a4 des sections globales fermées des faisceaux Q'~”
définis plus haut. Cela inclus bien sur le cas des mesures transverses mais
aussi celui de la classe fondamentale transverse [V/F] = [X]. Un autre cas
particulier important de ce résultat est celui des classes de Gelfand-Fuchs [27].
En le combinant avec I'invariance par homotopie de I’indice de 'opérateur
de signature on en déduit que ces classes de cohomologie w € H*(B Diff)
verifient la conjecture de Novikov, i.e., que I’égalité

(Ln'Y" (w), [M])

définit un invariant d’homotopie de tout fibré plat sur M de groupe structural
le groupe Diff muni de la topologie discrete. (Ici M est compacte orientée et
¥Y: M — B Diff est ’application classifiante du fibré).

Pour les cocycles cycliques ¢, sur I’algéebre d’un feuilletage, qui ne sont pas
purement transverses la difficulté est essentiellement la méme que pour les
groupes discrets, cas que nous discutons maintenant.

Soient donc I' un groupe discret et a = CI” I'algebre du groupe, 4 =
C; (') son adhérence normique dans I'algebre des opérateurs dans I'espace
de Hilbert £2(I), ot I agit par la représentation réguliere gauche. Supposons
I" de type fini et soit F C I un systéme fini de générateurs, g — |g| la longueur
des mots correspondante. Considérons I'opérateur D dans [*(I"), de multipli-
cation par £(g) = |g|, i.e., dans la base orthonormale (gg)zcr canonique de
22N on a:

De, = £(g)e, .

Lapplication a € a - [D,a] € .£(¢?) définit une dérivation de a dans
£(£2), 'algebre des opérateurs bornés dans I’espace de Hilbert £2 et on définit
I’espace de Schwartz .°(I') comme la sous-algébre de 4 qui est I'intersection
N,en Dom " des domaines des puissances de la dérivation §. (Il est possible
d’itérer & en itérant dans .%°(£2) I'opération x — [D, x]).

Il n’est pas difficile de montrer que I’algebre & (I') est stable par calcul
fonctionnel holomorphe dans 4 = C}(I') de sorte que:

Ko(#(T)) = Ko(A4) .

Enfin, grace aux inégalités de U. Haagerup, P. Jolissaint, et P. de la Harpe,
1l est possible de prolonger le cocycle cyclique 7, associé 4 un cocycle de
groupe borné c, a toute I'algebre & (I'), dés que le groupe I est un groupe hy-
perboligue. Cela permet en particulier de démontrer la conjecture de Novikov
pour ces groupes tres généraux [19] dont la définition est implicite, et qui sont
génériques parmi les groupes discrets de présentation finie.

Il existe un autre résultat remarquable (da a J. B. Bost [6]) qui permet
de démontrer I’égalité Ky(a') = Ko(A) pour des sous-algebres a’ qui ne sont
plus stables par calcul fonctionnel holomorphe dans 4. 1l s’agit d’une adap-
tation au cas non-commutatif (aux espaces quantiques) du principe d’Oka
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FIGURE 4

en géométrie analytique complexe. Ce résultat permet de résoudre compléte-
ment le probleme de prolongement (3) pour les feuilletages de dimension 1
et pour les groupes discrets résolubles.

Pour terminer, signalons qu’au prix du passage a des cocycles de dimension
infinie (ol une série ), ¢,, remplace un cocycle ¢,,) on peut appliquer
directement la cohomologie cyclique aux C*-algebres (Cf. [17]).

Appendice: Les pavages de Penrose. Dans cette section nous rappelons
pour la commodité du lecteur des résultats classiques (Cf. [28]) sur les pavages
quasi périodiques du plan de R. Penrose.

On considere d’abord deux types G4 et P4 de tuiles triangulaires représen-
tées dans la Figure 4. Les sommets sont colorés: blanc ou noir, et I’aréte
entre deux sommets d’une méme couleur est orientée. La tuile G4 a deux
sommets noirs et un blanc, la tuile P4 a deux sommets blancs et un noir.

On appelle pavage du plan de type A, toute triangulation du plan par des
triangles isométriques a G4 ou P4, de telle sorte que les couleurs des sommets
communs soient les mémes ainsi que les orientations des arétes communes.

Nous renvoyons a [28] pour la démonstration de I’existence de tels pavages
du plan (Cf. Figure 2). Nous dirons que deux pavages 7 et 7’ sont identiques
s’ils se déduisent ’'un de I’autre par une 1sométrie du plan Euclidien.

Soit X I'ensemble des pavages du plan de type A (a i1sométrie pres), le
résultat essentiel que nous utiliserons est la possibilité de paramétrer X par
I’ensemble K des suites infinies (a,)nen, a, € {0,1} de 0 et de 1 telles que
a, = 1= a,y =0, etcede telle sorte que tout pavage T de type A provienne
d’une suite: 7 = T'(a) et que deux suites a et b donnent le méme pavage si et
seulement s’il existe N tel que a, = b, pour tout n = N. Comme il s’agit d’'un
point crucial pour la suite nous allons expliciter la correspondance a — T(a)
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1N 7N\
(e) (f)

FIGURE 5

(Cf. [28, p. 586]). Si T est un pavage de type A et si 'on efface dans la
triangulation 7 toutes arétes courtes qui joignent deux sommets de couleurs
différentes (Cf. Figure 5), on obtient une nouvelle triangulation 7| du plan
dont tous les triangles sont isométriques & I'un des deux triangles Gg, Pg
de la figure. On obtient ainsi un pavage du plan de type B, c’est-a-dire une
triangulation du plan par les triangles isométriques a Gg ou Pg de telle sorte
que les couleurs des sommets communs soient les mémes ainsi que les orien-
tations des arétes communes. SiI’on efface dans cette triangulation 75 toutes
les arétes courtes qui joignent deux sommets de mémes couleurs on obtient
une nouvelle triangulation 73 dont tous les triangles sont isométriques a I'un
des triangles G4, P;4 de la Figure 4. En itérant ce procédé on obtient donc
une suite 7, de triangulations du plan. A chacune d’entre elle correspondent
des triangles G, et P,.

Etant donné un pavage T de type A et un triangle o de la triangulation
T (Cf. Figure 5) on lui associe la suite (a,)nen, OU a, vaut 0 ou 1 selon que
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le triangle de 7, qui contient « est grand (i.e., isométrique a G,) ou petit.
Notons (T, «) la suite ainsi obtenue.

Désignons alors par K I’ensemble des suites (a,),ena, € {0, 1}, telles que
a, = 1 = a,y; = 0. Il est clair que toute suite de la forme i(7,a) ap-
partient a K car le triangle P, n’est pas utilisé€ pour construire P, = G,.
Réciproquement (Cf. [28, p. 568]) on démontre que tout €lément a de K est
de la forme (7, a) pour un pavage de type A et un « convenables.

Deux triangles o, # d’un méme pavage T se retrouvent pour n assez grand
dans le méme triangle de 7,. Il en résulte que les suites a = i(7,a) et
b =i(T, B) vérifient:

(%) Qm =bn Ym2n.

Réciproquement (Cf. (28, p. 568]), on d’émontre que si a = i(T,a) et
b € K vérifient (x) il existe un triangle g de T tel que b = i(T, ).

On obtient ainsi une bijection entre I’ensemble X des pavages de Penrose
et le quotient K/ de I’ensemble K par la relation d’equivalence R définie
par la relation (x) (Cf. [28, p. 568]).
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