SEMINAIRE DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE DU BOIS-MARIE

1967-1969

GROUPES DE MONODROMIE EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE

(sGa 7 1)

Dirigé par A. GROTHENDIECK

avec la collaboration de
M. RAYNAUD et D.S. RIM




INTRODUCTION

Soient S wun schéma et f : X —— S un morphisme de schémas. Si f est
propre et lisse, et que le nombre premier & est inversible sur S , les groupes de
. i ; BooE i
cohomologie #-adique H (x; 5 ZZR) des fibres géométriques de f forment un systéme
local R-adique sur S . Pour f seulement supposé propre, ces groupes sont les fi-

- i - A
bres d'un faisceau fZ—adique legzi sur S . La théorie des cycles é&vanescents met

en relation la ramification de ce faisceau sur S et les singularités de £ .

Nous ne considérerons que le cas oii S est un trait hensélien (= spectre d'un
anneau de valuation discréte hensélien). C'est en pratique le cas essentiel. Je ren-
voie & (I 2.1) pour une description heuristiquede la thé&orie. Soient S=Spec(V), k(T
une clSture alg8brique du corps des fractions k(n) de V et k(s) 1la cldture algé—
brique correspondante du corps résiduel k(s) ( k(;} est le corps résiduel du norma-
1isé V de V dans k(;) ). Dans le cas particulier ofi X est propre et plat sur
S , de dimension relative n , et o f ne présente qu'un point de non lissité
x € xs , on définit des Gal(;/q)-modulés ¢i » de nature purement locale au voisi-
nage de x , nuls pour i ¢ [O,n] (I 4.2), et on construit une suite exacte longue

de Gal(;fn)-modules

1 i i i+
e W (X, z,) —SBs B (Xo,2,) — ¢° —> " ICXS.ZEJ —_— ...

(le Gal(;,s)*module Hl{x;,zi) est regardé comme un Gal(;/ﬂ)—module avec action

triviale de l'inertie ; sp est la fléche de spécialisation).

| ——— w—

On donne aussi des critéres, valables pour 1'instant seulement en caractéristique

0 , pour que les & pour i petits scients nuls (par exemple, si X est de plus

.y . o i ;
| localement d'intersection complate, ¢ = 0 pour i #n (I. 4.5)).




]

Le théoréme de monodromie affirme que 1'action du sous—groupe d'inertie I

de Gal(n/r) est quasi-unipotente : pour T & 1 , il existe des entiers N > 0 ,

5 . ;
T't - I]m de HI{X_,Z;) seit nul. On donne de ce

M > 0 tels que l'endomorphisme (
théoréme deux démonstrations. La premié&re (I.1.2), de nature arithmétique, s'applique
d&s que les groupes de cchomologie considérés ont des propriétés de finitude raison-
nables. Le point clef est gue, lorsgue k(s) est de type finl sur son sous—-corps
premier, l'action de I est gquasi-unipotente pour toute représentation L-adique de
Gal(:fr) . La seconde démonstration, plus géométrique, regquiert la pureté et la réso-—
lution des singularités : elle n'est pour l'instant valable qu'en caractéristique 0

1

ou pour un H' . Elle apporte de précieuses informations sur 1l'exposant de nilpotence

2 1 B L 2 =3 %
N (N < i+] pour un H ). Ainsi qu'on le verra ultérieurement, elle se préte bien,

sur € , 3 la comparaison avec la théorie transcendante.

Ces résultats, appliqués au HI des wvariétés abéliennes, i.e. & leur module
de Tate, permettent d'Etudier la réduction med p de celles—ci. On donne ainsi deux
démonstrations du théor&me de réduction stable des variétés abéliennes selon lequel,
aprés ramification, la fibre spéciale connexe du modéle de Néron est extension d'une
variété abéliemne par un tore. La premi&re (I. 6) reprend la méthode de la démonstra-
tion arithmétique du théoréme de monodromie. La seconde (IX 3.6) s'appuie sur une

analyse beaucoup plus fine du modZle de Nérom, et de ses propriétés de polarisation.

Les exposés 1 3 V de Grothendieck n'ont pas &té& rédigés. Ils ont &té résumés
dans un exposé I . Les résultats énoncés y sont démontrés de fagon succinte, mais

essentiellement compléte.

L'exposé II applique la méthode des pinceaux de Lefschetz et (I 5.3) 3
1'étude du groupe fondamental. Pour § wune surface sur un corps algébriquement clos

k , d'exposant caractéristique p , on montre que le groupe profini

nip)(s,s} s Ccom

plété en dehors de p du groupe fondamental, est de pro—-(p)-présentation finie.

Comme expliqué plus haut, les exposés III 3 V n'existent pas.
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L'exposé VI contient, avec quelques compléments, la théorie des déformations
de Schlessinger. On ¥y prend soin de tenir compte des automorphismes infinitésimaux
des cbjets gqu'on classifie,et de ne pas passer trop brutalement au foncteur des clas-
ses d'isomorphie d'objets. On y donne aussi une nouvelle construction des

EEE?{LxIS’ -y« LXKS complexe cotangent relatif de X/S ). Cet exposé sert dans le
reste du séminaire surtout via l'&tude qui y est faite des déformations des singula-

rités guadratiques ordinaires.

Les exposés VII et VIII sont consacrés & la théorie des biextensions. Cette
théorie joue un rdle essentiel dans 1'exposé IX, pour exprimer ce qu'il advient d'une
polarisation quand on passe d'une variété abélienne 3 un modé&le de Néron de celle—ci.
Cet exposé IX contient la démonstration du th@or@me de réduction stable des variétés

abéliennes, et diverses applications.

La suite de ce séminaire : SGA 7 II, par P. Deligne et N. Katz, paraitra

ultérisurement.

Bures sur Yvette, mai 1972,

P. DELIGNE
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SGA 7

Résumé des premiers exposés de A. Grothendieck
rédigé par P. Deligne
Sommaire

0. Préliminaires

1. Démonstration arithmétique du théorEme de monodromie

2. Cycles &vanescents

3. Démonstration géométrique du théorZme de moncdromie

4. Critéres de nullit& pour les faisceaux de cycles &vanescents
5. Action de 1a monodromie sur les n

6. Appendice par P. Deligne : démonstration arithmétique du
théoréme de réduction stable

0. Préliminaires
0.0. Terminologie. Rappelons les définitions suivantes :

(0.0.1) trait : spectre d'un anneau de valuation diserdte. On note souvent n et s

les points génériques et fermés d'un trait.

(0.0.2) strictement local : pour un anneau : local hensélien & corps résiduel sépa-

rablement clos. Pour un schéma : spectre d'un tel anneau.

(0.0.3) point géométrigque de S (dans cet exposé) : morphisme x : Spec(k) —= S
d'image x €5 g k(;} = Qfn k é&tant une clBture séparable de k(x) . Pour un trait
hensélien § = Spec(V) , on note souvent - un point géométrique générique (i.e.
d'image - ) de 5 . Le corps résiduel de 1'anneau de valuation V clBture intégrale

de¢ V. dans K(n) est une extension algébrique séparablement close de k(s) et défi-

ni B oyt - : L.
't un point géométrique s de § localisé en s .




.

(0.0.4) localisé strict de X en le point gSométrique = : SGA 4 VIII 4.4.

(0.0.5) essentiellement de type fini sur § : pour un S—schéma local (resp. local

hensélien, resp. strictement local) : spectre d'un anneau local (resp. de 1'hensélisg

d'un anneau local, resp. localisé strict) d'un schéma de type fini sur § .
(0.0.6) FlF—— F(n) : twist & la Tate.

(0.0.7) Un endomorphisme T d'un espace vectoriel de dimension finie est gquasi-
unipotent si ses valeurs propres sont des racines de 1'unité, i.e. s'il existe N 3 1

s
Mz 1 tels que (Tk - I)H =0 .

0.1. Rappels sur la cohomologie g—adique

Scit X un schéma de type fini sur un corps algébriquement cles k d'expt
sant caractéristique p et £ un nombre premier premier 3 p .
Les groupes de cohomologie i-adique de X ont &té définis dans SGA 4 et

SGA 5.

a) HL(X,Zfin} est le i°7¢ groupe de cohomologie du site &tale Xet de X

" .
i waleurs dans Z/& 3

.

e L i - i n
b) par définition, H (X,Iij = Lim H (X,Z/L )

=]

¢) par définition, Hl(x,ﬂi) H(X,2,) 8, R .

. L

Les groupes de cohomologie fZ—-adique 3 supports propres de X sont définis
de méme & partir des H_(X,Z/2") de SGA 4 XVII.
Dans chacun des cas suivants, on sait prouver que ces groupes Ha(x) ont

des propriétés de finitude raisonnables

(8+141) en cchomologie 3 support propre ;

CQL. 1. 2) pour X propre sur k

(0.1.3) pour X 1lisse sur %k (gr3ce & a) et 3 la dualité de Poincaré SGA 4 XVII
(0.1.%) lorsqu'on dispose de la résolution des singularités a la Hironoka pour les
schémas de type fini sur k , de dimension g dim(X) ;

(0.1.5) pour i = 0, 1 .




r11l)

i o : o
Dans tous ces cas, les Hl(x,lfkn) sont finis, les H CK’IEJ de type fini,

i TR . ' |
les H (X’Q£) de dimension finie et (sauf peut-&tre pour (0.1.3)) en dispose de suites
exactes courtes scindées

: : . B -
0 —*H (X,2,) @ Z/2" — W (X,2/2") —— Tor (W ' (X,2,),2/t™) —= o0 .

De plus, la démonstration du théoréme de finitude fournit chaque fois une démonstra-—
tion d'un théoréme de constructibilité génédrique : s8i k est le corps des fractions
d'un schéma noéthérien inté&gre S et que X est la fibre générique de f] : x] —3 5
(de type fini), il existe un ocuvert non vide U< § tel que, sur U , les

lex 1/4" soient localement constants de formation compatible 3 tout changement de

base.

0.2. Ne supposons plus k algébriquement clos, et soit k une clBture algébrique

(ou séparable, cela reviendrait au m@me) de k . Nous considérerons les groupes de ccho-
mologie "gEométriques" Hl(xgj (XE est le schéma déduit de X par extension des
scalaires de k 3 k ). Par transport de structure, le groupe de Galois Gal(gfk)

agit sur ces groupes. En Qi-cohcmologie, lorsqu'on est dans l'un des cas (0.1.1) i

(0.1.5), on obtient ainsi des représentations continues de Gal{ﬂ/k} dans un groupe

linéaire GL(n,ﬂi) .

0.3. Rappels sur les traits (0.0.1)

Pour les démonstrations, on renvoie & [&]. Soien S5 un trait hemnsélien,
n, s , VvV, v . N 5 s comme en (0.0.1) (0.0.3). On note p 1'exposant caractéristique
de k(s) et Gal(:fn) (resp. Gal(s/s) ) le groupe de Galois Gal(k(n)/k(n)) (resp.

+++)+ Par transport de structure, Gal(n/n) agit sur k(s) , d'oli une application de

Gal(n/n) dans (en fait sur) Gal(s/s) , de novau le groupe d'inertie I . Le sous-—

corps de k(n) défini par I est une extension non ramifife maximale de ki{n) .
Le groupe profini I admet un plus grand sous—groupe P qui seit un pro-

P~8roupe. Le quotient I/P est le groupe d'inertie modéré. On a canoniquement

I/P = 1im :n{k{E}) 2 e Z(1)(k(5)) .
n




51 & est l'application canonique de I/P 'dans u (k) , et que wu est un élément

de WV de valuation !/mn , on a pour o €1

g (u)

i

an(u).u (mod. 8léments de valuation > /o).
En résumé, on a :
(0.3.1) Gal(n/n) > 1 D P,

Gal(n/n)/1 = Gal(s/s) ,

1/P = Z(1)(k(s)) >
P : pro-p-groupe ( {e} si p=1) ,
et 1l'action (par automorphismes intérieurs dans Gal{n/n)) de Gal(n/n) /I sur I/P

s'identifie & 1'action naturelle de Gal(s/s) sur Z(1)(k(s)) .

O.4. Soit plus généralement S strictement local régulier, D un diviseur régulier

)

dans S et p 1'exposant caractéristique du point générique de D . Scient n un
point géométrique générique de S et s le point géométrique localisé au point fern

5 , qui s'en déduit. D'apré&s le lemme d'Abhvankar, le groupe fondamental zI(S—D,n)

admet un dévissage analogue 3 (0.3.1) :

(0.4.1) atlcs-n,H) - I o P
n, (S=D,n) /I = Gal(s/s)
1/P = I(1)(k(s))

P : sans gquotient d'ordre premier i p

L'action par automorphismes intérieurs de 11(5~D,;)f1 sur I/P s'identifie i

l'action naturelle de Gal(s/s) sur I(l)(k(;)} 2

0.5. La désingularisation de Néron

La méthode de désingularisation de Néronm fournit le résultat suivant :

Lemme 0.5.1. Soit § —— SCI un morphisme de traits hemséliens, avec S = Spec(V)

5Q = Spec(vo} et 7 une uniformisante de vo . On syppose que  est une uniformi

sante de WV , et gue les extensions k(s)fk(so) et k(ﬁ)/k(no} sont séparables.

Alors, V est limite inductive de V -algébres henséliennes lisses et essentielleme
—_ o

de type fini Bi sur vo i




Pour construlre les Vo—algébres voulues, on prend VGC: BeV avec B de
type fini, et on désingularise Spec(B) 23 la Néron ([1: § 4).

Soit 8 = Spec(V) wun trait hemsélien.
(0.5.2) Si S est d'égale caractéristique, d'uniformisante s , on peut appliquer
(0.5.1) pour S_ = Ipfé:{w) . L'extension s{so est séparable car E? est parfait,
1'extension nfno l'est car m , é&tant une uniformisante, n'est pas une puissance
piéme (si p# | ) donc fait partie d'une p-base. On trouve que S est limite de

spectres de Ep[ﬁﬂ(")-algébre henséliennes lisses essentiellement de type fini.

(0.5.3) 8i 5 est complet, d'inégale caractéristique, 3 corps résiduel parfait k ,
V est une extension d'Eisenstein de 1'anneau des vecteurs de Witt ( = anneau de
Cohen) W(k)

Vo= Wk)

o
LB

(gt + Y a, ) g
0

5i on perturbe un peu les a; , on trouve une extension isomorphe. On peut donc suppo-—

L

ser les a, dans W(k') , avec k de tvpe fini sur Ep . Soit ko la ¢lBture par-

faire de k' dans k et

=]

V, =Wk [x] /(" +

(s}

i
a. T .
;T p)

o~

Le lemme 0.5.]1 s'applique & VXVG s et le corps résiduel de Vo est une extension

radicielle d'un corps de type fini sur Ep

1. DEmonstration arithmétique du théordme de monodromie

= - - ¥ & & - .
Le lecteur trouvera dans [5], Appendice, une démonstration du résultat suivant

\ de A. Grothendieck.

I i g z " - . 5 g %
) o Proposition 1.l. Soient § un trait hensélien, &£ un nombre premier premier i 1'expo-
o= o g 4 ; _ ' ! =
— Sant caractéristique p de k(s) et £ une representation continue de Gal(r/n)
dans GL(n,0. ) . On suppose remplie la condition suivante :
LS
(xi] Aucune extension finie de k(s) mne contient toutes les racines de 1'units

1 - 5
d ordre une puissance de i .

10
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Alors, il existe un sous—-groupe ouvert 1 du groupe d'inertie I tel gque

p(z) soit unipotent pour o € I

1
La condition {xi) est automatiquement vérifiée pour k(s) de tvpe fini sur
le corps premier (ou radiciel sur un tel corps).

Le théoréme suivant résulte aussitdt de 1.1.

Théoréme de monodromie 1.2. Avec les notations précédentes, soit X un schéma de

type fini sur n et H wun espace de cohomologie de = , & coefficients dams Qi :

de 1l'un des types (1.1.1) & (1.1.5). Si la condition (%,) est vérifide, l'action

d'un quelcongque &lément de I sur H est quasi-unipotente.

Les résultats de passage 3 la limite 0.5 permettent de se débarasser de

1'hypothése (x_ ).
- A

Variante 1.3. La condition CxE) dans 1.2 est superflue.

Seit Hé un espace de Ii—cohomologie de X- qui donne naissance & H ,

et Ho = H;ftcrsion. On a par hypothése H = Ho @z QE , et l'action de Gal(n/n) se
déduit de

p : Gal(n/n) — GL(H)) .
Soit Il' le plus grand sous—groupe premier 2 % de I . Son image dans GL(HO) es

un groupe de Lie &—adique premier 3 1 , donc est finie.

Procédons & une extension de trait §' —— S . Ceci ne change pas H
(SGA 4 XVI 6.6) et o(1') est d'indice fini dans o(I) , car 1I'/P' est d'indice
fini dans I/P et ce qui précéde. Il suffit donc de prouver le théoréme sur §' :
on peut supposer que

a) Gal(;fn) agit trivialement sur HQILHO :

b) si S est d'inégale caractéristique, § est complet & corps résiduel

parfair (EGA OIII 10.3.1).

Posons S = Spec(V) , définissons Vo comme en (0.5.2) et (0.5.3) et appli

guons (0.5.1). On a

Vo= lig Bi

11




st

aved Si = spec(ni) essentiellement lisse de type fini sur vo . Soit Dic: Si
d'équation T = 0 . Pour 1 assez grand, Ho provient d'un Zi—faisceau constant
tordu mi sur S, — D, (d'aprés la "constructibilitéd générique" (0.1)) et Kimz‘i’
est constant.

Les dévissages (0.3.1) et (0.4.1) donnent lieu 3 des diagrammes commutatifs :

Gal(n/n) = I = P /e e ey
(1.3.1) l 1 l et l I
xl(si—ni,n) = L, = Pi Ii!Pi — I(1)

et la représentation Ho de Gal(;fn) se déduit d'une action de tl(si—Di,;) sur
H , triviale sur HOKLHO . Le groupe Ker(GL(H) —— GL(H/%H)) est un pro-i-groupe
o

P. agit donc trivialement, et on applique la wvariante suivante de 1.1.
i

Variante 1.4. Reprenons les notations de 0.4 et soit p wune représentation continue

de Gal(:fn) dans Gal(n,ﬂi} . On suppose que k(s) wvérifie (*1} et que o(P)

est fini. Alors, l'action de I est guasi-unipotente.

2. Cycles &vanescents

2.1. Seit § wun trait strictement local, et reprenons les notations de 0.3. Par
hypothése, on a ici s =35 , Soit f : X —= § un schéma de type fini sur § . Le
formalisme des cycles &vanescents est un outil pour &tudier la relation entre les
cohomologies de Ks et de X- , et l'action du groupe d'inertie sur celle de X; s
3 partir d'informations locales (sur X ) sur le morphisme f .

Un résultat clef de ce type est le théoréme de spécialisation SGA & XVI Zie 2y
Selon lequel pour f propre et lisse xs et X- ont wméme cohomologie.

Dans la théorie transcendante, si f : X —= 0 est un morphisme propre

L] . o ) . .
d'un espace analytique X dans le disque D , les cycles Evanescents apparaissent

comme syuit

a2) Quitte i rapetisser D , on peut supposer que X est un fibré topologi-

que au-dessus du disque épointé D théoréme d'isotopie de Thom). Les fibres

12




2 * ; 5 ;
¥ («r € D” ) sont en particulier toutes isomorphes.

b) Il n'est pas déraisonnable de se représenter la fibre spéciale KS commg |

déduite de "la" fibre générale Kt par ceontraction de polyédres dans Kt i on aurai4
T : Xt ——h—o-xs . La méthode des ecvycles évanescents consiste alors 3 étudier la diff&
rence entre les cohomologies de Ks et Xt 2 1'aide de la suite spectrale de Leray

de T . ‘

La théorie géométrique expliquée ci-dessous est trés proche de cette théorie

transcendante ; il faut remplacer le point général t&€D par n , le point géométrique

générique de S . Inversement, on peut calquer la théorie transcendance sur la théori

. - ; s %
géométrique, en remplagant t ou n par le revétement universel D de D , et

x = ~ .
Xt ou X- par X xD ] . Ce faisant, on se débarasse de nombreux ¢ et n , mal
T

on perd parfeois de l'information.

2.2, Fixons un anneau de torsion A dans lequel p soit inversible (par exemple

A=1z2/2"2 , L premier & p ). Soient les morphismes :

-

e X-

|
¥
5§ ————— § «—— n -— 1

Les faisceaux de cycles &vanescents $; sur Xs sont les
(2.2.1) AP0 il Lol T G

Si f est propre, on a (SGA & XII 5.5)

. X
1

(2.2.2) : HP(x,RY 3* 5 — HP{xs,i*Rq §u & s

et la suite spectrale de Leray pour J se récrit

(2.2.3) w4y ———> Hp"q(x;,,w) :

-

Lorsque rien ne se passe 3 l'infini, on peut parfois obtenir cette suite
spectrale sans hypothése de propret&@. Qu'il faille quelque hypoth&se 3 1'infini se

voit déji sur le cas trivial X, = 9 .

13




On tire aussitdt des définitions :

Proposition 2.3. Soient X un point géométrique de X, (par exemple un point fermé)

1'henselisé strict de X en % et

X(i) en et X(x)ﬁ la fibre géométrique générique de

la projection de X(i) sur S . On a

: ; i

: 1 ; A P
Corollaire 2.4. La oiu f est lisse, ¥ = 0 our L > 0 et ¥°® = A |
e P

C'est SGA 4 XV 2.1.

Le groupe Gal(%fn} {€gal par hypoth&se au groupe d'inertie) agit par trans-—

i
port de structure sur les v 5, et

Scholie 2.5. La suite spectrale 2.2.3 est Gal(;/n)—équivariante.

Variante 2.6. Soient S = Spec(ﬁ) et X = X KS s . XE est le complément de

X = X- dans i . Posons
5 s

¢ =@,

5

(faisceaux de cohomologie & support). On a une suite exacte de faisceaux

o = o o

¢ A L2 é 0
et, pour i » 0 , des isomorphismes wl Wi, ¢l « Pour f lisse, les ¢* sont
nuls.
Posons ¢;I = H; {i , ) (analogue global des ot ). On dispose d'une
s
suite spectrale
2.6 10 p o — 2 b
( ) Ho(x_, ¢ -@21

et d'une suite exacte longue de cohomologie qui, pour f propre, se récrit

(2.6.2) ces — Hl(x3 sl Y —r Hx‘x‘n &3 °;I

Vari 1 1 i Era ifia 1 ! da
Tlante 2.7. Soit Kt l'extension modérément ramifide maximale de K dans K
L On pose X, =X *g Spec(Kt) « Soit }t la projection de X, dans X . On définit

. 3 5 1
des Variantes modérées ('"tame") des U en posant

14




i T
| = R A
¥y Tex
Utilisant que P est un pro-p—groupe, avec P Linversible dans A , on
trouve que
* - = P
(2.7.1) H (xt,ﬂ} = H (X=,MN) s
(2.7.2) wt = P .

Pour f propre, la suite spectrale de Leray de jt se déduit de 2.2.3 par passage

aux P-invariants

(2.7.3) B (x v ——— #"Ux 0 - Hp+q(x;,.ﬂ)P :

3. Démonstration géométrique du théoréme de monodromie

Seit A comme en 2.2.

Conjecture 3.1 (pureté&). Soient A un anneau excellent strictement local (0.2)

régulier et D wun diviseur ré@gulier de Spec(A) dé&fini par un paramétre x . Soit

U = Spec(A) — D = Spec(A[ifxa Y. Onoa

A pour g = 0
(3.1.1) Hq(U,ﬂ) = AC-1) pour g = ! (notation (0. 0.6))
0 pour q > |

Voici des cas oll cette conjecture est connue (SGA 4 XIX) :

pour q = 0Qou | , pour A de caractéristique 0 , pour A d'égale carac
téristique p lorsqu'on dispose de la ré&solution des singularités en dimension
£ dim(A) et en caractéristique p , ou pour (Spec(A),D) un couple lisse (théorame

de pureté relatif SGA 4 XVI 3.7).

Lorsqu'on dispose de la pureté, et que D = E Di est un diviseur 3 cro
i€ B
sements normaux dans Spec A , défini par une partie d'un systéme régulier de para-

métre, la cohomologie de U = Spec(A) - D est donnée par

10
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Ee

|

6))

racT

BO(U, A = A
B
(3.1.2) B (U,0) = Al=1)
Hq(Usﬁ) - i HI(U,h) (donné par le cup-produit)

Ces formules sont identiques 3 celles qui, sur € , donnent la cohomologie de

3.2. Soit § wun trait strictement local. On garde les notations (0.0.1) (0.0.3).

Soit f : X —> 5 un morphisme de type fini. On suppose que X est régulier,

que X est lisse et gue XS est un diviseur 3 croisements normaux dans X . On
n

supposera que ce diviseur est (globalement, et non seulement localement pour la topo-

logie €tale) somme de diviseurs réguliers : (Rs)red = iéB Di (le cas général peut
se récupérer par localisation). Notons mi leurs multiplicités : X = 3 mi Di .
i€RB

Soient x un point de Xs s ¥ un point géométrique de X localisé en

x (par exemple x fermé, x=x), C = {i|x € Di} et K 1le complexe concenttré
en degrés 0 et =1
c d
K:s:Z" —— I : d{(n.)) = fm n. .
J = J 3]
J
Théoréme 3.3. (utilise laz pureté). Les groupes de cycles &vanescents modérés ;i_
N tx
sont les suivants :
(i) On a un isomorphisme canonique de A-algBbres graduées
%
Vo A (K@ A-I)) @, O N
£ X 1 i tx
— : E
(11) Py = est une pA-algébre ) , pour E un ensemble sur lequel le
= Peur
groupe d'inertie modéré It = I/P = Z(1)(k(s)) agit transitivement, de nombre d'&la-
ments le plus grand diviseur premier 3 p de # HO(K) g
Voici la méthode de démonstration.
a) Soient X,— le localisé strict de X en x i B E ey e K= (1a
(x) (x) (x)s
complément d'un diviseur i croisements normaux), t. une &quation locale de D. 5
J 3
Xn = K(x):(t;/n}: (pour (n,p) = 1 ; c'est un schéma régulier) et U l'image réci-
B Y
. : 17 x i - . . Ol
Proque de U dans ESI D'aprés 3.1.2, on a Hq(Up,L) =ALC-1)7) 3 pour m=xd ,
l"application "image réciproque” de Hqﬁtq,ﬁ) dans HqLUH.L) est la multiplication
11
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par dq . Posant U = &im Uq » on a donc
(nsp)=1
B, = A
3.3 E)
(U, N = lig quun,n) =0 pour q # 0 .
T & = C SN e &
b) U est un prorevétement de U de groupe 2(1)(k(s)) . Par définition,
on a ¢=*; = H*[Un o U est un prorevétement de groupe HI(K) 8 I(1)(k(s)) de
N
chacune des composantes connexes de U_ , et celles—ci sont permutées transitivement

g
par le groupe d'inertie modéré. De (3.3.1) et de la suite spectrale d'Hochschild-Serr

on tire alors les formules 3.3.
En termes imagés, on peut dire que U; est la fibre d'un morphisme & d'u
K(I(]}(k(s))c,l) cohomologique U dans le K(Z(1)(k(s)),1) cohomologique n , ce

morphisme & induisant d =L mg ny E(i)(k(s))c — 5(1)(k(5)}

Corecllaire 3.4. (utilise la puret&). Supposons f propre. Soit N le plus petit

' 1a borne infarieut

commun multiple des multiplicités mj (j€éB). Seoit g 2 0 , et g

de gq et du nombre maximum de diviseurs Dj passant par un méme point. Pour T da

le groupe d'inertie modéré It =L/P , on a

(" - DY =0 ‘sur wix= ,0)7 . :

Résulte aussitdt de 3.3 et de la variante 2.7 de 2.5.

- N = . i 1 -
Les résultats de puret@ requis sont disponibles pour les H , en caracté-

ristique 0 , ou pour S essentiellement de type fini sur un corps.

Théoréme 3.5. Spit C une courbe projective et lisse sur le corps des fractions

k(n) d'un anneau de valuation discréte V . Le groupe d'inertie I agit sur

Hi(Cﬁ,Qi) par automorphismes quasi-unipotents d'échelon 2 : il existe N tel que,

pour T & I , on ait
N 2 i}
(T" - I)° =0 sur H CC;,QQ) .

On se raméne 3 supposer V strictement local. L'assertion est gu'il exist

un sSous—groupe ouvert II de I tel que (T - I)2 = (0 sur Hl pour TE II .

12
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Il nous est loisible d'étendre les scalaires de k(n) & une extension finie (rempla-
cer V par son normalisé dans cette extension). Puisque 1l'image du pro-p—groupe P
dans un groupe de Lie £-adique GL(H,QE) est finie, on peut en particulier supposer
que P agit trivialement.

solt Co 4B modé&le minimal de € sur V (pour 1l'existence de C_, basée

sur le théoréme d'Abhyankar, cf. la discussion dans [3] § 2, p. 87 ; on pourrait ici

se ramener au cas V excellent en passant au complété de V : invoquer SGA 4 XVI 1.6).

Soit Cj un modé&le régulier de C , déduit de CO par éclatements, de fibre spéciale

un diviseur 3 croisements normaux. Les arguments 3.3, 3.4 s'appliquent & CI s Ve s

wl et HICC—,Zlin}P = HI{C_,EIRn) avec N indépendant de n , et 3.5 en résulte.
t n n

Remarque 3.6. Soit A wune variété abé&lienne sur k(n) . Puisque A est gquotient
. i
d'une jaccbienne, on trouve encore que l'action de I sur H (AH,QR) ou T£{A) est

quasi-unipotente d'&chelon 2.

g 1 A F s e~
Remarque 3.7. L'action de I sur H {X;,Q) est en fait quasi-unipotente d'échelon

2 pour tout sch&ma X de type fini sur n

Le théoréme 3.5 (ou 3.6) est 3 la base de la démonstration du théoréme de

réduction stable pour les vari&tés abéliennes qui sera donnéedans l'exposé IX § 3

3.8. 1l est clair que lorsqu'on dispose de la puretd et de la résolution des singu-
larités (par exemple en caractéristique 0 ) la méthode précédente démontre le théoréme
de monodromie, et fournit des bornmes pour 1'exposant de nilpotence. Ainsi, en Egale
caract&ristique O , on trouve gue pour X propre et lisse sur n et T dans un
Sous—-groupe ouvert de I , on a

g+l

(T - 1) 0 sur HY(x- , T.) (T€I1, € 1)

. 4. Critéres de nullité pour les faisceaux de cycles évanescents

: 4.1. Scient S wun trait strictement local et f : X ——> 5 un schéma de type fini
t
Sur 5 ., Posons n = dim(X )
5i X' est l'adhérence schématique de X_dans X , on a :
a) s " e =1 . i
ar hs = 55 s G = [\ et les autres 4 sont nuls ;
13
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i i : = B - =1
b) sur X! , les = et relatifs 3 X/8 ou & X'/S colncidednt, et & =0

Puisque X' est plat sur 8§ ceci permet souvent de se remener au cas
P ’

X est plat sur 5 .

Théoréme 4.2.

(i) tma v =0 pour i > m .

(ii) Plus précisément, pour x un point de 2 dont 1'adhérence soit de

dimension k ( k = deg tr(k(x)/k(s)) ) et pour x un point géométrique localisé

X , on a

wf =0 pour i > n-k , i.e.
x
d(¢) £ n-i (notation de SGA 4 XIV 2.1).
i i ; s :
ib = _ — A R - -
On a y; H (X(x}ﬂ » A) , et K(x)n est limite projective de schémas

affines de dimension £ n sur k(n) . L'assertion (1) ré&sulte donc du théordme de

Lefschetz affine (SGA 4 XIV 3.2) par passage 3 la limite.

Pour prouver (ii), on peut supposer que X est plat sur S (4.1) et qu

existe un S-morphisme quasi-fini et plat g : X-————*—A: tel que g(x) soit le p:

k

générique de ﬁt - Soit S' 1le trait localisé strict de &S en x . On a

a) 5! est le spectre d'un corps, et Gal(;T?s‘;) est un p-groupe Q .
=

b) D'aprés (i) pour g , on a Hl(x A) = 0 pour i > n-k

(x)n'’

¢) On a Hl(x(xja,n) - Hl(xcx);T;A)Q , ‘4’60 & thEoFata.

Corollaire 4.3. 8i f est propre et plat et que la dimension du lieu de non liss

de f dans XS est < d, le morphisme de spécialisation ul(xsj ——~—+—Hl(x;) e:

un isomorphisme pour i > n+d+l et un épimorphisme pour i = n+d+] .

4.4. Pour prouver, dans certains cas, que les ¢i pour i petit sont nuls, on

s'appuyera sur la théorie de 1la dualité locale (directement ou via des théordmes de
Lefschetz locaux de SGA 2 XIV). Cet outil n'est disponible qu'en caractéristique 0
(ou en &gale caractdristique p lorsqu'on dispose de la résolution des singularités

& la Hironaka dans les dimensions considérées).

14
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Théoréme 4.5. Supposons S de caractéristique 0 . Soient f : ¥ —— S§ un mor-
—

phisme de Ctype fini et x un point fermé de xs . On suppose que

(a) x est un point de non lissité isolé dans sa fibre

(b) X est de profondeur géométrique relative > n en x : au voisinage de

x, X s'identifie 3 un sous-schéma défini par k &quations dans un schéma lisse de
dimension relative N en x , avec n s Nk .

Alors ;; =0 pour i <n .

Soit Xx le localisé strict de X en x et V = xx - {x} . Pour tout
trait 8' Ffini sur S , scient de méme x; = xx xg §' et V' =V e 8' . Pour S 1le
normalisé de S dans ; , scient ix = Xx Xg s g V=yv g S .0na

e & . —— i
(1) 81 ¢ = 0 sur (Xx)s (i.e. en toute gémnérisation de =x dans XS )

pour i ¢ m , alors

i-1.= A= A, Al = i .
H (xx) = X (V) ——— H (V=) = ¢ pour i $ m
{x} 2
Les ¢l sont en effet des faisceaux de cohomologie 3 support dans V de

g
(SGA & XV 2.1).

]
B

V ; sous les hypoth&ses de 4.5, (a) est d'application pour m

(2) L'hypoth&se (b) de 4.5 est stable par changement de base. D'aprés SCaA 2

XIV 5.6, elle implique gue

ﬁi(v') = Hi_1 (x!) = 0 pour 1 < mn ;
{x}

o= i ; 2 A
on conclut en notant que H (&) est limite inductive des ﬁl(V') 3

D'aprés 4.2. et 4.5, on a

Corollaire 4.6. Pour § wun trait hensé&lien de caractdristique 0 , X/$ une inter—

Section complite relative de dimension relative n et x € X un point de non lissité
s

: = o i P
1s0l& dans sa fibre, ona & =0 pour i # n .
” EOME

Corellaire 4 1 = q u | 1
==*0oilaire 4.7. Sous les hypothéses de 4.6, & est un f-module plat.

x

Pour ' wune p-algébre finie, un general nom sense (SGA 4 XVII 5.2.11)
fournit T ) i i -
1 en effet, pour les 4, , relatifs & A" ,
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;ﬂhi — I v ;T
& = Tor; CAY y9)
et on applique 4.6 a A'
Variante 4.8. Dans 4.5, supprimons la condition (a) et soit Z le lieu de nomn

de £ . On peut encore conclure

i . "
¢x = 0 pour i1 < n dim Zs :

On procéde par récurrence descendante sur dim {x} . L'hypoth&se de récurrence perme: |
d'appliquer 4.5 (1) avec m = n - dim ZS » et on achBve la démonstration comme précé

demment .

4.9. Il est possible d'obtenir un critére de nullité utilisant seulement des infor-
mations sur les fibres géométriques de f . Dans le cas des intersections complates,

le résultat est toutefolis d'une unité moins bon que 4.5.

Proposition 4.10. Sous les hypoth&@ses générales de 4.5, supposons que

(a) x est un point de nonlissité isolé dans sa fibre.

(b} Pour tout point y de X; , d'adhérence dans X; de dimension

d(y) , qui soit une générisation de x , on a prof 2ty(X;) zn —d(g) , 1i.e.
i i
H{y}cxa) =0 pour i g nmn = d(g)
(c) prof etx(xs) Zon
Alors, Q; =0 pour i < n-1 .
Gardons les notations de 4.5 ; on peut appliquer 4.5 (1) avec m = = ,

D'aprés le théor&me de Lefschetz local (SGA 2 XIV), 1'hvpothése (b) fournit

i " i .
B — 8 ) (i<n-1)
HI{VI)L_;‘H].(US) (i=n-1)
et on conclut par (c) que Hliﬁ) = 1lim HL{V') =0 pour 1 £ n-1 , d'oii 4.10.
4.11. Comme en 4.8, on peut donner de 4.10 une variante ne supposant pas (a).
16
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5. Action de la monodromie sur les T,

Dans cet § ( = exposé& de Grothendieck du 19/11/1968), nous ferons usage du
théoréme de réduction semi-stable pour les courbes. Artin et Winters [2] ont donné
une démonstration directe de ce théoréme, qu'on peut aussi déduire [3] du théoréme
analogue pour les wvariétés abéliennes (IX § 3, utilisant 3.6). Nous utiliserons aussi

1a théorie de Schlessinger (expos& VI de Rim).

5.1. Soient k un corps algébriquement clos, C une courbe projective sur k et
T e K un ensemble fini de points fermés de C . On dit que X = (C ; Kisees xn}
est stable si

(a) C est réduite et ses seules singularités sont des points doubles & tan-—
gentes distinctes ;

(b) les xs sont distinets, et des points lisses de C ;

(e) si C, o8t une composante irréductible de C , et que E est l'ensemble
des points de la normalisée C; de C1 au—dessus d'un point singulier de CI ou
d'un des X alors, si C; est de genre O (resp. 1) , E a au moins 3 (resp 1)

€léments.,

La condition (c) &quivaut 3 chacune des suivantes ;:
(¢'") X n'a pas d'automorphismes infinitésimaux non triviaux.

(e¢") Si w est le faisceau inversible dualisant, le faisceau inversible

w' = (I xi) est ample.

Un S-schéma C , muni de sections x e Xy est une courbe stable sur

1)

S si ses fibres géométriques sont des courbes stables. Dans :3] §§ 1,2, seul le cas
n = 0 est considéré. L'extension des résultats de loc. cit. au cas général est tri-
viale :
. . 1 8n Bn

(1) Pour X/k stable, H (C,u' ) =0 pour n z 2 et w' est trés
ample pour n 23 (el :3’ 1.2,

(2) Le schéma formel M des modules de X est lisse, er C reste sin-—
Bulier au-dessus d'un diviseur 3 croisements normaux de M .
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(3) Pour X et Y stables sur 5, Isom (X,Y) est fini et non ramifié
sur S (isomorphismes compatibles aux points marqués).

(&) Pour X/k stable, Autk(x) ——— Aut, Pic®(g) est injectif.

k

On a enfin

Proposition 5.1.1. Seit X = (Cn 3Xys ey xn} stable sur le point générique

d'un trait S , avec Cr lisse. Il existe une extension finie séparable n' de n
€ un Lrext ' ==

et une courbe stable X' sur le normalisé S5' de S5 dans n telle que

' | JET o
X' 8, n X 8. n

Cela ré&sulte du thSoré&me de réduction semi-stable habituel qui permet de

prendre n tel que la fibre spéciale géométrique du modéle minimal C" de © |,
sur §' wérifie (a). On 8Seclate ensuite, de fagon itérée s'il le faut, des points
lisses de C" pour que (b) scit vérifife. On contracte alors les chafTnes de compo

santes rationelles lisses de self intersection deux ne contenant aucun Xy de la f

bre spéciale et on obtient C' (cf. [37 preuve de 2.3 p. 88).

- ¥

On peut vérifier comme dans loc. cit. que C' existe dé&s que la jacobien

de C€_ a réduction stable. L'hypothése de lissitd sur C_ est par ailleurs superfl
51 I

5.2 ‘Soit Xq un schéma géométriquement connexe de type fini sur le corps des fra
tions d'un trait strictement local § . Pour & un point géométrique de X— on a:
n

suite exacte

(5.2.1) 0 —— & (X7,8) — n,(X,8) — Gal(n/n) — 0

»

d'el un homomorphisme de Gal(;fn) dans le groupe des automorphismes extérieurs de

(p)

ml(K;) . Passant au plus grand quotient premier & p T

(X=) de =n (X=) , on
n | RS 1

trouve
ot (p)
(5.2.2) Gal(n/n) —— Aut ext (EI (X;)) ‘
Suppesons gue Xn ait un point rationmel x , et soit x le point géomé
trique n— o = X . Pour g = % > la suite exacte (5.2.2) splitte canonique

ment, d'eol
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(5.2.3) Eﬂ : Gal(n/n) — Aut (ﬂI(K;.;)) — Aut (nfp)(x:,;))

Théoréme 5.3. L'image de P par 5.2.2 (ou 5.2.3, cela revient au méme) est finie.

5,3.1. Réduction au cas ol X est géométriquement normal et intégre.
n

Soient X; le normalisé de .'1{1"I 3 (X{F )i la famille des composantes con-

nexes de x; : x: = x; xxn x; et (XEF )j les composantes connexes de x: . Quicte

a passer & une extension finie de k(n), on peut supposer que les X{ sont gEomé-

triquement normaux et intégres, avec¢ un point rationnel X et gque les X" sont
in
séométriquement connexes, avec un point rationnel yj . Pour k = | ou 2 et

P k(yj) € xin , choisissons une classe de chemins Ekij de prk(§j) 5 ;i S

! -,x.) . it R ..
un £lément d'un torseur sous ‘1(x1n:“1) Soi Kij
(p>) . On peut prendre Eﬁij invariant

par P : l'ensemble des chemins premiers & p est lim d'ensembles finis d'ordre pre—

"

le chemin "premier 3
P

correspondant (le méme modulc Ker(m —— T

mier 4 p sur lesquels le pro-p—groupe P agit.
Dés lors, si un sous-groupe d'indice fini P' de P agit trivialement sur

les mfp)

(Xi:,xi) » 11 résulte des formules de Van Kampen (i.e. de ce que
X;; E—— xi; est de descente effective pour les revEtements &tales) que P' apgit

(p)

trivialement sur x]

(X;,;) =

5.3.2. Pour x; normal et U un ouvert, mi(E} s'envole sur m](x;) ; on peut done
supposer X; lisse et affine. Coupant par les sections hyperplanes génériques (ceci
remplace 5 par le localisé strict de S au point générique de la fibre spéciale
d'un Ag) et appliquant Bertini, on se raméne i supposer gque X est lisse,

géométriquement connexe et de dimension un. Quitte 3 passer 4 une extension finie de

k(n) , on peut Supposer gque xn est le complément dans une courbe projective et
lisse ﬁn d'un ensemble fini de points rationnels xi,(dont il nous est ldisible
d'augmenter le nembre. Appliquant le théorgme de ré&duction semi-stable (5.1.1),
On Se raméne 3 supposer qu'il existe une courbe stable X = (C T K ey xn) sur

1

$ rtelle que X. = @ = {x] T xn} . On applique alors le résultat suivant
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Théoréme 5.4. Seoient S un schéma strictement local, f : X —— $§ un morphisme

propre et plat, de fibre spéciale une courbe dont les seuls points de non lissité sont

des points doubles ordinaires et Y un sous—schéma de X , réunion d'un nombre fini ¢

sections disjointes contenues dans l'ocuwvert de lissité. Soir x un point rationnel de
i | P

X¥=X-Y . Seit U 1l'ouvert de S EEfdessus duquel X est lisse, et £ un point

(p)

1 X

xE)) est abélienne

géométrique de U . Alors 1'image de xI{U.g} dans Aut(x o
et premiére 4 p .
On prendra garde qu'on ne peut faire agir tI(U,g) sur tfp}

TgP}

(Kg.xi) que
parce que les vérifient le théoréme de spécialisation.

On se raméne au cas S complet, puis au cas universel o § est un schéma
formel de modules pour la fibre spéciale, munie de ses sections. S est alors um
anneau de séries formelles sur un anneau de Cohen : S = Spec(w[[tl — tn]I Y et U
est le complément d'un diviseur & croisements normaux d'é&quation R 0 . Dan

ce cas universel, d'aprés le lemme d'Abhvankar, II{U:E) est abélien et premier &

p , d'oi le théoréme.

Remarque 5.5. On peut démontrer un résultat analogue 3 5.4 en dimension relative

quelconque en considé&rant une section plane générique de dimension un et en appliquan

Bertini.

6. Appendice : démonstration arithmétique du théordme de réduction stable

(par P. Deligne)

Scient § wun trait et A une variété abélienne sur k(n)

n , de dimension

d # 0 . Pour §8'" —— S un morphisme local de traits, on note ﬁ”, la variété abé-

lienne sur k(n') déduite de A par extension des scalaires. Soient A le mod:

ot
slsl s'lsl

de 'AS'S' . Le théordme de réduction stable est le suivant.

de Néron de ﬁﬂ' sur S' , A sa fibre spéciale et A la composante neutre
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est exten—

Théoréme 6.1. Pour S' convenable, An' a réduction stable, i.e. "A;'s'

sion d'une variété abélienne par un tore.

I1 résulte assez facilement de 6.1. qu'on peut prendre S' tel que k(n')
;;i: une extension séparable finie de k{(n) . Supposons tout d'abord que le corps ré-
siduel de S est de type fini sur le corps premier (le méme argument marcherait pour

k(s) radiciel sur un tel corps).

Soient £ un nombre premier premier & 1'exposant caractéristique résiduel -
T,(A) le module de Tate, V,(4) = T, (&) 8Q, et o : Gal(n/n) — GL(T,(4)) 1a
représentation naturelle. Une extension des sScalaires préliminaire nous raméne au cas
oll le groupe d'inertie I agit de facon unipotente (1.2) donec & travers son plus

grand pro-f£-groupe quotient 13(1) (0.3). Soient T 1'image dans GL(TE(A)} d'un

générateur de 2£(l} et r le plus grand entier 3 0 tel que (’I-])r # 0 .0n a :

Lemme 6.2. L'application

c €1, vE V(&) —— (p(a)-N" (v)

induit des morphisme et isomorphisme

M I
v _—
mnt p(A) 8 Q) U, (4)
: +
(6.2.1) [ [
& |
Vp (&) /Rer(T-1)7 @ 0, (r) ———— Im(T-DF ;
VE{&)I et VE{A)l sont des Gal(s/s)-modules et M est galoisien.

6.3. On dit qu'une représentation f£-adique * : Gal(s/s) — GL(V) est de poids
n

M (n€Z) si la condition suivante est vérifide :
e

(%) Pour un modéle convenable X de k(s) (X = une variété irréductible de type fini
dél -

8ur le corps premier, avec k(s) = k(X)), <t se factorise par u](x,s) et pour x
- )

Un point fermé de X » les wvaleurs propres de <(F ) sont des nombres algébriques

x
dont les conjugués complexes sont tous de wvaleur absolue k(x) |""" (F_ désigne le
Frobenius géométrique ;_] b 1

26




5i V (resp. W) est de poids n (resp. m ) et que n #m , on a

Homcal(V,k) =0 .

. ¥ 2 i I .
6.4. 1I1 résulte de la propriété universelle du modéle de Néron que Ve(A) = ?EQAS s}
»
Si a est la dimension du plus grand quotient abé&lien de .AE s et m la dimension

, d'aprés Weil, Vi(A)I est donc extension d'une

de la partie multiplicative de 'AS <
]

représentation de dimension 2a et poids -1 par une représentation de dimension

m et poids -2 .

6.5. Soit AY 1la variété abélienne duale de A . Rappelons que VE{Ax) et vz(a)
(done Vz(A*}I et vE(A)I sont en dualité 3 valeurs dans QE(I). si a¥ et o
sont définis pour 2% comme a et m pour A , il r@sulte de 6.4 gue VE(A]I est

- % . a . = % = .
extension d'une représentation de dimension m et de poids O par une représentatic

de dimension 2a% et de poids -1 .

6.6. Le module galoisien @Q,(r) est de poids =—2Zr . Pulsque Im(Thl)r # 0 , on
8 e

déduit de 6.4, 6.5 et de 1l'isomorphisme 6.2 que r £ 1 . 85 r =0 , on a

donc m=0, a=d et An a bonne réduction. Supposcons que r = 1 . On tire alors

de 6.2 gue Im(T-1) est de poids -2 et que VE(A)/VE(A)I est de poids O ; ces

espaces ont méme dimension mosm .

On a alors

dim v£(A}I =2d - m 2a +m ,

1

2 a:liz:u..,dus'S z22(a+m 22 a+m+ m, = 2d=2 dim.As’s s

de sorte que A a réduction stable (dim:As g TE ¥ m) . On a obtenu en méme temps

que m, =m, i.e. que Im(T-1) & VE(A)I:g UEGAO s) est le VE de la partie multi-
»

- =+ -]
plicative de AS,s .

6.7. Pour traiter le cas général, nous utiliserons (0.5) (cf. 1.3}. On se raméne 2

supposer que
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o

= 2= I

(a) les conditions de (0.5.2) ou (0.5.3) sont vérifides ;
(b) Gal(n/n) agit trivialement sur Ay

(¢) l'action de I sur TECA) est unipotente.

Sous ces hypothéses, nous prouverons gque Aﬁ a réduction stable. L'hypo-
thése (a) permet d'appliquer (0.5.1) pour aveir § = Eim Si comme en 1.3, dont nous
reprenons les notations. Seit s: le point fermé de Si .

Pour 1 assez grand, la composante neutre A° du moddle de Néron AS

provient d'un schéma en groupe lisse 3 fibres connexes .Ai sur Si , et (,A.L)E est

constant sur S, - D . Le groupe tl(Si N D]._ s M) agit sur Tam) , et agit trivia-
lement sur TE{A}KE TE(AJ Q!AE . Comme en 1.3, on voit que Pi agit trivialement.
On a aleors par [1.3.1) :
T, (&), = T,(a) T,A, ) = T,%) =T, " = 1,(ali)
£ 1 £ I, . £ i,s; < i - £ £
et (6.2.1) est un diagramme de Gal{;ifsi)"modules auquel on peut appliquer les argu-

ments 6.4 3 6.6,
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Propriétés de finitude du groupe fondamental

par Michéle RAYNAUD

Soient k un corps séparablement clos de caractéristique p # 0 , X un
schéma connexe de type fini sur k et pr)(x) le plus grand quotient ''premier 3

p " de nI(x}. On montre, dans cet expos&, que, si X est une surface, fsp)(x) est
topologiquement de présentation finie et qu'il en est de méme pour ¥ quelcongue si
1'on admet la résolution des singularités.

Dans le cas d'une surface, la méthode de démonstration, due & J.P. Murre,

: H - 2 . i
consiste 3 se ramener au cas ol l'on a une fibration au—dessus de P avant les
¥

propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition ci-dessous.

Proposition 2.1. Soient k wun corps algébriquement clos, S une surface projecti-
ve, irréductible, lisse sur k . Alors on peut trouver un &clatement
g : § —— g ‘

ofi S' est une surface régulidre, munie d'une fibration

£ i § —= P

tels que f ait une section © , et qQue les conditions suivantes scient satisfaites :

(i) f est lisse aux points de U(PI} i

(ii) 1les fibres de f sont des courbes géométriquement intégres n'ayant

que des singularités ordinaires.

P " " ) 1 4
(1i1) il existe un ouvert mon vide U de P tel gque les fibres de f aux

Points de U soient lisses.

- - - - x . - . = r
La proposition résulte de 1l'existence d'un plongement projectif § —— P

tel qu'on puisse trouver un pinceau de Lefschetz par rapport 3 ce plongement (XVII

2.5). Soit en effer D = th} cep! un tel pinceau d'hvperplans ; rappelons que l'on

15
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a les propriété&s suivantes (loc. cit. 2.2) :
a) l'axe 4 de D coupe transversalement S :; le sous-schéma fermé a4
est donc ré&duit et formé d'un ensemble fini de points fermés de S , XpperesX o
b) il existe un ocuvert non vide U de PI tel que, pour tout point t &
Ht coupe transversalement S .

. 1 ”
¢) pour tout point t€ P -U , Ht coupe transversalement S5 sauf en un

point gqui est un point singulier quadratique ordinaire.

Par chaque point x de § n'appartenant pas & A passe un unique hyper
plan Ht » et 1'application qui, 4 x , associe ¢t € PI , st une application rati
nelle a de S dans PI de domaine de définitiom S-(a N S) .

On consid&re 1'éclatement g : S' — > S du sous—schéma fermé SN A 4

)

5 . Le schéma §' est régulier et la fibre Sx au-dessus d'un point x5 s'iden

i
tifie au fibré projectif d&fini par 1'espace tangent &% S en X donc est isomo

phe & PI (EGA IV 19.4.2, 19.4.4). De plus 1l'application rationnelle £ = ag est
partout définie (XVIII 3.1). Enfin, on peut associer 3 chaque point ® la sectic

- . 1 ¥
de f qui, 3 un point t € P , fait correspondre le vecteur tangent en xi a

H NS .
=

Vérifions les conditions (i), (ii) et (iii). On note que, pour chaque
L& P} , les courbes Sé et St = Hth S sont isomorphes ; le morphisme
Sé-—u——} St est en effet un isomorphisme sauf peut—&tre en les points X point
ol 5t est réguliére ; comme de plus S; est intersection compldte dans §' , Sé

est intégre, donc isomorphe 3 St .
Les conditions (i) et (ii) ne sont autres gque les conditions a) et b). En
f est lisse aux points de o car f est plat et car les fibres Sé sont géomét

quement régulidres aux points o(t) .

26

31




Corollaire 2.2. Les notations &tant celles de 2.1, soit Y wun diviseur 3 croisements
Loro . 2"~

¥' =Y % 8' . Alors on peut choisir £ , g , U tels que Y'x .U

normaux dans S ., s o

goit un diviseur 3 croisements normaux relativement 3 U .

On sait gque, s'il existe un pinceau de Lefschetz pour un plongement

r

g — P~ , les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert de la variété des droites de

p¥ (XVII 3.2.1). Il en est de méme de l'ensemble des pinceaux de Lefschetz dont 1'axe

.. 5 i 1
ne rencontre pas Y et tels qu'il existe un ocuvert non wvide UI de P tel que
1'intersection de Y et Ht soit lisse si t € UI . I1 suffit alors de construire
f et g & partir d'un pinceau satisfaisant & ces deux conditions et de remplacer

par UM U, =

2.3.0. Seit G wun groupe profini. Rappelons que G est dit topologiquement de
génération finie s'il existe un entier n tel que G soit isomorphe 32 un gquotient

du pro—groupe libre & n générateurs F(n) ; soit K = Ker(F(n) — = G) ; on dit
que G est topologiquement de présentation finie si, de plus, on peut trouver un nom—
bre fini d'éléments kl""'kr de K tels gque le plus petit socus—groupe invariant

fermé de K , contenant kI""'kr s Soit é€gal 3 K .

Théoréme 2.3.1. Scient k un corps séparablement clos de caractéristique p » 0 ,

X un schéma connexe de type fini sur k . On suppose gue les schémas de type fini et

de dimension < dim(X) sur une clBture algébrique de k sont fortement désingulari-

sables (SGA 5 I 3.1.5) (condition réalisée si dim X = 2 d'aprds [1] ousi k =0
d'aprés [2}]. Alors le groupe fondamental :fp}(X) est topologiquement de présen-

tation finie.
=8tion finmie

On peut supposer k algébriquement clos d'aprés SGA | IX 4.10.

I} Réduction au cas oli X est une surface régulidre.

8i f : X" —— X est un morphisme de type fini, on pose X" = X'x_8' et
on note (¥') .oer (xX'"y l'ensemble des composantes connexes de X' et X"
a A B BDEB :

respectivement. Lorsque £ est un morphisme de descente effective pour la catégorie

9es revétements &tales, le groupe fondamental I (X)
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en terme des groupes fondamentaux TI(X;) et :l(x;) : il en résulte (SGA | IX 5.2,
5.3) que, si les Il(X;) sont topologiquement de génération finie, il en est de méme |
de HI(K) ; si les :1(3;} sont topologiquement de présentation finie et les HI(XEJ

topologiquement de génération finie, I!(X) est topologiquement de présentation
finie.

Comme X est désingularisable, on peut trouver un schéma régulier X' et
un morphisme propre biratiomnel f : X' —— X ; comme £ est un morphisme de
descente effective pour la catégorie des revétements étales, il suffit de prouver le
théoréme lorsqu'on fait 1'hypothdése supplémentaire que X est régulier. On en déduit |
en effet que nl(x) est topologiquement de générationm finie ; sachant que HI(Xﬂ

|

est topologiquement de présentation finie et les HT(X;) topologiquement de généra-—

tion finie, on en déduit que Hi(X) est topologiquement de présentation finie.

Soit maintenant (Ui) iet un recouvrement fini de X par des ouverts affi-
nes et soit £ :_L__[__Ui ——— X le morphisme canonique. Comme f est un morphisme de
descente effective pour la catégorie des revétements &tales, on voit gqu'il suffit de
prouver le théoréme pour les Ui ; on est donc ramené au cas ol X est affine et

lisse.

On suppose désormais X affine, lisse sur k , et dim X > 2 . On peut alom

appliquer le théoréme de Lefschetz pour les schémas gquasi-projectifs ([3] Vv 7.4) 3

si Y est une section hyperplane '"'assez générale" de X , on a un isomorphisme
HICY) o ﬂl(X) &

I1 "suffit donc de prouver le théor&me pour Y , ce gqul nous raméne au cas ol

dim X =2 .

2) Cas o X est une surface lisse sur k

D'aprés le théor2me de désingularisation forte des surfaces, on peut trouvel
une surface § 1lisse, intégre, projective et une immersion ouverte 1 : X —— §
telle que le diviseur Y = § - X soit 3 ecroisements normaux. On applique le corol-|

; |
laire 2.2 dont on reprend les notations.
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Ln

Montrons qu'il suffit de prouver que le groupe fondamental de X' = XxSS'

est topologiquement de présentation finie. Comme X et X' sont réguliers et comme

on a

codim(x- \J {x:1,%) 3 2 ,

lgign
tout revétement €tale de X' dinduit sur X- L ){xi} un revétement étale qui se pro-
lgign
longe de fagon unique en un revétement &tale de X (SGA 2 1.11) ; ceci montre gue 1l'on

g un isomorphisme

n](x')g nI(x)

On considére le diagramme cartésien

C:‘—'C.Pi
&
=

=2
o A

of h = f|X'" . On note L 1'ensemble des nombres premiers distincts de p et 1

. LT & =z 1 =
un point géométrique au-dessus du point générique n de P ., Vérifions que les

hypothéses de SGA 1 XIII 4.8 sont satisfaites. Le morphisme h a une section ¢

car il en est ainsi de f . Prouvons la condition a) de SGA 1 XIII 4.7 ; les fibres

de h éEtant géométriquement intégres, le morphisme h est O-acyclique et locale-
ment (-acyclique (SGA 4 XV 4.1, 1.16) ; il reste 3 montrer que, pour tout faisceau
d'ensembles localement constant F sur X' » (F,h) est cohomologiquement propre en
dimension < 0 . Si ¢ est un point fermé de P1 et si Z désigne la fermeture inté-

grale de Spec § , dans n le schéma X; = X'x | Z vérifie la condition (s,)
P ,E P
aux points fermés de X' et est régulier en tout autre point, donc est normal ;

Par suite un revé8tement &tale de Xé dont la restrierion & X' est connexe est né-

o
Céssairement connexe. Ceci dBmontre notre assertion, d'o@ a). Comme xﬁ est le com—

Plémentaire dans Sé d'un diviseur 3 croisements normaux relativement 3 U , ht est
localegent l-asphérique pour L (8GA 4 XV 2.1) et, pour tout faisceau de L-groupes

constant fini F sur Kﬁ 3 (F'ht) est cohomologiquement propre en dimension < 1

: g g o | 1
(SGA 1 x111 2.4), d'od la comdition b). Comme P est normal et T =P - U de

34

II




codimension 1 , on

w

prof étT{S) 2 ,
d'ol la condition ¢). La condition
prof hopx(x') z 3

est walable en tout point fermé de X' d'aprés le théoréme de pureté, d'ol la condi-

ticn e). Enfin, pour tout point t € P° , h est lisse em o(t) , donc est localement

l-asphérique pour L en o(t) , d'ol la condition d).

D'aprés SGA | XIII 4.7, si a est un point géométrique de X' , on a une
n
suite exacte
) (x1,8) —— n1(X],8) — 1 (U,a) — 1
n

] —— 1

et le choix de la section ¢ définit un scindage de cette suite exacte. Notons K

(p)

1'image de HI(E,a) dans Aut(ﬂl

(x%,a)) ; le groupe des coinvariants sous K ,

Iip)(xl,a)x , est le quotient de HEP)(Kl,a) par le sous—groupe invariant fermé

n n
engendré par les éléments du type x ]qx , oi x & HEP)(Xl,a} , a€&€ K . D'apraés loc.
n

eit. (4.7.4), on a un isomorphisme

HEP)(K‘,a} zngp)(){;,a) X
n

5 1 A = i = s
Soit P - 0O = {ti} et, pour chaque 1 , solt Ti le localisé strict

I<isn
de P en un point géométrique t. au-dessus de t. et s le point générique de
i i
Ti . Un revétement étale de U , dont la restriction 3 chaque Si est triviale, se

- s 1 7oy ;
prolonge en un revétement &tale de P , donec est trivial. Pour chagque i

, soit
E(si) la cloture algébrique de k{si) 5 l'assertion ci-dessus revient 3 dire que
H](U,a) est égal au sous—groupe invariant fermé engendré par les images des groupes
de Galois, Gal(E(si),k(si)) , dans HI(U,a) . D'aprés I 5.3, 1'image Ki de
Gal(E(si),k(si)) dans Aut(ﬂfp)(xl.a)} est finie. Comme K est le plus petit sous:
groupe invariant fermé contenant tgus les Ki , et comme 3ﬁp)(X%,a) est topologlqus

ment de présentation finie (SGA 1 XIII 3.2), ceci prouve que ﬁip)(xﬁ,ajk s donc

aussi H&P)(x) qui lui est isomorphe, est topologiquement de présentation finie.
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Remarque 2.3.2. La résolution des singularités n'est pas nécessaire pour démontrer
—
1e théoréme 2.3.]1 dans le cas oG X est l'ouvert complémentaire d'unm diviseur 3 croi-

gemenls NOTmMaux d'un schéma projectif, lisse sur k .
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FORMAL DEFORMATTON THEORY

by D. S. RIM

1, Formal existence theorem

We recall the notion of cofibered category (3.G.A.1.IV),
Let C be a fixed category. A cofibered category A over C is, by definitien,

a category A tTogether with a functor P : A -»C such that

Ax,l. For any map f in C and any object a in A with P(a) = the
source of f , there exists an f-morphism o : 2 ®b which is cocartesian (i.e.
for any f-morphism 2" : a =2 b' there exists a unigue T-morphism T : b = b’

in A such that ' = T+0 where T = the target of ¢ ),

Ax.2, A composit of cocartesian morphism in A is again cocartesian,

The following properties of a cofibered category P A 2>C follow

immediately from the definitions:

a' be any two cccartesian maps such that

5
P(a) = P(B) . If there exists a cocartesian map b 2 a such that QY = 8y ,

(eancellation) Let =

e

them o =8 .
o
=

dm

1

(factorization) Given cocartesian maps = a s &

bl
exists a cocartesian map a' = 2'' sueh that Y@ = B if and only if there exists

a'' , there

=

£ : P(a') *P(a'') in C 'such that f£P(X) = P(B) . Furthermore Yy is unique,

Let A be a cofibered category over C , For each cbject S8 in C

we denote by &(S} the subcategory of A whose objeets are the objects a in

1
st -
A cofibered groupoild over € 1is a cofibered category A over £ such that A(S)

A such that P(a) =S , and Hom(gy(a,a') = {U.eHomA(a,a'HPEﬁ) = id
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is & groupoid for every object S8 in C . We recall that a groupoid is a cate-
gory in which every morphism is an isomorphism. Thus, a cofibered groupcid over
c is a cofibered category P : A ?C such that every map in A 1is cocartesian,
Purthermore, for every map @ € F4(A) , @ is an isomorphism in A if and only

4f P{a) is an iscomorphism.

Throughout the rest of this section, we fix a complete noetherian local
ring A with the residue field k , and we set £, to be the category of
artinian local A-algebras with the same residue field k , where the maps are
local homomorphisms over ~ . From 1.2 on, a cofibered groupoid A over _c’\
is always assumed to have the property that A(k) = {e} , where {e] denotes the
eategory in which Hom[e}(a, b) consists of one and only one element for any two

objects a, b in f{e} . Amap a' —%—> a in A will be called simply a

1y = 1 [+ 4 4
Cp -map if p(a') = pla) and pla) =1,y .Amap a' ——> a on A will be
called surjective, by abuse of language, if p(a) : p(a') —» p(a) is surjective

in B

Ex.1.1.(a) Let F : C—»(categories) be a functor. Define the category
F as follows: an objeet in F is a pair (8S,a) where S €ob(C) znd

a €EobF(S) , and a map (S,a) = (8',2") is a pair (f,u’) where f : & =>8' is

amap in € and u' : F(f)a 2?2' 1is a map in F(3') . Composition of two maps
CON | - T

(S.a) _(I—"-t'l‘—)—P (3'a") aH (8",a") dis given by

(f, u"-(F(zg)u')) : (S,a) = (8",a") . With respect to the functor P : EoC

glven by (8,a) » 3 , F becomes a cofibered catezory over € . If P(8S) is a

Broupoid for every S € ob(C) , then F is a cofibered groupoid over C . 1In

Particular, a functor F : €~ (groups) yields a cofibered group, and a functor
F: C - (Ens) yields a cofibered discrete groupoid. We alsc note that a natural
transformation ¥ : F - G , where F,G : C = (categories) are functors, induces

4 cocartesian functor @: F > G over C
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T N
isomorphism X @ke—s ¥ @k . Then the functor Isom = ¢, ? (groupcids)
I A X ¥ —A
given by Isomx _V_(S] = the set of isomorphisms X @& S“—g-—' ¥ &5 uch that
4 N A
C@k = T yi . -
A X vields a cofibered groupoid P : Isomx,Y E!\ .
Ex.l.1l.{e) Let XO be z fived scheme over k , and let E‘}{ be the
0
category consisting of deformations of X, over Ca (see §4). Thus an object in
is a pair (R,X) where R is in C, and X is a deformation of X, <o

”E

. Then the functor P : I‘-_'lx > C, siven by (R,X) W R defines a cofibered

groupoid over C, .

Ex.1.1.(d) For any groupoid X we denote by [X] the discrete groupei

consisting of the isomorphism classes of objects in X , If P : F = is a

=A
cofibered groupcid, we obtain a functor [F] : Ty (Ens) given by
[F1(s) = [E(s)] , and in turn a cofibered discrete groupoid, which is, by abuse
of notation, denoted by [E] -

Definition 1.2. _A cofibered groupoid A over Qh is called semi-homogeneous if

the following properties hold:
(1) every diagram 8 mmmmme » 2
v i
2y —» a

of solid arrows in A where a' = a2 1s surjective can be complete

into a commutative diacram including dotted arrows
""1

(2) Let R x k[e].\_’ktgj be the projection maps, where k[e] is the

a ————____) 3
ring of dual numbers over k , and let a be nl—map

b' B E
in A . Then there exists a Eﬁ—:t-a_p v :a'—P b with a= B+

if and only if (ﬂz)*(a'] ~ (-.12}*('::-

Remark 1.%.{z) A refoermulation of the notion in terms of 2-categories will be
given later in 2.6(b). We note that if A is semi-~homogeneous. Then so is [A]

and in particular 1.2(2) entails the canonical map
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(AR xx[e])]—s [A(R)] x [A(k[e])]

to be bijective,

Remark 1.3.(B) Consider
Hemarx

a commutative diagram

in a cofibered category A over C, . Set R = P(a) , R' = P(a') and

R, = P{ai) for i =1, 2

i

114

. If we set a" to be the "direct image" under the

. o
map (P(vl},P(vgjj : R R, ¥ R, , we obtain a commutative diagram

Thus 1,2(1) can be replaced by

(1)': every diagram

R, 2R

a . . R R " B
2 in A above hE 2 in © » Where
2 i
JN\\gf(/f \\‘Hf(/

is surjective can be completed to a commutative diagram

N e WONE

Remark 1.3 (c) I A is
A(k [€])] is canonically

k [El is the ring of dual

(i = 1,2) are projections.

a semi-homogeneocus ecofibered groupeid over C » then

M

provided with a vector space structure over ik , where

numbers over k ., Indeed, let be the cztegory of

<t
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finite-dimensional wector spaces over k Then any functor H : V- (Ens)

preserving the product is canonieally factored through

v ———— (Ens)

where V = (Ens) is the forgetful functor. On the other hand, the functor
G:V——> C, given by W—>k[W] =k @©W , with W = 0 , transforms
products in V into fibre products over k in Ey, «- If A 1isa semi-homo-
geneous cofibered groupoid over C, , then [A(k[V] ;;;[w])] —» [A(X[V])Ix[A(K[W],
is bijective by l.3{a), and the functor V Hf&{k['\?]}j commutes with products.

hence the result,

Definition 1.4, (1) Let R € ob(C,) . A small extension of R in
Ca

surjective map R' ——> B 4 such that (Ker £)° = 0 and Ker £ =k

n
in C, is 2 small extension of R if

In other words, R' ——= R
0—+» k——> R' —=>R—> 0
is exact for some t €R' with +..2 =0

(2) Let A Dbe a cofibered groupoid over C, - 2nd let a be an objec

in A ., A small prolongation of a is an arrow a' —2 .+ 2 in A such that

P(@) is = small extension in C, . An arrow a' —2 5 a in A will be called
"versal for small prolongations of a " if, for every small prolonzation

! 2 4-
ag —> =a in A , there exists a commutative diagram

Proposition 1.5. Let A be a semi-homogeneous cofibered oupoid over E,.\ =

a
1 T - W -
(1) Zet R ;k[&‘-] ?.?kl:é:] be projection maps in € , , and let a > a

36
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be a ﬁl—map. Then there exists a map a —Bv 2a' such that a B = 1,

if and only if there exists a map a ——» ﬂﬁzj*ﬂ-' .

(2) let R' — R be a2 small extension in C, , and consider a commutative
diagram
R'xR'
R

N
N N

fine the canonical map ¢ : R'XR' —s k[Ker £] by ?{ri, ré) = ri{{)}-f—{ri-r'é} .

£ there exists 2a map a' — (:‘.'“J*(a",l » then there exists a map ¥: a' — =2

such that c.=a1-*r w

Proof (1) The part "only if" is clear. Now assume that there exists a map

@:a—> an}*a' . If we set 'n-h : R —R I:k[e] by h=1 %XPl¢ , then the

composite map R 25 % % k[e]—-l—r R is the identity, and therefore we get
y n

maps a?f*a such that &Y = 1, where P(Y) =h and PLc'i) = 1"!‘1

On the other hand, ‘I'I'z-h = Pl¢l and hence there exists a 1'T2 -map

Vit ; f . _ 1 2
hg —— (T‘rz,*‘; . This means that k1'r2,1 *{n*a) - L‘r'rgj 2 » and therefore

by 1.2(2) we have =a EA—map u:ha—-> a' such that a-u = 4 . Define

B:a— = by B=uey , Then a°E=G-u-Y=E.1»Y=la .

(2) Themap 1 Xf : R' Xh' ——= R' #w[Ker £] is an isomorphism

R k

; i . . . o, s "
etompatible with the projections on the first factor, and ﬂ?:ilej = £ where
s : R' X[ker 1] — k[Ker f] is the projection map. We note that

P T : - o
k(Ker £] < k[e] =ince R' —» is a small extension., Therefore, if there
exist i g . \ ¢ st " i = ; N :

“Sa map a' —> (f).a" = (,—.2;* [{1 f;*a ] » then by (1) above there
exists a map yt: a' — a" such that a'.¥' =1, . Define Y ta'l —s &
by L 33'_-‘." . We then nave Cl-"‘ = a .

T
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Corollary 1.6. Let A be a semi-homogeneous cofibered groupecid over C

and consider a dia

@
o
=1

N e

in A where a,l is & small prolongation. Assume that a 1is versal for small

prolongations of e . Then there exists a map a' —2&— a such that a = @ P

1
in A if and only if there exists a map f : Pla') = P{a.f) such that

Pla) = Pla,)* £ 4in S, -

Proof: Assume that Plg) = P(alJ‘f where f : Pla') = P{al} . Replacing a'
by its direct image under f , we may and shall assume that Pla) = PLq,lJ a
Set R' = E’La.l} » R=Pla) . Since A is semi-homogeneocus, we get a commutative

diagram
R ] XR r

a' above R' R
R
Since a 1s versal for small prolongations of e , so is a' and therefore

our statement follows from 1,.5(2).

Definition 1.7. For each object R in _g‘h we put QO =Mj(mn1{+}{2) where m,

M are the maximal ideals of A , R respeetively. It is a finite-dimensional

vector space over k , and R I—>ER defines a functor [ : C, = ¥ where

v is the category of finite-dimensional vector spaces over k ., If A isa
P
cofibered category over E.-\. » then the composite functor & 5 9,-\ -» E is, by

abuse of notation denoted by 0 again.

Proposition 1.8. Iet A be a semi-homogeneous cofibered groupoid over _c_ﬂ

Then, given an object a in & versal for small prolongations of e , there

exists a' =« a such that

38 |
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(i) a' 4is versal for small prolongations of &

(ii) pla') — pla) 1is surjective; and the kernel is annihilated

by the maximel ideal of pla) .

(iii) ﬁ;r ———9-5£ is an isomorphism.

Proof: Set R = Pla) and consider an exact sequence 0 =+ J =2 S35 =2 R - 0 where
=rec-
& is a formal power-series ring over A in a finite number of variables, and

J = M2 where M 1is the maximal ideal of S5 ., Let T be the set of ideals Jl

in S such that (i) J 2 J, DMJ and (ii) there exists

1 ﬂi-morphism a, =»a in

i -
A where ™ol S/Jl - R is the canonical map, The property 1,2(1) of A  together
with the fact that J/MJ is a finite dimensional vector space over k entails

that there exists a smallest ideal in the family T . Let it be J' and choose

a ' -morphism a' S a where ©' : 8/J' + R is the canonical map, Note that

na"*Eg. is an isomorphism since J' o J o M° . We claim that 2' $ a2 is versal

for small prolongations of a ., Indeed, let ala a be a small prolongation, IT

we put Rl = P(alJ s we obtain an exact commutative diagram

0 = J/MJ - S3/MT >R =0

J,h J,hl I
0= k - Rl -+ R=0
If h=0 , then m o Rl -+ R admits a cross-section so that h1 induces

£ AT - R, . If h #0 , then hy : §/MJ » R, is surjective and hence h,

induces £ : §/7' » R, by the definiton of the ideal J' . Therefore in either

cases we obtain a commutative diagram

= £

8/J Rl

T I\. %1
R

Since a is versal for smell prolongations of e , it follows from

1.5 that we obtain a commutative diagram
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Let P : A< L, Dbe a cofibered category (in groupoids), It is then clear

that we obtain a cofibered category

pro(?) : pro(A) - pro{EA,. (in groupcids)
(pour la définition de la catégorie de pro-objets pro(A) , wvoir A. Grothendieck,
Sém. Bourbaki 195),
A ———————> pro(d)
P \l pro(P)
—_— &
2 pro(C )

L

Now let gﬁ be the full subeategory of pro-gﬁ in which

"~
ob(C ) = [{Hijiez_i > R € obtgﬂ}l ¢; * Ry »R; , is surjective for all i and
! ) 2 2 : S
induces isomorphisms Ei/z"l._‘“+‘rﬂi - m—i—]./E,.\"‘Ei»-l for all sufficiently large i 13

where N stands for the ordered category of natural numbers, and my is the

maximal ideal of Ri . We set E to be the full subcategory of pro-A in which
ob(f) ~ {2 € oblpro(A))| prot?) (a) € ob(d, )3

-~ ~
We then obtain a cofibered category B A= En (in groupoids) with a commutative

diagram

ol
O e | 1>
HE— |
o2

e
e

i
1

We note that the category Eﬁ is canonically equivalent to the category of complete

local a-algebras of formally finite type over A with the fixed residue field Xk

Henceforth we shall make such identification,

Definition 1.9, Iet A be z cofibered groupoid over QA

- An object E 1in
o~
A is called a guasi-initial cbject of ﬁ_ if for every object

o~
a in A tihere

exists a map g =« a in E . A guasi-initial cbject & of E is called minimal
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if the morphism g : nhp = [gj induces a bijection
g(ife]): Hom, . (R.k[e]) = [A(k[e])] , where R = P(g) . An object € in A is

called a versal formal object of A if every surjective map g : 2" »a in A

jnduces a surjective map Homﬁ(g,a'} - Homﬁig,a} ;

~
A versal formal object § of A is called minimal if the morphism £ : oo [A]

induces a bijection g(k[e]) : Homn—algtﬁ’kEEJ) -+ [A(k[e])] where R = P(g) .

Proposition 1.10. Let A be a cofibered groupoid over C =

A
(1) evervy (minimally) versal formal objeet of A is a guasi-initial (minimal)
gblect of E .
3 o ~ . + -4 - - r -
(11) If & is an object in A such that E(k[e]): HO";n—alg{R’kEEj)—' [A(k[e))

B
is injective, where P(E) = R , then every endomorphism of £ in A is an auto-

o~
morphism., In particular a quasi-initial minimal objeet of A , if it exists, is
unigue up te {(non-canonical) isomorphism,
Proof: (i) 1let E be a versal formal object of A , We must show that, for any

o~ § = H St = -
objeet a in A , we have a map £ =» 2 , By the definition of A , there
" . . % 1
exists a seguence of surjective maps in A —-mma —=3 a e R —— @

such that a = lim a_ ., Assume that there exists maps @ ¢ g2 ai such that

u1¢i = {05 4 forall i <n . Since £ is a versal formal object of A and
: > - “n
P a =a is surjective in A , we obtain 2 map E —> =2 such that
n =1 o = = bl
un¢h = " . If we set @=1limeg . we have (¢ : € 22
n

h Y 'S e - -
(11) 1Ie B —d g beamap in A |, Then for every )X € Hom - 1_'9,4[5 we
have ALE = R*aE = (a-P(q x& and hence by the hypothesis cn £Z we have that
A = A P(q Tor 2811 X & Hom, 91_-3,1{:' s, and therefore Flg R<+R is sur-

al to see that every surjective endomorphism of a

RlL

noetherian ring is always an automorphism and hence Fa is an automorphism

°©f R and therefore g is an automosphism of g .

Theorem 1 1 T ‘ A
f2oren L1. (Sehlessinger Let A& e & cofibered groupoid over C A
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adnits a2 minimally-versal formal cbject if and only if

(i) A is semi-homogeneous

(i1) [A(x[e])] 4is a finite-dimensional vector space over k (ecf. 1.3(z)).

Pl
Proof: (Necessity) ILet £ in A Dbe a minimally-versal formal object of A

»

and consider a diagram

i -
\ A
a

in A where g is surjective, Since € 1is a guasi-initial object of _E s there

exists a map £ - al . 8ince g is surjective, the composit map g 52 ==

1

can be lifted to s i,e., we obtain a commutative diagram

g’/,g\\y
2y -
\\\! ,{ﬁ
&
which proves the condition 1,2(1). We now prove the condition 1.2(2). et

i s

/
‘““—-—ﬁ9k[€1
T2

Sxk[e]

be the projections,

and let
a' b’
ha/s
be ™ ~WAps in A ., By the definition of E , we obtain a commutative diagram
/g
u w
av \h'
;F\\! E{,/g
&

and in particular we have nlsP{u} = wl-P(vJ . Assume now that

(ﬁeﬁ*a' ~ {ﬂEJ*b' - We then have my°P(u) = mp"P(v) because of the minimality of
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Besark 1.12

g , and hence Plu) = an(U)x neP(u) - ﬂlP(VJx ﬁQP(VJ = P(v)

Since A is & cofibered groupcid, we obtain a unigue isomorphism a' S b' in
A(Sxk[e]) such that gu =v , Then gou = gu entails that o= q since A
is5 a2 cofibered category,

(Sufficienzy) Let e be objects in A(k[e¢]) which form a

2 A
1*%a%eersCy

k-basis of the vector space [A(k[e])] ., and choose a; in ﬂﬂk{g}:.,_ik[ejj

guch that (my)ye; m ey . Then &l(k[e]) = Hom, ).

Jective, where R, = F(al} . In particular a, = e 1is versal for small prolonga-

(Ry,%[e]) > [A(k[¢])] is bi-

tions of e . Choose a2 -2y which is versal for small prolongations of al

such that 01 - 0. is bijective, We then choose a_, - a , versal for small
&2 al > 2
prolongations of &, such that ﬁ% -;ﬁ; . is bijective ete,., and set
3 2
E = %1@ ar « We claim that £ is a minimally-versal formal object of A . Indeed,
n -

since 0. =10 is bijective for 21l n , . =0 is bijective so that
a an—l 4 al

n
€(k[e]) : Hom (R,k[c] =» [A(k[e])] is bijective. Now consider a diagram

N-alg

where g 1is surjective in 4 . We must show that h can be lifted to =a For
this, one may assume, by induction, that a' 1is a2 small prolongation of a
Since Pla) is an artinian ring, h : E - a is factorad as a composit map

E =

o
)

for some g . Since A is semi-homogeneous, we get a diagram

lII'__; t

a
l !J;.
a

a

small prolongation. We then obtain a commutative diagram

o

n—p

N
e

g 7

where o' i

0
f
P-d
n
o
w

a
4
et

el

and therefore we are done.




P Ui,

-l

be anr infinite seguences of zrrows fh A suen that

&, is wversal for small prolonzations of =a

.
i i-1

P(ai | —3> Pla is surjective

1.1/

ﬁa —— ﬁa is bijective for i >> 0
i i-1

Then the above proof shows that #' m al. is a wversal formal object of A

Remark 1.135. Tet A be a cofibered groupeid over g‘, ». If A has the property
1.11(i) and (ii), then so does [A] , and 2 ¢ ob(R) is a minimally-versal formal

object of A if and only if it is so for [A] by 1.10(ii).

Remark 1.1%., Let A be a cofibered groupoid over gﬁ , admitting a minimally-
versal formal object E . Then an invarisnt of R = P(g. » which is a complete
local p-algebra of formally finite type over A , is automatieally an invariant
of A over E'A . Therefore, for example, we shall say that A is (formally)
smosth over _Qﬂ if R is (formally) smooth over A 1i.e., a formal power-series
algebra over A , or we say that A is dirreducible over E,\ if Spec(R) is

irreducible etc., In the next section we introduce the notion of "smoothness'" of

a functor A » B over EA » where A, B are cofibered categories in groupoids

o B e e s ST A

over % . It turns out (ef, 2,4) that "A is (formally) smooth over gﬂ" is
eguivalent to " P : A = L, 1is a smooth funetor” , and therefore no confusion
arises. We also define the dimension of A4 over E;\ by dimc A=dimkgR ,
=\ M
For this we note the following fact: ILet El( be the category of artinian local
k-algebras with the same residue field k . Then Ek - EA is a fully=-faithful
imbedding, whose (lefi) adjoint functor gﬂ +_gk is given by R>%X &R ., Let
A

the —1 ' T ¥ Th it 4 ivia #
_&!_Qk be the pull-back o P &-—)EA under Ek —pgf\ . Then it is trivial to see
that if § 1is a minimally-versal formal object for A over gﬁ » then k 8 €

) N

is a minimally-versal formal object for Elgk over G, , where £ -k® & is a

cocartesian arrow above R -+ k ® R , It follows that dim, A = dim, (4|
4 a2 A

1
8
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1,15, In the remaining of this paragraph, we biefly explain how to modify the
.

n'eaeeding theory in order Lo allow for residue field extensions,

Let an and X Dbe complete noetherian local rings, with ¥ a pA-algebra,
We assume that
(a) the natural map from A to K is a local homomorphism;
(b) the residue field K' of K is an extension of finite type of ths residue

field k of A .

The most interesting case is when K =X' and K is a finite inseparable

extension of k

We denote by CR ¥ the category whose objects are the complete noethe-
£l
rian local rings R , provided with a structure of A-algebra and with a A-epi-
morphism s : R — K .,

We dencte by Cﬂ K the subeategory of CR g Cconsisting of the (R, s) such that
El El

Ker(s) is a R-module of finite length. Thé category CR x can be identified with

a full subcategzory of Pro(CA g e

If ¥ is artinian, so is any objeet in CA v
k]
For any finite dimensional vector space V over K' we denote by

ﬁ?{K} the algebra of dual numbers over K defined by V ; its elements are of

the form %k 4+ v ¢ (with kR g K , v £V anrd 32 =0 =
(k+ve) (2 +v' &) = (k ') + (kv' + %" v)e ). The map 5 : D(K) =» ¥
8k + v ¢) = X , turns DV(KJ into an cbhject of €, .. ., The wole played before
2 =%
by k[e] will be played here by I}.{-(?Z',' %
As explained in 1.8, any cofibered groupcid 4 over o2 ¥ extends in
L) LK
& natura] way to a cofibered category éf over C? = o # map in A or A" will
vp I b
be caliea surjective if the corresponding homomorplism of algecras in O 25
or in Sl is
4
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We assume that A(X) = {e}

Definition 1,18, A cofibered groupeid A over CJ\K is called semi-homogeneous
EAT |

if the following properties hold:

(z) gvery diagram

=

—_———— a'

l

of solid asrrows in A , where a' —3 a is surjective, can be completed into

Hn:(-—-h-—su

a2 commutative diagram including dotted arrows;

(IT) For any R , the matural map

[A(Rxy Dyr(X))] » [AR) x A (Dyr (K))] = [AR)] x [A(Dy (K))]

is bijective.
If A is semi-homogeneous, so is [A] .
1.17. Let us first consider the restriction of A +to the full subecategory of
. E '
h
Ch,K whose objects are the DV(K} . Iet {3 be the vector space Kfn?k X "
and d : K= the derivative, A map £ : Dv{K} - Dw(K} can be written:

flk +ve)=k+ (ulv) +D 4 k)

with u g HomK,(v, W) and D € Homg.(Q, W) . If we identify T th (u, D)
the composition law is

fu, D) e« (u', D') D+ulb') .

(]
~
o
=]
.

The condition (II) entails
(IT') +the funcior from K'-vector spaces to sets

v > [AD(K))]

commutes with products.

Lemma 1,18, Assume condition (II') is satisfied by A . Then

46
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(1) {A(DK.(KJ)] carries a unigue vector space structure, such that

fi(Dv(K”] ~v 3-1{,[5@}{,(}(])} as a functor in V

(2) There is a linear map Y : Hom((1,XK') = [&{DKT{K})] such that, for any

D € Hom(ﬁa Kl) ]

LA((x, D)}] : [A(MDL.(K))] = [A(DL(K))] is x > x + y(D) .

(3) For any (u, D) : D (X) —= D (X) , the map
(u, D) = [AMDK))] = [A(D(X))] i.e.
(u, D) : V& [A(D(K))] » W ® [A(D,,(K))] is

x —> ulx) + v(D) .

Let us introduce the notaticns
Ca(D,(x))]

F(K')

F(V)

A

F(u,D) : F(V) * F(W) = the map induced by (u,D) : Dy (XK) = D,(X)

F(D) : F(V) »F(V) : F(D) =F(1, D) .

By (II') and the fact that XK' is a K'-vector space object in the category of

K'-vector spaces, F(K') is a K'-vector space in (Ens), hence a K'-vector space,

and (1) is clear, Iet us now identify F(V) and V& A .

We deduce from the identity
(u, D) = (1, D) » (u, 0) that
F(u, D) = F(D) o (u @& 1AJ B
The functoriality of F amounts to

(o) Id

Il

F(D) » F(D') = F(D + D')

(u®1) » F(D) =F(ubd) = (uD1,)

Forany D : =V and any n €N , if 1 and p are the maps
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then p 1 D=0 and the following diagramm is commutative
Ve a > (veaxk'™) ®a >x'"® 4
F(D) F(1i,D) ‘
V8 A > (VEK™T) ®A > xR A

let x : K' =2V be a map, x = x(ei:l » and let a, be a family of elements

- i

of A . We have (1.. + x)
v

o
e
o
o
1]
w}

Hence, if

L}
g
i
W
+
o

F(i D) (E e ai} (e € V& H) , then

i
F d b =5
F(D) (T %5 2;) Tx. a
and a does not depend on the x Hence,

F(D) (y)

]

¥ + @G(D) s With
G(D +D") = (D) + G(D")

u G(D) = F(u D) (for any u : V =+ W)

One easily checks that any such G 1is defined, for some Y £€0 & A , by the
formula
G(D) =D®1, (v) »

as promised in (2) (3).

Definition 1,19, (1) An object £ in igs called versal formal object if

e ———— e S ——

] s

every surjective map a : a' —> =a in A induces a surjective map
Hom.(E, 2a') —> Hom. (E, 2) .
A A
(2) A formal versal object & in A , with image (R, s) in :‘R,{ » is
»

(&)

called minimal if for any two maps @, <,q:.2 : R:"’ DK’(K) , i

tpl(g) is iso-

morphic to (,02(‘3) s then there exists a derivetion D of K into XK' sueh thal

3 ) |- i3 - s
(1, D) (@) =0, , i.e. ©,~¢, =D s .

Theorem 1,20, If A is semi-homogeneous and if

diWK: ([A(DKr (KJ)EJ B,

then A admits 2 minimally versal formal cobject, and any two of them are

48 i
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isomorphic.

With the niotations of 1,18, let H¥* be a subspace of [&(DK,{K})] )
supplementary to the image of vy , and let H be the dual of H* |, We define
R =D (K) . ILet E_ be an object in A(R_) , whose image in
(] H e =
[a(r,)] = H® [A(D,. ()] = Hom(H*,[A(D,.(X))]) is the inclusion of H* in

[A(Dg: (K))] . Then

(1) The maps Hom, (DH(K). DV(K)) — L&{DV(Kﬁ}l are surjective
VA,K

(2) The minimality condition 1.19(2) is valid for (Ho’ §o}

Choose now some S € C‘;\ w formally smooth over A , and an epimorphism
El

t 1 §—= Ro such that

nRo/'ﬁ‘ e

r 1
}ns/n &K %

If M is the maximal jideal of 8 , we inductively define, for nh = 1

R = S,—"In and En € Ob(ﬂ(ﬂn)} by the properties that

(a) I is the intersection of the ideals I : IMCICT such that £
n+1l T n

extends to an object § in A(S/I) .,

(b) €

exte 1 of =
ney 15 an nsion o En

e
4]

If R =1im R and £§ = 1im § » then one checks that (R, £)
. n : n

& minimally-versal formal object, and the only one up to isomorphis=m.,

2. Prorepresentable cofibered groupoids.

Let A be a cofibered groupoid over _(_Iﬂ » admitting & minimally-versal

formal object & |, 1In general we can not recover A (up to C,-equivalence) out

5
of FE T
> alone,.One has +o know when two maps R —= & +vield a C,-isomorphism
£ & -z . R
8(e) — s(g) , where R = F(E . As an zpplieation of 1.11 and 1.12 we now
eonsider the guestion o: scovering A " up te C,-eguivalence, Indesd, we
A% FATER

s
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shall have a guite satisfactory answer zpplicable to a wide class of

groupoids,

A number of cofibered groupoids which usually oeccur in practice enjoy
a slightly stronger property than those of semi-homogeneous cnes, as it will be
defined explicitly in 2.5, To investigate them it is convenient to rephrase what
we have done so far in terms of "smooth functors" . All the notations and termi-

nologies in the previous section remain in force throughout in this section.

Definition 2,1. Let ¢ : A—>B £ 1 ver Eﬂ .
We say that © smooth if every surjective ma B:b' —>epla) in B ean

be completed to a commutative diagram I

wla') 29
(=) B
e(a)
ola) i
for some o : a' >a in A . We say that ¢ is minimally smooth if it is

smooth and (k[el) : [A(kle])]———= [B(x[e])] 1is pijective.

Remark 2.2(a) ILet @ : A

> B be a functor of cofibered groupcids over QA .
We note that " ¢ is smooth" ® "every surjective map B : b' —>¢(a) in B

> b' isa

can be completed into a commutative diagram (=) such that (a')
C,-isomorphism" = "every small prolongation B : b' —> @(a) in B can be

completed into a commutative diagram (x) ".

Remark 2.2(kb) For any cofibered groupoid A4 over C, » the natural functor

A ——=>[A] is minimally smooth.

-~

Remark 2.2(c) For each object R in Cp » we set hR H EA_> (Fns) to be the
functor defined by hB(S} = Hom, lg(B’ 5} for all 8 in C, . It associates
a cofibered discrete groupecid bl-‘( over C, , and a map R —> 5 in C.
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induces a funetor ES —}I_IR of cofibered groupolids. The functor };15 —_— ER
gnduced by a map R —> 38 in C, 1is smooth if and only if S is a formal

power-series ring over R .

€, - let us denote by (R, g_ﬂ) the cate-

gory of arrows i1y _{*}_ﬁ with the source R and a target in EA « Let A ©be a

Remark 2.2(d) Given an object R in
SeEas—

cofibered groupoid over C, . Given EC€obA with P(B) =R , let

_p._‘ ——> (R, EAJ be the pull-back of A —> C, under the canonical functor
; £ - .
(R, E,\J —> C, and choose a section E" such that § (:LR) =& . (This simply
means that we choose, for each map R ~— >58 ,a=a f-map & —> E(f) ). We then
g £
obtain a functor §# 3 XJR —> A over C, by sitting (R ——=8) — E(f) ,

Of course this functor does not depend on the choice of §# up to natural egui-

valence of functors. New " g# : hy—>4A is (minimally) smooth" means that

every surjective map &' —2 S E(f) in A can be completed into a commutative
diagram
5(c") > a!
o
()
g(f)

(and Llﬁ{kfal)

> A(x[e]) is bijective), which means precisely that £ is
a (minimally) versal formal object of A over £, .« Thus we conclude that the
existence of a2 (minimally) versal formal objeect of A 1is eguivalent to the

existence of a (minimally) smooth functor E‘R —=4A gver gﬁ for some
R € Gh(-{_:..-‘\J

The following general properties on smoothness are trivial to verify,

Proposition 2.3, Let A —2—>3B € > ¢ be functors of cofibered
Qupoids gver c, .
(a) If ¢, ¥ are both smooth, then so is T.0 .

(b)

I

¥.¢¢ is smooth and ¢ is surjective on isomorphism classes of objecis,

1
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then Y 1s smooth,

Remark 2.4. ILet A be a cofibered groupoids over gﬂ s admitting a versal formal
object & . This means, by 2.2(d), that ¥ : hy = A is smooth, where R = P(§) .
Therefore we have, " A 1is (formally) smooth over Qﬂ_ e, f. 1.13) 4.e., R isa

formal power-series algebra over A " & "the composite functor

n, 323

- I - : n " ~ n
Ch (= Qﬂ} is smooth" = 5_3 C, 1is a smooth functor” by 2.53(b).

We now consider a stronger property than being semi-homogeneous.

Definition 2.5. Let A be a cofibered groupold over C, . It is called homo-

geneous if every diagram

P —

b —

where a' =2 1is surjective admits a fibre-produet a' X b' in A such that
a
P(a' ¥n') = Pl(a') xP(p') .
Pla)

Remark 2.6(a) ILet A be a cofibered groupoid over EA , and consider a diagram

R R,

" T

s
#* - = . \
(%) a.l\sl z/{ag in A above the diagram H1 R2
a /
R

in € where TI are the projections, If a Tibre-product a, X a exists in A ,

A i 1 & 2
we obtain a unigue map ¢ : a' = al X a, compatible with the projections. If
a

o + 5 £ 4 F s o i +herefd
P(al ; aa) Ry ; R, ., then P(g) dis the identity map on Ry ; RE and therefore
¢ 1is a C,-isomorphism i.e,, a' = 2y X a, . In other words, if A is a homo-

a

geneous cofibered groupeid over C, , every diagram (*) defines a fibre-product

a; X a, provided R1 * R is surjective in C, . This fact entails immediately
a
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that a homogeneous cofibered groupoid is, a fortiori, semi-homogeneous,

Remark 2.6(b) Consider a diagram
Remarx

L

of categories and functors. The ordinary fibre-produet X X ¥ is a category in
whieh an object is a pair (xX,¥) such that o(x) = U(y) ? and a map

(x,¥) = (x', y') consists of 2 pair @ : x=*x' , 8 : ¥y 2 3y' such that

¢(la) = ¥(B) . The fibre-produect X é ¥ 1in the sense of 2-categories is a cate-
gory in which an object is 2 triple (x,y; y) . where &(x) hS ¥(y) 4is an isomor-
phism, and a map (xy; Y) = (x',y'; Y') consists of a pair x 3 x' y &y’
with a2 commutative diagram

ela)

wlx) > ¢(x")

1

Y Y

'

One can rephrase the notions of (semi)hombgeneous cofibered groupoid or
smooth functor in terms of fibre-product of categories (in the sense of 2-cate-
gory). Now let P : A=>C, bea cofibered category, and consider an cbject

R, X RQ in C, . If we choose a direct image functor (ﬂij*: ﬁﬁﬁl ; REJ *_&ﬁﬁi} 5

1 X RE - Ri is the projection for i = 1,2, we obtain a functor
R
ﬁﬂﬁl XR,) = A(R.) x A(R.,) . It is clear from the definition of cofibered category
that

this functor, up to canonical nmatural equivalence, does not depend on the

choice of direct image functors, It is now clear from the definition that & cofibe-

red groupoid A over O is homogenecus over C if and only if
= —_ =N ¥
A(R ) , e o . . )
2, X R_o) = A(R. ) X A(R.) 1is an eguivalence of catecories whenever H. = R is
R 2 ey ~' 2 ) = 1
A(R)
Surjective in C, . and A is semi-homogeneous if and only if
e L. - y = ¢ q
[A(R X R,)l > LA(R, ) X AR,

. :r:—i !

58




=2

<t}
|
i

is surjective whenever Rl —> R is surjective in C, . and is bijeetive when-
ever R = k and Rl = k[e] . Now let ¢ : A =B be a functor of colibered
groupoids over C, . For each map R'"=R in € , ¢ induces a functor

2

A(R") = A(R) X %{H') uniguely determined up to a (canonical) natural eguivalence,
B(R

It is again trivial to see that ¢ is smooth if and only if the functor

2
A(R') » A(R) x %’s_(R‘} is surjective on iscomorphism classes of objects, whenever
B(R

R' R is surjective,

Remark 2.6(¢). If A is a homogeneous cofibered groupoid over C, - the functor
Alk[v x w]) = A(k[v])x a(x[w]) is an eguivalence of categories for any

finite-dimensional vector spaces V, W over k (We recall our eonvention

A(x) = {e] ). In particular, we have

Auty rvs]) o) ¥ A9 (el v]) o) A9 (] )

where 1, is the direct image of e under the unique map k = k[v] in ¢

=" -
It follows that if A is homogeneous over EA i Au‘t.(le:l as well as [é{k[e]}}

are canonically provided with vector space structures over k

Remark 2,6(d), For any object R in C, , the cofibered (discrete) groupoid

A
by over Eﬁ is homegeneous.,

If A is semi-homogeneous, then so is [&] . However, the homogeneity
of A does notl imply in general the homogeneity of [&] . Indeed we hawve

Proposition 2.7. Let A Dbe a homogeneous cofibered groupoid over C, . The

following statements are equivalent,

(%) E&l is homogeneous i,e, [fx_(R' x 8)] > E&(R')] x [A(S)] 4is bijective
R fam)T

for every small extension R' - R

(1i) For every small prolongation a' 2a in A , the map

AutA(R’ ) (a') — AUtA(R) {a)
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is surjective, where R' = P(a') , = Pla) .
i) = (41) Iet R' - in C, and let a' = a

proces (3) =(11) B
pe a f-map in A ., Given T € Au?&(RJ{a) ., we consider a'; a' and a’: a.
where a; ——> a denotes the composite map a' —=> a = % a ., Since
[a(R' x R")] ————¢'[§IR'}][ P ]E§{R')] is bijective, we conclude the exisience

R A(R)

L - 5 = £
of an 1somorphism a‘:a“ﬂ——b-a'x a; , and u induces, via the projection on
a
z : T' =
the second factor, an isomorphism a' — a' which is a 1ifting of T

(i1) = (1) Let ai (i<1,2) be objects in i(R'E S) which have the

same image under [A(R'x sS)] = [A(R')] x _[A(8)] . We then obtain a diagram
R fa@®)]

of solid arrows

P

—~

1

m———

k’,//' bove R' 8
\,a/ g
1/

- al e ag is the induced isomorphism from T so that the sgquare box on

where T

the lower right corner is commutative. If the condition (ii) is verified, one can

always replace the ziven isomorphism ai = aé so that the square box on the left

corner is also commutative, Since a" = za! X b for i=1, 2 by 2,6(a), we
a

~
obtain the isomorphism a! = ag . This proves that

[ﬁﬁﬁ’g 8)] —=[4(R")] x _[A(8)] 4is injective, and hence is bijective since A4
A(R)] -

is homogeneous by hypothesis,

New let A be a homogeneous cofibered groupcid over C and let

b 2

—N\
> R be a small extension in EA . We have a canonical map
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T ¢ Rix R > k[Ker £] given by ! vl —= rl(0 (i . al
{HR [Ker £] given by (Pl,v’e} 4_”{,+[_r1 r,

) 5. and
13§:R'ﬁﬁl'——>R'§d-c[Ker f] is an isomorphism, Given any two T-maps a; *a (i=1,2)

By A .y a, X a, 1is an object over R'X R" and in turn we may consider
a2 A A

':'(al, aej = (?:*'J*(al X a2J which is an objeet in i(lc[l(er £1) . Since

=1
1 %F : R'ﬁ R' —— R'}f ¥[Ker f] 1is an isomorphism, we have the isomorphism
a

| X &, = a, X '.'(a.l, a.2jl compatible with the projections on the first factor,
a

The statement 1,5(2) takes a more definite form for =a homogeneous groupoid,

Iemma 2.8. Let A Dbe a homogeneous cofibered groupoid over G, » and
a; L:- a (i =1, 2) f-maps in A . Then

(1) There exists p : a2y ?a, in A with a,-p =0, if and only if
there exists an arrow a, = T(2,, a;) in A .

(2) There exists p : 2, *a, with a,»p =o, such that P(p) = idp,

if apd only if 'r(al, ag) =0 in [A(x[Rer £])] .

Proof: We prove both at the same time, There exists p : a, #a, in 4 with

1 2
- = t = = g -
-0 =ay (sueh that P(p) idﬂ.} there exists h a2, ;{ a, in A
with pry e h = 1id (such that P(h) = diagonal map) < there exists
1
g :a »a X T(al, 32} in A with pr, ° g = 1da1 (such that

P{g) : R' = R'; k[Ker 1 is given by r' = (r', r'(0)) = there exists an arrow

Y :a; #*7(a;, a;) in A (such that PB(y) : R' 2 k[Ker f] is given by

r'" =2 r»'(0)) . However, there exists an arrow Y : a; = T(al, a.e} in A such

that P(y) : R'" = x[Ker £] 1is factored through R' = k = k[Ker £] if and only

if T(al: aEJ = O -

A |
Propesition 2,9, (a) Let A -2>p5 1> C be functors of cofibered groupoids

over Eﬁ . Assume that
(i) B is semi-homogenecus and C is homogeneous

(11) ¥(xle]) : [B(x[c])]

> [c(k[el)] is injective,

Then the composite functor ¢ o @ is smooth if and only if ¢« and ¥ are both
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smooth.
() Let © : A—=>3B Dbe a smooth functor of cofibered sroupoids over
Cx ° If A is semi-homogeneous and B 1is homogeneous, then « : A =3 i

B

gmooth (i.e., for any surjective map b’ >¢(a) in B , there exists

a:a'=a in A and a C,-isomorphism p : @(a') —= b' such that B.p = ¢la)).

Procf: (a) Assume that the composite functor VY o ¢ is smooth. If « 1is smooth,
then so is ¥ by 2.3(b), and therefore it suffices to show that ¢ is smooth. Let
a small prolongation b' Pz @ola) in B be given. Since the composite functor
¢ ° ¥ 1is smooth, there exists an arrow a' .- a in A and 2 C, -isomorphism

2N
p: (') —= ¥ ¢(a') with a commutative diagram

#(b ) > § wlal)

SN

¥ wla)

Since E is semi-homogeneous, we can choose a commutative diagram

b R'x R'

P e

o) wla') above

) S Y L = -
» R' = P(b') = P(a') . Since C is homogeneous,

"y 1, 1, - ~ - ¥ -5
¥lo") = G(p') x lela') by 2.6(z), and it follows from 2,8(2) that
c(aJ
0= 17{d ola'), ¥(p’ = (£)ul(bv") , and hence (£}, (b") = be the hypothesis (ii)
It follows from 1.5(2) tha* there exists a nap Y b' —= @{z") such that
B =qla).y .
(b) ILet a surjective map 8 : b' = u(a) in B be ziven, This means thai

gquence ol ommuiavlive dlagps

t
{
o

&7
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VI
o g *
s ® s o Tk 5 '
O “2 ]
B3 g B,
______ > wla.) > wla,) > ¢la))
2T ela,) (o, ) 4
2/ ot
in B , where o, s Sv , B! are surjective for all v
To show that ¢ i

W

s Such that B = lim B
is smooth, it suffices to prove that a commutative diagram below
of solid arrows in which «

s v
.18 En 5 Bl ﬁé are surjective can be completed into g
commutative diagram inecluding dotted arrows
Bl ) e - S > ¢(a’)
i ar
k- “‘9 1 n 1
\\\ bn+l 3 D1-:-
o ) Ve QD(U-I']J
‘\ Br'1+1 "n
~
3( ) > @(a_)
©o(a ola
1
o ola ) B

Now A

is, by hypotheses, semi-homogeneous and «_ : a' = a
therefore there exists a commutative diagram

is surjective, and
aI

T
Rn

X
H
/ n \
in A over in
k,//,/' n - n
n R

&O

that B is homogeneocus entails that

cp(V \ )
c,;(a )
‘“%N /

{ 1
ba) 'y
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is a diagram of a fibre-product in B , and therefore we obtain a unigue map

§ : b 5 +@(a') in E with an approprizte commutativity. Since B
: b, 2

&

n+l 7

are both surjective, so is & and therefore, since ¢ is smooth, there exists

al 1 - N - r e w1 . Ty
a‘r‘1+1 ———>a=a' in A and a C,-isomorphism qJ(arHl} 2 b, such that
6. p =c¢(a') . We then obtain the commutative diagram
(a' ) oly' - a') > olat)
@ n+l @ 5
el /
1 L
oly-a') Pnsl . ola!)
wla > @(a )

Corollary 2,10. (a) Iet ¢ : 4 2B be a smooth functor of cofibered groupoids

ver €, . ILet & ©De a versal formal object of A , and 7 =z minimelly-ver

sal

formal object of B . If B is homogeneous, then for any map B : 1 = o(E)

-~

B , P(B) 4is a formal vower-series ring over P(7m) throush
F(B) : P(n) = P(e(8)) = P(E) .

() Let A be a homogeneous cofibered groupoid over €, . and let

el oL A

§ - N be versal formal objects of A . If 7N is minimal, then for any map

@:n=E in A , P(E) is a formal power-series ring over P(n) through

Pla) : P(n) » »(8) .

Proof: (a) Amap B : N = o) induces a commutative diazram
£
h = > h 3
—LP(§) =L {T'I.;
4 l n
A > B
L0

: - s o
Since & , ¢ are smooth, T8 = @-Z is smooth. On
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M(klel) : 2?(n)(k§a]} = [B(kl[c])] 4is an isomorphism and therefore ¥ is smooth

by 2.9(a), which means that P(€) is a formal power-series ring over DPl(n) .

(b) follows from (a) by setting A =

[

Finally we consider ihe guestion of "representability" of a cofibered
groupeid, et C be a fixed category. Each objset R in £ defines a functor
h,:C= {(Ens) given by hH(S) = Homc(R,S) , and in turn we obtain a funector

h : EF - Hom(C, (Ens)) which is fully-faithful. A "ecoeartegory in e" is-a

diagram
o |
e =8 e -~ by with s,-€ = identity for i = 1,2
1 'Ronﬂl ‘F-MS_ 6
2

(where th éRO hRl = (th}Sl ﬁR se(hﬁlj} such that

(i) ¢ is associative and is compatible with 55 for 1 =1,2

S, & Ry

(4]

€ c

L SN =

are both
identities,

L _AEE_; ﬁ_E;_b
th th ﬁHD hRO hHl ﬁﬁo th th

it (RO, Ry, 81, 85, €, e¢) is a cocategory in C , then for an object
S in C , we can define a category h(R R )(S} by setting
= o 17 e

B B B SR, B o T B 0O Mol

which the composition rule of arrows is given by ¢ : h hR =* hR « Then
b i B
[®]

h : C 2 (categories) is a functor and in turn defines a cofibered
{ROJ Rlsu--} ==
category E{H " y over € . For instance, any object R in C defines
O, 1’-..

a discrete cocategory ER = by setting Sqa 8o, €, ¢ to

=R, R, sy, 855 €, ¢)

2,
be all egual to the identity map. A homomorphism [HO, Rl,...) - [RO', T
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of cocategories in C is a pair of maps hR - hR’ s ., = }H:l' in C such that
] o 1

the induced map

R R L

h (8) » h
(R_., ) 0

0* Fpseee

is a functor for every objeet S in C , For instance, each cocategory

(HD, Rl....} is provided with a homomorphism € : }_1R of co-

o]
eategories. A cogroupoid in € 1is by definition a cocategory {Re, Rl,...J in

-k
—{RO, Hl,....}

¢ such that h(R R, }(S} is a groupoid for every object S in C , In
— O, 2 e

other words, a cogroupoid in € 1is 2 cocategory (RO, R._L,...} in C such that

is a cofibered category in oupoids over C
E{ROJ R-l:---.:l g ¥ gr N =

In practice, a cocategory or cogroupoid oceur in a following fashion:
Let P : F*C be a cofibered category, and let E be a fixed objeet in B .

Set R, = P(E) and let {RO, C) ©be the category of arrows in C with the source

RO . Let P : E‘ - {RD, L) be the pull-back of F under the canonical functor
(Ry, C) = C , and choose a cocartesian section E# of F' over (Rys C) such
4 £
that P;”(ieR ) =8B ., (This simply means that we choose, for each arrow RO >3
Q
in C , a cocartesian f-map E - E"(f) ). Define the functor
Hom  : (RO.I.LHO, €) = (Ens) given by
£
) (g* #
X = (f f.) ——= Hom il € 2 {£.) where
(J.l; »2 E(S) g ( 1): g ( 2)’) L
S = the target of fl ( = the target of 1"2 J. We note that this funcior does not
depend on the choice of E” up to (canoniczl) natural eqguivalence. Henceforth,
by abuse of notation, we shall simply write & for &7 |, If this functor is re-
=
i
presentable by an object X = (i = R,) dn R I & i.e. if ther
W, obje \{D (7{0 = ,) 1 (*-:O Rys ) 1.e. i here
2
¢xists Ry-map ¢ 8(sy) # 8(s,) in F 'suen
g Hom > (3 {) = Hom.(X is bijeetive for all X in B AL 7 e
R 1l .lio, ! o’ S P - S T - b %] o=
then ths object X, defines = cocatscory (R.» R.s.un in £ 4in & natural e
Indeed, a triple or a»
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in C defines z compesition
}iomF{S(g(‘J E(w)) x HOW'T(SJ(g(u)r E(v)) "HQWF(S)(;{“J: g(w))

and in turn yields the composition rule

(s) (3) »h, (8)
hﬂl ﬁRO{s;l hnl by

depending functorially on S ., Conseguently the functor Hom, defines the
=

cocategory {RO, Rl,....] in C znd in turn defines a cofibered category

B8R, R.,...) in £ . Bydefinition, obhp p = Ll Hom, (R,, S)
5] 2] 1 3 =
e ot
(disjoint union for S € ob(C) ), and an arrow (RO >3 = (HO = 5') dis a
pair S 3' and Ry 55" in C such that u-s; = hef and ues, =f' , and

the structural functor P : h = ¢ is given by (R 5 3 +—= 35 .
_(ROJ Hll --:I — 0
Now the pair (8§, ¢) defines the functor

(E, ¢€) : E{Ro’ R]_""'} =+ F ‘over C by

{HO 5 8) —— E(f)

. ha .
$ 5 bu) (R, + S')1+—> the composit map §(f) —> §(n) ule) o omrery,

%
|

We riote that, for each object 8 in € , the functor

(E,)(8) E{R R, ,(8) = F(8) is fully-faithful by virtue of the definition
OJ‘ EL

ot (EO :: Hlj coming from the representability of the functor Homg . Conseguent-

ly the functor (8,¢) 2 F is an C-eguivalence if and only if §

2 \

_(HOJRI:--.}
is a quasi-initial object of F over C i.e., for every objeet a in F there
exists a coecartesian arrow & = a | Tnstead of this functor Homg one may also

consider the functor

Isomg % [RO.I.L RO, €} =2 (Ens)
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given by X = (f,,f,) —> Isomgis)(ﬁfl},g(fz}} where S is the target of £,

( = the target of f, ). If this functor is representable by an object (HO 3R, )
in {RO_LL RO‘ €} , then it defines a cogroupoid (RO’HI“"‘I in C together

with the functor (8,g) : Q{R R y *EF , which is, when F is a cofibered
OJ ER

groupoid, a C-equivalence if and only if & is a quasi-initial object of F over

c .

Definition and proposition 2.11. A cogroupoid (RO,Rl,...J in C, is called

smooth if any one of the following sguivalent conditions holds:

(i) R, is = formal power-series rins over RO via S1 (and S, )

(11) € : hy —=h y is smooth over C, .

%0 (HO,%’ -ew ) -

A minimally smooth cogroupoid or a normalized smooth cogroupoid in 2,\ is a smooth
5 % . 43 1 1wl is + =

cogroupoid (RO’Rl"“) in €, such that E(RO’R:L""J(!:- €]) is totally discon

pected i.e., al(}:[v:]} = se(kﬁal} .

Proof: € : Eﬁo _"E(RO,R]-,...} is smooth over __C_:ﬁ ® given any surjective map

(] oty {h,"ﬂ;‘ =y = s % . " gt " - o
(S*2) > (3, ) in h , a2 there exists a lifting ¢ of #
_(RD:R]_:---.-" 'y
to 8' together with an isomorphism (S5',£") 1,u) o (3',£f') @ given u € hy (s)
1

and a lifting f' or Slfu} to 8' , there exists a lifting u' of u to &'

such that 51(‘_;"_'- =f1' , where 8' 3 3 is an arbitrary surjective map in

C.® s :1 - is smooth over C

--f\ = H1 il W .

i ERO L,

Jaa >

Proposition 2.12. Let (Ro,Bl,..._i- be & cogroupoid in

!

(e) zr (P‘O’Hl seew) AS smooth, then h . is homogeneous.
_‘{R 3 FL. seine /
L R §
N . = g \ . = £ 3
() AL s {klel) = EE(.([E:] I, then the feollowing statements are eguivalent
(i (‘Ho’“l"" ) 1= smooih
V11 1S5 homogeneon
—(RysR; 5.0 =
(iid Ry is semi-homogeneous
= RG'R1 e

e
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oA T vl !
(e If v 1= semi-homogeneous, then it is eguivelent
¥ = =ER_,R ;... L oMo Enen ! lent
te ‘E(Q & . Ior some minimally smooih cooroupoid Sy
L'GI‘JIJ - e &
)
Proof': (a) Consider a diagram
(uz,fe_i
)
{ )
‘hea 2.-"
)
her ¥ s —> 8 5 jectiwv i
in E(Ro Rl""} where hE 82 S is surjective in E,,-\ . Since
Sy ¢ hﬁ} >‘gﬁo is smooth by hypothesis, ;.1]-_1 u, can be lifted to some
el 4 e + + vy = = u o . .-
€ th(SE_.' such that Sl(u', f, . Since h, 52(\(; hy-t P
. X s,(v) € hh (8, X 5,) is defined and we obtain the commutative diagram
1 =4 0 g s 2
& i it
(s, X8 1y s,(v))
-1
/ ('l'l'z,v )
(Sl,flJ A
&
h
(hi‘ul) ¥

(8.f)

We claim that the above diagram defines a fibre-product (8;,%;) X (85,£,) in
~ (8,1)

: = . ssat AT, &) @

E(Ro’ﬂl"“f] . Indeed, for any object (T, g in E(R R y  wWe have

3 moe fa T ¥ it \ ¢ y & T Sy

Hom( (T, & ,(algsg,flxsg(v)JJ-[{hlth,wIXwEJEhTtslgse,xh31\8128 Y sy (uyxe )= (nlxnl) & » 88
J=F v} = n! 2 3 S.) |how. = '3

splupXy)=t1 X5, (v)} = {(nyxn),w),m,) € By (S, X5,) xhﬂl(slj;mﬂj(ce,.inl 1 = Ba¥pe

o _ 1 il P = s TR E A\ _ e
l) = hj_ =2 Sl{we) = he s -:E(Wl; Xy 52(1'\?2_.' = SE(V)} =

1 ¥ \ : -1 -1 ) F :
[(hlxhe,ﬂl,waj € h,r(slgse}mﬁl{sljxhﬁl{sgn u” u, By (vw,)=hy W, s;(w;) =h &
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33 __-l bW “lw ) 1 P 1y
sp(wy )=Fys 8 (v Twp)=hogs s,(v Tw, )=t ) nb'[(hl"ha"‘l’”e‘Q’T{Sl§52}"hﬂltsl}’mﬂl(52}|

u. h wé =u hl W El(wl] = hig, sg(wlj= fl, sl(wé} = hég, se(we'} =F 1 =

Hom((T, 27, (8,, f.) X Hom(
1 ltom((T.g), (S,£)

(b) It suffices to show (iii) = (i) . Since E{H R ) is semi-homogeneous
0’ EEL

and dim[h__(n R ,...:IE}([‘"-]J] = dim hy (k[el) <= , Bp g, .. @4mits a mini-
(o hiubwi (6} QL
mally versal Tormal object. On the other hand, {RO, 1z ) is a quasi-initial
o]

T

minimal object of h since 1 (x[e]) = [n vklel)] is
(Biga B yiasa ) R B R svees)

M

bijective, and therefors (RO, 1R J is a minimally versal formal object of
(o]

2{30:31“--} by 1,10(ii), which means that € : k_lﬁo —_ E(RO Roul) is mini-

mally smooth.

(c) Let (SO, EGJ be 2 minimally versal formal object for E(R % W & 5 = 18
DJ l’..-‘

For any object B : R. 2T in h {T) , the functor Isom(Z,E) from
o] _(ROJ Rl:cot)l ?

Ch/T 3},\T to (sets) which to any R associates the cets of izcmorphisms betwsen

- 4 3 - _’ )
the tvwo images of £ on R : Ro ‘i-b- T ; o 8-;:;- —> 1 , is represented by
R, sﬂoﬁ’-\ﬂo{T *AT) . By a pessage to limit, one get that Isom( 50 5’ 1is pro-

represented by some 51 , and E(R ] ) is eguivalent to E(S s )
0) 1,... 0’ 1).!'

By (b), S, is minimally smooth,

Definition 2,13, A cofibered groupoid A over €, is celled (minimally) pro-

re s+ _ P
representable if it is C,-eguivalent tc }_1(30’1:[1““) for some (normalized)

-~

co i ) i
Zroupoid (Rc’ﬂ‘l""‘l in ¢, .

Proposition 2, 4. Ic (RD, Rl,...} is 2 normalized cogroupeid in C, , Then

e r B O e ( A A 3 % -
XEry homomernhist  {Gn,74) ¢ (RgsRysesed @ (Ry,Rysee.) which induces C -gqui-
Vi el % - & o £
Yalence . y FBip o —> b g is an isomornrist. In

(“g2 17 £ 7O . T By Byans) e
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narticular, Tor any

cofibered croupoid

il
n

A over E .2 normalized nrorspresenta=-

ficn, if it exists, is unique up to an isomorchism.
Proof: Consider the commutative diagram
Q(ao,al)
s 3 =& )
_"{Ro:Rl;o--.f {Roiﬁlanud
~
e B
=
Dﬂo n, Eﬁo
©
where h is a C,-eguivalence. Since h klel) is totally dis-
Bloghay) Epmea Him inn. ) SLED 5
01 o
connected, Eh{a G_H(kie]j and [e(k[e])] are both bijections, and hence so is
0* 1’
n (xfel) .
"0
Consequently, UO : RO > RD is a surjective endomorphism and hence is

an automorphism, It then rollows that al is also an automorphism of

Lemma 2.15.

Ry

Iet A, B be discrete groupcids over Qf and ¢ : A= B a mini-

mally smooth functor. If A, B are homogeneous, then ¢ 1is a gﬁ-equivalence.

Proof:

S ob(C,) .

<, We note that

=

for S = k[e]

Ea

1

be a2 small extension in
the cancnieal isomerphism

tative diagram

We must show that @(8) : A(8) —= B(S)
o(s)

+ We argue by inducticn on the length of S

is bijeetive for all
is surjective for all 8 £ ob{gﬁj and bijective
. let 8' —>38

. Since A, B are homogeneous discrete groupoids,

x 8t
3

xF : 8’ ——= S8'x xLKer f] induces the commu-
X
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A(S') % A(8') — e > A(S') x A(klKer £])
A(8)
B(s') x B(8') —--——-=-——e-> B(8") x B(k[Ker 1)
B(S)

Therefore A(S') , B(8') are principal homogenesus sets over A(S) , B(S) wiih

e structural group A(k[Ker f]) —=> B(k[Ker f£]) . Consequently if «(S) is
th

bijective, then @(5') 4is injective and hence is bijective,

Corollary 2,16. Let A be a homogeneous groupoid over C, such that

Rut& (}:fe])tls) is of finite-dimensional. Then for any It ob(A) , the functor

Isomg : EHCF{ —>(Ens) is prorepresentable, where R = P(£) .,

Proof: Assume that Isomg is homogenecus. We then have, by 1.11, 2 minimally

smooth funetor @ : h, = Isom wnich is a C.J _-ecuivalence by 2.15 i,e.,
By, 287 - Snim

Isomg is prorepresentable, Therefore it suffices io show that Isomg is homo-

geneous, Consider a diagram

Tl\J /T2
T |
|
in -qﬁéﬂ where 'I"2 ——> T 1is surjective, Since A is homogeneocus,

A

51('1'13 X §1{T2) exists in A , and we have a canonical isomorphism

o i
ri(T)
Ei{'rl ; ) Zgi(Tl} b ..gi{Te} for i = 1,2 (ef, 2.6(a)). It follows that
g, (1)
Isﬂ'mg(Tl "-5' Ta,‘l —_— Isomg(le % Isom;(’l‘e} is an isomorphism.

A Isom_ (T)

Theorem 2.17. Let A& be a cofiveres zroupoid over C, . Then it is ororepresen-

tay 3 - 3
=8ble by a (normalized) smooth cosroupoid if and only if

AT
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(1) A is meomogenecus
(2) CA(x[=22)7 =and [lAut(1_)] are both finite-dimensional vector

spaces over k .

Proof: Assume that A 1is prorepresentable by a smooth cocroupoid i.e., A is

%A‘—equivalent to h = E{RO’RI"“J for some smooth cogroupoid (Ro,Hl,...} in
€, + Since h 1is homogeneous by 2.12(a), and
5
[n(xle])] = Coker (Hom, (R ,Kl¢€] :_5_; Hom, .1, (Ry,k[e1)) as well as
2
: . & 5 S
Au-”g(le:) i Ke:*(rlcmh_alg(ﬁl,k:_s]} —_—— Hom'.\_algfﬁo.ki.a.'))
s
= Ker(Hom, ., (R;,x[=1) > Hom, ... (Ry,klel))  ere botn finite-dimen-

sional vector spaces over k , we rmust have the same properties on A , Conver-
sely assume (1) and (2) on A , Ve claim that A is prorepresentable by a norma-
lized smooth cogroupoid. Since A 1is homogeneocus and :&(k[z])] is a finite-
dimensional vector space over k A admits a minimally versal formal cbject §& ,

Set P(E) = R, and consider the functor Isomg : gﬂOﬁRO - (Ens) given by

T b—--> Isom iy (3, (T).€,(T))

where gi{'r} = E(fi) and fi : RO = T denotes the composit maps
5
= T & —_— s,
R, =2 RS R, ;
S2

/\
This functor is pro-representable by 2.16, i.e. there exists Rl E ab(ER a% )

and an isomorphism E£.(R,) .- €.(R.}) such that & : nH - Tsom is an isomorphism
1 21 . 3

1
over = . Then (R.,R,s;...) defines a cogroupoid in €, and the functor 3
Oﬁﬁo [0} i —_— .
(E.e) : ‘E(R R ) *A is a E},\—equivalence. Since & 1is a minimally versal
0’ l"..l ~ 5
formal object of A , the composit funcior *h S h 8¢l 4 ]
- ——(RG,RO,". ) '_{HO,R]_;-. .) = ;

is, by definition, minimally smooth and therefore so is & since (E,0) is a

Q',\-equivalence i.e,, (RO’RT""} is 2 normalized smooth cozroupoid in E'.\ .
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Corollary 2.18, A funector F : c, > (Ens) is pro-representable if and only

if it is homogeneous and dim F(k[e]) < &

Corollary 2.19. Every smooth cogroupoid in E’,\ can be normalized up to isomor-

Given a cogroupoid (Ro,Rl“..) in C, , we set Rl = Rl/.}' where J
5 r - | 1 ) 5
is the ideal in R, generated by le(rj sa(r}ir € Ry} . Then (RO’ﬁl""” de
fines a formal group scheme over P‘o with respect to the induced composition rule.
Now let A Dbe a cofibered groupoid over _C':_ﬁ prorepresentied by a normalized smooth

= - . . .
cogroupoid (Bo,Rl,...J via (8,¢) . Let S, —> EROC-—:-» Eﬁoﬁao be the em

beddings corresponding to the surjective maps Roﬁ RO E— RO —3Kk o, oand let

(=]
o -
.|°.*|..1t'.g s Aut be the restriction funectors of Isomg on EHO = gﬁ respectively.
In other words, Autg{'S} = the automorphism group of Z(S) for every 8 & ob(gﬁ I 5
0
and Aut®(8) = the automorphism group of 1, for every S obfgkj » where

lg = the direct image of 1 € A(k) under the map k 2 S . Since R, prorepresents

the funector Isomg on QRO? RD » it follows that Rl prorepresents the functor
. = = .0 m o, | -

Autg on Eﬂo s 2and k ﬁoﬁl prorepresents Aut on _(_34{ . Though A 1is prore

presented by a smooth cozroupcid (RO,R]_,...} » neither (Ro’ﬁl"":’ nor

(x, x goﬁi"' .} are in general smooth. Indeed we have

Corollary 2.20. Let A be a homogeneous cogroupoid over gh prorepresented by

& normalized smooth cogroupeid (R ,Rl,_.,; via (€,¢)
() (R.,R swway  and. G B8 R rorepresent the functors Aut and Aut®
0’ Rg 1 E —

-Lespectively,

(b) The followinz statements are equivalent

(i) the formal sroun scheme E{R # y is formally smocoth over Ry
g Rysens

(i1) for every surjective arrow a' = a in A,
I L 5 £ &
ot = Aut ur =)
Au Pla’ (a') Au P(a}(a" is surjective,
(1131) FLO ororepresents the functor [A] gver Ep
A9
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Proof: We have already noted (a). As for (b), (i) < (ii) is clear whereas
(1) = (iii) follows from 2,7 and 2,15, since E 2 hy —> [A] 4is minimally
Q

smooth.

Remark 2.21. Let A Dbe a cofibered groupoid over C, , and let A|C, be the

=1 . F I, s
pull-back of p : A ——>C,  under & > C, . Then it is trivial to see that

if A 1is prorepresented by (R ‘Rl""} via (Z,¢) , then élgk is prorepresen-
ted by (k%ﬂo ,kﬁ'ﬂl....} via (k38 , k@ ¢) where kﬁ; = its direct

imagze of & wunder the map RO — k f RO s & f ¢© = the image of ¢ under
Isomi{}'{o)(gisl}’ 2{52)} ——— Isomﬂ(!{ f Rl:l(k ? g{slj, k ? g(sgj) « If

(RysR ;...) 1is normalized, then so is (k ﬁ Ry» & i Rysees) > 2nd the relative
dimension of Rl over Ro is equal to the relative dimension of k ﬁ Rl over
k ﬁ HO since R, is smooth over R, .
Remark 2,22, ILet A Dbe prorepresented by smooth cogroupoid (RD’RI""} and
(Ré, R!,...) where we assume that (RO,Rl,...) is normalized, We then obtain a
homomorphi sm (10,11} : (RO,Rl,...) _— (a[‘}, al} . Now R! is a formal

0

power-series ring over R, by 2.10(b), and the homomorphism (10,11] induces

v i~ T
an isomorphism RO go(ao.’nl:lo-} —— (RD: R-J",-oq)

3 3 i
3. TIne coherent sheaves Dy

One of the nice functors which is usually not pro-representable but
nevertheless admits a formal versal object is the deformation functor. To this end
we recall a few basic facts on commutative ring extensions and its obstruction
theory. This section contains nothing new (possibly except in its systematic
approach via Grothendieck cohomolozy on site). A purpose of this section is to
make this expose as much self-contained. (Indeed we prove here more than we need H
later). The basic facts are stated in theorem 3.,12. Throughout rings are meant to

be commutative rings with unit. a
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Given a ring R we denote by gﬁ the category of R-algebras, For each
object A in QR we set

Cov(A) = the set of all surjective arrows ¢ : A' 2 A in ER with target 4 .,

It clearly defines a pretopology and in turn we obtain a site E';q . For each object
A in Qﬁ , we shall denote by EA[R the category of arrows in E“R with target
A . We may and shall provide the category gah with the topolezy induced from
the forzetful functor J.A : 'EQIR -» ga . We note that the category QA:R
. A) ., and admits a

has a
f£inal object (:LA : A2 A) and an initial object i
fibre-product as well as coproduct. Henceforth we shall denote the object (B = A)
in EAIH » by abuse of notation, simply by B in case when there is no possible
eonfusion, Given an abelian category C , a C-valued sheaf on EA{R is, by defi-
nition, a functor F : E‘c‘)lﬂ = C such that, for any surjective arrow B' = B in
Salr -
0 = F(B) » F(8') , F(B' 58"

is exact, The additive opresheaves are those which preserve coproduct .2, ,

F(Bl ﬁ 82) = F(Blj = F(Be) . For example, an A-module M defines the functor
Y. @ 20
DerR(-,.f.}. g—AlH = (A-mod)

given by B = DerR(B,M} = R-linear derivations of B with values in M regarded
as B-module via the structural map B - 4 , and it is clearly an additive sheaf
on EE IR » where (A-mod) denotes the category of A-modules, A presheaf F on
EMR with values in (A-mod) 1s called "finite type" if F(B) 1is an A-module
of finite type whenever B is an R-algebra of finite type. For example, if & is
noetherian and M is an A-module of finite type, then DerR(-,P-l} is an additive

she T
al of Tinite type on the site 9411& .
A Tew more words on notations and basic facts in homelogical algebra:
3.1 2 T L= + 43} + f + - - W
{(2) Throughout the rest of this section, we shall denote by —CI-EIR (or EA'|R )
the category of sheaves (or presheaves) with values in (A-mod). We have the (left

exact tion Tunot : »cY th fated-sheaf t
) injection Tunctor iAlR -g;il’{ Sila ° and the associated-shea? (exact)

71

76




- 41 - Vi

functor G, C = C’:'-IR whieh is adjoint to the functor i . An object
_

. V‘
AjR™ —A|R

B £ Gb(EA'!_R} induces a continuous functor j

AlR
: EBLR _’EﬂiR and in turn a commu-
tative diagram

J
—CXIR = %I_R
(%) iA'ij l
v
SR > Zglr

where the restriction functor Jj (as well as J¥ ) is an exact funetor, since

the site is nothing but the category of arrows in C having target B ,

Ssir —AIR
with the induced topology. A ring homomorphism 8 - R induces a continuous functor

. -
- EA]R EAIS » and in turn a commutative diagram

—~ B ~
Cals > Calr
F3E
(%) iAiSl J
¥ v
Lals ov > Salr

Note that :‘: is not necessarily an exact functor.

g v

£ . ;
3.1(b) The right derived functor of the injection functor iA],R' EAIH -+ Si|r

will be denoted by For each sheaf F on , we set

Hir - Salr

B (A|RF) = [1°) o (F)1(A)

For any B' =B 4in Cov(B) ., let us define the functor

H((B' »B),-) : + (A-mod) by H°((B'< B)LF) = Ker(F(B')  F(B'X; B')) .

v
Calr
The right derived functors of H°((B' = B),-) will be denoted by H°((B'- B),-) .

W
One knows that the H°((B' - B),F) are the cchomology groups of the (Cech)
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gemi-simplicial module

F(B') —3 F(B'xy B') ::’r, F(B' xj B' xBB'):" —

b4
Tne right derived functor of Ho IR will be denoted by

¥
* Calr 7 &R HIr *

where

(2, (®)1®) = 11 ({s' » BLF) .
=A[R {Br=s} EmCov{B} :

For each presheaf F on EA}R , we set

B (AlRF) = [Hf o)1) = lim  H({a' =+ ALF)
' {a™AY € cov(a)

for any sheaf F on EAI'R » we have the usual spectral seguence
W
H(AIR,H} |(F)) = B (A[R,F)
where we note that IYIO(AIR,I-_IQ(F}} =0 for all g > 0.
In particular
H (A|R,F) = H (4]R,F)

0 = K (a|R,F) » P (ARF) » HAIRE, (7)) » PP(A|R,F) is exact.

3.1(c) If B is an object in EA%R » the commutative diagram (¥) in 2.1(a)

together with the faet that ‘:j' as well as jv are exact functors yields the

canoniecal isomorphism

H'(BIR,JF) = [H, | (F)1(B)
=R

On the other hand, a ring homomorphism S = R induces the commutative diagram (#%)
in 2,1(a). Now E is not necessarily an exact funetor. However, @B preserves a

fibre-product, and thus we obtain a spectral sequence
b A g |
BrEE) = 6 3 tee., EPQAIRRYR) = B74ls,F)

i~ v o W
Since we have the canonical isomorphism @ = %',HGEHA]S and E"= Cr.,!a“e is an
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exact functor, we have R'FéF = 8?&;15(F} . Thus the spectral seguence above can
now be written as

Ho(a R, 8% (7)) = B (als,F) .

Iemma 3.2, Given B € Ob(EAER} » choose a surjective arrow P = B in EBlR -

where P 1s a polynomial algebra over R . Then for any F € ob(EE-,R) , the
1

e v,
natural map H ({P =+ BlL,F) » H'(F) (B) is an isomorphism.

Proof: It suffiece to see that the natural map

Ho({p - B),F) » BO(F) (B) = i (8" - BLF)
{(B'=8} T Cov(B)

is an isomorphism, which is clear since, for any (B' = B} € Cov(B) ., there exists

an arrow (P =+ B} - {B' » B} .

Corollarz G S
(a) Assume that A 1is noetherian. If F € ob(EIlR} is of finite type,

then H'(F) is of finite type for all n .

(b) For any polynomial algebra P over R , we have Hn(P;R,F} =0
for all n >0 and for all F € ob(C.

PTIR) :
(¢) A diagram O = F' >F = F'» 0 in g;:iﬂ is exact if and only if

O0=>F'(P) »F(P) > F"(P) =0 is exact for every P € oh{gA which is a poly=-

13}

nomial algebra over R .

Proof':

(2} In view of the spectral sequence
V. ,
#P(8IR, 5 (M) = #P*(3|R,F)
W
together with the faet that HO(LEq{F}) =0 for all g >0 , it suffices to
show that I-_!n{G) is of finite type for all n and for all presheaf G of finite

W o »
type. However H'(B!R,G) = H ({P > B1,G) , where P is a2 polynomial algebra over

R and {P - B} € Cov(B) , and furthermore H ({P - B},G) is simply the
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cohomology gotten from the complex

conercenseeersBP ¥ P FIE 0(P x BYE G(P) ..

If B 1is an R-algebra of finite type. then we may take P to be of finite type
over R so that Pﬁ T ﬁP are all R-algebras of finite type. If G is of
finite type, then G(Pﬁ Py EP} are all A-modules of finite type, so that

B ({p =» B},G) is an A-module of finite type since A is noetherian,

(b) Let P be a polynomial algebra over R , If B = P is any sur-
jective R-algebra map, then it amits a section and hence Hi({B =P},¢) = 0 for
all 1>0 , so that M(PIR, G) = 0 forall 1 >0 and for all presheaves G
on Cplg - It follows that the spectral sequence H°(?|R, EEIR(F” = y?*(p|R, F)
degenerates and hence ﬁO[P|R, HY(F)) = H'(P|R, F) for all n . However
{*;O(Pm, ll‘n(l?}) =0 for all n >0 whenever F is a sheaf, and hence

—~

H'(PIR, F) =0 for all n >0 and for all F € ob(Co.) .
~plR

(¢) If O-F' 2 F>F" >0 is an exact seguence in then

Salr ¢
0= F'(B) »F(B) »F"(8) = H'(B|R, F') » H'(B|R, F) » ....

is exaet, If P € Ob(gqlﬁ:' is a polynomial algebra over R , then
H(P|R, F') = 0 by 3.3(b) and hence
0O=2>F' =F>F"=0

is exact. As for the other direction, let P

—AER be the full subeategory of C

=4lr
in whien
Cb{-I:A‘_R} = {p s ob(gﬂm}: P is a polynomial algebra over R} ,

provid th ti t , Aar : -+ & o i
ed wi the induced topolozy, and let »p —P-AIB EMR be the inelusion

£ x - - o : i3 "
unctor, Sinece every object in Cc 'R can be covered by an object in PE!R 5 E%
fO = 1 - - % —~ . i~ - — .
llows Trom a ceompariscn lemma { ) that p : C, E.R P, ER is an equivalence

of categories. Consequently, if O = F'(P) = F(P) =+ F"(P) - 0 is exact for every

P

i

ob(Ba1n) - then O = BF' = BF = BF" - 0 is exact in EE[H and hence

O2F 2F 258" 50 is exact in EE:R "
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Remark 3.4, Every surjective arrow in EA{R admits a secticon, It follows

immediately that every presheaf on fth is actually a sheaf i,e., zhiR = EQIR <
Consequently we find that the restriection functor E;!B é-EEJH is an equivalence

of categories,

Iemma 3.5. Consider a diagram of R-algebras

|

B! >
surjective

and let 5 be an R-algebra,

(1) If Tor*(B,S) =0 , then the canonical map
22 1

(B'xC)@®S~(B'®§S) x (CP 3)
3 & R (28 s) L

is an isomorphism.

(11) Assume that B' is R-flat, If Tor?{C,S) =0 forall O <i<n

and Tcr?(a,sj =0 forall 0<i<n , then Tor?(B'ﬁC, S) = 0 for a1l

0<1<n ,

Proof: Let 02 J—2B'=28-=20 be exact,

(1) T TorR(B, 3) 0 , then
i

0 - Jﬁs 4—B'ﬁs - Eﬁs - 0

is exact so that
0= JES = (B'FS) (o) (FS) > s~ 0
is exact. We thus obtain an exact commutative diagram

J ﬁ S ———ﬁuu——*>'{3'ﬁ03§6 —_— g 8§ —=>o0

Bl F g g — (a'ﬁsh%%n (¢ §S) —_— ﬁ - .~
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and therefore (Blﬁc)ﬁs - (B'ﬁ‘s)(gésj{c ﬁ S) 1is an isomorphism.

(i1) Sinee B' is R-flat and Tor’i‘(B, S) =0 forall 0<4isSn by
Wmesis, we have Tor-il(J, 8) =0 forall 0<4i<n . Then the exact seguence
o-+J" B'ﬁc =+ C + 0 together with the hypothesis that 'I‘orl:(c, S§) = 0 for all

0<1<n entails that Tor?(B'ﬁC, S) =0 for a1l O<i<H .

ooro]:lﬂ 3.6.

(a) Let A, S8 Dbe R-algebras, If Tor?(A. S) = 0 , then the canocnical

cY. ls] where
the functor 3 : EA!R_’E#@S]S is given by X +—> X5 . In particular if S

W
48 R-flat, then the canonical map §§'{G} - I‘:I(SC—) is an isomorphism for every

(b} Let P—+B be a Sur" ective R—algebr‘a. ma&Ps wnere P is a leE!!Ol.lial

algebra over R . If Tor};'

map ﬁ'(ﬁ%ﬂs, G) = ﬁ'(AIR, SG) 4is an isomorphism for any G € ob(

(B, 8) =0 for all 0<1i =n , then

Ibr?(ggpé,..gP, 5) =0 forall 0<i<n

Proof':

(a) Given B £ ob(gﬁ-lR) , choose {P = B} € Cov(B) wnere P is a

polynomial algebra over R . If Tor?(B, 8) = 0 , the natuwrdl map

n
(Pé i _':.‘P'!%S = (P85 ... :-:(3.?5," is an isomorpliism for 211 n oy 3.501), amxd
- (3g3) (338)
¥ T W ¥ w - ¥ W
hence H'(B|R, Sa) = H'({P » B}, S6) = v ({Bgs » Bgs}, o) = H (EBs's, G)
If S is R-flat, then 'I‘oritl:x, S) = 0 for every X £ ob(C,:5) and hence

e v Wiew o2 3 o

l:vU%S[S, G) * H (le, SG) is an isomorphism for every X € Ob(—cﬂiRJ i.e.
% v v

SH'(G) » H'(SG) is an isomorphism.

(.a---..EH-\]_',_._._
(b) 8Set P(m) = Pé iew éP « If m =0 +there is nothing to prove

Since P 4is R-flat, Assume that Tori{{P(m_l), S) =0 forall 0<i<n

) -1)
Since P = B is surjective and plm) _ péP(""‘ 12 | 3¢ pellews trem 3.5(ii) that

=

R m :
TOPi(P( ), S} =0 forall 0<4i<n
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Proposition 3.7.

(a) Iet A, S be R-zlgebras. If Tor?(ﬁ., 8) =0 Zfor all 0<3i=n ,

then for any sheaf F on E"%]s » the canoniecal map h‘l(Aﬁsisa F) —rHi(AER, EFJ

T i = - . = &
is an isomorphism for all i n , where S : Eﬁiﬁ _'EA%SLS is given by

:U——>J§S ;

(b) ILet P be 2 polynomial algebra over R . Then for any additive

Aot | B P i =
sheaf F on gPﬁ"AIR » the canonical map Hn(PﬁA]R, F) » H'(A|R, F) is an iso

morphism for all n >0 .

(e) Let SR = A be ring homomorphisms. Then for any additive sheaf

F on EA]S » We have an exact sequence

o » H°(alR, Fp) = (als, F) » E°@Rls, 7) = 5+ (AR, o) - wl(als, F) » 2 (Rrls, F) »

sanseess PHIAIR, Fp) -» @%(als, F) » 5*(R|s, F) » 1 (a|r, Fo) ™ voee

where FR is a sheaf on EA}R defined by

FR(X) = Ker(F(X) = F(R))

for all X £ ob(C ) via the forgetful functor C
=M o ﬂqiR ==

Proof:

(a) Consider the continuous functor

S :

Lalr 7 Sagsls
where S(X) = J@ . Since the functor 8 sends a polynomial alszebras over R to

polynomial algebras over 8 , B E‘;@is _’EKIR is an exact functor by 3.3(e)

and in turn we obtain the canonical map qu'i-EsiS(F) - 'LIAIR@F) , and in turn we

obtain the commutative diagram of spectral sequences:

22" %(s(x)) - HP(xgsls, Higs|s()) > w9 (xgsls, F)
HP(x|R, E%IS(F”
ER 00 - EP (xR, 5§ (5F) > wP+a(x|R, 5F)
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% v
We note that Epéq(S(x)) -+ HP(x|R, SH? Fis(l‘"}} is an isomorphism whenever

Torii(x, 8) = 0 by 3.6(a). Assume now that

[;,Hq IS(F)](X) - [E’E;R(EFJJ(XJ is an isomorphism for all q <n and for all

—HEE

X € °b{EA§R} such that Tm‘l;_{{x, §) =0 forall 0 i n . It follows immediate-
1y from 3.6(b) that Epéq(S(X)) - Eﬁ’q(x) is an isomorphism for all q < n
and for all p , provided Torl;_‘(x, S) =0 forall 0<i Sn ., Since

Eg'“(s(x)} -+ E:g’“{x) is an isomorphism (since both sides are zerc), we get that

}{“(xﬂsis, F) = I-In(}{IR, EF} is an isomorphism whenever Tor?(x, S) = 0 for all
60<isn i.e., [SHI (I(x) » (B, BF)1(X) is an isomorphism for all
“ASS (s =R

i = n whenever Torlz(x, 5) =0 forall 0<i=n

(b) Let P be a polynomial algebra over R and let

= e b T
£ EA!R *%?13 be the continuous funector given by f(X) = Xﬁ' . Let P'" =2 X

be a surjective arrow in EA R where P' is a polynomial algebra over R . Then

P'? - x%‘-' is a swrjective arrow in Eﬂ.ﬁ?iﬁ » and P’ﬁi‘ is again a polynomial
algebra over R ., Since P 1is flat over R , it follows from 3.5(i) that
v v . v v
H'(X|R, £G) = H ({P' =» X}, fG) = H ({P'gP » XgPl, G) = H (XgP|R, G)

= v ] 5 - )
for every G £ Ob(cﬂﬁP]RJ . It follows that £ : Eﬁﬁﬁn -’gﬂiR sends acyeclie

ones to acyclic cnes, On the other hand, f sends polynomial algebras over R to

—

IR "Cair

by 3.2{c). It follows that H'(@PEH, F) » H (AlR, TF) 1s an isomorphism for every

polynomial algebras over R , and hence ¢ : (. is an exact functor

P e ob(C~ 11-'{) . Now for each X € Ob(EAh:{) , we have canonical maps

(FF) (X) = FORP) -+ F(X)eF(P) ,

and hence a canonical map IF - FeF(P) where F({P) denotes a constant sneaf
(and F on the right hand side denotes, strictly speaking, the restriction of F

on Cuig )« If F 1s an additive sheaf, then (TF) (X) = F(XgP) = F(X)cF(P)

1s an isomorphism for every X € o‘r_:{g]P q) and hence fF 5 RoF(P) 4is an isomorphism.
1]

Therefore

O
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H'(A|R, FF) ¥ H(A|R, F&F(P)) = H (A]R, F)

for all n > 0 since F(P) , being a constant sheaf, is flask. It follows that

Hn{AﬁP'LR, F) » H'(A|R, F) 4is an isomorphism for 2ll n >0 , provided F is an

Ekﬁpla .

(¢) (communicated from Rinehart) Consider the forgetful functor

additive sheaf on

B : EA}R - EA]S . We have a spectral seguence

E?*? _ gP(aA|R, s*gglscm) = HPM(AlS, F)

# = v Tt n " P
where B = AEROE . G'AER - EMR _’EA.ER is associated-sheaf functor. Now
let P be an additive sheafi. We claim that S*ggis(F) is a constant shea® for
2ll q >0 . Indeed, if P is a polynomial algebra over R , then P = %P'

for a polynomial algebra P' over S and hence

(8783 5 (F)1(P) = #i(pls, F) = HA(RP'|s, F) - Hi(as, F)

is an isomorphism for all g > 0 by 3.7(b), and surjective for a o . It

]

follows from 3.3(c) that the canoniecal map B#_HE!S(F} - Hq(R1S, F) = constant sheaf
is an isomorphism for all q >0 , and is surjective for g =0 . It follows that
EP:Q = HP(A}R, E*EEES{F)J = 0 for all Ds Q4 = [e] s and hence the above spectiral

sequence yields the exact sequence
(%) 0= EC ot » g%l g0 542 5 50.2 5 23,0, B,

where we note that E°’% _ [S#‘f_lils(F]]{A) S H(R|S, F) for all q >0 and

0,0

[ ~ i~
E = HP(A|R, BF) . On the other hand, the exact sequence 0O = Fp = BF = F(R) = 0

gives us the exact seguence

(#%) 0 - HO{AIR,FRJ - 5°%(a|r.BF) » 8°(a|R,F(R)) - Hl(A!R,FR] -+ H (A|RBF) » 0

HO{MS,F) 1O(r|S,F)

The exact sequences (¥*) and (**) combined gives the desired exact sequence,
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Corollary 3. 8.

(a) If A, B are R-algebras such that Tor?(A, B) = 0 for all

0<1is=n , the, for any additive sheaf F € ob(C~ iR} s the canoniecal map

K (AgB|R, F) » E'(A|R, F) @K (BIR, F)

is an isomorphism feor all 1 Sn .

(b)) Iet A be an R-algebra such that TorI:(A, A) =0 for all i >0

if A%l =+ A 1is an isomorphism, then for any additive sheaf F & ob(_q:

I3

1RJ »
nave H (AIR, F) = 0 for all i .

(a) Let P € Ob(g;:ﬁsln) be additive, By 3.7(c), the ring homomorvhisms

R=+A-> A'ﬁB gives us the exact seguence
" . £
(*) ...~ H(AGA, F,) ~H (AR, F) »E (R, 7) - ....

consider now the commutative diagram

B (agala, F,) > 1 (4gBIR, F)

H (BIR, AF),) = —> 1 (B|R, F)
where the T t Bz | is g | — 1
e functor EB1R"' gﬂ.ﬁB‘A is given by X ﬁ%}( » and the map
Cand -
Hi(B;R, AFA) =+ Ei{B!R, F) is induced from the map AF& 2+ F , which is an iso-
morphism since F is additive. Note that the commutativity of the above diagram,

because of its funetorial nature, is reduced to the case i = 0O

ir Tar':‘(.e., B) =0 forall 0<i *n , then :—ri{A@LA, FA} - Hita}a, E.FAJ is an

isomorphism for 2l1 i Sn by 3.7(a2), and hence the composite map
and (because of the symmetry)

R1
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i (AgBiB, ) > ¥ (ABB|R, F) - 5 (AR, F)
are lsomorphisms for all i Sn . This implies that the exact sequence (%)
breaks up to short split-exact seguences
0 —»Hitnﬁsia, F,) -rH%A%B]E, 7) » Hi(AlR, F) » 0
for all 1 2n , and that
H‘t(AﬁEER, F) » H (A|R, P) @ 5 (B]R, F)
is an isomorphism for all 1 sn .
(b) Since Torf(A,A) =0 for all i >0 , it follows from 3.8(a) that
B (ABAIR, F) » HH(A|R, F) & #M(AlR, F)

is an isomorphism for all i . On the other hand, A@ﬁ 2 A 4is an isomorphism by
hypothesis and hence I-li(AER, F) = Hi(i-’@ﬂtlﬁ, F) is an isomorphism for all i
This means that the diagonal map HI(A|R, F) -» H'(A|R, F) @ u'(A|R, F) 1s an iso-

morphism for 211 1 1i,e., Hi(AlR, F) =0 for all i .,

Corollary 3.9: Let S be a multiplicative subset of an R-algebra A | If

F & ob(g_“'_l | ) is additive such that F, 1is also additive, then the canonical
S AR

map

i (s7lAlR, F) = 1 (alR, F)

is an isomorphism for all i , where F.ﬂ. € ob(gql | ) is defined by
57-Ala
F,(X) = Ker(F(X) =+ F(A)) for all X € ob(c ) )
8T ala

Proof: Since F 1is additive, the ring homomorphisms R = A - S~1a gives us the
exact sequence

ceee »HYSTRA|A, F,) » #(s7IAIR, B) » HUAIR, F) - ...

On the other hand, since S_lﬁﬁ_lﬁx -+ 571 is an isomorphism and F, 1is additive
by hypothesis, it follows from 3.8(b) that H(S™1ala, F,) =0 for all n , and

hence Hn(s—lﬂ 'LR, F) > Hn(A]R, F) 1is an isomorphism for all n .
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Now let A be an R-algebra., An A-module M defines an additive sheaf

~d
Derﬁ(_, M) € ob{_{_}MR) by X - DerR(X, M) . We now make the following definition:

Definition 3.10: Let A be an R-algebra., For each A-module M we set

pl(a|R, M) = ul(A|R, Derp (-, M)) .

We want to make an explicit computation of low-dimensional cnes i.e.,
Di(A]R, M) for 1 =1, 2 : Choose a surjective arrow P = A in EA[H where P

is a polynomial algebra over R , and let 0= I =2 P24 20 be exact. Then

TLemma 3.10:
pl(alr, M) = Coker (Derp (P, M) = Homy (I, M))

p(alr, M) = H- (AR, Hy g (Derp (-, M)))

Procof: Consider the simplieial algebra

. (2) 2 (1) 3 _(0)
() SEEETTPRNE P B P N
n+1l

{n) =t

where Py — PE...&P - For each n we have the exact sequence
o—vz(n}-’Pft“)-A-’o

(n) n+1

where I = IXIX,..xI , and it is easy to see that

(a):

0~ Homﬂ(f{n}/a(fj, M) - DerR(Pén), M) MD&PR(P, M) = O
is exact for 211 n , where T = I/I2 and A stands for the diagonal map,

We also note the exact sequence

(b):
0 - Homﬂ(f{n)/b(fj, M) - Homafi(n}, M) —}—igr—“L':"’—m—} Hom, (I, M) =0

The exact sequences (z) and (b) yield the respective exact sequences of simplicial

A-modules, Since {I -0}, {I = I} admits sections, we have

({1 = 0], Hom, (-, M)) = K ({T = 1}, Hom, (=, M)) = 0
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for all i1 >0 , and it follows readily that

o~ DerR(A, M) = DerR(P, M) - Homﬁ(i, M) = Hl{EP - a1, DerH(-, M)) » 0O
is exact

H({P - Al, DEI-H(—, M)) =0 forall i>1
It follows from 3,1(b) that

D (A|R, M) = F(AIR, Derp (-, M) = H({p = A}, Der, (-, M))

Coker{DerR(P, M) = HomA{T, M))

1

Coker(DerR(P. M) = HomP(I, M))

p2(aA|R, M) = HL(AIR, ilainme"n(" M)))

Now choose a free P-module F and a P-linear map F 3 P such that
v(F) = I . Associated to P-linear map ¥ : F 2 P , there is a Koszul complex,

which is simply denoted, by abuse of notation, by KI s

Lemma 3.11: Da(ﬂlﬁ, M) = Coker(Hl(KI, M) = Homﬁ(}&(KI}, M))
Procf: We have

H (AR, Hy p(Der, (-, M)))
= Kex-(nlty(l)'ﬂ, w 3 PR, W)

D2(A|R, M)

since [Hy p(Dery (-, M)UEY) = [Hyp(Derp(-, m)I(P) = 0 .
et O+K->F >T - 0 be exact. If we set P[F] to be the symmetric algebra
over P generated by F , then P[F] and P[FI8FF] are polynomial algebras
over R and we obtain the swrjective arrows

r (1)

P[F] » P, = PP given by X = (0, v(X))

2

PrXgrLr] » p{%) - ey X®1 > (0, ¥(X), 0), 18X = (0, 0, V(X))

where X €F ., If we set J = Ker(P[F] = P‘&]‘}) and

J' = Ker (P{FIgP(F] - Pf)) » then
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I = (F) N (F) = (K) + (F'F,)
J'= (F&1 + 18F) N (P81 + 18F) N (F81 + 19F. )

(¥¥1 + 18K) + (F-FYGZL + 13“F=FY) + (FeF)

where F_ = the ideal generated by {X - v(X)|{X € F1 . Now o Pia} g Pil}

L
{1 =0, 1, 2 can be 1ifted to ﬁi : PFIGP(F] » P[F] where, for each X €F ,
X1 =+ y(X) - X X1 =0 X3 =+ X
‘I'T0= 111 = ﬁ2=
18X - X 18X » X 18X =+ 0

A trivial computation shows that Ty = 1'r1 + T, sends K&l + 18K + 1?>F-FY to
zero, whereas it sends (F-FYSI + F8F) onto (F-FY} . Now for any

D E DerR(P[F:@P[F'l, MY D(F"F\rﬁl + P8F) = 0 since I*M =0 , and conseguently

p2(aAlR, M) = Ker(D]‘(P‘g‘l)iR, M) E;’Dl(pf}ln, M))
= {[£) € nlcpil}ER, M}’|f(F-Fy} = 0}
= Coker(DerR(P'CF], M) - HomP{F]((F) n (FY}/(FJFY)’ M) )

= cokercnerp(r{ﬂ, M) - HomP[F]((F:: n (FY)/(F)v(FY), M) .

Now O‘F{F}"PEF]MP*'O

"
Oﬂ(FY)"’P[F]& P=0 .

are exact and hence (F) N (FY)/{F}'(FY) = TorlPtF]{P, Pyj = H.l(KI) where K. is

the Koszul complex associated +to the P-linear map F % I(C P) . We thus have

D2(A|R, M) = Coker (Homy(F, M) = Hom(H, (K ), M))

= Col—cer(Hl(}(I, M) = HomA(i-ll{}(I), M)) .

We can now state all the basic facts needed for our purpose, summarizing

the various results we have already established.
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Theorem 35.12,

(1) If oM =+ M->H" =+ 0 is an exact seguence of A-modules, then

0~ DO(A:_R, u') » p%(alr, M) » oPealr, m") -+ pl(alr, M') =
pl(alr, m)» Dpl(alR, M) > ........ » D*(A|R, M') -
D7(A|R, M) = D(A[R, M") = _..

is exact,

(2) Let S 2R = A be ring homomorphisms, Then for any A-module M we

have the exact sequence

o-0°aR, M) »0p%as, M) %R s, M) >D(A R, M) >
DL(A S, M) » DR S, M) & covuneee > DA R, M) -

DA S, M) »DMR S, M) = ....

(3) let A, S be R-algebras such that Tcr?(A, 8) =0 forall i> 0 .

Then for any ﬁﬁS—module M , the canonical map Di(kﬁsls, M) *'Di{AiR, M) is an

isomorphism for 211 i ., _In particular, if A is R-flat we have

pi(assls, m) ¥ pl(a|r, M)

for all i and for all R-algebras S5 .

(4) Iet S Dbe a multiplicative subset of A . Then for any 3~ A-module

N , the cancnical map

pi(s~talr, N) » D(A|R, N)

is an isomorphism for all i . Conseguently, for any A-module M we have the

canonical isomorphism

p*(s~talr, s m) 3 s~oi(alr, M)
for all 1 .

(5) If A, B are R-algebras such that Tor?(ﬁ, B) =0 for all

0<1i1=n , then for any Aﬁﬁ—module M , the canonieal map

p*(ageir, m) > D*(AlR, M) & D' (BIR, M)

is an isomcrphism for a2all i =n . In particular, if Tor?(ﬂ, A) = 0 for all
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4 >0 and

L : Spec(A) = Spec(A) X Spec(4d)
Spec(R)

45 an open immersion (for instance A/R etale), then D' (alR, M) =0 for all

{4 >0 and for all A-modules M .,

(6) Iet A be an R-algebra of essentially finite type over R , where

R is noetherian, and let E be a flat A-module. Then we have a canonical iso-

mor sm
a?)i(ﬁqﬂ, M) S pi(alr, i)

for all 1 =2 0 and for all A-modules M .

(7) If R 1is noetherian and A is an R-algebra of essentially finite

type, then Di{AiR, M) is A-module of finite type for all i , provided M _is

an A-module of finite iype.

(8) Let P be a polynomial algebra over R and let 02 I =P =42 0

be exact, Then DO{AIR, M) = Dex'R(A, M)

pl(alr, M) = Coker (Der_ (P, M) = Hom, (I/I°, M)

= the set of isomorphism classes of

R-zlgebra extensions of A by M ,

D(AlR, M) = Coker (H' (K, M) = Hom, (K, (K;), M)) .

Proof :

(1) ¢ o= M - M= M' =20 is an exact sequence of A-modules, then for
any polynomial algebra P over R , 0O = Der'H(P, M) - DerR(P, M) = DerR{P, M")= 0o
is exact and hence 0 = DerR(—, M') = Der-R(-, M) = Deer—, M") = 0 is an exact
sequence of sheaves by 3.3(c).

(2) Ders{—, M) is an additive sheaf on C and

=S
DerR(B, M) = Ker(Ders(B, M) = DerS(R, M)) for every B £ cb(EA]R} . Therefore

our assertion follows from 3.T7(ec).

(3) Let 5 : EA]R_) cﬂﬁsis be the functor given by Xb+——> %S . Then

SDET“Sf-, M) = Der'R(-, ¥} and hence our assertion follows from 3.7(a).

®7
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(4) Follows from 3.5, Indeed, F = DerH(~, N) is an additive sheaf on

c ,and F, € ob(g”_l is also additive since

s lalr - s Al.o.)
FA{X} = Ker(F(X) = F(A)) = Ker(DerH{X, N) = DerR{A, N)) = Derp‘(x, N) i.e

-y

Fﬁ; = DerA(-J N) .
(5) The first assertion follows from 3.8(a). Now assume that

Tor?(A, A) =0 for all i >0 and that

& : Spec(A) = Spec(A) X Spec(A)
Spec(R)

is an open immersion i.e., (Aﬁm) -1 -» An is an isomorphism for all maximal
@ " (m) =
ideals m of A , where ¢ : Aﬁﬂ 2 A is the multiplication map. Then the first

assertion combined with 3.12(4) entails that the diagonal map

i i s i
aE : D(A|R, m)m—r D (A|R, M)Em D (AR, m)ﬂ1

is an isomorphism for every maximal ideal m of A and hence
i - i 2 pleal
4 : D°(A|R, M) » D (A|R, M) & D*(AlR, M)
is an isomorphism, which entails that Di{AIR, M) =0 for all 1

(6) In view of 3.12(4), we may assume that A is an R-algebra of finite

type. Now consider the map
BfDerp (-, M) = Derp(-, E§M)

—ﬁ!R « Since E 1is A-flat, we have an isomorphisnm
BfDerp (B, M) ¥ Derp (B, HM)

whenever B € °b(9ﬂln} is of finite type over R . It follows from 3.3(b) that
D' (A|R, BfDer (-, M)) - D'(A|R, HgM)

is an isomorphism. On the other hand, the functor Eﬁ— : (A-mod) —=(A-mod) 1is exact,

and therefore we have

i i
EE[ (AIR' M} =D (AIH’ EEDerR('I M}) »
and hence our assertion.

(7) follows from 3.3(a).
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(8) In view of 3.10 and 3.11, it suffices to show that
Coker (Dery (P, M) = Hom, (I/T°, M)) = Exaleomm(A|R, M) , where Exalcomm(A[R, M)
denotes the set of isomorphism classes of R-algebra extensions of A by M , Let
O=+M=A"2A>20 be an R-algebra extension of A by M . Since P is a poly-

nomial algebra over R , we obtain a commutative diagram

o > I > P >1|& > 0
0 > M > A > A > 0

where I = M is uniquely determined by the extensions A' up to DerR(P, M)
We thus obtain a map

% : Exalcomm(A|[R, M) - Coker (Der (P, 1) = HomA(I,/Ie, M)) .

Conversely a P-linear map I = M yields an extension by push-out

[0} > T > P = A = D
o] > M > A > A > 0

-
Two P-linear maps I | M which differ by DerR(P, M) dis trivially seen +to yield
isomorphic extensions and therefore we obtain a map

G Coker{Der-R(P, M) -+ HornA(I/Ie, M)) - Exalcomm(A|R, M) .

t is straightforward to verify that &, ¥ are inverse process to each other,

3

Corollarx 3.13. (2} R-algebrz A is formally smooth over R if and only if

DI(A‘R, M) = 0 for every A-module X

(b) Let R be noetherian and A an R-algebra of finite type. Then A

200 oy =
is a2 relative complete-intersection over R 4if and only if D (AR, M) = 0 Zor

every A-module M

(e} Iet R be noetherian and A an R-algebra of finite type, Then for

any multiplicative subset S in A , we have a canonical isomorphisn

4 iy v s vl - "
p(s™lalr, s71¢) B s”Ip(AIR, M) for all 1 =0 .
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(¢) Let R be noetherian and A =2 local R-zalzebra of essentially finite

type, We denote by A the m-adic completion of A where m = the maximal ideal of

A . Then for any A-module E of finite type we have a canonical isomorphism

D'(AjR, A § E) B A § p'(alr, E) .

Proof: (a) follows immediately from D (A|R, M) = Exalcomm(A|R, M) .

(b} Iet P be a polynomial algebra over R in a finite number of variab-
les and let O 2 I 2 P = A =0 be exact, Localizing if necessary, we may assume
that I is generated by a P-regular seguence which would imply that H1(Ki) =0

251 e
and therefore D (AR, M) = Coker(Hl{KI, M) = nomA(Hi(KI)’ M)) = 0 . Conversely

assume that DE(Aﬁﬂ, M) = 0 for every A-module M .

Iet 0O=2>I P2 A=>0 be exact where P is a polynomial algebra over

R in a finite number of wvariables. We have

0 = DQ(A';R, M) = Coker(}ll(KI, M) - HomA(Hl(KI), M))

1,605 Hl(Ki, M) - HomA(HI(KI}’ M) 1is surjective for all A-module M . Choose
an exact sequence Q0 > K—=*F =+ 1 30 where F is a free P-module of finite type.

2 1 5
We note that Hl(KI) = K/xo where K. = Im(AF =» A F) , The fact that

(0]
D?(alR, H (K)) = 0 i.e.,
B (K, H, (K )) = Hom, (i, (X,), H (K)) is surjective
entails that 0 = X/K, = F/IF - I/12 > 0 is exact and splits as A-modules and in
particular I/I2 is projective as A-module. Therefore, localizinz A if necessary,
we may assume that I/12 is A-free, and that F/IF - I/I2 is an isomorphism.
Then the fact that © = KJKO - F/IF = I/I2 2 0 is exact and splits as A-modules
entails that Hl(KI} = K/KO = 0 . This means that I is generated by a P-regular
sequence i.e,, A is a relative complete intersection over R =
(c) follows immediately from 3.12(4) and (6).
(d) Firstly it follows from 3,12(6) that
D'(a R, AgE) 3 Agp*(alR, )

is an isomorphism for all 1 , and therefore it suffices to show that
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D’-(iiﬁ, ;ﬁ) - Dl(A1R. ?‘%E] is an isomorphism. Qur proof is based on the descrip-
tion of Dl in terms of algebra extensions, ILet 0O = :;%E >t —E£5 4 0 be an
R-algebra extension. The fact that EfE is an R—modu.‘!.e of finite type entails
peadily that A' is a local R-algebra, complete with respect to m'-adic topology
where m' = the maximal ideal of A' . Therefore if there is an R-algebra map
§ : A®A' such that @ ¥ = id, , then ¥ extends uniguely to ; : E—r.ﬁ.'

~

such that © e ¥ = id; . This proves that

D'(A[R, A$E) » D (AR, A$E)

=

is injective. Now let O = Aﬁ = B > A =+ 0 Dbe an R-algebra extension, Firstly

we claim that the topology on E = Aﬁ induced from ﬂB-—adic topology on B

-~ -~
colncides with the itopology on E as A-module. Indeed, since A is essentizally
of finite type over R , one can find a subalgebra B of B such that B

8] (5]
is a local R-algebra of essentially finite type over R and that g:(BG} = A

Set E, = EN B, and denote by on » By - @ the maximal ideals of 3 , B, ,

. = n+l n+1 2
A respectively. Then my = my + E and hence gy~ =mg "+ EnE for all n .

Since BO is noetherian, there existis an integer r > 0 by Artin-Rees Theorem

such that
# . = -
> = r oo < i
= P'Eg+l =m + E N ;g 1 =mE+ Ej | m?+l
e n+l-r,_. - n+l-r2
=DE+mn (Bg Nm)) e E

for all n =z r , which proves our assertion about the two topologies on E

In particular E = A@ is complete with respect to the topology induced from

B -adic topology on B , and hence we obtain the exact commutative diagram

el
(o) > E > B > A > 0
-~ -~ Lol
o] > E > B > A = 0
Where 3 stapds fer EE—adic completion of B . This proves that D-
1 A| e i o
D (a[r, E) = Dl(A R, Z) is surjective and hence we are done,
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Cnrollaﬁg:};l“. Iet R be noetherizn and A an R-zlgebra of finite type, smooth

everyvwhere except at one closed point x € Speec(A) . We then have isomorphisms

1 ’ ~ 1 [ 2 1 - ] g y
D (A|R, AY =D (A IR, A ) D (AIR, A ) .

Proof: Since A 1is smooth over R except at x € Spec(a) , Dl(AiR, A) is an

A-module of finite type with 1ts support on the set {x] > and therefore we have
.--"""H“"-..__
p*(A|R, A) = DY(A|R, A), = DL (A|R, A, -

Therefore our assertion follows from 3.13.

Remark 3.15. ILet R ©be topological ring and A a topological R-algebra. We then

define, for any A-module M ,

i | i |
BEY = i =7
Dtop(A'R’ B = 1%_’"‘ D (A, R,, A, & E)

where A = A/Ja: » R{!, = R/Ia > and J , I, are both open in A, R respectively.
Then A is formally smooth topoclogical R-algebra means that Diop(.ﬂxiﬂ, E) =0 for

every A-module E .

Now let X be a scheme over a ring R and E a guasi-coherent X-module,
We then define the sheaves E;(iR(E-} = Qi(x'[R, E) on X wvia presheaves on X
given by

[Dy|x®3(V) = D' (T(U, o)|R, T(U, &)

for every affine open set UcC X , If R is noetherian and X is of finite
type over R , then the property 3.13(2) shows that gi}‘{lﬂ(gj can actually be

constructed eanonically, as a guasi-coherent X-module.

In case when there is no possible confusion we shall abreviate by setting
2;;.13 - __;‘[m(gx} . All the statements of 3.13 can now be translated in terms of
these guasi-coherent sheaves 2;'(11:{(3) , which we leave to the readers, We list

below a few properties which is most relevant to our purpose,

Corollary 3.15. Let R be ncetherian and X an R-scheme of finite type, Then
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1
DXO
where XD = J%r(

- 62 - VI

(2) For any coherent X-module E , 2;1R(§} is again a coherent X-module

r all i , and furthermore Supp R}idR(E) cxX°1%8  £on a1l i >0 where

Xo1P8 _ [x € X| X 1is non-smooth over R at the point x € X}

(b) If X 4is flat over R , then for any R-algebra S , we have the

canonical isomorphism

2%515@} % Dia®

for all 1 .

(e) If X 4is a relative complete intersection over R . then for every

surjective ring homomorphism S -+ R we have the exact seguence

0+ By1a(®) + B = tomg ey B+

where I = Ker(S =+ R) . If, furthermore, R is loecal with the residue field k

and X 1is R-flat, then we have the exacit sequence

%o

1 5 1 5
0 = D; 5__(gxo} ~ Dy|s(2x ) @ D (Rls, k;@xo -0

Proof: (a) PFollows from 3.12(6) and (B) whereas (b) follows from 3.12(3).
(c) Since X 4is a relative complete-intersection over R , we have

BJiEH(E} =0 for all i 22 by 3.12(10) and hence

0. ™ By|rB) = Bx|s(&) = Dy|g(E) » Dx|p(B) = Dx|s(B) = Dhig(E) =0

is exaet by 3.12(2), where Q;tis(_gj are guasi-coherent sheaves of X defined

by

~

i - Y - L)
D |s(E)1(V) = D*(rls, E(U)

Tor every affine open subsei U S X . In particular, Qgis(gl =0 since S 7* R
is surjective, and

; S
Dhjs (&

Hom—x (I/Iaﬁx. E}

by 3.12(7), and hence the first exaet seguence, I X is R-flat, we have
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Q; e (B) 3 E;‘R(EJ for 211 1 and for all guasi-coherent X -module E and in

o' L4
particular

1 P §
o) (O ) = Dy1pl0y )
X, |k X X|R Xy

Trom which the second exact sequence follows.

Remark 3.16: The guasi-coherent sheaves EiiR(EJ we have defined should appear
as Eg’i of a spectral seguence relating the loecal ones and the Zlobal ones.,

L. Illusie has obtained such a theory (Lecture Notes in lMathematics 230). His
methed is via "homotopical algebra" generalizing the methods of M. Andre and
D. Quillen rather than "cohomological algebra" ., It seems that the approach we
have taken here can be globalized via Grothendieck cohomology on the category of

schemes with an approoriate topology generalizing the one on the affine category.

4., Formal moduli of deformations

One amongst the nice cofibered categories in which the isomorphism classes
of objects are usually not prorepresentable, but nevertheless admit a formal wversal
object is the cofibered category of deformations. We now come back to the situations
and notations of paragraph 1. Thus, throughout the section, & 1is a Tixed complete
local noetherian ring with the residue field Xk s and Eﬂ is the category of

artinian local A-algebras with the same residue field k

Let XD be a fixed scheme over the field k , By an (infinitesimal)
deformation of XD , we mean a pair (R, X) where R = ob(g¢) and X is a
flat R-scheme together with a commutative diagram

i

X

XO
J flat
)

>  Speec(R)

Spec(
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such that the induced morphism Xy * X xspec{R) Spec(k) 4is an isomorphism., We
note that, since R 1is an artinian local ring, ix : 1(0 =2 X 1is necessarily a
closed immersion which is a homeomorphism on underlying topological spaces. If
(R, X) » (R', X') are deformations of Xy to R, R"' respectively, we define an
arrow (R', X') » (R, X) to consist of a map R' —2—> R 1n C) anda

morphism & : X # X' of schemes with a commutative diagram

X \ / x!
Spec(k)
L7 N L
Spec(R) Spec(q,-) > Spec(R')

We thus cbtain the category M of (infinitesimal) deformations of X in which
—'xo o}

the objects and the arrows are defined as above, The category 1_.X is provided
&}

with a funetor p : My, = C, defined by (R, X) *R . Now let (R, X) € ob(é}xo)
0

and a map R —&—> 5 4in C) be given, We then obtain a commutative diagram

X X Spec(s)
Spec(R)

flat flat

Spec(8) —————u> Spec(R)

Spec (@)
and @-arrow (¢, _nl) : (R, X) = (8, X xSpec{R;i Spec(S)) 1is obviously cocartesian
in -'X . It follows that the category M, is a cofibered category over Cp
0 o o
via P ; :;5{0 » C, . We observe the following facts:
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Lh.ifa): Tet {lﬁ’ &) : (R, le - (R, XQ} be an arrow in ﬁx L (-

[0}
& : - is a2 morphism over R such that 8@ k—>X @ x is an isomorphi
1 R R s,

Since R is artinian and xi is R-flat, it follows immediately that % is an

isomorphism so that (1.3, §) : (R, J(l) = (R, xz) is an isomorphism in ":I‘xo =

Consequently,

bl is a cofibered category in groupcids over C
5 =

4,1(b): BSuppose that Xy 1is affine, say X, = Specfﬁo) . Then for any

object (R, X} € eb(i;ixo} » X is also affine. Consequently, for any R < ob(g‘\) e

the category M, (R) is canoniecally eguivalent, via the sections, to the category
(8]
in which an object is a flat algebra A over R together with an R-alzebra map

Jg ¢ A AO inducing an isomorphism A 3}? X }AO » and a map @ : Al = AE

is an R-algebra map with 2 commutative diagram

3
Ay > A,
J 5
A J, Ay
Ao Aq

4,1(e): Consider the cofibered category My  in groupoids over C, .
(03

~

By definition, the eategzory EX (R) for any R Eob(g‘\) is canonically equivalent
0

to the category of formal schemes L ,adic over the formal speetrum Spf(R), such

that In = X SR I{;’g_n+l is flat over Rf"ﬁlﬂ'l for every n = 0 (or what amounts

to the same, if X, is noetherian, such that X is flat over Spf(R)) . Con-
seguently, if XO is noetherian, E‘X is canonically gh-equivalent to the cate-
O Eal

gory of deformuations of XO over the objects in Eﬁ y in the sense of formal

schemes.

4.1(d): ILet (R, X) < ob(_l'_ix ) i.e., we have 2 commutative diagram
0
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xo > X
l l flat
Spec (k) > Spec(R)

such that X =X xSpec(R} Spee(k) 1is an isomorphism. Now let Uy © X, be a fixed

open subscheme of xo . Since 1:( : XO =+ X 1is a closed immersion whieh is a

homeomcrphism on the underlying topological spaces, we obtain a commutative diagram

]
i.]u
X'0 1
Uy =T x|y,
flat
Spec (k) > Spec(R)

| =
such that U, (x]ug,) xSpec(R) Spec(k) = X @R l-:iUo is an isomorphism, so that
(R, inO) is a deformation of U, to R . Furthermore, for any arrow

o}
(@, #) : (R, X) = (R', X') 1in Exo » (s Qluo} : (R, x!uoj - (R', x'!uo} is an

arrow in '—50 . Conseguently we have the restrietion funector M = —5U over
(0] IKO (0]
Ef\ . One may 2lso consider a localization as well as a formalization at a point.

Namely let x, be a fixed point in Xy o I (R, X) € ob(i

)} 5 then
%o

to R and Spec(gx ) is a de-

Spec(gx‘x ) is 2 deformation of Spec "X

(o )
o B o %o
formation of Spec(gx - J over R , where = stands for the completion with
c* o
respeci to the linear topology given by the powers of the maximal ideal, We thus
bta b & -+ ] =+ | L,
obtain funetors I, I—%‘spec(o ) b%pec({} y -
(6] —{_ ,Xx =X _ X
o] 0770
Firstly we establish that l'-_JxO is a homogeneous cofibered category over
Sy
Lemma 4.2, Consider a diagram

o e—

R =
surjective
In ¢, , and let E, E' be flat modules over R, R' respectively. Then for any
R'-homomorphism =' - E = E ®R R , the fibre-product E XE E' is flat as

R E R'-module
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Proof: Tet O=+I >R >R =20 be exact so that 0 =TI =R xﬁﬂ'—na'-'o is
exact. Since E is R-flat, O-’I®RE-’E"’E-*0 is exact and hence we obtain

the exact sequence
#* - - * '
(#) 0-=>7T @R E>EXgE' »E O .

Set 35 =1H g B . Since I is nilpotent, E Xz E' 4is flat as an S-module if and

-

only if (E Xe E') @S R' is flat as an R'-module and Tor-? (E X E', R'") =0

= - 1 r_ ' B ™ 1
However, we note that I GH E=1I @S (B Xz E') and E R S(E Xz B ) and

therefore the exact sequence (¥) can be rewritten as
D"I®S(EXEET)"’EKEE'"R'@S(EXEE'J"O.

This means that Tor) (R', EX3 E') =0 and R’ 3, (E %z E') = B' is flat as
R'-module, and therefore E g E' 218 S-flat,
Corollary 4.3. Given a diasram

(R, X) (R', X')

(o, &) (o', &)

(R, X)

in M, , the amalgamated sum X JJX' X' (in the sense of schemes) is a flat
o}

scheme over R X R' , provided ¢ : R= R is surjective, Conseguently, Ijxo
is a homogeneous cofibered category in sroupcids over Eﬁ =

Proof: For each affine open UID = XO s We have by definition that

x s 2t lu & Spec (T(U,, X) "T(yy,%) TWUor X)) . Consequently, 1f ¢ : R =R

is surjective, X-UJT—C X' 1is a flat scheme over R Xz R' by 4.2, and the morphism
-.LL i . = 1 .“: 1 2 - -
iX i}'{ ig0 s J{O -+ X % X induces an isomorphism ){O =+ (X 3 xh) s k , where

S =R X R' . Therefore (R %= n, }(J'Ii X') € ob{ﬁx ) and we obviously have
(0}

that (R X5 R X'u}-z X'y = (R, X) X(ﬂ,x} (R', X') 4in the category }_IXO , which
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means that I;Ix is homogeneous over Eﬂ 5
[#]

Temma 4.4, For any scheme X‘O over k , We have a canonical exact seguence
==

o - H(X,, QEOJ » [ GLeD] ~ #(x,, 2,1{0}

where 2; are as defined in paragraph 3.
(0]

) @
Then as it was noted in 4.1(b), the category ﬂj{o(k{e]) is canonically eguivalent

Proof: (Special case) Assume that X, 1s affine and let I‘(XO, Oy ) = A

=

to the category £ , where
ob(E) : object in E is a flat algebra A over k[e]

together with a x[e] -algebra map dy * A A, inducing the isomorphism

k &k[el _jA : k ak[ej A Ao . Alternatively, an objeect in E is 2 k-algebra

A * W

E

A together with an exact sequence 0 = A

Q{AO}Q =0 as an ideal in A&
F(E) : An arrow Al * A, in E with respect to first deseription of

the object in E is a ¥ el-algebra map & : Al *Ae sueh that J, =
a3

Therefore, an arraow Al - AE in E with respect to the alternative description

Jp °¥.
Aa

of objects in E 1is a k-algebra map & : A, # A, yielding a commutative diagram

It foliows that [M, (k[e])] 4is canonically isomorphic, via T(x,, =) , to
()

the set of isomorphism classes of k-alzebra extensions of AO by AO « In other

words, we have a canonical bijection [l.x (x[e])] = HO{J{ . Q;L{ ) vid Tl =)
(8] [#]

wWhich is trivially seen to respeect the vector space structures on both sides,
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(General case) For each affine open U0 (== KO » We get a2 canonical map

[E& (x[e])] » HO(UO, Ei )} defined as the composite map
&} (0]

_E&O (Le])] » EEUO (x[el)] — HD(UO, Q;O} and hence we obtain 2 canonical map

[Mx (x[e])] = Ho(xo, Dt )+ Its kernel is the set of isomorphism classes of
0 s

locally-trivial deformations of X, to k[e] , i.e., the set of isomorphism
classes of deformations of X, to k[¢] , loecally (on X ) isomorphic to

0
1 il —_ a =
xb 3, K[E] . Since Dx = DEP’ (Ox » Oxo] = Aut(xO ; k{E]!xo) the sheaf of

zerms of automorphisms of Xs 3% k[ el 4inducinz the identity on the subscheme
XO » it is eanonically isomorphic to H;(x . 22 ) s so that we obtain the desired
0]

exact sequence,

Theorem 4.5. let X, be a scheme of finite type over k T W r
ing
(i) XD is proper over k or (ii) Xy 1is affine but xg = [x € XOIXO

is non-smooth over Xk at the point x } is a finite set. Then

(a) EK admits a Tormal versal object (called a formal versal deformation of X5 )

o

-

over Eﬂ_ . If (R, X) is a formal versal deformation of Xo » then for any
(s, y) < ob(ﬁon » there is a map (¢,2) : (R,X) = (S,) in Exo such that the
diagram below 1s cartesian
Y . > L
Spfl‘v(S} >E'£ffR) .
Spf (@)

Furthermore a formal versal deformation (R,YL) of xo prorepresents the functor

[ﬂx ] if and only if, for every surjective map R' » R in Cp -2nd a deformation
(¢

(R'., X') of X, to R' , the homomorphism

AutH,(x'lxo] = Aut (X' §.RIX,)

is surjective.

{(v) TF XD is proper over k , then ﬂx is smoothly pseudo-representable
&}
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over Eﬁ .

——

Proof: (a) Since EK is a homogeneous cofibered category in groupcids over
(6]

EA by 4.3, it suffices to see that Lﬂfk[a})] is a finite-dimensional vector

space over k by 1.11 and 2.9(b).

Now consider the exact sequence

i i Q ) 1
(*) o =@ H(X,D, ) = [M x[e] -» H (X, Dy ) .
%o x| %, =X,

If X. is proper ocver Xk , then chx 5 Qg ) and HO(XO, 2; )
0}

5 xo are both finite

dimensional since Q} are ccherent for all i =2 0 by 2,13(z). Now assume that

X

o is a coherent sheaf

1s affine such that X5 ™ is a finite set. Since DX

%o

on X, such that Supp Qi C:xging by 2.13(a), we find that Ho(xo, Qi ) dis a
0 6]

finite-dimensional vector space over k , whereas Hl(}{o, go ) = 0 since XO

%o

is affine. Therefore, in either case, it follows from the exact seguence (¥) that
[Exo(kicjlj is a finite dimensional wvector space over k . The second statement

of (a) follows from 2.7.
(v) If X, is proper, Aut (X, ®, k[eliX)) = H(X,, D} ) 1is a finite
o

dimensional vector space and hence cur statement follows from 2.13.

Remark 4,6(a): Let XD be affine., Then a formal versal deformation of xo

exists if and only if Qio has its support on a finite number of points, However

this does not imply that non-smooth points of XO

affine schemes xo over Kk having & non-isolated non-smooth point but supp Q}

%o

are all isolated, Thnere are

is a finite set.

Hemarik 4.6(b): Henceforth a deformation of XO is meant by an object in E& ™
[0}

In case when there is a possible econfusion, an object in EX will be referred as

0
an infinitesimal deformation of Xo

Remark 4.6(c): Let X, be a scheme over k . We have fixed a complete local
Noetherian rinz A with the residue fleld x , and considered the deformations

o
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of XO over the category Eﬁ - (In practice one usually takes A=k or W(k)
if k 1is a perfect field of positive characteristic). Now Ek C-EA is a fully
faithful imbedding, and that _E:LXO] Ek is simply the category of deformations of
XO over 8 where 8§ € ob(gk) . Therefore if (R, X) is a formal versal deforma-
tion of ){O over Eﬁ » then (k GA B, %J.‘ L) is a formal versal deformation of

Ko over C_ . It follows, for example, that dim ﬁxo = dim k Qﬁ R does not

_LQ

depend on the choice of A but depends only on X. .

o

One can generalize the above theorem in many ways. Let us for instanee
consider a pair YC - xO where XO is a scheme of finite type over %k and YO
a fixed closed subscheme of XO . For each R € ob(gﬂ} ,» & deformation of

(XO, Yo) to R 1is meant to be a commutative diagram

Yo\ )"/Y
X > X flat

flat

Spec(k) S, Spec(R)

such that (XD, Yb) - (X xépec(ﬁ) Spec(k), Y-XSpec(B) Spec(k)) is an isomorphism, |
Defining a morphism (R'; X', ¥') = (R: X, ¥Y) of deformations of (X, YO} to
be the obvious ones, we obtain the cofibered category ExO’YO in groupoids owver
C, . (This is a process cften used in rigidification of automorphisms in moduli
problems of deformations.) One sees immediately, by the same argument as in 4.3

based on 4.2, that 'ﬂxo v is a homogeneous cofibered category in groupoids over
»
(8]
Cy -
(o] 2 r
Lemma 4.7. O = H (Y., Hom, (I/1I%, )) = [ (k[el)] » [, (x[e]))
e or Hfg, S, 5., %y

O
is exact, where I 1is the ideal sheaf of Oy defining ¥, i.e.
8]
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0"5-"9-:{0"9'1 =0 is exact,
o]

Proof: ILet B be the full subcategory of ﬂxo : (x[e]) whose objects are of the
— £l o

form (fe); X X Spec(k[e]), ¥) . We then have

Spec(k)

F

[8] = ker ([M, o (k[e])] - [ijo(k&:l)] ) . The category B is the groupoid of

deformations of Y, to k[e]l "inside Xq xSpec(k} Spec(kfe]) ", i.e., an object

in B 1is a commutative diagram

:I.Y

4 — X5 Xspeo (k) Spec(x[e])

flat

Spec(k[e])

such that Speg;{;cg(:teﬁy = iYO ., and an arrow (Yl, LYl) - (¥, iYej is g

kKl el-morphism & : ¥, #* Y, (necessarily an isomorphism) such that

Spec(k) X § = id, and i, © & =i, ., Alternatively, an object in B is a
Spec(k[e]) 0 2 1
pair (Y, J,) , where Y is a deformation of Y. to X[ e] and §, : Y - Xy
¥ (6] 3 Y
is a2 morphism over k such that the composite morphism YO = —-¥--—-> 3(0 is

iyo » and an arrow (Yl, JYl] - (YE’ JYa) is a morphism & : ¥, * Y, such that

kk'?e]‘ = j.dYO and 3. o & = Jy_ + Therefore the association

=l 1
o} > T > 0 > > 0
- ._.xo QYO
¥ i
(¥, Iy} F——> i : 4
£
(8] = s =0
9;10 Oy Qyo
€lves rise to an isomorphism
Jiz
(3] —ZS i £, i@ ) _ .2 0 . ;2
M L, O ) =Hom, (I/I°, @, ) = H (¥,, Hom  (I/1%, 0, ))
2 Yo Ly Yo 0% =0y O 7

4
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Remark 4,E. For a more general formula implying the above lemma, see SGA3 IIT 4.4,
One may also note the following fact. One can define for any S-scheme X and a

quasi-ccherent X-module E a quasi-coherent X-module (E} for all 120 ,

i
Dx|s
generalizing the case when S 1is affine. As usual we simply write

i i
Qxls(gx} = Dylg - We then have

1oy, Hom,, (g/f, QYO}J = HO(YO: E‘i'olx)
0

where 0 =+ I ﬂ'gxo *ngO = 0 1is exact.

Theorem 4.9, Iet Xy be k-scheme of finite type and Y, a closed subscheme of

XO . Assume that either (i) Xy 1is proper over k or (1i) Xy is affine and

smooth over k ouitside a finite number of points and Yo is proper over k . We

then have

(a) Ex v admits a formal versal deformation over gﬂ , and it pro-
o* 0

represents the functor :MX
Kgs
R' R in C, and a deformation (R'; X', ¥') ,

] if and only if, for every surjective map
YO

Rutp: (X', ¥')|X5) = Aut (X' § R, ¥', & R)|X)

is surjective.

is finite dimensiocnal,

(b) £ furthermore Hp(x . 23 [x -0 X Qg lk}
ol 2§ ey )0
@)

then M is smootihly pseudo-representable.
—‘xo, YO

Proof: It is obwvious from 4.4 and 4.6 together with 1.11, 2.7, and 2,13,

We now consider the passage to localization and completion in the deformation

theory of schemes, Firstly on a notation: Let xo be a k-scheme of finite
type. Given a fixed point Xq € xo » Wwe have natural functors
! -+ M - N =
B, Bopec(o, ) T Hspec(®, )
(6 S o* 0
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and in turn we cobtain the functors

- 4
M L‘E!}:»et: (.

o~
5 s xo) Espec(ﬁxc, o b

(9}

As it was remarked in 4.1(e), My is canonically equivalent to the category

0
in which an object is a pair (R, X) where R £ ob(g’,\) and L is a flat R-adic
formal scheme together with a fixed isomorphism Ioé-*—}xo . Henceforth we shall

write, when there is no possible confusion, the images of (R, L) under

) by (R, I(xo}) and (R, J'.(x

0)}
S0

M - M and M -»
Xy, THHee ':gxo, xoj ixO L"Bpec (on

respectively. Therefore if 1L = 1%111 Iv where I-,,

V+1
= Sp§(RJSpec (BR/m ™) then

X = 1im Spec(Q. )
x> y = 1im Spec@ )
(XO" v xe %o

Theorem 4.10. Iet Xy be an affine scheme of finite type over k

(a) If }{0 is locally =z complete-intersection, then ix is smooth

8]
over

(b) Assume that, for a fixed closed point x S S Xy = {x} 1is smooth

over k ., Then
L}[ -.E'Spec (o ) _’P—‘{Spec (8 )
o} —XO, b —xo, x

are both minimally smooth functors. In particular, if (R, Y} is a formal versal

deformation of Xo » then (R, I(x}} and (R, 1(2)} are formal versal deforma-

tions of Speeo (gx

Py
) and Spec (0. )] respectively.
0 x — XO" x

Proof: 1In this proof we go back to the notations of the cohomolozy of commutative

2lgebras defined in the paragraph 3, We set }CO = Spec(;‘o}
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() It suffices to show that P : Lr;axol = C,

is smooth.,

Let (R, Spec(A)) be a deformation of Spec(Ao) to R , where R £ ob(gﬂ}

Given a small extension R' =® R in ¢, (i.e., 02%kx>R' 2R -0 is exact),

we must show that (R, Spec(A)) can be lifted to R' . The exact sequence of

Di with coefficient AO applied te the ring homomorphisms R' =2 R 2 A gives us

the exact sequence
1 1 1. 2rnl
«es > D (AR, 45) » D (A|R', A;) » D (RIR', k) Ay 2 DT(AIR, Ay) = ...

Since R' »® R is a small extension, Dl(R'IR, k) 1is l-dimensional vector space
over 4 generated by the element (denoted by [R']) represented by the extension
O=*k—=2>R' " R0 . On the other hand, A is R-flat and hence

pi(alR, As) = Di(Aolk,Ao} for all i >0 and in particular DE(AER, Ay) =0

by 3.12(11) since AO is locally a complete-intersection. Consequently we get

the exact sequence
-» (A lx, &) »D*(A|R', &) > D*(RIR', k) @ A. >0
o!*r & =By 1B H) Py

This means that there existis an R'-algebra extension of A by AO s denoted by
A' , such that [A']>[R']1®1 under the map D'(A|R', A4,) > D'(RIR', X) 8 A, .
which means that the deformation (R, Spec(A)) can be lifted to a deformation
(R', Spec(a')) .

{p) By 3.14 we have the isomorphisms

- S = T
DM (Aglk, Ag) = D((A)), T, (Ag)) = DH({a)) i, Tag))

s U OTD] = Dgpucq, | )MIDT= Ulgpec Gy 04T -

It suffices to show, by 2.7(a), that

M 'y J o q
E’—’XO] * ~Hspec (o, }] . EﬂSpec(g Vo
Kor Kor
are both smooth functors., Iet (R, Spec(A)) be a deformation of XD = Spec(Ao) s
and let 02>k 2*R' 2R 20 be a small extension in S, . As above, the ring

homomorphisms R' + R =+ A gives us the exact commutative diagram
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- pl(a lx,a.) » D (alr',4 ) B DL(RIR',K)8A - D2(A _lx,A ) = ...
(0] (8] o kO QO Q

y! l l *

> Dl (8%, (A5) ) = DH(AIR', (ag),) » DLRIR,KIB(A,), = D2(A |k, (AL),) = .

a

1 " 1 In' \ Eg__ L(rlR" S
» D ((Rg), 3, (Ag). ) = DU(A IR, (&) ) > DT @RIR',K)B(A,), = D7 ((4,), [k, (A5) ).

-

where the indicated isomorphism comes from the faet that AO is smooth over k

except at one closed point x so that

D (Aglk, (A)) = D' (Ay |k, Ag), = D' (A,|x, Ag)

for all i > 0 . Now suppose that we are given an arrow

(R', Spec(B)) = (R, Spec(Ax)) in Eﬂﬁpec((hol )} . It means that we are given
x

a class [B] € Dl(Ax!R', (Ao)x} such that px{fB]) = [R'] . Then a trivial
diagram chasing shows that there exists [A'] € Dl(AlR', AO} such that
p(fa']) = [R'] and A‘ =B i.e., (R', Spec(A')) 1is a deformation of Spec(AO)

[ 1l bt -
to R' such that Spec(a }x = Spee(B) . This proves that Exo *-Espec(gx x}

P o?
is smooth. The smoothness of the functor mSpec((Aoj ) —Spec((Ao}

comes from the similar diagram together with the fact that
i /\ B

Ly a0 4

DH((Ag), ks (Ag),) = DE((AL), [k, (A).) =D (Cagd lx, (2,

for 2all 1 >0 since x 1is an only possible non-smooth point,

Theorem 4.11. Iet XO be 2 (separated) k-scheme of finite iype, smooth outside

a finite closed set Xﬁing = {xl,,..,xr} of Xy . Let Ué,....Ug be affine

open neighbourhoods of X;,...,X, such that Uélﬁ xﬁing = {xi} . If

0 - B
HQ(XD, Qx } = 0 , then the natural functor 21_ hhl b SR 4 Vur is smooth.
o] o] o
Proof: We can complete Ué, oy .Ug inte an affine open covering of Xb by
choosing UE*l,....Ug such that ugfw xginﬂ =@ for all j >r . Now let

R' 2R be a small extension in C, , and let (R', U'Y),...,(R', U'") be

deformations of U:é,...,Ur to R' suehr that ‘..T'1 %,H = }(;Ul

5 o * 1 =1sr , for

7
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some deformation (R, X) of XO to R . We must show that ithere exists a defor-

e,

mation (R', X') of X, to R' such that X' @R =X and X'|0} = U'' for
1 =i sy |, Since Ug for J >r is smooth over k , xiu'é can be lifted, by |

4,9(a), to a deformation (R', U"}} i,e., there exist deformations (R', U"j) |

of U'g to R' such that U'd ﬁ,ﬁ = X!U‘g for all j > r . Since, for any pair r
i £33 . Ué M Ug is affine and smooth over Xk , we cobtain an isomorphism
v L Jggdivd ngd
Tyt U luénuo-ru lug Nud
such that 'ri.i ﬁ. R = id.xlué N Ug) » and in turn defines 2 cohomology class in

2 ¢} k -1 2 O
H (XO Exoj given by Ué n Ué n Uy Ty 3ok . Since H {xo, QXO) =0 by

hypothesis, the obstruction for glueing these to obtain a global deformation

vanishes, and hence we get 2 deformation (R', X') of XO to R' such that )

x! %.R =X and x"[U‘é = y'J | This completes our proof.

Remark 4,12, The previous proof assumes XO to be separated, which is unnecessary.
In faect, for a fixed deformation (R, X) of X, and deformations (R', U'9) of
Ué » the deformations (R', V') of open set V of X to R' compatible with
the deformation (R', U"j) already given, form a "gerbe" (in Giraud's terminology)

whose structure sheaf is 20 . Hence the obstruction to the existence of a

XO

section of this "gerbe" (i.e., a2 global deformation (R', X') of X compatible

with the given datum (R', U"j)) is in h‘2{X 3 E?C ) which is zero by assumption.
0

Corollary 4,13, Let X, Dbe a k-scheme of finite type, smooth outside a finite

i r - O
subset x§1ng = 1*1""”‘1'-} of X, such that 1-[2(](0, D, ) =0 ., Then

%o

(2) M, =M, @ Xeas X M
= pec (0. ) —‘Spe-::((')\ ) is smooth.
.XO -*-]QO,JL_L —'Xo,xr o
r
o Y
In particular, dim M, = dim H (X D, )+ E dim M
_.‘XO 0’ XO e —Bpec@o’xo) &

(b) If furthermore XO is locally a compleie-intersection, then 1'-_1x

is smooth.
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Broof:

(a) The first statement follows from 4.10 and 4,9(b). Now let (R, X)

and (Rl, "1}""'“":-' L ) be formal versal deformations of X. and

T’ (0}

spee[gxo’xl)-...,Spec(O - ) respectively. We then obtain a commutative diagram
6] ™

5

= R&...8R

M > | 2, J/

X Hspec (0 ) R oese XN A

(8] —}(O,x.l —I‘-Bpec(gxnixr)
Since the composite functor
+ M. K = Woawei X i
B 7 5 —Spee(gxo’xl} Mspec (gxo"‘r)

is smooth whereas
~ -~ - I"-' ~ % % b ~
2 ... R -5 o} e —IS C.
E-ﬂl %. § T pec(—Xo,xl:} pec(_xo’xr)
is minimally smooth, it follows from 2,7(a) that

by 2 by = 2 is smcoth i,e., R is a formal power-series rinz over
l ﬁ - e % R

. J= v (kle1)]=T A k[ ] [y =
0= H (X D. Gz-’ [r, (x[el)l» (Mg ee (0 )(n:hel)J ee Lg oo
_-le'l —_—

Xor%r
is exact by 4.4 i,e.,

T O\ N 2 o o
0->5 (XO, _EEXO, —’nomh_alg(ﬂ, k[e]) = “°""A-a15(31 ... % Ry» kLel)

-~

is exact, it follows that R is a formal power-series ring over Ry @ ... (?.‘( R,

in d-variables where & = dimkh‘l(xo, QE ) -
: #]

Therefore
di B - 1 Ro= f oo 5o
im 1_1:{0_d1...r:§? a w—dl,...{ﬁ (R_iﬁ... %Rr‘}
=d + dim(k § Ry ) % 3 (k& ar:
= + Z_ dim za;:+iiimi-‘ i
= B3 3= _Spe':(-cix.\,x.)
L&) 1
1MQ
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(b) follows from 4,10 and L. o(a).

4,314, We close this paragraph with an explicit construction of a formal versal
deformation in a simple situation, In faet, if XO is affine and is a complete-

intersection, it is trivial to write down explicitely. Thus let

Ao = k_txl"..’xn]/(fl'.."f!"} s/'-T

where S = k[xl,...,xnj s 3= (fy5000,f,) , and fy540esf, 1S an S-regular

sequence. We then obitain the exaet sequence
= Der, (S, AJ) = Hom, (3/9%, A) »Dl(A 1k, A.) » 0
S ETT0 AO SRR v ] (o Shut i ¢

We note that J/JQ is Ao—z"ree module of rank r generated by

fl{mod 32),...,fr(mod JE) » Since fl,...,fP is an S-regular seguence. We now
assume that Dl{AO[k, Ay) is a finite-dimensional vector space over k say A
has isolated non-smooth points only. Let 4 = dimkD]'(Aolk, Ay) and choose

B § b T *4 (3=1,2,...,4) wnich form a k-basis of D (Ajlk, Aj) . Now
choose ij € h{xl,...,xh] such that pJ(fi) = Pji (mod m, + J) where m, is

=
the maximal ideal of A . We then consider

i)
I

= AEEtl.vocc,td]]
B = REXlJ s--,xn]/(Gl,ca-JGr}
a
=F,. - L x.pP and F, is a polynomial with coefficients in A
GO gy LA 3
gotten from fj by lifting the coefficients from k¥ +to A . Since

where G

H[xl....,xn} is R-flat and Gyse04,G, modulo m (which becomes fl""’fr}
is a regular sequence in k ﬁ R[xl,...,xn] > it follows that B is R-flat, and
k % B = RO . Furthermore,

Hom, .15(Rs ¥e]) = Dl(AOEk, Ay) = [gspecmo)(k;e])]

is bijective by our construction of B . Therefore, if we set
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SPE(B) = 14m Spec(R/m’ ™ § B)
v

then (R, Spf(B)) is an object in /EE%E y @nd the functor

o

c(AO Bp = LBpec(A )
¢}

jnduced by (R, Spf(B)) is smooth by 1.6, since R is a formal power-series

ring over A . In other words, (R, Spf(B)) is a formal versal object of

l‘—'IfSpﬁac:(FLc,) 2
We note, by 4.10(b), that if we set

B= HEEXl,...,xnll/(Gl,...,GrJ 4

then (R, Spf(B)) is a formal versal deformation of Spee(AO) where

_ 13
Ag = k{[xl,....xn,,/(fl,...,fr) :

Remark 4,15, Iet XO be a k-scheme of finite type with isolated non-smooth points

only, and let (R, L) be a formal versal deformation of XU .

tion shows that if Xb is affine and locally a complete-intersection, then X

The above construc-

is a formalization of an R-scheme of finite type. This fact can easily be genera-

lized to the case when xo is not necessarily affine but HE(XO, Eg Y =0
o}

Remark 4.16, The global theory of the relative cotangent complex (the latter
theory beinz reduced to the truncated complex of length 1 , whiech is sufficient
however for many purposes of deformation theory) allows to generalize and simpli=-
fy certain resulis, such as 4,10, Namely let S be a scheme, S

Ocs' S8 two

subschemes of § defined by ideals J—>I such that JI =0 , X' a scheme
Xy/So
=L the relative cotangent complex of XO over 50 5

which is an element of the derived categzory D{xo, Qx) . We consider the category

flat over 8' , I.

F of all flat schemes X over S which extend X'/8' , i.e. together wiih an
8'-isomorphism X $s'=x' . Then
(a) For an object X' of F , the group of automorphisms is canonically

(where Ix is the inverse image of I , wviewed

isomorphic to Exto(xoz j Ffhe &
&}

J
XO

25 a module on S. , on Xb] 5
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(b) The set of isomorphism ¢classes of objects of F dis empty or a

} oo

torsor (= a principal homogeneous space) under the group Sxtlfxo- ) I

(c) One can defire a canonical element ¢ € Exte(xo: L.,IXD}

vanishing is necessary and sufficient for F to be non empty.

In order to study the Extlfxo: L.,Ix ], it is often convenient to
0
write

Eb:ti(KO_:L”I Ve Hi(XO, RHom(L.,I, )) .

%o 0

and to notice that the complex RHbm(L.,IX ) has as cohomology sheaves the

Q

sheaves 2; (Ix )} introduced in §3. For 1 = 0, 1, 2, these sheaves may be
0] (8]

viewed respectively as the sheaf of automorphisms of any objeet X of F
(understood: automorphisms inducing the identity on X') , the sheaf of indeter—
minacy of isomorphism classes of local solutions to the flat deformation rroblem,
and the sheaf of obstructions to the existence of local solutions., On the other

hand, the standart spectral seguence gives us

-

Ext¥(X, L.,I, ) & P % _ wP(x., 2 (1
0

2 [8] —KO XU}}

which yields the well-known isomorphism
ORI o (8] RO 1 = 1
Aut(X/X') = H (X.,D, (I, )) = H"( ,Hom(gxo/ »I,. )) = Hom(@Q I )
o} —-XO XO xii) St SO 5 ~—XO/SO XO

and the exact sequence in low degrees

o - 1 (x,,0°0 ) - mxt! - #2(x_,pl ) - B(x,00 ) - Ext2
[0} —XO 0= (8] _XO

%o
This shows in particular that if HE{KO,Egb} =0 , and if there exists any local
flat deformation X of X'/8' , then there exists a flat global deformation which
corresponds to given local deformations. More precisely and generally, for a given
local deformations (i.e. a section of the '"sheaf of isomorphism classes of local
flat deformations" ), the argument 4.10 shows that the obstruction to finding a

Blobal flat deformation compatible with these is in Heixo, gg ), hence such
0

a global flat deformation exists if H?(Xb, 29

%o

) =0 : this is essentially 4.10.
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on the other hand, the speciral seguence shows that the Exta is zero whenever

we have the relations

e, DE ) =0 5 (K, DE ) 6 , (X, 00 ) =0 .
(%) Bl By (Xo» D, )

The first relation is always satisfied if XD is a relative complete intersection

over S, (as then gi = 0 for any module M on X/ ), the second is satisfied

(9]
provided the support of 2; is discrete, as is the case if XO is smooth over
[¢]
SO except on a discrete subset of XD over SO . Wnen the previous three rela-

tions (¥) are all satisfied, then by (c) above, F 1is non empty, which generalizes

.,12(p).

More geometriecally, and without using the global theory of the relative

cotangentcomplex (but only the globalizing of the functors Q? )s one can get

XO

a simple geometric interpretation of the three successive obsiructions to defor-
ming flatly X' to X , lying in the three left hand terms of (*). Namely by

the loeal theory, the first obstruction ey in HO(XO, Eio) can be defined as

the obstruction to finding local solutions, when this obstruction wvanishes, the
sheaf F of isomorphism classes of loecal solutions of the problem is (by the

local theory) in a canonical way a torsor under Ei ,» and the second obstruciion
O
cs lying in Hl(x > Dl )

torsor, i.e. of finding & "coherent system of isomorphism classes of local

» is The obstruction to finding a section of this

solutions" ; if this second obstruction alsc vanishes, then, choosing arbitrarily

& section of F , one geis, as noted above, an obstruction ¢ in Hefx - Q? )
0]

3 X
to finding a2 global solution corresponding to the given system of (isomorphism

classes of ) loecal solutions. Using the fact that the section of F 1is determined

up to adding a section of 2} s We get a map 4 : HOIX s Qi ) - HE(XO, Qi ¥,
%o 0
and a solution to the deformation problem exists if and only if ey = Q e, = 0,

and 93 is zerc as an element of Coker @ (each ¢ being defined when the pre-

i
D2

\ - " .0
Vious ones are zero). OFf course, the zroups HE- (X %

) » H'(Xy, Dy ) and

g (0] Q
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0,2 11

HE(XO, DO }/Im & are just the initial terms = . E , and
—KO 2 2

E§’0 of

the spectral sequence above, d being the differential (up to sign 2)

6,1 ,0
dy : Ep '*Eg .

5. Formal Jacocbian subschemes

Let Xo be a scheme of finite type over a Tield k , and let (R, 1)

be a formal versal deformation of Xb . Then 1 is not an ordinary scheme over R

but an R-adic formal scheme. The purpose of this section is to clarify "the

non-smooth locus of X over R ".

We fistly recall the definition of Fitting ideals associated to 2 module
of finite type: Iet A be a commutative ring and E an A-module of finite type.
Choose a presentation

K=2FP~2E*0
where F 1is loeally-free of constant rank n « We define

I,(E) = In("AP Kk ® PAP p% > p) fork pe=8; 1 By saa

The ideals IE{E} thus defined does not depend on the choice of a rresentation
and therefore are invariants of A-module = , called the Fitting ideals of

A-module E . The following properties readily follow from the definition.

5.1. {(a) For any ring homomorphism A = B s the canoniecal map

B % A/I;(E) ¥ B/13(B § E)

is an isomorphism for 2all F ., In partlicular we have
i (s™e) = S_lIE(E}
S:A

for any multiplicative subset S in A
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(b) We have IE(E) c Ii(E} CIi(E) < ... , and, for each point

x € Spec(A) , IE(E):( = A, forall p=z dim"_(x)E(x} » where E{x) = x{x) ? E .
(e) x € Spec(A) - Supp A/IE(E) if and only if, for any (or for some)
presentation
K=2F=2E=0

where F = A" , K contains Ai_p which is isomerphic to a direct summand of

Fx . In particular, we have that

Supp A/Ig(E) = Supp E .

(d)

Ii(El @ EE} = p-|-4§=r IJ}:(EI) . IE(EE)

(e) If A 4is a noetherian adic ring, then

B/IL(E) = 1}‘;1-.1 AV/IEV(Ev}

wherse A = l%m Av and E“_=E§A‘llr
In view of the property 5.1(a), our definition of Fitting ideals is readily

Elobalized. Thus let X be any scheme, and E a guasi-coherent X-module of

finite presentation. We then obtain a sequence of guasi-ccherent ideal sheaves

__I_;{E) for p = 0 defined by

T(U, Ix(E) ¥ IRy, o yTW, E)
# e

Tor every affine open subset U C X

Now let X Y be a morphism of schemes. The relative KEhler-differentials
Q}qv‘:: QL-'-Y) is 2 guasi-coherent X-module, If the morphism X =Y is of essential-
ly finite rresentation, then gle is a guasi-coherent X-module of finite presen-

tation, and in turn we may consider the ideal sheaves g.f'c(g“v}

Ee_fi_ni_t_;_oﬂ 5.2, Let XY Dbe a morphism of essentially finite presentation.

- - L e g B ) .- .
Lor each integer p 2 C , we define JX{JH\_’_; to be the closed subscheme of X
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1}

defined by the ideal shearf 2}2{}{1'{} ;i(g‘{i'f) » called the Jacobian subschemes

I X over ¥ | For each point x € X , we set Xx=Spec(_(_}_x x} ¥

Theorem 5.3. Let X Y be 2 morphism of essentially finite presentation, Then

(1) For any base change Y« Y' , the canonical map

J%EX' ') = Jg(x]Y) ¥ Y' 4is an isomorphism for all p where X' = X ¥ ¥t o

(2) For each point x € X , we have the canonical isomorphism

D Dyt
Jxx(xxl‘r) ¥ T (xi¥), .

(3) Jg(xil') :.m-r}c(xiy} DExlY) D..., 2nd x § JR(X{¥) fora

D 2 dimx(x,}nxi'!(x} -

() =x ¢ J?(XIY} if and only if there exists an open neichbourhged U

of x which admits a closed immersion into a Y-scheme U' such that U’ is

smocth over ¥ at x' and dimx,U'f(x) = p where x' is the image of x under

u=u" .

™ H % *® a  BEt
5) Iy xx,% ¥ %D - p+§=r ﬂ1;§1(x1 I)-maZy (1)

& X o
where 'l'fi : )% & X2 —»xi is the projection.

Proof: (3) follows from 5,1(b) whereas (1) follows from 5.1(a) together with the

L3
- % O 3 = ; X ! is t _
fact that P Ex|Y Yerjyr isan isomorphism where P : X 3 - X is the pro

I—" n L] q n -
Jection. (2) also follows from 5,1(a) since Qx,x Ex Byiy _XxIIY is an iso

morphism (5) follows from 5.1(d) and the isomorphism

”;qx.lly ® ":ngi'f ggx_l X% lv

(4) Assume the existence of a diagram

q.___i.__.__ it

-y
1 —
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where U' 1is smooth over ¥ at x' = i(x) and dimx'ufl‘(x} =p . Then

dimu(x.}_f}”: IY(xI} = p and i*&]. v -)&JlY = 0 is exact, so that

dim Q{le(x} < p which implies that x ¢J§(U1Y] by 5.3(3). Since

w{x)
JS(UiY) = Ji(XiY} {U , this means that x ¢ Jﬁ(xﬁ‘f) . Now assume conversely that
x € Jg(xEY} .
The question being local, we may assume that X, ¥ are both affine, say
X = Spec(B) ., ¥ = Spec{A) . Choose a presentation over A
2 =2P*BE 20D

g Q 0l ot
where P = &[xl....,xn] . Then J,r".]’2 B %nPlA i %IA 2 0 is exact and
B g QPM is B-free of rank n , and therefore

Igt%lﬁ) = Im(nf-'\pJ/Jz % (B ’% “anPIA)* -+ B) . Therefore, x & Ji(XlY) 2  there

£
exists f.,.eest in J such that [det - 1(x) £ 0 for some choice of n-p
1 n=p xJ
X 7 such th
variables among xl, KoreaeaX there exists f‘l, fE"""n—p in J such that

Spec(P/(fl,....fn_pH = Spec(A) is smooth at x' where x' is the image of x
under Spec(B) = Spee(PB/(fy,....f, ) . Thus it suffices to take

u' = Spec(P/(fl,...,fn_p}J "

The following is a generalization of the usual Jacobian eriteria for

relative situation.

Theorem 5.4, et X f, Y be a2 morphism of essentially finite presentation. Assume

that there exists a fixed integer n 2 0 with either conditions:

(1) £ 1is flat and dimxxf(xj =n for every point x € X .

(2) r is 2 relative complete-intersection with virtual dimension n

(sgas virT 1.9).

Then x € Jg()(']'f} if and only if f is smooth at x .

Proof:  We have, by 5.3(%) that x § J;{K'_YJ if and only if there exists a

diagram
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such that f' is smooth at x' and dimx'Utf(x) =n , where 1 is a closed
immersion and x' = 1(x) . Thus it suffices to show that either conditions (1) op
(2) entails the isomorphism of i at the point x . Set A = o £lx) °

B' =0

ul,x' * B=20 and let

U,x

0O—=>I=2>B'—>8B=>0
be exact. We must show that I = O . Assume (1). Since B is A-flat,
0 = I/nI = B'/uB' > B/mB - 0

is exact where m dis the ‘maximal ideal of A . By hypothesis,

_ t 1] : r ] -
dimef(x) = dimx'Uf(x) so that dim B'/mB' = dim B/mB . However B /mB' is a
regular local ring and therefore it entails that I/mI =0 so that I =0 . Now

assume (2), and consider the exact sequence

V1S B Gy 20y, 20

Since X is 2 relative complete-intersection over ¥ and U' =2 Y is smooth at
X , it follows that 4 : ]:/'I2 =B %. OB' ia is injective at x and I/I2 and
B g. QB. |a ave both free at x , Therefore by the definition of virtual dimension

of relative complete-intersection we must have that
n = dim RB (x') - dim I/Ia(x) =n - dim I/Ie(x)
#(x)"'B' IA n(x) “nix)
2
tie.; I/IT =0 i.e., I=0 .,

Definition 5.5, Let X QY be a morphism of essentially finite presentation.

In case when there exists a fixed integer n with the property (1) or (2) in 5.4,
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we set L (X[¥) = Iy(X[¥) amd Ju(x[Y) = Qxiy) .

we Set
We can extend this notion to formal schemes in an obvious manner,
Thus let L be a noetherian formal scheme and E =2 coherent X-module.
Then we can define the ideal sheaf Ei(g} by setting
P P
IXE) (V) = Ty (EW)

for every affine open U< X , If L= 1im xv » then E = 1jm E" where
v v

E,=E & 9, and it follows from the fact that L is noetherian that
=X v

;] P
I®) = Um Iy (&)

XV

Now let S be a noetherian formal scheme and Y an S-adic formal scheme
of essentially finite type. Let EI. be the ideal sheaf defining the closed immer-

sion A: L= X b3 L (= the fibre-product in the category of formal schemes) i.e.,
OT LT O x 77O
2 -
is exact, We define E'I‘LS = -——'I.fII . Since L is an S-adic formal scheme of
essentially finite type, it follows that X = 1lim Iv where X,V = X % S‘.r » and
L'

~ : . B ForT
hence EI]S 1‘17131 Ex,,,ls. is a coherent X-module, We note that for any formal

S-scheme 8' of finite type, we have a canonical isomorphism
Q 1 far = (G .
L ygs'|s =5 ;8:5 °1|s

Definition 5.6. Let S be a noetherian formal scheme and 1 an S-adic formal

scheme of essentially finite type. We define the ideal sheaf E&{I[S) by

Bls) = By

and we set J:;(I.ls} the formal closed subscheme of XL defined by _1_%(1]5) .

S“ = m 1 E &}
ince QIIS %}i_ nXHES_, we have
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1
o
0
i
S

P 1ény P Y
I3(Xis) = 1im 17 (X _|s)

X e Xn nin
Prylay _ D

J3(Xls) = 1? an(xn]sn} .

I(x) is an S-adic formal scheme of essentially finite type and we have

a commutative diagram

i
(=)
Y2) i
=)
L
(x)
We note that if x is an isolated point of L » then i(x} 4 im) are both

isomorphisms to the connected component of XL containing the point x .

In particular, if |X| = {xl,...,xn} is a finite discrete space, then

we have a canoniecal identification X = _U_ I( ) (disjoint union).
1S ism X3

Corollary 5.7. Let S be a noetherian formal scheme, and X an S-adic formal

scneme of essentially finite type. We then have

(1) JI;,(IISJ commutes with base change i.e., J%.{I' I5*) .= JI('I.iSJ §s'

where 1=1§S' .

(2) The connected components of J%(IIS) is in bijective correspondence

with that of J° (X |S.) . For each point x € |J® (x 1S,)| me have a canonical
e XO 00 J{O ' 0

i somorphism J%{IIS}(}C) c’.;r‘{(x}(x(x) |s) . In particular if

IJ;‘;)CO(XO Isg) | = Byreeesx )

is diserete, then

Zzlay— M. # s)
% 1 1s is I{xi) fJ"‘_*L:JI

(disjoint union),
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(3) Let S Dbe an ordinary noetherian scheme and X an S-scheme of

essentially finite type. Given a closed subscheme So S5 , let 5 be the formal

completion of 8 along 3

s
If we set

Y- x ¥ S = the formal completion of X along X, = X ¥ S, , then

JP(x!s) = 2(xls) % S = the formal completion of J2(x|s) _2lonz JP (%, 154)
X X X % 0

(4) If there exists a fixed integer n = O with the property 5.4(1) or

2) for - S, for all v , then x & J9(X|S) 1if and only if L is formally
Lor v Herell inep X

smooth over & at x

Proof: (1) follows from Qy, Is* & O % EILS whereas (2) follows from
=5
oy &0 =R
Ly 31".1’.[5 Loy ls
D ~ . o ‘I o i p -
(3) JR(x|s) = 14 Jxés (xys, s, ) = 1am Jp(Xis)gs, = J3(X|s)gs .
X v v v

(4) Since X is an S-adic formal scheme, XL =8 is formally smooth at
x*® X, * 8§, is formally smooth at x for all v = x & Jy (Xy|Sy) for all v
Vv

= x & 1y .Iz)(xvl,sv) = J3(X|s) .

Remark 5.6, Let XL be an S-adic formal scheme of essentially finite type. Given

o
a point x € X we zlso consider the S-adic formal scheme 1(2} = 1im Spec (Q_x x)
v

v’

We thus have the natural morphisms 1(2} - I(x.} =+ L . Now '/0\‘ is in general

—xo,x
not essentially Tinite type over S(y} where ¥ = the image of x under 1L =8

3 - 35 - + - .
For simplieity, let us set AV = Qx,r,x 5 s gsv’y .

Now the natural map

0 L T i Y ™
-7 % induces an isomorphism Q"".,IH - QAVIR , and therefore

A |
v -R‘; vy w
P N
lim 0, = linm where /7N stands for the separable completion of a
¢ AR, T TR R,

o
v

module with respect to the topology induced from the rinz. Therefore if we define

AN PN 5
DI. . I": = 1im C’d io s when Q'I. is is a coherent lfﬁ}-moduie. Thus: if
(2:%° & = ,x'Ss_ (=)

R
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3 £ X t he formal e? bschem f X £ 7 th

we set .JI(%J{' (2) |S) © be the formal osed subscheme o (2) defined by e

ideal sheat I¥ (X .. |8) = I «(n
Mgy R X2)

1 SJ » then we have
(%) !

D P
Ty T 1900) =93 (Kigyle)

We note that if x 4s an isolated point of J‘;._(Igs) , then

J‘i (I(ﬁ) ls) = .]'%{x)().'.{xJ |s) 1is an isomorphism,

()

To consider the "image" of J]{'(Iis) under the morphism X5 g , one
may simply take the formal subscheme of S defined by the ideal sheaves
Ker(g_s -FQI/I%{IIS]} . However, it is more convenient for our purpose to use the

Fitting ideal again.

Definition 5.9. ILet S be a noetherian formal scheme and £ : X = 8 an S-adie

formal scheme of essentially finite itype. Assume that Jg(I[S) is proper over 8

so that 40 is a coherent ©

-module, We then define the ideal sheaf
P -
J3(X]s)

b
I5(Xis) of oy by

2(x|s) = %% 0 )
B = %—J%Iﬁs)

and set Jg(IlS) to be the closed formal subscheme of S defined by the ideal

sheaf Ig( L|S) . In case when there exists a fixed integer n having the pro-

perty (1) or (2) in 5.4 for x‘v -’Sv for all v , we set

Iy(X|s) = 13(x]s) , Jy(X]s) = a3(x|s)

Il
I

Ig(X|s) = zg(xls) , Ig(Xls) = B(xls)

Corollary 5.10. Iet S be a noetherian formal scheme and I 5 5 an 8-adic

formal scheme, essentially of finite type such that J%(Iis) is proper over § .

Then
(1) |J§(I|SJ| = the image of 1.)'%{1]8}{ under f : L35
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(2) Jg(l'.ls) commute with base change 1i.e., J§1(1‘ Is') = J!SJ{'I.]S) xs'

(3) It J%{I‘S} = J_l_ u(i} (disjoint union), then
1sis=m

i - 1%(£.0 . In particular if
.:EB{I!S) l;r[;-s " '-8( ﬁv_._ﬁ,(i)) par

]J?cctxelso)! = {xueaesy]

is discrete, then

sy = T a8 s =TT 280 1)

(4) Iet S8 be an ordinary noetherisn scheme and X an S-scheme of

sential finite type ven a closed subscheme S0 +8 , let S be the formal

completion of & along SO . If we set X =X § 5 = the formal completion of X

along X, =X XS, , then Jgixlsj = Jg(x]s) ¥ S = the formal completion of

Jg(x|s) _along Jgo(xolsoj "

Proof: Supp {40 g =
== J5(X|s)

]JE(I[S}E by 5.1(c), 2nd hence (1) follows, (2) and (4)
are clear from 5.1(a), and (3) follows from 5,1(4), and the isomorphism

L ~ D D

I3 (1(2}|s) = 05 (:c(x}]s) for an isolated point x in J3(X[S) .

(=) (x)

Remark 5.11. Our definition of Jacobian ideal, adopted from the classical one
over base field, commutes with base change and gives a2 smoothness criteria under
2 mild condition of 5.4, However one ean define, probably in many different ways,
a canonical subscheme which gives the non-smooth locus in a general setting. We
shall outline one here: Given an A-algebra B , define IB[A = r:\ﬂnn Dl(Blﬁ,E)
where E runs through all B-modules of finite type. This idezl IEI.& commutes
with localizations by 3.13(c), and therefore, given 2 morphism X 2 >v

2

we obtain the ideal sheafl lev . If f 1is a morphism of essentially finite
type, then f 1is smooth at x if and only if x § Supp EK/QXLV by 3.13(a).
Y

This notion is in an obvious way carried over to adic formal schemes of essentially
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Tinite type and thus it is equally suitable for deformation theory.

5. Non-degenerate guadratic singularities

The objective in this section is to investigate the deformations of a
k-scheme having non-degenerate guadratic singularities only. In view of 4,13, it

becomes purely a loecal problem in an appropriate situation,

We go back to the notatlions of §4. Thus A is a Tixed complete noetherian
local ring with the residue field k , and Eﬂ stands for the catezgory of local

artinian A-algebras with the same residue field k

Let X be a k-scheme of finite type, and let x be a closed point of
X . We recall that the point x 1is said to be a non-degenerate quadratic singu-
larity rational over X if Og,x = ¥ EExl,....xn]]/(I) with

(3f/akl,...,3f/3xn} = {xl,...,xn} . One can always assume f <o be a guadratie
form. Indeed we have

Lemma 6,1. Iet f €Xkllx,...,x 1] . Iz (3t/2x),..0,088/3 ) =M (= (K s00esx ),

then one can Tind xl',...,xn' with x, = xi' (mod ME) such that

T = q(xl’,...,xn') where g is a guadratic form.

Proof: We do this by a2 successive approximation, Write © = f2 - h} where T

2
is a guadratic form and h3 € M3 « Since (af/axl,...,ar/axn) = M , there exists
61(1),...,en(lj in M2 suech that T ai(l} 3ﬂ/axi = h3 {mod Mh) . If we set
1 1 i . 1) 1
Xi( ) = Xi - Ei{ ) s then 5{x1{ ’,...,xn{ }J =
(1)

= " _ _41}
:{xl,....xn) -Te af/axi e = fefxl,...,xnj (mod M) 1,e.,

sewasX

nfl}) = fE(xl,...,xn} +hy with h, € M4 . Now

{af/Exlclj,...,Bffaxnclj} = (Bf/aml,...,af/axn) = M and therefore we can choose
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61(2)""'€n{2} in M3 such that T ei(eJ af/axu(l} = hﬂ (mod Msj . Then

te, @) - 6, @, < @

< - en(E)) = f(xl(lj,...,xn{l}} - = ei(a)af/axi(1)+ wai

5
= fzfxl,...,xn) (mod M)} . Continuing this process we can find

€ (1), 31(9)' ei(a},.., (1 =1,2,,..5n) with ¢ (v) = Mv+1 such that if we set

i i
xi(vj =x = (ei(1> g o ei(vj) then f(xlcv},...,xn(v}J = fo(x,a,x)
(mod MV+5) . Thus if we set € ei(V} then f(xl—sl,...,xn—cn) =

= £
ik
= folxysenesx) dier, Flxpseeenx)) = £,00+€,.00,x 4 )

lemma 6.2, Let AO be a local k-algebra, essentially of finite type such that

Ay = xllx beu e, 1V/(2)

where f 1is a non-degenerate guadratic form, and let (R, L) be a formal versal

deformation of XO = Spec (AO} . Then

(1) JI(IlRT' - JRf}.‘R) = Spec(l) are both isomorphisms.

(2) JR(IIR) is & prineipal ideal in R generated by a free formal
generator of R over A i.e. IR(IJR] = (t) and R = A[t]] .

{(3) X = Spec(A) 1is formally smooth.

Proof: We set L= Spf(A) . By 4.10(b), (R, Spf(A)) is a formal wversal defor-
mation of X, = Spec(no) where A, = lim A @H R, .

v

Now Ay = xk[[xp,eee,x JU/(E) and (B8/3%,...,30/3 ) = (x,ecesx) in

kfirg,...,xnjl . It follows readily that [M. (kx[e])] =k and, by 4.1, we get
= X
0

~

R= Mit]l] and A& =RI[x,e00x JV/(F - t)

where ¥ is a guadratic polynemial in ﬂixl,._,,xﬂ] ( ClR[[xl,..,,xr]: )

obtained from f by lifting the coefficients to . Now
# ir P i -~
o - A = Bax. & ,.. © Adx 3 - 0
1 8 AR
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o~ -~
is exact where df : 4 = Adxl B e T :-‘.dxn is given by

1 = (af/axljd:ﬁ F oiwa + (Bf‘/axn)dxn s and therefore

>

I (8R) = (¥/3x),...,%/3 ) = (x,...,x ) , and hence

A/IR(AIR) = A/Cqa.eesn ) = RIDx aeex IV 0xyseeesx L F - £) = 40

i.e., the canonical map A = A/IE(A |R) is an isomorphism. Tt follows that

A= A/IA(A IR) is an isomorphism, and conseguently A —= H./IR(A!R} is also an

isomorphism. This proves (1) and (2). On the other hand, (3) follows from
FRIxyse0asx JV(F - ¢) = ALt ,000x JV(F - t) = M%) 5.0.5x 1] as

Mh-algebras,

Corcllary £.3. ILet }CO be a k-scheme of finite type, and let x in Xy bea
non-degenerate guadratic singularity raticnal over k .,

(1) Zet (R, X) , (R, ) be any two deformations of X, where

R:€ ob(gﬁ} . Assume that X = x° . Then I{SE} i 1_1(2) 2s R-adic formal schemes if

and only if IR(I(x)‘R} = Iﬁ(u(x)iﬁ) 3

(2) et R € ob(gnj be a regular local ring, and let (R, L) be a

deformation of xo . Then 01 - is a regular local ring if and only if
>

2
P o - i i
IHf iy =) 4:31:! i.e., if and only if IH{I‘(x) [R) is a regular divisor in

Spf(R) .

Proof: Iet (RO, Z) be a formal versal deformation of Spec(g ) . Since x

Xo,x

in Xo is 2 non-degenerate guadratic singularity rational over k , we may

assume that Ry = N[:])] ana zZ = Spf‘(ao::[x.,,...,xn]]/(F - %)) as in 6.2,

(1) (R, 1(2)J ., (R, l,}{ﬂ)} are deformatiocns of Spec(g_x ,x} » and there-
o]
fore they are induced from (RO, Z) by continuous loeal [-algebra maps

o, ¥ : Ro = R respectively, i.e., if we set 2 = ¢{t) , b = ¥(t) , then

gy = sefRUIX ..., X JV(R - a)) ,
Ya) = Spf (RILX,....X JV/(F - b))

as R-adic formal schemes. Assume that IR{I{X}IH) = IR(u{x)i'R} i.e.,
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() = (p) in R . Then a = ab for some unit u in R . Since k = ke and R

is complete, we can write u = v? for some unit v in R , i.e., a = vb .
Then (F - b) = (veF - a) , so that X, = vX,
phism REEX1,...,xn]L‘-/(F - a) ~ R{[}H,...,Xn]y(}? - b) since F is a qua-

establishes an R-algebra isomor-

dratic form. The other direction is trivial.

(2) There exists a continuous local A-algebra map ¢ : RO = Nl+]11 >R
such that 1(2) =~ Spf(Rffxlx...,anl/(F - ©o(t))) . We note that
T (X IR) = Tp(Xgy IR) = (@(t)) , and that RICX,....X JV/(F - () = Op
is regular if and only if gl,x is regular. Now R is regular and hence
H[[X.l,...,}{h]l is also a regular local ring. Thus if we set M +to be the maximal
1deal of RI[X,...,X 1] , then RI[X,....X JV(F - ¢(t)) is regular if and
only if F - ¢(t) is not in M® , i,e. if and only if o(t) Q_QR? » 1., if

and only if IR(I‘(x)IR) ¢%2 .

Theorem 6.4, Let XO be a k-scheme of finite type with isclated non-smcoth

points only, and let (R, 1) be a formal versal deformation of Xo . Denote
{z.,...,2_} the set of non-smooth points in X. . Assume that HE(X 5 p2 Yias B,
1; m s 0 —_— o] —Xo

and all =z i's are non-degenerate guadratic singularity rational over k . Then

(1) R is formally smooth over A i.e., R is a formal power-series

ring over A
(2) JI(MR) T || Jy (I(z )[R) (disjoint union), and
i

1%iSm (2,)

Jl(zi)(l‘:zij &) —— Jﬂ{lizij |IR) is an isomorphism;

(3) IR(I(Z }iR) is a principal ideal and in turn sc is
1

IR(IIR) = 15' 1|s } IR(I zi)lR} . Furthermore if we set IR{I{zi}iR} = (t;) , then

tl""‘tm can be extended to a system of free formal generators of R over A

(2s formal power-series ring over A ).

(4) X - Spec(h) is smooth, i.e. Jy(X|N) = ¢ .
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(5) Ir }{O is 2 complete irreducible curve, then dir I—~'3{ = 3z = 3 4+
- 0
Fox . 0
where g = dimk H ("{O’ g_xo) and a = dl...k H (J{O, _ngog "

Proof: (1) follows from (2) and (3): Thne first statement of (2) follows from

5.7(2). Now let {Ri, l}i) be a formal verszl defaormation of Spec(gx - .
01Ty

Since (R, 1(2 )} is a deformation of Spec (gx ), there exists a continuous
i

0%
local A-algebra maps (pi = Ri * R with a cartesian diazram

X

(21) >

Spr(R) > Spf(Ri]
Spfle, )

Therefore we have

J (%L R) =g (X R) =7, (&lr,) b Spf(R)
I(zi) (zi}l I(21) (21)‘ Y ui‘ A St (R, ) g

JH(I-(Z:L)ER} = JRfI(Qi:llﬁ} = Jai“*i Ir;) Spr?RiJ Spf(R) .

Since 'Ill “-‘31 |R1) =¥ .J'R {lgi I.Ri) is an isomorphism by 6,2(1), we have that the
1 i

canonical morphism Jy (I(z }iH} - JH{I[:Z }ER} is an isomorphism, Now
(3] i 3

IRi(uitﬂij = (ug) = (w) with R, = Al[u,]] by 6.2(2), and therefore

T ) R = L0k 10 = (2y)

n
where t. = ¢, (u,) , and therefore (X|R) = i I (X R) = ( 1 +.)
i . K | = 1s ispy R (zi) 4o1 3

Now ::xo —»Exo, (21) X Gea X X, (2;;}} is smooth by and therefore
Ry SA e 3‘,1 R, ®R 1is formally smooth by 4.13, which implies that tyseeast

extended to a system of free formal generators of R over A
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(4) The projection morphism X 3y, x Spr(R) = is formally
(2,) % Zspr(r,) Y

Spfc, )
gmooth since Spf(R) — s e Spf(Ri} is formally smooth, On the other hand,

RV spec(A) is formally smooth by 6.2(3) and therefore I(ﬁ P Spec(A) is
1 i
formally smooth. Consequently XL = Spec(A) is formally smooth since {zl,....zm}

45 the set of non-smooth points of xo 5

(5) Since R is formelly smooth over N and

o+ H (X, 2‘?‘0) » [y (ele)] = HO(X,, R;L‘o) -0

is exact by 4.4 and 4,11, we have

aim M, = dim k ® R = dim, H (X5, D9 ) + dim HO(X,, Dy )
o 0

=,

aim_ H (X, g§0> +m .

Then it suffices to show that
it O - o)
dimk.a(x,gx0)+m_}a 3+dimkh(xo,l))

i.e., X(Qg)=3—35+m
[¢]

where we set ¥X(E) = dim, HO(XO, E) - aim, I-llf}{ » E) for any coherent Xy-module

E . Sinece h{g; ) does meot change when one replaces the base field k by its
©

algebraic closure, we may assume that k 1is algebraically closed., Set A = Oy 5

o* %
where =z 1is a non-smooth point of Xy » and let A' be its normalization.

By hypothesis, we have A = k[[x,y]V(f) where f is a non-degenerate guadratic

form, Since k is algebraically closed, we may assume that f = xy

s d.e.,

A=xlx,v1/ (%) . From this we conclude immediately that &(A'/A) = 1 and

Der, (4, m,) = Der, (A, &) . Let C Dbe the conductor of A in A' | Since A

is 2 complete-intersection we must have that 4(4/C) = 4{(A'/A) = 1 so that

C=m, . We thus ob%tain that A' = {a' € X| a'm, ©m,} where ¥ is the fraction
s —

field of A

.

. We now claim that Der.{(ia, A) C Der'k(AT, A') as A-medules contained

in Der, (X, K) . Indeed, let X € Der,(A, A) . Then for any =a' € 4' and
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x £ m, we have - (LU = m, so that X(xa') E.EA and a'X{(x) € m, since
Derk(A, EA} = Derk{ﬁ, A) . Consequently X(xa') = a'X(x) + xX(a') entails that
xX(a') € m, for all x € m, , and therefore X(a') € A' ., Furthermore, the

exact sequence

o = Derk(A, A) -rDerk(A', A') -*ﬁ‘/EAA‘ - 0
entails the exact sequence

o = Der,{(ﬂ, A) -’Derk(A', A') » A'/C >0

Therefore if we set x5 to be the normalization of XO » then

0 eﬂgg a-gg, *,Qxl/c -0
0 o} &)

is exact. Since XO is loecally a complete-intersection, we have
L(0,./C) = 24(0,,/0. ) = 2m , wheveas xﬁDO.) = 3 - 3(g-m) by Riemann-Roch
o o %o X
theorem. Consequently
8] O .
X(QO)-—-X(QH-‘L(QI/C}=3—3(S-HT)—2m—-3—3s+m-
X %0 %o
9]
This completes owr proof.

Remark &.5. In the formula 6,4(5), the number a = Ho(Xb, Ego} can be easily

computed in terms of Riemann-Roch theorem. Thus

0 if g =22
a = 1 if g=1
3 if g =20

Finally we add 2 remark on characteristic 2. If the characteristic of the
base Tfield kX is 2 , there is no noen-degenerate guadratic form on n variables
if n is odd. In other words there does not exist a non-degenerate quadratic
singularity of even dimension if char k = 2 ., In this case one may consider a

quadratic form of maximum non-degeneracy:
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pefinition 6.6, Let X be a k-scheme of finite type. A closed point z € X is
.—-—-—"‘._"___—

called an ordinary guadratic singulerity rational over Xk 1if the following heolds:

(1) If either char k £ 2 or char k=2 and dim Oy, _ 1is odd, then
»

a is a non-degenerate guadratic singularity rational over k

(11) If char k=2 and dim Oy . is even, then
>

£ 80, = KX, X, .ues X5 00/(8) with

£ =0+ XKy + KKy oae + Xy 1 Xp

where E 1is the algebraic closure of k .,

Temmz 6.7. let kX be a field of characteristic 2 and set

Ay = x(IX,, X, ... .X, JV/(f) where

f = Xg + X1KE e }{33{1+ + ses T+ XEn-IXEn -

and let (R, LX) ©be a formal versal deformation of XO = Spec{AO} . Then

R = MN[zt, tl]] ,» where %, t; are free formal generators of R over A, such

that IR(IlR} = (tE) » and X = Spec(A) 1is formally smooth.

Proof: We set X = Spf(A) . Since

of 2
(£, Eia‘; e ?ﬁi;; )= (XO; Xl, Sas @ Xen) s

it follows that D (A.|k, A.) = x[X . V(X2) and therefore [, xleD)] 1s
o 0 o¥ o o

2-dimensional vector space over k , Furthermore, it follows from 4,14 that

R=At, t,1]1 ana A =RIIX,, X, ... X TV(F)

where F = f + tl - txo . Now the exaci seguence
0-+a-E s pax & € AdX, 20, =+ 0
0 2n AlR
wWhere
dFf = 1 = 2: g; dxi - dxo 5
o= isgn i
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entails that

I,(AlR)

(t; xl’ x,c._, csasy X ::'= txo'f"f.?, Ty x‘i’ sz Xe"tj

so that

MINAIR) = A/ + 5. 4 =, winy %) = AL, KW OG - %) .

Since AE[tl, xoi"_-/(xg - tlj =R/(t) ®B/(t) as R-modules, it follows that

IE{A[R} - {tg) » which proves our first assertion. On the other hand,
= €, t 11 t +
A= N[z, v iZos Ty wwes xen.._/(xg MECESTL PP S SIS Xy + 1)

= Aflt, Xge XyseeasXy 1]

1

and therefore A 1is formally smooth over Ao,

The above statement 6,7 yields a similar result as 6.4, proof of which we

leave to the readers,

Corollary 6.8, Let xo be a k-scheme of finite type with isolated non-smooth

points only such that HE(XO, ng) =0 , and let (R, L) be a formal versal

deformation of X, . Denote by I wos zm} the set of non-smooth points in

X, »_and assume that char k = 2 ,» dim Xy 1is even, and all zi's are ordinary

guadratic singularities, Then

(1) R is formally smooth over A

(2) (X IR) 1is a prineipal ideal and in turn so is
(z,)

2
I (XR) = — IﬂfI{ziJIR} a Imr-the?more, IR(I(Zi)ln) = (t]) and

tl" e 't.": can be extended to a system of free formal generators of R over

Ao

(3) X - Spec(A) is formally smooth

(&) If X is algebraically closed and J(O is a complete irreducible

curve, then dim 5-_5(0 =3 -3 +a where g = dimki-.-'l(l{o, QX ) and
h Q

o 0
a2 = dim H (X, Dy ) .

%o
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SGA 7

EXPOSE VII

BIEXTENSIONS DE FAISCEAUX DE GROUPES

par A. Grothendieck

0. Introduction

La notion de biextension a été introduite par D. MUMFORD [6], dans
le contexte des groupes formels, pour exprimer de fagon commode les relations
entre les groupes formels associés 3 un schéma abélien et le schéma abélien
dual. Dans le présent exposé, nous faisons une étude systématique de cette
notion dans le contexte général des faisceaux en groupes sur un site donné,
et montrons notgmment que cette notion s'insére de fagon remarquablement
simple dans le formalisme cohomologique classique des é et RHom (3.6.4 et
3.6.5)., Dans l'exposé suivant, nous expliciterons les cas particuliers les
plus intéressants, et notamment le cas des biextensions de schémas en groupes
par le groupe multiplicatif Em (en travaillant avec des sites tels que le
site zariskien, ou le site fpgc, ou quelque site intermédiaire) ; on verra
en particulier que si A et B sont deux schémas abéliens sur un schéma S,
les biextensions de (A,B) par Em ont une interprétation remarquable comme
&étant, essentiellement, les cl:ssiques correspondances divisorielles sur A4,B .
Ainsi se trouve explicité de fagon fort commode la signification cohomolo-
gique de la notion de correspondance divisorielle (implicite déja dans le
théordme de dualité de Tate des variétés abéliennes sur des corps p-adiques),
Cette interprétation des correspondances divisorielles est également commode

pour "suivre" le destin d'une telle correspondance, quand on fait "dégénérer"
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A et B (supposés définis sur le corps des fractions d'un anneau de wvaluation
discréte) 2 1'aide de la théorie de Néron : les résultats de VIII nous
montreront qu'on trouve par exemple une biextension du couple des compo-
Santes neutres des moddles de Néron, d'ol une biextension des fibres spécia-
les connexes des modeéles de Néron, jouant le rdle d'une spécialisation de

la correspondance divisorielle de départ. Ces résultats seront utilisés

dans IX, en conjonction avec le théorzme de monodromie (I 3) s Pour prouver
certains résultats sur les modiles de Néron des variétés abéliennes (le
Plus important étant le "théordme de réduction semi-stable" pour le modale
de Nérom),

Dans tout ce qui suit, on travaille (sauf mention expresse du
contraire) dans un U-topos fixé, noté T, i.e. (SGA 4 IV) T est une catégorie
€quivalente 2 la catégorie des faisceaux sur un U-site convenable (qu'on
peut prendre, si omn veut, &gal 2 I , muni de sa topclogie canonique). On
identifiera souvent, dans la terminologie, les objets de T avec les faisceaux
(d'ensembles) sur T. Les Groupes, extensions de Groupes etc. dont il s'agira

seront tous relatifs & ce topos I.

1. Compléments sur les extensions de Groupes

1.1, Soient P et G deux Groupes de T, et

(1.1.1) 1——bGi—bEj—-3-P—)-1

une extension de P par G ; donc E est un Groupe, j : E —> P est un épimor-
phisme de Groupes, et i induit un isomorphisme de G avec Ker j. Nous allons
réinterpréter la donnée d'une telle extension en termes différents, qui nous

seront commodes dans la définition et 1'étude des biextensions,

134

139



o Bl vVII

1.1.2. Tout d'abord, l1'homomorphisme i permet de faire opérer G de deux

fagons sur E, & gauche et 2 droite, en posant

gxg' = i(g)xi(g')
pour g,g" € G(S), x € E(58) (S un objet quelconque de T). Si on considére E
gr3ce 2 j comme un objet "au-dessus de P" i.e. comme un objet du topos induit

EIP , alors il revient au méme de dire que le groupe induit G, = GXP par C

P

dans T opére sur E & gauche et 2 droite. De plus, il est bien connu gque

=/P
l'une et 1'autre opération fait de E un torseur (2 gauche resp, & droite)

sur P, de groupe G et que l'on obtient mé@me, plus précisément, un

P
bitorseur sous (GP,GP). Rappelons [2] que cela signifie que E est un to-seur
a droite Ed par 1l'action droite de Gp » et que 1'action gauche induit un
isomorphisme de GP avec le Groupe des agutomorphismes de Ed (= faisceau en

groupes des automorphismes de E qui commutent & 1'action droite de G, sur E).

P
Cette condition est équivalente & la condition symétrique, savoir que 1'action
gauche de Gp sur E fait de E un torseur & gauche ES, et que l'action droite

induit un isomorphisme du Groupe opposé GPo de GP avec le Groupe des guto-

morphismes de Es‘

1.1.2.1. Lorsque T est le "topos ponctuel” i.e, est la catégorie des ensem-
bles (équivalente 2 la catégorie des faisceaux sur 1l'espace topologique
ponctuel), donc que P et G sont des groupes ordinaires, alors la donnée

d'un bitorseur E sous (GP,GP) équivaut manifestement 2 la donnée, pour
tout p € P, d'un bitorseur EP sous (G,G) (savoir la fibre de E en p). Une
interprétation analogue peut-&tre donnée dans le cas général, par la remar-

que que la donnée d'un bitorseur E socus (G GPJ équivaut 2 1z donnée, pour

P’

tout "point" p € P(S) (S un objet quelconque de T), d'un bitorseur Ep sous
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le couple de Groupes (GS,GS} sur S, de fagon que la formation de EP soit
"compatible avec les changements de base pour tout morphisme §' —> 5 " ;
i.e. si p' : 8' —> P est le morphisme composé, on suppose donné de plus

un isomorphisme de bitorseurs de PP, avec l'image inverse de Pp par 8! -> g,
- ces isomorphismes étant soumis 2 la condition habituelle de transitivite
pour le cas d'un composé de deux morphismes S" —> §' —> §. Quand on expli-
cite cet énoncé en langage canonique (SGA 1 VI ), il se réduit 2 la tau-
tologie suivante : la donnée d'un bitorseur sous le couple de Groupes (GP,GP)
sur P équivaut 2 une section cartésienne, sur la catégorie IIP ,» de 1a caté-
gorie fibrée des bitorseurs de groupe (GS,GS) sur une base variable S € ob EIP 2
plus précisément encore, le foncteur "valeur en P" induit une équivalence

de la catégorie des sections cartésiennes en question, avec la catégorie

des bitorseurs sous (GP,GP). Cet énoncé résulte bien entendu trivialement

du fait que P est objet final de la catégorie base T de notre catégorie

/P
fibrée ; donc pour toute catégorie fibrée sur I/P le foncteur "valeur en S"
est une équivalence entre la catégorie des sections cartésiennes de ladite
catégorie fibrée, et la catégorie fibre en P, Néanmoins, malgré la nature

tautologique, cette interprétation nous sera utile pour exprimer certaines

compatibilités dans un langage proche du cas "ensembliste", en utilisant

des points & valeurs dans un objet S au lieu des points ordinaires.

1.1.3. La structure de bitorseur 1,1.2 sous (GP,GP) sur E, en termes de

la structure d'extension (1.1.1), n'utilisait qu'unme partie de la structure
multiplicative de E, savoir la multiplication de couples de "points" dont
1'un au moins provient d'un point de G (via 1). Nous allons maintenant

interpréter la structure multiplicative de E comme une structure supplémen-
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taire sur le bitorseur envisagé. Pour ceci, considérons d'abord deux sec-
tions p, p' de P, d'ol, avec les notations de 1.1.2,1 , deux bitorseurs
Ep 4 Ep' sous (G,G), savoir les images inverses dans E desdites sections
p,p' : € —> P (NB e désigne l'objet final de T). Il est trivial alors

que la multiplication de E induit un morphisme d'objets de T

Py PBoox Po e—e—a P
P P PP

qui satisfait, en termes des structures gauches et droites des trois bitor-

seurs en jeu (et en prenant comme d'habitude des points 2 valeurs dans un

objet S € ob T arbitraire)

oplgx,x') = g olx,x') , olx,x'g') = plx,x")g’
(1.1.3.0)
plxg,x') = wix,gx')
(g,g' € G(8), x € pp(s), x' € Pp,(SJ). La troisi2me de ces relations s'in-

terpréte, en termes du produit fibré contracté [2]

G

P x B . 3
P P

en disant que le morphisme o se factorise en

G ®
P P, =—> P . xP , —2P . p
P P P P

[} »

PP

ol 1a premi2re fl2che est le morphisme canonique de passage au quotient,

D'autre part, les deux premires relations signifient que le morphisme

c
xP, —> P

(1.1.3.1) : P
i P P PP

PyP

qu'on vient d'obtenir est un homomorphisme de bitorseurs, compte tenu de

la structure de bitorseur sur le premier membre pour laquelle les opérations
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gauches (resp. droites) de G proviennent des opérations gauches (resp,
droites) de G sur le premier facteur Pp (resp. sur le deuxiéme facteur PP')'
Notons que (comme tout homomorphisme de bitorseurs sous un couple de Groupes
donné) 1'homomorphisme ¢%,p' est nécessairement un isomorphisme.

La définition de l'isomorphisme précédent (1.1.3.1) s'&tend
aussitdt au cas ol p,p', au lieu d'&tre des sections de P, sont des points
de P A wvaleurs dans un objet quelconque S de T : il suffit d'appliquer ce
qui précéde au topos induit IKS et 2 l'extension de Groupes sur S déduite
de (1.1.1) par changement de base . On constate alors que la formation des
isomorphismes ¢b=p, précédents est "compatible avec tout changement de base"
§' —> S (i.e. correspond 2 un homomorphisme de sections cartésiennes de
la catégorie fibrée qu'on pense sur la catégorie EfPXP des doubles fl2ches
PsP' ¢ 8”32 P de but P). La donnée du systéme des P, ot satisfaisant cette
condition revient encore, bien entendu, 3 1a donnéde de qE;P' dans le cas
"universel", correspondant au cas ofi S=PXP et ol p,p' sont respectivement
les deux projections 12 (i=1,2) de PXP dans P. 11 s'interpréte alors comme

):

un isomorphisme de bitorseurs sous (GPXP’GPXP

(1.1.3.2) o pr?(E) pr?{E) —=—> m*(E) 5

m ¢ PXP —> P
est le morphisme d'objets de I définissant la structure multiplicative du
Groupe P. C'est cependant sous la forme des donndes (1.1.3.1) que les pro-
priétés de compatibilite qui vont suivre s'énoncent le plus commodément,

en évitant le recours & des diagrammes moins proches de l'intuition.
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1.1.4. En écrivant les relations (1.1.3.0), qui nous ont permis d'exprimer
la loi de composition donnée sur E en termes d'isomorphismes de bitorseurs
(1.1.3.1), on a utilisé 1l'associativité de cette loi de composition seu-
lement dans le cas du produit de trois "points" de E dont un au moins pro-
vient d'un point de G. Si on veut exprimer 1'associativité compl2te en
termes des o ; » On est amené A écrire, pour trois points p,p',p" de P

PaP

(2 valeurs dans un objet S de I), que le diggramme suivant est commutatif :

wp,p? “opt.p"
(1.1.4%,1) E_E Ep.. Epp'p"
ﬁw\_‘ p.p'p"

Dans ce diagramme, nous avons écrit le produit contracté de bitorseurs sans
G
S e < .
signes x , étant entendu que la multiplication contractéede deux bitorseurs

Q.R se fait en utilisant (pour le passage au quotient dans QxR) l'epération

du groupe structural G 3 droite sur Q et 3 gauche sur R, On sait par ailleurs

que cette opération de produit contracté estassociative 2 un isomorphisme canonigque
pres [2], et nous faisons 1'identification (E_E_,)E , = E (E ,E ,), en

PP P P P P
écrivant simplement les deux membres comme EPEP,EP“.

dentes de cette nature seront utilisées dans la suite de cet exposé, sans

Les conventions évi-

8tre expressément signalées & chaque fois.

1.1.4.2. De méme que la donnée des isomorphismes ¢$ o {1.1.3.1) se ramdne
’

au cas "universel" S=PxP, p=pr1,p' = pr,, envisagé dans (1.1.3.2), de méme

2
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pour la vérification des conditions d'associativité (1.1.4.1), on peut
encore se borner au cas "universel" ol S=PxPxP, p=pr1,p'=pr2,p"=pr3 . Nous
laissons au lecteur le soin d'écrire le diagramme en question avec les

notations de son choix.

1.1.5. Réciproquement, les Groupes P et G de T &tant supposés donnés, sup-
posons donné de plus un bitorseur

LT 25.1) j: E—>>P

sous (GP,GP) (NB les deux actions de Gp sur E, ou ce qui revient au méme,

de G sur P, sont sous-entendues dans les notations), et d'autre part un

systéme d'isomorphismes de bitorseurs sur une base S variable

(1.1.5.2) o + * EE ,—> E _,
PP PP

(p,p' € P(8)),
compatibles avec changement de base §' —s S ; en d'autres termes, un iso-
morphisme de bitorseurs (1.1.3.2). Supposons que les diagrammes correspon-

dants (1,1,4,1) sont commutatifs., Je dis qu'il existe sur E une unigque

structure d'extension de P par G, telle gue les données précédentes se

déduisent de cette structure par les constructions de 1.1.2 et 1,1.3.

Notons d'abord que lorsqu'on prend dans (1.1.5.2) pour p,p' la

section unité 1 de P, on trouve un isomorphisme

G

= ey - [~
£1.%.5:.8) ST El e 51 x E:IL .

d'oll, en prenant le produit contracté (a gauche, disons) des deux membres

avec le bitorseur inverse EII de El EE], un isomorphisme canonigue

(1.1.35.4) E —— bitorseur unité G
1 s d

( = G opérant sur lui-méme par translations gauche et droite), compte tenu
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de l'isomorphisme canonique

— bitorseur unité G
s d

1
de loc.cit (wvalable pour tout bitorseur). Il revient au méme de dire qu'on

a une section lE de E1 done de E :

(1.1.5.5) Y€ TAE

E 1) = Hom(e,ElJ < T(E)

(savoir 1'image par (1.1.5.4) de la section marquée de sGd)’ satisfaisant

la relation
g1, = 1E.g (g € G(s)) ,
et par construction cette section est caractérisée par la condition

{1.1.5.6) (E...L. )= 1 )

@31 e e E
D'autre part, la donnée d'un morphisme de torseurs » (1.1.3.2) équivaut

manifestement 2 la donnée d'un morphisme

(1.1.5.7) LU EXE —> E B noté aussi (x,y) —> xy
satisfaisant les conditions
(1.1.5.8) jlxy) = §(x)ily) (x,y € E(8))

(i.e. j est compatible avec les structures multiplicatives T resp. 7 sur E

resp. P), et les trois relations (1.1.3.0) (en commengant de préférence par

la derni2re de celles-ci). Enfin, on définit un morphisme d'objetsde T

par la formule

(1.1.5.9) i(g) = g.1_ =1
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(1'identité des deux derniers membres dans cette formule ayant dé&ja é&té

noté avec la construction de lE). Ceci posé, je dis que la loi de multi-

plication tE sur E fait de E un Groupe, admettant 1E comme section unité,

que j : E—> P et i : G — E sont des homomorphismes de Groupes qui font

du Croupe E une extension de P par G.

En effet, 1'associativité de 1a loi de composition de E n'est
autre que la commutativité des diagrammes (1.1.4.1). La construction de e
via les isomorphismes $P3P' (1.1.3.1) montre d'autre part que pour tout
x € E(8), les translations 2 Bauche et a droite par x dans E(S) sont in-
jectives., Comme 1E1E = lE par (1.1.5.6), on en conclut aussitdt que IE
est une unité bilat2re de E. Nous laissons au lecteur la vérification de

l'existence d'un inverse d'un x € E(S) sur p € P(S), utilisant un isomor-

phisme canonique déduit de mp P-[ :

3

(1.1.5.10) P_; = (p)°
p P

Donc E est bien un Groupe. On a déj2 signalé que j est compatible avec les
lois de composition (1.1.5.8), et il en est de méme de i, car on aura,

pour g,g' € G(S) :
i(gli(g') = (g.lg)(g'.lE) = (g.lE.g') 1. (derni2re relation
de (1,1.3.0)) = g.1lp.8" (car 1, est unité) = g.(lE.g') = g.(g'.lEJ

(L.1.5.9) = (gg'),lE = i(gg'). .
Comme j est la projection structurale d'un torseur, c'est un épimorphisme
d'objets de T, il reste a wvoir que i induit un isomorphisme de G avec

Ker j = E ce qui est clair par la définition (1.1.5.9) et la construc-

1?

tion de 1E .
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1.1.6. Nous admettrons que les raisonnements précédents prouvent que
pour un topos fixé T, les constructions précédentes fournissent une équi-~

valence entre la catégorie des extensions de Groupes de T (1.1.1) (o2 P

et G comme E sont supposés variables), et la catégorie des systémes

(P,G,E,v), ot P et G sont des Groupes de T, E un bitorseur sous (GF,GP)

sur P, enfin ¢ un isomorphisme de bitorseurs (1.1.3.2) (ou si on préfére,

un systéme d'isomorphismes de bitorseurs (1.1.3.1) compatibles aux change=

ments de base), satisfaisant la condition d'associativité exprimée par la

comnutativité du diagramme (1.1.4.2) (ou si on préfére, des diagrammes

(1.1.4.1)).
Nous laissons au lecteur le soin de faire l'explicitation évidente,
en termes du dictionnaire précédent, de la notion d'image inverse (resp.

directe) d'une extension (1.1.1) par un morphisme de Groupes

P! —> P (resp. ¢ —> G' ) s
ou par ces deux opérations simultanément, Nous lui laissons également le

soin d'expliciter une compatibilité de 1'équivalence de catégories précé-

dente avec le foncteur image inverse f* par un morphisme de topos
£: 17" —> T ;
pour ceci, il y a lieu d'utiliser la donnée « sous la forme (1.1.3.2) (de

préférence aux up & de (1.1.3.1)), qui définit alors une donnée corres-

pondante £%(xp) sur le topos T'.

1.2, Cas commutatif. Dans toute la suite a partir de 1,4, nous ne nous

intéresserons qu'aux extensions commutatives de Groupes. Nous supposerons

donc P et G commutatifs, et nous proposons ici d'expliciter, en termes
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de la description (P,G,E,®n) d'une extension en termes de bitorseurs, le
fait que E est un Groupe commutatif. Une premi&re condition évidemment
nécessaire (et qui exprime en fait celle que i(G) soit un sous-Groupe
central de E) est que les bitorseurs Ep (p € P(8)) soient des torseurs
ordinaires, i.e. que les opérations gauches et droites de G sur PP coin-
cident, Il revient évidemment au méme de dire que E sur P est un torseur
ordinaire sous GP . (11 sera donc inutile dorénavant de parler de bitor-
Seurs, et on ne regardera plus que des torseurs ordinaires.,) Cette condi-
tion préliminaire étant supposée remplie, la condition de commutativité
de E s'exprime alors par la commutativité des diagrammes suivants (ol

p,p' € P(8)) :

P
EPE'_ELP._}EI

P PP

(1.2.1) sym id

A

%
E ,E —P P
p'p Epr

P E)

oll la premi2re flache verticale est 1'isomorphisme canonique de commuta-
tivité (défini grace au fait que G est maintenant commutatif ; on a de

plus pp' = p'p puisque P est commutatif). Cette condition est &videmment
équivalente & la condition correspondante dans la situation universelle

5=PxP, p=pr,,p' = pr,, que nous nous dispensons de réécrire ici.
1 204

1.3. Relations avec les torseurs rigidifiés ou birigidifiés

1.3.1.0. Scient P un objet de T muni d'une section e G un Groupe de T,

P)

E un torseur sous Gp - On appelle rigidification de E (relativement 2 la

section donnée ey de P) une trivialisation du torseur E, = e;(E] sous G,

1
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i.e. une section de ce torseur. La terminologie adoptée est inspirée par

le cas ou G est commutatif et ol l'on a
(1.3.1.1) Hompc(P,G) = (e) 5

o1 le premier membre désigne l'ensemble des morphismes transformant ep

en la section unité € de G, -relation qui é&quivaut au fait que 1'homomor-
phisme naturel T(G) —> Hom(P,G), associant 2 une section g de G le mor-

phisme constant P —> G de wvaleur g, est un isomorphisme
[ 5 T L 2 T(¢) —=—> Hom(P,G) .

On voit en effet immédiatement que les relations équivalentes précédentes
équivalent encore & dire que tout automorphisme du torseur E qui respecte
la rigidification donnée est 1'automorphisme identique (puisque les auto-
morphismes en question correspondent précisément aux éléments du premier
membre de (1.3.1.1)) ; en particulier, moyennant la condition (1.3.1.1),

la catégorie des torseurs sous GP rigidifiés relativement 2 e, est "rigide".

1.3.2. Soit de plus Q un objet de T muni d'une section e et désignons

Q »
Comme e, définit une section e

BEXQ * Q PxQ/P
de PxXQ sur P, on peut considérer sur E les rigidifications a relativement

maintenant par E un torseur sous G

2 cette section (en se plagant dans le topos induit EKPJ’ qui s'explicitent

comme les sections du torseur induit par E sur PXxe Echangeant le r8le de

Qr

P et Q, on peut considérer les rigidifications P sur E relatives 2 la

section e

PXQ/Q de PxQ sur Q définie par ep- Deux telles rigidifications
partielles sont dites compatibles si les sections & et B coincident sur
EPXEQ , i.e. définissent une méme section du torseur El 1 sous G, image

s
145

150



- 14 - VII

inverse de E par la section (eP,eG) de PXQ. On appelle aussi birigidifi-
cation du torseur E relativement au couple de sections (ep,eQ), un couple
de deux rigidifications partielles compatibles. Si € est commutatif, on
voit tout de suite que pour que le torseur E admette une birigidification
(@,8), il faut et 11 suffit qu'il admette des rigidifications partielles

@ et B, et on peut trouver alors une birigidification dans lagquelle o

™

(ou B) est choisie a 1'avance ; en effet, il suffit alors de corriger
par le morphisme Q —> g composé Q —> a l—% G, ot la deuxidme fliéche )

est définie par la propriété que BeQ = (aePJA. Toujours dans le cas com-
mutatif, notons que si E,E' sont deux torseurs birigidifiés sous GPXQ’ il
revient au méme de dire qu'ils sont isomorphes comme Gquntorseurs tout
court, ou comme GPXQ = torseurs birigidifiés ; en d'autres termes, s5'il
existe un isomorphisme u : E —> E' de Gqu—torscurs, on peut trouver un
isomorphisme v : E —=> E' de Gqu—torseurs qui respecte les birigidifica-
tions. En effer, regardant 1'écart de u pour les birigidifications données,
on trouve des morphismes f:P —> G et 2 : Q—> G tels que feP=geQ, soit

a € G(e) ; il existe alors un morphisme PXQ —> G dont les composés avec
€pxq/p ©F erQiQ soient respectivement f et 8 (savoir h(p,q) = f(p]g(q)a"l),

et on peut prendre v = yh .,

1.3.3. 1La terminologie de 1.3.1 s'étend aussitdt au cas od on a un bitor-
Seur E sous (GP,GP), €tant entendu qu'une rigidification du bitorseur E
doit &tre un isomorphisms de eP(E} avec le bitorseur trivial 5Gd s L.e,
est défini par une section eg de e (E) qui est centrale, i.e. qui satisfait

4 la condition g.e, = ep-2 (g € G(S). On &tend de méme la terminolegie des
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birigidifications au cas des bitorseurs.

1.3.4. Revenons au cas ou on Se donne deux Groupes P et G et choisissons
la section unité ep pour définir des rigidifications de bitorseurs sur P,

et des birigidifications de bitorseurs sur PXP, On a des foncteurs naturels
Lo304.1) EX®(P; G) —> BITORSRIG(P,G) N BITGRSBIRIG(P,P;G) s

ol les trois expressions é&crites désignent respectivement la catégorie des
extensions de Groupes de P par G, la catégorie des bitorseurs sous (GP,GPJ

rigidifiés pour eps et la catégorie des bitorseurs sous (GPX?’GPXP) biri-

gidifiés pour (eP,ePJ. On définit le foncteur i en associant 2 l'extension

E de P par G le bitorseur correspondant sur P (1.1,6), rigidifié par la

section unité de E, On définit le foncteur & par la formule
(L:3:4.3) 8(E) = m(E)pr#(E) lpri(e) T

ol T : PXP —> P est la loi de composition de P, PT, et prz sont les deux

projections. On a une birigidification canonique sur &(E). En effet, la

restriction de §(E) 2a Pxep est canoniquement isomorphe 2

idg(E)id;(E)—IE*(E)_l, oli e = pr,inj, est le morphisme constant P —> P

2

de wvaleur ep » de sorte que gréce & la rigidification donnée de E, on a

un isomorphisme e®(E) — bitorseur trivial, d'oll un isomorphisme de la
restriccion de &(E) 2a PxeP avec le bitorseur trivial. On définit de fagon
symétrique une rigidification partielle relativement 2 EPXP, et on vérifie

triviaglement que ces deux rigidifications partielles sont compatibles.
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1.3.4.3. On observera que le composé 6i des foncteurs & et i de (1.3.4.1)
est canoniquement isomorphe au foncteur trivial, i.e. au foncteur constant
de valeur la bitorseur birigidifié trivial sur PxP. En effet, pour toute
extension E de P par G, 1'isomorphisme ©de (1.1.3.2) définit évidemment

une trivialisation de §i(E) compatible avec sa birigidification canonique,

Proposition 1.3.5. Soient P et Q deux Groupes de T .

a) Supposons que tout morphisme de faisceaux d'ensembles de

PxP dans G qui est trivial sur PXeP et sur ePXP soit trivial. Alors le

foncteur i de (1.3.4.1) est leinement fidéle. En particulier, sur un

bitorseur E sous (GP,GP), biridifié relativement 3 ey i.e. muni d'une
2iriditié relativement 3 i muni d'une

section centrale ep de El = e;(E), il v a au plus une structure d'exten-
Section centrale de

sion de P par G, compatible avec sa Structure de bitorseur et admettant

eE comme section unité,

b) Supposcns de plus que tout morphisme de faisceaux d'ensembles

de PXPXP dans G qui est Erivial sur les produits partiels PxPXeP 3 PXerP

&t e XPXP soit trivial. Soit E un torseur sous GP . Pour gqu'il existe sur

E une structure d'extension de P Par G compatible avec sa Structure de

bitorseur, il faut et il suffit que le bitorseur sous (GPXP‘GPXF} sous-

jacent & §(E) = ﬂ*(EJprffE)_lprng}_l soit trivial. Lorsqu'il en est ainsi,

pour toute section centrale ep de El=e;(E), i.e. toute rigidification de

E relativement a eps il existe une structure d'extension unique sur E,

compatible avec sa structure de bitorseur et adme tcant € comme section

unité, i.e. E , considéré comme bitorseur rigidifia relativement 3 eps Eest

dans 1'image essentielle de i ., D'autre part, il existe une et une seule

trivialisation du bitorseur birigidifié 5(E).
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En termes du diagramme (1,3.4.,1), on peut donc dire que 1'image
essentielle du foncteur pleinement fidele i est "le noyau" du foncteur &,
ou encore, de fagon imagée, que le diagramme (1.3.4.1) est une "suite
exacte de catégories ponctuées", - et méme de catégories & structures
de pseudo-groupes (dans la terminologie introduite dans 2.5.1 ci-dessous).

Démontrons 1,3.5. a) Scient E,E' deux extensions de P par G,

f : E—~> E' un morphisme des bitorseurs rigidifiés sous-jacents, montrons
que f est un morphisme d'extensions, ou ce qui revient manifestement au
méme, un morphisme de Groupes. Il faut prouver que l'on a fixy) = f(x)f(y),
or (désignant par j' : E' —= P le morphisme structural du torseur E' sur P)
on aura j'fl(xy) = 3'(£(x)£f(y)), car les deux membres sont respectivement
gpaux 3 j(f(xy)) et a j(f(x)f(y)), qui sont Egaux puisque j est multipli-

catif, On a donc

flxy) = u(j(x),ily))E(x)£(y) 3
ol
u:: Pxp —> G
est un morphisme bien dérerminé, Faisant x=l puis %=1 dans la relction pré-

cédente, on trouve que l'on a2 (compte tenu de £(1)=1)

u{p,l) = u(l,p) =1 .
i.,e, u est trivial sur PxeP et sur erP, d'ol il résulte par hypothese
que u est trivial, donc fixy) = f(x)f(y), cqfd.
bB) La nécessité de la condition envisagée sur E pour qu'il
admette une structure d'extension compatible avec sa structure de bitor-

seur étant triviale (1.3.4.3), il reste 2 prouver sa suffisance pour

prouver la premi2re assertion de b). Or, utilisant une trivialisation o
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de S(E), on en déduirt par image inverse par la section unité de PXP une
trivialisation de E, = eP(EJ (comparer 1.5.1), i.e. une rigidification de
E relativement 2 €, . Supposons-la fixée. Une trivialisation donnée o de
&(E) n'est pas nécessairement compatible avec cette birigidification i

ces restrictions 2 PxeP er a erP s'expriment, en termes des rigidifications

partielles naturelles de 6(E), par des morphismes centraux

E:P—>G, g: P—¢ -
ayant mémes restrictions 2 la section unité de P : £(1) = g(l) =ac€cTg.

Alors le morphisme central
h : PXP—> G , hi(p,q) = fl'v;:»).rr,qu}!a"I

a comme restrictionsa PKEP et e XP les morphismes f et g. Par suite, corri-
geant @ par h (i.e. le remplacgant par m(p,q)h(p,q)_l), on trouve une tri-
vialisation de &(E) compatible avec sa birigidification. On notera d'ailleurs
qu'une telle trivialisation est déterminée modulo un morphisme central

PXP —> G qui est trivial sur Pxep et sur erP, donc qui est trivial, donc
cette @ est unique, ce qui est la derni2re assertion de 1.3.5 b). La démons-
tration sera terminée si nous prouvons que cette ¢, considérée comme un
isomorphisme de la forme (1.1.3.2), satisfait 2 la condition d'associa-
tivicé (1.1.4.1), compte tenu que 1'on sait déja par le choix de ¢ que e
&St une unité bilat2re pour la loi de composition définie par o . Or, les
deux composés dans (1.1.4.1) sont des isomorphismes de bitorseurs sous

(

GPxPxP A GPxPxPJ’ done différent par un morphisme central

u : PxPxP —= @ N

grace 2 la formule

(xydz = u(jx,jy,jz) x(yz)
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Faisant dans cette formule successivement yez=1l, puis z=x=l, puls x=y=l,
et urilisant le fait que 1 est unité bilatére pour la loi de composition

envisagée, on trouve que u est trivial sur les trois morceaux Pxepxep 5

erPxeP i erePXP, ce qui implique par hypothése qu'il est trivial, donc

que (xy)z = x(yz), ce qui achive la démonstration.

Corollaire 1.3.6. Supposons gque tout morphisme de faisceaux d'ensembles

PXG —> G gqui est trivial sur PXeG et sur erG soit trivial, Alors, si G

est commutatif, G est central dans toute extension de Groupes de P par G.

S5i P est également commutatif, et si 1'hypothése de 1.3.5 a) est vérifiéde,

alors toute extension de Groupes E de P par G est commutative.

Pour la premigre assertion, il faut prouver que 1l'opération de P
sur G définie par 1'extension G est triviale, Or cette opération s'exprime
par un morphisme u : PXG —> G, tel que les restricrtions a PXeG et a ePXG
du morphisme correspondant (p,g) —> u(p,g}g-l sont évidemment triviales,
donc ce dernier morphisme est trivial i.e. on a u(p,g) = g, ce qu'on
voulait établir, Notons maintenant que si E est une extension de P par G,
alors le Groupe opposé EC 2 E, qui est une extension de P° par Go, a comme
structure de bitorseur sous-jacente i(E®) celle déduite du bitorseur i(E)
en y €échangeant les opérations gaucheset droites. Lorsque E est une exten-
sion centrale, on a donc i(E)=i(EY), et si de plus P est commutatif i.e.

P=P°, on trouve par l'assertion d'unicité 1,3.5 a) que E=Eo i.e, gue E

est commutatif, Cela établit le corollaire.
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1.3.7. Un cas particulier intéressant ol toutes les hypotneéses envisagées

dans 1.3.5 et 1.3.6 sont satisfaites est celui ot on a
(o8 7 ) Hom (P,G) = e (faisceau final) s
_pt

ol le premier membre désigne le faisceau des morphismes de faisceaux d'en-
sembles ponctués de P dans G. Cette condition s'écrit encore, indépendam-
ment des sections marquées, sous la forme (analogue 2 (1,3.1,2))

e

(L.3.7.2) G = Hom ns(P,G) 5

ol le deuxidme membre désigne le faisceau des morphismes pour les faisceaux

d'ensembles sous-jacents & P et G. Ces conditions signifient aussi que

pour tout objet Q de T, 1'application u —> uepr,

(1.3, 7.3) Hom  (Q,6) —— Homens(PxQ,G)

est bijective. On voit que cette propriété de P (pour G fixé) est stable
par produits cartésiens, donc en particulier qu'elle implique la méme
propriété pour les produits cartésiens PXP, PXPXP etc. Il est immédiac

dés lors qu'elle implique les hypoth2ses faites dans 1,3.5 et dans 1.3.6 2
de plus, elle implique que les catégories qui interviennent dans (1.3.4.1)
sont toutes rigides, i.e. que tout automorphisme d'un objet d'une de ces
catégories est 1'identité. De plus, comme la condition(l.3.7.1) sur P,G
est stable par tout changement de base § —> e, il s'ensuit aussitadc par
descente, du résultat d'unicité 1,3.5 a), que pour qu'un bitorseur rigi=-
difié& E sur P corresponde bien 2 une extension de P par G, il suffit qu'il

€n soit ainsi localement sur e, ce qui (en vertu de 1.3.5 b)) s'exprime

aussi par la nullité de 1a section

8(E) € T th*(GPKP)
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définie par 5(E), ol

h : PXP — e

est le morphisme structural.

1.3.8. Scit p : P —> 5 un morphisme de schémas, tel que p soit cohérent

(i.e. quasi-compact et quasi-séparé) et plat, et tel qu'on ait

(1.3.8.1) px(0p) <= o, .

Utilisant le fait que (grice 2 la coh&rence de p) la formation de p*(QP)
commute & tout changement de base plat, on constate aussit8t que les
conditions envisagées sur le schéma relatif P/S sont stables par produits
cartésiens, et sont vérififes en particulier pour les puissances cartésien-
nes PXP, PXPxXP, ... Elles sont &galement stables par tout changement de
base plat.

Si maintenant G est un schéma affine sur 8, il résulte aussitdt
de (1.3.8,1) que la relation (1.3.7.2) est vérifiée, puisque l'on a

Homs(P,G) = Hom g(g,p*(gr)) — Homalg(é,gs}, si A est 1'Alg2bre quasi-

al
cohérente sur § telle que G = Spec{A). D'apr2s ce qu'on vient de dire,
la méme conclusion s'applique aux produits PXP, PXPXP, et de mé&me, si
G est plat sur S, la méme conclusion s'applique au schéma relatif PG sur

G vis-a-vis du schéma relatif G, sur G.

G
Lorsque P et G sont des schémas en groupes sur 5, et gqu'eon

travaille avec une topologie sur (SCh)fS moins fine que la topologie

canonique, ce qui permet d'identifier P et G & des faisceaux sur le site

précédent, on voit que tout morphisme de P, PXP, PXPXP ... dans G, com-

patible avec les sections marquées, est trivial ; de méme si G est plat,
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tout S-morphisme Pxg —> g compatible avee les sections marquées est tri-
vial, comme on voit en l'interprétant comme un G-morphisme de PG dans GG .
Cela montre donc que 1'on est sous les conditions d'application de 1.3.5,
et également de 1.3,6 lorsque G est plat. De plus, les trois catégories

intervenant dans (1.3.4.1) sont rigides.

1.3.8.2. Le cas le plus intéressant ofi 1a condition (1.3,8.1) est vérifiée,
et reste vérifide aprés toute extension de 1a base, est celui ol P est

un schéma ab&lien sur § 5 on est donc méme sous les conditions de 1,3.7.

Dans ce cas, les conclusions de 3.5 et de 3.6 sont donc walables pour tout
Groupe G affine sur 5. C'est le cas initialement envisagé par J.P, SERRE,
dont les développements Précédents sont visiblement inspirés. Un cas

intéressant oi (1.3.8.1) est vérifié sans 1'étrre universellement est celui
ot P est le modale de Néron d'un schéma abélien sur le corps des fractions
dodele de Néron

d'un anneau de valuation discréte de spectre S,

1.4, Extensions d'un Groupe commutatif libre

Soit I un objet de I, et prenons
(1.4.1) P=z[1] ,
le Z-Module libre engendre Par I (SGA 4 IV 11 ). A toute extension E de P
Par un Z-Module donné ¢ (NB il ne sera Plus par la suite question que
d'extensions commutatives de groupes), associons le torseur correspondant

sous GP, puis sa restriction 2 I Par le morphisme canonique

I — P = z[1] 2
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On trouve ainsi un foncteur canonique
(1.4.2) EXT(P,G) —-:-'mns(I,GI} ;

Je dis que ce foncteur est une équivalence de catégories. Il revient

évidemment au méme de dire que pour tout G, les applications
o
(1.4.3) Hom,, (P,6) —> H (1,6;) = &(D)
1 1
(L.4.4) Ext(P,6) —> H (I,GI)

sont des isomorphismes. En fait, plus généralement, lorsque A est un
Anneau (pas nécessairement commutatif) de T et P = ﬁ[I] le A-Module libre
engendré par I, on trouve des isomorphismes canoniques fonctoriels en

le A-Module wvariable G

(L %.5) Extj;(A[I], G) Hi(LGIJ

3

qui pour A=Z et i=0,1 cofncident avec (1.4.3) et (1.4.4). Pour dé&finir
les isomorphismes (1.4.5), on se rappelle que le premier membre est le
foncteur dérivé du foncteur G k—9~HomA(A[I],G}, qui par définition de

A[1] est isomorphe au foncteur G —> G(I) = HO(I,GI}. Comme G +—> GI

transforme Modules injectifs en Modules injectifs de T (sGa &4 vV Y,

1
on en déduit la conclusion voulue. On laisse au lecteur le soin de véri-
fier la compatibilité annoncée avec les homomorphismes (1.4.3) et (1,4, 4).

On notera que le foncteur 1.4.2 est compatible aux images inverses

par un morphisme de topos

m
I
(=]

—
n
i
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2. Lz notion de Siextension de faisceaux abéliens

2.0. Dans route la suite du pPrésent numéro, P,Q,G désignent des Groupes
commutatifs du topaos I . Nous aurons 2 utiliser fréquemment le diagramme

cartésien

(2.0.1)

e — Q A
et les Groupes Gp (resp. GQ resp. GPXQ) sur P (resp. Q, resp. PXQ) images
inverses du Groupe G sur e. On identifiera GPKQ indifféremment 3 1'image
i t
inverse (GPJPXQ de GP par pr; ou {GQ)PXQ de GQ par pr, . Dans ces notations,
les structures de Groupes de P,Q,PxQ n'interviennent pas. Nous n'aurons
d'ailleurs partiquement jamais 3 utiliser la structure de groupe produit

sur PxQ. Par contre, il nous sera utile de considérer sur PxQ la structure

de P-Croupe image inverse de celle de Q sur e,

(2.0.2) PXQ = @, "

et de m@me la structure de Q-Groupe image inverse de celle de P sur e,

(2.0.3) PXxQ = PQ ]

Ainsi, sur P on auras 2 considérer les deux Groupes GP et QP s et sur @
les deux Groupes GQ et PQ . 51 E est un torseur sur PXQ de Groupe GPKQ s
il peut &tre envisagé indifféremment comme un torseur sur Qp de groupe
GPXQ = fGP)QP » Ou comme un torseur sur PQ de groupe GPXQ=(GQ}P . Cela

a donc un sens de considérer sur E une Structure d'extension (commutative)

de QP Par G, compatible avec sa structure de torseur, ou (symétriquement)
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une structure d'extension de P. par G, compatible avec sa structure de

Q Q
torseur. De plus, 1,6, appliqué aux topos induits TIP resp. TIQ’ nous

fournit une fagon commode d'expliciter de telles structures, Utilisant

les isomorphismes canoniques T ( ) et T )

rexQ — ‘Trel rexq rexa - Trqd rpxq ¢
on trouve les descriptions suivantes. Une structure d'extension de QP par
G? sur le torseur E équivaut 2 la donnée, pour tout objet S de T et des

éléments p,p' € P(S), q € Q(S), d'un isomorphisme de torseurs sous Gg

(2.0.4) : E E —> E s
“p.p'iq P9 p'.q PP',9q

satisfaisant aux conditions qu'on va rappeler ; comme d'habitude (cf. 1.1.2.1),
pour tout point (p,q) € (PxQ)(S) = P(S)xQ(S), on désigne par EP E le torseur
L

sous Gs image inverse du torseur E sous GPXQ par {p,q) : S —> PxQ. Les

conditions 2 imposer aux données (2,0.4) sont la fonctorialité en S

(i.e. la compatibilité aux images inverses par des morphismes S' —> §
dans T), l'associativité qui s'exprime par la commutativité des diagrammes

de la forme (1.1.4.1)

(2.0.5) E . B
pp'sq P',q

o} Aid e
P,P;q “op',p";q
E

E E L) L1}
P»9q P'.qu“,q PP'P",q

B,p'P"iq

E E ! "
p,qa p'p'.q

(ot p,p',p" € P(S), q € Q(S)), enfin la commutativité qui s'exprime par

la commutativité des diagrammes de la forme (1.2.1)

162




~ 26 - VII
E E __"“a._a'_;g_,g_
P>9 P'.q pp',q
(2.0.6) sym id
Py v
EE—-LL?.;&_;,E
r'aq P,q p'p.q

(o p,p' € P(S), g € Q(S)). On explicite de méme une structure d'extension

de PQ par GQ sur E & 1'aide d'isomorphismes de torseurs sous GS

i~

(2.0.7) ¥

3 E E E
P; 9,9’ P»q P:q' PP';q )
pour p € P(S) et q,q' € Q(S), les ¥ &tant fonctoriels en S, et satisfai-
sant les conditions d'associativité et de commutativité symétriques de

(2.0.5) et (2.0.6), s'exprimant par la commutativité des diagrammes

E I'E "
P»99" Psq
“piqq’,q"

¥y q, g4

E [} rn
P99 ' g

Pidq;q'q"

(p € P(S), q.q',q" € Q(S)),

E —B38g o
Ep,q Psq' Ep.qq'
(2.0.9) sSym id
¥
E IE —-—RLH_IL> E i
Ps9 pP.q P-9°q

(p € P(S), q,q' € Q(S)).
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p&finition 2.1, Soient P,Q,G des Groupes abé€liens de T, E un torseur sous
— . B =

muni de plus d'une structure d'extension de QP par GP défini par

GPXQ’

des isomorphismes (2.0.4) (fonctoriels en S, soumis aux conditions e'ex-

primant par la commutativité des diagrammes (2.0.5) et (2.0.6)), et d'une

structure d'extension de PQ par G,, défini par des isomorphiswes (2.0.7)

(fonctoriels en S, soumis aux conditions exprimées par la commutativité

des diagrammes (2.0.8) et (2.0.9)). On dit que les deux structures pré-

cédentes sont compatibles si pour tout objet 5 de T et pour

p,p' € P(S), q,q' € Q(S), on a commutativité dans le diagramme

P;qq P
¥ q’

ql
P39 q'h ‘349,
\pl

E
Lp.q p,a'Fp',qp!
E E E
P9 P':9 P,q' 'P

“p.p'; AP, p' "op!

Eop'.qpp!

(2.1.1)

ou la fléche verticale est déduite de 1'isomorphisme de symétrie

BBy ~s L B
P9 P .9 P 9 P»9

torseur E sous GPXQ » muni d'une structure d'extension de QP par G, et

. On _appelle biextension de (P,Q) par G un

d'une structure d'extension de Gq par Pq, ces deux structures étant

compatibles au sens précédent.
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2.1.1, On peut dire encore qu'une structure de biextension sur le
GPXQ-torseur E est définie par deux lois de composition non partout d&fi-
niesw(x,y) et y{x,vy) sur E, la premi2re étant définie lorsque

przj(x) = Pryily), la deuxi2me lorsque prijlx) = prij(y) (ot 7 : E = Pxg
est le morphisme structural du torseur). Les axiomes, en plus des associa-

tivités du type
(2.1.1.1) wplgx,y) = wlx,gy) = goplx,y) (x,y € E(S), g € g(s))

et des relations analogues en ¥, s'exprimant alors par 1'associativité
et la commutativité de ces lois de compositions partielles, et par la

relation

(2,1.1.2) plblx,y),4(z,8)) = b leplx,2) 0y, t))

pour x,y,z,t respectivement dans Ep q(SJ’Ep,q‘(S}’Ep'

€81,E_ ., L8),
q P\

¥

2.2, Sections unité, I1 ¥y a lieu de considérer la section unicé de E,

considéré comme extension de QP par GP .

¢2.2.1) ep/p € T(E/P) = Hom,(P,E) ,

et de fagon symétrique la section unité de E, considéré comme extension

de PG par GQ 3
i B =

(2.2,2) £ /q € T(E/Q) HomQ(Q,E} g

En particulier, le torseur E au-dessus de PxQ (de Groupe GPKQJ est canoni-

quement trivialisé agu-dessus de IPxQ par EE/P’ et au-dessus de P x 1Q par

e/ De plus, ces trivialisations colncident au-dessus de la section

unité lpxl de PxQ, et définissent donc une méme section

Q
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(2.2.3) e € T(E) 5

qu'on appelera par abus de langage la section unité (ou section neutre)

de E. Pour prouver l'égalité annoncée des deux sections e,e' de E déduites

respectivement de e et e on note qu'elles sont caractérisées

E/P E/Q

respectivement comme les sections unités dans 1l'image inverse E dans

lP’IQ
E de la section unité de PxQ, pour les deux lois de compositions © et ¥.

Appliquant alors (2,1.1.2) pour les sections e,e',e',e de E on trouve

1,1 °
que des deux membres sont &gaux respectivement 2 e et e', d'ol e=e' comme

annoncé. On en conclut de plus que les deux lois de composition ¢ et &

SUr El 1 sont identiques. En effet, il est immédiat qu'ellescorrespondent
>

& la loi de Groupe de G par transport de structure, & l'aide des morphismes

g > g.e et g +—> g.e' respectivement, donc ellessont identiques puisque e=e',

Notons é&galement que 1'extension E de QP par GP sur la base P
donne, par restriction au-dessus de la section IP de P, une structure
d'extension de @ par G sur l'image inverse de lPxQ dans G, On constate

aussitdt que 1'homomorphisme e est un homomorphisme multiplicatif pour

E/Q
cette structure d'extension, qui est donc canoniquement scindée. De facon
symétrique, l'extension de P par G obtenue par restriction de 1l'extension

E de PQ par G_ sur Q au-dessus de la section 1. de Q, est canoniquement

Q Q

scindée par eE!P .
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2.3. Morphismes de biextensions., Soient E une biextension de (P,Q) par G,

«t de méme E' une biextension de (P',Q') par G', ol P',Q',G' sont encore

des CGroupes commutatifs de TI. On appelle morphisme de biextensions de E

dans E' un systeme (u,v,w,f), oi
Y B

(2.3.4) u:P —> P' |, viQq —> Q' , wi:G — Gg'

sont des morphismes de Groupes, et of

(2.3.2) £: E—>E!
est un morphisme des faisceaux d'ensembles sous-jacents a E,E', detelle
fagon que f soit a la fois un homomorphisme d'extensions de Groupes sur P

resp. P' associé aux homemorphismes de Groupes relatifs

u X v QP-—%b QE, 3 uXw i G, —> G;, 3

et un homomorphisme d'extensions de Groupes sur Q resp. Q' associé aux

homomorphismes de Groupes relatifs

u x v : PQ ——?'Pé, N v X W o: GQ — G&. .

On notera d'ailleurs que u,v,w sont connus par la seule connaissance de £,
car & partir de f on récup2re u X v par passage au quotient, donc aussi
u et v par restriction a P X:HJrESP‘IP X Q, et on récup®re w par restric-
tion de f 2 G.eE - Aussi il n'y a pas d'inconvénient 2 identifier le
morphisme (u,v,w,f) a f.

Moyennant la précaution habituelle de rajouter aux morphismes

leur source et leur but (génuflexion canonique), on voit donc que les

biextensions du topos T sont les objets d'une catégorie dont les objets

et les morphismes sont ceux dé&finis en 2.1 et 2.3, et ol la composition
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des morphismes est définie de fagon évidente. De plus, par

(P,Q,6,E) +—— (P,Q,G) on obtient un foncteur canonique
(2.3.3) BIEXT(T) —> GRAB(T)XGRAB(T)xGRAB(T) P

odt BIEXT(T) désigne la catégorie des biextensions sur T, et GRAB(I) celle
des Groupes abéliens sur T. Il y a lieu d'ailleurs de décomposer le fonec-

teur canonique précédent en deux, savoir E —=> (P,Q) :

(2.3.4) BIEXT(T) —> GRAB(T) x GRAB(T) s

et E—>G :

{2.3.5) BIEXT(T) —> GRAB(T) :

2.4, La catégorie BIEXT(P,Q,G) pour P,Q,G variables. Je dis que le foncteur

canonique (2,3.4) en fibrant, et le foncteur canonique (2,3,5) est cofibrant, La

premi2re assertion signifie donc notamment que pour une biextension E de

(P,Q) par G, et pour des morphismes de Groupes abéliens

usP' —P,v:Q —Q,
on peut trouver une biextension E' de (P',Q') par G, et un morphisme de
biextensions

£ 2 EY —> E
compatible avec u,v,idG » qui jouisse de la propriété universelle habituelle
pour les morphismes de biextensions dans E compatibles avec u,v,idG . La
seconde assertion s'explicite de mEme, et signifie notamment que pour une

biextension E de (P,G) par G, et un morphisme de Groupes abéliens

w e — &
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il existe une biextension E' de (P,Q) par C', et un morphisme de biexten-
sions
g : E— E'

compatible avec id_ ,id_ et w, qui jouisse de la propriété universelle

PPQ
habituelle pour les morphismes de biextensions de E compatiicles awvec
idP.idQ ef w. Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les deux
constructions dont nous affirmons ici 1'existence, constructions qui se
font aisément en paraphrasant simplement les constructions analogues bien

connues dans le cas des extensions de Groupes ordinaires.

Ainsi, désignant, pour trois Croupes abéliens P, Q,G de I, par

(2.4.1) BIEXT(P, Q; C)

la catégorie des biextensions de (P,Q) par ¢, définie comme la catégorie-
fibre de 2.3.3) en (P,Q,G) (donc en y prenant comme morphismes les mor-
phismes de biextensions qui sont compatibles avec les morphismes identiques

de P,Q,C), on wvoit que cette catégorie "dépend de facon covariante de G,

et de fagon contravariante de P,Q", De Plus, pour les variances précédentes,

la catégorie BIEXT(P,Q;C) dépend additivement de chacun des trois arguments
P,Q,G. Explicitons la signification précise de cette assertion, pour 1'ar-
gument G par exemple :

a) BIEXT(P,Q;0) est &quivalent 2 1la catégorie ponctuelle, et

b) pour deux Croupes abéliens G,G' de T, le foncteur

(2.4.2) BIEXT(P, G; GxG') —> BIEXT(P,Q;¢) x BIEXT(P,Q:G')
déduit des deux projections G X G' —> G et GXG' —> Q' est une équivalence
de catégories. Dans le langage de [4], on dit aussi que pour P,Q fixés,

la catégorie des biextensions de (P,Q) par des Groupes G variables est,
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via le foncteur E +——> € induit par (2.3.5), une catégorie cofibrée additive

sur la catépgorie GRAB(T).

Remarque 2.4.3. Avec la terminologie de loc.cit., la catégorie cofibrée
précédente est d'ailleurs non seulement additive, mais méme "exacte 2
gauche" L4, 2.2]. Nous ne vérifierons pas ici cette propriété, que nous
retrouverons plus bas (3.5) comme conséquence de faits plus précis. Signa-
lons seulement que la théorie générale de loc. cit. nous permettrait alors
d'expliciter la structure de cette catégorie cofibrée en termes d'un com-
plexe de chaines L. dans CRAB(T) (ne dépendant que de P et de Q), 2 &qui-
valence de catégories fibrées prés. Nous trouverons &galement plus bas une
construction directe de ce complexe L. comme étant le complexe P% Q

(produit tensoriel pris dans une catégorie dérivée)..

2.5. Structure de la catégorie BIEXT(P,Q;G) Les considérations générales

formelles de [4, n® 1] permettent de tirer quelques conséquences utiles
du fait que les catégories BIEXT(P,Q;G) dépendent additivement de G.
2.5.1. Tout d'abord, pour G fixé, la catégorie BIEXT(P,Q:C)' est munie
d'une structure de composition, permettant 3 deux biextensions E E' de

(P,Q ) par G de faire correspondre fonctoriellement une biextension produit,

notée E.E'. On peut considérer que cette construction ne fait que para-
phraser la construction bien connue du produit de deux extensions d'un

Groupe commutatif par un autre ; on notera de plus qu'elle est bien com-
patible avec certe derni2re notion, quand on interpréte E et E', soient

comne des extensions de Croupes de Q? par G soit comme des extensions

P

de Groupes de PQ par GQ' En particulier, EE' est, en tant que Corseur
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sous CPKQ‘ le produit des torseurs sous CPXQ définis par T et E'. La for-

mation de E.E' est de plus associative et commutative & isomorphismes

canoniques pr2s, et laloi de composition envisagée dans BIEXT(P,Q:G) admet

un "objet neutre bilat2re", appelée 1a biextension triviale de (P,Q) par n.

Celle-ci peut 2tre construite (loc. cit.) comme 1a biextension déduite de
1'unique biextension (2 isomorphisme prés) E, de (P, Q) par le Groupe nul O, gra-
ce 2 1'homomorphisme 0 —> G. On vérifie aussitdt sur cette description
que la biextension triviale E peut étre aussi décrite comme le torseur
trivial
E = PXQxG 3

ses deux structures de CGroupes sur P resp sur Q étant déduites des struc-
tures de Croupes produits de QXG resp. de PXG par changement de base
P—> e resp. Q — e.

Enfin, pour toute biextension E de {(P,Q) par G, on peut définir

la biextension inverse, notée F_: , munie d'un isomorphisme de EE ! avec

la biextension triviale, ce qui détermine E L a isomorphisme unique pres,
et permet de définir 1a dépendance fonctorielle Par rapport 2 E.

En somme, la catégorie BIEXT(P,Q:G) apparalt comme 1'analogue
d'un objet-groupe de 1a catégorie (Cat) des catépories, 3 cela prés que les
associativités, commutativités, relations d'units et d'inverses ne sont
valables que modulo des isomorphismes donnés Prés. On pourra dire que

cette catégorie est un pseudo-groupe (de la 2-catégorie (Cat)).
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2.5.2., Pour P, Q, G fixés, il résulte des propriétés précédentes les faits
suivants. Pour toute biextension E de (P,Q) par G, le monotde des endomor-
phismes de E est canoniquement isomorphe au monoide des endomorphismes de
la biextension triviale 1, en associant & tout endomorphisme u de celle-ci
1'endomorphisme u,id. de 1l.E — E , D'autre part, le monoide des endomor-

phismes de 1 est un groupe commutatif, que nous noterons

(2.5.2.1) Biext®(P,Q;G)  ;

sa loi de composition est aussi donnéepar (u,v) —> u.v € End(1l.1) = End(l).

Enfin, la loi de composition E,E' +—> EE' définit dans 1'ensemble

(2.5.2.2) Biextl(P,Q;G}

des classes d'isomorphismesde biextensions de (P,Q) par G une loi de groupe
1

.

commutatif, l'inverse de la classe de E étant celle du bitorseur inverse E_
2.5.3. Lorsqu'on se donne un homomorphisme de Groupes G —> G', le foncteur
correspondant

(2.5.3.1) BIEXNP,Q;G) ——> BIEXTP,Q;G')

est compatible avec les lois E.E' et E_l envisagées dans 2.5.1, & des
isomorphismes canoniques prégs. Il s'ensuit en particulier que les deux
applications évidentes

(2.5.3.2) Biexti{?,Q;G) —_— Biexti(P,Q;G') (i=0,1)

sont des homomorphismes de groupes. De plus, si E est une biextension de

(P,Q) par G, et E' la biextension correspondante de (P,Q) par G', 1'homomor-

phisme naturel

(2.5.3.3) Hom(E,E) = Aut(E) — Hom(E',E') = Aut(E')

n'est autre que (2.5.3.2) pour i = O,

172




- 36 - VIiI

2.5.4. On peut d'ailleurs expliciter aisément le groupe Biexto(P,Q;G).
En effet, si E est une biextension de (P,Q) par G, les automorphismes u
de E sont d'abord des automorphismes du torseur sous GPXQ sous~jacent 3 E,

et 2 ce titre est donnés par les morphismes

u H qu = G »
o
par la formule

ul(x) = u (30Ge))x :

Ceci posé&, pour que u soit compatible avec la premi2re (resp. la seconde)
structure d'extension sur E, on voit tout de suite qu'il faut et 11 suffit
que u, soit additif par rapport au second (resp. par rapport au premier)

argument. Donc pour que u soit un automorphisme de la structure de biexten-

sion de E, il faut et il suffit que u_ soit bilindaire. I1 en résulte donc

une bijection canonique

(2.5.4.1) Biext”(P,Q;6) = Hom(PF8Q,C) .
On vérifie facilement que celle-ci est indépendante de E, qu'elle respecte
les structures de groupes, et qu'elle est fonctorielle en G (pour la loi
fonctorielle du premier membre explicité dans (2.5.3,2)).

Nous déterminerons plus bas le groupe Biextl(P,Q;G), et trou-
verons qu'il est canoniquement, et fonctoriellement en G, isomorphe 2

L
Ext’ (P & Q, ).

2.6. Nous avons dans 2.5 fait varier uniquement G, en gardant P et Q fixes.
Il convient maintenmant de dire quelques mots concernant la variation de P,Q.
Le fait essentiel, dont les autres découleront formellement,est que la
variance contravariante de BIEXT(P,Q;G) en P,Q commute & sa variance cova-

riante en G, de sorte que les catégories envisagées peuvent etre considérées
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ccmpe les catépories fibres d'une catégorie cofibrée

(2.6.1) BIEXT'(T) —> GRAB(T) °xGRAB(T)®x GRAB(T) ,

ol les exposants e indiquent les catégories opposées, (le foncteur struc-
tural envisagé étant E +—> (P,Q,G)). A ce titre, la catégorie cofibrée
envisagée est additive en chacun de ces trois arguments, ou encore, comme
nous dirons, elle est tri-additive., En paraphrasant des arguments standards
que nous nous dispensons de reproduire ici, on en conclut que la structure
de composition E.E' sur la catégorie fibre BIEXT(P,P';G) peut se décrire
indifféremment en utilisant la structure additive de 1'un quelconque des
trois arguments (i.e. les trois structures de pseudogroupe obtenues sont

canoniquement isomorphes). Il en résulte 2 son tour que les groupes abéliens

(2.6.2) Biext'(P,Q;6) , 1=0,1 ,
peuvent etre regardées comme deux foncteurs tri-linéaires en les arguments
P,Q,G dans GRAB(I}O, GRAB(I}D et GRAB(T), ou si on préfére comme des

foncteurs trilinéaires en P,Q,G variables dans GRAB(T), contravariants

en P,Q, covariants en G, & valeurs dans la catégorie GRAB des groupes
abéliens, On vérifie de plus que pour cette variance ainsi précisée,
l'isomorphisme (2,5.4.1) est fonctoriel en P,Q et G, et non seulement en G.
1

I1 en sera d'ailleurs de m@me plus bas pour la détermination de Biext

en termes d'un Extl g

2.7.Biextension symétrique d'une biextension donnée. Si E est une biextension

de (P,Q) par G, il y a lieu de définir la biextension symétrique “E de E,

qui est une biextension de (Q,P) par G. Le faisceau d'ensembles sous-jacent
s

a2 E est celui sous-jacent a4 E, les opérations de G sur E et sur SE sont

les mBmes, le morphisme structural g —s PxQ est le composé du morphisme

structural E — PXQ avec la symétrie PxQ — QxP, enfin les structures
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d'extensions gauches et droites de “E sont respectivement les structures
d'extension droite et gauche de E, Il est évident que 1'opération E —> °g
@5t un automorphisme de la catégorie BIEXT(T) des biextensions, et en fait

un automorphisme involutif :

s.8
("E) = E 2
Tout énoncé concernant des bitorseurs E, ... permet de déduire un énoncé
symétrique, en appliquant 1'&noncé donné 3 SE, «-.. On pourra 1'appeler

1'énoncé déduit "en €changeant la gauche et la droite". Bien entendu,
OIl Se& contentera en général d'expliciter un seul des deux énoncés symé-
triques, en choisissant entre sa gauche et sa droite, en suivant par exXem-

Ple ses préférences politiques,

2.8. Changement de topos, Localisation. Suppesons donné un morphisme de

topos
AR s S .
Alors le foncteur "image inverse" f# transforme une biextension de (P,Q)
par G en une biextension £4E) de C£#(P), £#(Q)) par £*(G), comme chaque
fois qu'on a une esp2ce de structure qui peut s'expliciter "en termes
de limites projectives finies et de limites inductives quelconques". Pour
montrer la compatibilité des deux structures d'extensions sur f#(E)
déduites de celles de E, on exprimera cette compatibilité par la commu-
tativité du diagramme (2,1.1) dans 1le cas "universel", i.,e. pour
S=PxPxQxQ, P>p':49,q9"' &tant les quatre projections de S sur ces quatre
facteurs, Comme de juste, on obtiendra par E > £%*(E) un foncteur cano-

nique

£* : BIEXT(I) — BIEXT(T') :
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Nous utiliserons par la suite sans autre mention que toutes les constructions
que nous pourrons 8tre amenés A effectuer au moyen de biextensions sont com-
patibles aux images inverses par morphismes de topos. Il en est en particu-
jier ainsi des opérations de produit EE' et de passage a l'inverse E_l,
considérées dans 2.5.

On pourra prendre en particulier pour T' un topos induit T!S' 3

et pour f le morphisme canonique (dit "de localisation" (SGA &4 IV 5))
£=ig, t Loy —> 3 .

On appelle alors f®*(E) la biextension induite par E sur S§', et on la noterz

aussi, comme d'habitude, EIS' ou E . Comme l'opération de restriction

Sl
posséde évidemment les propriétés habituelles de transitivité, on en con-
clut que les catégories BIEXT(EJS), pour un objet variable S de T, forment

les fibres d'une catégorie fibrée sur T (SGA 1 VI 8). En fait, on vérifie

trivialement que cette catégorie est méme un champ sur T au sens de Giraud
[2], i.e. que "les morphismes et les objets des fibres de cette catégorie
fibrée peuvent se recoller", Par exemple, pour se donner une biextension

4 isomorphisme canonique prés sur S, il suffit de se donner une famille

couvrante (i.e. épimorphique) S, —> 5, pour tout i € I une biextension

i

is,

J
ces isomorphismes étant soumis 2 la condition de cocycles habi-

E; sur 8 (i.e., dans IIS ), pour tout couple (i,j) un isomorphisme de E,
i

avec E, 3

:rSi

tuelle. On appelera champ des biextensions sur T le champ gqu'on wvient de

définir, Le foncteur (2.3.3), donc aussi les foncteurs déduits (2.3.4) et

(2,3.5), lorsqu'on y remplace T par T avec S wariable, correspondent 3

/S
des morphismes de champs sur T. De m#me les opérations E.E' et gk (2.5.1)
dans les catégories BIExf(Ps,QS;GS) pour S variable, P,Q,G étant des Groupes

commutatifs donnés sur T.
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2.9. Relations avec les torseurs birigidifiés

Avec la terminologie de 1.3.2, nous avons wvu dans 2.2 que pour
toute biextension E de (P,Q) pPar G, la structure de torseur sous GPxQ
sous-jacente 2 E est canoniquement birigidifiée relativement au couple des

sections unités de P et de Q. On trouve ainsi un foncteur canonique

(2.9.1) BIEXT(P,Q;G) ——> TORSBIRIG(P,Q;G) 2
ol le deuxi2me membre désigne la catégorie des torseurs birigidifiés sur

PxQ (sousG ).

PXQ
Utilisant les sections unités de P et de Q, on trouve, pour tout
produit d¢ n objets isomorphes 3 P ou Q, un morphisme canonique inj1 du
i.8me facteur dans ledit produit, Si on se donne un morphisme de ce pro-

duit dans G, on pourra ainsi parler de la restriction de ce morphisme au

i.eéme facteur, Ceci posé, nous considérons les produits

PxQ

PxQxQ, PXQxQxQ
(2.9,2)

PXPXQ, PXPXPXQ

PXPXQxQ i

Proposition 2.9.3. Supposons que tout morphisme d'un des produits (2.9.2)

dans G qui est trivial sur chacun des facteurs de ce produit (plongés dans

ledit gr3ce aux sections unité comme on vient de 1'expliquer) soit trivial,

Alors :

a) Le foncteur canonique (2.9.1) est pleinement fidéle, et les

deux membres de 2.9.1 sont des catégories rigides. En particulier, si E

), il existe sur E au plus

st & i idifi
e un_ torseur sous GPXQ birigidifié pour (ep,e

Q

une structure de biextension compatible avec sa structure de torseur biri-

gidifié,
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b) Pour qu'il existe une telle structure de biextension sur E,

i1 faut et il suffit qu'il existe sur E une structure d'extension de QP

par GP compatible avec sa structure de torseur sous GP, et qu'il existe

sur E une structure d'extension de PQ par Gq compatible avec sa structure

de torseur sous GQ (cf. 1.3.5 b)). Il existe dans ce cas sur E une unique

structure d'extension de QP pat GP compatible avec les structures de torseur

sous G_ et la rigidification donnée sur Pxe

P et une unique structure d'ex-

Q,
tension de PQ par GQ compatible avec la structure de torseur sous GQ et la

rigidification donnée sur epr, et ces deux structures d'extension sont
compatibles (2.1).

Démonstration. a) Si E est un torseur birigidifié sur PxQ, le groupe de

ses automorphismes s'identifie au groupe des morphismes PxQ — G qui

sont triviaux sur les deux facteurs partiels, donc d'apras 1'hypothése

appliqué au produit PxQ, c'est 1'automorphisme identique. Cela prouve

1'assertion de rigidité, Pour montrer que si E,E' sont des biextensions

de (P,Q) par G, tout morphisme de bitorseurs birigidifiés £ : E —> E'

est un morphisme de biextensions, il suffit d'appliquer 1.3.5 a) aux

deux structures d'extension définies par E,E' sur P resp. sur Q (ce qui

am#ne & utiliser 1'hypothise pour les deux produits PxQxQ et PxPxQ de (2.9.2)).
b) La nécessité de la condition énoncée sur le torseur birigi-

difié E pour qu'il provienne d'une biextension étant claire, prouvons la

suffisance, Il résulte d'abord de 1.3.5 b) que la condition énoncée im-

plique l'existence de structures d'extensions uniques de Q? par GP et

de P, par G

Q
cations., (On utilise 1'hypoth2se pour les produits PxQXQXQ et PXPXPXQ

P’ compatibles avec la structure de torseur et les rigidifi-
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dans (2.9.2)). Il reste 2 prouver que ces deux structures d'extension sont
compatibles, i.e. qu'on a commutativité dans le diagramme (2.1.1). or
les deux composés de ce diagramme sont des isomorphismes de torseurs sur

PxPxQxQ, donc ils différent par un morphisme

u : PXPXQxQ ——= G .
Utilisant le fait que les trivialisations partielles de E sont des sections
unités pour les lpis et ¥ respectivement, on en conclut facilement que u
est trivial sur chacun de ces quatre facteurs, donc par 1'hypothése appli-
quée au produit PXPXQxQ de (2.9.2), qu'il est trivial, ce qui achive la

démonstration.

Corollaire 2,9, 4, Soient P, Q, G des Groupes commutatifs satisfaisant les

relations
(2.9.4.1) Hom I:(17’,(;} =e , Hom t(Q,G) = e

(cf, 1.3.7). Alors les conditions préliminaires de 2.9.2 sont satisfaites,

done les conclusions a) et b) de cette proposition sont valables, De plus,

Si E est un torseur sous GPXQ birigidifié pour (eP,eQ), Pour qu'il admette

une structure de biextension de (P,Q) par G compatible avec ses structures

données, il faut et il suffit gue les deux morphismes de faisceaux d'en-

sembleées ponctuds qu'il définic,

(2.9.4.2) Q — Rlp*(GP) 5 P — qu*(cq)

(p,q9 les morphismes Structuraux P — e et Q — e), soient des morphismes

de Grouges,

La premi2re assertion de 2.9.4 a été vue dans 1.3.7. Pour 1a

deuxidme, 1a nécessité de 1la condition envisagée é&tant claire, procuvons
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1a suffisance, en appliquant 2.9.2 b) et 1.3.5 b). Notons que la multi-

plicativité du premier morphisme de (2,9.4.2) signifie que le torseur

rigidifié E sous GP satisfait 2 1la condition de 1.3.5 b) localement sur P,
Nous avons déji& signalé dans 1.3.7 que cela implique que cette condition
est vraie globalement sur P, donc que sur E existe une structure d'exten-
sion de QP par GP compatible avec sa structure de torseur rigidifié sous

G,. On procéde de meme pour voir que sur E existe une structure d'exten-

P

sion de PQ par GQ compatible avec sa structure de torseur rigidifié sous

G La conclusion résulte donc de 2.9.2 b).

Q
Exemple 2.9.5. Soient S un schéma, P et Q deux schémas ab&liens sur S, et
6=C_¢ le schéma en groupes multiplicatif sur S. On a signalé dans 1.3.8

qu'alors les conditions (2.9.4.1) sont vérifiées. D'autre part, la donnée

d'un torseur birigidifié E sur PxQ revient alors 2 la donnée d'un Module

inversible birigidifié sur PXQ. Rappelons qu'on appelle correspondance

divisorielle sur P,Q la classe & isomorphisme prés d'un tel Module in-

versible birigidifié (cf. par exemple [1]). Travaillant avec la topolo-

gie fppf, les morphismes (2.9.4.2) sont ici les morphismes

(2.9.5.1) Q — Pic, y B Bloss 4

définis par la correspondance divisorielle, et il est bien connu par le
"théoréme du carré" (loc, cit,) que ces morphismes sont nécessairement
compatibles avec les structures de Groupes., Donc 2,9,4 nous apprend gque

la catégorie des biextensions de (P,Q) par G=G est équivalente & la

m S

catégorie des Modules inversibles birigidifiés sur PxQ, et que c'est donc

une catégorie rigide dont l'ensemble des classes & isomorphisme prés

s'identifie 3 1'ensemble des correspondances divisorielles sur (P,Q).
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Cette identification respecte d'ailleurs, manifestement, les lois de groupes

naturelles sur ces deux ensembles (la premidre étant définie dans (2.5.2.2)).

Remarque 2.9.6. On peut vérifier facilement que 1'additivité du premier
morphisme (2,9.4,2) équivaut a dire que le deuxidme morphisme (2.9,4,.2)
se factorise par le sous-faisceau Extlfq,G) (noter qu'en vertu de 1.3.5,

le morphisme canonique
1 I
Ext (Q,6) —> R q*(GQ)

est injectif). De méme 1'additivicé du deuxime morphisme (2.9.4.2) signi-
fie que le premier morphisme se factorise par ExtlfP,G). De plus, on

obtient de cette fagon des isomorphismes de groupes
(2.9.6.1) Biext(P,Q;6) == Hom(Q,Ext (P,G)) == Hom(P,Ext’(Q,0)) .

Dans le cas particulier envisagé dans 2.9.5, ces isomorphismes se rédui-

sent aux isomorphismes bien connus

(2.9.6.2) Corr(P,Q) = Hom(P,Q') <= Hom(Q,P') =

o P' = Extl(P,Eh)et Q' = Extl(Q,ng sont les schémas abéliens duaux de P
' - o o

et de Q, gqui s'identifient respectivement 2 PicP/S et Pic;fS' Dans les

deux formules précédentes, les Hom désignent bien entendu les groupes

d'homomorphisme de CGroupes.

2,10. Généralisations diverses de la notion de biextension, Nous les

signalons par acquit de conscience, car nous n'autons pas A les utiliser,

2.10.1, On peut définir la notion de biextension de (P,Q) par G sans

supposer P ni Q commutatifs, G seul &tant Supposé commutatif : c'est un
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torseur Sous GPXQ’ muni de structures d'entension centrale de QP par GP

et de EQ par GQ’ ces deux structures étant compatibles & la structure de
torseur, et compatibles entre elles i.e. rendent commuatifs les diagrammes
(2.1.1). La plupart des développements qui précédent sont -alables mutatis
mutandis pour cette notion plus général. On fera attention que lorsque P
et Q sont commutatifs &galement,la notion précédente est plus générale
que celle de 2,1, qui correspond au cas ol les deux structures d'extension
sous-jacentes a E sont des structures de Groupes relatifs commutatifs, On
fera attention également que dans le cas non commutatif, la catégorie des

biextensions de (P,Q) par G dépend encore additivement de G, mais non pas

de P et de Q.

2.10.2. En paraphrasant 2,1, on définit (pour un entier donné n 2 1) 1a

notion de n-extension d'une suite de n Groupes commutatifs (PI’P2""’Pn)

par un Groupe commutatif G. Elle correspond a la donnée, sur un torseur E

sous GP X. . xp ° de n structures d'extemsions partielles sur les produits
1™

partiels de n-1 facteurs, avec une relation de compatibilité du type

(2.1.1) pour chaque couple d'indices distincts entre 1 et n.

Lorsque n 2 3 et que les Pi sont des schémas abéliens sur un
schéma S, G étant le groupe multiplicatif sur s (comparer 2,9.2), on

trouve que toute n-extension de (P Pn) par G est triviale,.

127"

2,10.3. La notion de biextension 2.1 peut-&tre considérée comme une
variante de la notion d'extension commutative de Groupes commutatifs, i.e.
de la notion d'extension de Z-Modules. Lorsqu'on se donne un Anneau {com-

mut2tif pour simplifier) A de T, et trois A-Modules P,Q,G, on peut
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définir plus généralement la notion de biextension de A-Modules de (7,Q)

par G, qui est une variante de celle d'extension de A-Modules. Une telle
biextension est définie comme une biextension au sens de 2.1, mais les
Structures partielles d'extension sous-jacentes &tant enrichies en des
structures d'extensions de ﬂ?—tbdules resp. de AQ—bbdules (compatibles
avec les structures de Modules relatifs qu'on a déja sur QP,GP et PQ,GQ).
Les deux structures de Modules relatifs sur E peuvent s'interpréter en
termes de deux opérations du monotde multiplicatif sous-jacent 3 A sur
le faisceau d'ensembles sous-jacent 2 E, et on suppose que ces deux
actions commutent l'une 2 1'autre; cette compatibilité s'ajoute donca celle
exprimée par la commutativité du diagramme (2.1.1), et s'exprime par la
commutativité d'un diagramme analogue, que nous laissons au lecteur le
soin d'écrire, Enfin, on suppose que la premiire opération de A sur E
seit distributive, non seulement par rapport & la premiére loi de com-
position de E, mais aussi pour la seconde loi de composition de E ; ek
de meme pour la deuxi&me opSration de A sur E.

On observera que le dictionnaire explicité dans 1,1.6 admet aussi
une variante A-linéaire, qui peut s'exprimer en disant que la donnée d'une
extension du A-Module P par un autre G revient i la donnée d'une famille
de torseurs Ep sous les Gp’ paramétrée par les '"points" p € P(S) (58 € ob I
€étant un objet variable), Ep gtant assujetti 2 varier de fagon A-linéaire
(et non seulement additive comme dans 1.1.6) en p. Ceci s'explicite par
la donnée, en plus des isomorphismes e B (1.1.3.1), par la donnée

d'isomorphismes

Mop? "'(Pp) = L (p € P(S), a € A(S)) ,

ot le premier membre désigne 1'image du Gg-torseur Pp par 1l'extension
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des scalaires g —> ag : Gs — GS . On laisse au lecteur le soin d'ex-
pliciter les conditions a imposer A ces données ¢ , W pour qu'elles cor-

respondant bien & une extension de Modules E de P par G (ef 3.5.4 b)).

3. Compléments d'algdbre homeologique

Le but principal du présent numéro est la définition de 1'iso-

morphisme
1 = 1, L
Biext (P,Q;G) = Ext (P & Q,G)

annoncé plus haut, Nous aurons besoin pour ceci de certains développe-
ments d'algeébre homologique, ayant un intér8t indépendant, qui occuperont
les sections 3.1 2 3.4, Les développements 3.1 et 3,3 peuvent &tre con-

sidérés comme des compléments & [4], et notamment & la section 6.9 de

3.1. Construction d'une catégorie cofibrée additive YL en termes d'un

complexe de chaines L, dans une catégorie abélienne E.
Soit C une catégorie abélienne, L. un complexe de chafnes de c,

(3.1.1) Lz—)Ll—‘—‘b Lc—,-o .

que nous écrirons avec la convention des degrés inférieurs (opérateur
différentiel de degré -1). On z donc Li = 0 pour 1 < 0. Nous allons défi-

nir une catégorie cofibré ¥ =Y sur C (qui, 2 équivalence canonique de

L.

catégories cofibrées prés,sera la catégorie de méme nom de loc, cit. 6.9).
Les objets de EL sont des couples

(X , a) .
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ol X est une extension de L0 par un objet A de C (dépendant de X)
i i
{(3.1.2) 0 —>A—>X——1L —>0 ,

et ol & est une trivialisation de 1'image inverse d:(x) de cette extension
par do:Ll — Lo, Q@ étant assujetti 3 la condition que la trivialisation

: L, —> L. est l1la
1 2 1

trivialisation évidente, résultant de l'isomorphisme de transitivité

correspondante de 1'image inverse d{(dg(x)) par d

df(dg(z)) - (dadl)*(E) ’

et de la relation dodlao. Une autre fagon d'exprimer la donnée de Qa,
soumis & la condition précédente,est de dire qu'on se donne un rel2vement

de dc £ Ll — Lo en @ : Ll —> X, soumis & la condition adl =0 :

i
/l"
(3,1.3) Ly > Li—>1L
d 1l g o
1 o l
0 3 ad, =0 S €

1
Sous cette forme, on voit que la description des objets (X,a) ne dépend

que du complexe de chatnes [L.] tronqué 3 1'ordre 1, déduit de L. en

"tuant les Hi(L') pour i = 2", dont les composantes sont nulles en dimen-
sion = 2, coincident avec celles de L. en dimension = 0, et dont la com-

posante en dimension 1 est le conoyau de d L2 —> 1 On définit les

1’ 1°

homomorphismes de (X,a) dans (X',a') comme les homomorphismes d'extensions

u: X —> X', compatibles avec 1'identité sur Lo, tels que u a = a' ; on

(#) Une fagon plus simple de décrire (A) (signalée par DELIGNE) est de

|'|
K
le considérer comme catégorie des extensions de complexes de L. par A

(regardé comme complexe réduit au degré zéro).
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compose les homomorphismes en composant les homomorphismes d'extensions
correspondants. On trouve ainsi la catégorie annoncée iL . Elle ne dépend,
3 isomorphisme canonique prés, que du tronqué 2 1l'ordre 1 [.) de L. .

On a un foncteur évident, (X,a) —> A :

(3.1.4) o

L —=E .

Ce foncteur est cofibrant. En effet, soit

u: A—>B
un morphisme de C, et (X,a) un objet de la catégorie EL-(A) fibre en A,
Donc X est une extension de Lo par A, et on peut considérer 1l'extemsion
u,(X) de L0 par B, image directe de X par u, et la munir de la trivia-
lisation partielle composée E = fa, ol £ : X —> u,(X) est le morphisme
canconique, On vérifie alors immédiatement que le morphisme
£ : (X,a) —> (u,(X),B) est un morphisme cocartésien pour le foncteur
(3.1.4), i.e. satisfait 2 la propriété universelle habituelle pour les
u-morphismes dans EL. de source (X,a) ; il suffit pour ceci d'utiliser
la propriété universelle analogue pour le morphisme £ : X —= u,(X),

qui est bien connue et triviale,

Enfin, la catégorie cofibrée ¥

Y, st additive, i.e. elle satis-~

fait les deux conditions :

(3.1.5) XL (D) est équivalente a la catégorie ponctuelle |,

(3.1.86) EL (AxB) —_;-!L{A) x XL (B) est une égquivalence y

pour deux objets quelconques A et B de C. La vérification est triviale,
en termes des propriétés correspondantes pour la catégorie cofibrée des

extensions de Lo par des objets wvariables de C. Nous utiliserons librement

186




- 50 - VII

les conséquences de 1'additivité de iL » €tablies dans (loc. cit. 1) et

rappelées plus haut (2,5),

3.1.7. Parmi ces conséquences, mentionnons le fait que pour tout objet

A de C, i1 ¥ a dans !L.(A) un objet nul, ou trivial (2.5.1) ; on vérifie
qu'il est défini par 1'extension triviale X = L, + 4 de L, par A, munie
de la trivialisation partielle définie par o : L1 —> X de composantes

do et 0. D'autre part (2.5,2), pour tout objet (X,a) de EL.(A)’ le groupe
des automorphismes de cet objet est canoniquemsnt isomorphe au groupe

des automorphismes de 1'objet rrivial de XL'(A), solt ?E_(n), qui est

un groupe commutatif, Bien entendwu, on retrouve trivialement ici ce fait

sur la description explicite de EL'(A), €t on trouve meme un isomorphisme canoniqu

(3.1.8) ‘!E.(A.) = Ker(Hom(L_,4) —> Hom(Ly,A)) == Hom(H_(L.),A)

= Ext®(L.,4) ;

induit par 1'isomorphisme habituel du groupe des automorphismes d'extension
de X avec le groupe Hom(L_,A). L'isomorphisme (3.1.7.1) est évidemment

fonctoriel en A.

3.1.9. Rappelons enfin (2,5.2) que grace & la structure multiplicative
naturelle dans la catégorie fibre ¥ (A), l'ensemble des classes d'iso-
morphie de celle-ci est munie de fagon naturelle d'une structure de groupe,

que nous noterons Yi (A), et que ce dernier est un foncteur additif par

rapport a A,
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3.2. Détermination de Yi (Aa)

Considérons un objet (X,a) (3.1.3) de ¥, (A). Considérons le

complexe de cochalines de longueur 1
(3.2.1) =54 ]2 6 —2X =51 <%0 ..

défini par le morphisme j : X — Lo, la composante de degré O étant X.
C'est une résolution de A, donc peut-2tre identifié 2 A en tant qu'objet
de la catégorie dérivée D(C) [5]. Ceci posé, le diagramme (3.1.3) nous

fournit un homomorphisme de degré 1 de complexes
(3.2.2) L. "—-}[XﬁLa] .

explicité dans le diagramme 2 carrés anticommutatifs
d d

1 o
e By 1‘.1 L. 0 ...
-1_ o .
(3.2.3) w =g ‘L ““dl
0 > 2 L. o ... .
o

(On utilisera la convention habituelle, associant au complexe de chaines
L. un complexe 2 opérateur différentiel de degré 1, dont la composante
de degré i est L-i')' On trouve donc ainsi un homomorphisme de degré 1

dans la catégorie dérivée

(3,2.3) c(X,0) : L. —> A (hom. de degré 1 dans D(C))

qui ne dépend manifestement que de la classe & isomorphie priés de (X,a).
On a défini ainsi une application cancnique

1 1 dfn
(3.2.4) ¥, (A) —> Bxt (L., A) = HOIHD(E}(L.,ALID
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Théorgme 3.2.5, L'application (3,2.4) est un isomorphisme de groupes,

fonctoriel en 1'objet A de C.

Nous laisserons au lecteur le soin d'&tablir l'additivité de
l'application (3.2.4), et sa fonctorialité pour A, et nous bornerons 2
prouver qu'elle est bijective. Pour l'injectivité, montrons d'abord que si
1'homomorphisme de complexes u de (3.2.3) est nul dans D(C), 2lérs 1l est déja

nul dans la catégorie K(C) des complexes 2 homotopie pr2s, i.e. il existe

un morphisme
s : I.o —> X
tel que 1l'on ait
(3.2.5.1) is = uw® = 14, sd_ = - vl ag .

L
o

En effet, 1'hypothese signifie que la conclusion devient vraie

aprés avoir composé le morphisme de complexes envisagé avec un quasi-

isomorphisme convenable w
J
O ——= ¥ —— Lo —_— 0
*)

L}
o J 1 2 2
0——>c¢c° — ¢ - C > .. s

ol on peut d'ailleurs (quitte a remplacer ct par O pour i = 2, par
Im(c® — ¢}y = Ker(c! — Cz) pour i = 1) supposer que ¢t =0 pour i = 2,
Mais alors, le morphisme (%) indufsant 1'identité sur A, on voit qu'il

identifie X au produit fibré de LU et de C° sur Cl, et que la donnée d'un

morphisme s' : L0 — c° définissant une homotopie vu . 0, donc satisfai-

sant j's' = uluo, se factorise par un morphisme s : Lo——a X satisfaisant

js = o = idL - Mais alors s définit un splittage de 1'extension X de L,
o

par A, donc le complexe X —> LD est isomorphe dans K(C) au complexe K'
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réduit a A, Or pour ce dernier, il est évident que 1 ' homomorphisme

HoruK(_q)(L.,K') =3 HmD(E)(L' ,K*)
est un isomorphisme, d'oll notre assertion.

Ceci dit, la donnée d'un homomorphisme j : L —> X satisfaisant
les conditions (3.2.5.1) équivaut précisément & une trivialisation de
1'extension X de Lo par A, compatible avec la trivialisation partielle
a. Il en résulte bien l'injectivité de (3.2.4).

Pour la surjectivité, partons d'un élément du deuxilme membre,
qui peut donc 8tre décrit, par définition, 2 1'aide d'un homomorphisme

de degré 1 de complexes

dl do
iy Lz——’Ll Lo > 0
-1 o°
(3.2.5.2) v
fo 1 .
4] > C C > ., (carrés anticom-

mutatifs),
oli C° est une résolution de A, et ol on peut supposer comme ci-dessus que

c*=0 pour i = 2. Ainsi c? apparait comme une extension de C1 par A, et
on peut considérer l'extension X image inverse de celle-ci par L, > Cl.
L'anticommutativité du carré de (3.2.5.2) montre que -u-l se factorise
par un morphisme a : Ll —> ¥, qui est un splittage partiel i.e. satisfait
ja = d_ (j défini dans (3.1.2)). D'ailleurs la relation u—ldl = 0 dans

(3.2.5.2) implique que udl = 0, Donc (X,a) est bien un élément de : ca).

De plus, par construction méme, 1'homomorphisme (3.2.5.2) est le composé
de 1'homomorphisme (3.2.3) relatif a (X,a), et de 1'homomorphisme

x—1]—>c = [c®—>c']
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de composantes(f,u”), ou f: X —> C° est 1'homomorphisme canonique déduit
de la définition de 1'extension X comme image inverse de 1'extension C°.

Comme 1'homomorphisme précédent est un homomorphisme de résolutions de A

(induisant 1'identité sur A), on en conclut, par définition de

Ext1 = Homn{é), que 1'élément donné de ExtlfL.,A), décrit par (3,2.5.2),

n'est autre que c(X,a), ce qui établit la surjectivité de (3.2.4) et

achéve la démonstration de 3.2.5.

3.3. Propriétés de la catégorie cofibrée EL

Dans le présent numéro, qui n'est pas essentiel pour la com-
préhension de la suite, nous utilisons librement les notions de L 4], notre

but étant de comparer les résultats précédents 2 ceux de loc. cit,

Théoréme 3.3.1, La catégorie cofibrée additive EL sur C est exacte 2

gauche (loc. c¢it, 2.2) elle admet un objet quasi-maximal (loc. cit, 4.4),

€t pour tout objet E = (X,a) de cette catégorie, il existe un complexe

typique L? pour E (loc, cit. 3,1). De plus, le pro-complexe typique de EL

(loc. cit, 3.7 et 4.4) est canoniquement isomorphe dans D(C) au complexe

tronqué [L.] envisagé dans 3.1,

Nous explicitons ci-~dessous la signification des diverses asser-

tions de 3.3.1.

3.3,2. Dire la catégorie cofibrée iL est exacte 3 gauche signifie qu'elle

est additive et satisfait de plus la condition :

(3.3.2.1) Pour toute suite exacte

0—=>A' 25 a4 Yo a5 g
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de C, le foncteur naturel (notations de loc. cit. 1.8)

¥, 4 — ¥ ([A—a"]D

est une équivalence de catégories.

Rappelons que, pour une catégorie cofibrée ¥ sur C, et un mor-
phisme v : A—> A" de C, Y([A —> &"]) désigne la catégorie formée des
couples (E,p), ou E est un objet de ¥(A) et ot p est une "trivialisation"
de l'objet correspondant v*(E) de ¥(A"), i.e., un isomorphisme de cet objet

avee l'ebjet nul (2.5.1) de ¥(A"). La définition du foncteur

¥Ca') — ¥([a —> 4"]
de (3.3.2.1) est évidente, Dans le cas ¥ = EL , les objets de EL ([A— A"])
s'explicitent comme les triples (X,x,p), ol (X,x) est comme dans (3.1.3),

et oii p : X —> A" est un morphisme dans C satisfaisant

(%) pi=v . pa=0 .

Lorsque v: A —> A" s'ins®re dans une suite exacte courte comme dans 3,2.3,
alors la donnée d'un morphisme satisfaisant la premi2re des relations (%)
égquivaut, comme il est bien connu (exactitude 2 gauche de lz catégorie
cofibrée des extensions de Lo par des objets variables de C) & la donnée
d'une extension X' de 1.O par A' == Ker v qui soit une spus-extension de X
(on prend X' = Ker p), et la deuxi2me relation (¥) exprime que a se fac-
torise en un a' : L1 —=> X' . Ceci é&tablit, modulo des compatibilités

dont la vérification est évidente, 1'exactitude & gauche explicitée dans

C3w 33,
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3.3.3. Rappelons qu'un objet E0 d'une catégorie cofibrée ¥ sur C est dit
quasi-maximal si pour tout ocbjet E de ¥, au-dessus d'un objet A de C, on
pPeut trouver un morphisme E — E! dans ¥, induisant un monomorphisme

A —> A! dans C, de telle sorte que E soit majoré par Eo i.e. qu'il existe
un morphisme‘EO —>E', Lorsque dans L il existe suffisamment d'objets in-
jectifs, il revient au méme de dire que tout objet de Y au-dessus d'un
objet injectif de £ est majoré par Eo‘ Dans le cas de ¥=y¥ on a

l'objet quasi-maximal canonique En Suivant., On pose

1 ?
Ll Coker (dl : L2 —> Ll)

et on désigne par E_ l'objet (xo,abJ de EL_(Li), ol X, = L0+Li est 1l'ex~
tension triviale de L, par L}, et od @, a comme composantes

(d{,idLi) 4 di P Ly —> L_ étant déduit de d1 P L — L par passage

au quotient,

Pour wvoir que EO est bien quasi-maximal, notons que pour tout
objet (X,a) de !L.’ Oon peut trouver un morphisme de celui-ci dans un
(X,a'), induisant un monomorphisme A —> A' dans L, tel que 1'extension
X' de 1.0 par A' soit scindée : i] suffit en effer de prendre A'=X, et
X',a') = i,(X,a), les notations étant celles de (3.1,2). D'autre pare,

il est immédiat qu'un objet (X',a') de ¥ tel que 1l'extension X' soit

scindée, est majorde par Eo'

3.3.4. Soit E un objet d'une catégorie cofibrée additive ¥ sur L, au-~dessus

d'un objet A de L, et considérons le foncteur en 1'objet variable B de C :

(3.3.4,1) B Hom(E,BB) )
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ol BB désigne 1'objet trivial de ¥(B). On dit que E admet un complexe

typique si le foncteur précédent est représentable par un objet Ct de C,
Comme le foneteur envisagé s'envoie canoniquement dans le foncteur

B —> Hom(A,B) représenté par A, on conclut alors un homomorphisme canonique

(3.3.4.2) A_}{}E
et le complexe de chaines correspondant A —> GE de C de longueur 1 est

appelé le complexe typique de E.

Dans le cas ¥ = EL.

le foncteur (3.3.4.1) est représentable par Coker a, 1'homomorphisme

, E = (X,a), on vérifie immédiatement que

canonique (3,3.4.2) n'étant autre que le composé A —l o x —£38% coker o .

3.3.5. Lorsgque une catégorie cofibrée additive ¥ sur C admet un objet
quasi-maximal (3.3.3), et que les complexes typiques de ses objets exis-
tent, on prouve que le complexe typique T. d'un objet quasi-maximal Eo

de ¥, considéré comme un objet de la catégorie dérivée D(C), ne dépend

pas, a isomorphisme canonique prés, du choix de E‘,J (loc, cit, 4.4). On

1'appelle le complexe typique de la catégorie cofibrée additive ¥ . Lors-

qu'on suppose enfin que ¥ est de plus exacte 2 gauche (3,3,2), on montre
que ¥ se réconstitug, a4 équivalence de catégories fibrées sur C prés
{unique 2 isomorphisme unigue prés), en termes du complexe typique T.
(loc. cit. 6.10), et qu'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

en l'objet A de € (loc. cit. 5.4) :

(3.3.5.1) ¥OA) == Exe®(T.,a) , YRA) —=» Exeler. 0
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Pour achever de faire le lien avec ldc, cit., nous allons prouver
que dans le cas ¥ = X, > le complexe typique de !I. est le tronqué [L.],
Cela redonnera une définition des isomorphismes (3,1.8) et (3.2.4) en
termes de (3,3,5.1), dont on vérifie qu'elle est compatible avec celle
donnée dans 3.1 et dans 3.2,

Pour prouver notre assertion, on peut évidemment se borner au
©as ot L. est déja tronqué & l'ordre 1 (car on a signalé dans 3.1 que le
tronquage ne modifie pas, a isomorphisme de catégories cofibrées prés,
la catégorie iL.)' Mais alors il eest évident que le complexe typique
de l'objet quasi-maximal décrit dans 3,3,3) est cancniquement isomorphe

4 L., compte tenu de la construction explicite des complexes typiques

donnée dans 3.3.4,

Remargue 3.3.6. Soit

00— A' —=> 4 — A" —= ¢

. z i
une sulte exacte dans C, d'oli une suite exacte pour les Ext™ :

0 — ExtO(L.,A'J — ExtO(L.,AJ - ., > Extl(L.,A)——9 Extl(L.,A”},

(qu'on pourrait d'ailleurs continuer sur la droite en introduisant les

Ext’ (i = 2)). Moyennant les isomorphismes (3.1.8) et (3.2.4) on en con-
clut une suite exacte

o 7 & M e X 1 L
— YL.(A )—= !L'(n}—b YL-(d 7.

o

(3.3.6.1) 0-—%‘?2 (a‘)—-—»\rL

(4) — \rf (a™)

dont les fl&ches distinctes de la fléche notée & sont définies simplement

et de ?i . D'autre part, dans loe. cit, (2.5.2),

par fonctorialité de ?E

on définit une suite exacte (3.3.6.1), via un homomorphisme
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(3.3.6.2) 3 : ¥oam) — vlaan

pour toute catégorie cofibrée exacte a gauche ¥ sur C, en associant & un
élément u du premier membre la classe dans le deuxiéme membre de 1'élément
de X(ﬁ'}, déterminé a2 isomorphisme canonique prés, dont 1'image dans

i({A —=> A"]) (notations de 3.3.2) est le couple (Xo,uJ,oﬁ Ko est 1'objet
trivial de Y(A). Ceci posé&, je dis que dans le cas qui nous intéresse

;L.’ 1'homomorphisme (3.3.6.2) défini par voie "géométrique" n'est

autre que 1'homomorphisme bord @ de (3,3.6,1) changé de signe, donc gue

cette dernidre suite exacte n'est autre (avec les identifications fzites
et en changeant le signe du 3) que celle de (loe. cit. (2.5.2)). Ceci
est en effet contenu dans la derni&re assertion de (loc. cit. 5.4), compte

tenu des compstibilités signalées dans 3.3.5,

Remarque 3.3.6.3, Profitons de cette occasion pour préciser un point

peu clair de [4, n® 3.11], lorsqu'on y définit les isomorphismes fonda-
mentaux (3.11.3) et (3.11.4) (qui interviennent de fagon essentielle dans
la démonstration de (loc. cit. 5.4)). Le diagramme de loc, cit, p.35

est commutatif, et non anticommutatif, donc ne définit pas sans plus

un homomorphisme u : [L? — Li ] —= K'[1]. Il convient de le rendre
auticommutatif en y remplagant ul par —ul. (I1 aurait été possible de
suivre la convention opposée, en remplagant u® par -u® ; mais c'est

la convention indiquée (u1 devenant -ul) qui donne un isomorphisme (3.11.3)
généralisant 1'isomorphisme (3.5.3) de loc., cit., comme annoncé dans

loc. eit,). Cecrte définition étant ainsl précisée, il convient de corriger

l'assertion faite dans loc. cit, 5.4, les deux homomorphismes coberds qui
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¥y sont envisagés différent par le signe.

3.3.7. Dans (loc, cit. 6.13) on a précisé aussi la variance de la catégorie

cofibrée EL sur €, pour L, variable, en réconstituant notamment la caté=-

gorie des morphismes cocartésiens de iL dans iL' en termes des complexes
. .

de chaines L, et L! ., On trouve en particulier gque l'ensemble des classes

2 isomorphismes prés de foncteurs cocartésiens il

pondance biunivoque canonique avec l'ensemble des isomorphismes

——b—iL, est en corres-

HomD(C)(L: sL.). Nous n'utiliserons qu'une petite partie de ces rensei-
gnements, que nous développons dans la section qQui suit, en utilisant la

description simple de EL donnée dans 3,1,

3.4. Variance de iL avec L., .,

Considérons donc un morphisme de complexes

(3.4.1) £y Ll — E 2

donné par un diagramme commutatif

=L, =L =L s B

(3.4.2) £, £y £

. ﬁ—l‘ll'_,z—'b[,

— L —>0
1 o

On va lui associer un foncteur canonique

4 . ”
(3.4.3) - g i —= ¥ ;

qui sera en fait un foncteur cocartésien de catégories cofibrées sur Cc
(i.e. il est compatible avec les foncteurs Structuraux i valeurs dans C,
et transforme morphismes cocartésiens en morphismes cocartésiens, cf,

SGA 1 VI). si (X,a) est un objet, de ii . on désigne par £*(X,a) 1'cbjet
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(X'",a'), odt X' est l'extension de Lé par A image inverse de 1'extension
donnée X de L par A 2 1'aide de fo’ et od @' est la trivialisation par-
tielle déduite de la trivialisation partielle a & 1'aide de la transiti-
vité dans le deuxi2me carré de (3.4.2). (La condition de compatibilité
de a' & la relation dbdi = 0 résulte évidemment de la condition analogue
pour a.) Il est trivial par construction que le foncteur (3.4.3) commute
aux foncteurs structuraux 2 valeurs dans C. Le fait qu'il soit cocartésien
résulte aussitdbt du fait que dans la catégorie des extensions d'objets
de C, les opérations "image directe d'extensions" commutent aux opérations
"image inverse d'extensions",

Notons que le foncteur (3.4.3) définit des homomorphismes de

foncteurs

(3.4.4) fi : ‘fi ——-3-\':';_. i

i=0,1
(comparer 2.6)., D'autre part, 1'homomorphisme (3.4.1) définit des homomor-
phismes

(3.4.5) £ ot Exti(L!,-) , 1€z .

Ceci posé, je dis que pour i=0,1, les homomorphismes (3.4.4) et (3.4.5)
sont compatibles avec les isecmorphismes de la forme (3.1.8) et (3.2.4),

i.e. qu'on a commutativité dans les diagrammes suivants (A € ob C, i=0,1)

¥ o(a) —=—> Exti(L.,A}

L.
(3.4.6) l l
i 2 Tae
XL:{A) —=—» Ext (L!,A)

107

198




- 62 - VII

La vérification de cette compatibilité est essentiellement triviale, et

laissé au lecteur.

Proposition 3.4,7. Pour gque le foncteur (3.4.3) soit fidele (resp. plei-

nement fidéle, resp. une équivalence de catépories), il faur et il suffit

& 1 . . 4 .
que Ho(f) : HO(L.) — HO(L,) Soit un épimorphisme (resp, que H (f) soit

un_isomorphisme et Hl(f) Soit un épimorphisme, resp. que Ho(f) et H, (£)

Ssoient des isomorphismes),

En effer, il faut exprimer que, fi €tant 1'homomorphisme fonctoriel

de (3.4.4) (i=0,1), £° est un monomorphisme (resp. £° est un isomorphisme
et f un monomorphisme, resp, £° et f1 sont des isomorphismes). En vertu
de la commutativité de (3.4.6), ces conditions s'expriment en termes des
conditions analogues sur les foncteurs Exti, i=0,1. Dans ce cas, 1'asser-

tion n'est qu'un énoncé assez trivial d'algeébre homologique, que nous

laissons au lecteur 2 titre d'exercice,

3.4.8. Considérons maintenant une suite exacte de complexes de chatnes

(3.4.8.1) o—> L.t Bo o,

d'ol des foncteurs du type (3.4,3)

E-N- #
'fr.! - 1

Iy = :

La propriété de transitivité qu'on devine sur les foncteurs du type (3.4.3)

fournit ici un isomorphisme de foncteurs

frg* = @O* = (o _ I%

194

199

d vyt




- 63 = VII

et comme le dernier membre est évidemment canoniquement isomorphe au

foncteur cocartésien "nul" de KL" dans EL , l'isomorphisme précédent

permet de définir un foncteur canonique

(3.4.8.2) EL'.' 3 ![L. —= L!] 2

ol E[L .14 désigne la catégorie des couples (X',t), od X' est un
objer de Xl' et t une "trivialisation" de son image inverse f£¥(X') i.e.

i i Hyry ==
un isomorphisme £¥(X') OL.,A" OL.,A

et A &tant l'objet de C sous X'. Ceci posé, je dis que le foncteur (3.4,8.2)

désignant 1'objet nul de ¥, (4),

est une &quivalence de catépories (ce qui compléte, par une propriété

d'exactitude en L. de 1l'expression !L‘(A), la propriété d'exactitude 2
gauche en A é&tablie dans 3.3.1).

Esquissons la démonstration de 1'assertion précédente. La donnde
d'un objet du deuxi2me membre de (3.4.8.2) revient & la donnée d'une extcn-

=1 =1
sion 0 —> A —> X' 4= Lé —=> 0 de Lé par un cbjet A de €, plus un mor-

phisme o' : Li —> X' satisfaisant ja' = dé et aﬁ&i = 0, plus un morph’  me
t: L, —> X' satisfaisant jt = £, et td_ = m'fl, cf, diagramme ci-dessous :
o
-
i
. A
l"/
-
"
1 I = dl
j'a o
u*di =0
lt =
B £,
td = a
61 fI
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Une propriété bien connue d'exactitude a gauche en le premier argument des
extensions d'un objet L par un autre A, appliquéead 1a premidre ligne du
diagramme, montre que la donnée de t satisfaisant jt = fo permet d'inter-
préter l'extension X' comme image inverse d'une extension X" de Lg par A4,
de telle fagon que t¢ corresponde & la trivialisation naturelle de 1'image
inverse de cette extension par gofo = 0. La donnée de a' satisfaisant les
relations ja' = d; et a'fl - tdo peut s'interpréter par essentiellement

le méme dictionnaire, mais appliqué 2 la seconde ligne du diagramme, corme
provenant d'un morphisme a" : L; —> X" satisfaisant j"g" = dg (en inter-
prétant Qo' et Q" comme des trivialisations des images inverses des exten-
sions X' resp. X" par dé resp. d;). Enfin la relation a’di = 0 é&quivaut
alors & la relation a"dg = 0. Bref, la donnée de (X',a',t), objet de

ELL. — est équivalente 3 celle de (X",a"), objet de XL_’

prouve (essentiellement) 1'assertion que (3.4.8.2) est bien une &quiva-

ce qui

lence de catégories,
3.4.9. Considérons toujours la suite exacte (3.4.8.1), et considérons
la suite exacte des Ext1 qu'elle définic :
o 2 o £° o a® 1 .
(3.4.9.1) 0 — Ext°(L",a) B> Ext (L!A) = Ext"(L.,A) & Exc*(L",a) &5
1 £l 1
Exc (L!,4) — Ext (L.,A) —

Les isomorphismes canoniques du type (3.1.8) et (3.2.4) nous permettent
d'interpréter "géométriquement” les six premiers termes de cetts suite
exacte en termes des catégories il 5 XL' et KL" » et la compatibilité

(3.4.6) nous permet d'interpréter de méme géométriquement les fli&ches

196

201




- 65 - VII

o,go,fl,gl de ce diasgramme. Nous allons donner de méme une interprétation

f
géométrique de la fléche ao de ce diagramme, en utilisant le résultat
qu'on vient de prouver, savoir que (3.4.8.2) est une équivalence de caté-

gories. Soit en effet

u E.Exto(L.,A), i,e, u: Lo —> A, avec udo =0 .
Considérons 1'objet (0,u) de i[L. - L] oli O est l'objet nul de EL! s
dont 1'image inverse par fo s'identifie donc a l'objet nul de XL , et

ot u est l'automorphisme de ce dernier objet défini par u, grace 2 1'iso-
morphisme canonique (3.1,8). Grace au fait que (3,4.8.2) est une équiva-

lence, 1l'objet précédent (0,u) provient d'un objet de ¥

_L..(AJ , défini

4 isomorphisme unique prés, La classe 2 isomorphisme prés de cet &lément

est un &lément de Yi"(ﬂ)*:i ExtI(LT,AJ. Je dis que cet élément n'est autre

que 4 (u).

Nous allons prouver cette compatibilité en la ramenant & la
compatibilité analogue, énoncée dans [4, cor. 5.5] (ol il convient de
rectifier le signe comme indiqué dans 3.3.6.3) ; notre argument donnera
en méme temps une autre démonstration de 1'équivalence (3.4.8.2), en la
ramenant & 1'énoncé analogue [4, prop. 2.7]. Pour ceci, considérons la
catégorie opposée EP de €, et interprétons les constructions de EL Ca),
pour A fixé, et celles de 3.4.8 et de la présente section 3.4.9, en termes
de la catégorie go, et de la catégorie cofibrée E sur C° des extensions
de 1'objet fixé A de ED par un objet variable L de Eo. C'est une catégorie

cofibrée additive sur Eo, et méme exacte 2 gauche sur E? (au sens de

loc, cit., 2,2), Un complexe de chaines L, de C peut-8tre interprété comme
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un complexe de cochaines de €%, et avec cette interprétation, la construc-

tion donnée de ¥ (A) cotncide avec celle de la catégorie opposée a E(L,)

L.
au sens de loc. cit. 1.8, Le foncteur (3.4,8.2) s'identifie alors a 1'ep-
posé du foncteur du type de loc. cit. (2,1,2), o E est remplacé par son
extension E 2 1a catégorie des complexes de cochaines, et le fait que le
foncteur envisagé soit une équivalence est donc un cas particulier de

loec. eit, 2,7 a) —>d), D'autre part, la suite exacte (3.4.9,1) s'identi-
fie 2 1la suite exacte des Exti(A,L?}, Exti(A,L!) et Exti{A,L.), modulo

un signe (—1)i pour le ai (Verdier dixit), De méme, les isomorphismes
(3.1.8) et (3.2.4) s'identifient aux isomorphismes analogues (3.11.5)

et (3.11.4), Donc la compatibilité énoncée est un cas particulier de

loc. cit, 5.5 (rectifié comme indiqué plus haut),

Remarque 3.4,9.2, Le rédacteur, qui a tré&s peur des signes, avoue qu'il

n'a pas entidrement confiance dans la démonstration qui précéde, craignant
d'avoir oublié des signes dans le passage de C #.¢°. 11 recommande au
lecteur courageux de faire une vérification directe de 1la compatibilité
annoncée (resp, de 1la compatibilité opposée). Notons que ces questions

de signes ne joueront (heureusement) aucun r8le dans les exposés suivants,

3.5. Une résolution partielle plate canonique pour un Z-Module quelconque

Nous allons appliquer les résultats précédents au cas oi c
est la catégorie des Groupes commutatifs du topos T i.e. des Z-Modules de I
Soit P un objet de L, i.e. un groupe commutatif du topos T. Nous allons
définir un complexe de chatnes L.(P) augmenté vers P, dépendant fonc-

toriellement de P :
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L L E
2 a 1 4 fo!
/-'_—'—-—-A-—-"—'—‘"-‘-\ ¥ = !
0 —>"2Z [Pxp]xZ [PxPxP] L3»2..31‘}?><P1 —orim-ﬁ 0
€
(3.5.1)
P 2

satisfaisant Li(P)=O pour i = 3. Les composantes de ce complexe sont
explicitées dans (3.5.1) ci-dessus, en utilisant les notations de 1,4.

Pour expliciter les opérateurs différentiels do,d et 1'augmentation £,

1
on utilise la notation [p] pour désigner le point de Z[PJ(S) défini par
le point p € P(S) de P, et de méme pour les notations [p,ql, [p,q,T]l,

lorsque p,q,r € P(S), pour désigner des é&léments de Z[PxP](S) resp. de

Z [PxPxP](S). Avec ces notations, on définira e, do et d1 par les formules
e[pl =p
d [p,al= [p+al - [p] - [d]
(3.5.2)
d, lp,qal= [p,al - La,p]

d,[p,a,r] = [p+a,r] - [pyat+r] + [p,q) - [q,r] :

On vérifie facilement que les homomorphismes de Groupes commutatifs =insi
définis définissent effectivement un complexe L.(P) augmenté vers P, i.e.

qu'on a les relations

En fait, la premidre relation est triviale, et la deuxiZme se décompose
en deux, suivant les deux facteurs de inP), les deux relations en gues-

tions exprimant respectivement la commutativité et 1'associativité de la
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loi de composition donnée sur P,
I1 est immédiat que le complexe augmenté ainsi défini dépend
fonctoriellement de P, un morphisme u : P —s p! donnant naissance & un

diagramme commutatif

L, (u)
L.(P) — = 1 (p")

l !
W
P —2 o B
Notons aussi que les composantes du complexe L. sont plates, comme tout

Z -Module libre,

Proposition 3.5.3. On a Hl(L.(P))=O, et 1'augmentation € induit un isomor-
phisme HD(L.(P)J = p.

Pour démontrer 3.5.3, on peut se réduire par le procédé standard
au cas ol T est la catégorie des ensembles, et ot P est donc un Z-Module
ordinaire, od (3.5.1) a des chances d'é&tre '"bien connu", Nous allons donner
une démonstration directe, n'utilisant pas cette réduction, en appliquant

3.4.7 au morphisme d'augmentation

€: L(P)—p
o0 P est comme d'habitude considéré comme un complexe de chafnes réduit
4 le dimension zéro, On est donc ramené & pProuver que pour tout objet G

de C, le foncteur
# e s iy 9
(*) & i Bpl@ = ¥, 500

est une équivalence de catégories, Or le premier membre de (%) est évidem-—
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ment isomorphe & la catégorie des extensions de Z -Modules de P par G.
Pour expliciter le deuxi2me membre, on interpr2te les catégories d'exten-
sions de Lo, Ll, L2 par G, comme la catégorie des torseurs sous GP, resp.

la catégorie des torseurs sous G resp. la catégorie des couples d'un

PxP’
torseur Sous GPXP et d'un torseur sous GPxPxP’ grace a 1.4, Donc un objet
du second membre de (¥#) s'identifie & un couple (E,g), ot E est un torseur
sQus GP et o une trivialisation du tcrseur E' sur PXP qui correspond 2

1'image inverse par do de 1l'extension de Z(P) par G définie par E, -

étant soumise & une condition de compatibilité avec dodl = 0 & préciser,

Or la définition de do (3.5.2) donne aussitdt
. -1 -1
E' = m*(E)pr}(E)” "pri(E) i

et une trivialisation de ce torseur peut s'interpréter comme un isomor-

phisme (&galement noté o)
™ (E) =" prf(E)prg(E) ‘

D'autre part, en explicitant la condition de compatibilité de gp avec

dldo = 0, on trouve qu'elle s'exprime par la condition de commutativité

de (1.2,1), et par la condition d'associativité de (1.1.4.1), ees deux

conditions correspondant respectivement aux deux facteurs de L Le

2 -
Eait que (*) est une équivalence de catégories n'est alors autre que

le dictionnaire de 1.1.6, Cela achdve la démonstration de 3.5.3.

Remarque 3.5,4., a) Il serait intéressant de renforcer 3.5.3 par la cons-
truction d'une résolution L.(P) de P, dépendant fonctoriellement de P,
et dont les composantes seraient isomorphes (fonctoriellement en P) &

des sommes de ZZ -modules libres engendrés par des puissances cartésiennes
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de P. Compte tenu des isomorphismes de la forme (1.4.5), cela donnerait

en effet une méthode de calcul partiel des Exti(P,A) comme aboutissement

d'une suite spectrale dont le terme initial s'expliciterait en termes

des Hj(PxP..xP,A). (Iei nous ne trouvons que des renseignements tras

partiels sur les Extl, 2 l'exclusion des Exti supérieurs), Il y a en tous

cas une fagon naturelle de continuer la résclution partielle L,(P) d'un cran, (%)
b) On peut donner une variante de la construction (3,5.1) et de

3.5.3 dans la catégorie des A-Modules, ol A est un Anneau fixé de T, La

forme du complexe L,(P) devient plus compliquée, 2 cause de la nécessité

de compliquer 1.1.6 (cf, 2,10.3). On trouve

L = afpr]

(o]
(3.5.5) L, = alexp] + alaxe]
L, = A[PxPxP] + AlPxP] + Alaxaxp) + alaxexp] ,

la structure de complexe augmenté vers P étant donnée par les formules

(3.5.2), complétées par les formules
d_[xpl = [l - Alp]
(3.5.6) d, LA m,p] = [l - Dau,p) + Alu,pl
4, LA, p,qa] = DAp+qd - LA,p] = [A,¢F + Alp,ad - [dp,2q1.

La relation dodl = 0 résulte de la relation analogue pour la restriction
des opérateurs do’dl aux composantes envisagées dans (3.5,2) (qui, on 1'a
vu, étalt équivalente & 1'associativité et 2 la commutativité de 1a loi
d'addition donnée dans P), et des relations dodlil,u,p) =0 et

dodl(l,p,Q) = 0, qui, comme on le vérifie immédiatement, équivalent

(#) L. BREEN a construit une telle résolution (Note du correcteur) .
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respectivement & la condition que l'opération donnée de 4 sur P est asso-
ciative (i.e. Alpp) = (AWp) et distributive par rapport 2 1'addition

(i.e. Mp+q) = Ap + AQ). Pour un torseur E sous Gp, la donnée d'une tri-
vialisation de d:(ﬁ} revient & la donnée d'une loi de composition interne
sur E (satisfaisant les conditions de compatibilité déja explicitées par
ailleurs avec la loi de composition interne de E et la structure de torseur),
et d'une loi de composition externe de A sur E, compatible avec 1l'epération
de A sur P et sur G ; la compatibilité de cette trivialisation avec la
trivialisation évidente de drdg(E} équivaut alors aux conditions déja
explicitées plus haut (exprimant que la loi de composition interne de E

est une loi de Groupe commutatif, extension de P par G), plus la condition

d'associativité de la loi externe, et la condition de distributivité de

celle-ci par rapport & la loi interne ; conditions qui é&quivalent a dire
que E est (pour les deux lois de composition envisagées, et sa structure
de torseur) un A-Module extension des A-Modules P et G. De ceci, on déduit
que L, est une résolution partielle du Module P(i.e. que HI(L') = 0) par
essentiellement la m&éme méthode que 3,5.3., Il serait évidemment encore
intéressant de prolonger cette résolution partielle en une résolution
infinie de type analogue, les composantes étant des Modules de la forme
A(AxA ... XPxP ,..) ; comparer la question analogue a) dans le cas des

Groupes commutatifs,

e Tat]

208




3.6. Application 2 la description de 1a catégorie cofibrée des biexten-

sions d'un couple (P,Q) donné de Groupes commutatifs

Soient P, Q deux Z -Modules du topos T. Choisissons arbitraire-
ment une résolution plate L!(P) de P, cotncident en dimension = 2 avec
le complexe augmenté L.(P) de 3.5, - ce qui est possible grace a 3.5.3
et grace au fait que tout Z-Module sur T est quotient d'un Z-Module libre,
donc plat. Choisissons de méme une résolution plate L!(Q) de Q cotncidant
avec L.(Q) en dimensions < 2, On a donc des homomorphismes canoniques
(3.6.1) L.(P) — LI(P) , L.(Q—1!(Q) ,
induisant un homomorphisme canonique

dfn dfn I

{(3.6.2) L.(P,Q) = L.(P)@®L.(Q) —> LI(P,Q) = L!(P) ® L!(Q) = p2q ,

qui est un isomorphisme sur les Ccomposantes de dimension = 2, Par suite

on a, en vertu des définitions,

(3.6.3) Loe Tihoe,qy -

Théoréme 3.6.4. La tatégorie cofibrée additive, sur la catégorie

€ = GRAB(T) des Groupes commutatifs de I, formée des biextensions de (P,Q)

Par un Groupe abélien G variable (2.4), est canoniquement équiwvalente 2

la catégorie cofibrée additive X

L.(P,Q)
de L.(P,Q) = L.(P) ® L.(Q) comme en 3.1.

= iL!{P.Q)’ définie en termes

De ceci, et de 3.2.5, on déduit le résultat principal du présent

nupéro, annoncé plus haut :
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Corollaire 3.6.5, Pour P et Q fixés, on a2 un isomorphisme canonique,
Corollalle zour " et

fonctoriel en G :
L
(3.6.5.1) Biextl(P,Q;G) = zxtl(m, G) .

Démontrons 3.6.5, et pour ceci explicitons d'abord les compo-

santes de dimension 0,1 et 2 de L.{(P,Q) :

I

LO{P,Q) LO{P} ®LO(Q) = Z[PxQ]

Ll(P,Q) LG(P) 1311((2) + thP) @LO(Q) =Z[PxQxQ] + Z[PxPxQ]

(3.6.6) LE(P,Q) LOCP) @LZ(Q) -+ Ll(P) @LI(Q) - LZ(P) ®L0(Q)

Z[PxQxQ] + Z [PxQxQxQ]
+ Z[ PxPxQxQ]
+ Z[PxPxQ] + Z [PxPxPxQ] :

Pour expliciter la catégorie cofibrée ¥

L.(P,Q)

¥ (G), on utilise 1.4 pour expliciter les extensions des L, (P,Q)
=L. (P, Q) i

via ses catégories fibres

{(pour i=0,1,2) par G, en termes de torseurs. Ainsi, une extension de

LD(PXQ) par G s'identifie 2 un torseur sous G une extension de LL(P,Q}

PxQ’

par G s'identifie & un couple d'un torseur sous G et d'un autre sous

PxQxQ
GPxPxQ , et de méme une extension de Lz(P,QJ par G s'identifie & un sys-

téme de cing torseurs, sous les groupes déduits de G par changement de base
sur les bases PxQxQ,PxQxQxQ, PxPxQxQ,PxPxQ, PxPxPxQ respectivement, Utilisant
ce dictionnaire, on peut interpréter un couple (X,a) d'une extension de
LO(P,Q) sar G, ¢t d'une trivialisation de d;(K) sur L1{P,Q), comme un

torseur E sur PxQ, muni d'un couple (u,y) de trivialisations du couple

de torseurs {El’EEJ sur PxQxQ resp. PxPxQ, déduit de E par image inverse
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a 1l'aide de do : LI(P,Q) — LG(P,Q). Explicitant 1'opérateur différentie]
do, on trouve comme dans la démonstration de 3.5.3 que p et y peuvent

s'interpréter comme des i somorphismes

Qo ’:‘I’S(E) - qi"(E)q;‘(E) » U os ﬁgiz) - pf(E)pg(E) i
ol ﬂQ’qlqz sont les trois morphismes PxQxQ —> Q déduits respectivement

des trois morphismes QxQ —> Q loi de composition, premidre et deuxidme
projection, et on ﬂb,pl,pzz PxPxQ — PxQ sont définis de fagon symétrique,
Donc g et § peuvent s'interpréter comme des données du type (2.0.4) et
(2.0.7) qui figurent dans 2.1. Enfin, la condition que le couple (X,a)

soit bien un objet de EL.(P,QJ(GJ’ i.e. que la trivialisation partielle g
soit compatible avec la relation dod1=0, s'exprime en termes de la struc-
ture (E,¢,§) par cing relations de compatibilité, en termes de torseurs

sur PxQxQ, PxQxQxQ, PxPxQxQ, PXPXQ, PXPXPxQ respectivement, ces cing
relations correspondant auX cing termes intervenant dans 1'expression
(3.6.6) de Lz(P,Q). On vérifie zlors comme dans la démonstration de 3.5.3
que les deux premidres relations ne sont autres que les relations (2,0.6)

de commutativité et (2,0.5) d'assoeiativité, dont la conjonction exprime

que ¢ définit sur E une structure d'extension commutative de QP par G, .
De fagon symétrique, les deux derniéres conditions expriment que y définit
sur E une structure d'extension commutative de PQ par GP . Enfin, la con-
dition médiane, portant sur des torseurs sur PxPxQxQ, n'est autre que

la commutativité du diagramme (2.1.1), qui exprime que ¢ et ¥ sont com-

patibles, i.e. (compte tenu des autres conditions) qu'ils définissent

sur E une structure de biextension de (P,Q) par G. La vérification de ces
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interprétations est essentiellement triviale, et laissée au lecteur, Le
lecteur admettra sans doute avec nous que les discours précédents définis-
sent bien une équivalence de catégories cofibrées sur C = GRAB(T), qui

est celle annoncée dans 3,6.4.

Remarque 3.6.7. Chacune des trois généralisations signalées dans 2,10 de
la notion de biextension permet de donner une variante correspondante de
3.6.4 (donc aussi de 3.6.5). La généralisation au cas d'un nombre quel-
conque de facteurs (cf. 2.10.2) est triviale, et la généralisation au
cas de biextensions de A-Modules (cf. 2.10.3) est immédiate, une fois
qu'on a obtenu la variante de la construction de L.(P) dans ce cas,
signalée dans 3,5.4 b)., Plus intéressante du point de vue de 1'algdbre
homologique semblerait la généralisation au cas ol P et Q ne sont pas
supposés commutatifs (cf. 2,10.1). Il convient alors d'associer 2 un
Groupe P (pas nécessairement commutatif) de T un complexe tronqué i
1'ordre 2, soit K.(P), qui se décrit de fagon analogue que L.{(P) dans
3.5, avec la différence que 1'on prend K,(P) = Z[PxPxP] ( en omettant
donc le premier facteur qui figurait dans L,(P)), d_ et d1 étant définis
comme dans (3.5.2). Ici HU(K.(P)) s'identifie au Groupe P/[P,P] déduit
de P en le rendant abélien, qu'on peut aussi identifier au faisceau
ﬂl(P,Eﬂ des groupes d'homologie de degré 1 de P & coefficients dans Z,
et Hl(K.(P)) est de méme isomorphe au faisceau‘ﬂz(P,ZZ) ; en fait, K.(P)

n'est autre que le tronqué 3 1'ordre 2 du complexe des chatnes de P a

coefficients dans Z, soit C.(P,Z ), Ceci dit, 1'argument é&tablissant 3.5.3

€tablit de méme que la catégorie cofibrée ¥

x.(p) SUr € = GRAB(T) est
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canoniquement €quivalente 3 la catégorie des extensions centrales de P

par des Groupes commutatifs G variables. On trouve de méme, pour deux
Groupes P,Q, une équivalence de la catégorie cofibrée des biextensions
d ; : o

e (P,Q) au sens de 2.10.1, avec la catégorie cofibrée lﬁ.(P,Q)’ ol

T
K.(P,Q) = K.(P) @ K.(Q).
Ces réflexions suggérent qu'on trouvera peut-&tre, pour P

commutatif, une résolution canonique de P comme souhaitée dans 3.5.4 a),

par une modification judicieuse du complexe de chafnes C.EP, 22,

3.7. Compatibilités diverses

Dans la présente section , nous examinons le comportement de
l1'équivalence de catégorie cofibrées 3.6.4, pour P et Q variables, La
variance de la catégorie cofibrée des biextensions de (P,Q) par un G
variable, par rapport a P,Q variables, est définie en principe daus 2.4,
et peut aussi se formuler par 1'assertion que 1'on a un foncteur cofibrant

(2.6,1). On notera que la variance en P,Q est contravariante. La variance

de la catéporie cofibrée XL (p,Q) Par rapport 2 P,Q variables est également
- 2

claire, puisque L,(P,Q) = L.(P) & L.(Q) dépend fonctoriellement du couple

(P,Q) et que ¥, dépend de fagon contravariante de L. (3.4). Ceci posé,

une premidre compatibilité s'exprime, pour tout triple de morphismes
CF .33 P' —>p , Q' —qQ, ¢G—¢c' §
par le fait que le diagramme de foncteurs

4 —— !

. (p, @@ Ir.(pr,qn(e"

(8.7.5) L |
A1

BIEXT(P,Q;G) ——= BIEXT(P',Q';G')

L]
(=]
oo
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est commutatif 2 un isomorphisme canonique prés, Nous admettrons cette

compatibilité, 1'explicitation de 1'isomorphisme de commutativité ne

o

pouvant Btre qu'aussi évidente que fastidieuse (tout comme, du reste,
1'explicitation compliéte qu'elle suppose de 1l'équivalence de catégories

: cofibrées 3,6.4),

_i; 3.7.3. De la compatibilité précédente résulte en particulier que 1l'iso-

*; morphisme (3.6.5.1) est fonctoriel non seulement en G, mais zussi en P et Q.

On peut énoncer de m&me, et plus trivialement, une fonctorialité analogue

pour l'isomorphisme défini via (3.1.8) comme (3.6,5.1) 1'était via (3.2.4) :
. .o 5 o & &
£3.7.4) Biext (P,Q;G) —> Ext (P2Q,G) ~ Hom(P=2Q,G) -

Mais on notera qu'on avait déji obtenu un tel isomorphisme dans (2.5.4.1),
et noté (2.6) qu'il &tait fonctoriel en ses trois arguments, Or il est

immédiat de vérifier que les deux isomorphismes (3.7.4) et (2.5.4.1) sont

=% 3.7.5. Ll'intéréc de 1l'isomorphisme de (3.6.5) est qu'il exprime le groupe
remarquable de nature géométrique, Biextl(P,Q;G), en termes d'un invariant
d'algébre homologique trés simple Extl(g%Q,G}, qui s'insére dans la suite
des invariants Exti(g%Q,G), 2 lagquelle s'applique le formalisme habituel
d'algébre homologique, En particulier, la suite de ces Exti est un foncteur

cohomologique au sens de [3] (ou suite liée de foncteurs dans la termino-

s logie de [57]) en chacun des trois arguments P,Q,G. En particulier, une

suite exacte

(3.7.5.1) 0——=g' — ¢ —=g" — 0

L
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(resp.
(3.7.5.9 o—ap'——e-;-—--»?"——»f),ouO%Q'—bQ—)Q"——%O)

donne naissance A une suite exacte infinie sur les Extl, dont les premiers
six termes (ne faisant intervenir que des Ext® et Ext1} s'interprétent
en termes de biextensions grace i 3.,6.5 et 3.7.4. On = déja signalé une

interprétation de la suite exacte déduite de (3.7.5.1), et notamment de

1'opérateur cobord
(3.7.5.3) 3 : Biext®(P,Q;G") —> Biext(p,Q;c'),

en termes géométriques, dans le cadre de la notion de.catégorie cofibrée

exacte a gauche (3.3.6). On peut se proposer de donner une interprécation

analeogue de la suite exacte 23 six termes associée & 1'une des suites exactes
courtes (3,7.5.2), la premidre disons, ou ce qui revient au méme compte
tenu de 3.7.3, de donner une interprétation géométrique de 1'homemorphisme

cobord

(3.7.5.4) 3 : Biext®(P',Q;6) —> Biext!(P",Q:c) .

On a effectivement :

Proposition 3,7.6., La catéporie cofibrée sur GRAB(T) “xGRAB(T) °xGRAB(T)

des biextensions de (P,Q) par G, avec P,Q,G variables (cf. (2.6.1)) est

exacte 3 gauche non seulement en l'argument G, mais aussi en chacun des

arguments P et Q. Ceci dit, 1'homomorphisme cobord (3.7.5.4) déduit de

la suite exacte des Exti associée 2 (3,7.5.2) (grace aux iscmorphismes

3.6.5 et 3,7.4) est 1'homomorphisme cobord de la théorie des catégories

b
(=]
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cofibrées exactes & gauches sur C = GRAB(E)O rappelé dans 3.3,6, appliqué

a la catégorie cofibrée des biextensions de (P,Q) par G, ot Q et G sont

fixés, et P est vari-ble (sous réserve d'erreur de signe dans 3.4,9, (cf.

3.4.9.2)).

Esquissons la démonstration de 3.7.6. Grace 2 3.6.4 et la com-
patibilité (3,7.2), nous interprétons les biextensions de (P,Q) par G

comme les objets de ¥ (G). Considérons 1'homomorphisme
=L.(P,Q)

L.(P,Q)=L.(P) € L.(Q) —> P & L.(Q)
défini par 1'augmentation L.(P) —> P ; il résulte de 3.5.3 et de la pla-
titude de L.(Q) que cet homomorphisme induit un isomorphisme sur les objets
d i , —_— Y
Ho et HI’ onc (3,4.7) une équivalence ETG&.(Q) EL.(P,Q]' Ceci nous
permet d'interpréter les biextensions de (P,Q) par G comme des objets de

iP@&,(Q)(G)' Ceci posé, la suite exacte (3.7.5.2) donne une suite exacte

de complexe de chaines

(3.7.6.1) 0 —> P'@L,.(Q) —> PmeL.(Q) — P"8L.(Q) —> 0

L'exactitude a gauche annoncée résulte alors de 3.4,.8 appliqué 2 cette
suite exacte de complexes.(La vérification directe serait d'ailleurs
immédiate,) D'autre part, 1l'homomorphisme (3.7.5.4) n'est autre que 1'ho-
memorphisme cobord Ext® ——#-Extl déduit de cette suite exacte, en prenant
les Exti 4 valeurs dans G, et la derni2re assertion de 3.7.6 est donc

un cas particulier de 3,4,9,
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3.8, Biextensions de (P,Q) trivialisées sur des extensions de P et Q

Considérons d'abord deux suites exactes de Groupes abéliens
(3.8.1) o-ﬂ-Ll-—lbLo—“}P—-ao,o—}M_l—jeHo-i}Q—-—)o

Nous nous proposons de décrire la catégorie des biextensions E de (P,Q)
par un Groupe abélien G, telles que l'image inverse (u,v)* (E) de E par
(u,v) soit triviale, i.e, telles qu'il existe un homomorphisme s rendant

commutatif le triangle suivant

E
(3.8.2) l 2
XV
-—
PxQ LDxMO =

et satisfaisant la condition d'additivité qu'il faut en chacun de ses
deux arguments, La donnée d'un tel s permet donc d'identifier (u,v)#(E)
2 la biextension triviale E = L x xG de {LO,HDJ par G. La propriété
d'exactitude 2 gauche en P,Q de la catégorie cofibrée des biextensions
de (P,Q) par G fixé (3.7.6) montre alors que la donnée de la biextension
E de (P,Q), munie de la trivialisation s de son image inverse, é&quivaut
essentiellement 2 la donnée de deux trivialisations partielles de la biex-
tension triviale E_ de (LO,MO) par G, sur (Ll,Mo) et (Lo’Hi) respective=-
ment, qui cotncident sur (Ll,Hl). Comme les biextensions induites par EO
sur (LI,HOJ,(LO,HI) et (LI’MI} s'identifient aux biextensions triviales,
une trivialisation partielle sur (LI'MD) (resp. sur (Lo’HI}) &quivaut

2 la donnée d'un homomorphisme (ou accouplement)

(3.8.3) £ Li@M —> G (resp. g: L&M —> G) "
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et la condition de compatibilité envisagée signifie simplement que les

deux homomorphismes en question cotncident sur Lleﬁﬁ, i.e qu'on a

(3.8.4) f{xlﬁyl) = g(xf@yl)

pour des sections x de L1 A Hi sur un objet de T. En termes de 1'homo-

27y
morphisme s de (3,8,2), les formes f et g sont caractérisées par les
conditions

(3.8.5) S(J{l,yo) = f{xlayo}eE{Q(yoJ 5 s(xo.yl) = g(xowl)eE;P(xo) i

qui mettent en évidence A& nouveau la nécessité de la condition (3.8.4).
La trivialisation s étant choisie, les autres trivialisations

sont les morphismes s': Loxbic —> E de la forme
L] =
(3.8.6) s (xo,yo} s(xo,yo) + h(xoﬁyo) n
avec
7 LSSHB —> G

une forme quelconque ; il est alors clair sur (3.8.5) que les formes f,g

définies par s sont changées en les formes

f'(xleyo} = f(xlayo) - h{xleyo}
(3.8.7)
g'(xoﬁyl) = g(xoﬁgyl) + h(xo-zyl) .

On trouve ainsi :

Proposition 3.8.8. Le sous—groupe de Biextl(P,Q;G) formée des classes de

biextensions dont 1l'image inverse par (u,v) est une biextemsion triviale

gg_(LG,HE) (i.e. le noyau de Biextl(P,Q;G} —_— BiextltLo,HD;G)) est cano-

niquement isomorphe, gra3ce 3 1a description qui précdde, au groupe quotient

I3
—
[
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du groupe des couples de formes (£,g) (3.8.3), <atisfaisant 1a condition

de compatibilité (3.8.4), modulo les couples de formes gqui proviennent por

restriction d'une forme h: LOEME =
Nous voulons maintenant interpréter cet isomorphisme en termes
d'algebre homologique, lorsqu'on tient ccmpte de 1'isomer-hizme canonique
L
Biextl(P,Q;G) = Extl(BSQ,GJ de 3.6.5. Pour ceci, interprétons les données
(3.8.1) comme &tant deux complexes résolutions de P resp. de Q,

(3.8.9) L.:D—-—)—Ll-—}LO—-avO,M.:0—}}»&—-3-1*{0-—;’-0 5

et considérons le complexe produit tensoriel L.&M,

d d
2 1
o—> I.18-M] = L1®M0 b LQUMI — I.o@Ho —i0 .

On sait d'ailleurs qu'on a un homomorphi sme canonique dans la catégorie
dérivée

3,

rsQ —— L.8M, s
d'ol un homomorr-hisme non moins canonique

(3.8.10) HI{Hom'(L.eﬁ.,G)} — ExtI(P%Q,G) .

On noteraz d'zilleurs que le groupe des l-cocycles du complexe Hom™ (L.@M, ,G)
s'identifie au groupe des couples (f,g) comme en (3.8.3), satisfaisant 2
la condition de compatibilité (3.8.4), en associant 3 un tel couple 1'ho-
momorphisme F : L18HD + LJ?HI ~—> G de composantes (f,g) :

(3.8.11) F(xlgyo - xoayl) = f(xleyo) - g(xoﬁyl) .

D'zilleurs le cobord de 1la O-cochatne h : LSEMb —> G n'est autre que le

couple de ses restrictions 2 LIEP% et Loﬁﬁl, de sorte gque le groupe des
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couples (f,g) modulo les couples (h,h) décrit dans 3.8.8 est canoniquement
isomorphe au premier membre de (3.8.10). Ceci posé, on a la compatibilité

suivante :

Proposition 3.8.12. Si E € Ker(BiextI(P,Q;G) *—i-Biextl(Lo,Hb;GJ) est

décrit par le couple (f,g) comme dit dans 3.8.8, zlors 1'image de £ dans

L
Ext (P @ Q;C) par 1'isomorphisme (3.6.5.1) est 1'image par (3.8.10) de

1'élément du premier membre défini par le cocycle (3.8,11).

La vérification de cette compatibilité est laissée au lecteur,
3.8.13. On vaappliquer ceci en particulier dans le cas oli on prend

L =z(?] , M =z0Q]

Ll et Hl étant respectivement les noyaux des homomorphismes canoniques
Z[P]—> P, Z{Q] —> Q. Notons que l'on a des isomorphismes canoniques
3 . -

Lo @ Ho Lo @ l‘ic ZiPxQ] N
Lo et MB étant plats, d'ol on déduit grace 2 (1.4.5) des isomorphismes
canoniq ues

. L
Ext (L8 M_,G) = wi(pxq,c. ) )

PxQ
De ceci et de 3.6.5, ou directement grace aux définitions et 2 1.4, on con-
clut que le foncteur qui a toute biextension de {LO,HOJ par G associe .
le torseur sous GPxQ sur PxQ qu'elle induit, est une équivalence de
catégories. (Ceci reste valable sans utiliser de structure additive sur

P,Q .) Par suite, si E est une biextension de (P,Q) par G, il revient

au méme de se donner une trivialisation de son image inverse sur (LQ,HE),

ou de se donner une section de E considéré seulement comme objet au-dessus

de PxQ, i.e. une trivialisation de E considéré comme torseur Sous GP

xQ”

(]
Jn
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Les biextensions munies de cette structure supp-€mentaire sont donc décrites
par les couples (f,g) (3.8.3) satisfaisant la compatibilité (3.8.4), et
la description 2 isomorphisme pr2s est celle donnée dans 3.8.8,

Notons d'ailleurs qu'avec les notations de 3.5, on peut considérer
L, comme le conoyau de Ly(P) —> Ll(P), et de méme pour M, ce qui permet

d'expliciter la donnée de (f,g) en termes d'un systéme d'homomorphismes
£' L (P) @ L (Q) =Z(PxPxQ) —> G
g' : L (P) ® L (Q) =Z(PxQxQ) —> G ;

i.e. d'homomorphismes de faisceaux d'ensembles

PxPxQ —= G, PxQxQ — @ 3
satisfaisant cing conditions de compatibilité (exprimant que £' et g'!
peuvent se factoriser en f et g - ce qui fait 2x2 équations 2 écrire,
compte tenu de la forme de Lz(P) et Lz(Q) comme somme de deux termes -
et la condition (3.8.4)). On constate alors que f' et z' ne sont
autres que les données de multiplication partielle définissant une biex-
tension, et les cinq conditions en question ne sont autres que les cing

axiomes des biextensions envisagés dans 2.1 (cf. démonstration de 3.6.4).
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SGA 7

EXPOSE VIIT

COMPLEMENTS SUR LES BIEXTENSIONS. PROPRIETES GENERALES

DES BIEXTENSIONS DES SCHEMAS EN GROUPES

par A. Grothendieck

SOMMATIRE

0. Introduction

1. Cas particuliers divers sur un topos quelconque

2. Accouplements définis par une biextension

3. Biextensions de schémas en groupes (P,Q) par Em i généralités

4. Extensions et biextensions des schémas en groupes lisses et
connexes sur un CGIPS

5. Extensions et biextensions par des schémas en groupes constants
tronqués sans torsion

6. Extensions et biextensions par le modele de Néron de s

7. Prolongements canoniques d'extensions et de biextensions par Em

0. Introduction

0.1. Nous continuons ici 1'&tude générale des biextensions, commencée
dans l'exposé précédent. Tout d'abord nous donnons quelques compléments
dans le cas d'un topos de base général, en développant notamment, avec

les détails qu'il mérite, le formalisme des accouplements associés aux
biextensions (n®2), dont 1'importance dans la théorie des schémas abéliens
est bien connue, D'autre part, nous abordors 1'étude des biextensions

de schémas en groupes généraux, le cas le plus intéressant PoOUr nous

€tant celui des biextensions par le groupe multiplicatif Qm . Nous serons
cependant obligés, 2 titre d'intermédiaire technique, d'é&tudier aussi

les biextensions par d'autres types de schémas en groupes (n°s 5 et 6).

223

=



-2 - VIII

Le résultat le plus intéressant pour la suite est donné dans 7.1, qui

donne des conditions moyennant lesquelles, pour P et Q lisses sur un trait
de point générique m, une biextension de (Pﬁ’qﬂ} par Em. peut se prolonger
en une biextension de (P,Q) par Em , déterminée 2 isomorphisme unique pres.
Ce résultat sera fort commode dans 1'exposé suivant, consacré & la théorie
du modéle de Néron des variétés abéliennes, Il est probable qu'on y pourrait
s'en tirer 4 meilleur compte, sans 1'imposant poids-papier des exposés

VII et VIIT (qui ne serviront plus dans la suite du Séminaire) ; il nous

semble cependant probable que les développements donnés dans ces exposés

sont appelés a &tre utiles encore ailleurs,.

0.2. Lorsque nous travaillons avec des schémas en groupes sur un schéma S,
il sera sous-entendu que nous travaillons avec le topos fppf de 5, qui

est le topos associé au U-site des schémas localement de présentation
finie sur S (et € U), muni de la topologie fppf (SGA 3 IV 6.3). Le lecteur
vérifiera d'ailleurs sans peine que la plupart des énoncés que ncus donne-
rons seraient également valables (et essentiellement équivalents aux
énoncés fppf) pour d'autres topologies sur § (ayant comme catégorie sous-
jacente au site une catégorie contenant au moins les schémas localement

de présentation finie sur S), telles les topologies de Zariski, la topo-
logie étale, la topologie fpqc., Une des raisons en est que, grace a la
théorie de la descente, la catégorie des extensions d'un schéma en groupes
P localement de présentation finie sur § par le schéma en groupes Em ne
dépend pas, a équivalence prés, de la topologie choisie, et le m@me £&noncé
vaut pour la notion de biextension. La raison technique pour laquelle il

y a lieu de préférer la topologie fppf (ou une topologie plus fine, comme
fpge) aux topolegies meins fines comme celle de Zariski et la topologie
étale, c'est gque pour tout entier n > 0, 1l'homomorphisme n.id de Em dans
lui-mBme est un épimorphisme fppf (car il est fiddlement plat de présenta-
tion finie), mais en général pas un épimorphisme (Zar) ou (&tr). (NB c'est
un épimorphisme (ét) si et seulement si n est premier aux caractéristiques

résiduelles de § et un épimorphisme (Zar) si et seulement si 5§ est vide,)
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0.3. Signalons enfin que la plupart des &noncés concernant les extensions
ou les biextensions par Em resteraient valsbles en remplagant ce groupe
par un tore G, Cemme un tel G est localement isomorphe (pour fppf, et

méme pour (€t)) 3 un groupe E; » il s'agit 12 d'une généralisation essen-

tiellement triviale.

1. Cas particuliers divers sur un topos quelcongque

1.1. Dans le présent numéro et le suivant, comme dans VII, T désigne
un topos, P,Q et G dénotent trois CGroupes abéliens de T, de sorte qu'on

a un isomorphisme canonique (VIT 3.6.5) :
1 o 1,5
(1.1.1) Biext (P,Q;8) — Ext (P2Q :G) :
Rappelons qu'on a des isomorphismes canoniques (dits "de Cartan")
1, L =~ 1 - 1
(1.1.2) Ext (P2Q, G) == Ext  (P,RHom(Q,G)) == Ext (Q,RHom(P,G)) .

Tous ces isomorphismes sont fonctoriels en les trois arguments P,Q,G,
On déduit de (1,1,1) la suite exacte infinie suivante, compte
I
tenu que les objets d'homologie de PZQ sont les TarE{P,Q), qui sont nuls

pour i = 1 :

{1.1.3) 0 — Extl{PEQ,G) — Biextlcp,q;c) _— Hom('I'orl(P,Q),G} —
X
Extzim,c) — Extz(P@ Q,6) — .... &

D'autre part, les objets de cohomelogie de RHom(Q,G) étant les Ext (Q,G),

la premi2re &galité (1.1.2) donne lieu a la suite exacte 3 5 termes,
(1.1.4) 0 —> Ext'(P,Hom(Q,6)) —> Biext!(P,Q;G) —> Hom(P,Ext1(Q,6))

Ext?(P,Hom(Q,?)) —> Ext2(P,RHom(Q,C)) .
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associée & la suite spectrale habituelle
Ext*(P,RHom(Q,G)) &= ExtP(p,Ext%(Q,c)) .

Nous laissons au lecteur le soin de préciser, s'il en ressent le besoin,
la premi2re fl&che de (1.1.3) (resp. de (1.1.4)) & l'aide d'un foncteur

naturel pleinement fida2le

(1.1.5) EXT(P2Q,G) —— = BIEXT(P,Q;G)
(resp.
(1.1.6) EXT(P,Hom(Q,G)) — > BIEXT(P,Q;G) ),

ot EXT et BIEXT désignent les catégories d'extensions et de biextensions
qu'on devine.

Bien entendu, 1'isomorphisme Biextl(P,Q;G) - Extl(Q,RggE(P,G})
donne naissance 3 une suite exacte analogue 2 (1.1.3), avec les rdéles de
P et Q intervertis, dont la premi2re flé&che peut se préciser a 1'"aide

d'un foncteur pleinement fid2le

(1:157) EXT(Q,Hom(P,G)) —— BIEXT(P,Q;G)
analogue & (1,1,6).

1.2. Supposons qu'on ait

(1.2.1) 'I‘_ogl(P,Q) = 0 ’

alors (1.1.3) fournit un isomorphisme canonique
A 1 ~ 1
(1.2,2) Biext (P,Q;G) — Ext (F8Q,G)

Il en est ainsi par exemple si P ou Q est un Z-Module plat, On peut évidem-

ment préciser cet €énoncé en disant que sous la condition (1.2.1), le foncteur
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(1.1.5) est une équivalence de catégories,

1.3. Supposons qu'on ait

(1.3.1) BRQ = 0 »

alors (1.1.3) fournit un isomorphisme canonique
(1.3.2) Biext!(P,Q;€) == Hom(Tor,(P,Q),C)

Le cas le plus intéressant pour nous oi (1.3.1) est vérifié est celui ol

on dispose d'un entier n > 0 tel que 1l'on ait

€1.3.3) nP=P , Q = lim 2

—_——

i n
i.e. P est divisible par n et Q est limite de sous-Groupes annulés par

des puissances de n. Posant, suivant 1l'usage

TR(P) = ( iP) i 56 (systéme projectif), o 1@35 ;P .
n n i n

on conclut de (1.3.3) des formules plus précises que (1.3.1)

(1.3.4) PeQ =0, Tor, (p,Q = lim uiP ® niq = T _(P)8Q = n“‘P 2T (Q ,

de sorte que l'isomorphisme (1.3.2) prend ici la forme plus concréte
(1.3.5) Biextl(P,Q;G) = Hom(T_(P),D(Q))—= }lom(Q,D(‘I‘n(P)):wﬂom(Tn(P)ﬁTn(Q),Tn(G).

Précisons la signification de ces formules
a) Dans le systéme inductif qui intervient dans (1.3.4), 1'ho-

momorphisme de transition

I Q — P& .Q (i = j)
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est décrit en identifiant le premier membre 2 jP ® ,Q grace 2 nj-%aid,

n n
et en utilisant 1'homomorphisme
id®inj nj?@a niQ m— an® an >
ot inj : Q—> Q désigne 1l'inclusion.
i j
n 0
b) On pose, par défimition
dfn
Tn(P) ©@Q = lim T (P) & niQ .
ol
dfn i
Tn(P) eM = jPe®M si aM=0 .
n

On précise de mBme le sens du troisigme terme &Scrit dans (1.3.4), lors-
qu'on suppose que nQ = Q (de sorte que Tn(Q) est, conme Tn{P), un systéme
projectif strict). Le dernier terme de (1.3.4) est un Hom de systZmes

projectifs de groupes.

c) La lettre D désigne Hom(-,G). L'objet D(Q) est défini comme

le systéme projectif de Groupes

D(Q) = (p( V) oo = (Hom( ,Q,6)); 5
n n

le deuxigme membre de (1.3.5) étant le groupe d'homomorphismes de sys-
téme projectifs de groupes. Le dernier membre s'interpr2te plus simple-

ment en posant

i

DCT_(P)) = 1lim D( ,P) :
o 5 n

les morphismes de transition de ce sytdme inductif étant évidemment ceux

qui se déduisent par transposition des morphismes de transition

A7
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LR T G . ’
i i n
n n
Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter le caleul de
TOrICP,Q) indiqué dans (1.3.4), et la conséquence {1.3.5) de ce caleul,
Notons seulement qu'on utilise les relations déduites de la deuxiéme
hypothése (1,3,3)

Tor (P,Q) == lim Tor (P, .Q)
=D 57 P nl

qui pour p=0 donne immédiatement PAQ = 0, et qui ramene le calcul du

Torl(P,Q) 2 celui des Torl(P, iQ) et de leurs morphismes de transition,

n -
Il reste donc, lorsque Q est annulé pPar un entier m = n' tel que mP = P,
2 expliciter un isomorphisme
)
(1.3.6) TorlﬁP,Q) == SE® g (mP=P , mwQ = 0) i

Il ¥y a diverses fagons de 1a faire, l'une d'elles consistant 2 utiliser

la suite exacte des Tor associde A la suite exacte
0—> P—=P-T>pP—so0

On peut aussi utiliser 1'homomorphisme (2.1.1) ci-dessous ; le fait cue
les morphismes de transition sont ceux précisés dans a) n'est alors

autre que 2.1.11, Signalons que de toutes fagons, le choix de (1.3.6)

revient au choix d'un signe, cf. 2.1.10.

1.4, Supposons que 1'on ait
(1.4.1) Hom(Q,6) = 0

»

alors (1.1.4) fournit un isomorphisme canonique

(1.4.2) Biextl(P,Q;G) —== Hom(P, Excl(Q,cJ)
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Ce cas se présente en particulier si Q est un schéma abélien et si G = gm s
cf.VIT1.3.6, Donc le foncteur en P, P —> Biext! (P,Q;G) est représentable
par Q% = Extl(Q,G), et on trouve en particulier une biextension canonique

zQ

de (Q*,Q) par G, défini 2 isomorphisme unique prés (puisque le groupe

Q

des automorphismes de E* est Hom(P,Hom(Q,G)) = Q). On pourtrs appeler cette
biextension, ou lr hiextension cynftrigue 5EQ de (Q.@"*) npor G, la biextension

g Hoil de (@%,Q) ou (Q,Q%) par G,

1.5. Supposons que l'on ait

(1.5.1) Hom(P, Ext'(Q,6)) =0

ce qui est le cas en particulier si Extl(Q,G) = 0 (par exemple si Q est
un schéma en groupes fini localement libre ou un groupe de type multi-

plicatif (SGA 3 IX), et G = G, cf. 3.4 ci-dessous). Alors (1.1.4) four-

nit un isomorphisme canonique
(1.5.2) Biextl(P,Q; G) == Exl:]'(P,Hom(Q,G)} ;

oti Hom(Q,G) joue le rdle d'un "groupe dual" de Q (relativement & G).
Plus précisément, on déduit de 1.5.2 que le foncteur pleinement fidale

(1.1.6) est une équivalence de catégories.

1.6. Suppossons que l'on ait simultanément les relations
(1.6.1) Hom(P,G) = 0, Hom(P,Ext'(Q,6)) = 0

En vertu de 1.4, ces deux relations impliquent respectivement qu'on a des

isomorphismes
h 8 53 1
Biext (P,Q;G) —> Hom(Q,Ext (P,G)) -

Biextl(P,Q;G) e ExtI(P,Hom(Q,G}) s
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d'oll en composant un isomorphisme canonique
~ ns 1
(1.6.2) Ext (P, Hom(Q,6)) —=> Hom(Q,Ext!(?,6)) ( = Biext}(r,c:0)) .

jouant le rdle d'une formule de dualité, Notons d'ailleurs que la premiére
relation (1.6.1) implique évidemment que Hom(PQ,G) = 0, donc que la
catégorie EXT(P,Hom(Q,G)) des extensions (commutatives) de P par Hom(Q,G)
est rigide (tout automorphisme d'un objet est 1'identité), et qu'il en
est de méme de BIEXT(P,Q;G). L2 structure de ces catégories est donc
connue quand on connait le groupe des classes d'isomorphie d'objets,
qui en vertu de (1.6.2) est canoniquement isomorphe 2 Hom(Q,EEEI(P,Q}J.
Notons que 1'application (1.6.2) est définie en tous cas (sans
supposer (1.6.1)), et qu'elle peut se décrire aussi directement, sans

pPasser par Biextl{P,Q;G), en termes de 1'accouplement naturel

e xQ —¢
(ot Q' = Hom(Q,G)), en l'interprétant comme un homomorphisme Q —> Hom(Q',G),
d'ol un composé

(1.6.3) Extl(P,Q')x Q —= Extl(P,Q')x Hom(Q',Gg) —> Extl(P,G),

qui redonne (1,6.2),
Pour un cas utile ot les considérati ons de 1.6 s'appliquent,

voilr 3.7 ci-dessous,

2, Accouplements définis par une biextension

2,1, Soient P et Q deux Groupes abé&liens sur T, et n > Q0 un entier,.
Rappelons qu'on désigne par nP le noyau de la multiplication par n idP'

Nous zllons définir un homomorphisme canonique

b3
[
o
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(2.1.1) a = a; oF © |Q —> Tor (P,Q) )

)Q

qui sera le composé
(2,1.2) oL ® Q —>Tor,(P,_Q) —> Tor, (P,Q) s

ot 1la premiére fléche est o et la deuxiéme est celle déduite des

n
g

inclusions nP — P, BQ —> Q. On est donc ramené 2 définir (2.1.1) dans
le cas ot on a nP = 0, nQ = 0, i,e, ol P et Q sont des Z/nZ -Modules,
Supposcns seulement nQ = Q. Prenant une résolution plate L. de P (en

tant que Z-Module), on trouve des isomorphismes canoniques

IL
P, Q

o~

= L.8

7z Q - (L.@REInE e

z /nz?

qu'on peut écrire comme un isomorphisme dans la catégorie dérivse

L R L
¢2.1.3) PE, Q = (P@Ezfnzz) €y fan :

donnant naissance 2 la suite spectrale de type homologique '"de Kunneth"

(ef, SGA 1 IV 5.,2)

Z 2 zZ
(2.1.4) Tor, (P,Q) <&== Ep’q = T_UEP ’(“z"('rorzz(P,z: /nZZ },Q)

Rappelons d'ailleurs qu'on a des isomorphismes canoniques
dfn

TorE(P,E MZ) =P = P/nP , 'Ifcn:ZZ (P,Z /n7ZZ) = P
—0 n —1 n

ToriE(P,EZ."nE) =0 sii=2

2
déduits du calcul des_TorE?(P,ZZ /nZ) 3 1'aide de la résolution plate

canonique suivante de (Z /nZ )T

o—>RT~“—,-zzT—-s-o

I "

Il..l E.O 5
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1'augmentation ILO — (Z /nZZ JT étant définie en envoyant 1 sur 1, Par

suite, la suite spectrale (2.1.4) se réduit essentiellement & une suite exacte

(2.1.5) 0 —> TorZ /"2

= B & Z (nZ
5 tPn,Q) == P8 Q— Torl (p,0) — 'I‘url (Pn,Q) -0,
ot on a posé P =P8, Z /nZ = P/nP. L'homomorphisme a cherché est 1'ho-

Z g ooy 2 i
momorphisme-coin E2 —= Tor qui figure dans la derniére suite exacte,

0,1 1
Cette dernigre étant évidemment fonctorielle en P et en Q, la fonctoria-

lité en P montre que 1'homomorphisme envisagé est bien le composé

nP.SQ —_— TorI(nP,Q) e Iorl(P,Q) 5
olt le premier homomorphisme est 1'homomorphisme a défini comme précédem-
ment, mais avec (P,Q) remplacé par (nP,Q), et ot le deu iZme homomorphisme

provient de l'inclusion nP —> Q.

2.1.6., Ceci définit donc bien, pour P et Q quelconque, un homomorphisme
(2.1.1) satisfaisant & 1a condition de factorisation (2.1.2). De plus,
pour nQ=0, la suite exacte (2.1.5) montre que Q4 est un isomorphisme dés
que Pn est plat sur Z/nZ (ce qui est le cas en particulier si Pn =0
i.e. nP=P i.e. P est n-divisible, ou si P lui-mBme est un Z/nZ -Module

plat) ou si Q est un Z /nZ -Module plact.

2.1.7. Explicitons le calcul de 1 'homomerphisme o de (2.1.5). Pour le
connaitre, il suffit de connaitre, pour toute section g de Q (sur un
objet S et T, disons l'objet final pour simplifier) 1'homomorphisme
nP ~—:-T_C:£?(P,Q) correspondant. Or on peut considérer q comme l'image
de la section 1 de (Z /nZ )I' par un homomorphisme qu : (Z /nz )T —Q

bien déterminé, et la fonctorialité de 1 'homomorphisme o en Q nous

[
L]
w
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ram®ne donc au cas ol Q est le faisceau constant (Z /nZ )T , et ol g est
la section unité cde (Z fnZZ)T . Dans ce cas, identifiant
'!:‘m.'lza (p,Q) = ECE;_?‘ (P,Z /nZ ) 2 nP comme expliqué apras (2,1.4) ci-dessus,

1'hcmomorphisme cherché est 1'identité, en d'autres termes, 1'homomorphisme

N 2 Z Z
coin E = Ig}'_q (P,Z /mZ ) ®E!n2 Z /nZZ —> Tor (P,Z /nZ ) est

0,9
1'identité, Cela résulte en effet immédiatement des définitions (et
l'assertion analogue reste valable en remplagant Z et son quotient

7Z /nZ par n'importe quel Arnneau A sur T et n'importe quel Anneau-quotient

A/TI de A).

2,1.8. On peut gvssi dbterminer l'hemomorphisme o de (2,1.1) en décrivant,
pour tout eowplz de cections p de nP et q de nQ (sur un objet S de T, que
nous prendrons €gal 2 1'objet final pour simplifier les notations), la
section (p,q) de T_ot;iz (P,Q). Utilisant comme ci-dessus la fonctorialité

de o en P et en Q, on est donc ramené au cas ofi on a
P=Q=(Z/nZ )'r .

p et q étant la section vnité de (Z /nZ )T , et on est donc ramemé 3 dé-

terminer 1'hcmomorphisme
ot (Z/0Z )y & (Z/nZ )y —> Tor? (z [z Yy » (& [0z
La description 2,1,7 nous montre que c'est l'isomorphisme
(2.1.8.1) (Z [z ), == Tor’> (Z/nZ ), , (Z/nZ).)
T === T y:
déduit de la résolution plate canonique

(2.1.8.2) o«—aszLz-zzT—;-o
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du premier facteur, P = (Z /nZ }T » qui figure dans le ‘I‘u:vr1 .

2.1.9. La définition donnée de (2.1.1) n'est pas symétrique, et on peut
en échangeant les réles de P et de Q dans la construction précédente,

définir un homomorphisme analogue
n
(2.1.9.1) aP’Q t n?@ﬁQ—%TorI(P,Q) s

en se ramenant d'abord au cas nP=0, et utilisant une résolution plate
de Q. On peut aussi définir 5 en rermes de % , de fagon équivalente, par

la commutativité du diagramme

SRl ——t———— AP

2.1,9,.2 1

( 9.2) BP,Q GS,P
TorltP,Q} _— Torl(Q,PJ ;

oi les fléches horizontales sont les isomorphismes de symétrie, Ceei posé,

les relations entre o et F sont données par la formule :
(2.1.9.3) S == ay

en d'autres termes :

Lemme 2.1.10. Soient P et Q deux Groupes commutatifs, n > O un entier,

Alors le diagramme suivant est anticommutatif, ol a est défini dans (2.1.1) :

nRanQ = l'I'%il'].P
(2.1.10.1) i - 5
?,Q %q, P
Tor, (P,Q) —=~——> Tor, (Q,P) "

les fléches horizontales €tant les isomorphismes de symétrie,
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Démonstration. Le procédé de Z.1.8 nous raméne aussitft au cas oli on a
P=Q = (Z /nZ )T , et & prouver alors que les deux isomorphismes (2.1.8.1)
obtenus en résolvant, par (2,1.8.2), le premier et le deuxi®me argument

respectivement intervenant dans le Tor, , on trouve des isomorphismes

1
qui different par le signe (ou encore, que 1'isomorphisme de symétrie
sur ‘I‘orfz (Z /nZ , Z /nZZ ) est -id). On peut é&videmment supposer pour

ceci que T est le topos ponctuel, i.e qu'on travaille dans la catégorie

des groupes commutatifs ordinaires. Or soit L. le complexe
L. = 0 —=>Z =7 —>0

considéré comme résolution plate de P = Q = Z /nZ . Utilisons L.&L.

pour le calcul de Torl{P,Q) = Torl(mfn??. ,Z /nZZ ), alors les isomorphismes
avec le Hl de L.@Z /nZ (qui permet de définir o) et avec le Hl de Z /nZ &L,
(qui permet de définir B) sont définis respectivement par 1'augmentation

L. —> Z /nZ du deuxigme et du premier facteur de L.8L. . Il s'ensuit
aussitdt que a{l,1) est représenté par le cycle

- 103’1

1 — 11810 3 (L.@L.)l = LOG’:L + L ELO{N'B on désigne par 10 et 1, respec-

1 1 1
tivement 1'élément 1 de Lc et de Ll), tandis que E(1,1l) est représenté
par le cycle 108-1.L - 11810 . Cela prouve donc 2.1.10.

Pour terminer cos géniralités sur les accouplements o, il

faut encore préciser les ralations entre les divers homomorphismes

]

n -
Op » pour n variable. Le résultat principal est donné dans le
]

Lemme 2,1.11. Soient P,Q deux Groupes commutatifs de T, n et n' deux

entiers > 0 tels que n' soit un multiple de n, soit n' = mn. Alors on a

commutativité dans le diapramme suivant

731
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(2,1.11.1) 2P ® Q
Pm ® icrl\q idn o ® 1m
nP@ﬂQ n.PEJn.Q
%,q “;:Q
Tor, (P, Q) )

ot P : n'p — P désigne 1'homomorphisme induit par m.id,, et

: nQ — n,Q désigne 1'inclusion. On 2 de méme commutativité dans le

i
m
dizgramme analogue (2,11.2), symétrique de (2.11.1), dont les sommets

sont les m@mes gue ceux de (2.11.1), szuf le sommet supérieur n,l’@nq,

qui est remplacé par nP 2 n'Q 3

Il suffit en effet de prouver le premier énoncé, le deuxi2me
s'en déduit par symétrie, compte tenu de 2.1,10. On est ramené, par le
procédé de 2.1.8, au cas o T est le topos ponctuel, i.e. ol P et Q sont
des groupes commutatifs ordinaires, et ot on a P = Z /n'Z » Q= Z /n'Z ,
En fait, on utilisera pour P la seule hypoth2se n'P=0. Nous identifierons
Tor,(P,Q) a nt? = P, grace a la résolution 0 —> Z-2s 7z — 0 de Q,
et de méme Tcrl(nP,nQ) a P grace 2 la résolution 0 —> Z 25 7z —o o
de nQ ~= Z /nZ , dont 1'augmentation est donnée en envoyant 1o sur m,1

Q
(IQ désignant 1'€lément 1 de Q=2Z /n'Z). L'homomorphisme

Torl(nP, nQ) —_— TorI(P,Q)

2 Y

np n'
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déduit des inclusions uPC—> P et nQ"——r Q n'est alors autre que 1'inclu-

sion naturelle nPc—‘b ntE- Par suite, identifiant le sommetsupérieur de

(2,1.11.1) a P/nP, grace au générateur m, I.Q de nQ’ permettant d'identifier

Q2 Z/nZ, le diagramme envisagé devient
n

P/nP
xl—}y X —> mx
nP P
xl—e\ X b x

n‘P

qui est évidemment commutatif,

Corollaire 2.,1.12, Avec les notations de 2.3 EE,

on _a commutativité dans

le diagramme suivant

m&m

aP® 1@ ————— ro Q

! n
:Q aP’Q

v

(2.1.12.1) ap

m

n,Torl(P,Q) —_— TorIEP,Q} 5

o, dans la description des flaches horizontales, m désigne les homomor-

phismes LB —> oF induits par m.id; (pour E &gal respectivement i P,Q

et a Tor, (P,Q)).

En effet, en vertu de 2.1.11 on aura, pour x €

€ P(8), y € o1 Q82
] L)
a.n(mxﬁ‘my} = " (x@my), or le deuxi2me membre est égal 2 mo" (x8y) puisque

x@my = m(xBy), d'od la commutarivité de (Z2.1.12.1),
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2,1.13, Soit 4 un nombre premier. Pour tout Groupe commutatif E, dési-

grons par T,(E) le syst2me projectif

{2.1.23.1) TL(E) - (Lvﬁ)vz o s
qui dépend évidemment fonctoriellement de E. Alors les compatibilités
2.1.12, pour n,n' de la forme L“,Lu' avec v'2y, nous montrent que les
Q;TQ pour v variable définissznt un homomorphisme de systémes projectifs,

fonctoriel en P,Q :

(2.1.13.2) c:.:g{‘q : T,(P) & T,(Q — T, (Tor, (P,Q))

La connaissance de ces homomorphismes, pour tout nombre premier {, &qui-
vaut évidemment 2 la connaissance des a;,q pour tout entier n. Les rela-
tions d'antZcymétrie 2.1.10 se traduisent alors par les relations d'anti-
symétrie analogues i-adiques, pour tout 4, exprimées par 1l'anticommuteti-

vité des diagramrmes
T,(P) @ L) e———e T,(Q & T,(P)

(1) G(LJ

(2.1.13.3) ,Q - Q,P

W
TL(Tor]_(P,Q)) _— T_L{EI{Q,P)J 5

ol les flaéches horizontales sont les flaches de symétrie,

Remarque 2.1.14. On peut généraliser la construction de 1 '"homomorphisme
(2.1.1) et les résultats 2.1.10 et 2.1.11 le concernant au cas ol on
se donne un Anneau commutatif A sur T, et deux Idéaux aethb de A (qui

dans le cas traités précédemment se réduisent au méme Idéal nZET de
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1'Anneau constant Z_ sur T), On définit alors un homomorphisme fonctoriel

T
en les A-Modules P,Q :

(2.1.14.1) B0 L?Hcmaigﬂ‘_wfg,E 3 Torff?,q)) :

comme composé des homomorphismes

o @ Q@ — Hom(A/a,P) @ Hom(A/b,Q) —> Hom(Tor, (4/a,4/b),Tor, (P,Q))

compte tenu de l'iscmorphisme canonique bien connu
(2.1.14.2) Tor,(A/a,A/b) — all bfa.b 3

en fait, c'est dans le choix de cet isomorphisme, suivant qu'on travaille
avec la résolution 0 —> a —> A —> 0 de A/2 ou la tésolution
0O —>b—==A— 0 de A/b, qu'est "caché" 1lc signe de 2.1.10, qui se

genéralise ici en 1'anticommutativité du diagremme

aPQ?hQ > P_QxéP

(2.1.14.3) -1
¥

Hom(all b/a2.b,Tor, (P,Q)) —= Hom(al b/a.b,Tor, (Q,P))

¥

ot les fl&ches horizontales sont les fléches de symétrie. Lorsque a=b

cette anticommutativité peut aussi s'exprimer par le fait que 1'automor-
phisme de syaZtrie dans Tcrl(éfﬁ,éfé) est égal & -id . Dans le cas par-

ticulier o 2 = b = nA, n étant une saction de A, alors la multiplication

par n induit un épimorphisme

A/

d'olt un isomorrhisme - wj2ctif foncrzevizl en le A-Module T

=
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Hom(g{gz,T} — T >

de sorte que dans ce cas 1'"homomorphisme (2.1.14.1) s'interpréte comme

un homomorphisme
(2.1.14.4) nP® == TorlfP,Q) .

plus proche de la forme (2,1.1). Supposant toujours a = b=nA, et n une
section régulidre de A, la suite spectrale (2.1.4) garde un sens dans
le cas présent, et donne lieu 3 une suite exacte de termes de bas degré

qui généralise (2.1.5) (Q étant maintenant un A-Module annulé par a)
(2.1.14.5) Tor-(P Q) — Torﬂ‘rné(l’ s Q)— L9 Qs Tor {P Q) —>Tor- f"éCP Q)= 0,

Revenons au cas on 2 et b sont quelconques, et oll on se donne deux sec—
tions p et g de A, on trouve alors commutativité dans le diagramme sui-

vant (dont (2,1.11.1) est essentiellement le cas particulier obtenu en

/\

P & Q

Prenant g=1)

=5 = PQ_
a a
(2.1.14.6)
Hom(alb/a.b, Tor {P Q)) Hom(pqalpqb .pgb, IgglfP,Q))

ind\ /;

Hom( al fptL b '1‘01' (P,Q)) 5
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a i P — P et : Q — sont les inclusions canonigques
° pa pq2 1% g pap? S
et (pq)¥ désigne 1'homomorphisme injectif déduit par passage aux Hom
de 1'homomorphisme surjectif alb/pg a.b — pq alb/pqa.pgb induit

par la multiplication par pgq . Lorsque a = b = nA, ce diagramme se

réécrit sous une forme plus simple (donnée dans (2,1,11.1) pour q = 1),

2.2. Considérons maintenant, en plus de P et Q, un Groupe commutatif G.
Nous avons alors défini dans (1.1.3) un homomorphisme canonique, fonc-
toriel en P,Q et G :
(2.2.1) Biext'(P,Q;6) ——> Hom(Tor, (P,Q),C)
D'autre part, si n est un entier > 0 (resp, si 4 est un nombre premier)
alors 1'homomorphisme GE,Q de (2.1.1) (resp. 1'homomorphisme Q;?é de
(2.1.13.2)) donne un homomorphisme

Hom(Torl(P,Q),G) — Ham(nP e Q5 G)
(resp. un homomorphisme

Hom(Torl(P,Q),G) —_ HUm(TL{P}GEL(Q}, TLﬂG)} 5 118

Ces derniers homomorphismes sont également fonctoriels en P,Q,G. Les

composant avec (2,2.1), on en déduit des homomorphismes canoniques,

fonctoriels en P,Q,G :

(2.2.2) ¢ = ¢p g ¢ Biext'(2,Q;6) —> Hom( P9 Q, O
(2.2.3) cp“')= @E,’:é: Biextl(P,Q;G) — Hcrm(T{’(P)'XT_L(Q), TL(GJ)
Pour

(2.2.4) g € Biexti(P,Q;G) :
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on désigne par ¢% (resp. ¢{E)) son image par (2.2.2) (resp., (2.2.3))

2. 3455 ﬂg i P® Q—————> G (ou G, au choix) B
> n n n

e :
(2.2.6) g TL(P) @T1,(Q — Tt(G)

2,2.7. Evidemment la connaissance de acg) équivaut 2 celle des w{g)

v : .
pour tout n de la forme 4  , avec v 2 0, et pour n fixé&, la connaissance

de m(g) équivaut & celle de 1" homomorph isme

(2.2.8) Tor,(P,Q) —>¢

image de § par (2.2.1), sur 1'image de ¢© . : B® Q —> Tor (P,Q;C).
P,Q TR —

On notera que lorsque P=nP et Q@=nQ, alors 1'image précédente est égale

a TorlfP,Q), comme il résulte aisément de 1la considération de la suite

exacte (1,3,5) et de la suite exacte analogue pour Q ; d'autre part,

si P et Q sont divisibles i.e. si nP=P,n0=Q pour tout entier n > Q,

2lors on vérifie aisément que TorI(P,Q) est de torsion i.e,

TorI(P,Q) = lim TorlfP,Q}, de sorte que dans ce cas la connaissance

des @2 pour tout n équivaut & celle de (2,2,8), tandis que la connais=-
sance de m(g), Pour un nombre premier donné, équivaut 3 celle de la
restriction de (2.2.8) 2 1a composante 4-primaire de Tor l(P,Q). Nous
allons expliciter maintenant les propriétés de symétrie des accouplements
(2.2.4), (2.2.6) associés aux biextensions. Notons d'abord qu'on a un

diagramme commutatif
BiextliP,Q;G) _ Biextl(Q,P;G)
(2.2.9)

Hom(TorlfP,Q),G)"*L‘» chu(Torl(Q,P),G) ;
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o les fléches horizontales sont les fledches de symétrie (la premidre
de ces fl2ches étant définie dans VII 2,7 ), et les flaéches verticales
sont (2.2.1). Cette commutativité résulte en effet de la commutativité
des deux carrés composants du diagramme plus complet

i~

BiextltP,Q;G) Biextl(Q,P;G)

! |

1 L 1 1
(2.2.10) Ext (BE2Q,G) - Ext (Q8P,G)
Hom(Tor, (P,Q),6) —————> Hom(Tor, (Q,P),G)

olt la premigre fléche verticale de chague colonne est 1'isomorphisme
canonique de VII 3.6.5 , et la deuxi2me fl2che est 1'homomorphisme
évident, La commutativité du deuxi2me carré de (Z.2,10) est triviale,
compte tenu que l'isomorphisme de symétrie g%q s &%P induit par
définition 1'isomorphisme de symétrie 2251(P=Q) ;L_Iggl(Q,P), et que
pour un complexe variable L. , 1'homomorphisme canonique

Extl(L.,G) = Hom(Hi(L.),G) est fonctoriel en L. . Quant & la com-
mutativité du premier carré de (2,2.10), elle résulte de 1l'explicitation
simultanée des isomorphismes de symétrie et des isomorphismes verticaux
définis dans VII 3. 6.5 , et nous laissons le détail de la vérification
au lecteur ; on utilisera le fait que 1'isomorphisme de symétrie

L,(P)BL.(Q) = L.{Q)EL.(P) induit en degré 1 1'isomorphisme

LO(P)SL,L(Q) + Ll(Pmo(Q) - LO(QJ®L1(P) + LI(Q)*'&’LUCP)

qui est donné sur les sommandes correspondants par 1'isomorphisme de
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symétrie ordinaire des modules non gradués sous-jacents (donc sans
intervention d'un signe).

Compte tenu de la commutativité de (2,2.9), l'anticommutativite
de (2,1.10,1) se traduit, en termes des qP ou des m({), par la relation

suivante

Proposition 2.2,11, On a anticommutativité dans les diagrammes suivants

piextI{P,Q;G) —_— Biextl(Q,P;GJ
CELE i) @p 0 l _ l mg 5
Hom(nP ® _Q,6) —=—=> Hom(_Q @ of » 6) 5
Biext]'(P,Q;G) _ = BiextIKQ,P;G)
e o | e

Hom(TL(PMWIL(Q),Tt(G);zi Hom{TL(QyﬂTL(P),TL(G)) "

o les fléches horizontales sont les flaches de symétrie,

Signalons le corollaire important

Corollaire 2,2,12. Supposons P=Q, et supposons que € soit la classe

d'une biextension symétrique (resp. antisymétrique) de (P,Q) par G,

i.e. gqu'on ait sg = € (resp. sg = -£), o Sg désigne 1'image de E

ar symétrie. Alors les applications bilinéaires e (sur BX_F) et
par g\Bur ec

o)

£ (sur T&{P)xTé(P)) sont antisymétriques (resp. symétriques),

245



- 24 - VIII

Remarque 2,2.13., Supposons E symétrique. Si n (resp. 4) est impair, alors
il résulte de 2.2.12 que mg (resp. ${é)}est méme une forme alternée,
Cette conclusion n'est pas valable en général sans la restriction n

resp. 4 impair, comme on voit déja dans le cas ol P est le groupe or-
dinaire Z/2%Z , et G = Z /2Z . Supposons cependant que l'on ait 2P = P,
(ce qui est le cas en particulier si P est un schéma abélien, en travail-
lant comme d'habitude avec la topologie fppf ou fpqc), alors il est
encore vrai que les formes précédentes sont alternées. Il suffit de voir
que qﬁv(x,x) = 0, or, comme 2P=P, on peut supposer que l'élément donné

x EZVP (S) est de la forme 2y, avec y € 2v+1P{S)‘ et on a alors

2v 2v+1 2v+1
p (x,x) =2 @ (y,¥) = 0, puisque @ est antisymétrique,

2.3. Lien avec la "dualité de Cartier". La description donnée dans 2.2

des accouplements définis par une biextemsion, via le théor2me d'isomor—
phisme VII 3.6.5et 1'homomorphisme (2,2.1), n'est évidemment pas la
définition qui avait &été utilisée précédemment dans le cas des schémas
abéliens (2 un moment ol la notion méme de biextension n'existait pas
encorel). Celle-ci procgde wvia la dualité de Cartier, et nous allons
donner maintenant la relation avec cette dernigre,

Reprenons 1'homomorphisme
(2.3.1) Biextl(P,Q;G) S— Hom(P,Extl(Q,G)}

provenant de la suite exacte (1.4), qui est d'ailleurs un isomorphisme

dans le cas oa l'on a

(2.3.2) Hom(Q,G) = O .
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condition vérifife en particulier lorsque Q est un schéma abélien sur

un schéma S, er G est le groupe multiplicatif Em (VII1.3.8 )., On a d'autre
. " 1

part un homomorphisme évident "restriction & n Q", Ext (Q,G) = Extl(nQ,G),

d'ol un homomorphisme composé

(2.3.4) Hom(P,Ext'(Q,6)) — Hom(P,Ext}(nQ,q)) —> Hom( P, Ext!(nQ,6))
ot la deuxidme flache est 1'homomorphisme de restriction 2 nP . Composant

avec (2,3,1), on trouve un homomorphisme
. 1 1
{2.3.5) Biext (P,Q;G) — Hom( P, Ext (nQ,G))

D'autre part, la suite exacte

(2.3.86) o Q Q@ —> nQ —= 0

donne lieu 2 une sufte exacte des Extl(-,c). d'oli une suite exacte courte
(2.3.7) 0 — Hom(Q,6) | —> Hom( 0,6) 2> Ext'nQ,0) —> 0

od E désigne, comme d'habitude, E/nE . On en retiendra 1'homomorphisme

canonique surjectif

(2,3.8) Hom(nQ,G) —32 5 Extl(nQ,G) .

qui est d'ailleurs un isomorpiiisme si HOm{Q,G)n = 0, a fortiori si on

a (2.3.2). pe (2,3,8) on déduit un homomorphisme
s 1
(2.3.9) Hom( P,Hom( _Q,G)) = Hom( P& Q,6) —> Hom( P, Ext™(nQ,c)) ,

qui est un isomorphisme si on a (2.3.2).
Tous les homomorphismes envisagés sont fonctoriels en P,Q,G.
-

Les homomorphismes (2,2,5), {2.3.9) e¢ (2.2.2) donnent lieu

& un diagramme
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BiextI{P,Q;G)

(2.3.10) / _ \2.3.5)

acm(nP@nQ,G) £2.3.9)5 Hom(nP, Extl(nQnG)} ;

ol la fl2che horizontale (2.3.9) est un isomorphisme si on a (2,3,2),

Proposition 2.3.11, Le diagramme (2.3.10) est anticommutatif.

Dans le cas ol Hom(Q,G) = 0, cet énoncé redonne donc une
caractérisation de 1'homomorphisme ¢F de (2.2.2) en termes des homomor-
phismes (2.3.5) et (2.3.9), qui est celle utilisée précédemment en

théorie des schémas abéliens (ofi d'ailleurs on a2 nQ = Q),

Démonstration de 2.5.11 (#). Soient & un é&lément de BiextlfP,Q;G),

¢g ¥ nP@ﬂQ —> G l'accouplement associé, et ug : nP e ExtI{nQ,G)
1'homomorphisme image de £ par (2.3.5). I1 faut prouver que-ug se
déduit de Pe par la flache (2.3.9), i.e. que c'est le composé

. -
(%) P — Hom( Q,6) —2:3:8) 5 £.l(ng,0) )
n ——g r——

Pour prouver ceci, on peut supposer donnée une section x de nP et prouver
que son image -ug est égale a son image par le composé (¥). (Ceei nous
permettrait, si nous ledfsirions, de nous ramener au cas o P = (Z/nZ Lr,
mais cette réduction ne nous Sera pas nécessaire.)

a) Choisissons des résolutions plates L, et M. ,

Qi m—g L, e L0 — 0

—_— —
1 B My S —5

de P et Q respectivement, une résoclution plate de P (par exemple) é&tant

(¥) Pour une démonstration plus élégante, cf 2.3,19 ci-dessous.
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obtenue en écrivant P comme quotient &'un Z.T—H;:dule plat La, et en dési-
gnant par L, le noyau de L, — P (qui est plat, car sans torsion), On
en déduit un complexe L,EM,

43 4

: BM —— —
[ e LI%I — L}.@Mo + LO Ml Lo®H0 o} -

dont le faisceau H, nous servira de Torl(P,Q). Désignons par Lé resp. Mé
le sous-faisceau de Lo Tesp, Ho image inverse de nP resp. nQ , de sorte

que le complexe 0 —> L —> L, —> 0 (resp. le complexe

1
0 — Hl —_— Hg — 0) est une résolution plate de P (resp. de nQ).

On peut alors expliciter 1'homomorphisme
g B Qi 'rarliP,QJ = gI(L.e»M.)
par passage au quotient & partir de 1'homomorphisme
' ]
Ll ® M} —> H (L.8M.)
donné par
x ®y_ +F—> classe du l-cycle [nxo}3 Yo = X @ [nyo] 3

ol les crochets [ ] indiquent que 1'élément envisagé est considéré comme

section du sous-faisceau Ll de Lo Tresp. Hl de !% . L'explicitation pré-

cédente résulte en effet du calcul fait dans la démonstration de 2,1,10.
b) Prenons une résolution injective

o
o pg® el R

L
de G, et identifions Biextl(P,Q;G) a Extlfpen,c) = Hi(nom'(l_.@:-{.,(:'):l.
Donc 1'élément & peut s'interpréter comme un couple f.,f d'homomorphismes,
1’"o P

donnant lieu 2 un diagramme anticommutatif
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d
——-.._l_}
LIEH + L EEH L 8M
(2.3.12) £ _ £
o a? = 1

c
Par définition, 1'accouplement
qt : P® Q —— g
n n
se déduit alors par passage au qootient de 1'homomorphisme
@ : L'éM! —— ¢
o o
donné par
= 1
(2.3.13) q(xo ® yo} 'fI([nxoj ®y, - x, ® fnyol)e G = Ker{C™ — C")

Nous pouvons supposer que la section donnée x de oF se reléve en une
section x de Lé (car 1'assertion (2.3.11) est locale sur T), et la
formule précédente, on ¥, est considéré comme variable, définit donc

un homomorphisme

T . 1 i -
(2.3.14) @ : M —GC , i, = fl(Lnxo}®y0 xa@fnyoj) N
qui passe au quotient pour nous donner 1'homomorphisme

nq —s G 4 V — q‘.‘.g(x,y}

associé a mg et & x

c) I1 faut prendre 1'image de cet homomorphisme par 1'opérateur
S de (2.3.7), associé 2 la suite exacte (2.3.6). Or nQ =< Q!nQ est évidem-
ment aussi isomorphe a HOIH; , de sorte qu'on a un homomorphisme de suites

exactes
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ol la derni2re flache wverticale est un isomorphisme. Ceci montre que
section cherchée de Extl(nQ,G} peut aussi &tre calculéecomme 1'image

@' (2.3.14) par 1'opérateur cobord

Hom(M',G) - Extl(M /M',G) s

——— [} — o o
ou encore la section du deuxiZme membre défini par 1'élément du.Extl
global image de ' par 1'opérateur cobord

Hom(M! ,G) — Exc' (M /M!,G) .

La construction habituelle de 1'opérateur cobord neus donne alors la

recette suivante : on prolonge le composé (2.3.13)
M e 0

en un homomorphisme
¥y: M —» ¢ 3

ce qui est possible puisque C° est injectif, et on considere 1'unique
homomorphisme

. ' 1
(2.3.15) A Hof!io'———l"c

rendant commutatif le diagramme
o

e

0 G > ¢ —» ¢ y

0 — M ‘——)Mo——'?Me/H'——-?O
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I1 est clair que (2.3,15) est & valeurs dans les l-cocycles, i.e. est un
l-cocycle, et que ce dernier représente 1'élément cherché de

1 _ 1 i
Ext (nQ,G) = Ext (MOIMD,G)

d) Il reste a expliciter la section de §_x_l:1(nQ,G} déduite de
E et de x grfce 2 la fl2ache (2.3.5) du diagramme (2.3.10). Pour ceci,
nous pouvons ignorer le fait que la section x de P est annulée par n,
et on trouve la description suivante, en termes de relédvement choisi
X de x en une section de Lo : cette derniére définit un homomorphisme

d'augmentation
u: M — L.8M. 3 Yo == KDQ'S)'O > ¥q — xOSyl 3
et la section de Ext}'(Q,G) déduite de (2.3.1) est celle qui se déduit

de 1'élément E de Ext:l(L.GM. +G) en composant avec 1'homomorphisme précé-

dent, donc est donné par 1'homomorphisme de degré 1

d
Q — 111 —-'—5"1 M —=0
o
¥ s fl(xo%y't - Yo = fl(xo@o)
o
o ok Co d Cl. .

Pour prendre la restriction de cette classe a nQ& — @, utilisons

1'isomorphisme nQ — HD/H;} , qui fournit une résolution plate

0 M' M o
Q [=)

de nQ, l'inclusion nQ &—— @ &tant remontée en un homomorphisme de

résolutions

0 M M > 0
P = | ! _
yo +> [oyl] l + l ¥ ny
o > M M o
47
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Par composition, on veit donc que la section cherchée de Extl(nQ,G)
est associée a 1'élément de ExtI(nQ,G) représenté par 1'homomorphisme

de complexes de degré 1

dl
]
0 P% ?% (o]
ol -
o &° ct o ,
avec
gl(yé) = fl(xdﬁfnyéjJ s go(yo) = nfo{xog v,) =

e) Utilisant maintenant le fait que X est une section de oF>
montrons que 1'élément précédent de Extl(nQ,G) est opposé de celui
défini par (2.3.15). Pour ceci, notons que pour tout homomorphisme

his M —=c®
1'élément du Extl envisagé dans d) ne change pas si on change 818,
respectivement en
| - + hd ' = - doh
8 & 1 > &g &
Or on dispose d'un homomorphisme Vo S c® construit dans c¢), qui

par définition satisfait la condition
ke L] = L 1
k(yo) fl([nxo} 9y0 xoﬁ[nyo])
pour yé section de P%, ce qui s'écrit encore
' = ' - 3 ' i 1 -
Eltxég[“yo]) ( gl(yo)) fl([nxojgyo ) ﬂ(yo) ;

définissons donc h : M — c° par
[=]
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h(y ) = -fl([nxo] @y, + ¥ly) ;
donc par comnstruction on aura
o 1 i o r - DI
g =0, gl(y) nf _(x 8y ) +d fliLuxo.]@ y,) - d¥ly)
o o
or on a d f1 = -f 4, done d El{LnxO]Syo} - Eo(nxaayoj. et i1 reste

l = '=..o

gl =0 , gl =-C%

de sorte que 1'élément envisagé est celui défini par 1'homomorphisme
HOIH; A g Cl déduit de - doﬂ par passage au quotient. On trouve

donc 1'opposé de 1'élément défini par (2.3.15).

Remarques 2.3.16. La démonstration précédente donne en falt une compa-
tibilité légdrement plus précise que celle indiquée dans 2.3.11, obtenue
en choisissant une section x de n?' Cette section définit alors un
homomorphisme y P—¢~¢%(x,y) de Q dans G, d'ol par 1'homomorphisme
cobord relatif a (2.3.6) un élément de Extl(nQ,G}. D'autre part,
oubliant que x est annulé par n, on considére 1'homomorphisme ET —> P
défini par X, d'ol: par image inverse une biextension de (E‘I’Q} par G,
dont la classe peut s'interpréter comme un é€lément de Extl(Q,G), et
induit donc un élément de Extl(nQ,G). Ceci posé, les deux &€léments

obtenus dans Extl(nQ,G) sont opposés.

2.3.17. Profitons de 1'explicitation en termes de cocycles de 1'accou-
plement ¢E z nP ® nQ —> G, donnée dans (2.3.12), pour donner une
autre expression de cet accouplement. Supposons d'abord que la biex-

tension E de classe E admette une section s sur PxQ . Prenons, comme
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dans VII 3.8.13, comme résolution plate de P celle donnée par L =Z Lrl, L,
étant le noyau de 1'homomorphisme canonigue Z [P} —> P, et définissons

de méme M, . Alors il existe une unique trivialisation de biextension

de 1'image inverse de E sur (LO,ME}, dont la restriction a P Q soit

donnée par s, appelons la encore s (cf, VII 3.8.2). En vertu de VII 3.8.12,

la classe de § dans Extl(g%Q,G) est donnéc psrle coeycle de composantes

(f,8), caractérisées par
s{xl,yo} = f(xrgyo)esquyc) ) s{xo,yl) = g(KOByl)eEKP{xG) g

Si alors x , y sont des sections de nP et nQ , on les remonte en les
sections correspondantes x, = [x], Yo = [v] de L, et M, et on applique

la formule (2.3,13), qui nous donne, posant z = s{x,y) :

(2.3.18) ¢E(x,y) = nzfeEfQ(y) - z%a (x) -

E/P
ot 1l'exposant n a gauche resp. & droite de z indique la puissance n.i2me
pour la structure multiplicative gauche resp. droite sur E, de sorte
qu'on trouve une section de E au-dessus de (0,¥) resn. (%,0) ; la signi-
fication du "quotient" d'un tel élément par eE/Q(y) Tesp. &EIP(X} est
claire,

Notons maintenant que la formule précédente (2.3.18) garde
un sens, dés que 2z est une section globale de E qui reléve les sections
x,y de nP,nQ . Je dis que la formule (2,3,18) est valable pour toute
telle section, sans supposer qu'il existe une secticn de E su- PxQ.
Comme la section (x,y) de PxQ se reldve en tous cas localement en une
section de E (puisque E —> PxQ est un €épimorphisme), ceci permet donc

de calculer q%(x,yJ dans tous les cas. Noter d'ailleurs que si on

hd
n
(]
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remplace z par une autre section z' de E relevant (x,y), on aura
z' =z + g , oi g est une section de G, et les deux termes du deuxi2me
membre de (2.3.18) correspondants 3 z' sont ceux correspondants 2 z,
augmentés de ng, de sorte que la différence est bien indépendante de z ,
ce qui nous montre que la formule (2.3,18) définit bien un homomorphisme
bien déterminé nP & nQ — G,

Reste 3 montrer que ce dermier est bienCpn. Or pour ceci on
est remené aussitdt au cas ol P=Q = (Z /nZ lr, de sorte que PXQ est
de la forme IT , o0 I = Z /nZ X Z /nZ est un ensemble fini. Dans
ce cas, le torseur E sous GPXQ (qui s'identifie 2 une famille de torseurs
Ei sous G, i € I) devient évidemment trivial localement sur T, de sorte
que nous sommes ramenés au cas ot il existe une section globale de E

sur PxQ, cas dé&ja traiceé.

2.3.19. Autre démonstration de 2,3.11 (de DELIGHNE),

a) Réduction 3 P = Z /nZ , et &4 T = (Ens)

b) Soit 8 la fldche suivante de nQ dans nQ[l] 8

nQ -<mor— L@ Q] Q1] .

Le diagramme suivant est anticommutatif

nQ[o] - (o -2

> Q]

En effec, les fléches
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[, @ ——a] B s S [ Q=i G
sont opposées
o n et 1 0| grace 2 H : 1
W
e —— q] @ ———>q] ¢ ——= qJ

c) 2.,3,10 est le diagramme 1 s
H 'RHom(Z % Q,G)
+
KIRHcmCRInZ% Q,6) —= HIRHqu'Z/nZ » RHom(Q,G))
J ! Ext’(Q,6)

Hom(Tor, Z/nZ ,Q) ,G){- ?jBom( /nZ ,Ext'(Q,G))

! !

Hom(_Q,G) > Ext(nQ,G)

et
L n
cl) Z/nZ® Q ~ [Q —= @], et, modulo cet isomorphisme, la l&re fliche

composée verticale est induite par

Q1] —> [q Ql ;

c 2) 1la Eéme fl2che horizontale est transposée de la fldche 3 indiquée

plus haut dans b);

c 3) si on parcourt le diagramme par 1' /“Q ; il est clair qu'on
tombe sur la flache induite par nQ[o] ——= [q — QJl. D'or 1a con-

clusion 2,311,
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2.4, Soit
f: T —>T

un morphisme de topos., Alors on a un homomorphisme canonique (VII 2.8)
Biext:l(P,Q;G} — Biextl(P',Q';G') i

ot les ' dénotent les Groupes images inverses. Comme, pour tout Groupe

commutatif E de T, on a évidemment un isomorphisme canonigque
1 i — 1
(LE) 2B

les homomorphismes (2,2.2) sur T et sur T' permettent de définir un

diagramme canonique

BiextI(P,Q;G} — Biextl(?',Q';G')

(2.4,1) c,ag Q .
4 FLQ

Hom(_P® Q,6) ——> Hom( P'® Q',G') :
De méme, les homomorphismes (2.2.3) donnent naissance 2 un diagramme
analogue en termes des T; . Ceci posé, je dis que les diagrammes
envisagés sont commutatifs, La vérification est essentiellement
triviale en termes des définitions, et laissée au lecteur. On notera
d'ailleurs,plus généralement, que tous les homomorphismes canoniques
envisagés dans le présent numéro et le précé&dent sont compatibles

au changement de topos, dans un sens évident, Nous utiliserons par

la suite sans autre mention les compatibilités de cette nature.
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3. Biextensions de schémas en groupes (P,Q) par gﬁ : généralités

Dans le présent numéro, nous fixons un schéma de base S, et,

comme annoncé au n° 0, nous travaillons dans le topos fppf de S.

3.1. Pour mémoire, rappelons d'zbord 1'exemple le plus important d'un
groupe Biextl(P,Q;Qm) ¢ celui ol P et Q sont deux schémas abéliens sur
S, et ol le groupe Biextl s'interpréte comme le groupe des correspon-
dances divisorielles sur (P,Q) (VII 2.9.4). Les accouplements l-adiques
du numéro précédent sont alors les accouplements bien connus [1] dans

la théorie des schémas abéliens.

3.2, Plus généralement, supposons seulement Q un schéma abélien, alors
il est bien connu (VII 1,3.8) qu'on a

(3.2.1) Hom(Q,6 ) =0

donc (1.4) on a un isomorphisme canonique

(3.2.2) Biextl(P,Q;Em) = Hom(P,Q*) i
ofi

1
(3.2.3) Q* = Ext (Q,G )

est le schéma abélien dual de Q. (Pour la représentabilité de Q¥, due

a M. RAYNAUD dans le eas général, cf, [1].)

Lorsque P est également un sSchéma abélien, on a, de fagon

symétrique 2 (3.2.2), un isomorphisme canonique

. =
(3.2.4) Biext (P,Q,Em) Hom(Q, P¥) &

%
(]
.
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Ainsi la donnée d'une biextension § de (P,Q) par G peut s'interpréter,

indi fféremment, par la donnée d'un homomorphisme
u: P——7>3 Q¥
ou d'un homomorphisme

vi:Q—Pp* .
D'ailleurs, on sait qu'un homomorphisme de schémas abéliens w-: A —> B
est un isomorphisme si et seulement si pour tout entier m > 0O, 1'homo-
morphisme induit v nﬂ.———i nB est un isomorphisme. Or dans le cas

de u et de v ci-dessus, n? ? “P —_— nQ* s'identifie 2 1'homomorphisme
g D(nQ) défini par 1'accouplement q% P PXQ—> G (cf. 2.3.11 ),

tandis que v : nQ ——*—nP* e'identifie 2 1'homomorphisme o D(n?)
défini par 1l'accouplement $E : nP % HQ'"—? gm_. Or on a mg = - tg {2.1.10),
donc au signe LU et LV sont transposés 1l'un de 1'autre. Tenant compte

du fait bien connu que les nP et les nQ sont finis et localement libres

sur 5, donc satisfont 3 1z duzlité de Cartier, on trouve donc que oY

est un isomorphisme si et seulement si nv est un isomorphisme, donc

que u est un isomorphisme si et seulement si v est un isomorphisme.

Une fagon équivalente (un peu moins symétrique) d'énoncer ce rtésultat

est la suivante : considérons la biextension canonique (biextension

de Weil) de (P,P*) par G (correspondante & v : P¥ —> P¥ 1'identité),

alors 1'homomorphisme canonique correspondant u : P —> P¥* ast un

iscmoEEhisme. C'est le théordme de bidualité de BARSOTTI et CARTIER,
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3.3. Nous passons au cas oi Q est fini localement libre sur S, ou
est un schéma de type multiplicatif sur S. Le lemme-clef dans ce cas

est le résultat (bien connu) suivant :

Proposition 3.3,1. Soit Q un schéma en groupes commutatifs sur §, et

supposons que Q soit fini localement libre sur S, ou que Q soit de

type fini et de type multiplicatif sur S (SGA 3 IX). Alors on a

1
Ext (Q’Em) =0 .

Démonstration., Distinguons les deux cas envisagés,

a) Q est fini localement libre sur S, Il faut prouver que
toute extension E de Q par Qm splitte localement pour la topologie fppf.
On peut supposer évidemment S affine ;3 11 existe alors un entier n > 0
tel qu'on ait nQ = 0 (SGA 3 IX 6.1). D'awtre part, on sait que n.id est

un épimorphisme dans &, pour fppf, dene la suite exacte "de Kummer"

0—=q4 —>¢ B¢ —> 0
n =1 -m

donne naissance 2 une suite exacte des Extx(Q, - ), qui nous donne un

e n n ’_ﬂl ,_III v

la dernire é&galité provenant du fait que 1la multiplication par n étant
nulle dans Q, est également nulle dans ExtI(Q,EmJ. Cela montre que

l'extension E provient d'une extension F de Q par M, 3 F est représen-~
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table par un schéma fini localement libre sur S (théorie de la descente
fpgc, SGA 1 VII). A cause des propriétés connues de la dualité de

Cartier des groupes finis localement libres (SGA 3 VII 3), le dual

D{(F) = M(F’Em) est une extension de D(pn) par D(Q), (I1 faut voir

que si A — B est un monomorphisme de groupes commutatifs finis loca-
lement libres sur S, alors D(B) — D(A) est un morphisme fidélement
plat. Comme D(B) et D(A) sont également finis localement libres sur

S, le crit2re de fidele platitude par fibres s'applique et nous raméne

au cas ol S est le spectre d'un corps k. Dans ce cas, notre assertion
signifie simplement que 1'homomorphisme sur les anneaux affines

k(D(A)) —> k(D{(B)) est injectif (SGA 3 VIg 11.14), or cet homomorphisme
est transposé de 1'homomorphisme k(B) —> k(A), qui est surjectif puisque
A —> B est une immersion fermée (SGA 3 Vig 1.4.2). Donc

k(D(A)) — k(D(B)) est bien injectif, ecqfd,) Or 1l'inclusion K, =S,
s'identifie 2 une section de D(,ﬂ_].n) = H;cm(pn,gm), et tout revient 2
prouver que cette inclusion se prolonge, localement fppf sur S, en un
homomorphisme F —}gm, i.e, que la section envisagée de D(pn} se

rel2ve localement fppf en une section de D(F), Or ceci est clair,

puisque D(F) —= D(p.n) est fidadlement plat et de présentation finie,

b) En vertu de (SGA 3 X 4.5), quitte 2 se localiser sur S
pour la topologie &tale, on peut supposer que Q est diagonalisable, i.e.
de la forme D(M), ol M est un Z-module de type fini. Scit T le sous-module

de torsion de M, et L = M/T le quotient, qui est isomorphisme 2 #x
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Alors la suite exacte 0 —> T —> M —> L — 0 donne une suite exacte
0 — D(L) — p(M) —= D(L) —> 0 (SGA 3 IX 3.1), donc on est ramené
a4 prouver séparément que le EEEI de D(L) et de D(T) avec G, est nul,

Le cas de D(T) est justiciable de a), le cas de D(L) se raméne 2 celui

o L = Z , de sorte qu'on est réduit & vérifier que l'on a

Extl(G G ) =0 3
- Tm —m

i.e. que toute extension E de gm par Em est localement triviale fppf.

Or une telle extension est représentable par un schéma en groupes

affine et plat sur S (théorie de la descente fpgc SGA 1 VII), dont

les fibres sont des tores, c'est donc un tore (SCA 3 X 4,9 et ¥,

En vertu de SGA3 X4.5, on peut supposer que E est un tore trivial

D(R) = sz. De plus, quitte 3 se localiser au sens de Zariski, on

peut supposer que le monomorphisme E%uc_’; E = D(R) provient d'un mor-
phisme constant R —= Z o (8GA 3 VIII 1.4), et celui-ci est nécessai-
rement un épimorphisme (SGA 3 VIITI 3.2 b)). Choisissant un r € R au-dessus
de 1'&lément 1 de Z , on trouve donc un homomorphisme E ——}.Qm qui

scinde 1'extension E, ce qui prouve 1l'assertion voulue.

Lorollaire 3.3.2, Soit Q comme dans 3.3.1, Alors on a, pour tout P,

un isomorphisme canonique

(3.3.2.1) Biextl(P,Q;Qm) <=— Ext’(p,D(Q)) ,

(=3

ot D(Q) désipne le dual de Cartier Hom(Q,gm) de Q. Plus précisément,

le foncteur canonique (1.1.6) est une €quivalence de la catégorie des

extensions de P par D(Q) avec la catégorie des biextensions de (P,Q)

par gm §

5]
un
(=)
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C'est en effet un cas particulier de 1.5, compte tenu de 3.3.1.

Remarques 3.3.3. Sous les conditions de 3.3.1 , D(Q) est représentable
par un schéma en groupes séparé, localement de présentation finie et
localement quasi-fini sur S. Plus précisément, si Q est fini localement
libre sur S, il en est de mfme de D(Q) comme il est bien connu

(5GA 3 VII 3), et si Q est de type multiplicatif, alors D{(Q) est un

"egroupe constant tordu 3 engendrement fini" (SGA 3 X 5.1), comme il

a 6té vu dans (SGA 3 IX 4,5 et X 5.7). Si P est un schéma en groupes,
toute extension de P par D(Q) est donc représentable, d'apras un lemme

connu de la théorie de la descente fpgc (SGA 3 X 5.4).

3.3.4 11 est faux que pour tout schéma en groupes Q affine, plat

et de présentation finie sur S, on ait Extl(Q,Qm) = 0, déja pour Q = Ea
S
S = Spcc kEt]ﬁ(fz), k 4#tant un corps de car. p > 0 .

Proposition 3.4, Soient P un schéma en groupes lisse de présentation

finie sur 5 et 3 fibres connexes, Q un tore sur 5. Alors la catégorie

des biextensions de (P,Q) par gm est équivalente 3 la catégorie ponc-
tuelle, i.e. on a

: o 1
(3.4.1) Biext (P,Q;§m> = Biext (P,Q; G)=0

Soit en effet M = D(Q), qui est un groupe constant tordu sur
S a fibres isomorphes a des Z " (3.3.3). En vertu de 3.3.2, la catégorie
envisagée est équivalente & celle des extensions de P par M. Cette

catégorie est rigide, i.e, le groupe des autcmorphismes d'un objet
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est réduit au groupe unité, ce qui exprime la premi2re relation (3.4.1),
qui s'écrit également Hom(P,M) = 0. Or cette relation résulte aussitdt
du fait que M est é&tale sur S et P & fibres connexes, Il reste donc 3

prouver la relation

Exctl(B,M) =0 ,

i.e. que tcute extension E de P par M est triviale, Utilisant 1'unicité

d'un scindage de cette extension (s'il en existe), on est ramené & prouver

b o
g ?

que E est localement triviale, ce qui nous raméne au cas ol M = Z
et méme au cas ou M = E:S . Lorsque § est le spectre d'un corps, la
conclusion résulte de 5.5 (i) ci-dessous, (NB nous n'utiliserons pas

3.4 avant IX 6, et en particulier il n'y aura pas de cercle vicieux 1),
Montrons maintenant comment réduire le cas général 2 ce cas particulier,
Notons qu'il suffit de trouver une section f de P sur P telle que £(0) = 0,
car une telle section sera nécessairement multiplicative, i.e. satisfera
flx+y)-£(x)-£(y) = 0 : en effer, le premier membre de cette relation
désigne un morphisme PX P -—4*235 qui est nul sur la section nulle de

PX.P , donc est nulle puisque PxSP est 3 fibres connexes (P étant 2

fibres géométrigues connexes), La conclusion voulue résulte alors du

Lemme 3.4.2, Soient S un schéma, P un S-schéma lisse de présentation

finie, & fibres géométriques connexes, Z un groupe, E un Z?-torseur

(pour la topologie fppf, la topologie &tale ou la topologie fpqc, cela

revient au méme, cf, SGA 3 X 5.4 ...), e une section de P sur 5, e'

une section de E sur S gu-dessus de e (i.e. une section de e (E) sur 5).
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Pour que E soit trivial, il (faut et i1) suffit que pour tout s € s, le

torseur induit E_de P_ le soit, et alors il existe une unique section

f de E sur P telle que foe = e' ,

L'unicité d'une telle section est claire, car deux telles
sections £ , g "différent" par un morphisme h : P — ZS tel que hoe = 1,
et un tel morphisme est constant de valeur 1 puisque P est & fibres
connexes, D'ailleurs, s'il existe une section f de E sur P, on peut
toujours la corriger par un morphisme P — ZS (provenant d'un morphisme

z

s

5 —> Zs) pour obtenir une section f' telle que f'ece = &' : il
suffit de choisir z tel que f(e(t)) = e'(t)z(t). Appliquant cette
dernidre observation aux fibres au-dessus des s € 5, on trouve pour
tout point s € S une section bien déterminée fs de Es sur Ps’ trans-
formant es en E; . Tout revient 2 prouver que ces fs proviennent d'une
section f de E sur P, ou ce qui revient au méme (EGA IV 17.9.3), que
l'ensemble U © E réunion des fs(Ps} est une partie ouverte de E.
Supposons d'abord S5 noethérien ; alors on vérifie facilement que U

est constructible, en utilisant le fait que pour tout s € S, il existe
un voisinage ouvert T' de s dans T = adhérence de s muni de la structure
induite réduite, et une section de ET' sur PT' prolongeant fs et compa-
tible avec les sections marquées e et e' (comme il résulte trivialement
de EGA 1V 8.8.2), En vertu du critére EGA IV 1.10.1, il reste alors 2
prouver que U est stable par générisation. Pour ceci, on est ramené,
par la méthode habituelle utilisant EGA II 7.1.9, au cas ot S est le

spectre d'un anneau de valuation discrate. Corme P est lisse sur S,
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P est donc régulier donc normal, et comme il est a fibres connexes, il

est connexe, Msis azlors la section donnée de E au-dessus de la fibre géné-
rique de P sur S se prolonge de fagon unique en une section f de E sur

P (EGA IV 18.10.19 et 18.10.20), évidemment compatible avec e et e',

Donc dans ce cas U = f(P) est ouvert, Cela prouve 3,4 dans le cas on

S est noethérien. Le cas général se ram2ne aisément 2 ce cas, par les
procédés habituels de passage a la limite, utilisant EGA IV 8,9, dont

nous laissons le détail au lecteur.

Remarque 3.4.3, On peut"écraser" le lemme 3.4.2 par des références

savantes, savoir (5GA 4 XV 1.15, cas n=1, et 4.1).

Corollaire 3.5, Soient P un schéma €n groupes lisse de présentation finie

sur 5, 2 fibres connexes, 0 — Q' —> Q—> Q" — 0 une suite exacte

de Groupes commutatifs sur S5, avec Q' un tore. Alors le foncteur "image

inverse de biextensions"

o
n. 4re .
(3.5.1) BIZXT(P,Q"; G ) — BIEXT(P,Q;C ).

est une équivalence de catégories, en particulier les homomorphismes

naturels suivants sont des isomorphismes

i . - i
(3.5.2) Biext (P,Q"; € ) —=> Biext'(2,q; &) , i=o0,1

En effet, BIEXT{P,Q”;gm) s'identifie, 2 &quivalence prés, a
la catégorie des biextensicns E de (P,Q) par Em munies d'une triviali-
sation de la biextension induite E' de (P,Q") par gm (Vi1 3.7.6 ). or
pour une biextension donnée, il Y a en vertu de 3.4 exactement une

trivialisation de E', Bien entendu, on peut également prouver le fait
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que Biexti(P.Q";Qm) —> Biextl(P,Q;gm} est un isomorphisme pour i = 0,1
(qui équivaut 2 la conclusion de 3.5) en utilisant la suite exacte

(VII 3.7.5 ) des Biexti associée 3 la suite exacte 0 —> Q' —> Q@ = ' =0

Remarque 3,6. Bien entendu, 1'énoncé symétrique déduit de 2.5, obtenu
en échangeant la gauche et la droite, est également valable, et se
déduit d'ailleurs formellement de 3,5 par l'opération de passage aux
biextensions symétriques (VII 2.7 ). Lorsqu'on suppose, en plus des
données et hypotheses de 3.5, qu'on a les données et hypothises symé-
triques, i.e., Q est & fibres connexes (ou encore Q" 3 fibres connexes,
cela revient au m8me puisque Q' est a fibres connexes), et qu'on a
une suite exacte 0 —> P' —> P —>P" —= 0 avec P' un tore, alors
l'application successive de 3.5, et de 1'&noncé symétrique appliqué

4 la précédente suite exacte et 2 Q" , montrent que le foncteur
(3.6.1) BIEXT(P",Q"; G ) —> BIEXT(P,Q;G )

est une équivalence de catégories, et en particulier 1'homomorphisme

suivant est un isomorphisme

(3.6.2) Biext (P",Q";C ) —=> Biextl(P,Q;G ) i 1 o=u0y 1
=m =m

Proposition 3.7. Soient A un schéma abélien sur S, T un schéma en groupes

de type multiplicatif (SGA 3 IX) et de type fini sur §, gﬁﬁom(Ttgj)

le dual de Cartier de T (qui est un groupe constant tordu 3 enmpendre-

ment fini sur § (3.3.3)). Alors les catégories EXT(A,T) et BIEXT(A,; Em)’

formées respectivement des extensions commutatives de A par T et des

biextensions de (A,ﬁ] par G, sont rigides, et canoniguement €quivalentes,
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et les proupes des classes d'objets de ces catégories sont canonigquement

¢

isomorphes 3 Hom(M, A®), otr A®* = Ext

a,gm) est le schéma abélien dual

de A (3.2). En particulier, on a un isomorphisme canonique

(3.,7.1) Extl{a,'_r) —=—> Hom(M, A%¥) ;

C'est en effet le cas particulier de 1.6 obtenu en faisant
P=A Q=M; en vertu du théordme de bidualité (SGA 3 X 5.7), on a
bien T = Eom(H,Em), et il suffit de vérifier les conditions (1,6,1),

qui s'écrivent ici
Hom(A,G ) = 0 , Hom(a,Ext'(M,c)) =0

La premiére relation a &té déja été rappelée dans (3.2.1), la deuxizme

peut se préciser en
1 -
Ext " (M,G } =0 .
22E A

Pour vérifier cette derni®re, la question étant locale sur 5, on peut
supposer M constant = HS‘ et en décomposant M en somme de Z-modules
monogénes, on est ramené au cas ol M =Z, qui est trivial, et au cas
Z=2Z/nZ , qui provient du fait que G est n-divisible (ou, plus
savamment, de 3.3.1).

On notera que lorsque T = Em donc M =Z (3.7.1) se réduit

S 3
a4 1'isomorphisme identique (3,2,3). Bien entendu, la démonstration
directe de (3.7.1) serait essentiellement triviale (sans faire intervenir

1, L 1
le groupe Ext (A ® MG ) =Biext (A,M,G )).
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4. Extensions et biextensions des schémas en groupes lisses et connexes

.
SUr un cCorps

Rappelons le lemme suivant d@ 2 Rosenlicht [3 bis, Prop,3] :

Lemme 4.1. Soient k un corps, X et Y deux k-schémas de type fini,

séparables et géométriquement connexes, munis de points ey resp. ey

rationnels sur k, Alors tout morphisme XXY ——;.gm qui est trivial sur

les deux sous-schémas XxeY et exxY est trivial.

Nous n'utiliserons ce résultat que lorsque X et Y sont des
schémas en groupes sur k, auquel cas il résultera des hypotheéses faites
que X et Y sont m&€me lisses sur k, Notons que par récurrence, le résultat
4.1 implique le résultat analogue pour un nombre quelconque de facteurs,
Ceci nous permet donc d'appliquer les résultats de VII 1.3 et de VII 2.9.

On obtient aimsi les deux propositions suivantes :

Proposition 4,2, Soient P un groupe lisse et connexe sur le corps k.,

Alors le foncteur naturel de la eatéporie des extensions de Groupes de

P par Em dans la catégorie des Modules inversibles sur P rigidifiés en

l'élément neutre ey de P est pleinement fidale., Son image essentielle

est formée des Modules inversibles rigidifiés L sur P tels que 1l'on ait

TH(p) = prf(?)prs(?), ot ™ : PXP — P est la loi de composition de P,

et pry et prz sont les deux projections du produit.

Proposition 4,3, Soient P et Q deux Groupes algébriques lisses et

connexes sur le corps k., Alors le foncteur naturel de la catégorie des

biextensions de (P,Q) par Eﬁ, dans la catégorie des Modules inversibles

sur PXQ birigidifiés par rapport aux sections unités GP’EQ de P resp. Q,
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est pleinement fidele, les deux catépories envisagdes étant par ailleurs

rigides. Pour qu'nn Module inversible birigidifié I. sur PxQ provienne

d'une biextension, il faut et il suffit gue ses images inverses sur

satisfassent au "théordme du cube"

PXPXQ et PXQXQ par anid et idPxn

Q Q

([1] ou [2D).
Cette derniére condition n'est en effet que traduction des
conditions envisagées dans VII 2.9.3 b), dans 1'emxplicitation qui en est

donnée dans VII 3.5 b).

4.4. J'ignore si la condition du cube envisagée dans 4.3 est automati-
quement vérifide. On sait tout au meoins [2, IV 2.6] que pour L donné,
il existe toujours un entier n 2 1, puissance de l'exposant caractéris-
tique de k, tel que E?ﬂ satisfasse 2 la condition envisagée, donc
provienne d'une biextension de (P,Q) par Em ; €t que l'on peut toujours
trouver une extension radicielle k' de k, telle que la condition voulue
devienne vraie apr2s 1'extension de la base k —> k', de sorte qu'aprés
cette extension I donne un Module inversible birigidifié qui provienne
d'une biextension de (P,Q) par Eﬁ . En particulier, si k est parfait,
la condition envisagée dans 4,3 est toujours vérifide, Ce dernier fairt,
qui implique formellement les précédents par un argument de trace, peut
se voir aussi en appliquant 4.7 plus bas, cf. 4,9,

Rappelons sous forme de lemme le résultat suvivant de

EGA ErrIV 53, 21.4.13 :
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Lemme 4.5. Soient f : X — Y un morphisme lisse surjectif a fibres

intégres, avec Y mormal intégre de point générique v, L un Module

inversible sur X dont la restriction 2 Ky soit trivial. Aleors il existe

un Module inversible M sur Y tel que IL soit isomorphe a £%(M).

Proposition 4.6. Soient P,Q deux groupes algébriques lisses et connexes

sur le corps k, avec P affine. On suppose de plus que P admet une suite

de composition dont chacun des facteurs est un tore, ou est isomorphe

au groupe additif ga (condition vérifiée en particulier si k est parfait

(SGA 3, XVII 7.2.1, 4.1.1 (i) <= (ii) et 4.1.5]), ou que Q soit

extension d'une variété abélienne B par un groupe algébrique lisse,

connexe et affine satisfaisant 2 la condition précédente. Sous ces

conditions, tout Module inversible biripidifié T sur PXQ est trivial,

2 fortiori (4.3) toute biextension de (P,Q) par G est triviale.
2 fortiori par G est triviale

Signalons d'abord que comme tout automorphisme du Module
birigidifié est 1'identité (4.3), la théorie de la descente nous montre
qu'il suffit de prouver que I devient trivial aprés extension séparable
finie de k, ce qui nous ramdne aussitdt, par passage a2 la limite, au
cas ol k est séparablement clos. Comme dans ce cas tout tore sur k est
déployé, on voit que si P admet une suite de composition comme indiquée
dans 4.6, il admet aussi une suite de composition 3 quotients isomorphes
a Ea ou gm, ce qui implique, par applicztion répétée de 4.5, compte

tenu de Pic (G_ ) = Pic(G ) = 0 pour tout corps K, que 1'on a

Pic(P) = o0 )
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Comme cette relation restera encore vraie par tout changement du corps

de base k, on voit, en appliquant 4.5 2 pr, : PXQ —> Q et au Module L ,

2
que IL est isomorphe & un Module de la forme pr?(ﬂ), olt M est un Module
inversible sur Q. Comme la restriction de 1L 2 ePXQ est triviale, on

en conclut aussitdt que M est trivial, donc L est trivial, ce qui
€tablit la conclusion dans le premier cas envisagé, Dans le deuxidme,
ok Q est une extension d'un schéma abélien B par un groupe M admettant

une suite de composition 2 quotients isomorphes 2 _(._;m ou a ga , on

applique 4.5 au morphisme
f: X =PxQ —>Y = PxB i

dont la fibre au point générique y de PXB est un torseur sous My,
nécessairement trivial en vertu de la structure particulidre de M

et des relations classiques Hlil{,ga) =0, Hl(K,_(_;m) = 0, wvalables
pour tout corps K (qu'on prendra ici égal 2 k(y)). Comme on aura
Pic(M) = 0, donc Pic{Xy} = 0, 4.5 est bien applicable et montre que L
est isomorphe a 1'image inverse d'un Module inversible M sur Y = PxB.
sont les

Quitte & remplacer M par M pr;(g&)-lpr;(mz}'l, ol pr, et pr

1 2
deux projections de Y=PxA, et on !& et Ez sont les deux restrictions
de M a PXeB et a erB respectivement, on peut supposer M birigidifié,
et que L est son image inverse birigidifiée, Cela nous rsm@ne au cas

oli Q est lui-mBme un schéma abélien. Mais alors L définit un morphisme

canonique
* _—
%) P Pico e s

transformant unité en unité, et comme P est connexe, ce morphisme se
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factorise par le schéma abélien dual Q' = Picg Or il est bien connu

/k °©
qu'un morphisme de schémas d'un groupe algébrique affine lisse et connexe
dans un schéma abélien est constant, (C'est une question "géométrique"
i.e. on peut supposer k algébriquement clos, et dans ce cas on est

ramené aussitdt par dévissage au cas ol P est Ea ou Em ; or il est

bien connu que toute application rationnelle de Ei dans un schéma abélien
sur k est constante.,) Le fait que (*) soit constant, donc nul, s'inter-
préte par la condition que IL soit isomorphe 2 1'image inverse d'un Module

inversible M sur P, et comme L est trivial sur PxeA » M est trivial, donc

L l'est &galement, cgfd.

Proposition 4.7. Soient P,Q deux groupes algébriques lisses et connexes

sur le corps k. Supposons que P soit extension d'un schéma abélien A

par un proupe algébrique lisse, connexe et affine L admettant une suite

de composition dont chaque facteur soit ispomorphe & un tore ou 2 Ea

(condition toujours remplie si k est parfait). Alors le foncteur envi-

sagé dans 1.3 est une équivalence de catégories, i.e. tout Module inver-

sible birigidifié L sur PXQ provient d'une biextension de (P,Q). De plus,

le foncteur de catégories rigides

BIEXT(A,Q;G ) — BrexT(P,Q;G )

est une équivalence de catégories, en d'autres termes, il donne naissance

A un isomorphisme de groupes :

o 7. 1) Biextlm,q;gm) — Biextl(P,Q;Em} 2
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Pour la premilre assertion, on se raméne encore, par descente
et en utilisant 4.3, au cas od k est séparablement clos. Procédant comme
dans la démonstration de 4,6, on déduit de 4.5 et de 1'hypotheses sur L
que L est isomorphe & 1'image inverse d'un Module birigidifié M sur AxQ,
et pour la premi&re assertion de 4.7, on est donc ramené au cas A=P. Or L

définit un morphisme de schémas ponctués

£:1Q — Picpjk 3

qui se factorise nécessairement par le schéma abélien dual P' de P. Soit

L' 1'image inverse du faisceau de Weil sur Pxp' par
id X : PXQ —> PxP' ,

c'est un Module birigidifié qui, par définition de f, ne différe de L
que modulc 1'image inverse d'un Module inversible M sur P. Comme L' et IL
ont une restriction triviale 2 ?Keq, on en conclut gue M est trivial,
donc que I est isomorphe 2 L.'. Or nous avons signalé€ dans VII 2,9,4 que
sur un produit de deux schémas abéliens, les correspondances divisorielles
Provenaient de biextensions. I1 en résulte que L', ou ce qui revient au
méme, I , provient d'une biextension.

Revenant au cas général (P extension de A par L), il reste i
prouver que (4,7.1) est bien un isomorphisme. Mais cela résulte de la

suite exacte des Biext' (1=0,1) associée & la suite exacte
O—=L—pP—=4A—0

et des relations

Biext®(L,Q;6 ) = 0 , Biext (L,Q:C ) = 0
=-m -1m
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dont la premilre est unm cas particulier de 1'assertion de rigidité faite

dans 4,3, et la deuxi2me n'est autre que le premier cas de 4.6,

Corollaire 4.8, Sous les conditions de 4.7, supposons gque Q soit extension

d'un groupe algébrique B (nécessairement lisse et connexe) par un groupe

alpgébrique M gqui est lisse, connexe et affine. Alors le foncteur de

catégories rigides

BIEXT(A,B,G ) — BIExr_(P,Q;Em)

est une équivalence de catégories, en d'autres termes, elle donne naissanee

4 un isomorphisme de groupes

(4.8.1) Biextl(A,B;G )y —— Biextl(P,Q;G ) .
—m 11

Compte tenu de (4.7.1), il reste 2 prouver que l'on a un iso-

morphisme

Biextl(&,B;G ) —— Biextl{A,Q;G )
-m “m

Cela se déduit comme (4.7.1) de la suite exacte des Biexr.i déduite de

la suite exacte
O——M—>Q—>B —0
et des relations
: o i 1
Biext (P,M;G ) = 0 s Biext (P,M;€6 ) =0 .
=m —m

dont la deuxi2me est un cas particulier du deuxidme cas envisagé dans 4.6

(ot on aurait échangé le rdle des deux facteurs envisagés),
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Remarque 4.9, Soient P,Q deux groupes algébriques lisses et connexes sur
un corps parfait k, On sait alors [3] que chacun dfeux est extension d'un
schéma abélien par un groupe lisse, connexe et affine, ce dernier &tant

produit d'un tore par une extension multiple de groupes G_ (cf. référence

donnée dans 4.6)
0—>L—PpP— A —>=>0 » 0—M—Q—B8 — 0 i

Donc 4.8 s'applique, et nous montre que la théorie des biextensions de
(P,Q) par G se ram®ne 4 la théorie analogue (et combien classigque [)

pour le couple (A,B) de variétés abéliennes.

Corollaire 4,10. Scient P et Q deux groupes algébriques lisses et connexes

sur k, L un sous-groupe algébrique affine lisse et connexe de P, E une

biextension de (P,Q) pa , d'ol par 2.2 un_accounlement déduit de E

r G
-m

T{{D,‘i % T{'(Q) —_— TL@m} .

Alors 1'accouplement induit

T{{L) X T{,(Q) —_— 'r{.'(gm)
est nul.

En effet, on peut supposer évidemment k algébriquement clos,
auquel cas on est sous les conditions de 4.6, qui impliquent que la
restriction de E 2 (L,Q) est la biextension triviale, d'oit 12 conclusion,
puisque 1l'accouplement induit envigagé est celui défini par cette res-

triction,
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4,11. Soient P,Q deux groupes algébriques et lisses sur k, E une biex-
tension de (P,Q) par Qm » et T le plus grand sous-tore de P, On se pro-

pose de déterminer 1'annulateur gauche de 1'zccouplement
(4.11.1) T,(P) X T,(Q) —> T,(G_) ,

4 &tant encore un nombre premier fixé, En wvertu de

4.10, cet.annulateur conticnt em tous cas le sous-progroupe

TL(T) de TL(PJ. Considérons une extension k' de k au-dessus de laquelle
P et Q s'écrivent comme extension d'un schéma abélien par un schéma en
groupes affine, extension multiple de tores et de groupes Ea ; lorsque

P et Q sont de rangs unipotents nuls, on peut prendre k'=k ; en tous

cas, on peut prendre pour k' la cléture parfaite (ou une extension finie
radicielle) de k. Soient A' resp. B' la partie abélienne de P . Tesp. Qk'
En vertu de 4.7, la biextension Ek' de (Pk” k'} provient d'une biexten-
sion F' de (A',B'), bien déterminée 2 isomorphisme unique prés, Donc

1'accouplement

(4,.11.2) T, (P, ,) X I{'(Qk,) — 'r{'( )

4+ k? —mk'
déduit de (4.11.1) par changement du corps de base k — k', et qui est
aussi l'accouplement défini par la biextension Ek' de (Pk,,Qk,), s'obtient

& 1'aide de 1'accouplement

(4.11,3) T, (A") X T{(B') E— T{’(_G_mk.)

défini par la biextension F', en composant avec les homomorphismes

canoniques (gqui sont en fait des épimorphismes si P et Q sont L-divisibles),

(4,11.4) T{.‘(Pk,) ——J-'T‘L(ﬁ') . TL{QR.J —_— T{’(B')

b
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Par suite, 1'annulateur gauche de l'accouplement (4,11,2) (qui_.est déduit
de 1'annulateur gauche de (4.11.1) par changement de base) n'est autre
que 1'image inverse par le premier homomorphisme (4,11,4) de 1'annulateur
gauche de 1'accouplement (4.11.3). Si C' est le plus grand sous-schéma
abélien de A' tel que la restriction de F' & (C',B') soit 1a biextension

triviale (donc C' est aussi la composante neutre réduite de 1'homomorphisme
(4.11.5) A' —— schéma abélien dual de B'

défini par F'), 1'annulateur 3 gauche de (4,11,.3) s'identifie a Té(ﬂ') 3
donc 1'annulateur a gauche de 1'accouplement (1.11.1) n'est autre que
1'image inverse de T, (€") —> T,(A') par le premier morphisme (4,11.4),

En particulier, dire que 1'annulateur 2 gauche de 1'aecouplement
(4.11.1) est réduit 2 TifT), i.e. que l'annulateur 3 gauche de (4.11,2)
est réduit au noyau TL(T!} du premier morphisme (4,11,4), revient 2 dire
que 1'accouplement (4.11.3) est séparant 2 gauche i.e, que C' = 0, ou
encore que le morphisme (4,.11.5) défini par F' est a noyau fini, On
notera sous cette derni2re forme que cette condition ne dépend pas de 4,
et il est clair (sous n'importe quelle forme) qu'elle ne dépend pas du
choix de l'extension k'. Lorsque cette condition est remplie, nous
dirons simplement que la biextension donnée E de (P,Q) par Qm est

séparante 2 pauche. On notera par dualité que cela signifie aussi que

le morphisme

(4,11,6) B' —— schéma abélien dual de A'

défini par F' est un épimorphisme (i.e. surjectif).
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On définit de fagon symétrique la notion de biextension séparante

2 droite, qui correspond au cas ot (4.11.6) est a noyau fini, i.e. (&4.11.5)
un épimorphisme. On dit que la biextension E de (P,Q) par Emk est séparante
si elle est séparante & gauche et % droite, ce qui revient i dire que
(4.11.5) est une isogénie, ou ce qui revient au mfae, que (4.11.6) est
une isogénie,.

Il est évident par définition que ces notions sont invariantes

par toute extension du corps de basze k,

4.12. Scoilent P un schéma en groupes lisse et connexe, IL un Module inver-

sible sur P, et posons
(4.12.1) B@) = @) pri@) lpria)?

les notations étant celles de 4.2. Comme on a déja signalé dans VII 1.3.4,
on trouve ainsi un Module inversible birigidifié sur PXP. En wvertu de

4.3, si 8(L) provient d'une biextension, celle-ci est déterminéc 3 iso-
morphisme unique prés, Cette biextension est définie en particulier,en
vertu de 4.7,51i P est une extension d'un schéma abélien A pPar une exten-
sion multiple de tores et de groupes E&. En tous cas, si elle est définie,
il est clair que cette biextension est symétrique. Dans le cas favorable
précédent, et lorsqu'on suppose le tore maximal de P déployé, on peut
ramener la construction de 6(L) au cas ol 'P est un schéma atélien, en
notant qu'elle est évidemment fonctorielle en P, et gue d'autre part

1'homomorphi sme

(4,12.2) Pic(A) —— Pic(P)
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déduit de 1'homomorphisme canonique f ;: A —= P est surjectif grace 2
4.5 (cf, début démonstration de 4.6), de sorte que 1'on peut trouver
un isomorphisme

¥ = £2(M s

ol M est un Module inversible sur M. Alors 6(IL) "est" 1l'image inverse

de la biextension 6(M) de (A,A) par G T

Proposition 4.13, Sous les conditions de 4.12, sBupposons que L ‘soit un

Module inversible ample sur P. Alors si la biextension O(L) de (P,P)

ar G est définie, elle est séparante (4.11) ; si P est extension
Bar =4 . 2% SeL EELension

d'un schéma abélien A par un proupe affine lisse connexe L satisfaisant

la condition de 4.7, alors la biextension de (A,4) dont 6() provient

(en vertu de 4.8) est de la forme (M), olt M est un Module inversible

ample sur A,

On est ramené au cas ol k est algébriquement clos. Par définition,

il suffit alors de prouver, avec les notations de 4,12, que la biextension
6(M) de (A,A) est séparante. Or il est prouvé dans la these de M. RAYNAUD
(2, XI 1.17] que si E = f*(M) est ample, il en est de meme de M . Or il

est bien connu par la théorie de A. WEIL que cela implique que &(M) est
séparante [1] [2], i.e. que 1'homomorphisme de A dans son schéma abélien

dual est une isogénic.

Remarque 4.14. Plagcons nous dans le cas favorable ol P est extension d'un
schéma abélien A par un groupe L extension multiple de tores et de groupes

Ga, et considérons 1'hamomorphisme composé canonique
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(4.14.1) NS() > Biext'(a,4;6) > Biexcl(r,Bi6) .

On sait par 4.8 que la deuxi2me flache est bijective, d'autre part i1l
est bien connu en théorie des variétés abéliennes que la premi2re flache
induit un isomorphisme du groupe de Néron-Séveri NS(A) de A sur le sous-
groupe de Biextl{A,A,gm) = Corr(A,A) formé des (classes de) biextensions
( = correspondances divisorielles) symétriques. De ceci résulte gque

le composé (4.14,1) induit un isomorphisme de NS(A) avec le groupe des
biextensions symétriques de (P,P) par B (qui, en vertu de 4.7, peut
d'ailleurs se décrire également comme le groupe des (classes de)
correspondances divisorielles sur (P,P) qui sont symétriques, Il s'im-

pose d'appeler une correspondance divisorielle sur (P,P) correspcndance

divisorielle ample, et d'appeler encore biextension ample de (P,P) par

S, la biextension correspondante, lorsqu'elle provient d'un €lément
ample du groupe NS(A), Cette condition étant manifestement invariante
par changement du corps de base, on voit que la notion précédente garde
un sens sans la condition restrictive mise plus haut sur P, en supposant
seulement P lisse et connexe,

Notons, lorsqu'on suppose méme L "rézoluble sur k" i.,e. qu'il
se dévisse en groupes Eﬂ et gm, qu'il résulte de 1l'observation précédente,
et du fait que 1'application (4,12,2) est surjective, que 1'image de

(4.14.2) Pic(P) —-6—:» Biextl(P,P;gm)

est forméfe des biextensions symétriques, et que son noyau est le sous-groupe

Pic?(P) de Pic(P) image de Pic®(A), de sorte que, posant

NS(P) = Pic(P)/Pic®(P) ( = NS(A)) ,
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on peut interpréter également le composé (4.14.1) comme un isomorphisme

canonique
(4.14.3) NS(P) ——> Biextl(P,P;Qm)sm

Notons enfin que le théor2me de RAYNAUD cité pour 4.13 s'énonce en disant
qu'un &lément E de Pic(P) est ample si et seulement si son image &(E)

par 4.14.1 est une classe de biextensions amples,

5. Extensions et _biextensions par _des schémas en groupes constants trongqués

sans torsion

Nous donnons,dans ce numéro et le suivant, quelques résultats

auxiliaires, qui seront utilisés au numéro 7 dans le cas Z = ZZ ,

Proposition 5,1, Soient S un schéma géométriquement unibranche et irré-

ductible de point générique T » Z un groupe sans torsion, d'odl un schéma

e€n groupesconstant ZS sur S5, Alors tout torseur E sous le schéma en

groupes Z. est trivial, et le foncteur E —> E(n) de la catégorie des

torseurs sous Zs dans la catégorie des torseurs sous Z = ZSQTD est une

équivalence de catégories.

Un lemme connu de théorie de la descente (SGA 3 X 5.4) nous
montre que tout torseur E sous Gﬁ est représentable (ce résultat &tant
valable pour tout schéma en groupes sur 5 qui est séparé, localement

de présentation finie et localement quasi-fini sur S). Comme Zg est étale

sur §, il en est de meme par descente fpge de tout torseur E sous ZS’

qui est donc localement trivial pour la topologie étale (et non seulement
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la topologie fppf). Pour prouver que E est triviel, il suffit donc de
prouver qu'on a

1
H'(S,.,25) = e s
et de meme 1'assertion de pleine fid2lité de 5.1 se réduit & la relation

z.) <=—— 12

o
H(Sges2g

Cette dernigre étant triviale, prouvons la premi2re., Pour ceci, consi-

dérons l'inclusion

i:m —>8 »
on a alors, grace au fait que 5 est géométriquement unibranche
i*(zre < Zg
(SGA 4 IX 2.14.1), d'od par la suite exacte non cemmutative de bas degrés
tenant lieu de suite spectrale de Leray pour i : M —> S (SGA 4 XII 3.2) :
e —> al(s,i*{z,n)) E— Hliq,zn) i sy G

le fait que HI(S,ZS) -?'Hl(TLZTP) est injectif. On est donc ramené au
cas ot S est le spectre d'un corps k. Si T est le groupe de Galois d'une

clbture séparable de k, on aura donc
nlta,z) = Hom cont(T,Z)/Z = e ,

puisque E est sans torsion. Celas ach2ve la démonstratiom.

Corollaire 5.2, Avec les notations de 5,1, soit P un schéma lisse sur S.

Alors tout torseur E sous ZP est trivial, et le foncteur E +—> Eﬂ de la

catégorie des torseurs sur PTlde groupe an dans la catégorie des torseurs
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sur Pr de groupe ZP est une €quivalence de catégories.

i -

i |
En effet, P est géométriquement unibranche (EGA IV 17.5.7), et com-
me chaque composante irréductible de P domine 5, P étant plat sur S,
l'ensemble des composantes irréductibles de P est localement fini. Donc
P est un préschéma somme de préschémas irréductibles géométriquement
unibranches Pi . Ceci dit, 5.2 résulte aussitdt de 5.1 appliqué aux
i

aussi point générique de Pi .

divers P, et aux Pin » compte tenu que le point générique Py de Pi est

5.2.1. Du corollaire précédent résulte aussitdt 1'énoncé analogue pour

les bitorseurs sur P sous (ZP’ZP) : le foncteur E P—»—En de la catégorie

de ceux-ci, dans la catégorie des bitorseurs sur P sous (Z Z, ) est

Pﬂ’ T

une &quivalence de catégories. En effet, il suffit d'expliciter la struc-
ture de bitorseur de E en termes de celle de torseur 2 droite sous ZP 3
muni d'un isomorphisme de ZP dans le commutant de ZP pour son opération
sur E, en utilisant le fait que E est nécessairement trivial donec que

le commutant en question est isomorphe 2 ZP lui-méme. On est donc ramené

32 la remarque triviale suivante pour les composantes irréductibles X de P :

si X est un schéma connexe non vide, le foncteur Z +—> Zx de la catégorie

des ensembles dans celle des X-schémas est pleinement fidale,

Proposition 5,3, Soient S et Z comme dans 5.1, et P un schéma en proupes

lisse sur S, Considérons les extensions E de schémas en groupes de P par Z

g -+

Alors le foncteur E }—> E allant de la catégorie de ces extensions

Jri ]

dans celle des extensions de schémas en groupes de Pn_par Z est _une

.rl £
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équivalence de catépories. Si P et Z sont commutatifs, ce foncteur induit

aussi une &quivalence entre les catépories d'extensions commutatives

correspondantes.

Notons d'abord que toute extaension de faisceaux de groupes de
P par ZS (ou de Pn par Zn) donne naissance par 5.2 2 un torseur trivial,
et a fortiori représentable. Donc les catépories envisagées dans 5.3
peuvent aussi s'interpréter ccrme des catégories d'extensions de faisceaux
de groupes, Celles-ci sont justiciables de la description donnée dans
VII 1.1.6 et 1.2 en termes de bitorseurs sur P, PXP, PXPXP (resp. sur

P P.xP P_ X P X P_), sous les paires de groupes déduites de

n> MM Tn T
(2,2) par changement de base. Appliquant 5.2 dans le cas des extensions
commutatives, et 5.2,1 dans le cas général, aux schémas (lisses sur §)

P, PXP et PXPXP, on obtient la conclusion annoncée., On trouve de fagon

toute analogue :

Corollaire 5.4. Scient S5,Z comme dans 5.1, et P,Q deux schémas €n_groupes

lisses sur S. On_suppose P,Q,Z commutatifs, et on considére les bievtensions

E de (P,Q) par Zy . Alors le foncteur E +— ET]gEi va de la catézorie

de ces biextensions dans la catégorie des biextensions de (P.,Q) par Z
| I

est une équivalence de catégories,

Les résultats précédents nous amdnent donc 3 déterminer les
catégories d'extensions ou de biextensions Par un groune constznt sans
torsion, dans le cas d'un schéma de base réduit ay spectre d'un corps.

On trouve alors ceci :
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Proposition 5.5. Soient k un corps, Z un groupe sans torsion, P un

k-schéma en pgroupes localement de type fini, P° 1a composante neutre,

g = p/P° 1e groupe des composSantes connexes (SGA 3 VIA &), Alors

(i) Le foncteur naturel allant de la catégorie des schémas

en groupes, extensions (resp. extensions commutatives) de & par Z

k 2
dans la catégorie des schémas en groupes extensions (resp. extensions

commutatives) de P par Zk » &8t une équivalence de catégories. En par-

ticulier, 8i P est commexe, toute extension de P par Zk est triviale,

et la catégorie de ces extensions est rigide.

(ii) Supposons que & soit un groupe de torsion (p.ex. P de

type fini), et P et Z commutatifs, Alors la catégorie des extensions

de P par Zk egst rigide, i.e. tout automorphisme d'un objet de cette

catégorie est trivial. Si de plus il existe m > O tel que n.id; = 0,
par exemple si ¢ est fini p.ex. Z de type fini, alors le groupe des classes

d'extensions commutatives de P par Gk est donné par un isomorphisme
canonique

(5.5.1) Exel(P,2) <= Hom(s , (28,Q/Z) ,

donné par l‘oEérateur cobord de la suite exacte des Ext dé&duite de la

suite exacte
(5.5.2) 0— z2—> W, —>(28,0/2 —> 0
Notons que le morphisme canonique
P

induit &videmment un isomorphisme sur les ensembles de composantes

irréductibles, car c'est un morphisme plat a fibres irréductibles,

287




i

- 66 - VIII

Donc en vertu de 5.1, le foncteur induit de la catégorie des torseurs
sous Z@ dans la catégorie des torseurs sous ZP est une &équivalence de
catégories. (On se rappelera qu'un schéma en'groupes localement de type
fini sur k est géométriquement unibranche). La méme conclusion s'applique

aux catégories de bitorseurs, et aux morphismes
PXP —> §x& , PXPXP —> $xEXd .

La description VII 1.1.6 des extensions de P par Zk resp. de & par Zk
(et VII 1.3 dans le cas d'extensions commutatives) implique alors les
assertions de (i). Bornons nous maintenant au cas des extensions commu-

tatives. Alors le groure des automorphismes d'une extension de P par Gk

est le groupe
Hom(P,6,) - Hom(%,G,) ,

qui est &videmment nul si ¢ est un groupe de torsion. On a de méme, si

V=208,Q, et lorsque ¢ est fini,
Extl(é,vk) =0 pour tout i €Z 3

car les groupes envisagés sont des vectoriels sur Q@ anmulés par 1l'entier
n > 0, L'isomorphisme (5.5.1) cu résulte aussitat,

On prouve de la méme facon essentiellement :

Corollaire 5.6. Scient k un corps, Z un groupe commutatif sans torsion,

P et Q deur schémssen groupes commutatifs localement de type fini sur

k, § =p/P t ¥ = Q/Q° les groupes des composantes neutres. Aleors

(i)} Le foncteur naturel, allant de la catégorie des biextensions
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de (¢,¥)par Zk dans celle des biextensions de (P,Q) par Zk est une équivalence

de cotégories, Si en particulier P ou Q est conmexe, 1a catéporie des

biextensions de (P,Q) par Zk est équivalente 3 la catégorie ponctuelle,

(ii) Supposons que & ou ¥ soit un groupe de torsion. Alors

la catégorie des biextensions de (P,Q) par Zk est rigide, Si de plus

il existe un entier m > 0 tel que n.id§ =0 ou n.id? = 0, alors le

groupe des classes de biextensions de (P,Q) par Z est donné par un

k
isomorphisme canonigue

(5.6.1) Biext!(P,Q; ) <= Hom(se¥ , (8, @/z) ,

donné par 1'opérateur cobord de la suite exacte des Biext: (i=0,1)

déduite de la suite exacte (5.5.2).

5.7. Socient S un schéma, T un sous-schéma fermé, Z un ensemble. Appelons

schéma constant sur S trongqué sur T, de valeur Z, et désignons par zs T *
3

le schéma obtenu par recollement en prenant la somme de Z copies Sz(z\_Z}de 5,

qu'on recolle suivant l'ouvert U = S-T complémentaire de T. Donc on a

(5.7.1) ZS,TXSU = , ZS,TXST =25

et ZS T st un schéma &tale sur S, Pour un S-schéma variable S', on a

>
un isomorphisme fonctoriel en S' :
' — 1
(5.7.2) Hom (S ’ZS,T) HamT(S ’ZT) 3
la flache étant définie par "restriction 2 S% ", compte tenu du deuxiéme

isomorphisme (5.7.1) ; nous laissons au lecteur le soin de vérifier que

cette fléche est bijective. Désignant par
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i ¢ P'~—>8
1'inclusion, l'isomorphisme fonctoriel (5.7.2) peut aussi s'decrire comme

un isomorphisme de faisceaux

(5.7.3) Zg g = 1402

On voit sur cette formule, ou directement sur la définition, que pour

Z variable, zS,I dépend fonctoriellement de Z, ledit foncteur commutant

aux limites projectives finies, Il transforme en particulier groupes en

groupes, groupes commutatifs en groupes commutatifs, ce qui est également

clair sur la forme (2.7.2) du foncteur représenté par ZS,T
Signalons aussi qu'il est trivial sur la définition, ou sur

(5.7.3), que la formation de ZS,T commute 2 tout changement de base

£f : 8' — 5, qui donne naissance & un isomorphisme de foncteurs en Z

(5.7.4) 2, X5' =2 ot T' = TX_S' =T

s,T"s st,T' ? S st 2

5.8. Nous nous proposons d'étudier les torseurs E sous un groupe de
la forme ZS T oli Z est un groupe, qu'on suppose ici commutatif pour
]

simplifier, On a un foncteur naturel

(5.8.0) E tb—— E.

de la catégorie des torseurs Sous Zs T dans la catégorie des torseurs
£

sous ZT . Je dis que ce foncteur est une équivalence de catégories.

En effet, le fait qu'il est pleinement fjdele, i.e., que pour deux
torseurs, E,F sous Gg . , 1'application Hom(E,F) —> Ham(ET,FT) est
2

bijective, se raméne immédiatement par descente fpqc au cas od E et F

0=
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sont triviaux, donc au cas E = F = (GS T}’ ol ce n'est autre que la

L
bijectivité de (5.7.2) pour S'=S, Prouvons que (5.8.0) est essentiellement
surjectif, Soit ET un torseur sous ZT . On a déja noté dans la démons-

tration de 5.1 que ET est représentzble et localement trivial pour la

topologie étale. Il suffit donec de prouver que

Hl(s, 22

1
serlg, ) T H (Tg,2,)

&t’°T
est bijectif, ce qui résulte de (5.7.3) et de la relation

1

R7ig, *<ZT) =0 5

cas particulier de SGA 4 VIII 5.6.

5.8.1. Soit maintenant P un schéma en groupes commutatif sur S, et
proposons-nous de déterminer la catégorie des extensions de faisceaux
en groupes commutatifs de P par ZS,T . Pour ceci, on uvtilise la descrip-
tion (VII 1.1.6, 1.3) en termes de torseurs sur P, PXF, PXPXP, sous

les groupes images inverses de zS,T . Or ces images inverses sont de la
meme forme que zS,T en vertu de (5.7.4), et on peut donc appliquer 2

la description de ces torseurs le résultat précédent, qui nous zpprend
qu'ils correspondent aux torseurs sur PT’ PTXTPT i PTXTPTXTPT sous les

groupes images inverses de Z On trouve ainsi :

T -

Proposition 5,9, Soient S un schéma, T un_sous-schéma fermé, G un groupe

commutatif, GS T le schéma en groupes constant tronaqud corresoondant
3

sur 5 défini dans 5.7, P un schéma en groupes commutatifs sur S, Alors

le foncteur de restriction 2 T induit une éguivalence entre la catégorie
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des faisceaux en groupes commutatifs extensions de P par ZS T et la
»

catégorie des faisceaux en groupes commutatifs extensions de PT par Z

T *

On trouve, par une démonstration essentiellement identique :

Corollaire 5.10, Avec les notations de 5.9, soit de plus Q un schéma en

groupes commutatifs sur S. Alors le foncteur restriction & T induit

une équivalence entre la catégorie des biextensions de (P,Q) par 2

8,1
et la catégorie des biextensions de (PT,QT) par ZT .
6. Extensions et biextensions par le modéle de Néron de Eh g
6.1. Scient S un schéma, T un sous-schéma fermé, Z un ensemble, d'oi

un schéma constant tronqué Z sur § (5.7)., On a un homomorphisme cano-

S,T

nique, fonctoriel en Z, de schémas étales sur S :

(6.1,1) Zg "_'_;“ZS,I i

qui est un morphisme surjectif, corme il résulte aussitdt de (5.7.1).
De sa fonctorialité en Z résulte que lorsque Z est un groupe, (6.1.1)
est un homomorphisme de schémas en groupes &tales sur S, Son noyau est

donc un schéma en groupes étal= sur S, noté Z et on @ une suite

S8
exacte canonique, fonctorielle en Z
- e —_— P
(6.1.2) o] ZS,U Zg —> zng o .
On constate aussitbt, grate a (5,7.1), que Zs u est la somme d'une
famille de S-schémas Sn » & Z, avec S, = S pour n = 0, et Sn = U pour

n # 0, De cette description de Z résulte aisément que pour tout

s,u
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Groupe F sur S, l'application de restriction 3 U induit une bijection :

(6.1,3) Hom  (Zg . F) —-»Homgr(zv,:-‘lu) :

6.1.4. Nous supposons par la suite Z commutatif, et nous nous proposons
d'examiner les extensions de Groupes commutatives de ZS,T par un Groupe
commutatif donné G sur S. Par la suite exacte (6.1.2), 1la catégorie de
ces extensions est équivalente 2 la catégorie des extensions F de ZS
par G, munies d'une trivialisation de l'image inverse de cette extension
par ZS,U — Zg . En vertu de (6.1.3), une telle trivialisation revient

42 la donnée d'une trivialisation de 1'extension F|U de Z_ par G|U .

u
Pour la suite, nous prendrons pour Z le groupe Z des entiers,

donc 225 est le Groupe libre 2 un générateur, et VII 1.4 nous fournit

une équivalence entre la catégorie des extensions de Z z Par G, et la

catégorie des torseurs sous G, On trouve done, en appliquant le méme

résultat 2a ZU et GlU :

Lemme 6.2. Scient § un schéma, T un sous-schéma fermé, U = S-T, G un

Groupe commutatif sur S. La catégorie des Groupes commutatifs sur S

extensions de ES,T (défini dans (5.7)) par G est équivalente 2 la

catégorie des couples (F,s) formés d'un torseur F sous G et d'une

section s de F|U. Si a : § —> Z g, r &8t la section de Z . image

de la section 1 de Z  sur S, 2 1'extension G de ZE.S r B3r G corres-
G »

pond le torseur F = a*(G) sous G, muni de la section de F|U donnée par

la restriction 2 U de la section unité de G %
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6.2.1. Si C correspond au couple (F,s), l'image inverse f:{E) dans G

de la section fn de Z définie par la section constante de valeur

ST

n € ZZ de ZZS , s'identifie canoniquement, comme torseur sous G, & la

{n)

puissance n.iéme F du G-torseur F ; 1'isomorphisme canonique de

G,-torseurs f:(EHU =6 définie par la premigre relatiom (5.7.1),

{n)

U >

est définie par la section s de F

(n)
u

puissance n.éme de la section
donnée s de Fu . De cette explicitation résulte la description suivante
des sections de G sur S : une section E de G sur S est définie par

a) wune section n de Z sur S, qu'on peut interpréter

S,T

comme une section de ZT i.e. une fonction localement constante sur T

4 valeurs dans Z , ou si on préfére, uns partition T = J_LT_ de T
iez
en somme disjointe de parties ouvertes indexées par les i &€ Z ;

b) une famille de sections

SR - i) X
eT«(r s i 4 §S'! =8 -~-T1! Uie
€ fl,1€ﬂ,ouSiSTi,Ti J_E‘rj,
#

L\

les sections Ei pour i € Z é&tant lides par la condition de compatibilité
suivante : pour i,j € Z, By et 85 coincident sur S:_ﬂSJ' = U, quand on
identifie F(I)IU et F(j}]U a G, , gréace a la section s("} resp. s{J)

de ces torseurs. En d'autres termes, il doit exister umne section

hij € T(G/U), évidemment uniquement déterminée, telle gqu'on ait

o = 3 J
gi .8 > By hijs

Comme la description 3.2 d'une extension G de Z T Par G

est évidemment compatible avec tout changement de base §S' —> S, ce

qui précéde donne une description compl2te du faisceau G commz foncteur

S alal
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en 1'argument S' £ Qb Sch/s-

6.2.2 Lorsque T eést un schéma somme de schémas connexes non vides Ti ,
i1 € I, alors la description 6,2.1 des sections de G sur S peut se sim-
plifier : une telle section est définie par une famille d'entiers
{ni)iEI indexée par le meme ensemble I, une famille des sections

E; ET (F(nijfsi), pour i € I, o Si = 5-T! , T{ = |7 les Ei satis-

sy
jer J
i#i

'
i

faisant & la condition de compatibilité suivante : pour tout couple

d'léments i,j € I, les restrictions de E; et g. a ${MS! = U s'identifient,

3 i
modulo 1'identification de F ™) |y et de P9, aeeurisides skakions

s{a1) Tesp, s{nj) de ces torseurs,

6.2.3. Lorsqu'on suppose enfin T connexe non vide, la donnée d'une
section E de G sur S revient 3 la donnée d'un-'entier n, et d'une section

F(n) sur S, Il n'y a plus de condition de compatibilité 2 imposer,

E de
de sorte que la section s de F]U est absente de la description du groupe
des sections de G sur 5, (Mais s apparait de nouveau, bien entendu, dés

qu'on se propose de donner une description des points de G a valeurs

dans un S-schéma général S'.)

6.2.4. Comme G est réunion des "ouverts" E:(E) (n € Z) décrits dans
6.2.1, on en conclut que G est représentable si et seulement si les
torseurs F(n) le sont. Il suffit par exemple, pour ceci, que G soit

représentable et soit un schéma en groupes affine sur S, grace a la

théorie de la descente SCA 1 VIII 2.1.
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6.3. Dans la suite, nous supposerons que G = -G"m de sorte que toute

S ]

par G = G sera bien représentable (6,2,4), et bien
o —m

extension G de Z s

S
entendu, sera lisse sur S comme extension d'un schéma en groupes étale

ES p Par un schéma en groupes lisse Em De plus, la donnée d'un torseur

s -
F sous [_}m équivaut 2 la donnée d'un Module inversible . sur S (en asso-
ciant 2 ce dernier le torseur des sections inversibles de L ). Donc G
est décrit par un couple (L,s), o I est un Module inversible sur S, et
s une trivialisation de I sur U=S5-T, i.e, une section inversible de I.IU.
Lorsque U est schématiquement dense dans S, et que S est localement
noethérien, ou réduit et 1l'ensemble de ses composantes irréductibles est

loczlement fini, la donnée d'un tel couple équivaut 3 celle d'un diviseur

D sur S tel que

(6.3.1) supp DT

en faisant correspondre 2 un tel diviseur le couple

(6.3.2) (05 (~D), s, |U)
du Module inversible gs(-n} associé 2 -D (EGA IV 21.2.8.1), et de 1la
restriction a2 U de la section rationnelle canonique S_p de celui-ci

(EGA IV 21.2.11 et 20.2.11 (ii)). En tous cas, sans hypothZse sur S,
la donnée d'un diviseur D sur S satisfaisant (6,3.1) définit un couple
(IL,s) par (6.3.2), donc une extension G de RS,T par Em » due nous
appelerons le modeéle de Néron-Raynaud de Em , associé au diviseur D

et au fermé T de S5 satisfaisant (6.3.1), Si T = supp D, on omet T dans

la terminologie,.
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Il est immédiat que la formation de cette extension G commute
2 tout changement de base f : S' —> S tel que le diviseur image inverse

£*(D) soit défini (EGA IV 21.4.2), en particulier 2 tout changement de

base plat,

6.3.3. On voit aussitdt, grace 2 la description générale 6.2.1 des
sections de G, que celles-ci peuvent s'identifier aux sections f du
faisceaucPLg des sections méromorphes réguliéres sur S (EGA IV 20.1.8)
dont le diviseur div(f) est localement (au sens de la topologie de
Zariski) un multiple entier de D . Si V est un ouvert de § tel que la
restriction de div £ 2 V est égal 2 celle de oD, ol n € Z, alors la
section de ZiS,T définie par f n'est autre que 1'image de la section
constante de valeur n de Z g dans (6.1.2). La description précédente

du groupe des sections de G sur S reste valable au-dessus de tout ouvert
de S, plus généralement pour le groupe de points de G 2 valeurs dans
n'importe quel S-schéma plat S', Comme G lui-meme est plat (et méme lisse)
sur §, cette description redonne donc une caractérisation compléte du

modéle de Néron-Raynaud de Em défini par D et T O supp D.

6.4. Supposons maintenant que 5 soit normal, et 1l'ensemble de ses
composantes irréductibles localement fini (donc S est un schéma somme

de schémas normaux int2gres), et supposons que le diviseur D soit positif,
a multiplicités 1 (EGA IV 21.6), que T=supp D, et que T soit localement
irréductible i.e. que ses composantes irréductibles soient disjointes,
Alors pour toute fonction rationnelle £ sur S, réguliére sur U = §-T,

div f est localement un multiple de D, donc on a dans ce cas un isomor—
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phisme de groupes canonique :
(6.4.1) I(s,6) ———> r(u,gmu) 4

Supposons méme T géométriquement unibranche et localement intégre,
hypothdse qui est stable par changement de base lisse (EGA IV 17.5.7).
Alors, toutes les hypothéses é&tant stables par changement de base, on

déduit de (6.4.1) que pour S' lisse sur S, on a un isomorphisme de groupes

canonique, fonctoriel en S' :
t. gy === ' L " -
(6.4,2) Homg(S', G) === Hom (S}, G ..) (sy s 'QSI'J) i

Comme G est lui-meme lisse sur S, cet isomorphisme caractérise le schéma
en groupes G sur S 2 isomorphisme unique prés, D'autre part, il montre
que G joue le rBle d'un "modele de Néron" pour le schéma en groupes EmU
sur l'ouvert U de S, ce qui (joint au fait qu'il a été introduit et

utilisé pour la premidre fois par M., RAYNAUD) justifie la terminologie

adoptée dans 6.3 pour désigner & .

Théoréme 6.5. Soient S un schéma normal localement intégre, D un diviseur

positif sur S, sans composantes multiples, tel que le support de D soit

géométriquement unibranche et localement intégre, Soit G le mod2le de

Néron-Raynaud de Em sur S relatif 2 D (6.3), et considérons la catégorie

des torseurs E sur S sous le schéma en groupes G . Le foncteur restriction

E——>E, = E|U

»

gui va de cette catégorie dans la catégorie des torseurs sur U sous

le schéma en groupes EmU , est pleinement fidéle, Si S est un schéma

régulier (plus généralement, si ces anneaux locaux sont factoriels),

alors ce foncteur est méme une équivalence de catégories.
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Montrons que le foncteur envisagé est pleinement fidéle, i.e.

que pour deux torseurs E,F sous E, l1'application de restriction
{3) Hom(E,F) — Hcm{EU,FU)

est bijective, ol les Hom désignent les ensembles d'homomorphismes de

torseurs. Notons d'abord que cette question est manifestement locale

sur S pour la topologie de Zariski : si S est réunion d'ouverts Si tels

que pour tout ouvert S' de 5 contenu dans un Si (donc en particulier pour

S' de 1a forme Si ou Siﬂsj), 1'application

HOm(ES,,FS,) —_— H‘""(Es'nuﬁs'nn)

€st bijective, alors 1'application (#) est bijective, D'autre part, il
résulte aussitdt de 5.8 appliqué a S, T,Z, et de 5.1 appliqué a T,Z ,
que tout torseur sous G est localement trivial pour la topologie de
Zariski. Ces deux observations nous ram@nent A prouver la bijectivité

de 1'application (*) dans le cas on E<F=C . Mais alors cette application
n'est autre que (6.4.1), dont 1la bijectivité a déja &té é&tablie.

Montrons maintenant que le foncteur E F—#-EU envisagé est
essentiellement surjectif lorsque les anneaux locaux de X sont factoriels,
Comme G . s'identifie & un sous-schéma en Broupes ouvert de G, il suffit
de prouver que tout torseur sous gm y est isomorphe 2 la restriction a
U d'un torseur sous Em s - Il revient au méme de dire que tout Module
inversible sur U est isomorphe 2 la restriction d'un Module inversible
sur S, ce qui résulte em effet de 1'hypoth2se faite sur S (EGA IV 21.6.11,
oll on se borne au cas localement noethérien, qui est le seul cas qui

nous servira par la suite). Cela prouve 6.5,
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6.5.1. Plagons nous maintenant dans le cas ol on suppose de plus S
localement noethérien et régulier. Comme S est alors localement factoriel,
g la donnée de D équivaut 3 celle d'un sous-schéma fermé (que nous notons
encore D) qui soit purement l-codimensionnmel, réduit et géométriquement
unibranche. Notons aussi que les hypoth2ses sur S et D sont stables,p?r
tout changement de base lisse S' —> S, de sorte que la conclusion de 6.5
s'appliquera 2 S§' muni du sous-schéma D' = DX S' de S'. Ceci dit, la
description VII 1.1.6 des CGroupes extensions nous donne aussitdt la

conséquence suivante

Corollaire 6.6. Soient S un schéma localement noethérien et régulier,

D un sous-schéma fermé réduit géométriquement unibranche et purement

l-codimensicnnel (définissant donc un diviseur sur S), C le mod2le de

Néron-Raynaud de Qm relatif 3 D, P un schéma en groupes commutatifs

lisse sur S, Considérons la catégorie des extensions commutatives de

faisceaux en Growpes de P par G. Alors le foncteur restriction a U,

E —> EtU, induit une équivalence de cette catégorie avec la catégorie

des extensions de P par C
i iy

-
6.6.1. On obtient par la m2me méthode 1'é&noncé analogue, relatif

au cas d'extensions pas nécessairement commutatives (P n'étant plus
supposé commutatif). Nous laissons au lecteur le détail de 1z démons-
tration, légtrement plus compliquée du fait qu'il faut considérer ici
des bitorseurs au lieu de torseurs.

Par essentiellement la méme démonstration que 6.6, on obtient

de mme :
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Corcllaire 6.7, Soient 5,D,G comme dans 6.6, et P,Q deux schémas en

groupes commutatifs et lisses sur S. On considére la catégorie des

biextensions de (P,Q) par G . Alors le foncteur restriction a U,

E+—>E|U, qui va de cette catégorie dans la catéporie des biextensions

de (PU,QU} par Em y> &St une &quivalence de catégories.

Remarques 6.8. a) Nous appliquercns-ﬁ.s et 6.7 lorsque S est un trait,
et D le diviseur défini par 1'inclusion du point fermé s de S dans S.
Dans ce cas, U est le Spectre du corps des fractions K de S, et G est

le modéle de Néron habiruel du groupe multiplicatif sur K, introduit

par Raynaud. On notera que, méme en se bornant 3 ce cas, la démonstration
de 6.6 et de 6,7 utilise 6.5 sur des bases plus générales que des traits
(telles que P et ses puissances cartésiennes ,,,), Néammoins, il suffit
dans ce cas de connattre l'existence du mod2le de Néron G dans le cas
particulier envisagé, pour en conclure formellement €.5 pour des schémas
de base lisses sur S, donc pour obtenir 6.6 et 6.7. Pour nowus, 1'in-
troduction de G sera surtout un intermédiaire commode pour é&tudier

au numéro suivant le probl2me des prolongements d'extensions et de

biextensions par le groupe multiplicatif,

b) On peut définir un moddle de Néron-Raynaud G de € yg>
satisfaisant 2 la condition fondamentale (6.4.2) pour tout S' lisse
sur 5, sous des conditions nettement plus générales que celles envisagées
plus haut, U étant simplement un ouvert schématiquement dense d'un
schéma localement noethérien normal S, Dans ce cas, G sera un faisceau
fppf, pas nécessairement représentable. Désignant par D le faisceau,

sur le petit site &tale de S, des diviseurs sur § de sSupport contenu

296

301




- 80 - VIII

dans T=S-U, et (par&us de langage) par la meme lettre 1l'extension canonique
de D en un faisceau sur (SChJIS (dont les sections sur le schéma relatif
f£:§' —> S sont les sections de fg&(g) sur 5'), le mod2le cherché est

une extension de Groupes

(6.8.1) O == Lo —F@ —>D—Ri6 .

La construction d'une extension canomique (6.8.1) (sans hypoth&se de

normali 8 sur S) ne présente pas de difficultés, en utilisant la des-
cription générale VII 1.1,6, et on obtient en méme temps (6.4.2) pour
S§' étale sur S, Pour avoir la meme relation pour tout S' lisse sur S,
il revient au meme de vérifier que la formation du faisceau D commute
;& tout changement de base lisse f: 8' —> S, ce qui pour S normal

résulte de EGA Err v 53, 21.4.9,

E
6.9. "Autocritique" (observations de P. DELIGNE)(¥).

Les n®s 5 et 6, sont vraiment peu inspirants, On a périodi-
quement 1'impression qu'on refait "2 la main" le formalisme Eg d
sans voir ce qui est géométrique ou "general non-sense",

Je propose de dégager les &noncés "géométriques" a)ble) :
a) (cf. 6.8 b) Soit j:V 5> S un ouvert schématiquement dense d'un
schéma normal noethériem §. Le faisceau étale Qms s'identifie alors & un

8ous-faisceau du faisceau &tale JxG U - Soit D le faisceau étale quotient

0 —> —=> 4. €

—= D —=>= 0
—mS =

G
=mse

(") Le rédacteur du présent exposé déclarant forfait, le lecteur est
invité 3 récrire, en cas de besoin, les n®s 5 et 6 suivant les
directives jointes,
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Alors la formation de D cemmute 2 tout changement de base lisse
(EcA Errw 53, 21.4.9) ; de plus, le,c = 0 (Th. 90) si les anneaux

strictement locaux de S sont factoriels.

b) Si U = S-Y, avec Y un diviseur géométriquement unibranche, et si i

est 1'inclusion de Y dans S, alors

c) Si Y est sous-schéma fermé d'un schéma X, et E un ensemble, zlors
le faisceau étale i*EY est représentable par un schéma étale sur X, de

formation compatible a tout changement de base,

Corcllaire. Soient S un schéma noethérien normal, Y un diviseur géométri-

quement unibranche et U = S-¥ -

[ e
U 3 > 5 T Y s
Il existe un unique schéma en groopes lisse sur S, tel qu'aprés tout

changement de base lisse, on aitE%nl Sge = Iul8y -

Les exigences précédentes déterminent en effetﬁ%m &n tent que
faisceau (pour 1la topologie &tale) sur la catégorie des schémas lisses

sur S. Par a), b), la suite
q =
0 —g_ ——e-fén-—ﬁ& iy Z, —> 0
est exacte, Par c), i4Z, est représentable. Enfin le morphisme q est

représentable,

L'usage du'petit site lissé' précédent devrait permettre de

déduire formellement les énoncés du n® & de a).
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7. Prolongements canoniques d'extensions et de biextensions par gm

7.0. MNous récoltons maintenant le fruit de nos préparatifs des n®s 5 et 6.
Plagons nous d'abord dans le cas d'un schéma de base S qui soit un trait,
i.e, le spectre d'un anneau de valuation discrite, et soit T son point
générique, s sont point fermé,k = k(s). Scit P un schéma en groupes
commutatifs lisse sur S, on posera Po = Ps’ fibre spécizle de P, Dans

le présent numéro, nous ne considérons que des groupes commutatifs, et

en particulier les extensions de groupes envisagées sont commutatives,

Théoreme 7,1. Les notations sont celles rappelées dans 7.0.

a) Supposons gque le groupe des composantes connexes de la fibre

spéciale de P,

o

¢ =P /P
o o

soit un groupe de torsion, - ce qui est le cas en particulier si P est

de type fini sur S5 ; alors le foncteur E — Eﬂ de 1la catégorie des

extensions de P par Ems dans la catégorie des extensions de Pripar ng

est pleinement fidele. Supposons qu'il existe un entier p > 0 tel que

il lui est associé

ng = 0, alors si E_ est une cxtension de P ar G
: L] n BAL -mn °’

un homomorphisme cancnigque

(7.E.1) d(E_ ) : § —> (Q/zz)k =

dont 1l'annulation est nécessaire et suffisante pour que 1l'extension Eﬂ
|

soit isomorphe & la fibre générique d'une extension de P par G g - En
1 {

particulier, si P0 est connexe, le foncteur précédent E —> E_ est une
.I__-—

€quivalence de catégories.
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b) Soient P et Q deux schémas en groupes lisses sur S, posons

_ o R o
& = POIPO 5 Y. = QGIQO s

et supposons que @ ou Y soit un groupe de torsion (par exemple P ou Q de

type fini sur S) ; alors le foncteur E —> E_ dans la catégorie des
|

biextensions de (P,Q) par ghs dans la catégorie des biextensions de

(Pn,QT? par gmﬂ est pleinement fidele. Supposons qu'il existe un entier n > g

tel que né=0 ou n¥=0, alors si ETl est une biextension de (Pﬂ’Qﬁ) par

an » i1 lui est associé un accouplement canonique

(7.1.2) d(E_q) : & @Y — (Wz)k -

dont 1l'annulation est nécessaire et suffisante pour que E soit isomorphe

2 1a fibre pénérique d'une biextension E de (P,Q) par Em g- En particulier,

si P ou Qo est connexe, le foncteur précédent E —> Eﬂ est une équivalence

_— o —-—

de catégories.

Démonstration. a) Soit G le mod2le de Néron-Raynaud de G, - Le foncteur

envisagé est le composé du foneteur "extension du noya —= 0 " avec

¥ Sas
le foncteur "restriction a N " défini sur la catégorie des biextensions
par G . Ce dernier foncteur étant une équivalence de catégories en wvertu

de 6.6, on est ramen& 3 &tudier le premier foncteur, Pour ceci, on utilise

la suite exacte de schémas en groupes

(7.1.3) 0 —> g —-3-5—-—3-2255—3*0

=mS 5 2

la notation pour ZZS & étant celle de 5.7. La suite exacte des Exti
>
(i=0,1) associée 2 cette Suite exacte nous montre que pour que le foncteur

envisagé soit pleinement fidéle, il faut et il suffit que l'on ait
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(7.1.4) Hom(P,Z Yy =10

S,s =
et que l'obstruction, pour une extension E de P par i » de provenir

d'une extension E de P par se trouve dans

Cus
1

(7.1.5) EXt fP,iZS,S) .

Or le premier groupe (7.1.4) est isomorphe 2 Hom(Po,Zik) en vertu de

(5.7.2), qui est isomorphe lui-m&me 2 Hom($, z:k), de sorte que (7.1.4)

équivaut 2 la relation
(7.1.4 bis) Hom(2,Z,) =0 .

Cette relation est certainement vérifide si ¢ est un groupe de torsion,
D'autre part, si on a méme ng = 0, alors en vertu de 5.9 et 5.5 on a

des isomorphismes canmiques

(7.1.6) Ext (P, Z o :zxclcf*ﬂ,z:k) = Hom(s, (@/Z2)) ,

s

ce qui aché&ve de prouver 7.1 a).

b) La démonstration est essentiellement la méme. On est ramené,

grace a 6.7, a étudier le foncteur "extension du noyau E s> G " de

s

la catégorie des biextensions de (P,Q) par Em dans celle des biextensions

S
de (P,Q) par E . Cette &tude se fait en utilisant la suite exacte (7.1.3),

et la suite exacte des Biext (i=0,1) associdée (VII 3.7.5). La pleine

fideélité du foncteur envisagé équivaut 2 la relation
(7.1..7 Hom(B®Q, Z . ) =0

» 8

or le premier membre est isomorphe 2 Hom(PoﬁQc R E:k) en vertu de (5.7.2),
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donc a Hom(2@Y, E:k), groupe qui est bien nul si ¢ ou ¥ est un groupe

de torsion. D'autre part, pour une biextension donnée E de (P,Q) par E,
l'obstruction a ce qu'elle provienne d'une biextension E de (P,Q) par

G g Se trouve dans Biextl(P,Q;Z:S‘s), qui est isomorphe en vertu de 5.10
a Biextl(PO,Qo, Etk}, lui-meme isomorphe (si n® = O ou n¥ = Q) a

Hom(48%¥, Q/Z ) en vertu de 5.6, Cela achdve la démonstration de 7.1,

Remarque 7.2, On peut se proposer, étant donné un schéma en groupes lisse
P sur un schéma localement noethérien régulier connexe S de point géné-
rique 7 , d'étudier le foncteur E > ET de la catégorie des extensions
|
de P par G dans celle des extensions de P par G . Ce probléme se
=mS T ~mn

raméne en fait facilement 3 celui traité dans 7.1 2). Supposons pour
simplifier P de type fini sur S. Alors il résulte facilement de 7.1

que le foncteur envisagé est pleinement fidele (*). On en déduit aisément
ue si E_ est une extension de P ar G » @lors pour que celle-¢i soit
q n n P =mn P 9

isomorphe 2 la fibre générique d'une extension E de P par Emﬁ , i1 faut
et il suffit que pour tout s € § tel que dim Spec(gs S) = 1, le probléme
de prolongement analogue obtenu par le changement de base Spec(gs s) -8

ait une solution, - ce qui, en vertu de 7.1 a), s'exprime par la nullité

d'un certain homomorphisme
X o
(7.2.1) d(En,s) : B /P —>(Q/z Ye(s) ‘

L'assertion précédente se ré&duit de fagcon évidente & 12 suivante : soit

U un ouvert de S, de complémentaire T tel gque

codim(T,S) =2 2,

(*) I1 suffit pour ceci que S soit normal (au lieu de régulier).
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alors le foncteur E > E|U de la catégorie des extensions de P par & s

dans celle des extensions de P par Em est une équivalence de catégories.

U u
Or cette assertion est essentiellement triviale en termes de la descrip-
tion VII 1.1.6, en utilisant le fzit que pourtout S-schéma lisse X
(tel P,PXP,PxP:P ...), X est localement factoriel et XT=K-XU est de
codimension = 2 dans X, d'ol résulte que le foncteur F —> F[XU de la
catégorie des torseurs sous G deans celle des torseurs sous G est

=mX —mXU

une équivalence de catégories.

On a des résultats tout analogues pour la question des prolon-

gements de biextensions, gqu'on laisse zu lecteur le soin de formuler,

7.3. MNous allons expliciter quelques propriétés fonctorielles des
obstructions définies dans (7.1.1) et (7.1.2) pour P,Q,S variables,

et de leurs relations entre elles, On supposera vérifides par la suite
les conditions qui permettent de définir ces obstructions. Comme les
vérifications n'offrent pas de difficulté, nous les laissons ax esocins du

lecteur.

7.3.1. ©Soit

u: P' ——>rp

un morphisme de schémas en groupes lisses sur S, ETlune extension de P

n
ar d'oi r i e inverse r - fo—_— si
P G n pa mage i pa 1..:1,_l P Pﬁ une extension
E% de P; par G . Ceci posé, on a commutativité dons le diagramme
Y i =
303
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P")/Pé"
d(E!
{ 7,l)
(7.3.1.1) w (9/z }k
3 d(Eﬂ}
P /p°
(o] [=]

De meme, si on des morphismes de schémas en groupes lisses sur §
u:P' —P , v:Q —Qq

et une biextension E_ de (P ) par G d'oll par image inverse par
@ n ’th PAY B # P = P

- (] ] L} a
(un,vn) une biextension E‘-'] de (Pn ,Qn) par G ., on a2 commutativité dans

7
le diagramme

BRI © qljel®

d(E;])

(7.3.1.2) u _Bv (@/z )k

d{s_n)

o] (=]
POIPQ @ QOIQO

La vérification, essentiellement mécanique, de ces compatibilités est

laissée au lecteur,.

7.3.2. De la compatibilité (7.3.1.1) résulte que si E_ est une extension
i
de Pn par Qm > il existe un plus grand sous-schéma en groupes V de P

tel que la restriction de E'r] a V_ s'étende en une extension de V par
T
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G : c'est le sous-groupe ouvert V de P contenant P11 défini par la

condition
o
(7.3.2.1) vofvo = Ker d(BT_I) 3

Si alors u:P' —> P est un morphisme de schémas en groupes lisses sur §,
1'extension E;] , image inverse de ET’l par u.,q , Se prolonge en une extension

de P' par '(—;m si et seulement si on a

S

(7.3.2.2) u(P') < Vv .

Dans le cas d'une biextension E de (Pﬂ & Qn) par Em. il existe de m€me

.r.l 2
un plus grand sous-schéma en groupes V de P tel que la restriction de E

a (v Q_n) se prolonge en une biextension de (V,Q) par Cs* c'est le

n’ s’
sous-groupe ouvert de P, contenant la fibre générique Pﬂ_’ défini par la

condition que VOJ'VOO soit le sous-groupe de % annulateur gauche de

1'accouplement (7.1.2), i.e. noyau de 1'homomorphisme correspondant de

¢ dans Hom(Y, (Q/Z),) :
d(E_)

(7.3.2.3) V /V.° = Ker (# —— Hom(Y,@/Z))) .
Si alors on se donne u: P' —> P de schémas en groupes lisses sur 5, la

b 1
iextension de (Pn R Qﬂ) par Em

en une biextension de (P',Q) par G g si et seulement si on a la relation

image inverse de E ar u_ se prolonge
ol g m P M P =4

(7.3.2.2). On a des résultats symétriques en échangeant le rdle de P

et de Q. Mais bien entendu on ne pourra en général trouver un plus grand

couple de sous-groupes P' —> P, Q' —> Q tels que la restriction EL

de ET en une biextension de (P! , Q""E) par G _ se prolonge en une biex-
|

m

tension de (P',Q') par §ﬂs ; on peut seulement dire que pour un couple

ul

NS
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(P',Q') donné, plus généralement pour un couple de morphismes donné
P' —> P, Q' —> Q de schémas en groupes lisses, le prolongement cherché
existe si et seulement si la restriction de la forme d(E_) a

|

L Ic ! ] lo
POJ'Po ® QOIQD est nulle,

7.3.3, Symétrie. Soit Eﬂ une biextension de (Pﬁ , Qq} par gmﬁ , et

considérons la biextensicon symétrique sEn (VII 2.7), cui est une biex-

tension de (Q_ , P_) par G . On a alors commutativité dans le diagrzmme
7 ki |

3 @Y
I 4(E )
(7.3.3.1) sym (@/z ),
3
d( En)
Y® 3 s

olt 1a fl2che verticale est la symétrie canonique, (On comparera cet
énoncé avec 1'énoncé d'antisymétrie de 2.2.10.) On en déduit en par-
ticulier que si P=Q, et si Eﬂ est une biextension symétrigue de (Pn ’ Qﬂ)
par Emn y Loe. ai Eﬁ est isomorphe 2 SE.n s alors la forme bilinéaire
d(ETR sur ¢ X @ a valeurs dans (QIZZ)k est symétrique (et non alternée
comme dans 2.2.12 !). On notera que si elle est nulle, i.e, si E se
prolonge en une biextension de (P,P) par G g » cette derni2re est
nécessairement symétrique également, puisqu'en vertu de 7.1 a) tout
isomorphisme SEn‘——a Eﬂ se prolonge de facon unique en un isomorphisme

sE —>E .
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7.3.4. Réduction des obstructions du type (7.1.2) & celles du type (7.1.1).

Supposons pour fixer les idées qu'il existe un entier n > 0O

tel que n 2 = 0, et soit
q € Q(8)
une section de Q. On désigne, par abus de notation, par

=
q, € ¥(k)
1'image dans ¥(k) de la valeur de q en s. Considérant En comme une

extension de P ar G on trouve une extension
MR B

n T
qﬁ(Er? , extension de Pn par Emﬂ .
d'ol une obstruction

dfn

= * -
(7.3.4.1) dq d(qn(E*)) : ¢ — (v/z), i

Ceci posé, on a la relation (oli on a posé d = d(ETR)
(7.3.4.2) dq(x} = d(x,qo) s
valable pour tout point x de & & valeurs dans un k-schéma T .

7.3.4.3. Cette formule, qui pour tout q € Q(S) détermine dq en termes

de 1'accouplement d , redonne évidemment ce dernier en termes des
invariants dq , du moins lorsque tout point de Y provient d'une section
de Q, Cette condition est d'ailleurs vérifiée automatiquement lorsque

S ect strictement.local, en vertu du lemme de Hensel. Comme 1'accouplement
d est connu quand on le connait sur la cl8ture séparable de k, et que

sa formation commute A la localisation étale sur S en vertu de 7.3.5.3
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ci-dessous, on voit que, quitte 2 passer au localisé strict de S, 1a
détermination de l'accouplement d se raméne 2 celle des invariants dq .
En particulier, lorsque tout point de ¥ provient d'une section q de Q,
on voit que d est nul (i.e, Eﬂ se prolonge en une biextension E de (P,Q)
par gm} si et seulement si pour tout section g de Q, dq est nul i.,e,
q;(En) se prolonge en une extension de P par gm . Lorsqu'on ne fait pas
d'hypoth2se sur ¥, le critére analogue est wvalable, a condition de

prendre pour q des points A valeurs dans des S' locaux étales sur S,

7.3.4.4, Inversement, partant de la situation de 7,1 a), 1l'obstruction
(7.1.1) peut s'interpréter comme une obstruction du type (7.1.2), en
prenant Q = Z 5 et la biextension de (P,Zis) déduite de E. Pour le voir,

il suffit d'appliquer ce qui précéde en prenant pour q la section 1 de E:S

7.3.5. Effet d'un changement de base §' —> 5. On suppose donné un

morphisme local dominant de traits

£ : 8" — 5 =
et on désigne par 7' le point générique de S', par s' son point fermé,
et on pose k'=k(s'). Si S=Spec(V), S' = Spec(V'), V' est donc un anneau

de valuation discrate dominant l'anneau de valuation diserate V. Posons
{7.3.5,1) e(8'/5) = e(V'/V) = long(V'/m V) ;

o m est 1'idéal maximal de V, Soient maintenant P dans 7,1 a), Eﬁ une

te i 3 T = v 1 1 ]
extension de Pﬂ par an s, P PXSS % Eﬂ' l'extension de Pﬂ' par Em

image inverse de Eﬂ . On a alors un isomorphisme canonique

-ni
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dfn &
a' = Pc'il?t; = & @kkl o ‘k‘ s

avec les notations de 4.1 2), et on peut par suite considérer
. L]
d(En)k. : N — (@fza)k.
Ceci posé, on a la relation

(7.3.5.2) AEL,) = e(S'/S) AE ),

De méme, sous les conditions de 7.1 b), et avec les notations évidentes,
on a la relation (7.3.5.2), oi d(ET? désigne maintenant 1'accouplement

(7.1.2), d(ET?k. 1'accouplement
¥ Y —> (@/z),,

qui s'en déduit par le changement de base k —> k', et ol E,H, est la
biextension de (Ph., Q%.) par Emﬂ' déduite de la biextension Eﬂ de

(Pn,Q,) par 2 1'aise du changement de base 7' —= 1] .
L

8
7.3.5.3. Un cas intéressant est celui ol on a e(S'/S) =1 ., i,e. ol

m' =m V' s
ot m' désigne 1'idéal maximal de V'. C'est le cas en particulier si V'
est étale sur V, ou si c'est le hensélisé, ou le hensélisé strict, ou
le complété de V., Dans ce cas la relation (7.3.5.2) s'exprime simplement

en disant que la formation de 1'cbstructiom (7.1.1) resp. (7.1.2)

commute au changement de base envisagé S' —> S,

7.3.5.4. D'autre part, la relation (7.3.5.2) dans le cas général montre
que pour toute extension Er comme dans 7.1 a) (resp. toute biextension
1

Eﬂ comme dans 7.1 b)), il existe un morphisme de traits fini S' — S,
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tel que k(n') soit une extension séparable de k(7), et que 1'extension
(resp. la biextension) E%, déduite de Eﬂ par changement de base n' —s -
se prolonge en une extension (resp. biextenmsion) E' sur S' tout entier.
En effer, il suffit de choisir S'/S tel que e(5'/S) soit un multiple

de l'entier n > 0 figurant dans 7.1, et on sait qu'on peut toujours

trouver une telle extension, avee k(m') séparable sur k{m).

Proposition 7.4. Soit S un schéma réduit,
a) Soit P un schéma en groupes lisse sur 5 dont les fibres

AuxX points maximaux de £ sont connexes. Alors le foncteur naturel

VIT 1.3.4.1

(7.4.1) EXT(P,G o) —> TORSRIG(P, e,;G )

de la catégorie des extensions de P par gms dans la catégorie des

torseurs scus G 5 rigidifiés par rapport a la section unité de P, est

pleinement fidale, Si S est normal, et P a fibres commexes, alors un l

objet E du deuxi®me membre de (7.4.1) appnartient & l'imaze essentielle

de ce foncteur si et seulement si pour tout point maximal 7 de 5, le

e e
- ———

torseur rigidifié Eﬂ Ssur P provient d'une extension de Pﬂ par qu

M LA
!ty

i

b) Soient P,Q deux schémas en groupes lisses sur S dont les

fibres aux points maximaux de S sont connexes. Alors le foncteur naturel i

VII 2.9.1

(7.4.2; BIEXT(P,Q;_{;_II.S) e mRSBIRIG(P,Q;gm

g’ 2

&
-

=
&

de la catégorie des biextensions de (P,Q) par QES dans la catégorie

des torseurs sous gm birigidifiés relativement au couple des

PxSQ
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sections unités de P et de Q, est pleinement fidele., Si S est normal,

t Pou Qa2 fibres connexes, un objet E du second membre de (7.4.2)

_

appartient 2 1'image essentielle du foncteur si et seulement si pour tout

point maximal T de S, E“ provient d'une biextension de (Pﬂ’qﬂ} par Emﬁ i

Nous prouverons a), la démonstration de b), essentiellement
identique, étant laissée au lecteur. Pour 1l'assertion de pleine fidélité,
on peut noter que 4.1 reste valable si X et Y sont des schémas plats
sur un schéma réduit S, dont les fibres aux points maximaux satisfont
aux conditions énoncées dans 4.1 : en effet, la famille des fibres
maximales de Xx/ Y (qui est plat sur S réduit) est schématiquement
dense dans XXSY, de sorte qu'un morphisme de XXSY dans le S-schéma séparé
=

pleine fidélité de (7.4.1) se démontre comme 4,2, et la caractérisation

est trivial dés gqu'il l'est sur les fibres maximales. Ceci dit, la

qui y est donnée de l'image essentielle reste &galement wvalable, Il
reste & prouver que si le torseur rigidifié E sur P est tel que les
E'ﬁ proviennent d'extensions, il en est de m28me de E, lorsqu'on suppose
S normal et P & fibres connexes. Cette dernidre condition implique que

P est de présentation finie sur S5 (SGA 3 VI_ 5.5) ; la pleine fidé€lité

B
nous montre d'autre part que la question est locale sur S, qu'on peut
donc supposer local affine, et le passage & la limite habituel (utilisant
le théoréme de NAGATA de finitude de la cldture intégrale d'une Z -algébre
réduite de type fini EGA IV 7.8) nous raméne au cas ot 5 est de plus

supposé noethérien. Alers 7.1 a) nous montre qu'il existe un ouvert UC 35,

dont le complémentaire est de codimension = 2, tel que EU provienne d'une
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extension de PU par G .. . En d'autres termes, 1'isomorphisme cherché
THRLE) == pr?(E)prg(E}

peut 8tre construit au-dessus de (PXSP)U . Or c'est 13 un ouvert du schéma
normal PKSP, dont le complémentaire est de codimension = 2, Donc 1'isomor-
phisme en question sur (PXSP}U se prolonge 2 PX P tout entier, ce qui

achéve la démonstration,

Corollaire 7.5, Soient S un_schéma normal, P et Q deux schémas en groupes

lisses sur S, 2 fibres maximales connexes, P ou Q €tant & fibres connexes.

Supposons de plus que pour tout point maximal T de s, Pn_ou Qr soit
1p 8 == N 22t

une extension d'un schéma abélien par un tore (plus généralement qu'il

admette une svite de composition dont les facteurs soient des schémas

abéliens, des tores ou des groupes Ea)' Alors le foncteur (7.4,2) est

une équivalence de catégories.

C'est en effet une conséquence immédiate de 7.4 b) et de 4.7,
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EXPOSE IX

MODELES DE NERON ET MONODROMIE

par A. Grothendieck

(avec un “zppendice par M. Raynaud)
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12, Modile de Néron d'une jacoblenne et formulz de Picard-Lefschetz

13, Liens avec la théorie transcendante : cas analytique cemplexe

13.1. Rappels sur les groupes analytiques sur §
13,2, Complétion formelle le long d'une fibre
13,3, L'extension de RAYNAUD analytique
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0. Introduction

G.1. Dans le présent exposé, nous appliquons les résultats des exposés

précédents & 1'étude du mod2le de Néron (1.1) A d'un schéma abélien Ay
défini sur le corps des fonctions K du trait hensélien $. Nous verrons

en effet que les propriétés les plus importantes du mod2le de Néron
peuvent s'interpréter en termes de 1'action du groupe de monodromie

locale I sur le module de Tate TL(AK(E)) (o L est un nombre premier # p).
Comme le dual de ce dernier s'interpr2te comme le groupe de cohomologie
{=adique Hl(AE,EEL), et que pour tout schéma projectif et lisse X sur K,
HI{){:E,E';} s'identifie 2 Hl(AR-,R{), ol ﬁﬁ—{ est la variété d'Albanese

de xi} on voit donc que le présent exposé peut aussi &tre considéré comme

une étude détaillée des phénoménes de monodromie lccale pour les H1

{-adiques (ou mieux encore, pour les Hl "motiviques") des variétés pro-

jectives et lisses sur K. Dans cette optique, il semble clair qQue les

principaux résultats du présent exposé sont destinés a &tre englobés
dans une "théorie de Néron'" pour des motifs de poids quelconque, i.e.
pour des Hi (2-adiques, ou de De Rham, ou de Hodge etc) avec i quel conque,
qu'on ne commence qu'i entrevoir & 1'heure actuelle. (Cf. 2 ce sujet [9],

et plus particulidrement les conjectures de DELIGNE 9.8 2 9.13 du

rapport cité,)

e 3I4-- Fe—— = -IIIIII'...I
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0.2, Le résultat le plus important du présent exposé est le "théor2me

de réduction semi-stable' 3.6, affirmant qu'apres extension séparable

finie K' de K, le mod2le de Néron de A,, a une fibre spéciale dont la

K‘
composante neutrc est extension d'un schéma abélien par un tore. Ce
résultat avait été conjecturé par J.P, SERRE en 1964, et le principe

de la démonstration que nous en donnons ici (¥*) remonte & la mBme
année. Il apparalt (3.5) que cette propriété de '"réduction semi=-stable"
équivaut au fait que l'action du groupe de monodromie I sur TL(AK(E))
est "essentiellement unipotente d'échelom 2" (£ &tant un nombre premier
fixé distinct de la caractéristique résiduelle p de S), et sous cette

forme a été prouvée en termes de H; 4-adique dans 1'exposé III comme

cas particulier du "théor2me de monodromie', en utilisant la résolution

des singularités des schémas excellents de dimension 2 (due 3 S, ABHYANKAR).
Pour établir 1'équivalence des deux propriétés, nous aurons besoin
d'autre part d'un "théor&me d'orthogonalité" 2.4, da a IGUSA [11] dans
le cas particulier ol AK est l2 jacobienne d'une courbe lisse XK sur K,
fibre générique d'un schéma projectif régulier et connexe X sur S dont
la fibre spéciale géométrique n'a comme seuls points singuliers que
des points singuliers quadratiques ordinaires. C'est d'zilleurs 12

un cas de réduction semi-stable, qui ne suffirait pas pour notre
propos ; c'ést surtout pour établir le théor2me d'orthogonalité sous
sa forme générale que nous utilisons 1'outil commode que fournit la
théorie des biextensions, développée dans les deux exposés précédents.
Signalons d'ailleurs qu'une démonstration trés différente du théor2me

de réduction semi-stable, n'utilisant pas la résolution des singul a=

(*) I1 est développé dans une lettre du conférencier 2 J.P. SERRE du 30.10.64
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rités, a été trouvée par D. MUMFORD, en ytilisant sa théorie des fonc-
tions & (nom publié) ; malheureusement, il est obligé de se limiter au

cas d'une caractéristique résiduclle # 2.

0.3. Le théoregme de réduction semi-stable est 1'putil principal utilisé
dans les paragraphes ultérieurs pour 1'&tude des modgles de Néron,

ue nous entreprenons ici du point de vue "alpébrigue". I1 semble
q

indispenscble également dans 1'Stude des variétés abéliennes sur K

du point de wue "rigide-analytique" ou des “"fonctions 5 " (ces termes

étant synonymes, parait-il, lorsqu'il est questicn de wvariétés abdlienncs
sur des corps valués complats ...), telle qu'elle a été développée
cécemment par D. MUMFORD et M. RAYNAUD (& la suite de trawvaux de TATE

ot MORIKAWA), (Nous dirons gquelques mots aux § 13, l& sur les liens

entre les points de wvue algébrique et transcendant.) Enfin, ce mime
thécreéme est un ingrédient-clef de la démonstraticn du "théoréme de

réduction semi-stable des courbes algébriques’' de ARTIN-DELIGNE-MUMFORD

[3]1 (*), dont nous avons déja eQ 2 faire usage dans 1'étude de l'action
de monodromie sur le groupe fondamental ("théoréme d'action essentiellement
modérée" V ), et qui est utilisé A nouveau dans la démonstration du

théoréme d'inctégrité et de pesitivicé 10.4 dans le présent exposé (),

0.4. Le présent exposé se distingue des autres exposés du Séminaire
par le fait que dans 1'étude du module de TATE T{(AK], nous avons Sys—

+ématiquement tenu compte zussi du cas ol 4 est égal 3 la caractéristique

La démonstration de ce thiordme avait €té donnfe par P. DELIGNE dans
le Séminaire oral, mais il n'a pas été jugé utile de la reproduire
dans les textes de Séminaire,

(##%) 1 cxiste une autre démonstration de ce dernier théorgme, via la
théorie rigide-analytique, nfutilisant pas le théordme de r&ductiocn
semi-stable.
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résiduelle p. Il se trouve que le langage des groupes de Barsotti-Tate

[33] (*) permet d'étendre 2 ce cas tous les phénoménes les plus importants
établis pour le cas L # p, sous la réserve toutesfeis, parfois, de disposer
du théor2dme fondamental de TATE [33 th. 4], établi pour 1'instant seulement
dane le cas ot K est de caractéristique nulle, Bien entendu, dans ce
dernier cas le pro-p-groupe de Barsotti-Tate TP{AK) s'interpr2te encore

en termes de 1'action du groupe de monodromie I sur le module p-adique
TP(AK(E)), mais on fera attention que la plupart des énoncés que pourrait
suggérer cette analogie superficielle avec le cas L # p sont grossidrement
faux, (Ainsi, il n'est plus vrai que 1'action du groupe de monodromie

soit essentiellement unipotente pour 4 = p,) Mais utilisant des traductions
plus judicieuses (telle par exemple 5.13 plus bas), il est clair daés
maintenant que 1l'étude des pro-p-groupes de Barsotti-Tate définis par

voie géométrique sur le corps des fonctions d'un trait & caractéristique
résiduelle p > 0, qu'il soit ou non d'inégales caractéristiques,doit

8tre considéré comme faisant partie de la théorie de la "monodromie

locale", ot ces groupes jouent le rdle de "systémes locaux p-adiques”

sur Spec(K). En fait, ce sont essentiellement les '"systémes locaux"

qui s'introduisent dans 1'étude, du point de vue "p-adique ", du ul des

variétés projectives et lisses sur K, Pour l'étude des u supérieurs

du point de vue p-adique, qui reste 3 faire, il azpparaft qu'il faudra
€largir convenablement 1z catégorie des pro-p-groupes de Barsotti-Tate
sur K resp. sur S, en s'inspirant des points de vue fournis par la

"ecohomologie cristalline",

(*) ou “groupes p-divisibles" dans la terminologie de TATE,
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0.5, L'exposé donné ici, tr&s prochc des exposds ornux jusqu'au § 4
est nettement plus détoilld et complet & portir des paragraphes suivants,
qui avaient été seulement partiellement esquissés, 1l n2 seran po
utilisé dons les exposés ultérieurs, Por contre, certoins résultots

du présent exposé (10.4 et 12.,5) utilisent 1~ formule de Picnrd-Lefschecz,

qui sera étoblie seulement ultérieurement.

LEITFADEN
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1. Modéle de Néron des schémas abéliens : notations ; 1'accouplement

3

canonigque chﬁé — (Q/Z H{, et la biextension cancnique W gg_(a°,a'°).

1.0. Dans toute la suite du présent exposé, on suppose fixé un trait S,
pour lequel nous utilisons nos notations habituelles s, N, k, X etc.

de I 1 . Nous supposons donné un schéma abélien AK sur K, dont le
schéma abé&lien dual [5] sera noté Ai . La dualité entre A, et ' est
dnnée par une correspondance divisorielle WK sur (AK,A%}, i.e. un
Module inversible sur &KKA& , birigidifié relativement aux sections
unité de AK'Ai , lequel est déterminé & isomorphisme unique prés

par sa classe (cf. VIII 3.1)

1 i
(1.0.1) Wy £ Biext (AK, 3 € K) 5

Un r&le important sera joué par 1'accouplement correspondant (VIII 2.2)

dfn
- . 3
(1.0.2) o 'I_L(AK) % TL(AK) — 2.1%(1;1{ = TL(ch)
o1 £ est un nombre premier quelcenque., Lorsque L # p = car.k, la

donnée de o &quivaut 2 celle d'un accouplement de ngﬂmodules libres

de type fini
(1.0.3) wp TL(AK(K)) % TL(A;((K})——} T{'(K*) R
compatible avec 1'action de

7 = Gal(R/K)

sur les trois modules en jeu, K étant une clBture séparable de K. 11

est connu (VIII 3.2) que 1'accouplement en question est une dualité
rfaite, i.e. 'i1 identifie ch des mod K ' (K

pa i qu entifi acun modules T%(AK(K)), TL(AK(K))

au "dual" de 1l'autre 2 valeurs dans le module inversible Z:tfl} = TE(E*).
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On supposera parfeois choisie une polarisation de AK » qui

est donc un &lément

(1.0.4) g € NS(AK;’K) = NS ;K(K} i
ol
dfn
NS == Pic

. © _
==a, /K AK!K"(?-HAKKK =4

Elle définit de la fagon habituelle un homomorphisme
3 - L]
{1.0,57 q;g s Ay > A
d'ott un homomocrphisme
. . ]
(1.0.6J Tcﬁwg) ou tg : T{(hxl-*—ﬁb T{(AK} -
et une forme bilinéaire xg
(1.0.7) q:g(x,y) = cp(x,ig(y)) : T{.(A‘K) ® 'l'{’u:&c.r —_— Z{.(“E{ \

qu'on peut aussi interpréter pour 4 # p comme accouplement de 5ZL»modu1es

libres de type fini 2 opérateurs

(1.0.8) v T, (A (K)) x T, (4, (K)) —> T (k%)

Ces constructions ont un sens pour tout élément du groupe de Néron-Séveri
de A, et fournissent une forme e {1.0.7) ou (1.0.8) alternde

(VIIT 2.2.11). Le Fait que E soit une polarisation implique que ¢§

dans (1.0.5) est une isogénie, ou ce qui revient au m2me puisque

dim AK = dim Aé, un épimorphisme de Groupes, ou encore gue TL(gg] dans
(1.0.6) est injectif (ou encore, a un conoyau fini), ou enfin que la

forme o, de (1.0.7) est séparante,
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1.1. Rappelons qu'il existe sur 5 un schéma lisse A, appelé modile de

Néron_de AK , qui représente le foncteur
Neron <

{(1.1.1) §' +—> Hom (S%,AKJ

sur la catégorie des S-schémas lisses. On a donc par définition un

isomorphisme de foncteurs en S', schéma relatif lisse sur 5.2
L] . 1
(1.%.2} HomS(S .9 HomK(Sﬂ’AK) .

La construction de A est donnée par NERON [19] 1orsque le corps résiduel

k de S est parfait, et a été étendue par RAYNAUD au cas général au

cours d'un séminaire non rédigé qu'il a2 donné 2 1'THES en 1966/67

(c£.[21] pour 1'énoncé des résultats principaux obtenus par RAYNAUD,
complétant les résultats de NERON de loec. cit.). Nous admettrons ici

ce résultat d'existence, ainsi que le fait que A est un schéma quasi-
projectif sur S. Appligquant (1.1.2) poar 5' lisse sur T,dn constate de plus que

le morphisme cenonique suivant est un isomorphisme

€1.1.53) AKSSpec(K) — Ay

ce qui justifie le couple de notations A,AK . On écrira aussi, le cas
échéant, An au lieu de AK . Utilisant (1.1.3) comme isomorphisme
d'identification, la bijection canonique (1.1.2) n'est autre que 1'appli-

cation de restriction aux fibres génériques.

Comme le foncteur (l1.1.1) a2 évidemment une structure de Groupe
commutatif, il s'ensuit que le mod2le de Néron A qui le représente a

lui-meme une structure de schéma en groupes commutatif lisse sur 5.

La suite de cet exposé est consacré a l'étude de ce schémaz en groupes.
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Un invariant impeortant, déduit de la considération du medéle de Néron,
np

est évidemment le schéma en groupes commutatifs, lisse et de type fini sur i.
(1.1.4} A = AX_ 8 =

Suivent les notations générales, on désigne par A sa composante neutre,

o
et on considére €pgalement le schéma en groupes

1.1.5 3 =& /0°
(o] (o] (s ]

des composantes connexes de ﬁo' qui eést un schéma en groupes fini et

étale sur k. En termes de la clBture séparable k de k, il est done

déterminé par le groupe fini ordinaire

(1.1.6) g (k)

avec les opérations naturelles de
7= Gal(k/k}
a

sur ce groupe.

En m2me temps quz lo modkle de Néron A de Aw , nous érudierons

[ B (e A' = modéle de Néron de a& 4

qui e¢st &galement un schéma en groupes commutatifs, lisse et de type

fini sur 5. On désignera par

4 B [P L5 -

12 groupe des composantes connexes de sa fibre spéciale Ao
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1.2. Appliquons VIII 7.1 b} au couple (A,A') et & la biextension W,

de (1.0.1) (ﬁK,Ai} par GmK . On trouve donc un accouplement canonique

{1.2.1) & x éé — (Q/Z )k

o »

i.e. un accouplement de ﬂo—modulcs
(1.2.2) 3 (0 x gl —> /z .

Cet accouplement apparait ici comme obstruction au prolongement de WK
en unc biextension W de (4,A') par 6 . , et la signification de ce peoint
de vue est explicitée dans VIII 7.3.2. Signalons tout de suite 3 propos

de cet accouplement la

Conjecture 1.3. L'accouplement (1.2.1) est une dualité parfaite, i.e.

identifie chacun des groupes de composantes connexes éo et %; au dual
a2 valeurs dans (Q/Z Jk de 1'autre.
1.3.1. Signalons qu'il résulte de la commutation de lz formation de

(1.2.1) sux changements de base formellements nets (VIII 7.3.5.3), et

de la propriété analogue pour la formation des mod2les de Néron, qu'il
suffirait de prouver 1.3 dans le cas ol § est complet 2 corps résiduel
séparablement clos. La conjecture a &té prouvée par ARTIN et MAZUR dans
la cas ol AK est la jacobienne d'une courbe preopre et lisse sur K, en
utilisant leur théorie générale (non publiée) de 1'autodualité de la
jzcobienne relative (au sens des catégories dérivées) d'un schéma en
courbes propre sur 5 ; ils ont prouvé la m@me conjecture 1.3 dans

le cas od le corps ré&siduecl est fini, en utilisant la théorie de dualité

de TATE [32]. NWous verrons également dans 11.4 et 11.5(modulo des
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vérifications de compatibilité) que 1.3 est vrai pour les composantes
i-primaires pour i # p, et que 1.3 est vrzi dans le cas de 1a

"réduction semi-stable". Ces résultats rendent 1.3 extrimement plausible,
D'ailleurs 1.3 peut égalcment @tre considéré comme un sous-produit

d'une théorie de dualité gé&nérale pour les schémas en groupes sur les
corps de fractions d'anneaux de valuation discr2te complets, formelle-
ment analogue 2 celle de SGA 5 I, qui reste heuristique a 1'heure
actuelle, et qui contiendrait également la théorie du corps de classe

local sous la forme que lui a donné SCRRE [27].

1.3.2. La validité de 1.3 pour un schéma abélien donné AK revient A
dire que l'accouplement (1.2.1) est séparant & gauche ¢t a droite.
D'2illeurs le fait qu'il soit séparant 2 gauche signifie, ¢n vertu
de VIIT 7.3.2, que le seul sous-schéma en groupes ouvert V de A tel

que W, puisse se prolonger on une biextension de (V,A') par va est

K
e 5 2 - .
la composante neutre A de 4. On a une interprétation symétrique pour 1la

condition que (1.2.1) soit oéparant & droite.
1.4, De fagon générale si
(1.4.1) Uc A et U' C© A!

sont des sous-schémas en groupes ouverts tels que W, se prolonge cn

K
une biextension de (U,U') par & (ce qui, en vertu de VIII 7.3.2,
mS

s'explicite par la condition que leés Sous-groupes

(1.4.2) 3 =v/uca , ¥ =u 5
Q O L8] Q ]

de io et de ?O définis par U et U'sont orthogonaux l'un & 1'autre pour
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1'accouplement (1.2.1)), on désigne par W ce prolongement (unique a

isomorphe unique pr2s) de W, . Il est déterminé 3 isomorphisme unique

K

prés par sa classe

1
g E = 1o i IR
£1..4:3) w £ Biext (U,U' ; E“S} y

elle-mlme caractérisée par la condition que son image dans

Biextl(AK, ';Gm K) soit w, de (1.0.1).

Cn peut prendre par exemple pour U et U' les composantes

o o . ; . " .
neutres A et A'S de A et A'. On trouve ainsi une biextension canonigue w®

ou W de (RO,A'O) par € donnant lieu 2 une classe

St

(1.4.4) w=w € Biextlm",a"’;cms) s

avec laguelle nous travaillerons principalement. Evidemnent les classes
3 = . O
w (1.4.3) relatives i divers couples (U,U'} ont toutes w (l.4.4) pour

restriction & (Ac,n‘ol.

Proposition 1.5. Considérons la fibre spéciale Hs de la biextension

)

. 0 ,,0
canonique (1.4.4) W de (A" ,A"") par € s de sorte que W _ est une

biextension de (ﬁoo,ﬂéo} par € . Certe dernidre est séparante (VIII 4.11}.

Choisissons en effet un Module inversible ample L sur AO.

Rlors'&ﬂ définit un homomorphisme (ecf. 1.0.5;

AK ____9'Rk i

qui sc prolonge en un homomorphisme A —> A', d'ob
o 0

¥ A —>A

. . . o ; .
et on peut considérer la biextension %L de (A°,a%) par GWS‘ image inverse
i
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de W par (idAo :+ ¥). Lz restriction de Wy eux fibres génériques n'est
alors autre que la biextension ﬁﬂLn} de (VIII 4.12), donc en vertu de
VIII 7.4, %L est associé au Module birigidifié &{L}, et par suite
(%L;s est défini par 5ULSJ. D'autre part, il peut également @tre
décrit comme l'image inverse de la biextension W, par les morphismes

o a O

” a - to
A~ —> 4 » Y, i A —= Al "

id F
AGO o ] "o

Comme 1L doncils est ample, il résulte de VIII 4.13 que %L est séparant,

s
et en particulier séparant a gauche, et & fortiori WS ezt donc séparant

4 pauche, Par symétrie, W_ est également séparant a droite, ce qui
-

prouve 1,5,

Notons que nous préciserons considérablement 1.5 dans le cas

ot ﬁco est de rang unipotent nul (5.4},

2. Partie fixe ot partie torigque de Ti{: 3. Critéres de bonne ré&duction,

Théordme d'orthogonalité pour 4L # p

2,1. Comme tout groupc algébrique commutatif sur k, A admet un plus
grand sous-tore, dont lz formation commute 3 toute extension du corps

de bese [3GA 3 XVII 7.2,1, XII 1,12] :

L2110 T.. < A )
o o

. " . o
Lorsque k est parfait, TD est caractérisé par la condition que Ao JTO
soilt extension d'un schéma abélien BD sur k par un groupe unipotent
(lisse et connexe) [25], qui ~dmet nécessairement unc suite de com-

position & quotients tous isomorphes 2 Gak (S5GA 3 XVII 4.1.3
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(=]
(2.1.2) 0—>U0—=.-A° f'ro—:»so—}c- i

. o 5
En tous cas, k parfait ou non, si Ao est extension d'un schéma abélien

Bo par un schéma affine lisse et connexe I.D §
(Z.1.3) 0—% L, —+K " % B >0

on sait que cette structure d'extension est unique [25], et que '1‘D est
alors CLLO, donc To est le plus grand sous-tore de Lo' de sorte qu'en

a une suite exacte (2,1,2), avec
(2.1.4) UQ = LofTo B

2.1.5. Signalons que Aoo est de rang unipotent nul {(i.e. que, sur

une clBture algébrique de k, il n'admet aucun sous-groupe isomorphe
a 633 si et seulement si AOOITO est un schéma abélien Bo’ de sorte

qu'on sera alors sous les conditions précédentes, avec U0 = 0.

Si 4 est un nombre premier distinct de la caractéristiqum
de k, de sorte que ﬁoo est L-divisible, 1'inclusion (2,1.1) donne lieu

a4 une suite exacte de pro-schémas en groupes :

o o
(2.1.6) o0 —> TL(TOJ —> T, (A ") —> T, (A "/T } —> 0
.
I‘{F(AD) T, (A /T 2 3

dont les termes peuvent aussi s'interpréter comme des faisceaux {-adiques
libres constants tordus ; lorsque l'on dispose d'une suite exacte (2.1.2},

par exemple k parfait ou AOG de rang unipotent nul, on zaura

o —
(217 r{‘(ho Y == 'IL(BO) 3
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de sorte que la suite exacte (2,1.,5) s'écrit alars

o

(2.1.8) o —> TL(TD} —_ T}L(AO ) — TL(BO) —= 0

Posons

(2.1.9) n = dim AK = dim Ao , M = dim To , A= dim UO , @ = dim Bo A

de sorte qu'on a

(2,1.10) n=u+ h+a 3

— o = Al
Tang I{(TD) =y, rang TL(Ab /T ) = rang T, (B 2o,

(2.1.11)
rang TiiAoo) = u+ 20 ,

Lz deuxidme relation &tant un théor2me bien connu de Weil [5] T15].
2,1,12, Les entiers n, W, A, @ sont définis manifcstecnent sana m@me Supposer

qu'on dispose d'une suite exacte (2.1.2), en passant 2 une clBture

algébrique de k ; ils sont connus respectivement sous le nom de dimension

de Ao, rang réductif de Ao = dimension de To . rang unipotent de Ao,

rang abélien de Ao . I1 sont encore reliés par les relations (2,1.10)

et (2.1.11) (en omettant dans ces derni2res le terme rang TL(Bo)"')‘

2.1.13. Lorsque k est de caractéristique p > 0, et que Aco est
p-divisible, ou ce qui revient au méme, de rang unipotent nul (cf, 2,1,5),
alors il y a lieu également de considérer le pro-groupe TP{AOOJ, qui

sera un groupe de Barsotti-Tate (ou groupe p-divisible dans la termino-

logie de [33]). Alors la suite exacte (2.1.8) reste valable pour i=p

et c'est une suite exacte de groupes de Barsotti-Tate. Ici on aura \ = O,

donc

- L e s n=u+a

2
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et les formules (2,1.11) restent valables, en y interprétant le rang
comuz le rang (ou "hauteur") des groupes-de Barsotti-Tate envisagés.
2.1.14, On introduit également pour A;G des invariants

] C.ﬁ;o » Ul o, Bl
ol Té est la partie torique de A;G, Bé sa partie abélienne (définie
notamment si k est parfait ou si Aéo est de rang unipotent nul), Ué
sa partie unipotente (définie par exzemple si k est parfait, ou, tri-
vialement si Aéo est de rang unipotent nul). On trouve une suite
exacte correspondant a (2.1.6) ou (2,1.8), que nous ne réécrirons pas,
On pourrait introduire pour Aéa des entiers p', \', a' comme dans

(2.1.9), mais on verra plus bas (2.2.7) que ce sont les m@mes que

o : "
pour AO ,» ce qui nous dispense d'introduire une nouvelle notation pour eux,

2,2, Nous nous proposons de préciser les relations entre T{(ﬁK) et

TL(AD) = TL(AaG)’ en faisant intervenir TL(AO). Rappelons d'abord :

Lemme 2,2,1, Soit m > 0 un entier. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1)  mid,, est plat.

(ii) m 1dA.-_. est surjectif.

(iii) m id,o est quaosi-fini.

(iv) m est premier 3 la caractéristique de k, ou Aoo est de

rang unipotent nul (cf., 1.5.5).

De plus, si les conditions envisagées sont vérifiées pour m,

W
elles le sont pour m pour tout v > 0, les groupes
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dfn »
Vp. = Ker (m" i dp’o )
m

sont gquasi—finis, séparés et plats sur 5, et ils forment pour % variable

un systéme projectif de schémas en groupes, & _. .morphismes de transition

L
fidélement plats x —> m” “Ux U,AO — VAO .
m m

En effet, le crit2re de platitude par fibres (EGA IV 11.3.5)
nous montre que (i) tout comme (ii), (iii) sont des conditions sur les
fibres, et elles sont équivalentes par (SGi 3 UIA 5.6), parce que les
fibres envisagées sont lisses et connexes. D'ailleurs on voit sur la
forme (ii) et par un théor2me classique de Weil [5] [15] qu'elles
sont vérifiées sur la fibre générique, qui est un schémz abélien, il
suffit donc de 1l'exprimer sur la fibre splicizle. L'équivalence avoe
(iv) est alors également bien connue, grace & la théorie de strucrure.
Sous n'importe quelle forme, la stabilité de la condition envisagée
par m > m” est triviale, d'ou le fait que ces conditions impliquent
que les vAG sont des schémas en groupes plats quasi-finis sur S,
évidemme:t séparés sur 5 puisque A% 1'est. La dermidre assertion sur
la fidéle platitude des morphismes de transition envisagés, qui revient
2 dire que ce sont des épimorphismes pour la topologie fppf, résulte

formellement du fait gque m idﬂo est fidélement plat, donc un épimor-

phisme pour la topclogie envisagée.

2.2.2. Par suite, nous prendrons pour m un nombre premier 4 satisfaisant

les conditions de 2.2.1. On désigne alors par

(2:2.2:.1) T,(A% = ( _A")
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le systéme projectif décrit dans 2.2.1. On notera que par les deux

changements de base | —> § et s —> 5, il redonne les syst2mes projectifs
T%(ﬂK) et TL(AO

2.2.3., Supposons maintenant S hensélien. On sait alors que tout schéma

°) = T%(&DB envisagés dans 1.0 et 2.1 respectivement,

quasi-fini et séparé X sur S se décompose canonigquement en une somme
£ L]
(2.2.3.1) X =¥ 5

ot Xf est fini sur S, et ou xg =@ i.e. X" est réduit 2 sa fibre géné-
rique K% ; donc KE a méme fibre spéciale que X. Cette décomposition
est évidemment fonctorielle en X. On en conclut en particulier que si
¥ est un schéma en groupes sur 5, alors Kf en est un sous-schéma en

groupes, Si X est plat resp. étale sur S, il en est évidemment de

m@&me de Xf.

Nous appliquerons ceci aux composants vAO de T}(AOE, d'ol
2 L
un sous-systéme projectif de groupes

S dfn
(2.2.3.2) ((LVA ) )v 58 =

qu'on appelera la partie fixe du module de Tate Ta(AO). On a évidemment,

T{’(Ao}f c 8% |,

par construction, des isomorphismes canoniques, fonetoriels en 4 @
o, £ - o — o
(2.2.3.3) TL(A ) XgS T&(A )xss T&{Ao ) .
D'autre part, la fibre générique de TL(AOJE définit un sous-pro-groupe

canonique de TL(AK)’ appelée encore 'partie fixe" de ce module de Tate, soit

£
(2.2.3.4) T, (A" < TL(EK) v
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2.2.4, Lorsgue 4 #¥n = car.k, alors T{(AG}x

y . > +
faisceau {-adigue constant tordu sur 5 (les vAL étant finis étales

s'interprate comme un

sur 5., Comme le foncteur

X KO=Krcﬁ

de la catégorie des schémas finis étales sur 5 dans celle des schémas
finis €étrales sur k est une équivalence de catégories, 5 étant hensélien,
et qu'on a donc une équivalencc analogue pour les catégories de faisceaux
t-adiques constants tordus sur S resp. sur k, la relation (2.2.3.3}

: AW i £ g x
donnant la fibre spéciale de T‘(u } caractérise donc cette partie
fixe & isomorphisme unique prés. D'autre part, enm tant que sous-faisceau
M . 2] gi . 5 .
f—adique de Tj(a iy @lle est évidemment caractéris€éc par sa fibre

f

générique (2.,2.3.4), ou cc gui revient au mlPme, par le sous Z _-medule

correspondant, stable par ™ = Gal(X/¥)

aot@ ¢ 2 eyt = 1o

(2.2.4.1) T, (AL ; 2

En fait, on a le résultat suivant

Proposition 2.2.5. Supposons comme ci-dessus L # p, et S hensélien.

Alors le sous-module (2.2.4.1) de TJ{A{E}} = Tj(&K}(E} correspondant

T . \f( . 4 . 3 3 - PR
2 la partie fixe T{(&K (2.2.3.4; de TC(hK) est le sous-module T (A(K)

)I

des invariants sous le proupe d'inertie 1 © ©

Ceci résultera, par passage 2 la limite projective, de la

relarcion analogue, wvalable pour tout entier m > O premier a p = car.k :
(2.2.5.1) (8@ = ca@n? .
m m
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Pour prouver cette relatiom, introduisons le localisé strict S de 85

de corps des fractions E 12 sous-cxtension non ramifiée maximale de K
sur K. Comme (mh)f est fini étale sur S5, ses points & wvaleurs dans K
sont déja & waleurs dans E, donc le premier membre de (2.2.5.1) n'est
autre que Homsﬁg ] (mAJf}, tandis que le decuxi2me est, par définition

de K,égal 2a mA(ﬁJ. Or le premier membre, par définition de (mﬂ}f, compte
tenu quc S est une limite projective de schémas S:i étales finis sur §,
est aussi égal a Homs(g . m&} = mﬁoms(g,ﬁ), et par définition du modéle
de Mérom on a Homs(g,ﬁ} = A(K), ce qui donne bien 1'égalité annoncée

CB. 2053,

Pour en déduire 2.2.5, on note qu'on déduit de (2.2.5.1) que

) T.a@®@NY = umt 0E® 2 1m ¢ DTG0
=V v
voo4 1

mais si (xv) est un élément du deuxiéme membre, alors pour tout entier

o= O, X, est une section de A qui est infiniment divisible par 4, donc

sa valeur en s est un élément de nb(kJ infiniment divisible par 4, donc

il est dans Ano(k), ¢e qui prouve 1'égalité des deux derniers membres

de (*) et ach&ve de prouver 2.2.5.

Proposition 2.2,6. Soient CK un deuxi2me schéma abélien sur K, de modile

de Néron C, et considérons un homomorphisme uK:CK e AK’ se prolongeant

donc en un homomorphisme u: C —= A, Supposons gue u, soit une isogénie,.

K
Alors pour tout nombre premier L’TL(uK}:T%(CK) e TE(AF} induit une

isogénie des parties fixes

£ £
(2,2.6.1) T{(CK’ i IL(AK} s
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ct de mBme le morphisme induit par v, : CD — ﬁo
o o . O
{2.2.6.2) Tk b o8 Ty (0. )= Tylh,. )
4, o ‘e (o] . Q
est une isogénic. Enfin, uw Co - Ln induit une isogénic du plus
fo) :

grand sous-tore de C0 dans le plus grand sous-tore TO QE_LD. et au-dessus

d'une extension k' de k sur laquelle les '"parties abélieancs' de C0 et

de AU sont définies (par exemple sur la cldture parfaite de k), u,

induit une isogénie entre les »aorties zbéliennes de Cok' et de Aok‘ .

= & s = Y ; y £
Cet énoncé est conséquence formelle du fait que r;anE - S

"

le plus zrand sous-teore de A , enfin la "partic abélienne'” de A |
P & 'y (]
o D

sont pour ﬁK variable des foncteurs additifs en i, et que le faic

ue u,, soit une isopénie s'exprime par la condition qu'il existe un
¥ 34 L

v, = n,id, v,ou, = n.id, avec

morphisme vK:AK =l CK tel que l'on ait UV 1Yk

n un entier > 0,

Notons en particulier :

Corollaire 2,2.7. Si AK gt Cp sont des schfmas abéliens isogénes sur K,

alors les invariants correspondants i, i, @ (2.1.311) sont les mBmes

pour ﬁK ot pour CK . En particulier, ils sont les m@mes pour ﬁy et

son dual Al

Remarques 2.2.8. Dans les deux énoncés précédents 2.2.5 et 2.2.7, on
2 supposé S hensélien, Il est d'autrc part immédiat que 2,2.7, ainsi
gue les assertions de 2.2.6 concernant les propriétés de 1'homomorphisme
induit u s Co —> AO s sont valables sans cuttz hypothése., On se
s , h £
raméne en effet au cas traité par le changement de base 5 —> 5, on
h fod o ST BT e T .
S8 est le hensélisé de S, comptite tenu du fait (immédiat en vertu des

définitions, que la formeticnm des modéles de Néron commute &2 e chan-

Lt
L)
b
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Corollaire 2.2.5, (Cas de bonne réduction.) Sepient S un trait, 4 un

schéma abélien sur le corps des fractions K de S, A le mod2le de Nérom

de Ay, 4 un nombre premier # car.k . Les conditions suivantes sont

équivalentes.

{i) Il existe un schéma abélien sur S dont la fibre générique

est iscomorphe 3 ﬂK i

(ii) A est un schéma abélien.

(ii°) A® cost un schéma abélien.

(iii) Ao est un schéma abélien.

o ; " "
est un schéma abélien, i.e. (avec les notations

PO -
viii ) A
o

de (2.1.11) on a A= pu =0 .

{iv) A est propre sur S,

(iv®) A° est propre sur S.

{v) TLCAK) est "non ramifié sur S" i.e. se prolonge en un

faisceau 4-adique constant tordu sur S, i.e. le proupe d'inertie I

opére trivialement sur TL(AK(K)J'

(v bisg) Pour tout entier v = 0, vAK est "non ramifié sur S"
L

i.e. se prolonge en un revBtement étale sur S, i.e. le groupe d'inertie 1

op2re trivialement sur %UEK(K).

Enfin, un schéma abélien sur S comme dans (i) est un modéle

de Néron de AK » et en particulier est déterminé 2 isomorphisme

unique preés.

2.2.9.1. On dit que ﬁK 2 bonne réduction sur S s'il satisfait la
condition (i) ci-dessus, Le critére {v) ou (v bis) est connu sous le

nom de critére de NERON-OGG-CHAFAREVITCH de bonne réduction.
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S =

£

"

T

1!

= 18 = X

Prouvons 2.2.9. Le fait qu'un schéma azbélien sur S satisfait
2 la propriété universelle d'un modéle de Néron, qui se rédait au fait
qu'une section rationnelle d'un schéma zbélien sur une base régulidre

est partout définie, est bien connu (cf. p.ex. [5]). Cela prouve

1'équivalence (i) <= (ii) = (iio), ainsi que la derniére assertion
de 2,2.9. Les conditions envisagées impliquent évidemment (iii), (iwv)
(iv®), qui impliquent chacune (iii®), prouvons que (1ii%) = 119

(ce qui prouvera 1'équivalence des conditions (i) a (iv"J)). Or cela
régulte du fait qu'un schéma en groupes lisse sur un schéma S, a fibres
des schémas abéliens, est propre sur S (donc est un schéma abélien’

en vertu de (EGA IV 15.7.10). D'autre part, compte tenu de 2.2.5 et

du fait que T%(hxfi))fT&(AK{E))I est manifestement un Zﬁ—module sans
torsion, la condition (v) s'exprime par 1'é&galité des rangs de

TL(AK(E}) et de sa "partie fixe", i,e, (par (2,1,11} et (2.2,3,3}}

par la condition
B+ 2a =20k + p+ al :

f.e. 2+ p =0, f.e. X = u =0, qui n'est autre que (iii®), Enfin

1'équivalence de (v} et (v bis. est claire par définition. Celaz achave

laz démonstration de 2,.2.¢,

2.3. Nous supposons 2 nouveau S hensélien, et L # p = car, k., Utilisons
maintenant l'inclusion
(2.3.1) BT, ¥ 1, (8.

[} L o

de (2,1.6), et 1'équivalence de catégories rappelée dans 2,2.4%. Gn

" . i s f
trouve un sous-faisceau L—-adique constant tordu canonique de T}(a E
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appelée la partie torique de T,{A i

(2.3.2) Y e - B OSSR
caractérisé par la condition que sa fibre spéciale soit donnée par

i1'inclusion (2.3.1) :

2.3.3) %, % = 1 e ) T % .

Nous domnerons d'ailleurs plus loin une interprétation de la partie
torique de T%(AO) comme le module de Tate TL(T) d'un tore T sur S qui
relave le tore '1'O sur k, interprétation qui permettra d'étendre la
définition de la partie torique au cas 4 = p. Pour l'instant, et
pour fixer les idées, nous nous bormons 2 examiner le cas & # p,

auquel cas la partie torique de T)(ADJ peut donc se décrire par le

sous-ZZafmndule correspondant de TL{A(E))
(2.3.4) T, (A@N s T, W@ > T, (A®)

stable par l'action de 7, ol le premier terme est défini comme ?L(An)t(f),

et est appelé encore comme de juste le sous-module torique du module

de Tate TL(A(E)). Ce dernier apparait donc comme muni d'une filtration
canonique 3 trois crans (2.3.4). Appliquant ces réflexions au schéma

abélien dual Aﬁ , on trouve de mme une filtratiom & trois crans

(2.3.5) T, A EN s T, @ s T ar®)
Les termes médians dans (2.3.4) et (2.3.5) ("parties fixes")étant décrits
en termes des structures de T-modules des modules de Tate de A(K) , (A'(K)
comme les modules d'invariants sous le groupe d'inertie I (1.6.5), les

parties toriques sont complétement décrites en termes des parties fixes
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et de 1'accouplement o de (1.0.2), grale au théorgme suivant (dont

un cas particulier se trouve dé&ja dams [117]).

Thoéréme 2.4. (Théoréme d'orthogonalité)., Scient $ un trait hensélien,

AK un_schéma abélien sur son corps des fractions K, Ai le schéma abélien

dual, 4 un nombre premier distinct de la caractéristique résidueclle de §,

d'ol sur les modules de Tate T (A (X)) et TJ(A'(E)} la filtration canonique

(2.3.4) resp. (2.3.5) par la "partie fixe" et par la "partie torique'.

5 T E 5 - " i
Alors la partie torique T{(&(KJ) est l'intersection de la partie fixe

TE(A(EJJE avec 1l'orthogonal de la partie fixe T;(A'(E))f = Ti(A'(EJJI

pour l'accouplement canonique p (1.0.3), donc symétriquement, la

partie torique If(A'(E))t est 1'intersection de Tj(é'{§}3: avec 1'ortho~

£ . Ti(A{EJ)I. (B 1l'exposant I dénote

]

gonal de la partie fixe T;{A{E}}

le sous—module des invariants sous 1l'action du groupe d'inertie I.)

f

Démonstration a) Prouvens gue Tiia(ij}c est orthogonal a tha'fE}J
Pour ceci, nous allons interpréter la restriction de la forme o aux
parties fixes des modules de Tate, 3 l'aide de la biextension canonique
w2 =W de {(1.4.4), prelongement canonique de la biextension WK de

. f . . , O .40
(A_.A%) par € ., en une biextension de (A ,A' ) par @& . En vertu
K W i mS

de VIII 2.2, a W est associé un accouplement

(2.4.1) ot T,(a°% % T,(a'°) —> T (€ .} ,
W £ 4L L7 mS
dont l'accouplement = de (1.0.3} est déduit en passant aux points 3

valeurs dans K . Il en résulte que la restriction de  aux parties

fixes envisagées dans 2.4 s'obtient 3 partir de 1'acecouplement

(2l T, 6% % x 1, — 1.(2 )
4 £, 4 mS

i
]
s
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restriction de (2.4.1), en passant aux points 2 valeurs dans K .

Comme les deux termes qui interviennent dans le premier membre de
(2.4,2) sont maintenant des faisceaux {-adiques constants tordus,

pour €tudier ce dernier accouplement, on peut se bormer & étudier
1"accouplement induit sur les fibres spéciales, Or les fibres des deux
termes envisagés ne sont autres que les modules de Tate rL(AOOJ,T&(A;OJ
(2.2.3.3), et 1'accouplement déduit de (2.4.2) par passage aux fibres

spécizles n'esc autre que 1'accouplement

o (]
(2.4.3) r{,(Ao ) x T_t(a; ) — T{r(tka

=]

déduit de la biextension Wo de (Ao ,Aéo) par €& restriction de W

e
gux fibres spéciales.

Rappelons maintenant (2,3) que la partie torique de TL{A(E})
s'obtient en passant aux points & wvaleurs dans K dans le sous-faisceau
f-adique constant tordu TL(APJt de Tt(Ao)f, donc la relation d'ertho-
gonalité & prouver s'exprime en disant que 1'accouplement induit

par (2.4.2)

(2.4.4) TL{AOJt x TL(A’D}E —> T.(¢ )
. 8 m

s
est identiquement nul. Or il suffit de le wvoir pour 1'accouplement
correspondant sur les fibres spéciales, qui par la définition de la

partie torique n'est autre que 1'accouplement

o
(2.4.5) TL(TG) X T,(a ") —> T, (e )

k
induit par (2,.4.3). Or en vertu de VIII 4.10 cet accouplement est

nécessairement nul, ce qui prouve 1'orthogonalité znnoncée,
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b) Prouvons que 1'inclusion
= - - iy
(2.4.6) T (AE®D® c 1, @@t n @@

est une égalité, ob le signe 1 désigne 1'orthogonal. Il reviant au
m@me de dire que dans l'accouplement (2,4.2), 1'annulateur du deuxidme
facteur, qui contient la partie torique Ti(Ao}t comme on vient de voir,
est égale & cette dernidre. Comme il s'agit encore de relations antre
faisceaux {-adiques constants tordus, il suffit de vérifier cette

assertion sur les fibres spéciales, i.e. que 1'inclusion déja obtenue (1.10)

L
(2% 7) T (T Y = T %)

est une égalité ; en d'autres termes, il faut vérifier que la biextension

”o de (noo,aéﬂJ est non dégénérée 3 gauche (VIITI 4.11). Cr c'est ce

que nous avons déja noté dans 1.5, comme conséquence d'un résultat

de 1z thése de RAYNAUD.

2.5, On peut donner une forme &gquival ente au théorame d'orthogenalité,
en utilisant une polarisation £ de AK ; et la forme bilinéaire alternée

(1.0.8), compatible aux opérations de T ,

wE

(2.5.1) Pe ¢ T (MK x T (AK) —> T, (K*)
déduite de la forme ¢ (1.0.3) par transport de structure sur le
deuxidme argument i 1'aide de 1l'isogénie de Z ,-modules

T{(&(E)} —_— T{(A'(E)J

induite par l'isogénie §_ : Ay —> Ai définie par £ , L'égalité dans

(2.4.6) prend alors la forme simple
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(2.5.2) W = VNV 5
ot on a posé

U= TL(A<E)) , Vo= ot = "partie fixe' de thﬁff})
(2.5.3)
W = partie torique de Ttiﬁ(i)) ;
et oi L désigne 1'orthogonal par rapport 2 la forme de polarisation

(2.5.1). Les modules précédents donnent alors lieu au diagramme d'inclusions
(2.5.4) T —-v+v1'/>wvﬁv =T s
vis 23

ot les entiers 2a, 2\, W désignent les rangs du quotients de deux
modules consécutifs dans le diagramme, les notations &tant celles de
(2.1.9), (Le fait que W soit de rang u est la définition de u, que
V/W soit de rang 2a est la deuxi2me relation (2.1.11) jointe i 1la
suite exacte (2.1.6), d'ol par orthogonalité rang Ufwl'= U et

rang WY/V" = 20 ;.enfin les formmles
(2.5.5) rang V/V N VY = rang V/W = 2%
et la formule duale, résultent des précédentes, compte tenu de (2,1,10)

et de rang U = n.)

Remargues 2.6. a) Nous avons obtenu ici le théoréme d'orthogonalité
2.4 comme conséquence facile de la théorie des biextensions développée
dans les numéros précédents. On peut démontrer 1l'inclusion (2.4,6) sans

utiliser la théorie des biextensions, par un argument arithmétique dans
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le style de la démonstration du "théordme de monodromie' donnée dans I,
en se ramenant a une situation oh 5 est de corps résiduel fini, et on
le résultat d'orthogonalité résulte d'une simple considération de poids
pour l'opération de frobenius (utilisant le résultat de A, WEIL sur

les valeurs propres dudit frobenius). (Il est inutile d'invoquer ici

la résolution des singularités, en &nongant le résultat voulu pour

des schémas en groupes A sur des schémas 5, scus des conditions suffi-
samment générales.) Il ne semble pas malheureusement qu'on puisse
obtenir par cette méthode 1'égalité dans l'inclusion précédente, qui
sera utilisée, de fagon essentielle semble-t-il, dans la démonstration

du "théoréme de réduction semi-stable" au n® suivant,

b} Le théorgme d'orthogonalité 2.4 permet d'expliciter
les propriétés les plus importantes du modéle de Néron d'une variété
abélienne aK en termes de la représentation du groupe d'inertie I sur
le module de Tate Ttta(g})1 L étant un nombre premier fixé distinct
de la caractéristique résiduelle. (Le cas 4i=p sera examiné 3 part
plus loin (n® 5)). Comme premier énoncé de ce type, mais n'utilisant
pas le théoreme d'orthogonalité, rappelons le critére de bhonne
réduction 2.2.9, Nous allons donner de nombreux autresexemples par

la suite, en commengant au n® suivant (3,3),
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3, Cas de la réduction semi-stable. Le théoréme de réduction semi-stable.

Donnons d!abord un résultat auxiliaire dans le style de SGA 3 :

Propositicn 3.1. Soient S un schéma, G un S—schéma en groupes commutatifs,

plat, séparé, de présentation finie sur S, H un schéma en groupes

quasi=-séparé et localement de type fini sur 5, u: G —> H un homomorphisme

de S-schémas en groupes, K = Ker u . Pour tout s € S, désignant par s

le spectre d'une cldture algébrique de k(s), on note u(s) (resp. als))

le rang réductif (resp. le rang sbélien) de K_ i.e. la dimension du

plusgrand sous-tore (resp. de la plus grande variété abélienne quotient)

Soient 5 £ S, t € S une générisation de S, p 1l'exposant

o
gg-(Ksjred‘

caractéristique de k(s).

a) Pour tout entier m > O premier 2 p, nK est étale de type

fini et séparé sur S au voisinage de s, et on a la divisibilité :

(3.1.1) rang(nxs) | rang(nKt) =
b) On a
(3.1.2) uls) + 2a(s) s u(t) + 2ale)d :
c) _i(K;)ied est unipotent, il en est de mEme de (K;}:ed i

d) Supposons G_ de rang unipotent nul, H lisse sur S, et u

une isogénie. Alors u est plat et quasi-fini su-dessus d'un voisinage

ouvert U de s, a fortiori K\U est plat et gquasi-fini.

e) Sous les conditions de d), si u, est de plus un monomor-

phisme (donc un isomorphisme de Gt sur un SeusS-groupe ouvert de Ht)’

alors U est un isomorphisme de Gs sSur un sous—groupe ouvert de Hs’
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et si de plus § est irréduccible de point générique t, alors il existe

un veisinage ouvert U de s tel gue u induise un isomorphisme de GIU sur

un_ sous=proupe cuvert de HEF.

Démonstration,

al Un peut suppuser que n est inversible sur $. et alors
n.idu est Stale fibre par fibre (5GA 3 XV 1,3), donc, G érasnt plat de
présentation finie sur S, il résulte du critére d'écalité par [ibres
EGA IV 17.,8.2 que n.idc est frale, donc son noyau nG est dtale ; 11
est clair darlleurs qu'il est séparé et de présencation finie sur S,
puisque G l'est, On voit de m@me Gue SN est localement de type fing,
quasi-séparé et fermellement net sur S () done sa section unité

immersion ouverte (EGA IV 17,4.2 H'3¥Y, dene le uewvau de

u nﬁ —_— nH est un sous-schéma ouvert de nL. done érale sur S, gui
st retrocompact dans nG donc de présentation finie sur $, et séparé
sur S puisque G l'est, Or ce& noyau n'est évidemment autre due ”F 2

La formule (3,1,1) résulte des propriérés précédentes de K, comme

on voit en se ramenant par changement de base au cas oi 5 est local
hensélien de point fermé s, et en utilisant alors 1a décomposition

de “K en an et un schéma a fibre spéciale vide (cf., 2.2.3)., En

fait, cet argument montre, plus précisément, qu'il existe un monomor-

phisme pour les fibres géométriques

qK(;,‘ - 5 nxf?} .

(#) Du moins si H est commutatif ; dans le cas général, il restera

vrai que H est met sur S lo long dv s» section unicé, eoc qui suffit
POUT notr. propofs.

G4t
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b) Soit n > 0 premier 2 1'exposant caractéristique de k(s)
et aux rangs des quotients des fibres géométriques de K en s et ¢
par leurs composantes neutres réduites, alors les deux membres de
(3.1.1) s'obtiennent en &lévant n respectivement 2 la puissance
d'exposant 1'un et 1'autre membre de (3.1.2), comme il résulte de la
structure connue des groupes algébriques commutatifs. Donc b) résulte de a).

c) Comme 1'hypothase (KE)Z unipotent &quivaut aux relations
wle) = ale) = 0, et de mEme pour Ka, 1'assertion ¢) résulte formellement
de b).

d) L'hypothése que u, soit une isogénie implique gque Kt est
fini, donc on est sous les conditions de c), et par suite (Kgiged est

unipotent. Comme Gs est de rang unipotent nul, on en déduit que KS

est fini. D'ailleurs le fait que u_ est une iscgénie impligque

t
dim Gt = dim Ht, et le fait que G et H sont plats localement de pré-
sentation finie implique dim Gs = dim Gt, dim Hs = dim Ht (sGa 3 VIB 4.3),
d'ot dim Gs = dim 1-1s . Comme dim Ker u, = 0, on en conclut gue

dim Hs = dim us(Gs) (sGA 3 VIg 1.2.), ce gqui équivaut 2 u_ plat

grace 3 1'hypotheése H lisse (SGA 3 VIA 5.6). On en conclut qu'il

existe un voisinage ouvert U de s tel que u soit plat et quasi-fini

en les points de la section unité sur U (SGA 3 VIB 2.2 (i) et 2.5 {ii)).

I1 en résulte, comme pour u_, que u_, est plat pour tout s' € U, donc

u‘GU est plat et quasi-fini, 1'étant sur chaque fibre.

e) Pour la premier assertion, on se ram@ne aussitdt par
changement de base au cas oli 5 est intégre de point générique t, donc

3 prouver la deuxi2me assertion de e). Celle-ci résulte aussitdt de d) et du
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Lemme J.l.3. Scoient 5 un schéma, K un S-schéma quasi-fini, de préscu-

tation finic, séparé et plat sur 5, s = 5, t £ T unc générisaticn de s

>

Alors oen ¢

rang Fs = rang K .

Si rang K_ = 1 pour tout point meximal de S, alors K —> S est une

immersion ouverte (done un isomoyphisme s'il admet une sectionl).

Pour la premi®re assertion, on se ramé@ne par localisation

strictlsu cas o S est strictement local., Décomposant alors K en

. = AR i 3 ; T :
somme S 'un schéma fini ¥ ot d'un schéma 3 fibre spfciale wide, on
aura

-
TLng Ké % rang Lr

Fh

la deuxiéme dégalité provenant du foit que K est plat, fini ¢t de
présentation finie sur 5, donc localement libre sur S,

Pour la deuxi®me assertion, ce qui précéde montre déja que
pour tout s £ 5 on a rang Ks < 1, donc K5 est vide ou isomorphe &
Spec k(s). Par suite K —> S est un monomorphisme (SGA 3 VIB 2.5,
et étant plat et de présentation finie c'est une immersion ouverte

(EGA IV 17.9.1), ce qui ach&ve la démonstration.

Remarque 3.1.4. Dans 3.1 =) et la suite de la propesition 3.1, on ne
donne aucun renseignement sur an lorsque n eést une puissance de p
(lorsque p > 1). Lorsque G est lisse (et S loczlement noecthérien ou

H de présentation finie sur S) tout 2u moins, on peut donoer un tel

renseignement, par essentiellcement la méme méthode que dans 1a
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démonstration de 2) {en se ramenant au cas S local noethérien complet,

et utilisant SGA 3 XV 1.6 c¢), X 3,2, IX 3.6, IX 5.2), savoir :

>

(3.1.4.1) rang mult (nxs) ] rang mult(nKt)

ol rang mult désigne le rang du plus grand sous-groupe de type mul-
tiplicatif du groupe algébrique commutatif envisagé (SGA 3 XVII 7.2.1) ;
cn notera qu'un groupe algébrique de type multiplicatif de torsion est
fini. La formule (3.1.4.1) est valable pour tout entier n 2 1. On

conclut, grace a SGA XVII 4.6.1 (vi), que dans c), si K, est unipotent

(sgA 3 VII 1.1, il en est de mEme de K .

Proposition 3.2. Scient S un schéma localement noethérien régulier

int2gre de dimension 1, K son corps des fonctions rationnelles, AK

un schéma abé&lien sur K, A son moddle de Néron sur S, qui est un

schéma en groupes lisse et séparé sur S (et quasi-projectif sur §

si S est noethérien [ 23 , VIII 2, 3°]). Les conditions suivantes

sont €quivalentes :

(i) Pour tout s € 5, Aso est de rang unipotent nul, i.e.

(2.1.5) est une extension d'un schéma abélien par un tore.

(ii) I1 existe un schéma en groupes G lisse, séparé de type

fini sur S, prolongeant AK’ et dont les fibres sont de rang unipotent nul.

De plus, si G est comme dans (ii), alers 1'unique morphisme

G —> A induisant 1l'isomorphisme donné sur les fibres génériques est

un isomorphisme de G sur um sous-groupe ouvert de A, done induit un

0~ o
isomorphisme des composantes neutres G —> A
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J.2.1. HNotons tout de suite que la définition du modéle de Néron A
de ﬂK est la mBme que dans le cas local, rappelée dans 1.1, L'existence
de ce modele de Néron, et le fait qu'il est séparé de type fini sur §,

est bien connuse, et s¢ raméne en fait immédiatement au cas local,

Bien entendu, pour tout point fermé s € §, §' = Spec{gs ¢/ est un trairt,
et AxSS' n'est autre que le mod2le de Néron de ﬁK sur S', dans le

sens envisagé dans 1.1,

Démontroms 3.2, Il est trivial que i) implique ii), car il
suffit de prendre G = A ., Il reste donc a prouver gue si G est comme
dans (1), alors ¢ —> A est une immersion ocuverte. Or ¢'est en effet

un cas particulier de 3.1 ).

Corollaire 3.3. Avec les notations de 3.2, supposons les composantes

neutres des fibres du modéle de Néron de rang unipotent nul. Scoit §'

un schéma satisfaisant aux mZmes hypothéses que S, K' soa corps des

fonctions rationnelles, f: S' —> 5 un morphisme dominant,

EK' — AKQKK' = fibre générique de AXSS', A' le modéle de Néron dao

AK” et considérons le morphisme unique
u AXSS‘ — A'

induisant 1'identité sur les fibres ~énéricues., Alors u est une immersion

ouverte, et induit don¢ un isomorpbisme sur les comnesantes noutres

(3.3.1) A%, 8" == ar®
-
11 suffit en cffet d'appliquer 3.2 dans lz cas de 8', en

prenant G — A YSS‘

'
I
ot
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3.3.2. On voit donc que les propriétés équivalentes de 3.2 impliquent

une propriété de "stabilité" partielle pour les mod2les de Néron ; on

fera attention que lorsque AK n'a pas bonne réduction i.e. que A n'est

pas un schéma abé&lien, il n'est Pas vrai que pour tout S' comme dans

3.3 (et m@me pour S' fini sur S, et K'/K séparable ...), le morphisme
Axss' —> A' lui-m@me soit un isomorphisme, i.e. induise des isomorphismes
sur les groupes de composantes connexes des fibres (cf. 11.10 plus bas
pour le comportement de ces groupes de composantes connexes par extension
de la base). Ces observations, renforcées par 3.9 plus bas, justifient

la terminologie suivante, introduite par MUMFORD (et qui s'harmeonise

aussi, paraift-il, avec les notions de méme nom étudides dans son livre [17]):

Définition 3.4, Les notations étant celles de 3.2, on dit que le schéma

abélien A Sur K a réduction semi-stable sur S si les conditions équi-

valentes (i) et (ii) de 3.2 sont vérifiées.

3.4.0. On notera que sous la forme (ii), cette condition ne fait pas
appel 3 la notion de mod&le de Nércn. D'autre part, elle se raméne
immédiatement par localisation au cas o § est un trait, comme il
résulte par exemple de 3.2.1. D'ailleurs, comme la formation du modéle
de Néron commute au changement de base de 8 vers son hensélisé, ou

son hens€lisé strict, la notion se raméne méme au cas S ou S est

un trait strictement local.
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Proposition 3.5. (critére galoisien de réduction semi-stable). On

suppose S un trait. Les conditions suivantes sur le schéma gbélien AK

sont €quivalentes {les notations étant celles de (2.5.3), appliquées

42 la situation déduite de {AR,S) par passage au hensélisé de 5)

¥

i AK a réduction semi-stable sur 5 (3.4).

(ii) On a, avec les notations (2.5.3}, (2.5.4)

v 'v'.L

(iii) On a pour la partie torique W du module de Tate :

N=Vi‘ .

(iv) L'action du groupe d'inertie 1 sur U = Tfiatilﬁ est

unipotente d'échelon 2 (i.e. il existe un socus-module U' de U stable

per I tel que I opére trivialement sur U' et sur u/ut).

On peut supposer 5 hensélien (3.4.0), Avac les notations de
2.1.9, (i) signifie que 1l'on a
=10 "
ce qui en vertu de (2.5.5) équivaut a V = VW= i.e. a (ii). Comme w=vnv par
(ii}) <= (iii). D'n~illcurs (iv) signi-

Eic zussi que 1 opRre trivislement suy UI = ¥, e2 qui per dunlitd sigonifie

1¢ thforé&me d'orthogonalité 2.4, eén

a

an'il cpérc trivislement sur Uki.b. que Vo U1=?, cc qui est (ii), Cela

acheéve la démonstration.

Remarques 3.5.1, Les conditions (ii) et (iv]} ne dépendent visiblement

que de 1'action de I sur le @, -vectoriel Uz @. , et auraient pu 2tre
4 2.? 9

o

formulées en termes de cette action. Signalons aussi que ces conditions

sont manifestement stables par tout changement de base par un morphisme

b
o
O
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de traits S' —> 5. Enfin, si (iv) est satisfaite pour AK’ elle l'est
aussi manifestement pour tout scus-schéma zbélien et tout schéma

abélien quotient de &R , et en particulier pour tout schéma zbélien

isogéne 2 A (par ezemple pour A%).

Corollaire 3,5.2, Soit g un générateur topologique de thfl} = TF(E*).

Les conditions équivalentes de 3.5 équivalent aussi 3 1a condition

suivante :

(v) L'action du groupe d'inertie I sur U = TL(&(E)) se fait

3 travers le plus grand quotient pro-fL-fini I(L) de I, qui est canonique-

ment isomorphe a;zj(l) (1 ), et l'opération By du générateur g

sur U satisfait la condition

$3.5.:3) (1 - J = o &

&y
En effet, pour toute action unipotente continue d'un groupe

profini I sur un espace vectoriel {-adique, on voit aussitdt que

1'image de I est un pro-{-grcupe. Il s'ensuit que (v) équivaut 3 (iv).
Nous pouvons maintenant prouver le résultat central du

présent exposé :

Théorame 3.6, (théorgme de réduction semi-stable). Soient S un schéma

noethérien régulier connexe de dimension 1, K le corps des fonctions

rationnelles de S un schéma abélien sur K. Alors il existe une
»

extension finie galoisienne K' de K, telle gque le schima abélien

AK’ = LKQKK' ait réduction semi-stable (3.4) sur le normalisé S'

de S dans K',

351

356



On observera que S' est noethérien régulier connexe de
dimension 1, ce qui donne un sens & la conclusion &noncée. Pour prouver
3.6, choisissons une cldture séparable K de K, et écrivons 1'extension
K comme limite inductive de ses sous-extensions galoisiennes finies Ki

Solt Si le normalisé de S dans K et soit U le plus grand ouvert de

{
S sur lequel AK ait bonne réduction. Comme S est noethérien connexe
de dimension 1, et U # @, on voit que T = S=U est un ensemble fini

de point fermés de 5, et que pour tout t € T, gs,t est un anneau de
valuation discréte. Il suffit de trouver, pour tout t € T, un indice
i = 1(e) rel que AK. ait réduction semi-stable e¢n lés points de Si
au-dessus de t ; Enleffet, il suffira de prendre alors pour K' le
composé des extensions Ki(t) peur t € T. Cela nous raméne donc au cas
oli 5 est un trait., D'autre part, comme de groupe Gal(K'/K) permute
entre eux les points de Si au-dessus du point fermé s de S, il suffit
de trouver K' de telle facon que AK‘ ait réduction semi-stable en un
point du normalisé S' ; d'ailleurs il est inutile ici que K' soit
galoisien sur K, il suffit de trouver K' extension finie &tale de K
satisfzisant la condition précédente, car la cldture galoisienne de

cette extension satisfera 3 lz m2me condition., Utilisant le critére

3.5 (iv) on wvoit donc que 3.6 revient i 1'assertion suivante

Corellaire 3.7. On suppose & nouveau 5 un trait. Alers il existe un

sous—pgroupe ouvert T' de T tel que l'action I' = INM! sur U = TF(A(E))

soit unipotente d'échelon 2, ou encore : il existe un souB~-groupe

cuvert I' de I dont 1'action sur U scit unipotente d'échelon 2.

Lt
n
ta
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On a2 un isomorphisme canonique (compatible aux opérations de ™
i - _
(*) H {PX’ Efi‘,) Hom(TL{A(K)), ZZL} 5

qui montre que 1'assertion 3.7 &quivaut 3 1z m8me zssertion pour les
opérations de I sur le premier membre de (¥#), Or cette assertion a été
prouvée dans II1 (en utilisant la résolution des singularités des

schémas excellents de dimension 2).

Corollaire 3.8. Les conditions &quivalentes (i) 2 (iv) de 3.5 équivalent

aussi A la condition suivante :

(vi) L'action de I sur U = T£{A(EJ) est unipotente.

En effet, pour prouver que (v) implique (vi), on note que
si un groupe I opérant de fagen unipotente sur un vectoriel E de dimen-
sion finie sur un corps de caractéristique nulle (en l'ocCuzrenceQ%)
admet un sous-groupe d'indice fini I' opérant avec l'échelon m (en 1'oceur-
rence m=2), alors I lui-m2me op2re avec l'échelon m. En effet, T
&tant d'indice fini dans I, le groupe algébrique G' < GL(E) qu'il
définit est d'indice fini dans celui, G, défini par I, or G étant
unipotent est connexe (caractéristique nulle !}, donc G=G', donc I
et I' ont méme "échelon d'unipotence.

On obtient également une réciproque a 3.3 :

Corollaire 3.9. Les notacions sont celles de 3.2. Les conditions (i)

et (ii) de 3,2 équivalent aussi a la condition suivante :

(iii) Pour toute extension étale K' de K, désignant par S'

le normalisé de S dans K', par A' le modéle de Nérom de AK' = ASSK’=Aﬁ®KKr*

le morphisme canonique
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AxSS' ——— A

induit un isomorphisme sur les composanteés ncutres,

La nécessité de la condition a &té vuc en effet, sous une
forme plus forte, dans 3.3. Pour voir la suffisance, on choisit K'
comme dans 3.6. Comme les fibres de A'° sont de rang unipotent nul,
il en est de m2me de celles de (AXSS’}Q = AOKSS', done aussi de celles

de A° dont les précédentes se déduisent par cxtension du corps de-base.

4. Application & une conjecture de SERRE=-TATE €t ou conducteur

4.1. DNous supposcns S hensélien, 2t gardons les notatioms de¢ (2,5,3),

avec £ # p (¥). Pour étudier l'action de ™ = Gzl(K/K} et de son sous-

groupe d'inertie I sur U = TL(A{E)), nous allons utiliser le fait qu'il
existe un sous-groupc ouvert I' de I, que nous prendrons m@éme invariant
dans 71, tel que l'action de I' sur U soit unipotente d'échelon 2, i.e.

tel que 1'on ait

] 1 L
o' st :

L]
Il est clair que UI ne dépend pas alors du choix particulier de I',

on pourrait 1'appeler le sous-module esscntiellement fixe de U, et nous

ef
le noteroms U ~, son orthogonal prenant alors l¢ nom de sous-module

: A " =3 =
essentiellement torique de U, qui sera noté U -, On =2 donc unefiltra-

tion en trois crans
(4.1.1} v ot Sttt S

évidemment invariante sous 1l'action de 7 . Notons par la mime occasion

(*) Le cas L # p sera &tudié dans les §§ 5 ¢t 6 ci-dessous.
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qu'il existe un plus grand sous-groupe de I qui op2re de fzgon unipotente
(ou ce qui revient au m@me, unipotente d'échelon deux) sur U : c'est

le sous-groupe I' des éléments qui op2rent de fagon unipotente, qui

est aussi noyau de la représentation de I dans le gradué associé a 1a
filtration (4.1.1) de U, ou ce qui revient ici au méme, le noyau de

la représentation induite de I sur UEf. En vertu du crite2re galoisien

de réduction semi-stable (3.5), ce sous-groupe de I' correspond & la

plus petite extension gzaloisienne K' de K (l'extension non ramifiée

maximale de K) telle que Agy 2it une réduction semi-stable. Cette

description montre en m@€me temps que cce sous—-groupe I' de I ne dépend
pas du choix du nombre premier 4 # p.

Notons que la représentation de T sur UlUEf est connue 3
5 ef et
isogénie prés quand on connalt la représentation sur U , donc sur U ,
grace 2 1l'isogénie induite par 1'accouplement de polarisation (2.5.1)

ef

v
(4.1.2) u/u®t — wH) une isogénie,

ot le (1) désigne le twist de Tate par R‘L(IJ = 'IL(E*} ; 1'homomorphisme
précédent est en effet, évidemment, compatible avec les opérations de T .
(NB. On a un isomorphisme canonique UIUe£ - (U’et}v (1), on
ur = Tl(A'(i)})' Il s'impose donc d'étudier de plus pr2s l'action de T
sur UEf.

Or par construction, celle-ci est triviale sur le sous-groupe

inveriant 1' de I, elle se factorise donc en une représentation du

groupe quotient

(4.1.3} ™ = w1t ;
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action dont nous allons donner maintenant une description "indépendante

de £ ",

4.2, Soit donc K' une extension galoisienne de K, correspondant % un
sous-groupe invariant ouvert V de 7 tel que VNI = I', le groupe de

Galois G de K'/K apparaissant donc comme unc extension

C4.2.,1) 1—3—1‘—90——2-00-4.-1 .
ol
(4.2.2) T=1/1'

est le sous-groupe d'inertie, et Go le groupe de Galois de la plus
grande sous-extension non ramifiée K" de K'/K . Lz suite exacte (4.2.1)

est donc image de la suite exacte analogue
(4.2.3) l—>T—0a —>n —1 .

ol ' est le groupe (4.1.3) opérant sur Uef. On a donc un diagramme

d'inclusions de corps e
A
K — K"=sKMK' = ¥
~
(4,2.4) € L -
b
K' > R .
IS

Soicent S' le normalisé de S dans K', A% le modéle de Néron

de A,,. Alors par le critédre galoisien de réduction semi-stable (4.5)
Ay v

Z : ’ o " "
AK' a réduction semi-~stable sur S! i.8. a: est extension d'un schéma
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ab&lien par un tore ; d'autre part, par transport de structure, G op2re

sur A® donc sur Ax© par sutomorphisme de facon compatible avec 1'action

donnée de G sur le schéma de base S' de A¥*, I1 est clair alors que

1'action de T' sur otf . T}(ﬂ*o)f{f) est déduit par transport de structure

de 1l'action de T' sur (A*OfK',ﬁﬁﬁ, ' féquivaut sur A¥ via G. Tenant

compte de l'isomeorphisme canonique

(4.2.6) °f =~ ¢ (a9 i@ = 1 (ax%)
L Lo

(valable pour tout faisceau {-adique constant tordu sur S', cf. I ¥,
on trouve alors la description suivante de l'action de T1' sur Ll'e"f 3

On considére le schéma en groupes lisse connexe Agc sur le
corps résiduel k' S—> ¥ de S', qui est une extension quasi-galoisicnne
de k de groupe de Galois Go. Le groupe quotient G de T' opdre sur Ago
de fagon compatible avec son opératiom sur k' wvia GO. D'ailleurs 7'

opere sur k via son quotient s donc il opd2re sur la situation

& ks
(A: /k',k). Donc par tramnsport de structure T' op&re sur

ef _ [« T
U = TL(&g (k) s

et c'est 1l'opération cherchée de m'. En particulier, l¢ sous-groupe T de G
qui opére trivizlement sur k' opére sur A:Q par k'-automorphismszs,
et la représentation correspondante de T = I/I' sur TLtngol(E) est
l2 représentation déduite de la représentation naturelle du groupe
d'inertie 1 sur UEf.

D'autre part, la partie essentiellement torique %% de U

correspond simplement zu sous-module

£

et . en T ef Oy o
(4.2.7 u T_L(T:, (k) cu TL(aj; (k) i
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o Ig est le plus grand scus-tore de A;O. Posant de méme
{4.2.8) B* = A*°/T®
o o o

pour la partie abélienne de A:D, 1'opération de G sur Ago induit
séparément des opérations de G sur Tg et sur Bg, et l'opération de T1°

et ef, et =5 " -
sur U et sur U /U se déduit des opérations précédentes & 1'aide
de 1'isomorphisme (4.2.7) et de 1l'isomorphisme correspondant

ef

(4.2,9) e =

T, (B#) (k) i
A (a]

De ceci, et de l'isogénie (4.1.2), on déduit, pour le carac-

tére gbH—> Tr &y de l'action de ' {(ou de TJ) sur U, la formule

(4.2.10) Tr g = Tr g + Tr e o v ”-.'L

Va2, DU? LA i g'l\ﬁ.'% X;-!.-J\S.:if B g )
L o o 5

oli au premier membre on a &crit Lg pour U, pour rappeler le nombre

premier choisi L # p, ol g, ., resp. S 4 désigne l'action de g sur
o }

le meodule de Tate T{(BgJ(k) resp. TJ(Ti)fk), déduit de son action

sur Bg resp. T: qu'on vient d'expliciter, et ob

s \ « =l e i +
(4.2,.11; % T — o —)EL

est le caractére de 7' (ou de T} déduit de 1'action sur Z,(1) =T, (k#*),
< i = o
- caractére qui est trivial sur T .
llous sommes maintenant en mesure de prouver un cas particulier

d'une conjecture de SERRE-TATE [29, Appendice] {¥).

¥) C'est essentiellement le cas i=1 desdites conjectures pour les O,

363



Théoréme 4.3, Soient S un trazit hensélien de corps résiduel k, corps

des fonctions K, AK un schéma abélien sur K, considérons la représen-~

tation de T = Gal{K/K) sur le module de Tate U, = T,(A{K)}, on 4 est

un nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle,

al Il existe un sous-groupe ocuvert I' du groupe d'inertie

qui opére de fagon unipotente sur U,, de sorte que le caractdre de la

représentation de T sur U, est en fait une fonetion sur 7/I' . De plus,

sur T = I/1" cette foncticn est 3 wvaleurs entidres, et est indépendante

de 4 ., Plus généralement, pour tout g € I, les coefficients du polyndme

caractéristique de g; somt des entiers rationnels indépendants de £ .
L

b) Supposons que k soit un corps fini 3 g €léments, de

sorte que 1 = T/I <= Gal(k/k) s'identific au complété Z de Z, au

générateur 1 de Z correspondant 1'automorphisme de frobenius
q

£f. i RFH—=x
q

dans Z, la trace (et plus généralement tout coefficients du polyndme

de k/k. Alors pour tout g € 7 dont 1'image dans T, est

caractéristique) de 8y; &St un nombre rationnel indépendant de 4, qui
4

% . n
est m@me un entier si 1'image do g dans ﬂb est de la forme fq , avec nm =

Prouvons par exemple les assertions sur les traces. Les
assertions sur les coefficients du polyndme caractéristique se prou-
veraient de la me@me fagon, mais on peut noter aussi qu'elles résultent
formellement des assertions faites sur les traces, grice au calcul
de ces coefficients en termes des traces des itérés (formules intro-
duisant cependant des dénominatcurs, donc ne donnant pas 1l'intégralité

annoncée}, et 4 un lemme de DWORK-FATOU (dont une jolie démonstration
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est donnéce par KLEIMAN dans [ 14 2,C1).

a) On-utilisc la formule (&4.2,10,, qui doevient ici

-1
o4 3 E ' G + Tr g "
. 3.6 Tr 8y Tr LB*,{ Tr Box s Ir ka,‘ ;

ot maintenant BB* et Bpse
o o

Il suffit donc de montrer que leos deux traces corrcspondantes sont

sont des k'-automorphismes de B: rasp. g TF

des enticrs rationnels indépendants de 4 c¢ qui esi un €énoncé "géomd-
trique' pénérzl sur les groupes algébriques, Pour g c'ese un résultat

C-ﬁ 1%
bien connu de WEIL sur la théorie des variétés abélicnnes [5 {15 1 ;
Bos c'est pretiquement trivial, en explicitant la représentation
o

de I sur T=T: a 1l'aide de la représentation correspondante sur le groupe
dual M'. isomorphe 3 #Z" : laz trace cherchés est contragrédiente de eclle
r p &

de cette dernidre représcntation, grace & l'isomorphisme canonique

- 3 i .
(= aar W ows ma,
bl 8i 1'"imape de p dans 7 oest f n, la formule (4.2.10
g L q
dgevient maintenant
. _ n, -1
(4.3.1; Tx By, 4 " Tr EB;,L + Tr Sre,1 - g Ir Byt 4 .

Nous sommes ainsi ramenéds 38 prouver le lemme suivanc {oh on fera k — k',

A—> a* %2 T
ok

Lemme 4,3.2, Scient k la cl®dture algébrique d'un corps fini, A un schéma

en sroupes commutatif de type fini sur k, £ un autemorphisme de co

&

schéma en groupes, compatible avec 1'zutomorphisme f de Spoclk) déduit

par transport de structure d'un asutomorphisme do frobenius itdré

o T ; s
% {on q = p st une puisgeznce de la caractéristique, avec r = 0J,

x> x
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-donc on a pour l'action de g sur des fonctions o :
-1 -T
g* () = £5(\)g*() = A3 g%(e) = WP gl (\ € k)

Considérons 1'automorphisme g induit par g sur T;(A(k)) par "transport

de structure", ol L est un nombre premier # p. Alors la trace de B;

(plus généralement, tout coefficient de son polynbme caractéristique)

est un entier rationnel, indépendant de £, et ses wvaleurs propres

sont des entiers algébriques de valeur absolue égale 2 ql;z ocu g.

S5i A est un schéma abélien, les waleurs absolues sont quz :

A

w
[

est affine, les waleurs propres sont de la forme qai, ol les Ei sont

des racines de 1'units,

En effet, considérons 1'endomorphisme fi "puissance gq.igme"
du schéma absolu sous-jacent & A, gqui est défini comme 1'identité
sur les points et 1'élévation & la puissance q.iéme sur le faisceau
structural. C'est un endomorphisme du schéma en groupes A compatible

Spec(k) _ _-1
q

avec l'endomorphisme £ £ sur laz base Spec(k), donc le

composé

(4.3.3) F=f g

est un endomorphisme du schéma en groupes A, compatible avec 1l'iden-
tité sur Spec(k), i.e. c'est un k-endomorphisme du schéma en groupes A.
Je dis que 1'automorphisme Tg de A(k) défini par g par transport de

structure, explicité par la formule

(4.3.4) T (w = TS pour & € Ay

peut aussi de décrire par

(4.3.5) Té(u) = F(u) pour u € A(k) i
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Pour le vérifier, il suffit de voir que l'application ensembliste sous-
jacente aux morphismes Spec(k) —> A représentés par les deux membres
sont les m@mes, ce qui nous réduit 3 prouver 1'égalité déduite de (4.3.5)
en 7 composant le premier membre & gauche avec fz, et le deuxiémes membre
A decite avee £1 (puisque fﬁ et £71 induisent 1'identité sur les
ensembles sous-jacents aux schémas source), Mais la formule en question
est 2lors conséquence immédiate de (4.3.3) et de (4.3.4).

Appliquant (4.3.5) aux u € LvA(k)’ et passant & la limite
sur v, on trouve que g, peut aussi s'interpréter comme 1'endomorphisme
TL(F) de t&(A(k]) associé a l'endomorphisme F de A, On sait d'autre
part que TL(F} a un polyndme caractéristique qui est 2 coefficients
entiers indépendants de 4, en se ramenant par dévissage au cas ol A
est, soit un schéma abélien, soit un tore, on le résultat en question
était déja urilisé dans la partie a) de notre démonstration. De plus,
cette démonstration prouve également les assertions faites sur les
valeurs propres, compte tenu, dans le cas d'un schéma ab#flien, des
classiques résultats de WEIL [15].

Cela prouve 4,3.2 et achdéve la démonstration de 4,3, et prouve

en meme temps

LCorollaire 4.4, Plagons nous sous les conditions de 4.3 b). Alors

pour tout &€lément g dans T' dont 1'inage dans T, est de la forme fz

ct

avec n = 0, les valeurs propres des automorphismes induits de U

ef , et e . s
v /U, u/u £ sont des entiers alzébriques dont les valeurs absolues

" 2
sont respectivement qn, qni et 1. En ce gui coneczrne les d=

X mOorceaux

extr@mes, on peut dire, plus précisément, gue les voleurs propres
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ot les

> n
correspondantes sont respectivement (g eiJlﬁisu-EE {eiJlsisu’

€i(1$iigﬂ sont des racines de 1'unité.

En fait, la formule (4.1.2) donne pour le dernier morceau
les waleurs propres qnf(qnei) = Bi-l, mais comme £, est une racine
1 ——

de 1'unité, on a Ei_ =€, (conjugué complexe), et comme la famille
des €, est stable par conjugaison complexe (comme famille des solutions
d'une équation & coefficients entiers), la famille des ai-l est aussi

celle des ei, ce qui prouve la derniere assertion de 4.4.

4.5, HNous zllons donner une application de 4.3 2) a3 1la théorie du
conducteur loecal des schémas sbéliens. Supposons k algébriquement
clos (*), Rappelons (SGA 5 X 6.2 ou [20]) que pour tout schéma en

1-groupes commutatifs étale F sur K, (L # p), on définit un entier
y - ,
(4.5.1) GS{FK} a (1,(F))

(i:m —> S désignant 1l'ineclusion), de la fagon suivante : on choisit
une extension galoisienne finie K' de K, de groupe I', qui déploie FK’
de sorte que FK soit défini par un 4L-groupe fini M sur lequel T opdre.

D'autre part, on associe 2 1l'extension K' de K un certain Zi[fﬂ-module

projectif (défini & isomorphisme prs)

(4.5.2) Sw = Sw(K'/K,Z

2 ’

et on posec
s K

(4.5.3) a {F.,} = long Hom,, (rj(Sw,M} z
i

On vérifie (loc, cit) gQue cette expression ne dépend pas du choix de

l'extension K'/K. D'ailleurs, le fait gque Sw soit un Z%‘[F]—module

(¥) I1 suffirait en fait que k soit parfait, mais par passage au hensé-

lisé strict de S, on Se raméne aussitdt au cas envisagé.
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projectit impliqua qu. JS(Pﬂ: s¢ comporte addirivemont pour los
suites cxnactes,

Nous allons appliquer cett: difinition ~u cos du Lalsco ou
&ak’ ot ﬁK ost notre schéma abélicn sur K. On done . dand cc Ccrs,

un entier

Tid & LN - i ; - o= o AT Y
(4,5.4) QS(AK,L) = long Hmﬁa_{T}\Sw,U' ﬁ_ﬁ VR T, {ATK) )

T étont choisi comme il = €t2 dit (choix dépendant & priori de Lo,

L'enticr (4.5.4) s'appellc 1'.xposant conducteur immndéré (ou

"sguvage'. (¥} du schéma abélicn ﬂK par ropport & l'ant o di valuotion
fiscréte VO K ; pat prassage 4 hensélisdé, il st defini bicn sOr sons
supposer V hensélien, €t il so raménc auss1-A0 au Cas wi i est Btrie-

tement local, Bous nous proposons de moncrer lo

Corollaire 4.6. L'exposant conduocteur immodé&ré (4.5.4) ne dépend pa

du choix du nombre premicr 4 # p.

Nous pouvons supposer 5 strictement leocal. Nous zallons donner

le calcul de (4.5.4), en vremplagant 5w par n'importe quel futre 2, (T)-nodule

T

projectif L. Notonms quc la filtratien (4,.1.,1) de 1, se fait nar des

sous-29 -modules qui sont manisfestement des facteurs dircets, donc

(%) 11 y 2 lieu de définir

o

ssi 1'exposant conducteur modérd de AK

par rapport & V comme 1'cntier différence des longucurs sur Z/LZ
P L0 .
des fibres géométriques afnériquce et spéeigle de A, qui est

indépendant de 4 et égal & 2X + o avec les nobations da (1,1.11°

1'exposant conducteur {(rotall) de Ay est défini comme 1l somme des

1.8
deux enticrs précfdents; clest 1¢ terme leoccl gui intorwient dons
F 1
o

- -

1x formule d'Euler-Poinearé pour & de BGa 3 X 6.2, (20
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cette filtration induit une filtration analogue de U(i) = Ui@ ¥,

ZIL i

dont les facteurs successifs sont déduits des facteurs Vi{i=1,2,3)

et ef

vt | uvefpet , uusf

intervenant dans la filtration (4.1.1) par tensorisation par‘EL . Bien

entendu, cette filtration est stable sous T, et donne par additivicé

une décomposition de long Homai(r}(L,U({JJ en somme de trols termes,

longueurs

(%)

des groupes

)(L,vi:}egzz F

Ei) ;:-(Homai(r ; L '

Ho (L,V.®
“‘zz&(r) 12,

1'isomorphisme écrit dans (*) résultant encore de 1'hypoth&se de pro-

jectivité faite sur L ; on suppose seulement K' choisi sssez grand pour

que I op2re sur les Vi . Or Homz {(TJ(L’vi} est évidemment un Z!L-module

sans torsion, donc soniang est €gal au deuxi®me membre de (¥), Si %y

est le caractidre de la représentation de T dans Vi, et ¥ le caractire

~
de la représentation de I dans L , on trouve donc

(4.6.1)

-1
long Ho (L,ulL)) = L N T ulg)y, (g2
"‘zz&(r) jies &4 ger i
-5l g Ulglxlg), avec N=card T,
gel’

o w(g) = T ¢, (g) est aussi la fonction sur T déduite par passage au
i 2

quotient de la fonction sur le groupe d'inertie I caractére de la repré-

sentation

de monodromie de I sur U. Or en vertu de 4.3 a) ce caractdre

est une fonction 3 wvaleurs entidres rationnelles indépendante de 4 .

Prenant L

a a-Nbi+1,

= Sw, il en est de m2me du caractre Y(g) de L, qui est égal

ot & est la "fonction de Dirac" de T, et a le "econducteur




d'Artin” de K'/K [26]. Cela prouve donc 4.6, en mettant en évidence en
m2@me temps 1'expression suivante, indépendante de 4, de 1'exposant

conducteur iomodéré

(4,.6.2) a (A, =N T (al(g)-N&({g)+1) =(g] .
: g€T

oft T est le groupe de Galois d'une extension galoisienne finie K' de K

7 ; ef . : : L1
qui splitete U (par exemple la2 plus petite telle extension, cf. 4.1},
alg) le conducteur d'Artin sur i, et «(g) la fonction trace sur T expli-

citée dans (4.3.0). Dans le¢ cas de réduction semi-stable, on pout prendre

K'sK, done " = e, et on trouve

(4.6.3) ar(Axi =0 (cas de réduction semi-stable)
-~

Pour terminer, explicitons un critdre de réduction semi-stable

qui résulte des réflexions générales de 4.2

Proposition 4.7. {(Critérc de M. RAYNAUD de réducticn semi-stable’.

Spient S un trait, AP un schéma zbélien défini sur son corps de fonctions
£

n en entier > 1 premier 3 la ceractéristigque résiduelle p (¥), et tel

que nAK soit non ramifié per rapport 3 5 i.e. tel que le groupe d'inercie

opére trivialement sur “A(KE. alors, ou bien AK a une réduction semi-—

stable sur 5, ou bien n = 2, et si § est strictement locel, AK ncquicere

une réduction semi-stable sur une extension finic galoisienne K' de K

s groupe de Galois isomorphe & (Z /22 ¥,

#*

pres

J Comme il résulte d'un exemple qui m'a érté communiqué par J. TATE,
4.7 ne reste pas veolzsble guand n ést égal 2 1a caractéristique rési-
duelle p, mBme si K est de caractéristique nulle et si A
courbe elliptique 3 multiplication complexe.

% est une

3066
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On peut évidemment supposer S strictement local, Avec les
notations de 4.1 et de 4.2, prenons K' le plus petit possible, i.e.
suppoesons que [ opére fiddlement sur a*;". Par hypothése, T op2re tri-
vialement sur A(K), et a fortiori sur nA(E}Ef = _a%(k) D _a*7(k).

On conclut alors par les deux lemmes suivants :

Lemme 4.7.1. (J.P. SERRE). Soient G un schéma en groupes commutatif sur

un _corps k, extension d'un schima abélien par un tore, n un norbre entier

= 2. Alors tout automorphisme d'ordre fini de G induisant 1'identité sur

nG est réduit 3 1l'identité si n # 2, et est 1'identité ou d'ordre deux

sin=2,

Lemme 4.7.2. Un groupe fini dont tout élément # 1 est d'ordre 2 est

isomorphe a (7 /2Z }r, pour un r = C convensble,

4.7.3. Rappelons la démonstration de 4,7.1, qui est bien connue, On note

que grace su fait que n id_ est un &épimorphisme, 1'hypoth2se que u induise

G
1'identité& sur nG i.e, que 1 - u induise 0 sur nG’ s'exprime par la
condition que 1l'on 2it 1 - u = nv dans 1'zoneau des endomorphismes de G.
Pour prouver la conclusion anucncée, on est ramené (en décomposant le
groupe cyclique fini engendré par u en ses composantes p-primaires, pour

les divers nombres premiers p divisant 1'ordre de u) 2u cas oix u est

N 5 .
d'ordre p , puissance d'un nombre premier. Soit E le sous—anneau de End(G)

N

engendré par v, qui st un quotient de Ziiij(IP -1li, donc de type fini

sur Z , et gqui de plus est sans torsion (ceci est conséquence formelle

du fait que G est divisible). Il se plonge donc dans EQ = EEZ!Q’ qui
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apparait comme un quotient de Q[T]f(Tp -1), qui est un composé direct

et e

de corps extensions finies de @. Il en est donc de mEme de EQ' Considérant
les images de E,u,v dans les corps composants Ki de EQ’ on est donc
ramené & voir que s5i K = Q(u) est un corps engendré par une racioe
primitive pn—éme de 1'unité u, et si n est un entier = 2 tel que u-l= g 1
mod n (dens 1'anneau des entiers de K), alors on a u=l, ou u=-1 et n=2,

Or ceci résulte aussitdt du fait bien connu que si uw#l i.e. m 21, 1'idéal -

(u-1) est premier et 1'idéal (p) en est une puissance, dont 1'exposant E
est > 1 sauf si p=2,m=1 i.e. si u==1. Du fait que (u-1) est premier et
divise p résulte en effet que n 2 2 ne peut diviser u-1 que si n=p,

et p ne divise u-1 que si (u-1l) = (p) i.e. u = -1, done n = 2,

4.7.4., DEmontrons 4.7.2. I1 suffit de prouver que T est commutatif.
Or si x, y €T, on aura (xy)(xy) = 1, ce qui peut s'écrire aussi, puisque

%2 = 1, yz =1, xy = {xy}-l = yﬂlx_l = yx, ecqfd.

Remarque 4.7.5. La démonstration donnée 4.7.3, jointe & 4.7.2, nous
montrent que si G est un Groupe commutatif divisible d'un Topos, n = 2
un entier, et I un groupe fini, operant fid2lement sur G en induisant
l1'identité sur ch alors T est réduit 3 1'identité si n = 3, et est

isomorphe 2 un groupe (Z /22Z )T si n=2.
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5. Le théor&me d'orthogonalité dans le cas 4 = p (cas semi-stable). Dualité

des schémas zbéliens Bc t B!, Caractérisation de la partie fixe, Criteres

r
= o

de bonne réduction, de bonne réduction essentielle et semi-stable.

5.1. Plagons nous dans le cas 2,2,.3 ot S est hensélien et A° est

{-divisible, de sorte que la partie fixe

O E
T, (A ) — T{(A)

est définie comme le pro-i-groupe de Barsotti-Tate formé des (Lvﬂo}f .
Nous allons maintenant domner une définition de la partie torique (2,3,2)
de TL(AO), indépendante de l1'hypothese 4 # p faite dans 2.3, mais
supposant en revanche 5 complet (¥*). Pour ceci, introduisons pour tout

entier n 2 ¢ le schéma artinien local

(5.1.1) s_ = spec(v/n™ ) )

n.2me voisinage infinitésimal de s dans S, et pour tout S-schéma X soit
X_ = Xx.S_. Comme (A®) = (A )° est lisse sur S , il est connu
S n n n n

n

(SGA 3 IX 3.6 bis) que To est la fibre spéciale d'un unique sous-tore

(5.1.2) T & a° 5
n n

D'apregs l'unicité des Tn’ ceux-ci se déduisent les uns des autres par
les changements de base Sn, -—a—sn . En d'autres termes, il définissent

un sous-tore formel T du groupe A° (dans 1a catégorie des schémas formels

sur S) complété formel de A° le long de la fibre spéciale :

(5.1.3) T A® .

(*#) Cette hypoth2se n'est d'ailleurs pas essentielle, comme on montre
dans 6.1 ci-dessous,

i
!
i
P
|
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Comme le foncteur X ——> X (complétion formelle le long de la fibre
spéciale) induit une équivalence entre la catégorie des schémas finis
sur S, et celle des schémas formels finis sur S (EGA 1III 4.8), nous
allons identifier simplement un schéma fini sur 5 avec le schéma forme]
correspondant. Avec cette identification, la définition des 'parties

fixes" nous donne aussit8t pour tout v = 0O
(5.1.4) At = @

) £ LV
ce qu'on peut écrire aussi comme une identité de systdmes projectifs
(5.1.5) T, = 1, %)

= R L L .

On obtient donc un sous-pro-groupe de Barsotti-Tate de la partie fixe de

Tt(Ao) en prenant TL(T) C:TL(AOJ. On définira alors la partie torigue

de T,(a%) comme

<

t din o, f

o A e -
(5.1.6) 'I‘L{A ) ’I‘L(T) c TL(A ) = T, (A7) .

Donc par définition, on aura

o.t
(5.1.7) TAMT = T S ,

le S-groupe fini et plat LvT étant lui-m@me décrit comme la limite

inductive des Sn-groupes finis et plats
(5.1.8) zv(Tn) , n variable N

i.e, son glgébre affine est décrite comme la limite projective des al-

gébres affines des groupes (5.1.8). Bien entendu, on aura

o, t _
(5.1.9) (TL(A ) )rl = T{’(Tn} i
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ce qui, pour n=0, n'est autre que la formule (2.3.3) par laquelle on
avait caractérisé la partie torique (comme groupe pro-fini=étale) dans
je cas L # p. Ceci montre que la définition (5.1.6) est compatible avec
celle donnée dans 2.3 lorsque L # p.

Passant aux fibres génériques, les parties fixe et torique

de TL(AQJ nous définissent des parties fixes et toriques dans TL(AK)

C £ o
(5.1.10) IL(AK) = T%(AK) o Té(AK’ .
Ce sont des inclusions de pro-{-groupes de Barsotti-Tate, Considérons

la filtration analogue, correspondante au schéma abélien dual A’ :

iyt i y
(5:1:11) TétﬂK) c TL(ﬁK) = TL(AK) .
On a alors le résultat suivant, qui généralise 2.4 (du moins dans le

cas S complet, auquel on pourrait facilement se réduire dans 2.4) :

Théorgme 5.2. Supposons gque 5 scit un trait complet, et soient AK un schéma

abélien sur K, Ai le schéma abélien dual, £ un nombre premier tel que

le modéle de Néron connexe 4° soit 4-divisible (cf. 2,2,1), de sorte

qu'on dispose alors des filtrations (5.1.10} et (5.1.11) des pro-groupes

T,(A,) et T,(A,,}. Ceci posé, les parties toriques se reconstituent en
2 =" -

termes des parties fixes par la formule

= £ 7 s S
(5.2.13 TL[AK) = TétAK) n (TLuAil )

et la formule analogue obtenu en échangeant les rdles de AK et de hﬁ 3

oir le signe L1 désigne 1'orthogonal par rappert a 1'accouplement

canonique (1.0.2).
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Enfin, lorsque nx est & réduction semi-stable sur § (ce qui

résulte des autres hypoth2ses dans le cas 4 = p), zlors on a mlme la formule!

- "‘—-—-—_.___‘_-.
’ st yEy=d
{5.2.2) T{(!\K, = (T{,'{A;:. )

5.2.3. La signification de la formule (5.2.1) étant bien claire si -
est premier 3 la caractéristique de K (o ellc peut s'interpréter en
passant aux Z .-modules ordinaires, A action de 7 = CaleHKJ, formés

des E-points des pro-groupes en jeu, comme dans 2.4), explicitons-13

dans le cas général, en utilisant la notion de dual

{5.2.3.1) p(G) = HomiG Ti{smai
d'un pro-i-groupe de Barsotti-Tate G = (G(u)}, qui par définition esr
le systéme projectif des duals de Carrier D(G..r; (8GA 3 VIT #.3.1 et

VIII 1), ot les morphismes de transition se définissent de tagen dvidente
(par transposition & partir des morphismes d'inclusion entre les Glv),
par exemple). La théorie de dualité des variétés abéliennes nous apprend

que 1'accouplement mentionné dans 5.2 définit en fait un isomorphisme
(5.2.3.2) T (ag) = D{T, (A, )} "

d'od par composition un morphisme

(5.2.3.3) T, 40" —> bz anf)

et la formule (5.2.1) affirme que le noyau de 1'homomorphisme précédent

(qui 2 priori est un sous-pro-groupe du premier terme) n'est autre que

) ¥ t 5 . .
la partie torique TL(AKT - On notera gu'il s'agit d'un isomorphisme de

pro-objets, et non de syst®mes projectifs : nous n'affirmons pas (et i1
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serait faux en général) que pour tout entier v, IC(AKJ (vw) soit égal
au noyau de T{(AKJf(v) —_— D(TL{Aﬁ)E)(v) ; ce dernier pourra 2tre plus
grand a priori. (MNous verrons cependant plus bas qu'il ne l'est pas si
Ay 2 réduction semi-stable, ce qui est le cas en particulier, d'apras

les hypohtéses faites dans 5.2, lorsque 4 = p),.

5.2.4. La démonstration de (5.2.1) ne fait que répéter, pratiquement sans

changement, celle de 2.4, On note gque 1'accouplement induit
(5.2.4.1) 1,(a0f x T,a0f — 1,(6_)

. - i AK' £ AK Lk
donnant naissance & (5.2.3.3) est induit par um accouplement

o. £

(5.2.4.23 T, (A%% x TL{A'Oif

— T.mes}

de pro-groupes de Barsotti-~-Tate sur 5, lui-mBme induit par 1'accouplement
de pro-groupes

. y o, 1Oy
C5.2.4.3 T A" » TL(A 3 —Hb-TL(Gm

£ S}

déduite de la biextension W de {AO,A'D) par Gms . Par suite, 1'accouplement

’ (=53 19
(5.2.4.4) Tt\AO 3o TL{AO ) —= r{(m

)
mk :
déduit de (5.2.4.2) par passage aux fibres spéciales, n'est autre que

(o]

celui déduit de la biextension W, de (Ao ,R;DE par G En vertu de

_
VIII 4.11 et de 1.5, l'annulateur gauche de 1'accouplement (5.2.4.4)
est donc égal 2 TL(TO}’ qui n'est autre que la fibre spscizale de la
partie torique T}(Aoﬁt. On conclut donec, en revenant & la définition

des annulateurs gauches explicitée dans 5.2.3, a 1'zide du
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Lemme 5.2.5. Seit u : G —> H un homomorphisme de pro-{-groupes de

Barsotti-Tate sur 5, 5i u

e G0 — Ho est nul, alors u est nul. Si

u ot G0 —3 Ho est une isogénie (resp. un isomorphisme}, u est une

isogénie (resp. un isomorphisme:.

Hous appliquerons en effet la premiére nssertion de 5.2.5 au
morphisme composé

o,t o, f ; P o AN
TL(AJ ~—;1"L( H —;-rm"r‘tm' ;o .

ol le deuxi2me morphisme est celui déduit de 1'accouplement (5.2.4.2",
on trouve que ce composé est nul, donc que 1'accouplement envisagé
s'annule sur la partie torique & gauche, Par symétrie, il s'annule done
sur la partie torique a droite, donc il provient d'un accouplement sur
les quotients, ou "morcesux 2b&liens"

o.ab

T, (A% X TL(A'O)Bb — T,(6) ,

lesquels quotients sont encore des pro-groupes de Barsotti~-Tate, comme
on vérifie aisément, Il reste 3 prouver que le mornhisme correspondant

4 cet accouplement

Ty

4

{Ao)ab D(TL(A'G}Rb‘

est une isogénie, ce qui résulte encore de 5.2,5,

Nous laisserons au lecteur la démonstration {facile) de 5,2.5,
qui est un résultat velable sur toute base noethérienns connexe. Nous
trouvercons d'ailleurs plus bas (7.4.7), par une anzslyse un peu plus

c

; ] . - o
précise des biextensions wn des tAn ,A; ), une démonstretion directe

assez évidente des deux cas particuliers od nous avons eu 2 utiliser 5.2
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5.2.6. Supposons maintenant que AK eit une réduction semi=-stable sur §,
de sorte gue nous pouvons prendre pour £ n'importe quel nombre premier
(distinct ou non de p). D'ailleurs, en vertu du crit2re galoisien de

réduction semi-stable 3.5, on a pour L # p
ears Eyd i X% 3
1 =
5.2.7) (T{,‘A&) ) ( TL(AKJ ) T{{AK) =
Il reste 2 prouver, pour terminer la preuve de 5.2, que cette inclusion
est valable sans restriction sur £,
En effet, le membre de gauche est canoniquement isomorphe a
£
{ ] L] " 1] L3 - n:.
D\TL(aK}fTL(AK) ), et est donc de “"rang" (ou "hauteur égal a

2n - 200 = u =y (notations de (2.1.%}, ou par hypothese % = G}, qu

P

est aussi celui de TL{AK)E. Comme l'inclusion

() T, (8% )

est stricte, dans le sens qu'elle induit d€j2 un monomorphisme pour tous
les termes du syst@mes projectifs envisagés, il s'ensuit zisément que

le premier membre de (*) est maximal parmi les sous=-pro-groupes de
Barsotti-Tate de TL(AK) ayant m@me rang que lui, de sorte qu'on a bien
1'égalité de (5.2.7), qui &quivaut a l'inclusion entre les termes extrémes

de 5.2.7 par le théor&me d'orthogonalité.

5.3. Utilisant la correspcndance par orthogonalité entre sous-pro-groupes
de Barsotti-Tate stricts (au sens précisé plus haut) des pro-groupes duals
TL(&KJ et Tl(ﬂi}, on déduit formellement de (3.2.2) gque 1'accouplement
(1.€.2) entre ces pro-groupes induit un accouplement

L ab 11 2P . y
(5.3.2) Té(AK’ X T{(AK' — 1L(GmK’
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qui est une dualité parfaite, i.e. identifiant chacun des deux facteurs

du premier membre au dual de 1l'autre (zu sens de 5,2,2). (NB les exnosante
ab désignent les "parties abéliennes', quotient de la partie fixe par
la partie torique), Il est clair d'autre part que (5.3.2) est induit

par 1'accocuplement
% o,ab 10 ab N
(5.3.37 T, (a7 X T, (A7) —> T, (6

déduit par passages aux quotients de 1'accouplement (5.2.4.2)}. Celui-ci

étant une dualité parfaite sur les fibres génériques, i.e. 1'homomorphisna

correspondant
(5.3.4) TL(A")ab e D{T.fl(A"")ab)

€tant un isomorphisme sur les fibres génériques, nous avons évidemment
envie d'en déduire qu'il en est de mfme sur S tout entier, ou ce qui
revient au mdme, sur les fibres spéciales. Cette déduction est valable,
triviaslement, si 4L # p ; elle est valable également, du moins dons le
cas d'inégales caractéristiques, si 4L = p, gr2ce 2 un théorzme profond
de TATE [33, th,4]. Nous allons cependant pouvoir l'établir directement,
sans 1'aide du théor2me de Teate, plus bas (7.4.6).

Pour préciser laz signification géométrique du résultat que nous
désirons établir, notoms que l'accouplement déduit de (5.3.3) par passage

aux fibres spéciales n'est autre que 1'accouplement
L]
(5.3.5) TL(BO) % T&(BG} e T&(Gmk)

déduit de l2 biextension UQ de (Aoo,ﬁéo) per passage au quotient, Bo at B;
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désignant respectivement les parties abéliennes de AO et Aé . Comme,
en vertu de VIII 4.8, la biextension “o provient d'une biextension
ab ] ; - :
wo de (BO,Bé} par Gmk' déterminde & isomorphisme unigue pré2s, 1l'accou-

plement (5,3.5) peut =ussi s'interpréter comme céduit de la correspon-

o y ai ’
dance divisorielle Uo ¥, et 1'homomorphisme correspondant

(5.3.6) T,(B) —= B(T,(B1)) =T

(ot dans le dernier terme, la lettre [ désigne le schéma obélien dual)

n'est autre que celui déduit par fonctorialité de TL de 1'homomorphismec
(5.3.7) B —= b{3')
o o

défini par Woﬂb. Donc le fezit que {5.3.5) soit une dualité parfaite
signifie aussi, par le dictionnaire bien connu {(cf, [ 51) gues le noyau

de {5.3.7), qui est un groupe fini sur k en vertu de 1.5, = une composant
fL-primoirz nulle, Dire qu'il en est ainsi pour tout 4 signifie donc

que l'isogénie (5.3.7) est un isomorphisme, i.e. que la correspondance
divisorielle anh est une dualité pnarfaite entre Bo et Bé . Les consi-

dérations qui précédaient montrent seulement que le noyzu de (5.3.7)

2st un p-groupe. Enongons donc le résultat plus complet :

Théorgme 5.4. Soit S un itrait, 2t A, un schéma abélien sur 5 ayant une

rédverion semi-stable sur 5, Déslznons par Bo' Bé les parities sbéliennas

des modéles de Néron de A et du schéma abélien duzl A respoctiveonmeni.
2 B4

1 g . : ab G
slors 1z correspondance divisorislle canonigua Ua sur (BO,B;), déduiras

= » . i v 3] =] - i
par VIII 4.8 de la biexiension canoniqus UO de (A o,ﬁ; ) (fibre spériczle
par Le o

de la biextension W de 1.4), est une cuslité parfaitc enire Bc 2

L

Bé,

[
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i.e. définit un isomorphisme de chacun de ces schémas abéliens avec

le dual de 1l'autre.

La démonstration de 5.4 dans le cas géméral va 2tre donnée au
n® 7, comme conséquence d'une construction fort naturelle et importante
due & RAYNAUD. Notons seulement ici que pour prouver 5.4, on peut

supposer 5 complet, comote tenu de 3.3,

5.5. Pour exprimer commodément les facteurs extrBmes dans les filtrations
(5.1.10) et (5.1.11), dans le cas dé la réduction semi-stable, intro-

duisons les schémas en groupes constants tordus sur S
o= I = il
(5.5.1) wo=pn(t) , M =2z} "

duals des tores maximoux T,» T! des fibres spéciales de A,A' (SGA 3 X 5.7),
Comme & est local complet, ces schémas en group=2s peuvent B8tre cocnsidérés

cemme les fibres spéciales de schémas constents torius

(5.5.2) H' , M sur E 3

ainsi, si le tore T  est déployé {par exemple si k est séparablement

clos) 1.e, si g% est le groupe constant défini par le groupe ordinaire

) >

1 =
(5.5.3) M Homk_gr('.['c,cmk

alors M' est le groupe constant défini par M!' :

Cn peut d'ailleurs noter que, puisque T et Té sont isogznes (2.2.6),

T; est déploys si T, l'est, de sorte qu'il y a lieu d'introduire &galement
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dens ce cas

(5.5.4) M= Homk_gr{T',G ) i

o' mk
et pn aura alors

B o= .

Ceci posé, on aura &évidemment, pour tout entier n, des isomorphismes
(5.5.5) M' = p(T ) " M = p(T!) ”
=1 n -n n

o T; est défini en termes de A' comme Tn en termes de A (5,1.2),

d'od on déduit des isomorphismes cononiques (ol on pose EZ.LCI) = 'IL(GHSJ}

o ~
(5.5.6) T (T ) =M 8, Z,(1) , T,(T) = Me,Z, (1) i

et par passage 2 la limite sur n des isomorphismes canoniques
T, (%)t = T, (D = e 7 (1)
L L xR
(5.5.7)

T, (') 5= T, (T2l e 7,(1)

L L Bo% :

Dans le cas de la réduvction semi-stable, on en conclut par dualité, en
utilisant le théor2me 4'orthoronalité 5,2 et 1la relation (5.2.2), des

isomorphismes canoniques :

f yE =
TL(I‘X)ITL{rk) -'3i<®m Zz L

(5.5.8)
£ aa
T{‘{A'JI'IL{A"(J e %I(@Rz{, .
On trouve dec m@me, grice 2 la mBme formule (5,2,2), des isomorphismes
cancniques :
T, (A)/T,(A )" = (T, (a5
Pl ol P Ll
(5.5.9)
[

T, (AT (1"»12)

£
LT D(TLU'K) ) .
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ot on s¢ rappelerza que les groupes TL{AK}I et Tt(éi}k qui figurent ou
second membre sont les restrictions a2 m de pro-{-groupes de Barsotti-Tate

définis sur S, TL(£°)£

et SL(A'OEf respectivement ; la lcottre D désigne
ici les dusals au sens des pro-groupes de Borsotti-Tate, savoir

Hom( - , Z,(1)). Alnsi

Proposition 5.6. Supposons 5 complet et gue AK ait réduction semi=stable

gur S, Alors pour tout nombre premier 4 (qui peut f8tre &zal 2 la carac-

téristique résiduelle de 5), le pro-i-groupe de Barsotti-Tate TL(hKJt

est la fibre générique d'un pro-groupe de Barsotti-Tate sur S, "de type

est la fibre

torique", donné par (5.5.7), tandis que TL(AKJKTLfRK)f

d'un pro-groupe de Bersotti-Tate sur S5 de type pro-2tale, donné par

(5.5.8). Enfin les groupes TL(AK}f EE_T&(AK}ITL(&K)t sont les fibres

génériques de pro-groupes de Barsotti-Tate définis sur S, £gaux res-
£ £
) : EL(l)).

pectivement 2 T¢(A°)f et a D(T‘L(ﬂ‘D ) = Hom (TL(A‘O)

5.6.1. On notera qu'il revient au m@me pour le rev&tement &tale S'

t £ "
de déployer TL(aKJ ou de déployer TL(AK)!TL(AK) , car cela signifie
respectivement que S' déploye les groupes constants tordus M et M', or
ceux~ci sont isogénes, puisque To et T; le sont, On voit en m@me temps

qu'il existe une plus petite extension &tale S' de S qui fait l'affaire.

Signalons aussi la conséquence facile suivante des définitions

de 2.2.3 :

()
oo
(&}
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Proposition 5.7. Supposons A° {~-divisible, I hensélien, Soit Fie un

faisceau L-adique constructible sur K gqui soit "non remifié" i.e. gqui

se prolonge en un faisceau {4-adique constant tordu F sur S, et soit

u: Fp —> Ti(ﬁKJ un homomorphisme de pro-groupes, alors u se factorise

en_un homomorphisme de F dans TL(AK)E.

En effet, on aura
(5.7.1) u = (u(v))veo, avec u(v): F (v) —> TL(&K)(v) = LVAK .

Par la propriété universelle de A, comme F{vw) est étale donc lisse sur

S, le morphisme u(w) provient d'un homomeorphd sme
v({v) : F(v) — Luh .
et par définition de la partie fixe, cet homomorphisme se factorise en
£
v{v) : F(v) —> {Lvﬁ} .

Comme 1'image du morphisme induit sur les fibres spécizles tombe dans

la partie infiniment {-divisible de &D, on cenclut gue v(v) se factorise

méme par ({vAo}f. Par passage 2 la limite sur v, on trouve un homomorphi sme
v: F—> TL(ho)f >

et le morphisme induit sur les fibres génériques donne évidemment la

factorisation cherchée,

Remarques 5.7.2, Lorsque {4 # p, il est élair que la propriété 5.7 du
SOus=-pro-groupe TL(ﬁK)f de TL(AK) caractérise celui-ci de fagon unique,
comme le plus grand socus—faisceau {-adique de Ta(ﬁx} qui soit "non ramifié",

Lorsque L = p, 1'énoncé 5.7 cesse d'8tre bien raisonnable, et on va donner
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une opri€te nettement nlus forre que celle énoncée dans 5,7, qui nOurTa

alors servir de caractérisation intrinsdque de la partie fixe de Tn{AK;

fen termes de la seule sfructure de pro-groupe de Barsotti-Tate de

?_fﬂr?J. - iy means dans le cas d'inégales caractéristigues

Thécréme 5.¢. (M. RAYNAUD). Scit AK un schéma abélien X réducrion semi-

stable sur le corps des fonctions K d'un trait hensélien 5. Soirt 4 un

nomtre nremier (le cas intéressant étant celui od £ = pj, et considérons
1 T 3 3 i=T % = T. (A ) e - " e fine" .
& pro-={L-—groupe de arsotii-late a_ = “; © €L _sa ''partic 1Xe A,

3 = PR : ot 8 . Gy
qui_est 1la fibre générigue du pro-{-groupe de Barsotti-Tate X = [ (a")f,

Supposcons, si 4 = p, qulon ait car, K = 0(de sorts que nous disposons

iLBoit F ous PEO-L=RTOUpE U@

aomomorphisme Foo— N s¢ tactorise per K
. - M

— -

Passant aux ind-.—-gToupes associés aux pro-i-proupes de
Barsctt:-Tate envisagés, l'éncncé préceédent devient dquivalent au wuivant,

Lraze au thévuréme cité ls TATE

Sorellaire 3.9, F est un ind-i—zroupe de Barsotti-Tace, alors tout

L&)
ey

hemomorphisme u @ F_ —> A_ se prolonge (de facon unique) en un homo-

morphisme u: F—= A,

En d'autres termes, la propriété "néronienne' caractéristique
{1.1.27 du modéle de Néron reste valable pour des homomorphismes de
ind=schémas #n proupes de Barsot-i-Tate, sans hypoth2se de lissité sur
celui-ci, (Seul le cas des groupes ind-étales résulterait directement

de la déftnition,)

-t
7
ra



Remarque 5,9,1, En fait, M. RAYNAUD démontre 5.% sans supposer A!(

2 réduction semi-stable, et mEme pour tout schéma en groupes néronien A
sur S (dont la fibre générigque n'a pas besoin d'8tre un schéma abélien) ;
bien s@ir, il est également inutile dans la formulation 5.9 que S scoit
hensélien, La démonstration de RAYNAUD de ce cas plus général procdde
par réduction au cas particulier envisagé dans 5.8, en utilisant une
propriété inédite dans la construction des mod2les de Néron, Nous nous

bornerons ici & donner la démonstration de RAYNAUD de 5.9,

Démonstration de 5.9, In szit [33] que F est une extension d'un groupe

~ati

de Barsotti-Tate F' qui est ind-étale par un groupe de Barsotti-Tate 7

2 fibre spéciale connexe, de sorte que pour tou® entisr n, on a une

sulte exacte
0 —=F"{)—= Fln) —> F'(n) —> G s

avec F'(n) connexe et F"fn)o purement infinitésimal, L'homomorphisme

donné ua sz définit par une suite d'homomorphismes

uﬂ(n) : F{n),l_1 — A"a 3

et tout revient & prolonger séparément ceux-ci en des uin) : F(n) —> A,
Le lemme 5.9.2 ci-dessous nous ramdne alors 3 prouver que 1'homomorphisme
‘.zjr'1 s F;:I — A‘f't induit par u_ se prolonge en u" : F" —> A, Par suite,

T

on peut supposer F & fibre snéciale connexe,

Nous pouvons considérer uﬂ comme un homomorphisme de Fﬂ dans

le ind-{-groupe de Barsotti-Tate Y‘ﬂ associé a Xﬂ = TL{AK}' et considérer

alors le composé
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En vertu de 5,6 ce dernier groupe se prolonge en un groupe de Barsotti-Tate-
ind-étale Z sur S (savoir ggﬁchbfa:%)). En vertu du théor2me de TATE

cité dans 5.8, 1l'homomorphisme (*) se prolonge alors en un homomorphisme

Comme F est & fibre spéciale connexe et que Z est ind-étale, ce morphisme

est nul, Donc il en est de mEme ce vﬂ, donc uﬂ se factorise par Yf .

u
C'est ce gu'il fallait démontrer !

Reste & prouver le

Lemme 5.9.2. Scient 5 un trait, A un schéma en groupes nfronien sur

5 (1.1.22,

l1—2g!' —» 0 —2g" —>» 1]

une exXtension de schémas en groupes sur S, avec G" lisse,

u: Gg'—>A

un homomorphisme de groupes, et

T G —> A
Yr ¢ ®n n

un homomorphisme de groupes prolongeant ur. Supposons que 1'extension
i

de G" par A imape de l'extension C par u soit représentable (¥}, - ce

qui est le cas par exemnle si G —= G" admet une section localement

pour la topologie "finie localement libre" (cf, SGA 3 IV 6.3) et si A

est quasi-projectif sur 5. Alors il existe un unique morphisme de groupes

v i:G—>A

prolongeant vn‘_E u,

{#) Des résultats inédits de M, RAYNAUD impliquent ¢'aillsurs que cette
condition est toujours satisfaite,
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in effet, la derni2re hypothése faite nous ram2ne au cas ol
G'=A, u = identité, et ol v”1 - Sﬂ —2 Aq est donc vne prejection, qu'on
se propose de prolonger en une projection v: G —> A, Or G est lisse

comme extension de deux schémas en groupes lisses, de sorte que la

conclusion résulte de la définition de la propriété néroniemme de A,

Corollaire 5.10. Soient AK un schéma abélien sur le corps des fonctions K

‘ d'un trait S, 4 un nombre premier. Lorsque L = p, on suppose car.K = O,

pour pouvoir disposer du théorzme de TATE déja invoqué dans 5.8, Pour

que AK ait bonne réduction sur 3, il faut et il suffit que le pro-{-groupe

it

de Barsotti-Tarte TL(AK) "ait bonne réduction sur 5", i.e. se prolonge

en un groupe de Barsotii-Tate sur S.

(C'est le résultat conjecturé dans [3, 4.91.)

1a nécessitd Stant claire, il reste 2 prouver la suffisance ;
notons d'ailleurs que le cas 4 # p a déja étéd trzité (2.2.%). On peut
supposer 5 hensélien (2.2.%). Supposons d'abord que A, ait réduction

semi-stable sur S, Alors 5.8 appliqué & F = X nous montre gqu'on a

£ S 5 g
TL(AK) = TL(AK} » ce qui signifie aussi que le tore maximal de A  est

nul, i.e. que hoo est un cchféma abélien, de sorte que la conclusion
résulte de (2.2.9 (iii®)). Traitons maintenant le cas général. En vertu
de 2.2.9 on peut supposst évidemmant 5 strictement local. Soir K' une

| extension galoisienne finie tells que A, ait réduction semi-stable sur
le normalisé §' de 8§ dans K' (2.6). Si A¥# désigne le mod2le de Héron

correspondant, G = Gal{K'/K) opeére sur la situation (A¥,5'), donc sur
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=t d'apr2s ce qu'on a vu dans 4,1, il suffit de prouver que G opire

g 2

trivialement sur ce dernier, ¢e qui impliquera en effet que A, a réductio
F ¥ n

0

semi-ctable, i,e. qu'on est dans le cas 4€33 traité, Or seoit X un groupe
i Barsotti-Tate sur S qui prolenge X _ = T;{AK}' En wvertu du théor&me

4'unicitd de TATE d€ji invogqué, 11 existe un (unique) isomorphisme

Exp8' = 1 Ja%

Gui induit l'identité sur les fibres génériques. Far transpori de struc-

ture, ceci isomorphisme 2st compatible avec les opérations de

(%}
o
[

e
ot

est ~lair gque X opdre trivialement sur la fibre spfciale de K?SS , dons

A O}, d'olt il résulte évidemment qu'il

¥
Lo

#*

il on2%re trivialement sur T

cpire trivialement sur AS , ce yur achadve la démonstration.

Remargue 5,11, Une fois 12 thdorime de TATE pruuvg sans nypoth®se res-
trictive sur car.K, les vésultats précédents S.8, 5.%, 5,10, ainsi gue

5.13 plus bas, seraient &videmment établis sans une telle restriction,

Posons une définitvion, qui pourra Btre encore utile ailleurs :

o

Définition 5,12, Sgient 5 un erait hensélien, £ un nombre premisr, X

un nro-=L-groupe de Barsotti-Tate sur le point générique 7 de 5, Cn dir

gue I s tenne réduction sur S si X se prolonge en un groups de Barsotti-Tate

sur & inf. 5.10), gu'il a bonae réduction virtuelle sur 3, £'il existe

iliration

g3 ‘sous-objets comme systédnes prejectifs, i.e. term2 4

o
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au plus parmi les Gr> sont # CJ, on dit que X a bonne réduction wirtuelle

d'échelon n sur 5. Enfin on dit que X a bonne réduction essentielle sur S

{resp. bonne réduction virtuelle essentielle, resp. bonne réduction

virtuelle essentielle d'é&chelon n) s'il existe une extension finie K'

telle gue XK, ait bonne réduction (resp. bonne réduction virtuelle,

resp. bonne réduction wvirtuelle d'échelon n) sur lz normalisé S' dans K'.

5.12,1. Lorsque { # p, de sorte que la catégorie des pro-i-groupes dc
Bersotti-Tate sur 7 resp, sur 5 s'interpr2te en termes de représentations
iL~adigues de M = Wl(ﬂ) Tesp, de m, o= ﬁl(S}, on voit aussitdt que les

six noticns introduites s'expriment en termes d2 la représentation
naturslle du groupe d'inertie I sur XTﬁz), par la propristé respectivement
que celle-ei soit triviale, resp. unipotente, resp. unipotente d'échelon

n, resp. essentiellement triviale, resp., essentiellement unipotente,

resp. ¢ssentiellement unipotents d'échelcn n.

5,12.2, Supposons qu'on prenns Kﬂ = TL(AK)’ of AK est un schéma abélien
sur ¥, On a vu dans 5.6 que si AK a réduction semi-stable sur S, alors
xn a bonne réduction virtuclle d'échelon 2 (et on verra nne réciproque

dans un instant) ; donc en vertu du théorgéme de vréduction semi-stable

3.6, Xn a bonne réduction essentielle wvirtuelle d'échelon 2. Il convient

de regarder cet €noncé comme donnant la "bonne" formulation du théor2msz
) : 3 1
de monodromie gSométrique III s, dans l2 cas du H 4'un schéma proore

et lisse sur K, sans exclure le cas £ = p (dont il n’avait pas été ques-

tion dans loc. cit.). Il conviendrait de reformuler également le théoréme
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(ou plutdt, pour 1l'instant, la conjecture) de monodromie g€ométrique

pour les Hi supérieurs, donné dans III , de fagon & tenir compte

des coefficients "p-adigues'", comme il a été dit dans C.&.
Donnons un énoncé récapitulatif des relations entre les pro-
priétés de réduction des schémas abéliens sur K, et des groupes de

Barsotti-Tate associés :

Proposition 5.13, Soient S un trait hensélien, AK un schéma abélien sur

son corps des fractions, 4 un nombre premier, Lorsque L =p, on sup-

pose que K est de car. nulle(cf, 5.11).

a2) Pour gue A ait bonne réduction sur 5 (2.2.9), il faut et i1

suffit que TL{AY) ait bonne réduction sur S (5.12).

b) Pour que A, ait bonne réduction essentielle sur S, i.c.

qu'il existe une extension finie K' de K telle que Ay, 2it bonmne

réduction sur le normalisé 3' de S dans K', il faut et il suffit qus

o

TL(AR} ait bonne réduction essentielle sur 5 (5.,12). On peut alors

prendre pour K' unz extension finie séparable de K.
P ae

c) Les conditicns suivantes sont éguivalentes :

1) A a réduction semi-stable sur 5 (3.4),

2) IafAK) a bonne réduction virtuelle d'échelon 2 sur £ (5.12), %

33 TL{AY) 2 bonne réduction virtuelle sur S,

Démonstration. Le cas a) n'est autre que 5.10 et a été mis pour mémoire,

b) La premilre assertion est une conséquence triviale de a)
et des définitions. Pour prouver la dernidre assertion dans b}, on

peut supposer que 4 # p, mais alors grice & a) il suffit de prendre
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pour K' une extension finie séparable de K correspondant 3 un sous-groupe
ouvert ™' de T = Gal(K/E) dont 1'intersection avec le groupe d'inertie
I est contenue dans le noyau de la représentation de I sur T{(AK(E)).
lequel est ouvert par hypoth2se Cef. 5.32.3)

c) On 2 déja signalé que 1)==> 2) (5.,12.2), il est trivial
que 2) === 3), reste & prouver que 3) ==> 1). Pour L # p, ce n'est
autre que le critdre galoisien de réduction semi-stable 3,5. Pour £ = p,
on peut procéder ainsi. Choisissons un nombre premier i' # p, et appli=-
quons a celui-ci les considérations de 4.1, Supposons S strictement
local, ce qui est leisible (3.4.0), prenons une extension galecisienne
finie K' de K, de groupe G, telle que AK' ait réduction semi-stable.
11 faut prouver que la représentation de G sur les trois quotients in-
tervenant dans (4.1.1) est triviale, ou ce qui revient au méme, que
la représentation somme est triviale, cu encore, que la trace de cette
dernidre est "triviale", i.e. constante. Or nous avons vu dans 4.3 a)
que cette fonction trace est indépendante du choix de 4' # p, et dans
6.4 plus bas nous indiquons une méthode de calcul de cette fonction
en termes de TP{AK) également. Ce calcul donmne trivialement une fonction
constante dans le cas on TP(AK) a bonne réduction virtuelle, et cela

achéve la démonstration

Remarque 5.13.1, Il semble plausible que si Xﬂ est un pro-i-groupe de
Barsotti-Tate sur 7, qQui a bonne réduction virtuelle sur S, et bonne
réduction virtuelle essentielle d'échelon n, alors il a bonne réduction

virtuelle d'échelon n ., (C'est vrai pour 4 # p.)
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Le résultat suivant, conséquence facile de 5.7 et du théor2me . 2

de réduction semi-stable 3,6, m'a été signalé par J.P. SERRE : -

Proposition 5.14. (Crit2re de bonne réduction essentielle.) Soient §

13 s

un trait de corps de fonctioms K, AK un schéma abélien sur K, 4 un

]

R

nombre premier distinct de la caractéristique de K. E

M

a) Supposons 4 # p = car.k, Alors les conditions suivantes

sont égquivalentes : |

(i) Al( a essentiellement bonne réduction sur S, i.e. il

—

R T VIR L

g

existe une extension finie séparable K' de K telle que AK' ait bonne

L

)

3 - |
= |
&

réduction relativement au normalisé S' de S dans K'.

(ii) L'action du groupe d'inertie I sur v, - T{,(A(E)) est

essentiellement triviale, i.e. est triviale sur un sous-groupe ouvert

de I, i.e. se fait par l'intermédiaire d'un groupe quotient fini T de I,

(iii)L'action du groupe d'inertie I sur Ut.@Z Q{' est semi-simg
L

b) Supposons 4 = p, alors, si n = dim A, # 0, 1l'image de I

dans le groupe des automorphismes de U£ n'est pas finie, plus précisément

2n
son image dans le groupe Z:L des automorphismes de A U{ est d'indice

fini. Pour que AK air essentiellement bonne réduction, il suffit (mais

il n'est nullement nécessaire) que l'action de I suriaf%z Q& soit
£ -
semi-simple. e

Démonstration. Dans le cas L # p, 1'équivalence de (i) et (ii) est une
conséquence triviale du critdre de bonne réduction 2.2.9, et (ii) -
implique (iii) puisque QL est de caractéristique nulle. L'homomorphisme E =

*

= 2n ]
m = Gal(K/K) —> z, == Aut( A U{.) est &gal a X', ou X est induit par e
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le caractére

#*
)

= hul:(ELiln

provenant de 1'action de I sur les racines iY-2mes de 1'unité, et on

sait que si L = p, l'image de I par ce caract2re est bien d'indice fini
[33] ; le fait que 1'action de I sur Up@Qp puisse ne pas 8tre semi-simple,
méme Si AK,est une courbe elliptique avec bonne réduction, se veoit dans
[28, IV A 2,.4]. Il reste a prouver que (quel que soit 4) (iii) implique
(i). Pour ceci, nous utilisons le théor&me de réduction semi-stable 3.6,
qui nous permet de nous ramener aussitdt au cas ol ﬁK a une réduction
semi~stable sur S (puisque 1'hypoth2se (iii) est comservée en remplagant
K == une extension séparable finie K', i,e. I par un sous-groupe ouvert
b )., Lorsque 4 # p, l'action de I sur Uﬂ@QL est unipotente (3.5 (v})
et semi-simple, donc triviale, et on gagne par le crit2re de bonne
réduction 2.2.9. Donnons une démonstration wvalable sans restriction

sur 4, et qui donne un résultat lég2rement plus précis :

Corollaire 5.15. Les notations étant celles de 5.14, supposons gue AK

f dfa . £

)

ait une réduction semi-stable sur S, et que la partie fixe (ULQ ] :::(UL
£

e
admette un supplémentaire dans ULQ

, stable sous I. Alors &K a bonne
£

réduction.

i
U& =

ce qui par 5.6 signifie en effet que la partie torique To de Az est

Il suffit de prouver que sous ces coaditions, on a U_L =
nulle, donc que Ag est un schéma abélien, ce qui implique bien que A

est un schéma abélien (2.2.5). On peut évidemment supposer k séparablement

clos. Alors l'intersection du supplémentaire postulé dans 5.15 avec U,
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définit un sous-pro—L-groupe FK de TL(aK), isog2ne & la partie cotorique
f

T, (A )/T;(A )", Comme celle-ci est proétale non ramifiée en vertu de

5.6, il en est de mtme de F, et on conclut par 5.7 que FK est contenu

dans TL(AK}E’ donc que FK = 0 ce qui prouve bien que UL est égal 3

sa partie fixe.

6. Remarques sur la construction de la partie torique et la partie fixe

de TP(A) dans le cas de réduction non semi-stable.

6.1, La construction de la partie torique de TL(AK) donnée dans 5.1
garde un sens d&s que 5 est complet, sans suppeoser A® f-divisible i.e.
(dans le cas p = 4) sans supposer qu'on soit dans le cas de la ré&duction
semi-stable (hypoth&se qui avait servi seulement pour pouvoir formuler
le théorame d'orthogonalité 5.2). On peut d'ailleurs construire TP(AK)t
en supposant seulement S hensélien, en montrant que la partie torique
Tp(Aﬁ)c sur le complété, construit par la méthode de 5.1, provient

d'un sous-pro-groupe de Barsotti-Tate de TP(AK) (fvidemment déterminé

de fagon unique), Plus précisément, on arrive 2 construire un p-pro-groupe
de Barsotti-Tate Tp(h)t sur S et un homomorphisme Tp(A)t —_— TP(A} de
systémes projectifs, gui soit un monomorphisme terme & terme, et qui
par image inverse sur 3 donne les objets analogues construits par la
méthode de 5.1. Ceci se veoit en paraphrasant la construction de 5.1,

mais au lieu de relever le tore maximal de To de Ao tout entier, on

%
p

se borne, pour tout entier v = 0, & relever le sous=groupe TQ en un
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5 ; : [0 "
sous-groupe de type multiplicatif LB da A&7, Pour l'existence et
P n”
. ’ 5 : o
1'unicit? d'un tel relévement, on note que le foncteur (Sch)}v —> Ens,
-
G

3! —> ecnsemble des sous-groupes finis de type multiplicatif de AGS, P

¢st raprésentable par un schéma X de type fini sur 5 (cE. démonstration

de 36A 3 XI 3.12 a)) qui est étale sur S en vertu de SGA 3 IX 3.6 bis z

il y a par suite une scction et une seule de X sur S qui prolonge unc
saction donnfc de Xs sur s, ce qui prouve notre assertion. Ce raisennemznt
montre <'ailleurs, plus généralement, que pour tout sous-groupe fini et

Ge type multiplicatif HO de Ao, il ¥y a un unique sous-groupe fini ot

d2 type multiplicatif H de A gqui le prolonge ; par suite, pour tout
sous-p-groupe de Barsotti-Tate H_ de A  qui soit torofdal (i.=, dont

les eccomposantes sont de type muleiplicatif), 11 existe um unique Sous-p-
groupe de Barsotti-Tate ® da A qui le vrolonge, et gui fournit par

suitc un sous=p-groupe de Bareotti=Tate de LA ou, si on préféere,

un scus—-r-pro-groune de Barsotti-Tate dz T ﬁK.. Ca procddié s'applique

notzament au cas oh Ho €st le plus grand sous-p-groupz de Barsotti-Tate

terofdal da AG, laquel s'obtient en prenant le plus zrand sous-groupe

1
p-divisible ﬁo de Aco = pbﬂaepour N grand), et la "partie toroTdala®
de PD-I: (définie par exemple grace & SGA 3 XVIY 7.2.1)., On obticnt

2insi un sous-groupe de Bersotti-Tate de pa RK, qu'on pourrait appeler

la partie toroIdale de ce derniar.

5.2, Reprconons le plus grand sous—schéma en groupes p-divisible A de s ®

[+ a ?

et considérons le p-groupe de Barsotti-Tate Fo = ﬂIE;) ; 11 est immédiarc
b2 )

»
w

qu'il peur Btre caractériséd comme le plus grand sous-p—groupe de

o
Barsotti-Tate de A (ou de Lc ). Il est naturel dz se¢ poszr la question
o

393

398



= 76 = H

de prolonger ce groupe de Barsotti-Tate en un Sous—-groupe de Barsotti-Tate

T de 4, qui jouerait elers le +dle joué par la partic fixe T;(AJE de
—_—— 4

{2.2.3.2) dans le cas oi A% cet i-divisible, Dans le cas semi-stable,

ol on & K: = Aoo,la gquastion se& résoud par 1! affirmative nar la méthoda

de 2.2. Dans le cas géniral, lersque le probl2me envisagé a une solution,

on wvoit fecilement qu'elie est unique, et que les SOoUusS-pro=-groupes

~orrespondants de Tﬂ(ﬁF} et de Tp(A;) iqui méritent zlevs encore 1o

nom de partie fixe des nro-grounes envisagss) satisfont encore 23

théorsmz d'orthogonalité 5.2, enfin que la partic fixe Trihv) peut
] ¥-

oncore sc corsctériser comme indiqué dans 5.5,

6.2.1. Montrons cependant qu'en Znéral le problZme envisagé n'z pas
P & P = P

=2

une solution affirmative, L.e. gqu'il n'est pas possible en général de

définir la partie fixe Tp(a)f {cas d= le réduction non semi~-stable’.
°n cffet, en vertu d'un théorigme de rel2vement de sERRE-TATE [3¢],
lorsqua S est complet, 1l'existence de la partie fixe €guivaut 2 celle
de rzlévements infinitésimaux E; de E; dans les hn, ou encor2 a celle
d'un scnéma en groupes lisss % sur S, extension d'un schéma abélien

par un tore T, de fibre spéciale K;, et d'un homomorphisms formel

b -

7 —> A prolongeant 1'inclusion sur les fibres spéciales. Donc, dens

12 cas ol I; est un schéma abflien i.e. ol To = @0, cela équivaur a

1'existence d'un schima sbélien % prolongeant E; et d'un homomorphisme

% —> & prolongeant l'inclusion des fibres spéciales, Il suffira donc
o

de donner un cas ob TD = G, of AO est non unipotent et non propra, et

ol AK est simple sur K,
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6.2.2, Voici un exemple, dOi & M, RAYNAUD, basé sur 1l'observation gque
si 5 est un trait, S' le normalisé de 5 dans une extension fimnie séparable
K' de K, et A' un schéma abélien sur S', alors le schéma en groupes

sur S est néronien, i.e, s'identifie au modile de Néron
de sa fibre générique (qui est bien un schéma abélien)., La vérification

de ce fait est immédiate en termes des définitions et du fait que A'

lui-méme est néronien sur S'. Alors A ;;;Z(A'XS,S;}KSQ est une
extension d'un schémaaélien, non nul si A' ¥ 0, par un schéma unipotent
connexe, non nul si A' # 0 et si S8' est ramifié sur S. Il suffira donc
de donner un exemple ol A' # 0, S' ramifié sur S (trait local comnlet)},
et Ay = Q'IK Ai,fK' est simple sur K'. Or prenons pour K' une extension
quadratique ramifiée de 5 (il en existe toujours), pour A' une courbe
elliptique sur S', Alors A est de dimension relative 2, et dire que AK
est simple sur K signifie que l'on ne peut trouver un homomorphisme

non nul BK —> AK’ ol BK est un schéma abélien de dimension 1 sur K,

Or la donnée d'un t2l bomomorphisme revient 3 la donnéc d'un homomorphisme
non nul Bpr —> Aﬁ, » Qui sera donc nécessairement une isogénie, i.e,

la condition que AK soit simple sur K signifie que Aﬁ, ne soit pas
isogéne a une courbe elliptique nrovenant de K., Mais dans le cas con-
traire, l'invariant j de A' serait algébriquement dépendant (sur le corps
premier) du conjugué E-de j par le K-automorphisme non trivial de K',

et si j est choisi tel que a = j + j = TrK'fK j solt transcendant sur

le corps premier, il revient au mBme de dire que j est algébriquement

dépendant de a. Or, pour des raisons de cardinalité, il existe un élément
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a £ V qui soit transcendant sur le sous-corps premier P de K, puis un

élément b de V' (normalisé de V dans K" qui soit transcendant sur P{a)

et tel que Trv,fv b 0, et il suffit de prendre j = a + b € V', On
peut d'ailleurs supposer que b € r(V'), et que 1l'image de a dans k = V/m

est un élément denné de k, qu'eon choisira distinct des valeurs excep-
tionnelles j_ = 0 et 3 = 122 (88 c'est possible méme si k n'a que
deux &léments, rar slors les deux wvaleurs envisapfes de jo cotncident),
bonc 1l'image ;0 de i dans 1:(g') est # 0,123, et on sait alors qu'il

existe bien une courbe elliptique sur §' d'invariant j .
P ]

&

6.3, lcvenons au cas ol on supposz seulemant S hensélien sans plus.
En anclogie zvee des définitions de 4.1 dans le cas £ # p, on peut
définir alors unc filtretion de TpfAK),

% G & = Up yef s et . ..
{(6.3,1) *p('ﬁ;) = ‘;‘-( 5 TPULK) ol o)

sar des sous-svo—ariupses istricts) e Bersotit-Tate, appelés respecti-

woment la partie essentiellem=znt fixe et la partie essentiellement

torique de TB(AY}. Pour coei, on choicit vunz extension paloisienne finie
&
! de @ telle gua ﬁK' ait une réduction semi-stable sur le normalisé §'

. - i : £ & &
de © dans W', de sorte que la pavtie fixe TP(AF,) de L?(AK|)=(LP(AK)}K'

]

st df%inie (2.2.3), ainsi que la partic toriques (6.1}, qui n'est d'ailleurs

auicr

-

(]

E 55 PN - -
que 1l'orchogonale ce la partie fixe Tpkﬂﬁ) de TP(P[} 5.8, 11
t
est clai= qu=2 1l'or a T (A,) 5

: 3, ou directement

C.TP(AK,)ECrésulte de

It

de la censtruction 6.1 de la partie torique), et que le groupe de Galois

de ¥'/K lzissae invariants cec deur sous-pro-grounes stricts de iTp(AK)}r, 3
3
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Donc par descente on en déduit la filtratiom (6,.3.1) voulue, Elle ne
dépend pas du choix de K', comme il résnlte de la propriété 3.3 de la
réduction semi-stable. De plus, on aura évidemment par descente la

propriété d'orthogonalité

ef _ .. wwekb L
i TP(AKJ {Lp(Ak} ) .

(6.3.2) T (A)%% = (7 an®Ht
P K p k

Il serait possible de donner une caractérisation intrins2que
de la filtratiom (6.3.1), en termes du pro-groupe de Barsotti-Tate
X = Tp(&x) sur le corps des fractions K de S, dans l'esprit de 5.8, -
du moinas, pour 1l'instant, dans le cas d'inégales caractéristiques :
la partie essentiellement fixe est le plus grand sous-pro-groupc de
Barsotti--Tate qui ait "essentiellement bonne réduction sur S", i.e.
qui, apr2s extension finie séparable K' de K, donne un pro-groupe
de Barsotti-Tate XK,ayant bonne réduction sur le normalisé 5' de §
dans K, i.e, se prolonge en un pro-groupe de Barsotti-Tate sur §!
(nécessairement unique 2 isomorphisme unique prés, par le théorzme de
TATE [33, th. 4] d€ja cité). La partie essentiellement torique se
définit alors en termes de la partie essentiellement fixe par ortho-
gonalité (6.3.2),

Signalons aussi la conséquence immédiate suivante de 5.9 et

des définitions,qui pour L = p se ré&duit d'ailleurs a 5.12 a) :

Proposition 6.3.3. Soit 4 un nombre premier. Si £ = p, on suppose car.K = 0

(#*). Pour que A

ait essentiellement bonne réduction sur § (5.12 a}}, il
ef

K
(4.1.1 et

fautr et il suffit que la partie essentiellement fixe TL(AY)
S

6.3.1) soit égal & Tf(ﬁﬁ) tout entier.

(*) Hypothése sans doute inutile, cf. 5.11.
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6.4, Notons que lorsque 4 # p, nous avons mis en évidence dams 4.3 a)
une fonction 23 valeurs entidres remarquable sur le groupe d'inertie

I de 5, d'ailleurs indépendante du cheoix de {, et dont la connaissance,
dans le cas d'un corps résiduel parfasit, suffit & reconstruire 1'exposang
conducteur de A (4.5), en prenant le produit scalaire, sur un gquctient
assez grand T = I/1' de I, de la fonction précédente et du conducteur
da'Artin sur T {(cf. (4.6.2)), 11 peut Atre intéressant d'observer que
cette fonction 2 wvaleurs entidres sur I peut se réconstituer également
par lz connaissance de Tﬁ(AK) pour L = p - du moins (pour le momentc)

en inégales caractéristiques. Lorsque le corps résiduel k est fini,

une observation analogue s'applique & la fonction & valeurs dans @,
définie sur le sous—groupe - de — formé des £l&ments dent 1'image
dans 7_ est da la forme fq“ {n € Z), considérée dans 4.3 b). Indiquons
le principe de la vérification de ces assertions., On utilise la fil-
tration (6,3,1), et on est réduit a attacher une fonction convenable
{sur I resp, sur ”:) a un p=-pro=-groupe de Barsoti-Tate Y sur K qui

z "essentiallement bonne réduction sur § ", au sens précisé dans 6.5.
(Y serz un des trois quotients provenant de la filtration (5.3.1).)
Dans e cas de 4.3 a), on se ram&n2 au cas d'un corps résiduel parfait
(ou méme algébriquement clos, si on veut) par extension résiduelle
convenable dans S (EGA G 10.3.1). Prenons alors une extension galoi-

III

sienne finie K' de K telle que Y ait bonne réduction sur S', d'ol un

K'
groupe do Barsotti-Tats YS' sur 5' et una2 opération de G sur YS' com=

natible avec son action sur S'. Si k' est le corps résiduel de S', G
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opere (de fagon non nécessairement fidzle) sur k' (le corps des invariants

&tant k), et sur Y da fagon compatible avec son action sur k', Or,

k!
d'aprés la théorie de DIEUDONNE [16 bis), au p-pro-groupe de Barsotti-Tate

v est canoniquement associé un module M libre de type fini (de rang

k!
égal au rang de Yk‘) sur 1'anneau W(k') des vecteurs de Witt sur k',

et G opére évidemment sur M de fagon compatible avec ses opérations

sur W(k') (via ses opérations sur k'), On en déduit une opération
W{k')-linéaire du sous-groupe d'inertie T de G sur M (qui est un quotient
du groupe d'inertie 1), d'oli une fonction trace sur T donc sur I, qui

est la fonction cherchée,Elle est a priori 2 valeurs dans W(k') (¥), mais
cofncide avec 12 fonetion analogue définie en termes des T{ pour L # p,

lorsque l'opération de G sur Y s'obtient A partir d'une opération de

S'F
G sur un schéma en groupes lisse et p-divisible C' sur S5', en prenant
¥ = TP(C’) (cf. [25 bis, th.7 p.737]) ; elle est donc dans ce cas &
valeurs entiéres, On procéde de fagon analogue dans le cas de 4.3 b)
pour définir une fonction trace sur ﬂj, en utilisant le procédé de

la démonstration de 4.3,2 pour "linéariser" l'opération dans M définie

par un €lément g € T qui se trouve au-dessus d'un fq“ avec n = 0.

7. L'extension de Raynaud G Fsur S attachée au schéma abélien AK A réduction

semi-stable, Dualité des schémas abéliens B,B' sur S.

7.1. Soit S un schéma noethérien spectre d'un anneau V, séparé et complet
pour la topologie définie par un idézal m de V. Seoit A un schéma en groupes
ligse sur 5, a° sa composante neutre, et supposons que Aolaoo soit fini

i : o " p—
(donec fini étale) sur S,» et que A " soit une extension d'un schéma abélien

(#%) En fait, il est immédist que cette fonction est toujours & valeurs
dans W(k), étant invariante par Gal(k'/k).

399

404



- 42 = X

par un tore, Nous avons posé comme d'habitude An = Aszn, ot Sn = Speg(v&!fr
Nous nous intéresserons surtout au cas ol S est un trait, et ol la fibre
générique &K est un schéma ab&lien 2 réduction semi-stable sur S, A &tane
le modaéle de Néron de AK -
. - o

Soit T le tore maximal de Au' de sorte que Bo o fTG est
un schéma abélien. La construction de 5.1 s'applique alors pour fournir
un sous-tore formel T du complété formel A, on sait que pour tout n,

le guotient

- o
{(7.1.1) B, = An}'zn

est représentable (SGA 3 VI, 3.2), plus précisément c'est un schéma

plat et de type fini sur S » dont 1l'im-ge inverse sur So ect le schéma

abélien Bo. Par suite B“ est un schéma zbélien sur Sn, et pour n
variable, les Bn se déduisent les uns des autres par changement de base,

donc ils définissent un schéma abélien formel

(7.1.2) o= (B) 5o .

et R ol S

Nous allons donner des concitions impliquant que ce schéma abélien est
algé&brisable (EGA III 5.4.1), plus précisément que c'est le complété

formel d'un schéma abélien projectif sur 5, que nous noterons alors B.
En vertu de loc.cit. B est déterminé 2 isomorphisme unique prés (comme

S-schéma ; la structure de groupe de B ‘provient slors de fagon unique

[
il
5
=
s
b i

d'une structure de groupe de B, en vertu de loc. cit. également). Ce

schéma abélien B sera alors appelé la partie abélienne du schéma /A,

et parfois noté Aab.

Jana g
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7.1.3. L= projectivité de B pignifie, en vertu de EGA III 5.4.5, que l'on
peut trouver un Module inversible E sur B, i.e. une suite de Modules
inversibles :I_n sur les Bn gqui se "recollent" pour n variable, qui soit
ample relativement 3 § i.e. qui soit tel que 2% soit emple, L'idé=
naturelle serait de partir d'un Module inversible amplc M de G, et de
monktrer que pour tout n, la restriction Ln de L & Gn nrovient par image
inverse d'un Module inversible Hn sur B“. J'ignore si de tels Mh existent
nécessairement (2t zn doute fort), ilous allons suivre une méthode un
peu différente, en construisant unc polarisation de B, i.e. un systime
projectif de polarisations P des Bn qui se recollent, Cn sait alors
[5] gque les doubles de ces polarisations définissent canoniquement
ées lodules inversibles En (symétriques) sur les Bn’ qui par leur
nature canonique se racolleront nécessairament, et fourniront le M chercié,

Mous allons interpréter un €lément de NS(BufSn] comme une
correspondance divisorielle symétrique sur (Bn.Bn) [5), i.e. comme une
biextension de (B“,Bn} par Gm 5 0t En vertu de VIII 3.5, ces biextensions

n

correspondent biunivoquement sux biextensions de (An’ﬁn) paer 6 o . Pour

obtenir un systéme cohfrent de telles biextensions Nn il suffit de partir

d'une
(7.1.4) W, biextension symétrique de (A,A) par Sc 0
et
én prenant les wn se déduisant de W par les changements de base Sn 8.

Nous devons de plus supposer que 1'élément de NS(BQ) défini par W_ est unc

polarisation de Bo pour cobtenir ainsi une polarisation de B.

4=
(o]
-
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Proposition V.1l.3%. Avec les notations précédentes pour IZ,A, 5§, supnoscns
- ——

—_—

gque 5 soit mormal. Alors B est alpébrisable, et le schéma abélien B sur

€ >

S dont il provient est projectil sur 5,

o

On peut &videmment supposer A=A , et 5 int2gre, D'anrés
M. RAYNAUD [23 XI 1.13)], 1'kypoth2se gque 5 est normal implique que A
est cuasi-projiectif sur £, Soit donc L un Module inversible sur A
qui est relativement amnle, et formons le Module birigidifis
1

(L) = T*(L)prf{k)_ pr%(k)—l sur AX A comme dans VITI 4.12. Zomme

les fibres de Ao sent de rang unipotent nul, il en est de médme de celles
de A {r#s:lte fzcilement de 3.1}, donc en vertu de VIII 7.5, (L}

Sfinlc

d 2% une biextension Y de [A,A), évidemment symétrique, qui en wvertu

de VIIT #.13 (i,e. essentiellement en vertu de RAYHNAUD [23 XI 1.117,

catisfalit 3 la condition d'amplitude voulue en les points de 50.

cemarque ¥,1,56. Cn peut prouver, sans hypothése de mormalitéd sur oy Quo

3 eri roujours zlgébrisable, en se ramenan: 2u cas normal comme azns

.2, tlotons maintenant le

Lewme 7.2.1. Scient S le scectre d'un annezu noetiuérien V, séparé et

complet pour la topologie définie par um idéal m de V, T la cetégorie

des scuiémas en groupes & sur 5, lisses de type fini sur 5, tels gue

o
D . i S WO .
LI soit un schéfma en gproupes dtale fini sur § et gque A5 soit une

extension d'un schéma sbélien B par un tore isotrivial T (SGA 3 IX 1.1),

ke ]
-

407



- 85 - IX

C' la catégorie des groupes dans la catégorie des schémas formels de

type fini (EGA I 10.3.3 ) sur Specf(A), et A+—> A le foncteur de C dans

C' "complété formel le long de A = AX S ", ot §_ = Spec(V/m). Alors :

S

a) Le foncteur précédent est pleinement fidile.

b) Soit dL un objet de C', lisse sur S = Specf(A) (i.e. tel

que les schémas ordinaires A = AxgS sur les 5 = Spec(AfEF+l) soient

lisses). Supposons que AcfAno z0it un schéma en pgroupes étale fini sur

So, et gue AOD soit extension d'un schéma abélien BD par un tore iscotrivial

T . Soient &% = (&%) A A = (A /A °) n =0 ° Alors J/A® est
o — n n n —_—— —

n=zgG’

étale fini sur §, EE_GRO est de facon essentiellement unique, et fonc-

torielle en cﬂ, extension d'un schéma formel gbélien,ﬂ3 sur 5 par un

tore formel?f sur S, se réduisant respectivement suivant Bo t To' Pour

que A sppartienne 2 1'image essentielle du foncteur précédent C —> C'

{ou, comme nous dirons aussi, pour qu'il soit "algébrisable“), il faut

et il suffit qu'il en soit ainsi de 1),

7.2.1.1. Notons d'abord, sur un schéma quelconque S, que si A est un
schéma en groupes lisse tel que A° soit extension d'un schéma ab&lien

par un tore, cette structure d'extension est essentiellement unique,

et est fonctorielle en A, dans un sens évident, En effet, notre assertion
se raméne aussitft & celle-ci : tout morphisme d'un tore- T dans un sSché-
mz gbdlicn B, . est nul, Cr il est bien connu qu'il en est 2insi sur les
fibres géométriques [15), et on conclut gra3ce a SGA 3 IX 5,3, Appliquant

ce résultat a2ux systémes inductifs de schémas en groupes lisses An sur

408



- 86 - IX

les 5“ intervenant dans 7.2.,1, on en conclut un résultat analogue pour

les schémas formels en groupes sur S, D'ailleurs, on a déja signalé

o]

dans 7.1 que si AO est une extension d'un schéma zbélien par un tore,

il en est de m2me de Ano. Ceci prouve donc la premiére assertion de b),

7.2,1.2., Supposons d'autre part que le schéma formel en groupes :ﬂc‘; sur §
soit de la forme f&, avec A € ob C. Si A° est extension d'un schéma
abélien B par un tore T, on voit immédiatement qu'on a B = E, ce qui
prouve que oﬂ' algébrisable implique D algébrisable. Réciproquement,
supposons i’) a2lgébrisable, i.e. qu'il provient d'un schéma abélien B,
et prouvons que cf'\ 1l'est, Prouvons d'abord que cﬁo = (a\no) est algé-
brisable. Pour ceci, notons que les extensions Ano de B“ par Tn peuvent
s'interpréter, en vertu de VIII 3.7, comme des homomorphismes

(%) B, b B:l -

oi1 E% est le groupe constant tordu sur Srl dual de Tn (sGA 3 X 5.7), et
Bz; le schéma abélien dual de Bn. Comme le foncteur restriction a So‘

ou & un Sn quelconque, induit une équivalence de la catégorie des tores
isotriviaux sur S dans celle des tores isotriviaux sur 50 (sGA 3 X 3.2),
les Tn proviennent d'un tore T sur S, défini 3 isomorphisme unique prés,
dont nous désipgnerons par M le groupe dual;s:s yectriction

a Sn est done canoniquement isomorphe 2 _!_-In La propriéts d'isotrivialité
de T s'interpr2te par le fait que M est un schéma somme de schémas ﬂl

finis sur § (S5GA 3 X 5.11), Il en résulte aussitdt que les homomorphi smes

(#*) proviennent d'un unique homomorphisme

(%) M — B! .
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ot B' est le schéma abélien dual de B, Cet homomorphisme 2 son tour
s'interpr2te comme une extension de B par T, soit Ac, qui fournit

manifestement une algébrisation de Jio.

7.2.1.3. D'autre part, comme par hypoth2se Aolﬁoo est un schéma en
groupes fini @D sur 5, les Aanno sont €galement des schémas en groupes
¢ finis sur § (leur représentabilicé résultant de ), qui sont
d'ailleurs nécessairement étales sur 5, Y1 existe alors un schéma en
groupes étale & sur 5, défini 2 isomorphisme unique prés, donnant
naissance au schéma formel en groupes oﬂfbﬂ° défini par les @n. Or,

¢ = A° étant divisible, on voit aussit8t que la catégorie des extensions
de faisceaux fppf d'un groupe fini localement constant sur S, tel que

$, par le schéma en groupes A% est canoniquement Eéquivalente 2 la

catégorie des torseurs sous le faisceau
H = Hom r(i 5 &Y,

1'équivalence en question étant compatible avec tout changement de base,

Appliquant la méme description des extensions de én par Grl en termes

de torseurs sous H -~~~ Hom (% ,G ), les A nous définissent un systi2me
n —gr n’ n n

coliérent de torseurs Pn sous les Hn' Or, G étant une extension d'un

schéma abélien par un tore, on en conclut aisément que H est un schéma

en groupes fini et loczlement libre sur S, d'olt on conclut facilement

que le foncteur P b—> § = (Pn} définit une équivalence entre la catégorie
des torseurs sur S sous H, avec la catégorie des torseurs ''formels" P

sous #, i.e. des syatémes cchérents de torseurs Pn sous les Hn' Dene
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las Pn définis par les extensions An proviennent d'un mfme torseur P
sur S sous H, On en conclut une extension A de % par G = &2 qui
"algébrise”rﬁ , 2 cela preds qu'il fait encore vérifier qu'zlle est
représentable. Or on peut regarder A comme un torseur sur &, de groune
ﬁg , et il est immédiat que ce torseur devient trivizl aprés l'exzten-~
sion de la base par le morphisme fini surjectif localement libre

szé —> 3% (puisque le changement de base P —> S scindé 1'extension

envisagée A de % par ﬁo). On peut alors conclure par un des

nombreux critéres d'effectivité de descente de M, RAYRLDD [23 XI 3.1 6)].

7.2.1.4, Cela achdve de prouver b), et il reste seulem=nt 2 prouver
l'assertion a) de pleine fidélit£, Nous laissons au lecteur 1z soin
de vérifier que celle-r? est contemuc esscntiellement dans la méthode
de démonstration de b), ou, s'il le préfére, d'en chercher une démons-

tration directe indépendante,

7.2,1,5, On notera qus la référence au délicat résultat de dsscente

de RAYNAUD devient inutile si on suppose A° quasi-projectif sur S, ou

ce qui revient au méme, B projectif sur S. Cette condition est satisfair
¢n particulier quand on part du schéma formel en groupes A sur S, o A

est comme dans 7.1.5, - cz2 qui est le seul cas ol nous allons utiliser 7.2.1,

-~

7.2.2, DHNous allons appliquer 7.2.1 au schéma formel en groupes /& envi-
sagé dans 7,1, dans le cas favorable envisagé dans 7.1 ol le schéma
abélien ﬁ est algébrisable (cf. 7.1.5), et ol on suppose de plus que

le tore Io sur SD est isotrivial. On trouve donc un schfma en groupes

L&

A" sur S, appelé le Groupe de Raynaud de A sur 5, caractérisé 3 isomor-
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phisme pregs par un isomorphisme canonique de schémas formels en groupes

sur Specf(V) = 5 :

(7.2.3) (A" = X .

Il résulte d2 7.2.1 que
(7.2.4) 5 =a7/m7°

est un groupe fini étale sur S, et que la composante neutre
A7° = A%
est munie d'une structure d'extension

(7.2.5) O~ i AT g | st T

ot B est le sch&ma abélien sur § dont le complété formel 2st le schéma
formel zbélien E construit dans 7,1, et T est caractérisé (& isomor-
phisme unique prés) comme le tore isotrivial sur 5 qui relzve TO.
Cette structure d'extension (7.2.5) donne, par restriction aux S, »

o

les structures d'extension sur les Ahﬂ = A ¢éfinies par {(7.1.1).

7.2.6, 11 résulte d'autre part immédiatement de 7.2.1 que le Groupe
de Raynaud AS » 2insi que la suite exacte (7,2,5), dépendent foncto-
riellement de A (satisfaisent zux conditions envisagées), et que leur
formaticon commute & tout changement de base §' —> S associé & un

homcmorphisme d'anneaux topologiques adiques V —=> V',

7.3. Considérons maintenant, pour un nombre premier fixé 4, le
e g e ac o
pro-i-groupe T&(A ). Identifiant un schéma fini sur § avec le schéma

P i S o AT
formel correspondant, et définissant la "partie fixe" T,({A" )" comme
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d'habitude, on trouve un isomorphisme comme (5.1.5}

(7.3.1) T, (&% = 1%

™~

et définissant la "partie torigque" comme dans (5.1.6)

o,t _ By e oy E o ~0
{7.3.2) 'r%(a yo= TL(T) TL(T) < T{‘(ﬁ ) T, (472 ,

on trouve aussitdt, pour la "partie abélienne", un isomorphicme

(7.3.3) T, 4 @ Dt =y

On n'a pas encore ici utilisé 1l'hypothése que B est alzébri-
szble, hypoth2sc qui nous o permis de construire lz schéma abélien B
et l'extension de Raynaud de& B par T, Comme on 2z éviderment un iSomor-

phisme canonique (cas particulier de (7.3.1) appliqué au schémz abdlien

B 1) T{(B)':L tL(B), 1'isomorphisme (7.3.3) nous donne aucsi
cab o
(7.3.4) th;.",-a == g (B :

Notons aussi, @n passant, que (7.2.3) =2t (7.3.1) impliquent

aussi un iscmorphisme canonique

9o

o, f
4

2y S = TLU.

LV ]

3 T, (A

L ) d

compte tenu que le deuxil®me membre est déj2 un gro pe pro-fini, I.e,

identique & sa partie fixe, La suite exacte canonigug

(7.2.5) o — TL(A"}t —=s TL{EOJE —= T, (8} —=0

qui peut en tout &tat de cause (sans hypothese d'algsfbrisabilité sur
83 s'interprater comme la suite exacte déduite par application du

foncteur T, de la suite exacte

4
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b

peut aussi 8tre considérée comme déduite par application du foncteur

T, de la suite exacte canonique dz schémas en groupes ordinaires

l-l

0—>T—> A° —>B—>0 .

7.4, Supposons maintenant donné un deuxidme schéma en groupesA' sur S,

catisfaisant aux memes hypothdses que G, et supposons A, A' 3 fibres

connexes. Soit W une biextension de (A,A') par En,. On en déduit donc
ey

un accouplement (VIII 2.2)

(7.4.1) TLiA} X T{'(a'] —> TL(Gms} = za{cn

et par restriction aux parties fixes un accouplement
(7.4.2) ,WfxT,af=1,@ xT1,6E) —2z,01)
L L E A L 4

qu'on peut aussi interpr2ter comme 1'accouplement défini par la

biextension W de (A,A') par %m déduite de W par complétion (en

]
définissant ici, pour simplifier, une biextension de schémas en groupes
formels comme une famille cohérente de biextensions Wn des (An’Aé}
par G . ). Or on sait (VIII 3.5) gque W Pprovient d'une biextension

ab

Nn de (Bn,B;) (oh BA est la partie abélienne de G;}, de sorte que

(7.4.2) se factorise en

»

(7.4.3) T{(A)ab ¥ TL{A')ab = 'rf;(ﬁ) s T,_(E'J —— zzL(U

qui est aussi 1'accouplement défini par la biextension

ﬁab = (W ab
n

b}

de (B,B') par Emﬁ . Lorsque ﬁ, B' sont algébrisables, de sorte qu'on
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dispose de schémas abéliens B,B' sur 5, zlors en vertu de 50A IV S.1.4

~ab
we provient d'une biextensicn, définie & isomorphisme unique przs,
ab
W de (B,B') par L ;
et l'accouplement correspondant
A (]
(7.4.4) I‘{(B) ® T{.‘(B ] —= T, (8 )

est canoniquement isomorphe 3 (7.4.3).

Désignant par D3' le schéma abélien dual de B', Wab définit

un homomorphisme
£7:5.5) u : B —=D(B") 5

dont les propriérés refld2tent celles des accouplements {7.4.4) i.e.
(7.4.3). On voit par exemple que 1'accouplement (7.4.3) est une
duzlité parfaite en un peoint t £ 53 si et sesulement si u, ol Bt —> H(E')t
est une isogénie dont le noyau est de rang premier 3 L . Comme ceci
implique que u lui-m@me est une isogénie (5 étant local donc connexe),
et gque Ker u est plat et finmi sur 5, donc que Ker u z m@me rang en
tout point, on voit que la condition qu'on vient d'envisager est

indépendante du peint choisi t.

7.4,6, Ceci ach2ve de prouver en particulier 5.4, puisque sous les
conditions de ce théor2me (ot on peut supposer S complet), appliguant
ce qui précéde 2 A% et A'o, on a établi que 1'accouplement (7,4,3)
est pour tout £ une dualité parfaite au point générique T, de sorte

qu'il en est de m2me au point s,
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7.4.7. On voit de m@me par les considérations précédentes gque le
théor2me d'orthogonalité 5,2 devient clair, sans recours au lemme
5.2.4. En effet, nous avons établi en cours de:route dans 7.4 que
1'accouplement (5.2.3.1)={(7.4.2) s'annule sur les parties torigues
de part et d'autre, donc se factorise en un accouplement (7.4,3),

dont il reste & établir qu'il est séparé sur les fibres génériques

des pro-groupes envisagés, sachant qu'il 1l'est sur les fibres spéciales,
Cela provient en effet du fait que si (7.4.5) induit une isogénie

sur les fibres spéciales, c'est une isogénie.

7.4.8. Revenons aux conditions générales de 7.4, et supposons donné

un ocuvert U C S—SO, rel que AU

et Aﬁ soient des schémas abé&liens,

duals 1'un de 1'autre par la biextension W _, . Considérons les restric-

u

tions & U de la suite exacte (7.3.6) et de la suite exacte analogue
relative & A', de sorte qu'en trouve sur les pro-i-groupes de

Barsotti-Tate I?(AU) et TL(AQ) des filtrations canoniques
T,(a) D> T,a)f 51 (a)F >0
Ly £ %y FALT
(7.4.9)
T,¢an o> T,AanE s T At o0
e L0y 2 Tty .

Ceci posé, je dis que ces deux filtrations sont duales l'une de 1'autre,

relativement a 1'acecouplement (7.4.1) (qui est ici une duslité parfaite
(VIII 3.2)), i.e. qu'on 2 encore la relation (5.2.2) et la relation

¥ e - 1 o = r L] z
symétrique (avec ﬁK,AK rempl acés par AU et AU}. On 2 vu d'ailleurs

ci-dessus que cet énoncé d'orthogonalité revient aussi i3 dire gue
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la biextension W2° de (B,B') par G o est une dualité parfaite sur U
1%

S
{ou ce qui revient au méme si U est densec dazns 5, sur €%, C'est une
propriété qu'il suffit de vérifier en tout paint m de ¥, et alors
1?argument habituel nous ram@ne au cas od S est un - it de point
générique 7 , qui est déja connu,

La relation d'orthogonalité nous permet d'autre part d'étendre
2u cas présent les formules (5.5.7), (5.5.8) et (5.5.9), oh on rem-
place l'opération de restriction au point générique T par celle de
restriction 2 l'ouvert U ; par suite, 5.6 s'étend également au cas

présent. MNous nous dispensons de réécrire ici les formules et 1'énoncé

précécents dans le contexte présent,

Résumong, du point de vue des mocdéles de lNércn, les résultats

obtenus concernant les parties abéliennes et leurs accouplements :

Proposition 7.5. Soit S un trait complet, de corps de foncrions F. A

tocut schéma abélien AK sur K ayant une réduction semi-stable sur 3,

le procédé de 7.1, appliqué 2 la composante neutre du mod2le de Néron A,

de ﬁK permet de définir la pa-tie zbé&lienne B = Aab de celui-ci, gui

est un schémag gbélien sur S, dépendant fonctoriellement de AK . Pour

]

tout autre schéma abélien Aé 2 réduction semi-stable, on peut i tout

correspondance divisorielle W, sur (A

K ",Aé), associer une correspondance
-t
ab ab
!Ar ‘}?‘

— 2 : b
divisorielle unigue W2 sur (a telle que pour tout entier

ab " i . o
no=c, Wn ait comme image inverse par An — Bn = A 5

AVY g = &,Oab
n n n

la biextension W de (AE,A'E} déduite de W par

réduction, ol W est le prolongement canonigque (1.4) de Wi 3 €a®,ar%y,
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= b -
La formation de W2  est compatible avec la formation d'images inverses

de correspondances par des morphismes de schémas abéliens AK —_— AK 3

A& !+ Sf W, est une dualité parfaite, il en est de méme de
_ab 5 ; :
W, Si WK est la correspondance divisorielle de (AK,AK} associée 3

b

" " b
une polarisation de AK’ alors W*° est associé 2 une polarisation de AR,

b
L'assertion de compatibilité de la formation des W aves
les images inverses est triviale, gr2ce A la caractérisation indiguée
des Wab. Le complément relatif aux polarisations a été vu dans 7.1.%

en meme temps que la démonstration de 1'algébrisabilité de B.

7.6. Supposons toujours que 5 est un trait complet, A €tant le modeéle

de Néron d'un schéma abélien &K sur K. On pose alors
; )
(7.6.1) At m (AE?)K .

o AT est le sehéma de Raynaud (7.2.2), extemsion successive du Groupe
fini étale & par le schéma abélien B par le tore T. Donc A;?est

5 ; i
lui-méme extension de 3, par AE © = a%° = a°% , qui est cxtension

*K K K?

du schéma abélien BK par le tore TK &

on a en vertu de (7,3.3) et (7.3,2) :

Pour tout nombre sorezmier L ,

T (L Ty = ¢ 5 0y ~ £ T (T ) = t
(7.6.2) LL(hK ) 'L(ﬂK ) TL(AK) . Lt(lK) Ttthk} .

g0

7.6.3. On notera qu'en vertu de 3.3, la formation de ﬁr conmmute

4 tout changement de base pour un morphisme de traits complets §' —> 5,
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o . .
. L'extenslion de Raynaud A?éa dans le cas non semi-stable, ct le

ind-proupe be

[
e B

1.
nécessairement que éY
.

tude K' finie dc

Supposons toujours le trait S complet, mais ne

ait unz réduction semi-stable.

supposons plus

Soit comme d'"habi-

une extonsion geleisienne K telle que AK‘ ait une
réduction semi-stable psr rapnort au normalisé S' de S dans K'. Consi-
dérons l'extensien de Raynaud A;? associée a ﬁR' (7.6.1Y, 11 est clair

que le zroupe de (Gzalois de K'/K opére par

ce schéma en groupes, o'oh par descence oa

sur K, scit A s @ai Jdépend du

groupes K,

transport de structure sur

loisiennce un schéma en

choix de 1l'extension

Cependsnt sa composante neutre n'en dépend pas 2 isomorphisme canonique

oras grice & 7,6,
descente que Af? est une extension
{n]
30 W = —

) _+ _b n."l.
2 Ty K

T, est un tore et BK un schéma abélien

K
définition des parties essentiellement

™

de .(ﬁx) (4.1 et 6.3}, les isomorphismes

phismes canoniques

e | £l Lo Ia b et Lo f ef -
(2.1.2} L A R L O S 7. &
d'of par passage au gquotient
g - s . sef t
(2.3 r KN 25 LR 3% a0t

419
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3, 2t on la notera simplement :1.¢ .
K

(=]

Cn wvaik par

-

B, —> 0
K

sur K, De mBme, en vertua do
fixe et essentiellement torig:z

{7.6.2) donnent des isomor-
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Ceci détermine donc deux des quotients intervenant dans la filtration
ef et
=
(8.1.4) TL“'R) o T{(ﬁx} o '].‘L(AK) 0
en termes de 1'extension de schémas en groupes (B.1.1). Pour déterminer

" ef 1
le troisidme quotient TL(AK);'TL(AK) , on note gqu'zsn vertu de (6.5.2)

on a un iscmorphisme canonique

= ef o sryety

(8.1.5) TL(AK)J'TL(AK) ntrL(nKb ) 3

cii D = Hom{ - , T{,(Gm)} désigne le dual de Cartier (au sens des pro-groupes

de Barsotti-Tate), et od A;{ désigne le schéma zbélien dual de A, . Consi=-

dérons alors la suite exacte du type (8.1.1)

(8.1.86) D%Té—-—?ni‘(&'o—y}s;{—-—}o

associée au schéma abélien A1'< sur K, et les isomorphismes du type (L.1.2)
correspondants, la formule (£.1.5) nous donne donc

" ef
(8.1 1) T;,(A‘K”T {P.K)

ot on a posé {en gé&néralisant les notations introduites dans (5.5.2))

e D(T-L(Tl:t}) =MNg,Z 2 .

(3.1.8) i S D(TI‘{} ; 5;( = D('I‘K} .

et ot maintenant D désigne le dual de Cartier Hom( - , i:mK) au sens des
schémas en groupes ordinaires, Ainsi L{K et LI!‘{ sont des Groupes constants
tordus sur K, qui sur K' deviennent constants et isomorphes 3 des groupes

de la forme Z* (r=dim T = dim T').
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8.2, Les conditions sont celles de 8,1, Il est clair que l'extension
(8.1.1) dépend fonctoriecllement du schéma abélien AK, et que sa for-
mation commute 2 tout morphisme de trait S —> S, Choisissant une
polarisation de AK, d'oli une isogénie AK —_— AK" on en déduit un
homomorphisme de (8.1.1) dans (B.1.6), dont on voit aussitdt (en
regardant les TL) que c'est une isogénie terme 3 terme, De mlme,
utilisaent 7.5 et la descente, on voit que touta biextension par &

mil
de schémas abé&liens , A, sur K définit une biextension de (B )
K’TK

par & 5 Oht BK » BK désignent les quotients abéliens des extensions
de Reynaud qui correspondent 2 &K et a Ek respectivement ; loursque

W est une dualité parfaite, il en est de mBme de la biextension corras-
pondante de (BK'Ek)' En particulier, avec les notations de 7.6, les
schémas zbéliens BK et Bﬁ sont canoniquement duzls 1'un de 1'autre,

La correspondance entre biextensions sur {&K’Ek) et biextensions sur

(B Ek) a des propriétés de fonctorialité évidentes pour aKFEk variables,

Kl
qui se déduisent par descente des proprifétés analozues énoncées dans
7.5, et dont nous laissons l'énoncé au lecteur. Hous laissons également

au lecteur la compatibilité de 1'application précédente avec *out

changement de traits S —s 5.

8.3. Revenons au groupe AK gﬂ » et étudions sa variance en K', Il est
Ll

clair que deux extensions isomorphes K', Ki de K' donnent des groupes

canouiquement Iisomorphes, de scrte qu'en peut se borner aux sous-extensions
phes, P ,

K' de la clBture séparsble K de K., Si alors K' &— K' sont deux relles

sous-extensions galoisiennes finies de E, il résulte aussitdbt de 3.3
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que 1l'on e une immersion ouverte canonique

(3.3.1) AK?K‘C—} I\K?Kll s

permettant d'identifier le premier groupe 2 un sSous-groupe ouvert du
deuxigme, Pour K' variable, on voit que les AK K forment a2insi un

»
syst2me inductif de groupes lisses de type fini sur K, 3 morphismcs

de transition des immersions ouvertes., Si on pose

(8.3.2) §K,K‘ AK,K'IAK,K’ s
les & eux-m@mes forment donc un systdme inductif de groupes finis

K,K'

étales sur K, quil sera étudié plus en détail plus bas,

Nous poserons

; b &
e e A = 11i
(8.3.3) % Km aK,K' i

le limite &tant prise dans la catégorie des faisceaux fppf sur K. Comme
les morphismes de transition dans le systé@me inductif envisagé dans

des immerslions ouvertes, il est d'ailleurs clair que cette limite est
en fait représentable par un schéma en groupes (en général non quasi-
compacti sur K, que nous désignerons comme de ‘uste par le m@me symbble

b

. Cn notera qu'on a our ce schféma =2n groupes
» P B P

bo 5 o b PO ~ ..
" b3 =
(8.3.4) Ax Ap o Ap 4 By 1_._-,;‘? ¢,k :
Ce dernier groupe sers déterminé dans 11.1C : il est canoniquement

isomorphe 2 M ®Q/Z (avec la notatiocn (8.1.8)).
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€. Définition de 1'accounlement de monodromie E-ﬁﬂ;-——b Zz ,

L L8 °

~

€.1. Uans le présent numéro on suppose & hensélien, et que AK ait

réduction semi-stable sur 5, ocu ce qui rewvient au mlme, que 1*,1', ait

réduction semi-stable sur S (3.5.1). On dispose alors sur 5 de deux
Z -Modules constants tordus M et M' (5.5.2), qui sur un rev@tement Ffini
étale convenable de S5 (donec sur 5 lui-mPme si S est strictement local

i.e. si k est séparablement clos} se déploient en des groupes constaats

g r
de valeur M resp. M' isomorphes (mon canoniquement} 2 Z°, r &rant
laz dimension commune des tores maximaux de AO et de A;. Nous allons

considérer, pour tout nombre premier <, les faisceaux Z-adiques corres-

pondants

o —

3 ] —3 M = W
(9.1.1] ﬂ; _E[ICEF?_ . M _‘j%zzza 2
dont la signification géométrique c¢st explicitée par les

formules (5.5.7) et (5.5.8). Dans le présent numéro, nous allons

définir un sccouplement canonigque (dit "accouplement de monodromie")

(5.1.2) W oM = _‘P:{_;J—!-Z’,{ s

qui sera défini en termes des npro-{i-grounes de Rarsott{-Tate T:fADJ et
T{(A'u), et m8me de la fibre générique T, (A, ) du premier de ces groupes
(sous réserve, lorsque i=p, de disposer du théor2me de Tate [33, th.4],
i.e. pour l'instant qu'on soit aleors dans le cas d'inégales caractéris-
tiques). Lorsque L # p, il revient au m2me de dire que 1'accouplement

(5.1.2) est décrit en termes du T-mocdule galoisien

1 7y = .
(9.1.3) U T;’{a}:)\h) T, (a)
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envisagé dans (2.5.3), et plus précisément, nous verrons que &a connais-
sance équivaut essentiellement 2 celle de 1'action du groupe de monodro-

mie I sur U,

9.2, GCas 4 # p . Plagons nous donc d'abord dans le cas, plus simple,
o 4 # p, en reprenant slors les notations introduites dans (2.5.3).
Notens qu'3 torsion prgs, la relation V = UjE signifie aussi que VL

est le module engendré par les éléments gx - x (u € U, g € 1), et qu'on

a en Cous CAas

L
(9.2.1) gx - x €V pour x € U, g & I

on a donc, pour g € I

=)

(¢.2.2} gx = x + ulgl).x .

ott g > u(g) est un homomorphisme de U dans V&Y qui s'annule sur V= U
ou ce qui revient au m2me

L

¥ X
{9.2.3) u € Hom{W/V , V)= (U/V) &V

Dens le cas envisagé de la réduction semi-stable, i.e. quand on a

vic V, la formule (9.2,2) exprime gue l'opération g dans U est une
transvecticn parallile a v1'= W, et la composition de ces tramsvections
n'est autre que 1'addition des homomorphismes u correspondants (9.2.3).

Donc l'opération du groupe d'inertie I sur U s'explicite enti&rement

alors par un homomorphisme de groupes

v ik
(g.2.4) 1 —— (u/v) & Vv
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tr par (e chéurenme d'orthovenalit? appiiqué a la fols pour AF L AL o 2

-1 .

(Ury) = Wi-1) i
oht W' est la partie terigue de U'=T£{ﬁ'[E?], et oh le (=1) dészipne l¢

twist de Tate. D'autre part, 1'homomorphisme ($.2.4) se facrocisc par

Ite) = & (1), de sorte que 1'homomorphisme (5.2.4) peat s'interpreter

comme un homomorphisme canonigue

(6.2.5) u: & (1 —= uta(-1)
o ENLOTC corEre un T Lément
(5.2.67 u e MY g (=2) :
Se rappelant de la définition de W et de W', conse les arnupes e poines
i i z . ¥
4 valeurs dans K des deun faiscesan {-adiques constants togrdus Ly v
t

et T!(B'D} » dont les fibres spéciales sont respectivement fifrﬁ} et

T,.(T!'), on Erouve les isomorphismes canoniques
L " "n

r = v
W= O ERYY = mEe 2o I
\ { 0 £
16.2.7)
W= T (T (k) = M ez (1) ;
Lo .

M et M' désignant les groupes des caractdres relitiveic=t 3 10 o © er

o

de T; respectivement
(g.,2.8) T =pi , T = M) :
o o

Par suite, 1'élément u de (9,2,6), qui exprime l'opération du groupe

d'inertie I sur le module de Tate U de ﬁP , s'interpr2te comme un élément
*
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v ~ —
canonique de (M'SR e EE L d'ailleurs invariant par TTU=1'I'II-Gal(kka,

puisque par définition il est invariant par transport de structure
L w I
L] \ 3 = 1 - )
(5.2.9) u € (Me N8, Z ) Homg, (M@MIZ ,) Hom,, L{Htﬁ_bj Z ) .

C'est (2 la notation u au lieu de uy pras) 1'élément (9.1.2) que nous
voulions définir.

Pour définir (9.1.2) dans le cas général, nous aurons besocin de
quelques préliminaires, que nous allons développer dans les deux sections

suivantes

9.3, Extensions panachées.

Soient € une catégorie abélienne, et

(92.3.1) P, R, Q
trols objets de C. On s'intéresse 2 la classification des objets X de ,
munie d'une filtration en trois crans

1 2 3

(*) X°=x ox' 2x*ox* =0 ,

avec des isomorphismes donnés

x“ix]‘&pr 5 xl.!xa%a, xzfx =x" == q 5

Posant
g =x%x2 , F=xtm?=xt
on volt que X donne naissance & deux extensions ordinaires

(9.3.2) 0 —=P—=>F —>R—>0 , 0—>R—>E—>0Q—>0

de R per P et de Q par R respectivement, lotre point de wvue sera ici
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de partir, en plus des objets (9.3.1), de structures d'extensions (9.3,2)
suppos£es également données, =t de considérer les structures filtrées
4 trois crans X correspondantes, De fagon précise, nous appelerons

extension panachée de l'extension E per 1l'extension F ua objat X de

L, muni d'une filtracion & trois crans (#*), et d'isomorphismes donnés

(9.3.3) = x%x* , p=xmd =x i

2 - ) (P
compatibles aux filtratioms i,e, transformant respectivement X /X° en

Im{R — E) et Kz en Im(P,F),ec tels enfin que 1'isomorphisme

o=

g

Vil ¢ J=-x1/xzj déduit de (9.3.3) soit €zal 2 celui déduit de 1z
premi2re suite exacte (2.3,2). Pour P,Q,R et l2s extensions E et F
findes, les extensions canachées de E par i forment uns catéporie de
fagon évidente, qui est en fait un groupctde (toute fléche ¥ est in-
versiblej. Le groupe des automorphismes d'une extension ranachés X

de E par ¥ est isomorphz canoniquement au groups Hom(Q,P), grace 3 1'iso=-

morol:i sme

Lt

.3.4) dom(Q, P! —— Aut (x s V> id. o+ 4 g,
extpan X

{
ol u est l'endomorphisme de 1'cbjer de € sous=jacent 3 X composs de

X— Qg —>p —> X, ol les fl2ches extrZmes sont 1'énimorphisme canonigue
resp. le monomorphisme canonique provenant de la structure d'extension
panachée donnée sur X.

I1 ¥ aurait lieu de préciser les structures de la catégorie

EXTPAL(E,F) des extensions panachées de E par 7, 2n tonsidérsnt celle-zoi

corme un'torseur' sous la "catégorie-groupe" (VIT 2.5) EXT(Q,PB) des
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extensions de Q par P, 2 1'aide d'un foncteur naturel {anzlogue 2 la

composition de Brauer des extensions ordinaires)

(2.3.5) w : EXT(Q,P) » EXTPAN(Z,F) — EXTPAN{(E,FJ), w(G,X) = 6% ,
qui est tel que pour tout objet X de EXTPAN(E,F), le foncteur partiel

G —> GAX est unz équivelence de ZXT(Q,P) dans FE"TPAN (E,F). Contentons-nous
de donner la description sommaire du foncteur & , Pour ceci, regardons

une extension panachée X de E par F comme définissant une extension
ordinaire (également notée X) de Q par [ (considéré comme objet de (),

et pour toute extension G de § par P, désignons par T 1'extension de Q

par F qu'elle définit, grace a l'inclusion P —> F. On pose zlors

(9.3.6) GRE = wlG,X) 250

GAX )

oli le sipgne n désigne lz composition de Brauer dans la catégorie des
extansions de Q par F. La filtration en trois crans du deuxid®me membre

X' de (5.3.6) est claire, zinsi que le deuxi2me des isomorphismes du

type (9.3.3) associf a X' ; pour définir le premier isomorphisme du

type (9.3.3) pour X', on note gque le foncteur Y —> ?, EXT(Q,F) —> EXT(Q,R)

déduit du morphkisme donné F —> R (9.3.2) est compztible avec la compo-

o
sition de Brauer, donc transforme X' en un X' caznoniquement isomorphe &

t

1

. Or le premier isomorphisme (¢.3.3) nous donne un isomerphisme

— F, tandis gqu'il est clair qu'on 2 un isomorphisme canonique de

el =0

= (extension déduite de 3 par le composé P —> F —> 1) avec 1l'extension
trivizie, puisque le composé envisapéd P —> R 2st nul, Il en vésulte un

-
isomorphisme canonique X' = F, ce gui précise la structure d'extension
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panachée de E psr F sur le deuxi2me membre de (9.3.8). Nous laissons

au lecteur le soin de définir . sur les fli&ches de EXT(Q,P) x EXTPAN(L,F),
de vérifier que le foncteur ($.3.5) a bien la propriété annoncée, savoir
que pour toute extension panachée fixée X, le foncteur G V> GAX est

une équivalence de EXT(G,P) avec EXTPAN(E,F}, et de prouver la formule

d'zssociacivité

(9.3.7; cln\szmn —(Glnazjf\x

oh Glf\Gz désigne la composition de Brauer dans EXT(Q,P).

De ce qui précdde, on déduit nussitdt les narties a) et L} de la
q P ¥ [

Proposition §.3.5. Etsnt donné deux extensions E ec F (5.3.2) dons

1~ caréporie sbélienne 8, on considere la catéporie XTPAN{E,F) des

extensicns prnachfes de E par F. On = zlors ce gui suit

=) EXTPANI{Z,F) est un groupoafde, Pour tout obj

et Je celui-ci,

le groupe des autemorphistes est cenoniguement iscmorphe a

= @ ; 4
Zxt (G, P} = Hom(@G,P).

b) L'ensemble Ir%ran(E,r) des classes a isomorvhisme prés

d'cbiets de EXTPAM(L,F) est vide, ou est de fagon naturelle un torseur

sous le gproupe Extl(Q,P}.

c} On peut de fagon canoninque définir une classe

~
v
.
L
B
[
N

cl{E,7) € Ext (0,9

dont l'z2nnulstion est nécessaire et suffisante pour cue 1'on 2it

Extnan({E,F) # & , i.e. pour qu'il existe une extension panachée de E p=r 7
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Il reste A prouver d). Pour ceci! on note gu:'une extension
panachés de E par F peut aussi tre décrit comme une extension X de E
par P, munie d'un isomorphisme d'extensions de R par P
* = 7 |,
ol x* désigne l'image de 1l'extension X per le morphisme R —> E donné
dans (9.3.2). Il existe done une telle extension panachée si et seulement
si il existe un €élé-ent de Extl(E,P) donc 1'imege dans ExtICR,P) est

12 classe E de 1'extension F. Considérant zlors la suite exacte des

Exti( -~ ,P) associée 2 la deuxiZme suite exacte (9.3.2) :
. 1 =] 2
vew. —> Bxt(E,P) —> Ext (R,P) —> Ext"(R,Q) ...
il suffit de définir c(E,F) par la formule
(9.3.10) c(E,F) = 3 , ob € = cb(F) € Ext'(R,P) .
Supposons maintenant que nous ayons un foncteur exact

($.3.11) r: c— C'
oti C' est une deuxi2me catégorie zbélienne. Désicnons por P gr.et gt Bl
les objets de C' déduits de P,0,R,E,F en zppliquant le foncteur r, de
sorte que E' est une extension de Q' par R', et F' une extension de R'
per P'. Il est alors claoir qu'on 2 commutativité 2 isomorphisme canonique

pre2s dans le diagramme de foncteurs

EXT(Q,P) X EXTPAN(E,F)} —2—> EXTPAN(E,F)

(9.3.12)

W
EXT(Q,P') x EXTPAH(E',F')—2> EXTPAN(E',F') s
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on les fleéches verticales désignent les foncteurs évidents induits par
le foncteur exact r, et od ' est la fle2che anslogue a ¢ (%,3.5), nvec
> remplacé par C'. On en déduit des competibilités snalogues des struc-
tures envisagées dans §,3.8 avec le foncteur r, que nous laissons au

soin du lecteur 3 expliciter.

Noue utiliserons la conséquence suivante de catte commutarivits,
Supposons gue EXTPAN(E,F) ne soit pas vide, et choisisscns alors un
objet X dans EXTPAN(E,F). Alors grace a2 G' > G'AX' (oh X'=r(X}), 1la
catégorie EXTPAN(E',F') est é&quivalente A la catégorie EXT(Q',P'), donc
un élément ¥' de EXTPAN(E',F') est connu 3 isomornhisme prés gquand on
connaft la classe d'isomorphie de 1'élément correspondant de EXT(Z',P'),

i.e. quand on connaft l'4lément correspondant de ExtlfQ',P‘}, soit
4 1 ]‘ 1 L)
e (¥ ) € Ext (Q',P") s

Lorsqu'on remplace X par un autre objet X, = BAX, ol H est une extension

1

de Q per P, on voit aussit®t gque 1l'on cbtient

e (¥Y') = e (¥) - cl(K") i

grace 2 la formule d'associativicé (S.3.7). Par suite, pour Y' fixs,
et X variable, les c‘{Y') parcourent exactement une classe

($.3.13) c(¥') € Exe (Q',P')/ Im Ext (Q,P)

]

qui est donc canoniquement assocife A l'extension panachée Y' de 1!
par F', Par constructicn, sa nullité est nécessaire et suffisante pour

que l'extension panachée Y' soit isomorphe & la transformée psr r d'une

eéxtensicon panachée X de E par F,
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9,4, Soient S un trait hensélien, de point générique 7, n un entier
>0, A=2Z/nZ, Cla catégorie des A=Modules sur £ {pour le site
fppf sur S, cf. VIII 0.2), €' la catégorie des A-Modules sur 7 .
Scient P,R,Q des objets de C, et E,F des extensions de Q par R et

de R par P respectivement (9.3.2). On suppose que Q est un Module

localement libre de type fini sur A_,, et que P soit représentable

s'
par un groupe de type multiplicatif fini sur S (SCA 3 1X}, donc

qu'il soit de la forme
P = B{g*) §

o D = Fom( =, cmS} désizne la dualité de Cartier. On consid2re les res-
trictions de P,R,Q,E,F 23 7, soient Pﬂ, Rn ..s., &t on supposa donnée

une extension panachée (2.3) Xq de Eﬂ par Fn. Sous ces conditions, nous

allons définir canoniquement un accouplement

(9.4.1) ¢(xﬂ) : Q®A Q* —= A A =2 /nZ) .

S

Pour ceci, suppesons d'abord S strictement locsl, de sorte que Q et QF

sont comstante, solent Q = Q . , Q* = Q*os, et la donnée de (9.4.1)
revient & celle d'un &lément

w V'*
(9.4.2) c(an €q, @ Q¥ 3

oli le signe v désigne le dual ordimaire Hom( - , A). Pour ceci, nous
appliquons les considérations de%9.3, en prenant pour r: C —> Q' le
foncteur restriction. Hotons d'abord qu'il existe une extension panachée
de E par F : en effet, l'obstruction 2 l'existence d'une telle extension

se trouve dans ExtQEQ,P) (9.3.8 e)), et il suffit de prouver qu'cn a

zxt2(Q,P) = O .
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Ceci est un cas particulier du

Lemme $.4.3. Sousz les conditions précédentes, avec § strictement local,

on a des isomorphismes

aj exti(q,p) = r'(s,qepy , Exci(q,p) = ul(¢=,0s
= ™ ) A e 4oy A Q,-Il gt L tin »
d'autre part on a un {sonwrphisme cancnigque
-
b} QeP = D(Q=CH) "
enfin, pour tout groupe constsat Fini H = HOS sur 5, on a
&) Hl{ﬁ,ilﬁ} e Fifﬂ,D(H)?] = 0 our i =z 2
et dos isomorphismes cenonijues
d} -;1(;- 5"-1')) P ('".'r‘l\; . U-!'_g.]: l.rl.‘ :}(1- o R (ﬁ}{\l' T Ki‘-v;"'
i oy AR Jm o S Fo LT 3 \!‘, 1r-" _rm\. Yy "h'l‘

o le sipne VY désigne ici Homl - , Q/Z ),

Les formules a) et b) résultent trivialement du fait que Q
@st un hs—\bdule localement libre de type fini, Pour prouver ¢), on
est évidemient ramené au cas ol H_ = Z/mZ i.e. D(HE) = o 2 ©F alors

la auite exacte de coliomolojie associdée 2 la suite exacte de Kummer

m.id
0O—>p —>¢€ € > 0
m ™ m
nous raméne A prouver les formules
i (= T?i — :
H'(5,€ ) =7 (rham) =0 pour i 21 i

Les E  sont égaux aux “;t calculés pour le site étsle [ 6 , th. 11,7],
ils sort donec muls pour § puisgue S est strictement local. Le fait

qu'ils sont nuls aussi pour m est un fait bien connu [ B . th, 1.1,
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Reste 3 déecrire des isomorphismes d)}). En fait, sur une base

gqu2lconque U, on 2 un homomorphisme canonique

"
{g.4.3.1} € (U) 88 —> .u.lfiz,u(:-l P, "
™ o ol

qu'eon décrit, lorsque H0 est annulé par l'entier m 2 €, 2 1l'side de

1 'hemomorphisme cobord & (U) —é—b H* (U )} associé 3 la suite exacte
. Mo

de Kummer, en prenant l2 compos®

@ (U}E";I —a—ulin -)3%“—&1{1(11 @E }-——‘J-Hl('f} DLE
m “ Vo P s o A :

OS}} "

oii le deuxi2me fleche se déduit de 1'homomorphisme évident

v A E

H ——5—Homﬁy " P £H 3}, et lz troisidae est un cas particulier de o)

o m m o

(ot on ramplace n par m). Mous laissons au lecteur le soin de vérifier
que {5.4.3.1) ne dépend pas <u choix de l'entier m tel que mﬂa =0 .
D'autre part je dis que 1l'homomeorpiisme (9.4.3.1) est toujours injectif,
et que son conoyau est nul si Pic{U} = 0. (En falc, le conoyau est
toujours isomorphe 2 Eom(Ho,Pic(U)), mais peu importe ici,) Pour wvoir
ceci, on est ramené en effet a2u cas et HD est de lz forme Z /nZ , et
zlors 1l'assertion résulite zussitdt de la suite exacte de cohomelonie
sssociée A 1z suite exaste d2 Kummar (#) ci-dessus. Ceci prouve 1la

formule #Aj. On en conclat aussisnt :

"

Corollaire $.4.4, Avec les naotations de 9.%.3 on ¢ un isomorphisme

canonigque

¥, . . 1 s T
H {mpnHI_}/ Im B7{S,D(H) == B .

1]

d'oli (2n combinsnt avec #) et b}}) un isomorphisme canonigue

1 ;B o b
(5.4.5) Ext (G P }/Im Ext'(Q,P) == Q8Q% .
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Revenant a 1- difinit

ion de (¢.4.2) lorsque S est strictement

loczl, oa note que la relation Extz(Q,P) = ¢ implique le possibilité de

P

d&finir un €lsment crnonlgue {¢.2.13), ot om prend pour ¥' 1'extension

prnachée X_ donnée de
|

E_par T

e

Ls formule (5.4.5) permet d'identifier

e e

cot 6lément c(X_} 2 un £lément de Qﬂ&Qg,

ae (2.4.2). On trouve
de 2.3, que l'élément

nrolongenent de X en

¢ . 4.8, La définition

ce quil précise la définition

en guestion s'interprite

un: extension paneschée <

de (9.'{:.1:

dans le

cas S

tenant Lmmédiatement au ¢gs strictemant local,

4 partir du hensflisé strict ae 3.

Proposition $.4.7. Les dennses P,Q,R,E,F sont

qu'il 2st inutile de s

upposer le

craic S

de plus, en vertu des considérations générales

comme 1'obstruciienm ow

hensélisn se ramene main-

per descente galoisicnne

comme ci-=dessus, sauf

hensélien., On considére le

o K

panschées de E

—

psr ¥ dansz la catégorie

_——

plemant

per Fr' Pour toute extension panachée Kﬂ

L

cxtonsion pannchfe X

de g2 foncteuar si €t s

oci posé, le fonctour

]

i AT —
2 Qo 2 Qo > As
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¢.4,7.3. Cet énoncé gorde un sens et reste valable lorsqu'on suppose

seulement que S est un schéms noethérien régulier conmexe de dimension 1 :

au lieu d'un seul sccounlement ($.4.7.2), ii faut 2lors considérer un

accouplament Q5 & Q: —> A_ pour chaque point fcriné s de 5. C'est sous

cotte forme plus généreale qu'il nous serz le plus commode de prouver 9.4.7.
a) Pour toute extension psnachée X, l'apnlicetion

End(X) —> End (xﬂ)

est bijective. Comme les deux membras sont respectivement les sections

de Hom(P,Q) = D(QRQ¥*} sur € et sur n , 1'assertion provient du Fait

que 5 est normal et qua D{ORG*) est fini sur 5. De ceci résulte aussitht
gue si X et Y sont deux extensions panachées, ct si on sait déja gu'elles

sont iscmorphes, slors

Hom{X,¥) —> Hom{X_, ¥ )
= P i

est bijectif.

b} Si X et Y sont deux extensions panachdes, tout isomorphisme
xﬂ =>» Y_ provient 4'un isomorphisme X —> Y. Grice 2 a) 1z question
est locesle pour la rtopologie ftale, ce qui nous permet de pous ramener

eu cas on S est strictement local. Mnis dons ce cas ©.4.3 nous montre

que 1l'cpplication
1 " - -
EKC{,\(P,\{; i .;xth\P s &)

s'identifie & 1'application

W e
VES N —= K* @ H
o o
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= BE = I¥

qui est injective (puisque la suite exacte ¢ — V* —» K% —= 7T —> O
est scindée), donc elle est injective, ce qui impligue (price au so-inn
%,3) que si Kﬂ et ‘!n’.r,I sonk isomorphes, il en est de mime ge X et de Y.
On gagne donc par a).

Evidemment a) et b) iwpliquent que le foncteur X — X_ est

pleinement fidale.

s Slpd il

¢) Soit X_ une extension panachée sur 7, prouvons qu'elle
se prolonge 3 S si et seulement si les accouplements (§.4.6.2) sont
mls. Ici encore, l'unicits dfiad prouvée montre que la yuestion est
locale pour la topologlz 4tale, c& qui nous ranine encora au <as o
strictement local, Alors la conclusion est vraie par construct on,
cormme on avait signslé juste svant 9.4.6,

Ainsi la démonstration de 9.4.7 est achevée.

8.5. Sunnosons maintenant fixé un nombre premier 1, des pro-{i-grounes

e Rarsctti-Tate sur I,

v56.5.1) g o= H-‘(n))n 5 s {'.un))n G =" n)}

= 20 * : = }

et des extensions de pro-i-groupes de Barsotti-Tate
(9.5.2) C—=pP—>F —=R—>0, 00— —>F—>0—=0

définissant donc pour tout entier m 2 O des extensions Ze A _=Modules
n

olr A_ = ZZH.“HE :

(€.5.3) 0 —>P(n} —> F{n}) —> R{n) — 0, 0—=> R{n) —> Z(n)—> Q(n)—>C .

ilous supposercns Q de type étele et P de type multiplicatif, Supposons
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enfin donnée sur 7 un *'o-L-groupe de Barsotti-Tate X_ qui soit extension

Eanachée de Eﬂ par ?n, par quoil nous entendons qu'il est muni d'une
filtration en trols crans {en tant que pro-l-groupe de Barsotti-Tate),
donnant lieu 2 des extensions partielles munies d'isomorphismes avec
Eﬂ et Fnlrespectivement. I1 s'ensuit que pour tout n, xﬂ(n) est muni
d'une structure d'extension panachée de E(n)ﬂ_par F(n)ﬁ. Nous pouvons

1ui faire correspondre alors un accouplement du type (9.4.1)

5 n+1
(5.5.4) c(A(n)n) : Q(n) @ Q¥(n) —> A . Zfi z
ot les Q*(n) sont les groupes finis étales sur S définis par

P(n) = p(Q*(n)) , 1.e. Q*(n} = D(P(n)) "

D désignant encore la dualité de Cartier. Les Q*(n) forment un pro-Li-groupe

de fagon évidente, soit Q¥, Nous laissons au lecteur le scin de vérifier
que pour n variable, les homomorphismes (9.5.4) définissent un homo-
morphisme de syst®mes projectifs, i.e. un homomorphisme de faisceaux

L-adiques constants tordus sur S :

(9.5.5) c(xﬂ) : EQF —> z%s :

Signaloos en passant le résultat suivant (qui ne sera pas urilisé

dans la suite) :

Proposition 9.5.6. Les données P,Q,R,E,F sont les mBmes que ci-dessus,

sauf qu'il est inutile de supposer le trait S hensélien. On considére

le foncteur

(2.5.6,1) xr—-pxn

de la catéporie des extensions panachées de Barsotti=-Tate de E par F
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dans lez catéporie des extensions panachées de £¥_ par F_ . Pour tout

groupe de Bareoiti-Tate extension panachée X_ de £_ par F_ , on cunsi-

dére 1'accouplement correéspondant
B

(2,5.6.2, QO & cg—:- Z{,s .

induit par 1'accouplement du type (9,5.5) défini sur le hensélisé de §,

Ceci posé, le foncteur (9.5.6.1) est pleimement fidile, et son imape

essentielle est formée des sroupes de DarsheeI-Tpfe Kﬁ extensicns

panachfes de E_ par F_ tzlles gque 1'accouplement (2.5.6.2) corrzspondant

s0it nul. De plus, lorsgue car,.K = 0 (de sorte qu'on peut appliguer

le théordme de .72 [33 th. 41), alors KT appartient & 1'image essen-

tielle si et seulement si X_ se prolonge en un proupe de Heopsotti-Tage

-

sur o,

8.5.6.3. DMNous laissons au lecteur le soin d'étendre cet énoncé au cas
oli on suppose seulement que 5 est un schéma noethérien régulier connexe
de dimension 1.

La premidre assertion de $.5.6 est une conséquence immédiate
de $.4.6, appliqué aux composants des groupes de baPsgtri-—Tate envisagts,
Il reste a4 prouver que si un groupe de CarSoted-Tats X_ , extension

penachée de E_par F_ , se preolongs en un groupe de Jarsotti—-t. X _

sur 35, il se prolonge aussi comme extension panaché&z, Or en vertu du

théoréme de TVTE [337, 1'homomorphisme Kr —> Q_ sz prolaenge de fagon
| L4 |

unique 2n un homomorphisme

Xm0
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Pour tout entier n, 1'homomorphisme correspondant X(n) —> Q(n), étant
surjectif sur les fibres génériques, est surjectif ; comme Q{n) est
étale sur n, donc X{n) —> Q(n) est plat, il s'ensuit que c'est unm

épimorphisme. Donc X —> Q est un é€pimorphisme composant par composant,

si donec F désigre le noyau de X —> Q, il s'ensuit que F est un groupe
de Barsotti-Tate et X est une extension de Q par F . D'ailleurs
1'isomorphisme Fn‘—ﬁ;,-Fn se prolonge, par le théoréme de TATE, en

un isomorphisme F —= F . Par suite, X apparatt comms une extension

de Q par F. Considérons alors le gquotient E = X/P, on voit encore,

par application du théor2me de TATE, qu'on a2 un isomorphisme E-=*-E .

11 s'ensuit que X est une extension panachée de E par F prolongeant

1'"extension panachée Kn , cqfd,

Remarques 9.5.6.4. a) Bien entendu, la derni2re assertion dz 2.5.6
devrait Btre valable szns restriction sur K, puisqu'il devrait en Btre
ainsi du théordme de Tate invoqué,

b) ©On peut donner une autre démonstration du criterz
de bonne réduction 5.10, en se ramenant comme dans 5.10 au cas on AK
est 3 réduction semi-stable, et en appliquant alors §.5.6 2 TL{AK)
considéré: comme extension panachfe (cf. 9.6), qui impliquz u, = C,

et utilisant 11.6.2 a) plus bas qui implique que l'on a T}(ﬁk}t = .

¢.5.8. Lorsque 4 # p, les groupes de Barsotti-Tate envisagés sur S5
resp. sur K s'interpr2tent simplement en termes de faisceszux 4-adiques
constants tordus sur S5, ou de fagon équivalente, en termes de représen—

tations €= 7 = Gal(k/k} resp. de T = Gal{K/K) sur des Z ,-modules libres
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de type fini. On comstate alors que 1'homomorphisme ($.5.6) est 1'homo-
merphisme canonique qui exprime l'action du sous-groupe d'inertie

I < T sur Xfﬁf), défini par la méthode de §.2, Pour le vérifier, on

se raméne immédiatement a4 lz situation de $.4, en y supposant que n
est égal 2 une puissance de 4, et que R est un A-Module localemant
constant (tout comme Q et P), de sorte qu'il en est également de meme
de E, F et de xq . La vérification de l'identits des deux définitiomns

est glors laissée azu lecteur.

9.6. Nous sommes maintenant en mesure de définir 1'accouplement
cenonique annencé ($,1,2), sans restriction sur 4, de telle fegon que
pour 4 # p cette définition coTncide avec celle donnée dans 9.2. Pour

ceci, on applique les considéretions de 9.5 & la situation suilvante

- oyt _ v - o, f o\t
P T‘L(A 2 _i::.‘E’(l) » =M, , R= T‘L(A ) IT{'{& ) s

(9.6.1)

F=1,0)%, 2 = pr") = p(z, (415

ot dans la dernidre formule D d&signe le dusal de Cartier au sens des
pro-{-groupes de Barsotti-Tate, i.e D(Y} est le syst2me projectif

des D(Y¥{n)), pour les morphismes de transition habitusls. La structurz

dz F comme extension de R par P =2st claire, On 2 de m@me sur F' = TL(A'OJ'E _:
une structure d'extension de R' par P' = Té(A’o)t = ﬁ;(l). Appliquent
1n dualité de Cartier, on en conclut gue E = D(?') est muni d'une

structure d'extension de D(P') = M-L par D(R!'). Or B(R') est canoniguement
isomorphe a 2 en vartu de 5.5 (prouvé dans 7.4.6), ce qui précise la

structure de E comme extension de Q par R,
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Comme extension panachée Kﬂ de Eﬂ par F_ , on prendra

1
(5.6.2 X = =x° ox
(9.6.2) " TL(ﬁK) " n

B t
T'%(AK) ER TL(AK) D
L'isomorphisme d'extensions de R'ﬂ par Pﬂ

xl-lr.«‘
n M

est clair, L'isomorphisme d'extensions de @ par R

s

X /x2 = p_ = D(F'")
nm n m n

eat clair grace au théorZme 'orthogonalité 5.2,
Nous disnosons done des données requises pour J4finir un

accouplement (9.5.6), qui ici {comme O¥* = M}) prend la forme (9.1.2).

't

Le fair que cette définition soit compatible avec celle de $,2 résulte
de 9.5.0. Les considérations de 5.8 montrent d'autre part, sous réserve
de la validité du thécrzme de TATE [33] (donc en tous cas dans le cas
o car K = ¢) gue l'accouplement en guestion peut se décrire en termes
dn seul L-pro-groupe de Barsotti-Tate Kn = TL(AK) sur 5 (puisque sa
filtration en trois crans, et les extensions F et E qui prolongent

1

X_ et xfﬁxi » pezuvent sz définir canoniquement =n termes du seul

n
pro=-iegroupe X = TL(AK>'

Remarqus §.7. Ne supposons plus nécessairement que A, zit réduction
semi=stabie sur le trait hens£lien S, et soit K' une extension galoisienne
finic de K telle que AF‘ ait réduction semi-stable sur le normalfsé Z!

de 5 dans X' (3.6). Avec les notations de ($.1,3), on définit alers,

par descentz galoisienne % partir de 1l'accouplement de monodromic nour AK'
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un accouplement
B! i
LLd W W e
() ¥y ¢ JK = ﬁx——¢-R{K
Ce dernier 3 priori dépend du choix de XK' , mais il résulte de (10.4.3)

ci-dessous que 1'accouplement
(5,7 1) u, ﬁxgﬁﬁ_’%x

donné par
1

= : ¥
u, = (1/e(8'/8)) v,

T T

n'en dépend pas, ot e(8'/S) = long(v'/mVv') . On pourra appeler encore

(9.7.1) 1'accouplement de monodromie pour le schéma ab&lien A, sur KX
et le nombre premier £ envisagé, puisque dans le cas o AK lui-méme
a réduction semi-stable, il cotncide évidemment avec la restriction &8
de 1'accouplement de monodromie (9.1.2). 11 résulte de 10.4% plus bas

que cet accouplement est en fait toujours a valeurs dans Q@ , et est
b

indépendant de 4

On peut se demander s'il est a valeurs dans RK , ce qui revient
3 dire que (9.7.1) est & valeurs dans E{K pour tout nombre premier 4 . C'est
le cas du moins si AK est une courbe elliptique, le seul cas qul demande
une vérification étant alors celui ol EK ::gﬁ est de rang 1, de sorte gue
M, 2 ﬁ% est canoniguement isomorphe 2a :EK , et que l'accouplement de mono-
dromie (9.7.1) peutr s'interpr&ter simplement comme un nombre rationnel ordinaire
On trouve gra3ce aux résultats de NEROX [197 que celui-ci est égal a vw(i)

j étant l'invariant absolu de AK et v 1la wvaluation normalisée de K
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10. Propriétés de 1l'accouplement de monodromie. Théor2me d'intégrité et

de positivité

Dans le présent paragraphe, nous allons donner tout d'abord
certalnes propriétés formalles essentiellement triviales des accouplements
de monodromie, le détail (un peu fastidieux) des vérificntions étant
laissé au lecteur., D'autre part, nous indiquons un théoréme plus profond
{10.4) concernant ces accouplements, et indiquons comment on peut se
réduire pour sz démonstration 2 un cas spécial de jrcobiemnnes, qui
sera traité (par voie transcendante) au par. 12 (qui est d'eilleurs

logiquement indépendant du par. 11).

10.1. Transport de structure. Tl est eclair, sur la définition donnée

de 1'accouplement de monodromie ($.1.2), que cet =zcccuplement est compa-

tible aveec le transport de structure en la situation (S’AK’Ai}‘

10.2. Symétrie. Si nous partons du schéma dual Aﬁ de AK et lui a2ppliquons
ls comstruction du par. 9, nous devons introduire le schéma du=zl (Aé)'

de AK , qQui est canoniquement isomorphe 2 AK per le théor2me da bidualité

([5) ou VIII 3.2), Désignons par uiK 1'acccaplement de monodromie (5.1.2)

relativement 2 AK , de sorte gu'on trouve de m2me un accouplement

Ai —
. M
(10.2.1) up® ML 2 ME Z‘L h

Ceci posé, je dis que ce dernier se déduit de u:K par la symétrie

s : ?gi <= M! @M

2 M oM,

i.e, on 2 la formule

444



e — — -

e ——

P —

L}
(l0.2.2) uﬁK = ufx &

Compte tenu de la proprifté connue d'anticommutativité des
accouplements s, ([5] ou VIII 2,2.11), la formule de symétrie (10.2.2)
>
peut se reformuler de la fagon suivante, en termes 4'une pelarisation

fixée T de AK » qui définit un homomorphisme £ : AK e Aﬁ , d'on

un homomorphisme correspondent (t étant 1'initiale de "corique')

(10.2.3) B, t M—> M

permettent de former 1'zccouplement

Ak

(10.2.4} c::;{ ‘M, 2N, -——>Z?,L , c;; L(x,y) = u{"(x,gt(y),‘ 1
la forme précédente @E p st symétrique :
-3}
# & |
(10.2,3) EEL(x’y) = 3;{(y,x1 .

En fait, cet énoncé est valable pour tout &lcément E du groupe de
Néron-Séveri de Ay (pas nécessairement une polarisation) ; mais ce
n'est que lorsque £ est non dfégénéré i.e. définit une isogénie ﬁK —5—&&
donc zusei une isogénie (10.2.3), que la relation de symétrie (10.2.5)
est équivalente 2 la relation de symétrie (10.2.2). D'ailleurs dans
le cas o E est une polarisation, on wva préciser considérablement
(10.2.5) dans 10.4 b) plus bas.

Sign-lons enfin une troisi2me fagon d'interpréter la relation
de symétrie. Pour ceci, considérons une biextension (= correspondance
divisorielle) £ sur un couple {AK’Eﬁ) de schémas absliens & réduction

semi-stable sur K, qui définit un homomerphisme

NTE
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et par passage aux mod2les de Néron définit donc un homomorphisme sur
les tores maximaux des fibres epécisles, donc en sens inverse un homomor-

phisme sur les Groupes de caractires, d'od un homomorphisme
{(10.2.6) E : M—>M!

ot M est défini on termes de KK comme M en termes de A, . On peut donc

former l1'accouplement

(10.2.7) v M 0H —>=z, , P Tlx,y) = oTx,E () .

Notons en passant que pour un schéma abélien Al( a réduction semi-stable
varisble, le Groupe constant tordu M est un foncteur covariant en &K 3

et qu'alors la formation des accouplements (10.2.7) associés aux biex-
tensions de schémas abéliens & réduction semi-stable sur (K,S} est
compatible, en un sens évident, avec la formation des images inverses

de biextensions. Bien entendu, lorsque g est la biextemsion canonique

( "de Weil™ ) de (4, , Aé), 1'accouplement (10.2.7) n'est a:tre que
1'accouplement de monodromie (9.2.1). - Ceci posé, la relation de symétrie
peut s'exprimer de la fagon suivante : considérons la symétrique 3§ de E ,

qui est une biextension de (E%‘AK)’ d'oli un accounlement

$é§ . EL 2 g&--_%’z;& :
on 2 alors la relation de symétrie
E s o s M B et b
(10.2.8) cpsg cpg s , ou s: ﬂL @ M, ——il'lg'@ Hy

est encore l'isomorphisme de symétrie., On comparera cette relation &

la relation d'antisymétrie de VIII 2.2.11.
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10.3. Changement de trait, Soit maintenant

{16.3.12 g: 81 —> 5
un morphisme dominant de traits henséliens, associé 2 un homomorphisme
local injectif d'anneaux de wvaluation discréte
V—= 3" 2
posons cormme d'habitude

(16.3.2} e(s'/8} = long, V'/mv'

m étant 1

=

idéal maximal de V., On sait alors que l'homomorphisme induic

par (1G.3,1) sur les partiszsz "modérées" des groupes d'inertie |

(18.3.3) g I =TT Zz (k") —>1_= [T z,1) @0

L #£n L 4p

est donné par
(10,3.4) Bulx) = e(3'/8) x F

en identifiant les deux membres de (10.3.3) & 1'aide des isomorphismes

Svidents RLfl){k_‘a L’:-ZEL(I}U('} (1 ¥

tYotons d'autrz part que, pour un schéma abélien AK sur X a
réduction semi-stable sur 5, la formation des réseaux tordus ¥ , B
commute 3 tout changement de base S' —> S comme dessus, comme il
résulte aussitdt des définitions (notarment 3.4}, On peut donc consi-
dérer 1'accouplement uﬁK défini par AK' (K' = corns des fractions de V']

4

comma2 un accouplement

“f:K' P Mo 8 Moy —>Z ., :
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A A
et le comparer 2 1'accouplement “agl déduit de u}K par changement de
base. Lorsque £ # p, la comnstruction des accouplements u, donnée dans

¢,2, jointe a la formuls (10.2.2}, montre immédiatement qu'on a alors

A
(16.3.5) u{f" = e(5'/5) u::K .

Cette formule reste en fait valable également pour 4 = p, comme on

voit en revenant A la construction générale donnée dans 9.3 2 9.6, en

se ramenant 2 un énoncé de compatibilité anelogue & (1G.3.5) pour
1'isomorphisme %2.4.4 e), pour un changement de traits strictement locaux
g!' —= s, (On noterz que 1l'isomorphisme en question est déduit de
1'isomorphisme E#/VH == Z déduit de lg norme, donnant donc lieu au

disgramme commutatif
E¥/yHE —es 7
e(s'/s8)
K'*!VT# —_— 77 _:.

Voici un résultat plus profond concernant les accouplements
d2 monodromie, dont on donnera une démonstration par voie transcendante
au nar. 12, en nous appuyant sur des résultats qui seront démentrés
ultérievrement dans le Séminesire. (Mous n'utiliserons é'ailleurs pas
10,4 dans la suite du Séminsire, pas plus que les eutres résultats

du présent exposé.)
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Théoréme 10.4. Soient & un trait hensélien; A? un schéféma gbdlien sur ¥

3 réduction semi-stable sur . Considérons les réseaux M et ™' asscciés

comme dans 9.1 (ef. 3.5.2). Alors on a ce gui suit :

a' Il existe un unique accouplement

g o u: e — 2

tel gue pour tor: nombre orauier 4 uiigfi soit 1'accouplement de ;:ono-
£ -

dromiz u. de (6,1.2), Zet accounlemert est séparant,

' Seit E une polarisation de AK , définissant donc un homomor=

phisme (10.2,3)

et considérons la forme

(10.4.2) @ er 0, 7)) = ulx, 2 (¥)) .

unn

:HEN-—>Z . ,

Cette forme est symétrique, positive et non dégénérée,

Bien entendu, en termes de la fibre gfomftrique My de M en
un point géor-ltrique donné sur 5,l'assertion précédente signifie que

la forme correspondante

M 2 M —2R
) o

A

est symftrique, positive et non dégénérée. Quand 2 1'accouplement (10.4.13},

on 1'appelerz encore 1'accouplement de monodromie,
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10.5. Réduction de 10.4 3 un cas particulier

10.5.1. L'unicité d'un u satisfaisant le condition énoncée (méme pour
un seul L) est claire. D'autre part, 1l'existence signifie simplement

applique en fait M3" dant 77 .. et 7:3 l'homomo-ohisme ainsi ob=

L = =
tenu MOM' — 3% est indépendant de L ., En fait, il suffit m2me de prouver

que chaque u

1'assertion analogue pour les u, ®_, Q, et unu, : M ¥ M _ —>Q_ .
Loz, Q" Q s

Supposons alors qu'on ait établi l'existence spr2s changement
de base S' —> S5 comme dans 5.3, Alors {1 résulte immédiatement de

(10.3.5) qu'il existe un homomorphisme

"
o MU — < Q
S 5
compatible evec les u, €. @, , d'oh a). Quant 2 b), il est trivial
L 35{ 1
alors que s'il est wvrai pour &K' , i1 1'est aussi pour RK .

Par suite, nous pouvons, pour prouver 10,4, nous permettre
n'importe quel changement de traits S' —> 5 dominent. Ceci nous permet
en particulier de suppeser S complet 2 corps résiduel algébriquement
clos,. Dans ce cas, M et M' sont des schémas en groupes constants, de
veleur M,M' des modules libres de type fini sur Z, et a) et b) se

reformulent avantageusement en termes de ces derniers,

10,5,2, Supposons maintenant que AK soit isomorphe a un facteur direct
d'un schéma zbélien Kk sur k & réduction semi-stable, et que 10.4 soit
prouvé pour ce dernier. Alors il en résulte aussit®t que 10.4 est valable
également pour AK , compte tenu du comportement fonctoriel évident des

téseaux M,M', et des accouplements de monodromie, vis-2-vis des sommes
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directes de schémas abéliens 2 réduction semi-steble.
I1 est également immédiar, grace 2 10.5.1, gque la validité de
10.4 ne dépend que de la classe a isogénie prés de hr . Joint & la ramsrgue

précédente, et du 'théordme de réductibilité de Poincaré" _15

-3
ceci nous montre gque si AK est quotient d4'un. schéme abélien AY pour

lequel 10.4 est valable, il en est de nlme pour AR H

10.5.3. Utilisons maintenant le fait bien connu (31, tu, 11 (p.20)]

que, quitte & faire une extension finie sur K lce qui est leoisible, grace

a2 10.5.1), tout schéma abélien A, est quotient de la jacobienne

( = EEE;"fK) d'une courbe propre, lisse et plomdtrique connexe KK sur X.
S

Compte tenu de 10,%.2, nn est donc ramend & prouver 10.4 dans 12 crs

d'une telle jrcobienne,
3

10.5.4., D'sprés un théordme de ARTIV-WMFCRD [2] {2532 cité et ulilisé
dans V ), quitte & faire encere une extension finie K' de K, on

eut supposer que X, se prelonge en un schima nrofectif «t plat sur &
P PP K P 3 Droj; f

régulier, et tel que la fibre spéciale géombtrique x; n'ait comme

seuls points singuliers que des points singuliers gquedratiques ordinaires
(i.e. ici, des croisements normesux de deux branches). Dans ce cas, nous
prouverons 10.4 a) dans 12.5 plus bas, en explicitont entidrement
1'zccouplement de monodromie (10.4.1) en termes des données géométrigques
de 1z s tuation, et nous vérifierons en m@me temps 10.4 b} dans le cas

de la polarisation canonique de la jacobienna,

446

451



- 129 - X

10.5.5. 11 reste & voir que si pour un A‘K donné 2 réduction semi-stable,
10.4 a) est vrai, et 10.4 b) est vrai pour une polarisation donnée &
de AK , alors cette conclusion reste vraie pour toute polarisation E de

AK . En effet, si go , & désignent les homomorphismes

.—. 5 - e L]
50 ? L A A'K
définis par §o » £ , qui sont donc des isogénies, on aura

t ~'

a#® go , avec & € End(l\() SRQ i

vn )

—~
= =
8 &

ot a = q* désigne l'involution canonique de 1l'algdbre End{AK) @m@
définle par la polarisation §° , et ot 1'exposant t dans £(a®) désigne
le transposé (associant 2 un endomorphisme de Al( un endomorphisme de

AI::)' D'autre part, il est connu [15, Chap V th,3] que 1l'on &
= +*
a f Bi Bi ,» &avec Bi € End{AK) @ﬁ? .
d'ot
E= T B,EB. »

T i“o71i

ou encore, en termes des biextensions (= correspondances divisorielles)

essociées aux polarisations envisagées (VIII 4,14) :

(10.5.5.1) 8(E) = E 6(§°J°(61,8i) .
i

D'eprds ce qui a été dit spr2s (1C.2.7), cette formule implique (svec

les notations de (1C.4.2;)

(10.5.5.2) vz = o (B;»8,5 € Hom(2B M, @) .
i o
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Elle implique bien que si £ oest symétrique et positive, il en est de
. ™

t
meéme de . .

=
Enfin, le fait que qé soit non dégénérée équiveut évidemment
(s ]
2 1'assertion gque 1'accouplement (10.4.1) est séparant (compte tenu
que §0t : M 92? —> M ®EQ est un isomorphisme, §0 étant une isogénie),
et est donc également indépendasnt de la polarisation choisie. On peut

d'eilleurs noter que pour vérifier que {10.4.1) est séparant, il suffit

de vérifier la méme assertion pour l'esccouplement de monodromie u, (9.1.2)
pour un nombre premier 4 . Premant 1 # p, on peut utiliser la description
5.2 de u, le fait que v, soit séperant 2 gauche (donc des deux cBtés,

pour une raison de rangs) est slors trivial.

11. Composantes connexes du med2le de Néron : relation de dualité,

compprtement_gggymptotiqye

11.0. Le but du présent paragraphe est 1'étude du ke-groupe fini étale

(11.0.1) &, = A /A °

d&j2 considéré dans 1, Pour tout nombre premier 4, nous désignons par
3, (L)

12 compo=ante d-primzire de ce dernier, de sorte que le connaissance de

3 équivaut 2 celle des ¢ ‘1), grace a 1a foroule

(11.0.2) 3 =11z (v g
o 1, a
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Notons que les groupes §O H QQ(L) sont déterminés respectivement
par lz connaissence des groupes finis ordinaires §a(i), QO(LJ(Q) et
de l'opération naturelle de - Cal(k/k) sur ces derniers. D'autre
pert, il est cleir que &O(E) est sussi le groupe des composantes connexes
du mod2le de Néron de Aﬁ » on E est le corps des fractions de 1'hensélisé
strict de S relativement a la cl8ture séparsble choisie k de k. Ceci
nous permet donc, pour l'étude de éo , de nous rzmener =zu cas ol S5 est
strictement local, - les opérations de T, = @21 (¥/K) sur QO(E) se
récunérant sutomatiquement par transport de structure. On pourrait
de mBme se ramener au cas ol S est de plus complet, pgr2ce au changement
de base g'——b S, gréce su fait que la formation du moddle de Niron y

commute [21, th. 3.4 b)].

11.1. Supposons donc S strictement local, de sorte que éo peut s'iden-

tifier 2 un groupe fini ordinaire éo{k), et on trouve

2

(11.1.1) g (k) = Acfk)fﬁoo(k} <= A(S)/A°(S) = A(E)/A(R)®

ol 1z premidre égalité provient du fait que Ao est lisse sur k, la
deuxidne du "lemme de Hansel" compte tenu du fzit que A est lisse sur
S et S hensélien, enfin laz troisi®me provient de la relation A(S) == A(K)

et du fait que nous posons

dfn
(11.1.2) am° = a%s)

de sorte que A(K)° apparalt comme un sous-groupe d'indice fini naturel

drens A(K) (34 ne pes confondre avec 2%(K) = A(K) 1). Les isomorphismes
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{11.1.1) sont évidemment fonctorizls en /i, et compntiblas avec le
trrnsport de structure en {S,LK}, et 2n particulier sveec 1'saction d'éven-
tuels groupes de Grlois,

Supposons maintenant que 4 soit un nombre premier # p, de sorte

o 54 ’ ; "
que /.  egt L-divisible, et plus précisément 4 id gst un morphisme

AC
étale et surjectif, de sorte que ce morphisme induit un endomorphisme

surjectif de a208)=a(k)°, qui est domc un groups A-divisible. I1 en

résulte rpussitdt que pour tout entier n 2 0 premier 2 p = car(k), cn

¢ le relation

(11.1.3) g (k) = a{®)/ ()% ,  pour (mp) =1 .
uo n n .
Or par définition (2,2,2) de la partie fixe de nﬂK , on a
o oo £y i
L) A(KRYT = (2 IKY-—= T A 4 .
(11.1.4) RS (i) (XD T (A ) QEHR /nZ

Prensnt pour n une puaisscnce de 4, et posant comme dans {2,5,3)

FEY 1,52 y o= T,(;.KE),‘ , d'on ’I‘,(LCE))E =yl :

on UI désigne le sous-module de U formé des invariants sous le groupe
d'inertie I, on peut écrire (11.,1.3) sous la forme

(11.1.63 B () = (TJnJIf'(UI)n Y ,

oft 1'indice n désigne 1: réduction mod., n i.e. le produit tensori:l

sur Z, avec szfnﬁ . Les morphismes de transitfon entre les grounes

L
intervanent dans les deux mzmbres de (11.1.6) ftent &vidents, on <iduit

de {11.1.6), par passaoge & la limite inductive sur 128 ruissrnces de 4, 1=

-3
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Proposition 11.2. Supposons § strictement loesl, et soit £ un nombre

premier # p. Alors on 2 un iscomorphisme cancnique

(11.2.1) 3.4y = (uspt/utep,

ot U est défini dens (11.1.5) et ol on pose DL = QLIE:L =

Ainsi, le groupe QOCL) peut s'expliciter en termes de la seule
connaissance du module de Tete U = T}(E(E)} comme module paloisien sous

1'action du groupe d'inertie I.

11.3, On va utiliser l'expression explicite (11.2.1) pour esquisser

la définition d'un accouplement cononique
(11.3.1) QO(L) @ @5(%) —> Q/ZZ 5

qui est une dualité parfaite, - @; désignant comme 8u par. 1 le groupe
de composantes connexes associé au modele de Néron du dual AS de AK

Il n'y a gudre de doute (mais le rédacteur s'est dispensé de faire

1a vérification) que cet accouplement n'est autre, &ventuellement au
signe pr2s, que celui défini dans (1.2.1), et le lecteur est invité

A titre d'exercice d'établir la compatibilité voulue (avec le signe correct !),

Posons

u' = TL(A'(K)) g T-om TL(I}(K] = TL(K*) &

On a un accouplement parfait de Z}-mcdules libres de type fini,

compatible aux actions de I

(11.3.2) oY —> 1T, (T=21R y mon canoniquement)}
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et, en vertu de la structure connue de I (I ), une suite exacte
(11.3.3) l1—> R—> I - >T—>1

avec R un groupe pro-fini premier 2 £ . Si maintenant nous partons de

données (11.3.2) et (11,3.3), et introduisons les groupes

{11 3.4) 3 = umné}‘fu‘@n 50 = (u‘@a‘t)llu' 2D

o (D=Q

L L /Z,)

LA

nous allons définir une dualité parfaite
(11.3.5) 3R ¢ — o/Z s

ce qui nous donnera en particulier 1'accouplement annoncé (11.3.1).

Considérons la suite exacte de I-modules

(11.3.6) 0 —=>vuv-tsus, ¢, s, —>0 ,
£ 3

et la suite exacte de cohomologie associée, en prenant la cchomeologie

de I définie psr les cochaines continues 2 coefficients dans les groupes

topologiques envisagés :

o i° o i° o 2 1 i
(11.3.7) 0 —> 1 (L,U) == H (I1,U3Q,) —>H (1,u8D,) —> ® (I,U}—‘-'-Hl(I.UE
Il 4 U il
I 2 i o | 1 1
y (E}@Q{.J R, @ (L@DL) H (I,U)s
11 est immédiat que & défini par (11.3.4) n'est autre que coker j° , done
est canoniquement isomcrphe a Ker il

, L.e. on trouve une suite exacte

canonique

(11,3,82 Q B —3 111(1,11) —_— ‘H]'(I,U)@ZQ
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qui montre que ¥ est canoniquement isomorphe au sous-groupe de torsion de

H1(I,U).
D'autre part, de 1la suite exacte (11.3.3) on déduit un isomor=-
phisme, pour tout n = £* 4

(11.3.9) 9l (1,T_) = Hom(I,T ) <= Hom(T,T_) <=Z/nZ

(NB on fait opérer I trivialement sur T, domc sur Tn = T/nT ) ; d'on,

pour tout I-ZL-H}d‘ule fini M, si
(11.3.10) M' = Hom{M,TEDL)
désigne son ''dual de Cartier", un accouplement canonique

i SE wt,w e B, —s i, mo) =,
o le dernier isomorphisme est déduit des isomorphismes (11.3.9) par

passage & la limite inductive sur les puissences n de 4. Il est bien

connu que ces accouplements sont des dualités parfaites (cf. par exemple

SGA 5 I 5). Prenant dans ces accouplements M de la forme U“ , donc

M' = U; , On trouve par passage a la limite un accouplement parfait

(11.3.12) uo(1, UzD, ) X HI(I,U') =0 )
ol le deuxi2me facteur du premier membre est un Z ,-module de type fini.
Un nouveau passage 2 la limite dans les accouplements (11.3.12) (pour

des morphismes de transition de la forme of.r.id} nous donne un deuxidme

accouplement parfait
(11.3.13) HOCI,LEQL) X Hl(I,U'SQL} =5,

de vectoriels de dimension finie sur QL-' Désignant par ', j' les
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morphismes définis cemme dans (11.3.6), avec U remplacé par U'', on

trouve alors aisément que les homomorphismes suivants

L0

1%, me, ) —I———= u%(x,vep,)

o
E’.l{I,U".‘E,‘QE} . BHEY

sont transposés 1l'un de l'autre, via les accouplements (11,3.12) et
. - 5 .0 £ T

(11.3.13). Il en tésulte =zussitdt gque coker j et lar i'" sont duals

1'un de 1'autre via un accouplement canonique & valeurs dans D

y qui

4

est 1'accouplement annoncé (11.3.5).

11,4, La description précédente d'un accouplement (11.3.1), wvia
1'exnression (11.2.1) pour la composante 4-primaire du groupe des

composantes connexes, n'est valable que pour 4 # p. Supposant maintenant

que AR a réduction semi-stable sur S, nous zllons encore dsfinir des

accouplements qui sont des dualités parfaites
(11.4.1) 3,00 = 4) —> @/

sans restrictien sur i. Comme dans 11.4, il ¥ avrait lieu d'érablir
qu'on retrouve (2 un signe pr2s peut-ftre gqu'il conviendrait de préciser)
1'accouplement défini dans (1,2.1), ce qui établirait donc la conjec-
ture 1.3 dans le cas de la réduction semi-stable, comme dans le cas
o l'on se restreinf aux composantes i-primaires pour 4 # p,

Pour définir (11.4.1), nous allons donner, essentiellement,

une expression de §0f£} en termes du groupe de Barsotti-Tate Tf(AK)

i-
v
£
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sur K, qui jouera dsna le cas présent le meme rdle que 11.2 dans le

cas traité précédemment :

Théor2me 11.5. Supposons S hensélien, et que AK ait réduction semi-stable

sur S. Soit {4 un nombre premier, et considérons l'accouplement de mono-

dromie (9.1.2), d'oh un homomorphisme canonique

— \J'

G 14— .
Soit (L) = coker G£ ; alors on a un isomorphisme csanonique
(11.5.1) 3 (&) = &(L)x_s 5

o s

De cet &noncé résulte immédiatement la définition d'un accouple-
ment parfait (11,4.1), puisque on trouve, en appligquant 11.5 a ' au

lieu de aK et utilisant (1G.2.2), gu'on a2 aussi un isomorphisme canonique

'
= M! —> M

31y = 2'(L)xgs , on §'(L) = coker( P ;) .

Remarques 11.5.2, a) Le théor2me 11.5 implique notamment que Gg est une
isogénie i.e. que u, est séparant, y compris dans le cas L = p, ou
cette assertion n'est pas triviale sur la définition cde $.6. On notera
que nous n'utilisons pas ici le théor2me (nettement plus profond) 1C.4,
qui sera prouvé au par. suivant.

b) Utilisant 10.4, qui nous fournit un =zccouplement de mono-
dromie u: M3 M' —> Rs , et désignant par % le conorau de 1'homomorphisme

correspondant
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on trouve une formulation égquivalente de 11.5 indépendante du choix

d'un i, par l'isomorphisme canonique
{11.5.3) @ == % w_s ;

11.6. Pour définir 1'isomorphisme (11,5.1), nous pouveons nous borner
au cas ol S5 est strictement local (11.0), de sorte gue M et M' sont

constants, de valeurs

{11.6.1) M= Dp(T') N M' = p(T.) .
o o
ot T et T; sont les tores maximaux de AG et de ﬂ; respectivement.

[a]

Tdzntiiiant da m@me QQ a4 un groupe fini ordinaire, il faut définir un

-

isomorphisme canonique entre sa composante éD{L et

v
F(L) = cokor(uf:ru —_— Pu) F

En fait, nous allons définir directement un isomorphisme canonigqua

~
Vs
—_— }1?',,-,,!‘18- 1

i

£31,6.2) g (i) = ker(a;ﬁn; : M,ZD

o L

e
comme ioil), est fini, et M, et M| ont mBme rang, {1 en résultera

d'abord que U, : M, —> M' est une isogénie, d'od il résulte ensuite
L L L8 &

que le deuxi2me membre de (11.6.2) est canoniquement isomorphe a &(i} :

C11.6.3) 2(L) = coker ;i‘:i ker ;i@*L :

puisqu'on peut écrire, identifiant M, par Gi & un sous-module d'indice
W

fini dans M} :

1

-~
g(4L) = VIH% y @'(L) = VIME 5

w
o V = HLSQ; 4=-¥;$Q{ . De (11.6,2) et (11.6.3) 1l'isomorphisme & définir

(11.5.1) résulte aussitdt par composition, de sorte gi:e tout revient 2
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définir 1'isomorphisme canonigque (11.6,2).

-
Eerivant M.8D, (resp. M,ED ) comme limite inductive des M
E A L n
L% B
(resp, des M;), ol n parcourt les pulssances de 4, il revient au m2me
de définir (11.6.2), ol des isomorphismes canoniques

b
r+l

(11.6.4) 5 = Ker (u ‘"n"’”‘]:.) » n=21 ,

no n
comptatibles avec les morphismes de transition évidents, pour n wvariable
(on G; désigne maintenant, par abus de notations, 1'homomorphisme déduit

b

— y ] -
de u, : M, —> M; par réduction mod. m),
Pour ceci, considérons le schéma en groupes nA sur S5, qui est

plat et quasi-fini sur S (2,2,1), grace 4 1l'hypoth2se de réduction

semi-stable., On a une filtration cancnigque

(11.6.5) A —2 (AF (" —20
oti 1l'exposant f (resp. l'exposant t) désigne ls "partie fixe" (2.2.3)
(resp. la "partie torique" (5.1)) du schéma en groupe qu'il affecte ;
pour la définition de la partie torique dans 5.1, on notera qu'on avait
supposé S complet, ce qui est loisible ici (11.0). (On a d'ailleurs

vu dans 6.1 que la construction se généralise au cas S hensélien, si

on y tient ...) Soit
. o, £
(11.6.86) n? = nAf(n& ) s

clest un schéma en groupes plat, séparé et quasi-fini sur S5 (SCA 3 VIR 3.2

et VI, 9,2) de fibre générique

£
nYK . (nAK>!{nAK} .
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od par définition (nAK)f = (n‘&o}If( désigne le r.&me composant Cn=-f_.r+1)
du pro-groupe de Barsotti-Tate TL(&?JE . La premi2re des relations

(5.5.8) nous fournit alors un isomorphisme canonigue

dfn
(11.6.7) Y = M ol _r_'in = }_-E-Ez(zfnﬂl) g

En fait, on a :

Lemme 11,6.8, Le schéma en groupes "4 (11,6.6) sur S est étale sur 5,

et l'isomorphisme (11.6.7) se prolonge de facon unique en un morphisme

(11.6.8.1) ¥ e

M
n -

qui est une immersion ouverte,

Pour voilr que EY est &tale, il reste A vérifier en vertu de
(11.6.7) qu'il 1'est en les points de sa fibre spéciale, ou encore que

cette derni2re est étale, ce qui est trivial, la fibre en question é&tant

o o

A/ AT C AOIAO = to . I1 s'ensuit que nY est un schéma normal, et

non o
comme M est fini sur S, 1'existence d'un prolongement (11.6.8.1) en
résulte aussitdt. C'est un morphisme de schémas en groupes &tales sur S,
donc son noyau est un groupe &tale sur S, et comme n‘f donc ce noyau

est séparé, et sa fibre générique est le groupe unité paer (11.6.7),

c'est le groupe unité (3.1,3), Domc (11,6,.8,1) est un monomorphisme

étale, donc une immersion ouverte (EGA IV 17.9.1), ce qui prouve le lemme.

Posons maintenant

(11.6.9) 3= (A c v
n n n n
de sorte que ni est un sous-schéma fini ocuvert de nY , puisque (nA)f
458
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est un sous-schéma en groupes fini ouvert de nn : plus préecisément, on

voit immédiatement qu'eon a

(11.6.10) S .
n n

Composant (11.6.9) et (11.6.8.1), on trouve une immersion ouverte

(11.6.11) §e—-= M

n -
D'autre part, on a

o

5 x.s = ¥ X.s= A/[A
nono

n S n S
et comme ao° est n-divisible (2.2.1), on voit immédiatement que le

dernier membre s'identifie 2 nio ; done on trouve un isomorphisme

(11.6.12) F x.s — & 5
n S no

qui montre gque né est d&fini (2 isomorphisme unique prés) comme le schéma
fini étale sur S dont la fibre spéciale est néo . Ceci dit, pour définir
1'isomorphisme cherché (11.6.4) via 1'immersion ouverte (11.6.11), il

suffit de prouver le

Lemme 11.6.13. L'image de 1'homomorphisme canonique (11.6.11) est égale

2u noyau de u i M —> Ml .
n = -n -

La compatibilité voulue des homomorphismes (11.6.11) avec les
homomorphismes de transition pour n varisble est d'ailleurs triviale

sur les définitions, de sorte qu'avec 11.6.13, la démonstration de 11.5

sera achevée,
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Pour prouver le lemme, notons que
K = ker U
n n
est aussi 1l'annulateur & gauche de 1'accouplement canonique

u M O x M — (Z/nZ), 3
n -T - o

dont la définition explicite est donnée dans S.4 et 9.6, en termes

des extensions

o -~
(11.6.14) 0 —= M'(1) > F —=>R_ —2>0 , 0> M (1) = F' = R' —> 0
- n n b 1] b n
I Il
¢ AT ¢ arSyF
n b §
(on Rn st R; sont duals de Cartier l'un de 1'autre), et de l'extension

panachée X de E par Pn_ , fibre générique de (11.7.5), oo on pose

nm nm

(11.6.15) E =D(F), 0—>R —>E —3>»M —>C :
n n n I -n
4
D(R')
n

Il résulte alers immédiatement de 9.4.6 que I(n est le plus grand des
sous—-groupes finis étales K' de M tels que 1'image inverse X de K!'

n - nn n
dans l'extension panachée Xn“’ regardée comme extension panachée

(de Eﬂ_~ par FnF sy Ol En est le sous-groupe extension de Kn par Kn qu'en

devine), se prolonge en une extension panachée de En par F . Or cette

n
condition est évidemment remplie pour le sous-groupe % (11.6.11) de M
n —n

5 s £
puisqu'on dispose de 1'extension panachée (nﬁ} correspondante sur S,

On a donc né < Kn . Pour prouver l'inclusion opposée, considérons 1'ex-
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tension panachée !{n de -E-n par Fn prolongeant 1'extension panachée -}En s

7
définie comme ci-dessus en y prenant KI"‘ = Kn . Cl'lest done une extension
0—>F —>X —> kK —>0 ,

n n n
et on a un homomorphisme canonigque
£
(%) F = (A% " C—=a ,
n n
qui sur la fibre générique est induit par 1'homomorphisme canonique

e X C» = —
(%% xn’n xn'r\ n&K A'I( N
I1 est alors immédiat (5.9.2) que 1'homomorphisme (#*#*) se prolonge

en un homomorphisme (unique)

(3 ?fn — A

induisant (*). Comme ce dernier appligque la fibre générique dans na =
qui est un sous—schéma fermé de A, on conclut gqu'il se factorise en
-'f{-n —> _A, et comme En est fini, il se factorise par (na.,)f. Regardant
1'homomorphisme induit sur les fibres génériques, on en conclut que
£

xrmc {nA)'I"g 9% Kn-rq{:n

$ i.e. K Cn§ , cqfd.

i
7 n
Remarques 11.7. La comstruction faite dans 11,7 nous mentre qu'on peut
reconstruire 2 isomorphisme unique pr2s 1l'extension panachée (11..5.:5);
et par suite aussi le sous-groupe (nA)f = (nﬂo}f de B Ppar la connais-
sance des extensions {11.6,14) sur S et de l'extension panachée
X = (A ) de E par F_ , En effet, en vertu de 9.4 on en conclut

n K n n

o7
1'zccouplement u_ : M X M' —= (Z /nZ )_, et la construction qui
n - -n s
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précdde nous donne (nA)f comme 1'extension panachée En de EH(E image

inverse de Ker u_ per E_ —=> M ) par F_ qui prolonge l'extension panaché&e
n n - n

inf induite par xnn ; on notera (9.4.8) que cette extension panachée En

se trouve déterminée 2insi & isomorphisme unique prés., On en déduit

alors A en recollant X et X suivant 1'ouvert commun X .
n n nm nn

51 on conneft donc les &léments de structure ($.6.1) et 1'ex-
tension panachée Kn = Téiﬁxl de Eﬂlpar FT1 (ce qui revient 3 la connais-
sance des extensions (11.6.14) et de xnr pour tout n de la forme {r+1.

r = 0), alors on sait reconstruire le systdme inductif (ou pgojectif,

au choix) des extensions panachées (11.6,5).,

11,8, Considérons, comme dans 8.3, la clOture séparsble K de K comme
limite inductive de ses sous-extensions finies K', Pour tout tel K',

nous considérons le modeéle de Néron
aAlr*]

= oA s £ oad
de AK' &KRKK ; d'ob un groope fini étale

- o

{11.8.1) {:OEK'} = AEK'}O, Alr!]

de composantes connexes, défini sur le corps résiduel du normalisé S[K']
de S dans K', Supposons pour simplifier que le corps résiduel de £ soit
sépcroblement clos, de sorte qu'il en est de meme de ceux des S[K'],

Les groupes (11.8.1) s'identifient alors A des groupes finis ordinaires
3[K'], et 11 est immédiat que pour K' variable, ceux-ci forment un
systéme inductif, que nous nous proposons d'€tudier. Nous nous intéres-

serons notamment au groupe
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(11.8.2) ¥ = lim 3[K'] 3
Ki
Nous savons (3.6) que pour K' assez grand, disons K':K; » A[K'] est

a4 ré&duction semi-stable ; donc pour les K' D K; , les morshismes de
transition sont injectifs (3.3). D'ailleurs, avec les notations de 5.5
reprises dans le présent numéro, on aura pour K' ::Ké un isomorphisme

canonique

LY
(11.8.3) yik' 1) = ker(’&‘[K']L&DL : M,8D, —> M}@D, ) ,

provenant de (11.6.2) appliqué 2 AlK']. On vérifie de plus immédiatement

que les immersions correspondantes
r
3(k'](L) &> M, @D,

sont compatibles avec les morphismes de transition pour K' variable,
d'oli par passage & la limite un monomorphisme canonique

(11.2.4) v(y) °E°

1;? E[K'](&)C——~}H€SDL

de la composante {-primaire de ¥ ; d'od,en faisant la somme sur tous les % ;:

(11.8.5) y 9fn Lin (k'] —> M@ @/Z .

Théoréme 11.9., L'homomorphisme canonique (11.8.5) est un isomorphisme.

On sait déja que c'est un monomorphisme, il reste a prouver
que c'est un isomorphisme, et pour ceci il nous faudra utiliser la
caractérisation (11.8.3) de 1'image de #[K'](L), et le comportement

de u(K') pour K' variable. Ce comportement est domné par (10.3.4).
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ge yamenant au cas ol 5 ¢S5t strictement local, ce gui est loisible,

afi est donc ramené, pour pProuver 11.9, & 1'énonce bien connu suivant

{gu'on appliguera 3 sik')) : si 5 est un trait strictement local de
|:|

corps des fractions ¥. alors pour tout entier n = L, il gxiste une
p » p s

extension séparsble K' de £ de decrd rnultiple de n ek, 1 i

Corollaire 11.1G. Sous les ccnditions (3 complet) et avec les notatiens

5]

o . s .
de £.3, le sclifma en proupes A?faﬁ ind-fini sur K des cuomposantes

connexes du schéma en wrounes Az gst canconiquement isomornphe A EK:QIR g

est le groupe constant tordu

ir K défini dans (0,1.8).

Clest une conséquence i

sdjate de (B.2.4) et de 11.9, compte

tenu de ls définition de EA..

Remargques 11.11. a) Lorsqu'eon se borne aux composantes f-primeiras

peur * # p, le théoreme 11.9 est immédiat em termes de 11.2, vt ne

demande pas lo recdours Auw ronsidérations plus délicates de 11.6 (via 9.4).
De meéme, lorsqu'én suppose K de caractéristique nulle, -1.9 se démontre
sans utiliser (11.8.3), car il est immédiat que l'image de n;(K‘)({)
dans M_ = n(HLQUQ) contient 1'image du groupe nA(R') das points de A

3 waleurs dams K', gqul €ft égal & nA(E) donc se surjecte sur M pour K
assez yrand. Lersque car.K = p, il semble par contxe qelil n'y ait pas
de démonstraticn epiviale' (i.e. n'utilisant pas € .4)de 11.10 pour

la composanta p-primaire.

) Lo fait qufon =ik un i somorphismz ¥ — (Q/Z ), et la wvaleur

»

e yrects de r, avaient St comgSEturds wn 1984 par J.P. SERRL.
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12, Modale de Néron d'une jacobienne et Pormule de Picard Lefschetz

Rappelons d'abord les résultats généraux suivants de M. RAYNAUD

{22, th.5 et th.7 , 2Z bis] :

Théor2me 12.1 (M.RAYNAUD). Soient 5 un trait strictement local, f:X —§

un schéma propre et plat sur S, 2 fibres de dimension 1, tel que 1l'on ait

(12.1.1) Eglly) <=0,

et que les anneaux locaux de X soient factoriels. Pour tout point maximal

x; de X, soient
(12.1.2) di = long QXO'x o di o di 2

ol u, est la multiplicité radicielle de k(xi} sur k¥ (EcA IV 4.7.4)

(gqui est une puissance de 1'exposant caractéristique de k). Soit d

(resp. a%) 1e pgcd des entiers d (resp. d;) ; donc on a d = at si k

est parfait. Posons

. a o
(12.1.3) P = Pic /s ¢ (Sch)’,s —=> (Ab) .

a) Considérons les conditions suivantes :

#

1) d=1.

2) X posséde un O-cycle de degré 1.

3) 11 existe un Module inversible L sur X X P° tel que

1 'homomorphisme correspondant Po — Picx = P_ soit 1l'inclusion
n —x_/n n

canonique. (NB on sait (J.,P. MURRE) gue Pﬂ est représentsble par un

schéma en groupes localement de type fini sur m , cf. p.ex. S5GA 6 XII 1,5},
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4) X est cohomologiquement plat sur § (EGA III 7.56.1) (ou

encore : cohomologiquement plat en dimension O, ou encore : on a

k => H7(X ,0, )), et d=1.
o’=X _—

5) P est représentsble (ou encore : représentable par un schéma

en pgroupes lisse sur S5J.

6) PY est représentable (ou encore : représentable par un

schéma en groupes lisse sur S)}. (NB Pour la définition de P°, cf.

S5GA 3 VIB x 0 S

7} P° est séparé sur S, i.e. satisfait au critdre valuatif

de séparation EGA II 7.,2.3 (ou encore : toute section s de P‘3 sur S

telle que s(n) = 0 esr nulle),

B) d=1 .

On a2 alors les implications

(12.1.4) E—2) —3) L) E=25)==6) 7)) =—>8) 5

2 . ; r E Figh
En particulier, si d=d , par exemple si k est parfait, les conditions

1) 2 &) sont équivalentes.

t
b) Supposons d =1, de sorte que P st représentable par un

schéma en groupes lisse sur S, Alors 1l'adhérence schématique de la

section unité de P est un sous-schéma en pgroupes E é£tale sur S, et si

1
=]

I est 1'ensemble des composantes irréductibles réduites X de Ko’ on

obtient un isomorphisme

(r2.1.5) Z" ——T(S5,E}

<66
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en associant 2 tout i € I 1la section S, de P sur S (nulle en ) définie

i

par le faisceau inversible gx(xz) sur S, (NB Comme les snneaux locaux de

i
X sont factoriels en hypoth2se, les cycles J{c sont bien des diviseurs,

ce qui donne un sens 3 gx(x‘:} comme le faisceau inversible associé au

diviseur en question (EGA IV 21.2.8.1).) On a

(12.1.6) P° N E = section nulle de P .

c) Sous les conditions de b), le quotient

(12.1.7) Q = P/E

est représentable par un schéma en groupes lisse et séparé sur S, et ce

dernier est néronien, i.e, satisfait la propriété umiverselle (1.1.2)

en termes de sa fibre spéciale.

d) Sous les conditions de c¢), supposons de plus que la fibre

glométrique générique de X soit intdgre, Alors on a une suite exacte

canonique
deg
(12.1.8) 0O—2>A—2>Q—> Z,—>0 »

s

ob deg est induit par 1'homomorphisme "degré" P —> Z g, et ol A est

un schéma en groupes lisse séparé et de type fini sur S, qui est épaslement

néronien i.e. qui est un modéle de Néron de

o o
2.1 A =P = Pi 3
(1 9) " n c:i{ﬂ‘,_r1

o
D'autre part, l'homomorphisme composé P —=> P—>Q induit un isomorphisme

(12,1.10) p? —= o 4°
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12,1.,11. Le ces qui nous intéressera est celui oo X_ est lisse sur =
de sorte que (compte tenu de 12.1.1) la fibre géométrique générique de

X est lisse et connexe (donc int2gre), et od xﬂ posséde un O-cycle

de degré 1. Alors toutes les conditions envisagées dans 12.1 (et notame
ment les condikiens 1) & &) de a)) sont vérifiées, d'autre part A_ = Pi
est alors un schéma abélien, et d) nous donne une construction trés |
explicite de son mod2le de Néron A. En particulier (12.1.10} nous

fournit un isomorphisme

(12.%:.12) A = Pic.,

qui montre en particulier que A a réduction semi-stable sur S sef et

seulement si Picz /i 2_un rang unipotent nul, Lorsque X est répulier
o

et que KG est séparable sor k, on sait qu'll en est sinsi si =t seu-
lement si la fibre géométrique spéciale E; n'a comme seuls points
singuliers que des points quadratiques ordinaires (i.e, ayant m@me
annegu local complété que la réunion des deux axes de coordonnfes de
l'eapace affine E2 en l'origine). La vérification de ce fait, allant
avec la deseription "bien connue" du schéma de Picard d'une courbe propre
séparable sur un corps k, en utilisant EGA IV 21.8.5, est laissée au
lecteur & titre d'exercice. On notera d'ailleurs que le fait que "§: a
singularités quadratiques ordinaires”" impligue "réduction semi-stable
de & = 213: o " est aussi une conséquence imnédiate du "théardme de
«fM
monocdromie péométrique' TII , compte tenu du critire galoisien

de réduction semi-stable 3.5 ; mais cet argument ne donne pas 1l'important
2 P =

isomorphisme (12.1.10) et sa conséquence (12,1,12).

463

473



= 151 - IX

12,2, Pour la déwonstration de 12.1, nous renvoyons & [22 bis] ;

nous n'zurcns bessin c'zilleurn wior  lu ecs Xn licse sur 7, Notons d'ailleurs
que dans [22bis] sont démootrées des relations cntre schémas de Picard et modé-
leg de Hiron pous les conditions nettement plus générales que celles de 12,1
¢) et d) ; comme leur &noncé est plus technique, nous avons renoncé

A les inclure dans notre rappel. Signalons seulement que b), c), d)

sont des conséquences faciles de a), et que dans s2) les seuls points

délicats sont les implications 3) —4) =—=>5) et 7) —=4), le

plus difficile étant le premier. Ce point est trivial par contre si on
suppose que xo est séparable sur k (qui implique gque X admet une section

sur S puisque S est strictement local, domc que la conditiom 1), dt==1l

est vérifide). Nous conseillons au lecteur de faire la démonstration

dans ce cas particuligrement simple, en supposant de plus, au besoin,

que xﬂ est lisse donc P; un schéma abélien, ce qui permet alors de

disposer du mod2le de Néron A de ce dernier, et de A° pour représenter

555;}3 ., Nous n'utiliserons d'ailleurs 12,1 que dans ce cas particulier,

et lorsque l'on suppose de plus que i;' n'a d'autres points singuliers

que des points quadratiques ordinaires, i.e. (12.1.11) que Aﬂ est a

réduction semi-stable : c'est le cas envisagé dans 12.5.4, auquel nous

nous bornons 3 partir de maintenant.

12.3. Soit C une courbe séparable et propre sur un corps k, que nous
supposons pour simplifier séparablement clos (ou mBme algébriquement

clos, s8i le lecteur préfere), Si C est la normalisée de C, on sait que
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Picﬂlk est de "rang réductif" nul (i.e. son tore maximal est nul), de
: o
sorte gque le tore maximal de Pic:fk est contenu dans
- = C 4 1
N Ke*x.'fo\r::},k —_— Plcijk J 7

donc est isomorphe cancniquement au tere maximal de ce dernier groupe,
Or la structure de N s'explicite aisément a4 1l'aide de EGA IV 21.5.5

on trouve que N est canoniquement une extension d'un tore T dont on va
expliciter la description, par un groupe unipotent connexe U {qui se
dévisse de m8me, sur k, avec une suite de composition & quotients
isomorphes au groupe additif Ga). D'ailleurs, si T' est le tore meximal
de N, ealeors T'M U est & 1la fois unipotent et de type multiplicatif, done
nul (S5GA 3 XVII 2.,4), et l'image de T' dans T est identique a3 T (S3A 3
XII 7.1 e)), de sorte que T' —=> T est un isomorphisme. Donc T est

canoniguement isomorphe au tore maximal de N, donc de Pico

Xk

C'est pour expliciter la structure de N qu'il sera commode
de supposer k séparablement clos, de sorte que les composantes irréduc-
tibles Ci de C sont géométriquement irréductibles, et que les points
non normaux de C sont radiciels sur k. Ceci dit, soit J l'ensemble
des composantes irréductibles de E, et pour tout x £ C, soit J{x)

1'ensemble des "branches" de C passant par x (i.e. des points de C

au-deasus de %) ; soient enfin

(12.3.1) RG) = 27 %1mz
J(x) ; ) .
o Z —> 2 est l'application diagonale, et
(12.3.2) R=(®R)mzT |
« *
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ot il suffit évidemment d'étendre la somme 2 1l'ensemble fini des points
de C qui appartiennent 2 au moins deux branches de C. Donc R est un

Z -module de type fini. On a alors un isomorphisme canconique

~ o ——
(12.2.3) T ( = tore maximal de Pic:!k} ROG .
En d'autres termes, le groupe des caract2res M de T est douné par
dfn v s I
(12.2.4) M = D(T) = R-=Ker (@ R(x) — Z"),
x

W
oh R{x) peut s'interpréter aussi comme 1'ensemble des fonctions & wvaleurs

enti2res sur J{(x) dont la somme des valeurs est nulle,

12.3.5. Nous aurons & utiliser seulement le cas oli par un point x de C
passent au plus deux branches (ce qui est le cas en particulier pour les
points quadratiques ordinaires !). Pour un point tel que card J(x) = 2,
R(x) est donc iscomorphe & Z , mais l'isomorphisme dépendant du choix

d'un ordre sur 1'ensemble des deux branches (C',C") passant par x, ou

ce qui revient au méme, le choix de 1'une de ses branches C' (en associant
2 cellé-ci 1'élément de R(x) image canonique de Ogr + IC“ ). On trouve

done alors un isomorphisme

(12.3.6) R=ZY/m Z7, done T=¢€ /Im ¢~ , M=Ker (2% —»> z7)
™ »

m
od I désigne l'ensemble des ® € C appartenant 2 deux branches de C, et

moyennant un choix de signes comme on vient de l'expliciter.

Remarques 12.3.7. Une fagon perfois commode d'expliciter le groupe des

caractdres M du tore maximal T de Pic?fk est la suivante : on considére

le "graphe (non orienté) de dimension 1 " (N. SCURBAXI, Groupes et Algabres
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de Lie, Chap IV, Annexe) T(C) dont les sommets sont les cemposantes

irréductibles de C, deux sommets Ei et Ej étant reliés par un ensemble

o~

d'arr2tes en correspondance bijective avec 1'ensemble C,x.T. des ensem-

i7c”j
bles de deux branches distinctes de C contenues dans E;reSp. Cj passant
v . : " ~x 'i ‘AM l'\-"-:.-u
par le m@me point de C, ensemble égal 23 <, CE} si i#3, & C x.C, (c;?

e

modulo symétrie (A:C —= CICC étant la diagonale) si i=3 (donec vide si
Ci est gfométriquement unibranche). Ceci posé, on a des isomorphismes

canoniques

C1g.3.13 M= N{T) === HlfT(C),Z3 , done M= R = | {T(C),Z)

Nous n'eurons pas besoin de cette interprétstion combinztoire de M, et

2llons nous bornmer 3 définir 1'homomorphisme canonigue
Hl(T(C),Z ) — M

laissant eu lecteur le soin de prouver que c'est un isomornhisme. Soit
donc I l'ensemble des points de T appartenant = au moins deux branches
de C, J(comme ci-dessus) l'ensemble des composantes firriductibles de &
(ou de C, cela revient au meme), K 1l'ensemble des "branches™ de € cn les
points de I, i,e. 1l'image inverse de I dans C . On =2 donc une application

canonique
{12.3.%) h: K—> T, h = (£f,8)
et la description (12.3.4) de M s'exprime en termes de h comme

(12.3.10) M = Ker (zz{h}: za(K)——b-zzuU))

]

car 1'expression (12.3.3) de R = M peut s'interpriter manifestement
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' 5 IxJ K . 3
comme le conoyau de 1'homomorphisme Z —=2 Z =~ induit par h, lcequel
est transposé de ﬁi(h). Notons d'ailleurs que le graphe T(C) s'explicite

aussi de facon évidente en termes de h, par T_ = J, r1=(KXIK—B(K))fSymétrie,
D'autre part, choisissant une orientation sur chacune des arr@tes de

T(C) , et désignent par T 1'ensenble de ces arrltes (xi,c',c"), on a
(12.3.11) H,(T(C),Z ) = Ker (&: Z Ty 5 z (),

ou l'opérateur différentiel est donné par

(12.3.12) d(x,c',c") = g(c") - g(c") .

Ceci posé, 1'homomorphisme (12.3.8) est induit par 1'homomorphisme v

de complexes de chafnes :

(12.3.13) v =(v,v) i cmen =[zT —z (”] —3-[2.:: W _, %3]
donné par
(12.3.14) vl(x,C',C"}"(x,c")-(x,c'), v (€.) = (0, €©.) :

o] 3

12.4. Nous nous plagons maintenant dans le cas envisagé & la fin de 12.2.
En vertu de (12.1.12) et de (12.3.6) appliqué 3 C = X _, le groupe des
caractires M du tore maximal T de la fibre spéciale ao du modéle de
Néron A de A = Pico est donné par

-—Exﬂfﬂ B

(12.4.1) M= Kar (21 Lo @Y

od I est 1'ensemble des points singuliers de X , et J 1'ensemble de
ses composantes irréductibles, 1 'homomorphisme EI —_— EJ étant

donné par
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(12.4.2) d(xi) cl cy g

C£ et C'}_: étant les deux composantes irréductibles de C qui correspondent

aux branches passant par le point double x_. L'opérateur d dépend du

i

choix de 1l'ordre (C',C;) qu'on se donne entre ces deux branches, et
1'isomorphisme (12.4.1) dépend évidemment de ce systdme de choix.

Cependant, si pour i € I on désigne par

(12.4.3) e P M —=Z
*4

pr
le composé M —> RI -—i)- Z , ol le premier homomorpghisme provient de

(12.4.1), on constate aussitdt (en revenant & 1'expression (12.3.4))

que @ est bien déterminé au signe pri&s ; de fazon plus précise, il
i
dépend seulement de l'ordre pris entre les deux branches CI!.,C; passant

par i, et change de signe quand on change cet ordre, Il s'ensuit notamment

que la forme billinéaire

ol hd
(12.4.4) G"i 2 c;.-xi EME 5 M= Hom(MEM, Z )

est déterminée canoniquement en termes du point singulier x sans

i 3
ambiguité de signe. On peut donc poser

== v (2 T :
(12.4.5) u Lo ®q oy M—>2Z |,
i i i
et on trouve ginsi un accouplement bien déterminé i.e. indépendant de

tout choix de signes, Il est clair qu'il est défini positif, car c'est

la restriction a M——= ZI de la forme quadratique standart ¥ Xi sur }3.2I )

474

479



- 157 - X

La notation M pour le groupe des caractires de To n'est pas en
accord a priori avec celle des paragraphes précédents, ot on écrivait
M', M étant le groupe analogue relatif au schéma abé&lien Aﬁ dual de Ay
Mais comme AK est une jacobienne, il est muni d'une polarisation E

canonique [5 7], induisant un isomorphisme canonigque
. e, [}
(12.4.6) 'gg 2 A, —==> A,

moyennant lequel nous identifierons aK et Aﬁ, de sorte gu'il n'y a plus
lieu de distinguer M et M', En particulier, pour tout nombre premier L ,
1'accouplement de monodromie (9.1.2) peut &tre considéré comme un

accouplement

(12.4.7) M, —_— 7

u, * 2, M %
L 'EL'{' 4

Ceci posé, nous pouvons énoncer le résultat principal du présent paragraphe :

Théoradme 12.5 ("Formule de PICARD=LEFSCHETZ")., Scient S un trait stric-

tement local, X un schéma régulier, projectif et plat sur 5, 2 fibras

de dimension 1, dont la fibre g€ométrique générique est lisse et connexe,

et la fibre gfométrique spécizle n'admet comme seuls points singuliers

que des points quadratiques ordinaires. Avec les notations introduites

dans 12.4, pour tout nombre premier £, 1'accouplement de monodrcmie

(12,4,7) est égal 2 1'accouplement déduit de (12.4.5) par extension

des scalaires de Z3a Z

"
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12,6, On notera que cet &noncé prouve 10.4 dans le cas particulier

envisagé, lorsque dans 10.4 b) on prend pour § lz polarisation canoni qy,
envisagée dans 10.4, Comme nous 1'avons montré dans 16.5, czci suffic

a entrainer 10.4 dans le cas général.

12.7. Démonstration de 12.5. Cas L # p. flle s5'appuie de fagon essentisyy,

sur la formule de Picsrd-Lefscherz cohomologique dans ls situation enwvi_

sagée dans 12.5, formule donnznt 1'action du groupe de monodromiza I suy

(12.7.13 pto- , ) = ulas , Z,) = won(T, (4, Z )
T n E# L

£
dans le cas L # p., Cette formule, qui serz démontrée (dans un cas
d'ailleurs nettemcnt plus zénéral) dans un expos® ultéricur (Exp XV,

est en effet essentisllement identique & 1l'assertion 12,5 pour le £
envisagé, compte tenu de la définition 9.2 de u, pour L # p,. Il roste
alors & traiter le cas L = p. dous le ferons par une méthode de réduc tign
2u cas de la ceractéristique nulle (et oh de plus KO n'a qu'un seul

point singulier), que nous zllons mzintenant exposer,

Remarques 12.7.2. On noteére d'ailleurs que, une fois la réduction anncicée
faite, les srguments kabituels nous permettraient de nous ramener cu

cas ol on a comme corps de base le corps € des complexes, et a invequer
alors 1z formule de Picard-Lefschetz sour la forme c¢lassigque, - 3 cz2l 2
prés qu'il ne semble pas y avoir de référence saotisfaisante de cotte
formule., Lz démonstrotion de la formule de Picard=Lefschetz dornnde
dans notre S€minaire procédera do fagon anslogue; par réduction au ca s

transcendant, justiciable de méthodes proprement transcendantes. Cn
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peut donc dire qu'en tout état de cause, la démonstration de 12.5 (donc
de (1C,4) que nous proposons ici est de nature transcendante, Signalons
d'ailleurs que la seule autre démonstration connue de 10.4 provient

de la théorie rigide-analytique [24], et & ce titre doit 8tre regardée
également comme étant essentiellement "transcendante', Il serait
intéressant de trouver des démonstrations purement algébriques de

ces résultats (mais il n'est nullement évident gque cela soit possible 1.

12.3. Démonstration de 12.5 : réduction au cas oa S est de caractéris-—

tique nulle., Nous allons utiliser un raisonnement s!appuyant sur le
n@me principe que la démonstration du 'théorgme d'action essentiellement
modérée de la monodromie sur le m " dans V . Notons qu'on peut
supposer 5 complet grace & 10.3. Seoit W un p-anneau de Cohen de corps
résiduel k, et choisissons un homomorphisme W —3 V induisant 1'identité

sur les corps résiduels (EGA Oty 15.8.6). Seit L = (x,) 1'ensemble

XN E L

M =

des points singuliers de Ko’ et considérons le schéma formel des modules
S de X_ sur W, e- 12 "courbe universelle" f:X —> S de fibre spéciale X
(VI J. On a vu dans loc, cit. gque S est i somorphe au spectre

d'un anneau de séries formell~s W[[Tl,...,TN]], et qu'on peut trouver

dans § un diviseur & croisements normaux

(12.3.1) b= E Dl s
AEL

dont les compesantes irréductibles Uk sont indexfes par l'ensemble L
précédent, chaque Dk étant décrit par une équation de la forme Ti =0

A

(o on peut supposer, si on veut, il = 3, si on indexe L par un ensemble
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d'entiers [1,r]), D, étant 1l'image par f:X —> S de la composante D!

3 %
A L8

passant par le point singulier x, de Xo du lieu de non lissité

A

p' =\ Ini du meorphisme f. Par construction méme, £: X —> § est iso-
WEL

morphe 2 l'image inverse de f: X —> S par un W-morphisme convenable

g: 8 —=>385 :

& e
(12.8.2) rgl if
B .5
Posons
(12.8.3) P = Pic;fé :

comme la fibre spéciale de f est géométriquement réduite de dimension 1,
il s'ansuit que F est cchomologiquement plsat en dimension O (EGA III 7.2.1)
et que P est formellement lisse sur S5 (ce dernier fait risultant de ce

que Hzixo,gx ) = ¢, Xr étant de dimension 1), Pour simplifier, nous

allons admettre gque P est représentable par un schéma en groupes sur S

(gqui sera nécessairement un schéma en groupes lisse 3 fibres connexes) ;
c'est 12 un cas particulier d'an résultat inédit de MUMFORD cité dans
[227(considérablement généralisé par RAYNAUD dans la note citée, dans

le cas o la base est un trait). Comme aucune démonstration des résulctats
de MUMFORD ni de RAYNAUD n'a été publiée, le lecteur préfdrera peut-2tre
utiliser les résultats généraux de M. ARTIN [1], qui donnent la repré-
sentabilité de P (sous la seule hypoth&se de partir d'un £ propre, plat

et cohomologiquement plat en dimension 0) par un "espace algébrique"
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au sens de ARTIN, ce qui suffirait pour notre propos. Posant
(12.8.4) U=35 - supp D .

de sorte que U est le plus grand ouvert de S5 au=dessus duquel X soit

lisse, on veit donc que

Pl = Picy

ﬁUIU

est un schéma ab&lien sur U, dont 1'image inverse sur mpar g : 1 —> u
est le schéma abélien An sur m qu'on se propose d'étudier. Plus précisé-

ment, on a un isomorphisme canonique sur S (12.1.10)

(12.8.5) B 8= a° 8

Comme la fibre spéciale Po = hoo

est L-divisible pour tout 4,

il en est de meme de P lui-méme, dont toutes les fibres sont donc des
extensions d'une variété zbélienne par un tore, Coneidérons le pro-L-groupe
T&(P) sur S, dont 1'image inverse par g n'est autre que T&(Ao). Appliquant

les constructis=s 7.2,on définit une filtration de ce pro-groupe par

une'partie fixe'" et une "partie torique"”
£ i t
2.8, = =
(1 &) T{'(F) o T&(PJ TL{P) = TL(P) 1‘{‘(1‘) >0 s

dont 1'image inverse par g est la filtration analogue de TL(ﬁo), étudiée

dans les par., 2. et 5.

Considérons la restriction de cette filtration su-dessus de
1'ouvert U de S, sur lequel on dispose de 1'autodualité canonique de
PU comme jaccbiemne d'un schéma en courbes lisse sur U, d'ota un accou-

plement correspondant
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(12.8.7) eri TicPUJ < Tt(puJ == Té(emtj 3
qui est une sutoduelité (au sens des groupes de Barsctti-Tate) de T{(BU).Dn a
vu dans 7.4.% que pour cet accouplement, T{CPU)f et T{(PU)t sont
les orthogonaux l'un de 1l'autre. De teci résulte o
Ej, = Ty (B /T, (B)"
est canoniquement isomorphe au pro~groupe de Barsotti~Tate dual de
T{{PL,}f = FU’ donc se prolonge canoniquement en un groupe de Barsotti-Tate
E sur 5, savoir
(1z.2.8) & =D(F) ;, ou F = T{(P)f :
Nous sommes alors dans une situation typique d'extensions panachées (6.3},
et nous pouvons reprendre les constructions de 9.4 & §.6 (que nous nous
excusons d'avoir rédigé dans le contexte &culé et pissevx d'un schéma
de base réduir 2 un trait !) : T{(PU) est une extension panachée de
I:'Lr par FU' o1 E et F sont des groupes de Barsotti-Tate sur S qui sont
des extensions, duales 1'une de 1'autre :
(8] P F > R c
U e U
T£{P3 — Hom(P,Ti(Em ) r{(p}‘
(12.8.9)
(s] - > F g 8]
H ]
D(R) .*gzza_s .
48
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(NB R est canoniquement autodual, comme il résulte de 1'zutodualité
(12.8.7) et de 1'énoncé d'orthogonalité signalé plus haut.) La seule
différence avec loc. cit. est que 1'accouplement qu'on trouve de

HLX H»L est 2 valeurs dans un groupe

(¢m(u)fu:m(§) L2,

qui n'est plus canoniquement isomorphe 2 E‘L, mais a ZZ),L, grace a
1'isomorphisme

(12.8.10) z' = ¢ (1/e_(S)
m m -

qui zpplique 1'élément d'indice X de la base canconique de EL en la classe

de T dans le deuxi2me membre, ol ’Ii est une équation du diviseur Dl .

i
LS A
On trouve zinsi un =scrcoup’smaot. canonique

8
(12.8.11) w, M @M —>Z, .

On vérifie de fagon essentiellement triviale que 1'accouplement de mono-
dromie u, (12.4.7) sur S que nous proposons d'étudier est le composé de

u, avec 1'homomorphisme ELL s EL provenant, par tensorisation avec

Z{’ sur Z , de 1'homomorphisme

&_(0)/6_(8) —> &_(7/E (S)
Al il
zt z

induit par g : § —> S (envoyant 1 dans U). Cet homomorphisme est donné

par un élément
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L
(12,8.12) {dl>l€L € 2" , (dl 2 1 pour tout A € L)

ot pour tout X\ € L, dk est la multiplicité de 1'image inverse dans S
A~

du diviseur Dh sur S, qui ne dépend d'ailleurs gque du complécé O,
k]

X
en tant que V-algdbre (VI ). On sait de plus (VI ) que pour

un ) donné, on a dx=1 si et seulement si x est régulier au point Xy
Comme dans 12.5 on a2 supposé X régulier, i.e. les dh égaux a 1, on
voit donc que 12,5 sera une conséquence du lemme suivant, ol X,S,g

ne figurent plus :

Lemme 12.8.13., Si A\ € L, le composé de (12.8.11) avec pr, est dgal 2

1a forme = @ (12.4.4).
o S 1

Pour prouver ce dernier énoncé, considérons le localisé strict

complété Eh de 5 en le point maximal de D, et Eh = szg}. Alors la fibre
spéciale X _ n's gu'un seul point singulier y,, lequel est encore

quadratique ordinaire. Dans 1'accouplement de monodromie correspondant

- & X
(12.5.14) u MM —>2Z,

H; est donc de rang 1 ou zéro., Nous laissons au lecteur le soin de vérifier
1as feits faciles suivants, qui explicitent, dans le cas particulier
ot nous en avons besoin, le comportement des constructions précédentes

par localisation :

a) Il existe un unique spus-tore Tl de Pxﬁnl , dont la
=3

restriction au point maximal Sy de D.PL est le tore meximal de Ps
S

{lequel est de dimension C ou 1).
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b) Considérons 1'homomorphisme transposé M —> Ml, sur les
groupes des caract2res, de l'inclusion Tl Lo Tﬂ = tore maximal de PD,
o
et la forme ¢& - Mk-—-b Z , définie au signe prés, définie comme dans
A

12.4,3 (avec X remplacé par §1}. On 2 alors commutativité, au signe prés,

dans

M >
(12.8.15)
[as] ¢
% ﬁm
ZZ

(En fait, on constate que le choix d'un ordre sur 1'ensemble des deux

branches de X, passant par X, permet de faire un choix analogue en le
point Yy de Eﬁ}, et pour deux choix qui se correspondent einsi, le
dizgramme précédent est commutatif.)

c) On a commutativité dans le diagramme suivant

2

M,8M, HEQML

A

PEa=L Ye
Z ,

ot les notations sont celles de 12,8.13 et (12.3.14);

De ces relations résulte aussitBt que pour prouver 12.8,13, il
suffit de prouver lsa relation analogue pour El
A _

u, = <¢%1? q&k) SRz, s
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qui n'est autre que 12,5 dans le ces de X sur §°, Or: § est un troit

de czractéristique nulle. Cela achéve denc la réduction annoncée,

Remarques 12.9. On noters gue cette réduction nous réduit em mEme temps
au cas oo Kj n'a gu'un seul point singulier, qui est celui qui é&tait
|8

considéré classiquement fdpons 1la formule de Picrrd-Lefschetz, Notons

d'ailleurs que dans ce =08, X, ~ une ou deux composantes irréductibles,

ces cas correspondants respectivement i rang M =1 et rong M = 0

(ce dernier cas étant celui ol l2 jacobienne de la fibre générigque

a bonne réduction).

12.10. La démonstration donnse dens 12.8 nous fournit un résulctotc
plus général que 12,5, wrlrble sons supposer que X scit régulier,
en introduisant les entiers d, =2 1 de (12.8.12) : on trouve glors

que les accouplements de monodormie se déduisent tous de 1'accouplement

(12.10.1) W= Y odom T o EBM——Z

13, Liens svec l2 théorie tronscendante : crs anslytique complexe,

Pour les notions générzles relatives cux espates analytiques,

nous ranvoyons & L27].

13.1. Rappels sur les =rouves onalytigques sur O, Seit U un espnce

analytique, A& un espace snslytique su-dessus de 5, muni d'une structure
de groupe commutatif ru-dessus de 5 {i,e, A est un groups commutatif

de la catépgorie des esp-ces malyrtiques ru-dessus de S). On supnose
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A lisse sur S, et on désigne par

(13.1.1) E = Lie(A/S)
le module localement libre sur S, image inverse par la section nulle

du faisceau tangent relatif de A sur S, Nous admettroms ici la définition

de 1'homomorphisme exponentiel

(13.1.2) exp: E —> A >

o E est le fibré vectoriel analytique sur S dont le Module des sections
holomorphes est E . Cet homomorphisme se définit, au voisinage d'un
point s € S, d'sbord au voisinage de le section nulle de E par les
m&thodes bien connues en théorie des groupes formels en car. nulle,

puis se prolonge de fagon évidente par multiplicativité 4 E tout entier,
C'est un homomorphisme de groupes analytigques relatifs sur 8, qui

est &tale et 2 comme image le sous-—-ecpate cuvert A® de A réunion des
composantes neutres des fibres de A sur S. S5i R est le sous-espace
analytique noyau de exp, on a donc une suite exacte de groupes analy-

tigques relatifs :
(13.1.3) 0—>R—>E—> a° —0

oly le morphisme E —=> A° est surjectif et &tale, donc R est un groupe
analytique relatif &tale sur S, C'est un souS-espace analytique de E,
qui est fermé dans E si et seulement si a° est séparé sur S, i.e. la

section nulle de A® est fermée dans 22,
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13.1.4. Bien entendu, la suite exacte (13,1.3) est foncterielle en A,

et commute A& tout changement de base 3' —> S, De cette fagon on trouve
une équivalence de catégories, compatible aux changements de base,
entre la catégorie des groupes analytiques relatifs sur S lisses et

A fibres connexes, et la catéporie des couples (L,R) d'un fibré vec-
toriel localement libre E sur S et d'un sous-groupe znalytique R de

-

E étale sur 3.

13.1.5. Lorsque A est un groupe '"abéloide" sur S, par quoi nous entendons
qu'il est lisse, propre et séparé sur § et & [ibres connexes, de sorte
qu'on a en particulier A=A°, 2lors R est un groune localement constant

sur 3, dont le rang en chaque point s (en tant que Z -module) est d&gal

a2 rangs(E], et réciproquement. De cette fagon on trouve 1'interprétation
bien connue d'un espace abZloide sur S en termes d'un "systéme local™ R®
sur S et d'une structure de fibré vectoriel analytique complexe sur

le £ibré znalytique réel R?-‘Rg défini par R,

13.2. Compléticn formelle le long d'une fibre. MNous supposons donn#

désormais un point s € 5, et allone traveiller localement 2u voisinape
de s. Pour tout entier n = ¢, désignons par Sn lz n,iéme voisinage
infinitésimal de s dans 5, et pour tout espace analytique X sur §,
soit de m@me xn=xxssn { pour n variable, le systime des Xn forme alors
un systeéme inductif d'espaces onelytiques sur 5, gu'on dénotera par 2

et appelera le complété formel de X le long de Xs . Il dépend évidemment

fonctorieliement de ¥, et sz formation commute sux limites projectives
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finies ; donc X —> X transforme groupes en groupes, Notcns que X ne

dépend en fait que de la restriction de X 2 un voisinage oovert arbi-

traire U de 5.

Lemme 13.2.1. Les donndées sont celles de 13.1, et on suppose due les

conditions suivantes sont vérifiées : a) A = Ao, bB) R est constant

-_—

au_voisinage de s, et ¢) Rs engendre l'espace vectoriel complexe E5 3

Soit A' un deuxi2®me groupe analytique lisse sur S, et considérons

1'application

ub—=4 : H (A,AY) —> Homg_ (i,ﬁ‘)

oms—gr gr

o% les notations sont celles de 13.2, et 1'=zpplication analogue obtenue

en se restreignant azu-dessus d'un voisinape ouvert U variable de s,

et passant 3 la limite inductive :

= . 1 s o
(13.2.1.1) ub—>u : hom{S,SJ—gr{A'& )} —» Homs_gr(ﬁ,b )

(ou (S,s) désigne le germe d'espace znalytique de S en s). Aloxs 1'appli-

cation précédente est bijective.

Considérons en effet 1z suite exacte

0 —=>Rr' —> ' —>A'"" —¢
2n2logue & (13,1,3) définie par A'. Compte tenu du fait que les homomor-
phismes A —> A' se factorisent nécessairement par &'o, et de mBme aprés
les changements de base U —> 5 et Sn —= 5, on peut supposer A' = A'C.

Compte tenu du dictionnaire 13.,1,4, il faut prouver que la donnée d'un
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germe d'homomorphisme de fibrés vectoriels E —> E', appliquant R dans
R', revient 2 la donnée d'un systdme cohérent d'homomorphismes En ——%—E;

appliquant Rn dans ®' . Or si gs désigne 1'anneau local de § en s, la

1
n
donnée d'un systéme cohérent d'homomorphismes En = E; revient & la

donnée 4'un homomorphisme de Qs—wndules

iy
It
(s8]

(-

S—
s

(ot E, et E; sont les O_-modules libres fibres en s des O _-Modules E, E'

correspondant & £,E'}, tandis qu'un germe d'"homomornnisme de fibrés

vectoriels £ —> E' reviznt & la donnée d'un homomorphisme de Es—modules

F & /B, —>E!
S =5

Cela montre déja que 1'application (13.,2,1,1) est injective, et pour la
surjectivité, il suffit de prouver que si on a un homomorphisme ¥ comme

dessus, tel que pour tout n l'howomorphisme induit TI' En — Eé

“

anplique Rn dans R;, alors F nrovient d'un ¥ i.e. applique ﬁs dans ;; "

et le perme corresponcant d'homomorphismes E —= L' applique X dans B,

Or, comme par hypoth&se ¢}, R_ = AD enjendre £_, il s'ensuit par Nakayama
= -

A

que le szroupe Rc (identifié =u groupe des sections de R sur 5, ou,au
choix ,au groupe des pgermes de sections de R sur S) engendre Es ; donc,
nour prouver que %(Esj C.Eé,il suffit de prouver gque %(RO} c E; « Br
on a F(Ro}ﬂ: Ré, on Ré 25t lui-m@me interprété comme le groupe des
germes de sections de R!' © E' au voisinage de s, <'el l'inclusian
annoncée, et par suite l'existence de F . De plus on voit que

(R )< »! ot R. et B' sont considérés comme des prounes de germes
o o 2 O L ¥ LE

de sections de E resp, E' . En vertu de b), R,
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engendre R au voisinage de s, d'od il résulte que F(R) © R' au voisinage

de s, ce qui ach2ve lz démonstratiomn.

Corollaire 13.2.2. Si A satisfait les conditions a), b), c) de 13.2.2,

il est déterminé A isomorphisme unique prés au voisinage de s par la

-

connaissance du g—gruupe A,

13.3. L'extension de " -rnzud gnalytique., Nous sommes maintenant en

mesure de paraphraser, en Géométrie Analytique, la construction de
1'extension de Raynaud donnée dans 7 . Supposcons donné A comme dans 13.1,
avec A = Ao' et considérons RO = Rs’ qui est un Z -module libre de type
fini. Quitte & restreindre S & un voisinage ouvert assez petit de s,
interprétant R0 comme le groupes des germes de sections de R au voisinage

de s, on trouve un homomorphisme

(13.3.1) R, —> RCE
oS

o RDS désigne le groupe analytique constant sur 8 de wvaleur Ro . Choisis-

sant le voisinage de s assez petit pour que toute section de dont

%
le germe en s est nul soit nul, on voit que 1'homomorphisme précédent
est injectif. Son image est donc un sSous-groupe analytique constant de R,

qui est &videmment le plus grand sous-groupe constant de R, et qui

s'appelle la partie fixe de R, et est notée Rf H

(13.3.2) R g = rf <z , induit un isomorphisme Rfs == R

s

On pourra alors considérer le groupe quotient

(13.3.3) a'5= g/rf
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et on trouve une.suite exacte canonigue, compte tenu de {(13.1.3) :
£ i 5
(13,3.4) 0O—>R/R —>AT—> A —C .

£ & s s .
Cn notera que R est toujours fermé dans E, 2 condition de restreindre
§ & un voisinage de s, et que par suite Aé? est séparé sur S, On notera

aussi que 1'homomorphisme AE?——> A est étale, donc induit un isomorphisme

(13.3.5) Lie(A") == Lie(A) = E )

=

D'autre part, pour tout m = C, 1'homomorphisme canonique A’ —2 A induit

un isomorphisme A§13; Al (puisque R;-*z—} R ), donc il induit un isomorphisme
(13.3.6) A" —=sa

Ce dernier fait montre que AT joue bien le rBle du groupe, encore noté
A & , que nous avions envisapgé dans le par. 7 . Il a2 £€té construict ici
sans faire d'hypothése sur la fibre A_ = Ao' du type "extension d'un
groupe abéloide par un tore'", ce qui sera nécessaire cependant si nous
voulons récupérer 1'importante structure d'extemsion (7.2.3) sur A &,
En revanche, 1'homomorphisme A%-—%b A de (13.3.4) est de nature essen-
tiellement transcendante et n'z pas de contre-partie dans la théorie

purement algébrigque des § 7. Nous reviendrons d'autre part au § 14

sur la question d'une interprétation purément zlgébrique de 1'homomorphisme

£ : RIRE ~—=a® do (13.3.4).

Supposcons d'zbord qu'on se donne un scus-tore complexe

(13.3.7) T C A
o o

ol par "tore complexe" on entend un groupe analytique isomorphe & une
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puissance cartésienne de 0¥ . Soit
(13.3.3) T = 'rcxs

le tore constant sur S de valeur T0 . Procédant comme dens 5.1, on
trouve un unique homomorphisme (et mBme une immersion) de syst2mes

inductifs de groupes eznalytiques

qui au-dessus de So se rTéduise a (13.3.7). En vertu de 13.2.2, cet

| homomorphisme provient d'un unique germe d 'homomorphismes
| (13.3.9) T—s A5
et prenant S assez petit zsutour de s, on peut supposer cet homomorphisme
défini su—dessus de § tout entier. L'homomorphisme correspondant

Lie(T) —> Lie(aA®) = E
est injectif sur les Sn donec sur §, donc sur Qs par descente plate,
done il existe un voisinage de S, qu'on peut supposer égal & 5, en

lequel Lie(T) s'identifie & un sous-Module localement facteur direct

de E, que nous noterons gt ; le sous-fibré correspondant de E est noté Et:

(13.3.10) Lie(T) => E® ¢ E = Lie(A™) = Lie(a) E c E

De méme, désignons par
(13.3.11) REc R et RE=RrR"_ crR =R
o o oS oS

le sous-réseau de Ro défini par le sous-tore To de ab , et le zroupe

analytique constant correspondant sur 5, de sorte que 1 'homomorphi sme
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{13.3.9) correspond simplement & 1'homomorphisme

eS/RY. = " — B/ _ = gt
oS oS

induit par les inclusions
R S S,
Utilisent le fait que (13.3.9) induit une immersion sur les fibres en s,

on en cenclut que l'homomorphisme

R /R —= E /E° = (E/E"}
(o] (o] [s] o o

est injectif, d'ot il résulte nussit8t que
t t
R /M- —= (E/E ) _,
o o s
est encore injectif pour s' veoisin de s, ce gui implique quz, quittec a

rapetisser 5 autour de s, on peut supposer gque (13,3,%) est une irmersion

fermie,

11 s'impese alors d'introduire

(13.3.12) 3 = a5 = (g% /@RS

3

de sorte qu'on obtient sur A5 une structure d'extension
(13.3.13) o—pr—-,-a':f—-::s—s-c

B €tant un groupe anzlytique relatif sur S, lisse et séparé sur S et &
fibres connexes. Par contruction m@me, on a done

{13.3.14) Lie(B) == g/s"

et la suite exacte exponentielle pour 3
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(13.3.15) 0 —> R¥/R* —> /B —> B —> 0
Cn notera que

G = N t
(13.3.16) R /R = (ROIRO)S

est un groupe analytique censtant sur S. Il résulte donc de 13.1.5 que

B est un groupe asbéloide sur S au voisinage de s si et seulement si

sa fibre en s

A /T
o o o

B

est un groupe anzlytique zbéloide, de sorte que &0 zpparatt alers comme

une extension d'un tel groupe B_ par un tore T . Toute fagon d'écrire

AU sous forme d'une extension d'un groupe =zbéloide par un tore complexe

{#) donne donc naissance sur A , 2u voisinage. de s, 2 _une unique

structurz dlextension (13.3.13) d'un proupe abéloide B par un tore T,

induisant la structure A'extension donnée en 3.

13.4, Interprétation en tecrmes de "structures de Hodese mixtes'" de DELIGNE.

Reprencns d'abord le dictionnaire 13.1.4, que nous allons reformuler
d'une fazon lég2rement différents, mieux adaptée & 1'introduction des
"structures de Hodge" partinentes & la situation. Pour czei, soit R

le faisceau des sections de R sur S, et introduisons le 0 -Module
et
(13.4.1) £(A) = € =RB, Og ’

qui est localement libre de type fini lorsque R est localement constant.
(B Lz faisceau & n'est pas nécessairement cohérent si R n'est pas

localement constant.) L'homomorphisme (13,1.3) B —> E définit alors
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(13.4.3) G—>F—2>& —2E :

Le cas le plus intéressant est celui o 1'homomorphisme 13.4.2) =st

un &pimorphisme, i.2. oft pour tout s € 5, R_ engendrs le vectoriel

compnlexe E . Dens ce ¢os on trouve done une suite exocte
g s

12,.4.4

-~
Nt
o

E—>E&—>E—>0

et si R est localement constant, c'est 12 une suite exacte courte de
Modules localement libres sur 5. La connaissance <u counle (E,RF est
alors équivalente & cellz du couple (R,F), of R est un zroupe analytique
localement constant sur S a fibres des Z -liodules libres de type fini,
ar F ast un sous-Module localement facteur direct de € = ESZEQH ; tel

que l'on ait de plus la relaticn
(13.46.5) FAR=© =

Du point de vue des structuras de Hodge, il y a lieu de rogarder £

comme filtré par la "filtration de Hodge"

(13.4.8) Filliﬁ) =g, Fil%&) = F, Til (&) =¢ .

Notons que la suite exacte (13.4.3) dépend encore fonctoriellement
du groupe analytique & sur 5, et qu’elle commute aux changements de

base quelconques,
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Revenant zalors aux conditions de 13.3, nous posons

(13.4.7) ef=efe_o. , et =2%

Z =8 2

Z—5 )
ces Modules étant définis dans un voisinage convenable de s {qu'on peut
supposer égal 2 S), et définissent donc une filtration de £ (appelée

la filtration par le poids)

(13.4.8) eosefsetso

£

ot i1 y a lieu de regarder Et, € et E respectivement comme de poids

-2,-1 et 0 (il s'agit donc d'une filtration croissante). On notera que

comme Rt, et dépend du choix d'un sous-tore To de AO = AS . On notera

que comme Rf et R® sont localement constants, 8f t Bt sont localement

libres, et que l'on peut aussi les interpréter comme

(13.4.9) ef =ew™ , et =em .

La fonctorialité de la suite exacte (13,4.3) en A variable, appliquée

aux homomorphismes

T —> Aé —a A 5

nous montre alors aussitdt que E(Ah) et F(T) s'identifient respectivement 3

£ t

, (1) =" =pre* =0 ,

£ dfn

(13.4.10) rah = EMe

le = O provenant du fait immédiat que pour un tore T, on a F(T} = O,
la suite exacte du type (13.4.3) devenant ici 0 —> 0 —> £(T) — Lie’T) — 0O,
On voit donc en mBme temps que 1'homomorphisme composé

Et—ya—)g

induit un isomorphisme
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(13.4.11) et = g% ( = Lie(T)) 2

Supposons maintenant que Rs engendre 1'espace vectoriel complexe Es 3
ce qui est le cas en particulier dans le cas favorable 13.3.16 ob As
est une extension d'un groupe abéloide par un tore complexe To . Alors,
quitte 2 restreindre S 2 un voisinage convenable de s, on trouve que
1'homomorphisme canonique du type (13.4.2) (avec A remplacé par A7)

£ e

g =c —> Lie(a®) = g

est un é&pimorphisme, et a forciori (13.4.2) est un €pimorphisme. Cn a
done des suites exactes (13.4.4) et
£ f

113.4.12) g—=>FfF —> & —>»E—>0

ce qui montre en particulier que l'on a

(13.4.13) F + ef=¢

s

puisque E/F = E . De plus, comme B = AhUT est un quotient de A, il
satisfait 3 la condition de surjectivité analogue, i.e. donne naissance
3 une suite exacte du type (13.4.4) :

(13.4.14) 0 —> F(B) —> (B) —> Lie(B) — C

dont 1'interprétation est immédiate en termes des Modules déja intro-

duits, On a en effet par (13.3.12)

(13.4.15)
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d'o on conmclut, grace & (13,4.11) et 2 la relation gf"E‘.t =0 (13.4.10;,
que F(B) = Ker (EffE‘,t —}g_.{g_t) est isomorphe 2 Ef par 1'homomorphisme

(13.4.16) f = rahH == r@ .

Récapitulons alors les propriétés obtenues de la filtration
"par le poids" (13.4.8), et ses relations avec la "filtration de Hodge"
(13.4.6) de & défini par le sous-Module F de £, dans le cas favorable
13,3,16 o AS est une extension d'un groupe analytique abéloide 3 par
un tore T {qu'on utilisera pour définir Rt, de sorte que B est un groupe

analytique abéloide sur S)

Proposition 13.4.17. Sous les conditions précédentes, les filtrations

sur € =58, 0, "de Hodge" et "par le poids”

£

(13.4.17.1) esT eocefoefFoo0

= .

satisfont aux conditiens suivantes

a) La filtration par le poids provient, par temsorisation

@z Og > d'une filtration analogue sur R

EjEfDRtDO s

£ t 5
ol R t L sont des groupes analytiques localement constants sur S,

de wvaleur des Z -modules libres de type fini (savoir I{g = Rs = 'u'rl (1'-\0)

et ’F = m (T )).
— G 1 7o

b) On a les relations

(#) ret=0,r+ef=2 .
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En d'autres termes, la filtration de St induite par la filtration de

Hodge (avec les conventions de degrés (13.4.6)) est concentrée en

degré -1, celle de EIEf induite par la filtration de Hodge est concentrée

en degré O,

c¢) Considérons la filtration de

dfn
- ef/e" = E®ey0, . on B = E/RT (cf. 2

6&]}

induite par la filtration de Hodge de €,donc définie par le sous-Module

ab »ab
E de & image de

dfn
Ef = f’_"ﬂf —_— eab

(la fléche étant un monomorphisme pgr2ce 3 la premidre relation (¥)),

b
Alors le couple (j!_ab, Eab = Bah 3259-5 = £2%) est isomorphe au couple

(R(B), F(B)) associé 3 un groupe abéloide sur S, comme expliqué aprés

(13.4.4) (ot donc B — SEDI{Fab+ Rab), les symboles non soulignés

désignant les groupes analytigues sur 35 correspondants).

Remarque 13,4.18, Dans lz terminologie de DELIGNE [4], la conclusion
de la proposition précédente, lorsqu'on se restreint au-dessus d'un
ouvert U de S sur lequel R est localement constant, exprime que R,
muni des deux filtrations (13.4.17.1) de & EEGEES , est une "famille
analytique de structures de Hodge mixtes sur U ", Lz sitvation qu'on
vient d'expliciter 2 servie de mod2le aux conjectures de DELIGNE sur
la théorie de Néron en dimensions supérieures, énoncées dens [9, 9.3 2

9.13]. I1 y a cependant un trait impcrtant de la théorie algébrigue
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étudiée au par. 7 qui manque dans la description 13,4,17, lorsgqu'on

suppose que A est un groupe abéloide au-dessus d'un ouvert U complémen-

taire d'une partie analytique Z rare de 5 (mettons Z = {s}, lorsque

dim S = 1), de sorte que (13,1.5) RlU est un syst2me local sur U :

c'est que le systéme local R!Rt sur U devrait &8tre constant, et plus
précisément, qu'il devrait &tre dual au syst2me local R'f, otr R' est

le groupe znalytigue étale sur 5 qui correspondrait (comme R 2 A) 2

un groupe analytique convenable A'" sur S, tel que A'lU soit le groupe
ab&loide "dual" de A‘U. (L'analogue algébrique de cet énoncé, avec

les notations du par. 5, est la dualité de TL(AK)IIL(AK)t avec TL(Aﬁ)f,(S.S.Bl

résultant du théoréme de dualité 5.2.) J'ignore si un tel £€noncé est

valable, sous les seules hypothZses de 13.4.17, ni m@me si 1'action

de ﬂi(U,t) sur R est unipotente (t € U) ; et il ne semble pas que

jes méthodes nafves utilisées dans le présent paragraphe permettent

de démontrer un tel résultar, mBme sous l'hypoth@se supplémentaire

o on suppose que A|U soit munie d'une "polarisation" i.e. d'un faisceau
inversible ample sur chaque fibre. C'est ce que savent démontrer
cependant les "semi-simple group people", semble-t-il, du moins pour

S non singulier de dimension 1, cf. lc rapport [9]. Dans le numéro

qui suit, nous allons montrer que tout marche bien en faisant des
hypoth2ses d'algébricité relative sur A, et faire en m&me temps le

lien avec la construction du par. 7
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13.5. Cas d'une situation relativement alpfbrique, Nous supposons main-

tenant que A provient d'un schéma en groupes relatif sur S, lisse,
séparé et 3 fibres des extensions de schémas abéliens par des tores,
Nous désignerons ce schéma relatif par la meme lettre A, {Nous nous
autorisons cet abus de notation grace au fait gque le foncteur G FH> Gan’
qui va de la catégorie des schémas en groupes relatifs du type envisagéd
vers la catégorie des groupes analytiques sur £, est pleinement fidele,
comme il serait facile a &tablir gr3ce auws résultats du type CAGA
relatifs [10].) Pour tout ce qui concerne la notion de schéma relatif,
et les relations entre schémas relatifs sur 5 et espaces analytiques
sur 8, nous renvoyons & [10]) (cf. aussi [2, Exp. 15]), 5i O désizne
1'anneau local de 5 en s, le schéma relatif A est connu au voisinage

de s par la connaissance du schéma ordinaire A, sur Spec(0), déduit

de A par localisation en s, Il est clair alors que le complété foruel
de Ao le long de sa fibre spl-iale (isomorphe a ﬁs = Lo) est isomorphe
au compléts formel du groupe analytique A le long de Al (13.2), en
identifiant les ﬁn = axssn 2 des schémas algébriques sur S, par 1l'ezbus
de notations introduit ci-dessus,., Dans le cas favorable ci 3, regardé
comme schéma formel en groupes sur E, est algébrisable (7.2.1), ce

qui est le cas en particulier si S est normal en s et A quasi-projectif
sur § (7.1.5) on obtient donc un schéma en groupcs Ag sur Spec(é),

extension d'un schéma abélien Ba par un tore, Pour simplifier, nous

supposons gque Ba est projectif sur é (ce qui est bien le cas, on le

sait, si 0 donc 0 est normal). On va alors prouver :
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Proposition 13.5.1. Sous les conditions précédentes, le groupe amalytique

P de (13.3.3) provient, au voisinage de s, d'un schéma en groupes

relatif déterminé & isomorphisme unique prds, extension d'un schéma

abélien relatif projectif sur 5 par um tcre,gtsiA&? est le schéma

0
en groupes gqu'il définit sur O = 95 s ? alors le schéma en groupes
Agabi est canoniquement isomorphe avec sa structure d'extension &

extension de Raynaud Ag introduite précédemment.

Ce dernier fait résultera immédiatement de la premigre assertion,
compte tenu de 7.2.1 , puisque Ag%o: a comme complété formel le long
de la fibre spéciale Es,en vertu :e_(13.3.6). Pour prouver 1'algébricité
de Af7 au voisinage de s, procédant comme dans ¥ ol S on est ramené

aussitBt & prouver celle du gquotient abélien B de AE?, ce qui va résulter du

Lemme 13.5.2, Soient B un groupe anzlytique abéloide sur 1'espace

analytique S, s un point de § tel que le complété B le long de la

fibre B_ soit algébrisable, i.e. tel que les B = BXS  seient algé—

brisables, et que B, regardé maintenant comme schéma formel sur §S
b ]

-

soit algébrisable, i.e, provienne d'un schéma abélien Ba sur C. Suppo-

sons_de plus que Ba soit projectif sur O . Alors B est projectif sur

5 au voisinage de s.

L'hypoth2se signifie qu'il existe une polarisation de l'espace
analytique formel B, i.e. une suite de polarisatiens P des Bn qui se
"recollent'". La conclusion signifie qu'il existe une polarisation p de

B au~dessus d'un voisinage de s, Or soit P 1'espace analytique sur 5
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des polarisations relatives de B sur S, qui représente le foncteur

S' +—> ensemble des polarisations de B, sur s
sur la catégorie des espaces analytiques 5' sur 5, leguel est un sous-
foncteur cuvert du foncteur EEB!S de Néron-S5évéri de 5, Des arguments
standarts des plus simples, que nous nous dispensons d'expliciter ici,
montrent que EﬁB}S’ et par suite aussi P, est représentable par un
espace analytique net (i.e. mon ramifié) sur S. L'hypothése s'exprime
alors en disant qu'il existe une section formelle o de P sur S en s,
Comme F est net done localement quasi-fini sur 5, il s'ensuit
{2, Exp. 18, n°l] que toute section formelle de P sur 5 en s provient
d'une section analytique au voisinage de s, i.=2. d'une pelarisation

de B au-dessus d'un voisinage de s, d'od le conclusion annoncée,

Remarques 13.5.3, &) Si on omet dans 13.5.2 1'hypothgse gue B~ est

Lo

projectif sur S, on peut encore conclure que B est algébrisable au
voisinage de z. Pour c=ci on utilise un résultat inidit (40 indépen-
damment a M. ARTIN et P. DELIGMNE, en utilisant ia théorie des faisceaux
Ei de VI 2), affirmant qua s¥ X propre sur 5 est tel que xréd est alpé-
brisazble, il en est de mfme d= X. Ceci nous ram@ne au cas of S est
réduit, DVautre part, lorsgque 5 est normal, donc é ast normal, on

sait gue tout schéma n~bélien sur é est projectif sur é (ef. psr exemple
[237), et 13.5.2 s'appligue. Pour obtenir le cas S réduit guelsonque,

on procide par descente non plat2 3 portir du normelisd St de 5, griice

au résulter (délicat) suivant, Gue nous ne prouverons pas icl @ un mor-
phisme nroprz de schémas noethériens £ : §' —> 5 qui est un épimor-
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phisme (i.e. tel que 95 — f*{gﬁ') soit injectif) est un morphisme

de descente cffective pour la catégorie fibrée des schémas abéliens

relatifs,

b) 11 semble gue la méthode de démonstration de 13.5.2 doive
permettrz sussi de prouver le résultat analogue pour tout espace 2na-
lytique B propre sur S, Plus délicate sans doute est la question de
savoir si, pour un espace analytique X propre sur 5, tel que le complété
formel § le long de xs soit algébrisable, X est algébrisable sur S au
voisinage de s. Signalons seulement qu'il y a lieu ici de prendre la
notion d'algébrisabilité relative de X sur S dans un sens plus large
gue dans [10], en entendant par la qu'au voisinage de s, X provient

¢'un espace alzébrique sur au sens de M, ARTIN [1].

Ss,s

13.5.4. Placons-nous dans les conditions de 13.5,1. Choisissons par
2illeurs, pour tout entiers n > C, l'isomorchisme standart de groupes

sur T

—~—

Blos *5= (Z /nZ }C 5 m —> exp(2ivm/n) 5

ce qui nous donne, paer passage 2 la limite sur les puissances d'un

nombre fixé 4, un isomorphisme canonique de faisceaux {-adigques sur € :

que nous utiliserons pour identifier les deux membres.

De la suite exacte {13.1.3), on déduit, en zppligquant la suite

exacte des Ext?’E(ﬂ /nZ , =), un isomorphisme canonique
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(13,5.5) A = rs._@azZ ,
n - &

qui donne, pour n parcourant les puissances d'un nombre premier # donné,

un igomorphisme de syst2mes projectifs de pgroupes sur §

(13.5.6) T8y — R3 a . 3

. . . 4 o+l ¢
os Z , est considéré corme le systéme projectif des ZJLTTR . tans le

cas envisagé ici oli A provient d'un schéma en groupes séparé sur S5,
on voit alors immédiatement -e les LBZ /n& peuvent 8tre considérés
comme des schémas relatifs, ce qui donne un sens au symbole (ESEZZEL)O

{alors que R, n'en surait pes en général !), et on obtient un isomor-

phisme canonique

iy e T T, {A ) == (I 2. ) i

i '.'l_-" 'I{,g
Il résulte alors imnmédiastement des constructions du par, 2 et de 13,3
gque l'isomorphisme précédent transforme partie fixe en partie fixe,

partie torique en partis torigus

fe
(13.5.8) T, (8t = .fs =z

L] t . T. t,_;.
) zZ’e T,._’(Ag) (L= 22'.{’)‘_ .

Si A' est un groupe analytique relztif sur S satisfaisant cux mémes

hypoth&ses que A, et si HG e=~t une biextension de (AG’AG) par ﬂmﬂ .
définissant donc au-dessus d'un voisinage de s une bizxtension de
{A,A") par € o {en travaillant maintensnt avec la notion @u sens ana=
lytique complexe, obtenue en travaillant dans lz site des espaces

analytiques au-dessus de 5, peur une tecpeologie cenvenable ...}, alers

d'aprés VIII 2.2 W définit des accouplements

u
(@]
£
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(13.5.9) (Rez ) x R'®, Z ) = T, (D) xT, (A") >z (1) =z

et i1 est encore clair gue 1'accouplement correspondant
= ]
(13.5.10) T{‘(AQ) % ’r{(ﬁg) — R{.{l}s

n'est autre que celui associé, par loc., cit., 3 la biextension WG de
(A0=A4'3)‘ 11 n'est d'ailleurs pas difficile de voir que, a condition de
se restreindre 3 un voisinage de s, les accouplements (13.5.9) pro-

viennent d'un accouplement unique (ne dépendant plus de &)
(13.5.11) R ® R' —Z

Tout ceci posé, les résultats algébriques concermant les
T{,(AO} peuvent aleors 8tre utilisés pour obtenir des conclusions sur
le faisceau R . On trouve ainsi que 1'accouplement (13.5.11) est nul
sm:_lit xR'% et surﬁf x;g't

(7.4.8), et que dans le cas o1 S est
non singulier de dimension 1, et que, dans U = s-{s}, A et A' sont
deux schémas abéliens relatifs duals 1'un de 1'autre par W, ‘I?-‘:I: et E’S
ainsi que g[f et R'; sont exactement 1'annulateur 1'un de 1'autre sur
un voisinage assez petit de s (7.4.8). Il en résulte alors, compte
tenu que (13.5.11) est une dualité parfaite sur U, que l'on a une
dualité sur U entre ifﬂt et E'E, ce qui implique en particulier que
5}_13.': est constant, et a fortiori que l'action <e TTI(U,tJ sur _l_l_t est
unipotente d'échelon 2, On voit de mBme qu'on a sur U une dualité
pasrfaite entre B__f_!if et E’t ; comme ce dernier est également isomorphe

au tore dual du réseau MS sur S, ol M est le groupe défini damns (5.5.4),

on trouve un isomorphisme canonique
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(13.5.12) g_uf.“lé =,

et 1'homomorphisme i de (13,3.4) peut s'écrire comme un homomorphisme
(13.5.13) i MU——a-.x":f

gu'on retrouvera dans unm contexte un peu différent au par. suivant,

14, Liens avec la théoris transcendante : cas ripide-zsnslytique. L'homo-

=
morphisme canonique g%_*—b-AEL.

14.1. Nous supposons connu icl les fondements de la théorie des espaces

rigide analytiques, pour lesquels on pourra consulter [12] [13] (3&£].

Soit § un trait complet, AK un schéma abélien sur son COTpS
des fractions. Om a constrult alors dans 8.1, par descente & partir
de 1'extension de Raynaud dans le cas semi-stable, une extension
Gy = Ay (8.1.1)

) —_— —> o, —> 0
(14,1.1) e} Ty . —> By o
d'un schéma abélien EK par un tors TK . Considérant le schéma abélien

(8]
dual A' , on a de meme une extension Gﬁ = ﬁ&q

s 1 = 1 L] 0
(14.1.2) C—)'TK—*#GK-—B-BK-—-—?J

oft 313: eVidentifie d'ailleurs au schéma abélien dual de B, (2.2), On
e
désigne, comme dans G.l.2}, par E¥ et ﬂé les réseaux sur F duals de

Tﬁ et de T, respectivement

(14.1.3) M= o(Ty? i K o(T,) g

o
(@]
ol
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Done les structures d'extension (14.1.2) et (14,1.1) peuvent
s'interpréter respectivement (VIIT 3.7) comme &quivalant 2 la donnée
d'homomorphisme

Px Pg

(14,1.4) g%(—-——--ar BK i 3»_1;( —_— B1'< i

b . A ' o i
Soient W, 71a biextension de {BK,BK) par G_, qui définit 1la
dualité canonique entre ces schémas abéliens (8.2), et Ep la biextension
de QEK’EQ) par ng image inverse de W;?par les homomorphismes (14.1.43.
Motons qu'en vérifie immédiatement que les trivialisations de E, corras-

K

pondent biunivoquement, de fagon canonique, aux homomorrhismes

14.1. : —_—

( 5) i M e

qui relZvent Pg * EK — BK, ou, symétriquement, aux homomeorphismes
4,1.67 it : M! &l

(1 J i M~ &1

z Y L 1 L]
qui rel2vent PK : EK —2 BK a

Ceci posé, désignant par un exposant a1 jes proupes rigide-
analytiques sur K associés aux groupes algébriques envisagss [12],
on définit dans [24] une suite exacte canomnique

. an
{14.1.7) 0—3-%“1—3-@;“-—&51{2“—3 0

dans laquelle 1'homomorphisme 1%% qui peut zussi s'interpréter comme
un homomorphisme i: B_{K — GK pour des schémas en groupes ordinaires,

rel3ve 1'homomorphisme p (14.1.4), i.e. est de la forme envisagée dans

(14.1,.5). Cette suite exacte est l'analogue rigide-analytique de la

suite exacte (13.3.4), Elle dépend de fagon Fonctorielle de AI’ i BC

~
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sa formation est compatible avec tout changement de traits g —= 5,
fe dernier fait montre ¢'zilleurs que, pour définir et Atudier (14.1.7},
on zst ramcné par descente finie au cas ol ﬁK 2 une réduction semi-stable,
Dans ce cas, les schémas en groupes TK’GK’BK’EK’ ... sont les fibres
génériques de schémas =n groupes T,G,B,M ... sur 5, 3 Siant une extension
du schdma gbélien B par le tore T (par. 7). On peut zlors considérer

le complédcé formel G de G le long de sa fibre spéciale, et par cons-

truction on a un isomorphisme canonique (7.2.6)

- o
(14,1.80 G—=— A

d'on par passape aux '"fibres pénériques” (qui sont des groupes ridipges
analyticunssur K) un isomorphisme cznoniqua

an i~ o an

o
-

(14.1.83

On a d'zutre part des homomorpliismes canoniques {qui! pont des immersions

cuvertes ripgide-analytigues, mais pas en général des isomorphismes}

(14,1.15) ¢t —sg O |

~ -
AQ 2R ﬁ?"n

feci dit, 1'homomornhisme e de (14.1.7) est ceractirisé cé fagon unigu:

nar la commutativité dn diagramme

N I~
Gan .&D 20
€14.1.11:
W v
Gan aan
¥ K :

o les fleches non nommées sont cellas de (14.1.5) et (14,1.10).
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Remarques 14.1.12., a) On notera que l'unicité de e rendant commutatif
le dizpramme précédent est immédiate, l'espace rigide—analytique C;n
ftant connexe. L'existence de e, par contre, n'est nullement triviale,
et nous nous contentons & ce suiet de renvoyer 2 la note citée de

M. RAYNAUD,., D'autre part, la définition donnée dans loc,., cit. de
1'homomorphisme i~ est £galement de nature transcendante, bien qu'il
puisse Btre interprété comme &tant un objet de nature essentiellement

alpgébrique (14.1.5) (une fois la construction de G lui-m@me, donc de

acquise (ce qui se fait par les constructions de gdométrie formelle

G
du par. 7)). Je n'en connais aucune description purement algébrico-
géométrique, mais propmoserai plus bas (14.4) uns caractérisation
"arithmétique'", qu'on obtiendra en se ramenant & une situation de type
fini sur 1'anneau ZZ . Il semble donc que 1l'lomomorphisme {14.1.5) soit,
du point de vue de la géométrie algébrique, un élément de structure
plus caché que ceux rencontrés au cours des paragraphes précédents,

b) Comme expliqué plus haut, 1'homomorphisme i 2st canoniquement
associé a4 une trivialisation bien déterminée de la biextension-ﬁ de

K
(gx,yé), ou encore A un homomorphisme bien déterminé (14.1.6) relevant p

! -
K
On montra alors que ce dernier n'est autre que 1'homomorphisme qui

intervient dans la suite z2xacte

(14.1,13) cC— M =5

analogue & (14.1.7), assocife au schéma abélien cu=zl Ay de Ay (2 moins

que ce ne soit l'opposé ?777).

un
0
o
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14.2. Relations de 1'homomorphisme i:M, —> GK avec la monodromie. Scip
n un enticr > 0. On déduit alors de la suite exacte {(14.1.7), wia la

: T S 5
suite exacte des Ext {Z /fnZ , =) sur la site des espaces T

_de-analytiguag

au-dessuz de K, une suiise exacte canonique (compte tenu du faif que

., an . - 1a .
I, est sans torsiom ¢t G est n-divisible) :
an £n 4 nn
G —> 57 —> A; — 1 Y= G p
n-1 n % s

Gfn
ot %',n = ﬁkfnﬁ, . Comme tous les termcs qui intcrviannent dans o

]
(2]
lad
W

suite exacte proviennent de schrfmes en groupes finis sur K, cette suite

exacte peut se rééerire comme provenant d'une suite exacts

(14.,2.1 C——> 5, —> —> M — G .
k ) n K alk =, n
Pour n wvariable, ces suites exactas se comportent comme i <onvient,

et on trouve, par passage & la limite sur les pulssances 4'un nombre

premiey 4, une suite exacte analopue
(14.2.23 C—> T,iG) —> Ta) — M8, 2, —>0 .

Or on a déja une telle suite exacte par voie purement algébrique, grace

A la premidre formule (8.1.2) et a (8.1.7), qui donnent
~ ef ef
(14.2.3) T{(GK) S 'I'&EAR) (= T{(AK} " Ti_(ﬂK)!T{(A};) MEPp Z, .

Ceci posé, je dis que les homomorphismes (14.2.3) provenant de la théorie

algébrique ne sont autres gue ceux déduits de la suite exacte (14,2.2)

provenant de la théorie transcendante. Pour le premier homomorphisme,

correspondant au premier homomorphisme de (14.2.2), notre assertion

résulte aussitdt, par réduction 2 la situation semi-stable, de la

LF ]
(]
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commutativité de (14.1,11), compte tenu que les fl2ches verticales y
définissent des isomorphismes sur les T{.’ et que TL appliqué aux fléches
horizontales donne respectivement la flache envisagée dams (14.2.3)
et dans (14.2.2). Nous admettrons la compatibilité annoncée, concernant

les deux isomorphismes obtenus entre TL(AK)JTL(AK}EE avec EK&IZZ 23

notons d'ailleurs que cette compatibilité (pour un £ donné) suffit déija

a4 caractériser de facon unique, par voie transcendante, 1'homomorphisme

(14.1.5) intervenant dans (14.1.7), interprété comme un isomorphisme

de ﬁn avec Ker e. On peut dire aussi que 1'homomorphisme e de (14.1.7)
permet d'identifier les T{,{AK”TL(AK)EE aux L-adifiés Ry ®Z , d'un
m2me résesu_&K = Ker e sur K, et que cette "stucture entigre" sur le
systéme des pro-L-groupes précédents est compatible, dans un sens
évident, avec la structure enti2re provenant des formules (8.1.7)
(théor2me d'orthogonalité 5.2), ce qui définit alors de fagon canonique

un isomorphisme
i i Hi( <=~ Ker e =

Comme 1"homomorphisme i (14.,1.5) permet de réconstituer la
strpocture d'extension habituelle de T{,(AK)' qui est (14.2.2), donc aussi

ca structure d'extension panachée décrite dams 9.6, gr2ce a la suite

exacta

o —> T{'(TK) — TL(GK) — TL(BK) —= 0

L‘I&@?Z :t.(l)
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déduite de (14.1.1), il permet également dans le cas semi-stable de

réconstituer les accouplements de monodromie (g.1.2)

(14.2.4) u, P MM —>Z,

ceux-ci ayant été définis précisément en termes d'extensions panachées
dans G.6. Contentons-nous d'indiquer le résultot de la traduction de
1a construction de 9.6, Pour ceci, notons que dans le cas semi-stable,

Py €t pé proviennent d'homomorphismes

ot B,B' sont deux schémas abéliens sur 3 duals 1'un de 1'autre, d'on
par image inverse par (p,p') une biextension E de (M,M') par Gms , dont
la fibre générique est lz biextension EK déja envisagée dans &4.1. Ceci
dit, supposant pour simplifier g,ﬂ' constants de valeurs M,M'. Pour
tout couple (m,m') € MxM', E , St un torseur sous & , done corres-

m,m mS
pond a un Module inversible L_ _, sur 1'z2nneau V de 5, qui admet donc

3

une base u_ définie module multiplicatien par unz unité de V. Far

suite on trouve une application canonique de "valuation'
v & B (K) —= Z
= m,m

en associant A& toute base u de L i donné par u = hu_ (% & K¥)
m,m o

1'&lément

viu) = w(d) € Z

ol v dans le deuxidme membro désigne la valuatiom assocife & V (normzliséc

de 12 fagon habituelle, de sorte que son groupe de valeurs soit Z )

u
—
[
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1'entier obtenu ne dépend évidemment pas du choix de u0 . Si zalors
est une trivialisation de E, on peut considérer 1l'application corres-

pondante
{14.2.5) (m,m') —> vlep(m,m')) : MxM' —> Z .

Ceci posé, on trouve que 1'homomorphisme de monodromie (14.2.4) est

2 valeurs dans Z, et n'est sutre que 1'homomorphisme (14.2.5) ob

est le splittage de EK associé 3 1'homomorphisme i (14.1.53).

Remarques 14.2.6. On retrouve en particulier (via la théorie transcen-
dante rigide-analytique), le fait que 1'accouplement de moncdromie

est entier et indépendant de 4 (10.4 2)), prouvé par une autre mé thode
(également transcendante) dans 12,5. D'zprés M. RAYNAUD, la théorie
rigide-znzalytique permet également de retrouver 1'assertion de positivité

10.4 b) (qui est également contenue dans 12.5).

Remarques 14,2,7. Considérons ‘l:&(@z‘:@ comme une extension de &@EQ /Z
par ﬁk , et utilisons 1'homomorphisme (14.1.5) i : g& o GK , on en

déduit une extension A;
b
(14.2.8) o—rGK——»AK-—)-_}_ll(@Q/zz—ao 4

Notons d'ailleurs que la donnée d'une telle extemsion, grace au fait
que GK est un groupe divisible, équivaut 2 la donnée d'une famille

d'extensions de la forme (14.2.2) (savoir celles déduites de (14.2.8)
par application des TL)’ et i étant un monomorphisme, les extensions

en question définissant (14.2.8) ne sont autres que les extensions
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(14.2.2) provenant de la suite exacte (14.2.1). Comme ces dernires
extensions sont définies par wvoie purement algébrique, il an est de
méme de 1l'extension (14.2.8) ; en fait, la caractérisation qu'on wvient
d'en donner montre aussitdt que cette extension est canoniquement
isomorphe au groupe, noté €gzlement A£ y introduit dans (&.2.3), compte
tenu de l'isomorphisme 11.11 du Groupe des composantes connexes de

ce dernier avec MIQZ .

14,3, Applicaticon 8 une ceractérisation arithmétique de i: Ek — GK ;
L2 caractérisation que no"s avons en vue repose sur 1l'observation que

5 ' 2 . 4 "
pour tout nombre premier 4, l'extension (14,2.2) de g%fzalpar T£(GK,
déduite de 1 est connue pasr voie purement algébriqus, zn particulier

on connatt 1'imzge de i par 1'homomorphisme cznonique

(14.3.1) Hom(M,, G, ) —> | ‘Extl(}jk@ﬂL T80 .
. " 3

Dans le cas (auquel on peut toujours se romener par descente) o f%

"

est constant, de valeur M, 1'homomecrphisme précédent peut s'interpréter

comme 1'homomorphisme
1
(14.3.2) Hom(M,GK(K)) —_— E i Hom(M,H (K,T,(G,))
§ LK

déduit de 1'homomorphisme canonique

\ 5 —T—— 1
f * ~ -
{14.3,3; UK(KJ —— L’ H (R’T'L(GK}J 3
provenant des homomorphismes cobords dans les suites exactes dz Kummer

-

n
) — G — —_—
9 n K GK K
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(L'homomorphisme (14.3.1) pourrait d'ailleurs s'interpréter en tous
cas comme 1'homomorphisme cobord analogue a (14.3,3), relatif au groupe

~
tordu M2G, = Hom(yK,GK}.) Le noyau de (14.3,3) est manifestement formé

des €léments de GK(K) qui sont divisibles par n pour tout entier n 21,

ou, comme nous dironms, qui sont infiniment divisibles, Ceci détermine

donc déja i modulo un &lément Hom(M,g), ol g est le sous-groupe de
GK{K) formé des €léments infiniment divisibles de GK(K) t
s- [LYngw .

Or on a le résultat suivant :

Lemme 14.3.4. Scient V un anneau de valuation discrate dont le corps

résiduel k est de car, p > 0 et de type fini sur le corps premier,

GK_un schéma en groupes de type fini sur K, de rang unipotent nul si

car ¥ = O, Alors le groupe g des éléments infiniment divisibles de

GK{K) est réduit & zéro, i.e. (Ei.GK est divisible) 1'homomorphisme

(14.3.3) est injectif.

Quitte 2 faire une extension finie K' sur K et de remplacer V
par son normalisé dans K', on peut supposer que GK admet une suite de
composition dans les quotients successifs sont de 1'un des types

suivants : groupe fini constant, variété abélienne, &

x> Sak -
est donc réduit aussitlit z2u cas ol EK lui-m&me est de l'un des types

Cn

précédents. Le cas d'un groupe constent fini, ou du groupe Gax ., est
trivizl. Dans le cas d'un schémz zbélien, il peut 2tre considéré comme

la fibre générique de son moddle de Néron G, de sorte que dans ce cas,

i
.
L
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on est rsmend i montrer que si 5 ast un schéma de type fini sur S,
2lors le sous=—=groupe de Gi5) formé des points infiniments divisibles
cst réduit 2 2zéro. Or il en est zinsi pour le groupe G(k), comme il
résulte aussitht du dévissage habituel de So et du théoréme de
MORDELL-WEIL [16] (disent gue le groupe GO{k} est un Z -module de
type fini si Go est un schéma abélien sur le corps de type finmi k),

1)
Donc g st contenu dans le noyau G(S}(

)(1}

—_— E(VIEF+L) se dévisse an groupes isomorphes i des

de Si{8) —> 3(k). Comme le
noyeu de G(S
vectoriaels sur k, (en supposznt S complet, cz qui est loisible) qui
sont donc annulés par p, on voit que g ¢s5t contenu dans le noyau

de 1'homomcrphisme précédent quel que soit g, donec gqu'il est nul. Le
cas oh GK = GmK se raméne aua cas précédent, en obszrvant que dans

ce cas GK{K) —> K% est unc extension de Z {qui n'a pes d'éléments
infiniment divisibles souf zéreo) per V¥ = Gﬂ(S), qui satisfait In

mlne condition d'aprécs ce qu'lon vient de wvoir.

Remarques 14.3.4,1. On noiaera qu'il est essentizl dons 14.3.4% de faire

intervenir lo divisibilité par tous les entiers = 1, et non seulement

les puissaonces d'un nombr:e premier fixé £ ;3 ou encore gi'il fout regarder

le noyau de 1'homomorphisme (14.2.3), sons sz borner =zu sccond membre
a un seul facteur HIEK,IL(SK)). En cffet, si %, provient du schéma en
groupes lisse G sur 5 et 31 5 est hensélian, tout élémant du noyesu
de G(2} — G(k)} est infiniment L-divisible pour tout L # p | 1'ar-

gument €tablissant 14.3.4 montre gque le sous-groune de GK(KJ Form?
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des Eléments infiniment p-divisibles (i.e. le noyau de GK(K) -9-H1(K,TP(GK))

si GK ast p-divisible) est un groupe fini.

14.3.5. Les réflexions gqui précédent nous montrent donc que lorsque

le corps résiduel k est un corps de car, p > 0, de type fini 2u sens
absolu, alors l'homomorphisme i (14.1.5) est connu entikrement par

1z connaissance de son image per (14.3.1), i,e, par la connaissance

des extensions (14.2.2). Pour en déduire un principe de caractérisation
de i dans le cas général ot on ne fait pas de restriction sur k, notons
qu'au par. 7 nous avons pu construire le schéma G sur S sous des con-
ditions nettement plus générales que celles olt S est un trait complet
et qu'on dispose d'une variété abélienne 2 récuction semi-stable sur
scn corps des fractions, Notamment, désignons plus généralement par 5

le spectre d'un annezu noethérien normal V, séparé et complet pour une
topologie m-adique, et considércns un schéma en groupes lisse et quasi-
projectif A sur 3, & fibres connexes. Nous supposcns que

A = AKSS

(& ]

= (So = Spec(V/m)) est une extension d'un schéma abélien B parun

tore isotrivial T_,et que AlJ est un schéma abélien, ot UC S = 5_ est
un ouver: non vide, On a alors dans 7,22 construit un schéma G sur §,
extension d'un schémz zbélien B par un tore T, G étant caractérisé 2

iscmorphisme uniqua prés par l'isomorphisme (14£.1.8)

(14.3.5.1) 6 —== 1
sur les complétés formels le long de Go et de ho . Gn en déduit, pour

tout nombre premier 4, un isomorphisme (7.3.5)
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€14.3.5.2) T, () ~=—> L0
2'odb per restriction 3 U une structure d'extensicns de pro-i-groupes
de Barsotti-Tate

\ £ .
(14.3.3.3) 0—>T,(G)) —> T, (o) —> T, (A /T, (A))" —>C :

U

T y
TLLAU‘

i

Supposcns donné un deuxidme proupe G' sur S, satisfrisant aux mlmes
hypothéses que A, et une biextension W de (A,A') por G qui, sur U,
induise une duzlité entre les schémas ab&liens AU et Aﬁ « (Em E£aii,

en vertu de VIII 7.1, 12 donndée de W équivaut & celle d'une telle

duslité entre AU et A'), Alors W définit des sccouplements

u
. ” ;
(14.3.5.4) TL{AHJ) b3 *L(Pﬁj) e EZL(U 5
donnant lieu au théordme d'orthogonslité (7.4.8) : 'f{&u)f est 1'ortho-

gonal de TL(Aﬁ}t = TitT&)’ o T est la partie torique de l'extension
de Raynaud G' = A‘# associé 3 A', - de sorte qu'on trouve encore

un isomcrphisme

- f i
(14,3.5.5) IL(AU)anU) MEZ

o M = D(T') est le réseau sur 5 dual du tore T' , Donc {14.3.8) et

(14.3.10) nous donnent une structure d'extension
(14.3.5:H6) o0 — ':L(GU) %TL(,\U) —yhljawzzL_}c .

Zeci posé, nous pouvons Snoncer la
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Conjecture 14.4. Les conditionms étant celles gqu'on vient d'expliciter

dans 14.3.5, il existe un homomorphisme

(14.4.1) E: § }-_‘LU = GU

tel que, pour tout nombre premier 4, l'extension (14,3.5.6) soit isomorphe

3 1'extension déduite de 1 comme expliqué pour (14,2.2). De fagon plus

précise, il existe une et une seul facon d'associer, 2 toute situation

du type envisagé dans 14.3.5, un homomorphisme (14.4.1) satisfaisant

3 la condition précédente, et de telle fagon que la formation de i

soit compatible avec tout changement de base S' —> S5, associé & un

homomornhisme continu V —=> V' d'annesux noethériens adiques.

14.4.2. 11 semble que 1l'existence de i, compatible avec les changements
de base, résulte de la théorie rigide-analytique de M. RAYNAUD, compte
tenu du fait qu'il est en train de développer celle-ci dans un cadre
plus général que celui énoncé dans 1l4.1, en se plagant comme ici sur
des anneaux noethériens adiques généraux. D'ailleurs, pour prouver
1'existence et l'unicité énoncée dans 14,4, on est ramené aussitdt

au cas ol on se borne & des S tels que So soit un schéma de type fini
sur Z : en effet, V est limite inductive filtrante Sous-anneaux Vi

de type fini sur Z ; qu'on peut supposer normaux grace & NAGATA

(EGA IV 7.8), et pour i grand la situation (A,A',W) provient d'une
situation analogue sur un Vi, ou encore sur le séparé complété de vi
pour la topologie définie par o =m Vi , ce qui fomrnmit la réduction

annoncée,
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14,4.3., Hotons maintenant que S-So est un schéma de Jacobson

(EGA IV 10.5.8), donc pour voir que deux solutions i, i' du preobléme
posé, pour une situation (A,A',W) donnée, sont égales, il suffit de
prouver que ces homomorphismes sont £gaux en tout point fermé 7 de U,

Oor introduisant le normalisé 8' de 1'adhérence de m dans 5, 5' est

un trasit complet, et on peut appliquer, a 1'image inverse sur S' de la
situaticn envisagée sur S, le résultat d'unicité de 4.3, compte tenu que

le corps résiduel de S' est fini. L'unicité érant ainsi établie, elle

implique la compatibilité de la formation de i au changement de base,

sous réserve d'existence.

Remarques 14.5, Il resterait a formuler avec la généralité souhaitable,
at 3 &tablir, une compatibilité entre 1'homomorphisme i introduit dans
14.4 par une méthode ripide-—analytique et 1 'homomorphisme analogue

{13.5.13) de la théorie analyrtique complexe

; ou mieux,d'en trouver

une pénéralisation commune |
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