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SEMINAIRE DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE DU BOIS-MARIE
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GROUPES DE MONODROMIE EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE

(SGATII)

par P.Deligne et N.Katsz



INTRODUCTION

La premiére partie de ce séminaire, dirigée par A, Grothendieck, a paru
dans ces mémes Lecture Notes in Mathematics sous le n® 288. De cette premi&re partie,

nous n'aurons 2 faire usage que des résultats des exposés I et VI (spécialement les

§§ 5, 6,

Les résultats clef de cette seconde partie sont la formule de Picard-Lefschetz
de 1'exposé XV et la théorie des pinceaux de Lefschetz de 1'exposé XVIII,

Soit Xt une famille de variétés algébriques dépendant d'un paramétre t

La formule de Picard-Lefschetz décrit le comportement de la cohomologie de Xt au

voisinage d'une valeur to du paramétre pour laquelle Xt acquiert un point singu-
lier quadratique ordinaire: elle fournit la différence entre les cohomologies de Xt

et Xt et décrit la monodromie locale quand t tourne autour de - Dans le
cadre zranscendant, elle est due 2 Lefschetz [2] et a ume signification géométrique
simple (XIV 3,2). Pour 1'établir en toute caractéristique, il nous a fallu monter une
lourde machinerie (XII, XIII, XIV), dont les grandes lignes sont données dans les

introductions des exposés XIII et XIV,

Lorsqu'on prend pour famille Xt un pinceau assez général de sections
hyperplanes d'une variété projective non singuliedre X , la formule de Picard-Lef-
schetz, et d'autres idées géométriques, fournissent de précieuses relations entre la
cohomologie de X et celles de ses sections hyperplanes £ . Ces relations ne
prennent toute leur force que lorsque X vérifie le théoréme de Lefschetz vache
(LV) (XVIII 5,2.2). Cette condition est automatique en caractéristique O ., En
dimension =z 3 , la seule démonstration connue repose sur la théorie de Hodge des
intégrales harmoniques (la démonstration de Lefschetz du point crucial (2] 13, pg. 25
est fausse); il serait extr@mement intéressant d'en avoir une autre, susceptible de

se généraliser en caractéristique p .



VI

Les principales applications sont les suivantes,
a) Dans l'exposé XVI, nous démontrons en égale caractéristique p une formule
analogue 2 celle donnée par Milnor [37] pour le nombre de cycles évanescents en les

points critiques isolés d'une application £ : gt —>a

b) Dans 1'exposé XIX, nous utilisons des méthodes de Lefschetz ([2] p. 106) pour

démontrer notamment, en toute caractéristique, que si S est une surface générique
3 . . . . N

dans P de degré # 2, 3 toute courbe tracée sur S est l'intersection compléte

3
de S avec une autre surface de TP .

¢) Dans l'exposé XX, par des méthodes transposées de méthodes de Griffiths [1],
nous prouvons l'existence, en toute caractéristique, de cycles algébriques homolo-
giquement équivalents & zéro dont aucun multiple n'est algébriquement équivalent 2

zéro,

Signalons encore que la méthode des pinceaux de Lefschetz a récemment
permis de prouver par récurrence sur la dimension le résultat suivant (voir (2.
Si la variété projective non singuliére X sur FP se reléve en caractéristique O
(avec sa polarisation) et que p # 2 , le polynSme caractéristique de Frobenius

agissant sur H (X & jif QL) est dans Z[t] et indépendant de 4 (£ # p) .
P

Les exposés XXII et XXI sont préliminaires & XX (et & XIX en caractéristique
2), Dans XXII, nous étudions la réduction mod p de la fonction { d'une variété
algébrique sur 'Fp (par une méthode ot la théorie de Dwork joue un réle essentiel),
et les propriétés d'intégrabilité de polynBmes caractéristiques de Frobenius agis-
sant sur des Hi . Dans XXI, nous minorons le niveau de la cohomologie d'intersections

complétes génériques,

Je suggére au lecteur désireux de se faire une premi2re image géométrique

de la théorie de lire tout d'abord I, XIV 3,2, XIX § 4 et l'introduction de XIII,

Le Leitfaden qui suit explique en gros la dépendance logique des divers

exposés entre eux.
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INTERSECTIONS SUR LES SURFACES REGULIERES

par P. Deligne

Dans la premiére partie de cet exposé, aprés quelques préliminaires
de théorie des intersections (contenus dams [5] U [7]), on donne la
démonstration d'aprés Artin d'un cas particulier d'un théor2me de
Raynaud [9] (1.13), et une démonstration a priori d'un théorime que Néron
[8] vérifiait cas par cas (1.15). De (1.13) résultent assez aisément les

théorémes de [9] utilisés dans [2] et par 1a dans IX.

Dans la seconde partie, je poursuis sur ma lancée et raconte
comment les "italiens" [1], [37] calculaient les nombres d'intersections,
sur les surfaces, Les résultats principaux 2.9 et 2.11 se trouvent par
ailleurs dans Northcott [12] et [13]. Pour terminer, je donne en 2.27,
2.30, 2.34 une relation conjecturale entre la dimension du schéma formel
versel des modules d'une singularité d'une courbe réduite, 1'invariant §
de la singularité et un invariant mesurant sa symétrie,

Cet exposé ne sera pas utilisé dans la suite du séminaire,.

1. Nombres d'intersection sur les surfaces arithmétiques

1.0, On suppose donné dans ce § un schéma rézulier X de dimensicn 2, un
diviseur réduit Y de X, et un sous-corps k de HO(Y,Q,). On suppose jue Y
est une courbe (EGA II 7.4,1) propre sur %, Voici trois dxemples da cette

situation

Exemple 1.1, Soit (S§,7M,8) un trait et X un S-schéma f : X —> 5, régulier,
propre et plat sur S, a fibres purement de dimension un. On prend

Y= (f”l(s))ted et k = k(s). On se restreindra & cz cas & partir de 1.10.
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Exemple 1.2, Scient Xo le spectre d'un anneau local normal de dimemsion 2,
s le point fermé de Xo et f : X —> Xo un X°~schéma régulier et connexe,
propre sur XO, distinct de Xo mais cofncidant avec Xo au-dessus de Xos{s}.

- -1 - 1
On prend Y = (f (s))red et k = %(s).

Exemple 1.3. Oun prend pour X une surface réguliére compléte sur unm corps k

et pour Y une courbe réduite tracée sur X.

Rappelons le lemme suivant (SCi 6 IV ex. 1.9).

Lemme 1.4. Soit Zo un sous-schéma fermé d'un schéma noethérien Z, Alors,

1'inclusion de Z0 dans Z induit un isomorphisme du groupe de Grothendieck

de la catégorie des faisceauxcchérents de qz -modules dans le groupe de
o
Grothendieck de la catépgorie des faisceaux cohérents sur Z & support dans Zo .

Ce lemme permet de définir la caractéristique d'BEuler-Poincaré
%(3) d'un faisceau cohérent J sur X 2 support dans Y, de fagon 2 ce que,

(1) 8i J est un faisceau cohdrent de ¢,~modules, alors

(1.4.1) X$ = din B - dim al(h)
(ii) ¥ est additif relativement aux suites exactes courtes,

8i les faisceaux de cohomologie d'un complexe K de gx—modules

sont des faisceaux cohérents i support dams Y, on pose
(1.4.2) XKy = T DY y@ten
S1 ? est localisé en un noint y de Y, on a

(1.4.3) x($ = g, <3y) Ck(y) : x)
-y



Sous les hypothéses (1.1), (1.2) ou (1.3), on a
(1.6.4) x@) = 1g £, 9 - 1gRrE, 3

Soient D un diviseur 2 O concentré sur Y, et % un faisceau inver-
sible sur D. Il y a alors une et une seule fagon de définir le degré degD(i)

de sorte que

degD(i' ®L") = degD(.‘Z') + degD(f,")
(1.4.5)

pour £ <0, on a degDGf) = - x(0/B)
On a alors la formule de Riemann-Roch sur D
(1.4.6) X&) = x(0y) + deg (@)

Soit D = L n, D, la décomposition de D en diviseurs irréductibles

réduits ; on a

(1.4.7) degDC5) = I ny degD (6]
i

Définition 1.5. Soient D et E deux diviseurs 2 O sur X, et supposons D con-

centré sur Y, On définit le nombre d'intersection de D et E (relativement

au_corps k (1.0)) par :
L 1
(0,E) = x(0, ® 0p) = x(0,® 0p) - x(Tor (05,0,

Sous les hypothéses faites, on a en effet Torz(gD, ) =0 .

0

Proposition 1.6. Sous les hypothéses 1.5, on a :

(1)  Le nombre d'intersection (D,E) est additif en les diviseurs D et E ;

ceci permet, par linéarité, de définir le nombre d'intersection de deux

diviseurs non nécessairement positifs.
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{ii) (D,E) = degD(g(E)).

(i1i) Si D et E ne se coupent qu'en un nombre fini de points, alors

(D,E) = X(QD & QE) Zz 0, 1'égalité ne pouvant avoir lieu que si D et E

sont disjoints.

(iv) 8i D et E sont concentrés sur Y, alors (D,E) = (E,D).

(v) Si N est le faisceau comormal 2 D, alors

(D)2 = (D,D} = - degD(N)

(vi) Si E, non nécessairement positif, est le diviseur d'une fonction

méromorphe sur X, alors (D,E) = O.

Preuve. Soit la suite exacte
o——>9(-E)——>gX—>gE—>o ,

elle fournit, par (1.4,86),

dfn L L L
(D,E) — x(0, ® o) = X0, ® 0,) - (o, ® 0(-E))
= x(@y) - xe-B)| D) = - degy (O(-E)) = degy (0(E))

Ceci prouve (ii), (vi) et la biadditivité en vertu de (1.4.5) et (1.4.7).
Sous les hypothéses (iii), on a Torl(QD,QE) = 0, d'olt la conclusion.

Sous les hypotheses (v}, on a

- 1 Sy o
9, ® 9, =0 et Tor (0,0 N (sGa 5 VII 2.5)

(p,D) = x(QD) - xn = - degD(N)
Enfin, (iv) résulte de la symétrie du produit tensoriel,
On notera que (ii), (iv) et (vi) restent vrais sans supposcr les

diviseurs positifs.



Proposition 1,7, Soient (Yi) les composantes irréductibles de Y,

1sisk

f une fonction méromorphe sur X, et

div(f) = Zn, Y, + Z
i 1

P k
son diviseur, avec |z| N Y fini. Alors, posant D, =n, Y., on a, pour \ai)éQ :

2 2 .2
(% a; Di) = -igj(ai-aj) (Di’Dj) - % ag (Di’Z)

Preuve (d'apras [7]), En vertu de 1.6 (v) (vi), on a

(a, 0)2 =Sa (0,Ta. D) = Sa (D, Ta D, -a,div f)
g L1 P i 3 i i 1 i j 373 i

L a, (D,, & (a,-a,)D, - a.Z)
i ir. 7. i’7j i
j#i

L a, (a,-a.)(,,D,) - T a? (p,,2)

145 i i i*73 P i

=-% (a.-2)2 (@, D) -7%a% (0,2
1 3 P | . i

ces i
i<j i

Corollaire 1.8, Sous les hypothéses de 1'exemple 1.1, prenons pour f une

uniformisante ™ de S, Ici, Z = 0 et

(T k., Y )2 =-% 1 (k. n, -k, n.)2 (Y., Y,)
i i scs i 7] 1 1 J
i<j ninj

donc 1a forme d'intersection est négative, et si Y est connexe, son noyau

est réduit aux multiples de div{(T).

Corollaire 1.9 (Munford {?]}. Sous les hypothéses de 1'exemnle 1.2, prenons

pour f un élément non nul de 1'idéal maximal de 1'anneau local 98 . Ici,

Z >0, de sorte que la forme d'intersection est difinie négative.




1.10. On se restreint, pour la suite, au cas considéré dans 1'exemple (1.1).

Lichtenbaum [5] a prouvé que, dans ce cas, X est automatiquement
projectif sur S, de sorte qu'il n'est pas fatiguant de définir le complexe
Rf:gs (4] 111 8.7 p. 190). Puisque f est de dimension relative 1 et que X
et S sont réguliers(Gorenstein suffirait) il existe ([4] V 8.3 et V 9.1)

un falesceau inversible w sur §, unique 2 isomorphisme unique prés, tel que

X/s

(1.10.1) RE'0, — W

s X/S[ﬂ

On désigne par K un quelconque diviseur {effectif ou non) tel que

w = o(K).
Soient D un diviseur 2 O concentré sur Y et N son faisceau conormal :
Dt X
g\ /f
8 .
On a
(1 1 2) 1 t 1 1 ,
.10. . = pi'nee - . - o
Rg'Og = Ri'RE'0¢ = Ri‘uy [1] ““x/sl D& N [0]

En vertu du théordme de dualité ([4] v 11.1 p.210),
¥
(1.10.3) Rgy Rg’0; = RHom(Rgy 0p,00)
De plus, pour tout Qs—module M concentré au point fermé, on a

(1.10.4) X(RHom(M,04)) = - X(10)

de sorte qu'ici, utilisant (1.4.4) et (1.10.3), on obtient
!
X(Rg"05) = - x(_QD)
Puisque (1.4.6)

X(Rg"gs) = X(_QD) + degD(Rg"Q_s) s



on en conclut par (1.10,2) que
! _ vy o ‘
- 2 X(Qy) = deg (Rg'0p) = deg (wipan") = degy (W) - deg (N) R

ce qui, par 1.6 (ii) et(v) se réécrit

Proposition 1,11, Sous les hypothéses (1.1), quelque soit le diviseur D = O

concentré sur Y, on a

1
x(o,) = -5 (D, D+K)

1.12, On désignera par d le pgcd des multiplicités géométriques des com-
posantes irréductibles de X, = f-l(s), i.e. le pged des longueurs des anneaux
locaux des points maximaux de la fibre spéciale géométrique de f, Si Xn a
un point ratiomnel, i.e, si £ : X —» S a une section x, alors d = 1 ; plus
précisément f est lisse en x(s). En effet, x est une immersion fermée de
schémas réguliers, donc est une immersion régulidre et on applique ECA IV
17.12.1,

Voici la démonstration, d'aprés M, Artin, d'un cas particulier

d'un théordme de M. Raynaud (9], qui suppose seulement & premier & la

caractéristique p de k,

Théoréme 1.13. Avec les notations précédentes, si Y est géométriquement

connexe et 8i d = 1, alors X est cohcmolepiquement plat sur S en dimension

0 (EGA III 7.8.1), plus précisément (EGA III 7.6.9 (ii)) on a

k ~=> #1%(x5, O, ).
_Xs

On se raméne sisément au cas ol § est strictement local. Comme Y
est géométriquement connexe, HO(Y,QY) est une extension radicielle de k,

et puisque (d,p)=l, une au moins des composantes irréductibles de Y est
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géométriquement réduite, et on en déduit facilement gque HO(Y,QY) = k.

Soit D un diviseur sur X tel que

YsD<X
s

Puisque d = 1, D n'est pas multiple rationnel de Xs’ donc par 1.8
(0,X_-D) = ~ (D,D) >0
Le diviseur Y a donc une composante irréductible E telle que

O<ESXS—D et (D,E) >0 .

Considérons le diagramme

0 —— 0(-D-E) 0 ChE 0
i ¢ I K
0 — o(-p) 0 o 0 R

le diagramme du serpent fournit un isomorphisme entre Ker({y) et Coker{(wp).

Ce conoyau n'est autre que la restriction de O(-D) 2 E, d'ol une suite exacte

0 — 0(-D)|E —> Opp —>0, —>0 .

Par construction degE(Q(-D) = - (D,E) < 0, donc HO(Q(—D)iE) = 0,

et la flache de restriction
o —> 8°(0, ) —> 1%0)
=D+E -D
est injective, Ceci permet de construire par récurrence une suite de diviseurs

Y=D =D, = ,,,sD =X
[3 1 n s

telle que H(Q) ) s'injecte dans HO(Q) ), done (g, ) = BO(Q) =k, ce .
i i-1 s
qui ach&ve la démonstration de 1.13.



Le fait suivant est prouvé dans £3] ou [10].

Théoréme 1,14. (Castelnuovo, Enriques,...). Sous les hypothéses (1.1),

soit D un diviseur réduit irréductible contenu dans Y. Supposons que

HI(D,QD) = 0 et que, posant k' = HO(D,QB), on ait

(,p) = - [x' : k] .

Alors, D est une droite projective sur k' et il existe un S-schéma régulier

Xl , un_point fermé X de xl de corps résiduel k' et un isomorphisme entre

X et le S-schéma déduit de X, par éclatement de x , cet isomorphisme iden-

1

tifiant D 3 la fibre de x1 dans Xl'

1)

On appelle un diviseur D possédant ces propriétés une courbe

exceptionnelle de premiére espéce,

Je ne résiste pas au plaisir de démontrer la proposition suivants

de Néron [ 8] prop 1'p. 90 :

Proposition 1.15. Supposons que Xﬂ soit une courbe elliptique (en particulier

ait une section) et que X ne contienne aucune courbe exceptiomnelle de pre-

midre espdce. Alors, avec la notation (1.10.1), on a

®e s
R % /s

universellement,

Comme d = 1 (1,12), il suffit, d'aprés (1.13), de prouver que

wX/S est isomorphe a QX ; puisque mX/S est trivial sur la courbe elliptique

Xﬁ , on sait a priori que

W,

ks o Q& v,
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ol les Yi sont les composantes irréductibles de Y, et puisque div(7) ~ 0O,
on peut supposer les ny positifs, 8i ¥ n, Yi est proportionnel au diviseur
div(n), il est multiple entier de div(T) et on a gagné, Sinon, on a

(tn, v)2<o0

i i ?

il existe i tel que

(., €n, YD) <O s

i J ]

et on applique le lemme suivant :

Lemme 1.16. Sous les hypotheses 1,1, supposons que Y soit connexe et que Y

soit réductible, ou que X(QY) < 0, Alors, pour qu'une composante irréductible

Yi de Y soit une courbe exceptionnelle de premidre espéce, il faut et il

suffit que (Yi,K) <Q.

Soit k' = Ho(Yi,QY }. La formule de Riemann-Roch 1.11 fournit
i

- Tyt . 1 - L
X(Qvi) = [k':k] (1-dim , H (Yi,_in)) = -5 () + (1K)

Si Yi est exceptionnelle de premi2re espéce, on a donc (Yi’K) = -[k":k] <o0.
Réciproquement, si (Yi’K) < ¢, alors )((9Y } > 0, ce qui implique que
i
X(QY ) = [k':%] et que Y soit réductible, de sorte que par 1.8, (Yi’Yi) < 0.
i

Les nombres négatifs (Yi’Yi) et (Yi’K) sont divisibles par [k':k], de sorte

qu'on doit avoir
= = 1.
(¥,¥) = (¥,,K) {k':x] .

Exercice {a). Sous les hypotheses (1.1), on suppose que XW est un espace
principal homogé&ne sous une courbe elliptique et que X ne contienne aucune
courbe exceptionnelle de premidre espice, Montrer que sur X, la formule de

Riemann~-Roch (1,11) s'écrit

%(0p) = - & (0,D)

10
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(b) Supposons en outre le corps résiduel k(s) algébriquement clos. Montrer
que le diagramme des composantes irréductibles de Xs est multiple de 1'un
des diagrammes considérés par Néron {8] p. 124-125, 42 colonne (cas a & ¢ 8),
Ce diagramme détermine les genres des composantes irréductibles réduites,

leur multiplicité dans Xs’ la nature et la disposition des singularités de

()

s'red
On traitera d'abord le cas oix X8 est irrvéductible ; ce cas exclus,
on prouvera que toute composante irréductible réduite est une droite pro-
jective de self-intersection - 2, Si Xs = 7 n, Di est la décomposition de

Xs en diviseurs irréductibles réduits, on réécrira cette condition

1
& n, = - z o, (Di D.) .
2 541 ]

D'autre part, Xs est connexe, de sorte que :

(**) Quels que soient i et j, il existe une chafne i = il,iz cee i b

avec (Di D, Y#o0.
k “k+l
On cherchera alors toutes les solutions en nombre entiers de

(*) + (**), On montrera d'abord que, sauf dans les cas b2 et ¢2 de Néron,

les nombres d'intersection (DiDj) sont égaux 2 zéro ou un.

2. Intersections italiennes

Soient 8' et § deux surfaces projectives lisses sur un corps k
et £ : S' —> S un morphisme birationnel. 5i D et E sont deux diviseurs

sur 8, on a

(D,E) = (£¥% D, f* E) s

1
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comme on le voit, par exemple, en faisant bouger D et E.

I1 s'impose donc de donner une expression "birationnelle" pour
le nombre d'intersection. On se propose d'expliquer comment procédaient
les italiens pour ce faire. Ma principale source de remseignements est 1]
ol se trouve une longue bibliographie, Voir aussi Manin [63,cc Nanhcoﬁil2l{13].
(2.0) Soient S le spectre d'un anneau local régulier de dimension 2, s le point
fermé de S et k un sous-corps de k(s) dont k{s) soit une extension finie, Les
nombres d'intersections et les caractéristiques d'Euler-Poincaré seront cal-
culés en terme de k.

Dans ce §, un S-schéma p : S' —> S sera dit &tre un transformé
birationnel de S s'il est régulier, connexe, et si p est propre et induit
un isomorphisme de §'~ p-l(S) sur 8 ~{s}. Tout ce qui sera dit de §
s'appliquera encore aux localisés de ses transformés birationnels en un
point fermé.
(2.1) Soit £ : (8¥,p") —> (S',p') un morphisme de S-schémas entre trans-
formés birationnels de $, On sait alors [5] qu'il existe une et une seule

factorisation de f :

telle que Si+1 se déduise de S, par éclatement d'un ensemble fini Xi de

i
points fermés, et que £ (X, .) C X, . L'ensemble X, est 1'ensemble des
i7i4l i i

points de Si en lesquels la projection de S" sur Si n'est pas un isomorphisme,

En particulier, f induit un isomoxphisme au-dessus du complémen-~
taire d'une partie finie de S', qui contient les points génériques des

composantes irréductibles de p’_l(s). Das lors, f-l définit une injection

12
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de 1'ensemble Irr(p'-l(s)) des composantes irréductibles de p"l(s) dans
Ire (p" L (s)).

Les transformés birationnels de S n'ont pas de S-automorphisme .
On désignera ici par I 1l'ensemble des classes de S-isomorphie des transfor-
més birationnels de S, ordonné par la relation de domination. L'ensemble I

est filtrant 2 droite, et de plus petit élément S,

Définition 2.2, L'ensemble S* des points de S infiniment voisins de s est

1'ensemble limite inductive

s¥* = 14 Irr(pnl(s))
—
I
Si un élément t € S¥ est représenté sur un transformé birationnel
S' de S par une courbe compléte réduite irréductible T, le corps HO(T,QT)
§
ne dépend que de t, et non du choix de §' ; on 1'appelle le corps résiduel
k(t) de ¢,
Soit S1 1'éclaté de © le long de s, La droite projective s*

image réciproque de {s} dans S s'appelle la curvetta de s et définit un

1
élément 8* de S* de corps résiduel k(s),

Soient S' un transformé birationnel de S, t un point fermé de
S' et Sé le spectre de 1'anneau local de S' en t. On définit de facon dvi-
dente une injection de Sé* dans S* ; en particulier, t définit un élément
t* de S*, de méme corps résiduel. On désigne par S'* la réunion dans S*
des St':* pour t fermé dans S',

La proposition suivante résulte de la description 2.1 des trans-

formés birationnels de S

13
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Proposition 2.3, Quel que soit t € S¥, il existe une et une seule suite

de transformés biratiomnnels de S (Si) et de points fermés

Osisn+l
& € Si (0sisn) telle que

= '
(1) s =5, ets . estl'éclaté de s, le long de {ci}

1

(11) t, . € t* (0%i<n) et t = t¥* |
i+ i - n

1

De plus, quel que soit le transformé birationnel (S',p') de S,

pour que t appartienne 3 1'image de Irr(p'-l(s)) dans S%, il faut et il

% ]
suffit que S$' domine Sn+

1

On appelle n 1'ordre de t, On désignera ici par S(t) (resp. par
S+(t)) le transformé birationnel 5, (resp. Sn+1) de S, Par abus de notation,
on désignera encore par t le point fermé t, de Sn et par t* son image réci-
proque tﬁ dans S 1

On munit S%* de l'ordre suivant :

t; < t, <> 5 (t,) domine § (t,)

8i ¢; <4 t,, alors k(tz) est une extension de k(tl). L'ensemble ordonné S*
a pour plus petit élément s™*, et toute partie majorée de S$* est finie et
totalement ordonnée (5% est un "arbre de souche s*"), De plus, 1'ordre n
de t € S* est la distance, dans 1'arbre S*, de s¥ a t (n =4k [s%,t]),

La proposition suivante explicite la description 2,1 des trans-

formés birationnels de §,

Proposition 2.4, La fonction qui 3 un transformé birationnel p : §' = §

de S associe la partie Irr(p-l(s)) de 8% induit une bijection entre 1'en-

semble I (2,1) et 1'ensemble des parties finies de $¥% qui, avec tout €lément,

14
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contiennent ses prédécesseurs,

Soient D est un diviseur = O sur S et t € §%, On dit que t appar-
tient & D si le point fermé t de S(t) (2,3) appartient au transformé pur

= adhérence schématique de D -{s})de D sur S{t).

Définition 2.5. Soient t, t'€ %, On dit que t' est proche de t si '€ 5 (£)¥

(2.2) et appartient & la curvetta t¥* de t (2.3).

Si t' est un successeur immédiat de t, alors t' est proche de t ;

si dans une suite (t.) chaque t

. est successeur immédiat de t_, et
i"0%i=n i

+1
si tn est proche de to’ alors ti est proche de to pour 0<isn et tn n'est

pas proche de t, pour 0<i=n-l,

i

(2,6) Soient A un anneau local noethérien de dimension n, T son spectre,
; : B i

m son idéal maximal, k = A/m son corps résiduel et P = L a, X~ som

0Si<n
polyndéme de Hilbert-Samuel

n+1) pour n grand,

P(n) = dim ("/m
Rappelons que la multiplicité g dans T du point fermé s vérifie par défi-

nition

a ., = us/(n-l) f

Lorsque n = 1, on a donc simplement

n+1

u pour n grand.

8

R n
dlmk m /m
En termes géométriques, us peut se définir comme le degré, dans 1'espace

projectif sur k Pk(m/mz), de la fibre spéciale de 1'éclaté de T le long

du sous-~schéma {S}.

15



Rappelons que si Y et Z sont deux sous-schémas fermés d'un schéma
X, alors, le transformé pur de Y dans 1'éclaté X de X le long de Z, adhé-
rence schématique de Y \ Z dans §, n'est autre que 1'éclaté de Y le long
de Y 0 2,

Supposons que T soit un sous-schéma fermé d'un schéma régulier U .
Soient p : U, —3> U l'éclaté de U le long de {s}, s* 1'image réciproque de

1

s dans U, et T' le transformé pur de T dans U

1 Ce qui précéde montre que la

1
multiplicité de T en s est le degré dans 1'espace projectif s* du sous-schéma
s* T

Supposons en outre que T soit un diviseur de U, soit T¥% son trans-
formé total dans U1 (le diviseur image réciproque) et définissons v par la
formule T = v % + T', Si X est une droite de s¥, et si on calcule les

caractéristiques d'Euler-Poincaré comme sommes alternées de dimension sur k,

on sait que

. L
(2.6.1) (X,s%) = X(0, ® 0.4)

degy 0(s%) = -1

et on a vérifié que

L
) = = * Yy = o4
(2.6.2) X,T) X(QX & ET') deg _x (s* N 1) Mg
La formule de projection
1L I iR
= 3 =
RP—)(»(QX ® QT*) RP%(QX @Lp 9-'1‘) Rpy QX @ QT
et son corollaire
(X, %) = vw(X,s%) + (X,T') = 0

fournit, par (2.6.1), (2.6,2), l'identité

(2.6.3) uoo= v

16
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Proposition 2,7. Soient T un diviseur 2 O dans un schéma régulier U, s un

point fermé de U, U, 1'éclaté de U le lomg de {s}, s* 1'image réciproque

de s dans U., T' le transformé pur de T sur U, et T* son transformé total.

1’ 1
Il yv a identité entre
(1) La multiplicité, au sens de Samuel, du point s de T,

(i1) Le degré, dans 1'espace projectif s¥, de s* N1 7',

(iii) La multiplicité de s¥ dans le diviseur T¥,

2.8. Reprenons les hypothéses de 2.0, Soit D un diviseur 2 O sur S et

t € 8%, La multiplicité ut(D)g_q D en t est, par définition, la multiplicité
en t du transformé pur de D sur S(t) (2.3). La fonctionde t ut(D) a

pour support 1'ensemble des points infiniment voisins de s qui appar-
tiennent & D (2.4). Lorsque D est régulier, les nombra;pt(D) k() & k(s)]
sont égaux & zéro ou un : en effet, les transformés pur D' de D sont iso-
morphes & D, et on applique la définition (2.6) des multiplicités,

Les nombres d'intersections se calculent en termes de multiplicités :

héoréme 2.9. 5i les diviseurs D et E ne se coupent qu'en s, on a

(B} = = udu E) (k(e):k]
. tE€g¥ t

lz somme étant étendue aux points infiniment voisins de s communs & D et E.

Preuve. Soit p : S' —> S un transformé birationnel de S, On désigne par

e

D¥* et E* (resp. par D' et E') les transformés totaux (resp. purs) de D et E,

17
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Lemme 2,9.1. (i) Le transformé total D¥ est caractérisé par :
1

(s)

(a) D¥ - D' est concentré sur f

(b) si X est concentré sur f-l(s), alors (D*,X) =0

(i1) (D,E) = (D*,E¥) =(@*,E') = (D',E¥),

L'assertion (i){(a) est triviale, et (1)(b) résulte de 1.6 (vi).
Que (a) et (b) déterminent D* résulte de 1.9. Par construction, le conoyau

de la fléche de O dans f,

9 est fini, d'od

9%

L3 - 42, = { 3 =
(D*,E*) = y(f 9 ® gE.) x(_qD B £, ) x(gD ® QE) (p,E)

O
ce qui, par (i), entrafne (ii),
Prenons pour S' 1'éclaté de S en s, D'aprés (2.9.1), (2.5.3) et

2.7, on a

(2.9.2) (0,E) = (D¥,E') = (D' + p(S) s¥,E')
8

= 0,E") + p (D) (s*,E") = (D',E") + usm)usm)[k(s):k] .

Le théoréme 2.9. se prouve maintenant par récurrence sur (D,E), par une

application itérée de (2.9.2).

(2.10) Soient A un anneau local noethérien ré&duit de dimension un, s le
point fermé de Spec(A), A le normalisé de A et k un corps dont k(s) soit
extension finie, Supposons que X soit fini sur A (i.e. que le complété A"~

soit réduit). On appellera invariant 8 de la singularité de Spec(A) en s

la longueur, calculée sur k, du A-module A/A.

18
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Théoréme 2,11. Soit D une courbe réduite tracée sur S, Alors :

(i) Quel que soit t € S¥, on a, avec les notations 2.8

w® = > b D) [k(EN) :k(E)]

t! proche de t

(ii) Supposons le normalisé D de D fini sur D, et soit d = x(gs/gn) 1'in-

variant de 1a singularité de D en s. Pour tous les t € 5%, 3 1'exception

d'un nombre fini, péD) est égal A zéro ou un, et on &

1
&= I — 1 (D) (p_@)»D [k(t):k]
cegr 2 ¢ t

Soient p : §. —> S 1'6claté de S le long de {s}, D* le trans-

1

formé total de D et D' son transformé pur. En vertu de (2.7}, on a
(2.11.1) D¥ = D' 4y ) s* et
(2.11.2) b ()= (s%,0') . [k(s):k]™!

La curvetta s* est non singulidre, de sorte que, par 2,8 et la
définition 2.5, la formule 2.9, appliquée aux diviseurs s* et D' de Sl’
stécrit
(2.11.3) (s¥,D) = Z g (0 [k(e'):k]

t' proche de s t!
L'assertion (i) pour s = t résulte de (2,11.2) et (2.11,3), et le cas géné-
ral s'obtient en appliquant ce résultat au localisé en t de §(t) (2.3),

Désignons par m 1'ifdéal maximal qui définit {8}, et soit n 2 0,

On sait (SGA VII 3.3) que

(2.11.4)  py 05 (-ms*) =m" et Rp, o (-ns¥) =0 (i>0)
1 1

19
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On déduit de 1la, et de la suite exacte

- *) —> —_ —
0 —> 0, (-n s*) O 0 4% o

1 1
que
n i .
(2.11.5) Pr O gw = Og/m et Rpy 0 , =0 (i>0)
et que
= 7y o nln+l) .
(2.11.6) X0 ) = X(Qg/m) LR {k(s):k] .

Faisons n = 0O dans (2,11,4). Quel que soit le complexe K de

faisceaux cohérents sur §, on a par la "formule de projection"

)iN
K —=% Rpy, Lp*K (=R® Rpy 9 )
1
En particulier, puisque Lf*gD = f¥ Op = Opws on a

(2.11.7) Px Opx = 0 et Rlp*gD* =0 (i>0)

Posons E = uS(D) s* | Dlapres (2.11.1), (2.9.1) (i) b et (2.6.1) on a
(2.11.8) X(QD'HE) = (D',E) = (D% - E,E) = —-(E,E) = —us(n)z(s*,s*)

= 0, @7 [k(s) : K]
La suite exacte
0 = Opx = Oy, EBQE > a0
fournit par image directe, grace a (2.11.7) des suites exactes
o —> OD — f*QD' @ f*gE —> E*QD,HE-—+> 0

et

— —_— -
o E*QDI/QD f*‘_O_E""—? f% QD'QE > 0

20



D'apréds (2.11.6) et (2.11.8), on a donc

(2.11.9)  X(£40,,/0) =1 (DG (+DIk(s): €] = (7 Lits) : K]

1
*Q'D‘ ?
1
2

b (D) ( (D) -1 [k(s) : k]

Les schémas D et D' sont réduits, ne différent qu'en s, et D!
est fini sur D. Ces schémas ont donc méme normalisé, et l'invariani & de
la singularité de D en s est somme de X(f*QD‘/QD) et de la somme des inva-
riants S dessingularités de D' en les points de D'} s*, Prouvons 2,11 (ii)
par récurrence sur 6, Si pS(D) > 1, l'hypothese de récurrence s'applique
& D', et 2.11 (ii) résulte de (2.11.9). $i p (D) =1, alors (D',s*) =1
et D' N s* est un diviseur régulier de D' ; par (EGA IV 19.1.1), D' est
régulier ; par (2.11.9), D = D' est lui-méme régulier et 2.11 (ii) résulte

de 2.8,

2.12, Soit t € S¥ et S' un transformé birationnel de S qui domine S+(t) (2.3).

On appellera transforms total de t sur S', et on désignera encore par t¥*,

le transformé total sur S' du diviseur t¥* de S+(t).
Soit v une fonction & support fini de $* dans N et supposons que

Vv vérifie, quel que soit t € §¥%

(2.12.1) wt) = Z vty [k(t?) @ k(e)]

t' proche de t
(inégalité des points proches). Soient £ : S§' — § un transformé biration-
nel de S qui domine les S+(t) pour t dans le support de v, et V¥ le diviseur

L (L) t* sur s7,
tesH*
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On désignera par I(V) 1'idéal de QS image directe par f de 1'idéal

de O, qui définit le diviseur v¥ .
1(v) = f£,.0(-v¥) .
D'apreés (2.11,4), cet idéal ne dépend pas du choix de S'. Les idéaux de S

obtenus par ce procédé sont ceux que Zariski [11] appelle "complets".

Théordme 2.13. Sous les hypoth@ses précédentes, on a

X(Qg/1(V)) = & V) (V(E)+L) [k(t) : k]
tEs¥ 2

et

Rfy O, (V%) = 0 pour i >0

En vieux francais, on exprime ceci, briévement, en disant que :
"exiger qu'une courbe plane passe n fois par un point t, projectif ou infi-
niment voisin, impose n{n+l) conditions, en général indépendantes, aux
2

coefficients de son &quation®.

Prouvons tout d'abord le lemme

Lemme 2,14. Soient p : S1 —> § 1'éclaté de S le long de {s}, T un sous-

schéma fermé de S1 , d4'idéal q, D un diviseur, n un entier, J = 0(~s¥)

1'idéal de S, qui définit le diviseur s*, Y = Spec(0, /J%q), D un diviseur
1 pec(Qg un diviseur
1

régulier sur § et D' son transformé pur sur S., On suppose T 1 s¥ et

1
T N D' finis.

(i) §i-1gk(s) (TN s® <n+l, ona

Rip* (.0 =0 pour i > 0 et, pour T artinien,

18, (g) Qs /Px(a 3 = n(r21+1) + gy (D
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(i1) si lgk(s) (THs*) £ n, ona

lay sy (P N Spec(Qg/pyla I = a4 18, (s) (o' N1 .

Soit la suite exacte sur S1
n n U n
(2.14.1) 0—>J.¢—>J —>J @0, —>0

Pour prouver que Rpy J'.q = 0 (i > 0), il suffit par (2.11.4), de montrer
que la fl2che py{u) est surjective. D'aprds le théor2me des fonctions

holomorphes, il suffit de prouver que les fleches

u, pe (3" ® 0/7%) —> p, (1" ® [ 0/3%)

sont surjectives,

On désignera par GrJ un gradué associé pour la filtration J-adique,

1 m+1

Le module Jmf3m+1 est isomorphe & QS*(m) ; on a donc R p*Jm/J =0 et

n+k+1 n+k

ia flache de p*(Jn/J } dans p*(Jn/J ) est surjective, Pour prouver,

par récurrence sur k, que les fladches u sont surjectives, il suffit donc

k
de prouver, la surjectivité des vyt

v 1 p(I" @ 6r5(0) —> p (" @ o)) (k2 0)

k

k+1

Le module Grﬁ(QT) est un quotient de Jk/J ® 0. ; il est donc de longueur

=T

sur k(s} au plus n+l. Le noyau N de la flache surjective

VoL n k no .k
Vi 2 3 ®6r(0) ~ 0.4 ntk) —>J @ GrJ(_QT)

est donc un faisceau inversible sur la droite projective s¥, de degré = -1,
On a Rlp* N=0et Vi

8i T est artinien, de la suite exacte (2,14.1), on déduit main-

= p*(vé) est surjectif,

tenant que

lg(s) (pyd™/p, (3"Q)) = 18 (o) ©Op) s
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et 2.14 (i) résulte de (2.11,4) et (2.11.6).

Soit I 1'idéal (monog2ne de O_, qui définit D'0T. Sous les

Dihr =D

hypothéses (ii), la suite exacte
0 = Ty = Gy —> 0y~ 0
montre que D'(YT vérifie 1'hypotheése (i).
La projection p établit un isomorphisme entre D et D' ; par cet
isomorphisme, & 1'idéal de 0, qui définit le sous-schéma D N Spec(OS/p*(q RiD))
de D correspond 1'idéal de D' engendré par les sections globales de g J°

sur Sl. Cet idéal est contenu dans 1'idéal de D' qui définit D' Y, I1

lui est en fait égal, car toute section de 0

bty y S prolonge en une sec-

tion de 951 : osi ID‘U y est 1'idéal qui définit D'U Y, 1l'obstruction ou

prolongement se trouve dans Rlp*(ID,UY). On a

1 0(-D")N q 3% = (0(-DHNJI™ N g " = o(-p")I" N q "

DU Y

(o(-p"HN q). J°

L]

et, d'aprés (i) appliqué a D'U T, il n'y a pas d'obstruction.
On a donc
n - '
(2.14,2) 18, (s) (N spec(Q./ps(a 37))) 18y () (r'Ny) .
De 1'isomorphie
Jn ® QDl/q-ng —:_> QD' 'Jn/ng 'q'Jn
on déduit que la suite suivante est exacte

—3> 0

n
— — s
0 J ®D' gD'ﬂY =p'N n s¥ o

nT

de sorte que
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= ' 3
(2.14.3) 1gk(s) (p'NyY) = n (D',s*) + lgk(s)(D'ﬂ T)
Puisque (D',s*) = 1, 2,14 (ii) résulte de (2.14.2) et (2,14,3).

Prouvons maintenant, par récurrence sur le nombre d'éléments dans

le support de v, les assertions de 2,13 et l'assertion suivante :
(2.14.4) Si D est un diviseur régulier sur 8, alors,

x(DN Spec(Qg/T(M) = T v(v) [k(e) : k]
t sur D

S§i v = 0, alors V¥ = 0, 1(v) = Oy et 2.13 et (2.14.4) sont tri-

viaux (la seconde assertion de (2.13) résulte d'une application itérée de
(2.11.4) pour n = 0), Sinon, on a v(s) > 0, et il existe un S-morphisme
g: 8§ — Sl' Pour chaque point fermé a de Sl, soient S1a le localisé de

§, en a, V_ la restriction de v & S.% | S' le localisé S' = §'X S, ,
1 a la a a g la
1

1(v,) = gg 05 (-v.¥), T, = Spec(gsl/l(va)), T = U T, (réunion finie dis-

jointe) et q 1'idéal de T, On a, avec les notations de 2,14

(2.14.5) g 0(—v) = q.3V(®)
L'hypothese de récurrence s'applique aux (sla’ S;, Va).
On a donc
(2.14.6) Rlg, 9g1(-V¥) = 0 pour i > 0
(2.14.7) X(T) = ) v{t) (W(e)+1) [k(t) : k]
tes#uf s} 2
et, d'apréds (2.14.4) appliqué au diviseur s¥* de §, et 1'hypothese (2.12.1)
lg gy (PN &) = 2 v(t) [k(D) : k()] < w(s)

t proche de s
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Cette inégalité nous permet d'appliquer 2.14 ; de (2.14.5), on tire

Rlp* gw O(-v¥} = 0 pour i >0

1gk(s)(9,s/p-)l- g% .9.(-\)*)) = M%M + ng(s) (T)

de sorte que les assertions (2,13) résultent de (2.14.6) et (2.14.7).

Enfin, 2.14 (ii) fournit
= o v
lgk(s) (DN Spec (QS/I(\))) = v(s) + 1Dk(s) (Nt ,
soit par (2,14.4) appliqué a D!,

X(Dh Spec(0 /1(V)) = v(s) [x(s) : k] + =  v(t) [k(e) : k]
t sur D

= vie) [k(e) ¢ &1 .
t sur D

Ceci achéve la démonstration de 2,13,

(2.15) Des bribes de ce qui précédent se généralisent en dimension supérieure,
Soit S le spectre d'un anneau local régulier de dimension n de point fermé
s, k(s) étant une extension finie de k. On peut encore considérer 1'ensemble
I des schémas £ : S' —> § déduit de S par éclatements successifs de points
fermés et poser comme en 2.1
* = 14 -1
§* = lim Irr{f "(s)
—
s'e€ 1

S* s'appellera encore 1'ensemble des points de S infiniment voisins de s,

Si X est un sous-schéma fermé de S, et si t € S*, on définit
comme en 2.8 la multiplicité de X en t,
Soient £ : S' —> § un composé de morphismes d'éclatement de

points fermés, D un diviseur sur S, D¥ = f¥ D son transformé total sur §',
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E une courbe sur S, E' son transformé pur sur S' et supposons que D (\ E

soit réduit & s. La formule de projection donne encore

(2.16) (D,E) = (D*,E'")

Procédant comme en 2.9, on prouve & 1'aide de (2,16) que

(2.17) (M,E) = L w0 u@E) (ki) : k]
tEsH

Définissons les points proches comme en 2,5, Procédant comme

en 2,11, on vérifie que

(2.18) ut(E) = Z ut,(E) {kCe) & k] .

t' proche de t

Par contre, la formule 2,11 (ii) devient fausse en général (voir les exem~

ples 2.25),

2,19. Soit S une surface projective et régulidre sur un corps k. On désigne

par $* la somme disjointe, &tendue aux points fermés de S

§¥* = 1L spec (g ¥ s
s€S ’

et on appelle $% 1'ensemble des points infiniment voisins des points de S.

Soit I l'ensemble des surfaces déduites de S par éclatements
successifs de points fermés. L'ensemble I est cofinal dans 1'ensemble des
mod&les réguliers du corps des fonctions de S, ordonmé par domination. Pour
i € I, on désigne par Si la surface correspondantes, munie de p; ¢ Si - S,

: L+ - P
On désignera par Dlv—(Si) le groupe des diviseurs, positifs ou non, sur Si'

Définition 2.20. (i) Le groupe des "courbes" sur § est 1'ensemble limite

inductive lim Dive<(S.)
inductive | 3
i€l

(ii) La catégorie des "faisceaux inversibles" sur S est la limite inductive
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(SGA 4 VI 6) des catégories de faisceaux inversibles sur les (Si)iEI

Ces objets sont des invariants birationnels de S.

Exemple 2.21. (i) Chaque "courbe" € sur § définit un "faisceau inversible"
0(C) sur s,

(ii) Chaque diviseur C sur S définit une "courbe" sur S, qu'on désignera
par C¥,

(iii) Si t € S*, on définit comme en 2.3 la surface S+(t) et le diviseur

¥ sur S+(t) ; on désigne encore par t* la "courbe" définie par t¥,

(2.22) On vérifie facilement qu'une "courbe" C (resp. un "faisceau inver-

sible" £) s'écrit d'une et d'une seule fagon sous la forme

C=c¢ct - ¥ i t* vresp. £=8& ® 90 (-T i t%)

t
O res# ° tes*
ol C0 (resp, £0) est un diviseur (resp. un faisceau inversible) sur § et
ol les it sont des nombres entiers presque tous nuls. On dit que C (resp. &)

est la courbe c. (resp. le faisceau inversible SO) affectée de multipli-

cités virtuelles it'

%
(s%) des "courbes™

Le complété Divi (5) xZ° du groupe DivE (8) Xz
sur S est encore un invariant birationnmel de S ; on 1'appelle le groupe der
"courbes généralisées” sur S. Sur S, une "courbe généralisée" C se repré-
sente par un diviseur CO, affecté d'un nombre pouvant &tre infini de mul-

tiplicités virtuelles,

On définit de méme les "faisceaux inversibles généralisés" sur S,

28



- 29 - X

Exemple 2.23. Supposons k parfait. Alors, le faisceau inversible Qg/k s
affecté d'une multiplicité virtuelle ~1 en chaque point t € S¥, et un
invariant birationnel de §, soit Qg/k .
Exemple 2.24. Soit £ : S1 —_— S2 un morphisme dominant de surfaces pro-
jectives régulidres sur k, On définit sans difficulté 1l'image inverse d'ume
"courbe" ou d'un "faisceau inversible" sur 52’ en passant a un modéle de S,
ot cette “"courbe™ ou "faisceau inversible" est diviseur ou faisceau inver-
cible usuel. Par passage & la limite (je n'ai pas vérifié si ce passage 2
1a limite était possible), on définit de méme 1'image réciproque d'une
"courbe généralisée", ou d'un"faisceau inversible généralisé" . Supposons

k parfait et f génériquement étale. La différente GX£) de f est alors le

diviseur positif sur S1 qui vérifie

2 ~ o A2
£ Qszlk (R(£)) =» 0

k
/
Cette différente n'est pas un invariant birationnel de f ; pour obtenir

un invariant birationnel, il faut considérer la "courbe généralisée” de

cotncidences

B =) + T - (T %)

* #*
tES1 tESz
soit, brigvement
2 2 %
* = -
O*(f) Qsl/k f*QSZ/k

Cette "courbe généralisée" 2 un support contenu dans le fermé de s, on f

n'est pas étale,
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(2.25) Exemple,

Soient k un corps algébriquement clos et En 1l'espace affine 2
n dimension sur k. Soit C une courbe réduite dans En, présentant une sin-

gularité a l'origine. A cette singularité on associe son "diagramme d'Enriques”

(cf, [3]),qui est le graphe de sommets les points infiniment voisins de O
sur C (2.4 et 2,15), chaque sommet étant joint par un trait & ceux qui lui
sont proches (2.5 et 2.15). Ce diagramme détermine les multiplicités de
ces points sur C (2.11 et 2.18) et, pour n = 2, l'invariant 0 (2.10 et 2.11)
de la singularité de C 2 l'origine.

Pour les singularités planes les plus simples, on trouve :

Dessin équation & diagramme (avec multiplicités)

JR——— y=20 0 1 ! ! ! ! ! L

><_ LS S SIS S S
xy =0 1 2.~

< y? =’ 1 1 1 1
Si n > 2, 1'invariant § n'est plus déterminé par ce diagramme.
Ainsi, la réunion de 3 droites concourantes coplanzires (resp, nen coplenaires)
a un invariant § = 3 (resp. & = 2), alors que le diagramme d'Enriques est
le méme, J'ignore si ce phénomdne se présente aussi pour des courbes
unibranches,
Voici deux exemples de diagrammes, relatifs au ¢as n=3, qui
ne peuvent se présenter pour des courbes planes (cf. 2.5).

On donne successivement les équations de la courbe, les équations
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de la transformée pure aprés éclatement de 1l'origine, des équations para-

métriques de la courbe, 1l'invariant § et le diagramme d'Enriques,

e (3/2)? = (g/2)> x = ud
¢ ¥ 7= “7
23 = x2 s z = (x/z)2 , z = u4 s 8=5
(2.25.1)
vz = x3 (y/z)2 = (x/z)3 X = ug
= u9
2 = Yz ) z = (y/z)2 , z = , 5 =10 ,
(2.25.2) 6 2
1
1
1
1
1

2.26. Le théorzme 2,27 ci~dessous &tait &énoncé sous la forme d'une conjec-
ture fausse dans la premi2re version (diffusée par 1'IHES) de cet exposé,
Il doit beaucoup & des conversations avec D,S, Rim, dont il englobe
certains résultats (D.S. Rim, torsion differentials and deformations,

theorem 2.7 (i)).
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Soit C wune courbe projective réduite sur un corps algébriquement
clos k , et s € C(k). On désignera par
A_: l'anneau local de C en s {(ou son complété, cela reviendrait au
méme pour ce qui suit) ;

A : le normalisé de A ;
s s

6(5):dimk(A;}As) ;

mo(s) : la dimension du schéma versel formel T des déformations de Spec(AS).

Pour E wune composante irréductible de T , on posera encore

n(s) = dim(E).
o

Les modules T des dérivations de A; et T des dérivations
de As sont sans torsion ; ils s'injectent dans le module des dérivations
du corps des fractions de AS , pour A intégre, et dans le module des
dérivations de 1'anneau total des fractions de Al (un produit de corps)
dans le cas général., De plus, via ces inclusions, T et 77 sont
commensurables : T/T01" et 1 /T sont de dimension finie sur k .

On pose

m(s) = (17 : 7] = . dim (FT/TAT) - dim (1/T07T)

Théoréme 2.27. Soit E une composante irréductible du schéma formel

versel T des déformations de Ay - 81 "la déformation de A, au-dessus

du point générique e de E est lisse", i,e. si 1'image du sous-schéma
2¢ est iisse’, 1. g

formel de non lissité (défini par un idéal jacobien : VI 5), fini sur T ,

ne contient pas e , alors

3 8(s) = mg(s) + ml(s)
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La validité de 2,27 ne dépend que du complété de AS
Remplagant {C,s) par (C',s) formellement isomorphe & (C,s) en s ,
on peut supposer que les conditions suivantes sont vérifiées
(a) s est le seul point singulier de C ;
(b) € n'a pas d'automorphismes infinitésimaux,

La condition (b) nous garantit que la foncteur des déformations
de C est proreprésentable, 11 est m@me effectivement pro-représentable,
car il n'y a pas d'obstruction 2 relever un faisceau inversible (ample)

donné sur C , Soit f : Xo —— TO 1a déformation universelle de C

et t_ le point fermé de T : C =X .
o) [} oto

Lemme 2,28, Il existe un schéma de type fini gsur k T

oY € Tl(k)

et f: X1 — Tl’ propre et plat, de fibre C en tl et tel que

pour tout u € Tl(k), le complété de Tl en u soit un schéma formel

de modules pour lag fibre X

1lu
Voici une démonstration directe de ce corollaire de résultats
généraux d'Artin. Soit £ wun faisceau inversible trés ample sur C ,

tel que Hl(C,S) =0, et P =PHENL). ona v: cC—>P. Soit T,

le schéma de Hilbert, classifiant les sous-variétés de P de méme

polyndme de Hilbert que v{C) € . Soit £, € T, correspondant 2 v{(C).

Le complété T; de T2 en t, est lisse sur SO , le fibré tangent

vertical de T;/TO se déduisant du sous-fibré L du fibré tangent de TZ

image de Lie(Aut(P)) pour l'action de Aut(PP) sur T,. Au voisinage

de t,, soit fl . fn n = dim Aut(IP ) équations définissant un

sous-schéma Ti de T2 passant par t, et de complété en t, étale sur T0

On prend pour T, un voisinage de t dans T; ot le fibré tangent soit

transverse & L .
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2.29. Au morphisme de foncteur

(déformations de C) ———> (déformations de AS)
correspond un morphisme p : To —> T , D'aprés VI 2.10 s p
est lisse. Soit t le point fermé de T . L'espace tangent de Zariski
de p-l(t) en t classifie les déformations localement triviales de

¢ sur kel (e?= 0). Posant E = p_l(E), on a donc

1

(2.29.1) din(E ) = din(E) + dim H'(C, L

)

Puisque XO/TO est plat, les fibres de XO/TO ont toutes
le mefle genre arithmétique p (l-p = x{(6)). Par hypothése, la fibre
au point générique de Eo est lisse ; le schéma formel des modules d'une
courbe propre et lisse étant lisse de dimension 3p-3, on déduit de

2,28 que

(2.29.2) dim(E) = 3p-3

Soit € la normalisée de C, de genre arithmétique

P =p - 8(s). On a

1

. 1
(2.29.3) dim H (C,TC/k

)y = -x(c,1-,) =

1
c/k
= - X(C~,Té~/k) +m () = ~[3(p-8(s))-3] + m, (s)

Les formules (2.29.1) (2,29.2) (2.29.3) prouvent 2.27.

Conjecture 2.30. Toute courbe propre réduite a une déformation lisse.

Cette conjecture implique, par 2.27 et 2,28, que le schéma formel
versel des déformations de AS est toujours équidimensionnel, de

dimension 36(s) - ml(s).
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2.31. Soit C une courbe propre réduite sur k, de genre arithmétique p .
On désignera par

M0 : 1la dimension du schéma formel versel T des déformations de C ;

My : la dimension de l'algébre de Lie de Aut(C).

Pour E wune composante irréductible de T, on notera MoE

la dimension de E .

L'analogue global de 2.27 est le suivant,

Proposition 2.32, 8i la déformation de C au-dessus du point générique

de E est lisse, on a

3p-3 = Mi - Ml

Soit X & C(k) un ensemble fini de points lisses de C , tel
que tout champ de vecteur sur C, s'annulant en tout point x € X, soit
nul, Le foncteur des déformations de ((C,X) est proreprésentable, et
vérifie une variante de 2.28 . Le schéma formel des modules de (C,X)
est lisse sur T , de dimension relative #X - M, , et de 1l'analogue

i
de 2.28 on déduit que

Mo+(*X-M1) = 3p -3+ #X,

d'olr 2.32.

Supposons k de caractéristique O . On a alors Ml = dim Aut(C),

Voiei une interprétation analogue de ml(s).
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Lemme 2.33. Si k est de caractéristique O, toute dérivation de As

se prolonge en une dérivation de A:

Si D est une dérivation de A_, exp(Dt) = £ d" t7/al est
un automorphisme du complété en (s,0) de AL @ k[{t]. Par tramsport de
structure, cet automorphisme agit sur le normalisé (A;’® k[t])A de
cet anneau. Réduisant mod tz , on trouve un automorphisme 1 + Dt de
A;'AG& k[t]/(tz), et D se trouve ainsi prolongé en une dérivation

~A

de AS . Puisqu'il se prolonge aussi au corps des fractions de As

(anneau total des fractions si As n'est pas integre), il se prolonge 2 A: .

Supposons s singulier. Un argument analogue montre alors que
le champ de vecteur sur Spec(A:) défini par D s'annulle en tout

point au-dessus de s

Soit ¢ un idéal de A: contenu dans le conducteur de A;?AS .
Soit G = égE(Agyc) et soit G, le sous-groupe de G: qui stabilise
la sous-algébre As/c ., Pour d Cc, Gg stabilise c¢/d et s'envoie
sur G: (remarquer que g € G: est déterminé par g(t), pour t une
uniformisante, et que g(t) est n'importe quelle uniformisante). L'espace
homog&ne pointé GZVGC est donc indépendant de ¢ , On note G /G.

Soit T: le A;Lmodule des champs de vecteurs sur Spec(Agj

qui s'annullent en les points au-dessus de s . Pour s singulier, on

dimk(TN/Tg3 = pombre de branches ;

T;VT <= espace tangent & 1'origine de ¢ /G .
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Proposition 2.34. En caractéristique O et pour s singulier, 1'entier

ml(s) est somme du nombre de branches et de la dimension de G /G .
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SGA 7

EXPOSE XI

COHOMOLOGIE DES INTERSECTIONS COMPLETES

par P. DELIGNE

1. Cohomologie de 1l'espace projectif et des intersections compl2tes

Soit X une variété projective non singulilre complexe, purement
de dimension n, et soit O(1) un faisceau inversible ample sur X. D'aprds

Akizuki et Nakano [1], il résulte du vanishing theorem de Kodaira {4] que
*) Hl(X,Qi (-1)) = 0 pour i+$ < n .

D'aprds [1] toujours, ce résultat implique le "théor2me de Lefschetz faible",
en cohomologie complexe. On se propose de montrer, par force brutale, que si
X est un espace projectif sur un corps de caractéristique quelconque, alors
(*) reste vral. Ceci permettra, 2 1'imitation de [1], de comparer les coho-
mologies de Hodge et de De Rham des intersections compldtes, sur un corps
de caractéristique quelconque, & celles de 1l'espace projectif.

On explicite ensuite quelques conséquences des résultats obtenus,
Au n® 2, on expose des résultats qualitatifs déduits de la formule numérique
de Hirzebruch (2.2). Je tiens 2 remercier N, Katz de 1'aide qu'il m'a appor-

tée dans la conception de ce numéro,

1.0. Soit E un module localement libre de rang r+l sur un schéma 5. On_buppose
que r > 0. Rappelons que IP(E) désigne 1'espace projectif relatif sur S des
hyperplans de E . On désignera par p la projection de P(E) sur § et par

ne€ HO(S,Rlp*(QEP(E)/S)) l1a premi2re classe de Chern, style Hodge, du faisceau
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inversible 0(1). Rappelons que 7 est l'image par la différentielle logarith-

1
P(E)/S

tout faisceau F de O-modules sur PP(E), on pose

mique df/f : 0¥ — N de la classe de 0(1) dans HO(S,Rlp*g*). Pour

F(n) = F® o(1)®® (n €2)
Théordme 1.1. (i) Les faisceaux Rip§(QJE(E)/S(n)) sont localement libres,
et leur formation est compatible 3 tout changement de base.
. . i i i . .
(i1) Pour 0Sisr, la section 7 de R p,{Q }P(g_)/S) définit un isomorphisme
entre ce falsceau et _(_)_S . De plus,
Rip of = 0 our i ¥ joui >r

* (BN /S povL ==
(i1i) 8i n # 0, alors, en dehors des deux cas suivants, Rip*(ﬂjm(g)/s(n))
est nul :
(1) 1=0etn>]j
(iiib) i=retanc< j-r

Soient V(E) = Spec (Sym* E) 1'espace affine défini par E, e sa
section nulle, Y(E)¥* le complémentaire V(E}* = ¥(E) ~e(S), a et a' les

projections de V(E) et V(E}* sur S et q la projection de V(E)* sur IP(E) :
V(E) <— V(E)¥ —+—> P(E)
a L a'
e P
S

L'espace affine épointé V(0(1))* sur WP(E) est canoniquement
isomorphe & V(E)¥, de sorte que, pour tout faisceau quasi-cohérent de

O-modules F sur P(E), on a canoniquement
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(1.1.1) a4 O F = 2_ F(n)
n€Z

Cette graduation de g, q¥ F peut se déduire de 1'action, sur ce
faisceau, du groupe ¢ des homothéties de V(E).

Les champs de vecteurs relatifs sur V(E) s'identifient aux
S-morphismes de V(E) dans V(E) (identifié 2 1'espace tangent 3 1l'origine).
Le champ de vecteur X défini par 1'application identique de V(E) est inva-
riant par homothéties, Ce champ de vecteur est tangent aux fibres de q et

définit une trivialisation

(1.1.2) Xt Oy pey) T Qup)w

Si les X, forment une base de L, on a

= i
X Z:xi dx
Puisque Ql est de rang un, la suite exacte
V(E)*/P(E) ’

1 1

\ 1
0> aMpiys ™ Tyepyws — Cy@rmpE) 0

induit des suites exactes

wol i 1 i-1
0> Mpeys T Yv@ss T Vv@ree T pE)sT 0
Celles-ci se réécrivent (1.1.2)
. & i XL i-1
L.1.3) 0= apgy/s ™ Vygyns = > TpE)s 70

On a canoniquement

. i
1.1. ot = g%
(1.1.4) Tv@ /s & NE
Les suites exactes courtes (1.1.3) s'obtiennent donc en fractionnant une

suite exacte longue sur V(E)¥*

# 1 % i-1 i-2
(1.1.5) ... —>a' /\_I_Z_—XL;'a" N g S g A E—>.
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Cette suite exacte longue n'est autre que la restriction & V(E)¥ de la
résolution de Kozul de 0 sur Y(E),
~e(8) =
Projetons la suite exacte longue (1.1.5) sur P(E} par le morphisme
affine q. En vertu de (1.1.1) et de la formule gua'¥ = q,q¥p¥, on obtient

une suite exacte longue

i-1
(1.1.6) ... —> T p* I\E(n)—-—> T p* AN E() —> ... .
n€ Z n€ Z

Celle-ci se fractionne en suite exactes courtes, images de (1.1.3),

i-1

pE)/s™ =0

(1.1.7) 0—>
nk Z

() — L p* A E(n) .S e

o
BE)/S n€ zZ n€ zZ

Les suites exactes (1.1.7) sont sommes de suites exactes

(1.1.8) o—>oqb (n)——>p*i\E(n 1) s ol {(n) —>0 .

PE)/S IP(E)/S

Rappelons (EGA III 2.1.15 ou FAC) que les Rlp*g(k) sont localement libres

de formation compatible & tout changement de base, et que
i
(1.1.9) Rp, O(k) =0 sii#0, v, ousii=0, k<0, ousii=r,k>r-l,
i j
et que R pup* A E(k) est donc nul sous ces mémes conditions.
Les suites exactes (1.1.8) fournissent une résolution

i o
(1.1.10) 0—> ot (@) Bs p* fEG@-1) > ... — p* AE(n-0) —> 0

P(E)/S

d (n). La suite spectrale définie par cette résolution dégéndre

i
¢ VpE)/s
(El = E_) pour des raisons de degré (1.1.9) ; pour 0 < j < r, elle fournit

.11 ®paty ) = (L s W e X )

Puisque r 21, un argument de profondeur montre que

i i i i
(1.1.12) Ez PuPM AE(n) = puquq¥p* ANE = a'ya'™ AE = apat AE .
n
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i i
de sorte que pup* A E(n) est la partie homogéne de poids n + i de aya¥* NE,
soit Symn(g) ® }\E . 81 on se rappelle que (1.1.5) provient de la résolution
de Koszul, on trouve par {(1.1.11) que, pour 0 < j <, ij%ﬁi]p(g)/s(n) n'est
non nul que si i-j = 0 et n-i+j = 0, i.e, si n = 0 et i = §. D;ns ce cas,

i

i
de plus, Rp,Q P(E)/s

est isomorphe a QS .

Pour j = 0, on déduit encore de (1.1.10) que

i 1 i-1
(1.1.13) p*QEP(E),S(n} = Ker{(XL : py NE(n~i) —> p, N E(n-i+l)

et le méme argument montre que XL est injectif lorsque n-i = O,
En vertu de(1,1.8) pour n = 0, i = r+l, on a
r ~ r+l
Q]P(E)/S = p®* A E(-r-1). Lorsque S est le spectre d'un corps, les assertions
de nullité de groupes de cohomologie de 1.1 (ii) et (iii) résultent de ce qui
précdde pour ji#r, et s'en déduisent par dualité ([2] v 11,2 p. 211) pour j=r.
En particulier, quels que soient j et m, il existe au plus un i tel que
i j . . , . J
R P*Q]]P(E)/S(n) # 0, ce qui implique (i) puisque QIP(E)/S est plat sur §
(le plus dur est de trouver la référence dans EGA III ; je suggére :
6.10.5 + 7.4.,1 + 7.5.5 + un passage 3 la limite).
i .
b
Sachant que les R p Q]P(E_)/S sont des falsceaux inversibles pour
0=1i=r, il reste seulement 2 prouver que, pour S le spectre d'un corps,

on a ﬂl # 0, En effet nr est la classe de cohomologie d'un point rationnel

(intersection de r hyperplans), donc une base de H (P',Q7) (FGA exp. 149 n®4).

1.2. 11 est possible de calculer, directement 3 partir de (1.1.10) ou (1,1.,13),
les caractéristiques d'Euler-Poincaré des 0 (n). Le résultat, peu appétissant,

est

XGP;,QjEr(n)) = T (..Ui“j(r-fl) (r-i—n—i) ‘
k

sz 1 r
a<isj
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Proposition 1.3. Soient f : X —> § un morphigme propre et lisse, W un

faisceau localement libre de rang ¢ sur X, F un faisceau cohérent sur X,

v
d un entier >0 et s : W —> QX une section de W ., On suppose que § est

noethérien et que

(a) Le sous-schéma H de X défini par 1'annulation de s est lisse sur S.

(b) Localement sur X, si les si gont les coordonnées de S dans une base

[~ %

e W “les si forment une suite Qx~régu1ier et F~réguliére,.

(¢) Quelle gue soit ja suite d'entiers k., non tous nuls, on a
1!

|

: k, .
i i 3 - -
Rf, ® AN"U® ® E) = 0 pour i+j < d .
. /s Romx
Alors, on a :
i ~ i j .
(1) R, (quls ® F) —=——> RE(,, ®F) pour i4j < d-c,
" 1 j i i sl

(i1)  R°f, (Wﬂlssg);ﬁa R £,(0y o ® F) pour i+j = d-c .

Le faisceau conormal NK/X de H dans X est isomorphe & la restric-

tion de W & H, de sorte que la suite exacte

1 1
mrx T %ys @9y — By T O

définit une filtration décroissante de Q%/S @ QY dont les quotients successifs

(1.3.1) 0 —> N

sont donnés par
(1.3.2) ol @0y = Ny oIk
/s T =¥ = QH/s
Il résulte de (b) que l'on a encore
Ko k j-k
(1.3.3) ¢r (q‘(/S@gY@g) = AUB QI ®F .

On prouvera (i) et (ii) par récurrence sur j, simultanément pour

tous les F vérifiant (b) et (c)., Ces assertions sont vides pour j < 0 ;
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supposons donc (i) et (ii) prouvés pour j' < j. L'hypothse de récurrence
k
s'applique aux faisceaux A W ® F ; elle fournit, par (c)

: k
(1.3.4) le* (hue (gl;ls( ® F) =0 pour k > 0 et i+j < d-c+k

La filtration considérée plus haut du Q)J(/S @ Q-Y ® F définit une

suite spectrale
: P . : .
psi-p _ i J-p i
E) Rig(A et en :>Rf*(n3’(/s®gY®g)

Par (1.3.4), on a Elf’l—p =0sip>0et itj < d-c d'od 1'on

tire que

Rif*((zf(/s ®0,® ) —=—> R'E,(Q) @ D) pour 14) < d=c
(1.3.5)

RUE,(Q) ) ® 0 8 D > Rt (a) (@ B pour 141 = d-c

D'aprés 1'hypothese (b), pour une différentielle convenable, les
k

AR® Q)J(/S ® F forment une résolution & gauche (de Hoszul) de (‘Si(/s ® 9 ® E.

Cette filtration définit une suite spectrale
P ; .
~P>q9 _ o4 q-p
(1.3.6) R (Ave o, 8 D —> rRYPe(q  ®0, & D

D'aprés 1'hypothese (c), on a E;p,q = 0 pour p > 0 et q+j < 4,

ou, trivialement, pour p ¢ [0,c]. Dés lors,

(Riege) c® B —=— e @) @D pour i+ < a-c
(1.3.7)
Rt 8 B —> R0} o ® D) pour 14j = d-c

Les assertions (i) et (ii) résultent maintenant de (1.3.5) et (1.3.7).
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1.4, Soient E un faisceau de modules localement libres de rang r+l sur
un schéma S, IP{E) le fibré projectif correspondant, d un entier £ r et

a={(a ... ad) une suite d'entiers. Une intersection complite relative

dans P(E), de multidegré a, est un sous-schéma de P(E), fibre par fibre
de codimensiond, qui, localement sur S pour la topologie étale, est inter=~

section de d hypersurfaces de degrés respectifs a ... 2g-

En vertu de 1.1, les hypoth2ses (b) et (c) de 1.3 sont vérifides
v
pour X/S =P(E)/S, F = W=1 g(~ai) et pour s une section de W définis-
i
sant une intersection complete relative Y C P(E) de multidegré a.

%

Théoréme 1.5. Sous les hypoth®ses 1.4, soit n = r-d la dimension relative

de Y et 1 € HO(S,le ! ) la premiére classe de Chern de 0(1)
_— -_— # /S -

Yy “—e— P(E)
N %
s

Si Y est lisse sur S, alors :

(i) Les le*Q%/s sont localement libres, et leur formation est compatible

3 tout changement de base.

.. ] Pe _ .9 pq .
(ii) La suite spectrale By R f*ﬁgls m— % f*(Q$/S) reliant les

cohomologie de Hodge et de De Rham dégénére (El = Em), son aboutissement

est localement libre et sa formation est compatible 2 tout changement de

base,

(ii1) On a
g Ona

le*(g(/s =0 siifj et it #n .
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i S,
(i), M est une base de le%QIY/r si2i<n

duale de 1la base

i i
s <ois ,
(111)c 8i n<2i<?n et si a, est la_base de R 0 v/s

n-i n~i

n de Rn-lf*ﬂ v/s’ alors

fi A m . . m m
(iii); 8in = 2m, alors m # O (si S##) et le guotient R fy /5191

est localement libre,

I1 suffit de prouver 1.5 dans un cas "universel", ce qui permet
de supposer S lisse sur Spec( Z). Dans ce cas, 1'assertion (ii) résulte
de (i), car elle est vraie sur €, donc sur tout corps de caractéristique O,
d'aprés la théorie de Hodge. De plus, § &tant réduit, (i) résulte de (iii),
supposé démontré pour S le spectre d'un corps : en effet, d'aprés (iii),

pour chaque j les fonctions
. i j
§ —> dlmk(s) (H (YS,Q%S)
sont constantes sur S, sauf peut-8tre pour i = j, donc sont toutes constantes
puisque leur somme alternée l'est (EGA III 7.9.2) et on conclut par EGA III

6.10.5 + 7.6.9 + 7.7.5.

En vertu de (1.4) et (1.3), on a

i o~ i j ;
R f*QJY/S ——e—> R g*Q%P(E}/S pour i+j < n
(1.5.1)
i . . ; )
R f§§9Y/S — ng*Q%P(E)/S pour i+j = n .,

51 S est le spectre d'un corps, les assertions (iii)a (iii)b (iii)d résul-

tent de (1.5.1) et de la dualité de Serre ({2} Vv 11,2 p.211) La classe de
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cohomologie nn est la classe de cohomologie d'un O-cycle de degré

- e
()
e

(le degré de 1l'intersection compléte), de sorte que

n d
* ()

Par définition, on a ﬂn-l ai = an, et(iii)c en résulte,
Les assertions (i) et (ii) sont donc vraies, et les assertions
(iii), dans le cas universel, résultent de (i) et de (iii) supposé prouvé

pour S le spectre d'un corps,

Théordme 1.6. Gardons les hypothdses et notations de 1.4, 1.5, supposons Y lisse,

soit £ un nombre premier premier gux caractéristiques résiduelles de S,

et désignons var u? € HO(S,RZf*( Zi(l))) 1la premidre classe de Chern {-adique

de 0(1) (SGA 5 VII). Alors

(1) Rif* Z, =0 si i est impair et distinct de n

(ii) Si 21 < n, alors RZlf*_Zi(i) est isomorphe 3 Z,, et admet nz pour base

(1ii) 8i n < 21 £ 2n, alors Rélf*,z%fi) est isomorphe i ZQ, et admet

. d
i
TQ»/ Y’ai pour base,

: n :
(iv) Le Zi-faisceau Rf, Z, est constant tordu constructible sans torsion

£
n/2

et, si n est pair, alors T\Z/z # 0 (si S#@) et Rnf* E&(n/Z)/Z&.T]L est

sans torsion,
Les ﬂkffaisceaux Rif*_ﬁx sont constants tordus constructibles,
et leur formation est compatible & tout changement de base, d'aprés SGA
4 XVI 2.2, Il suffit donc de prouver ..6 pour S le spectre d'un corps algé-
briquement clos. Une application itérée de SGA 4 XIV 3.3 montre alors, pour

tout m, que la flaéche canonique

ﬂf} @E z/4™ —> 1y, Z/A™
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est bijective pour ¢ > r + d et surjective pour q = r + d, De 13, et de
la dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII) on déduit (SGA 5 VII) que la fléche

de restriction
i r(p), z)) —> ul(y, z))

est bijective pour q < n, injective et de conoyau sans torsion pour g = n.

Ceci prouve (i) pour 1 < n, (ii) et (iv). On vérifie comme en 1.5 que TQ
d

est ET a; fois la classe canonique, et (i) et (iii) s'obtiennent d&s lors

par dualité de Poincaré (SCA &4 XVIII).

1.7. Si Y est une intersection compl2te de dimension au moins 3 dans un
espace projectif PT(k) sur un corps k, on sait que Pic(Y) est isomorphe 2 Z,
et est engendré par 0(1) (SGA 2 XII 3.7). En dimension 2, et si Y est lisse,

on sait encore prouver :

Théordme 1.8. Soit Y une surface lisse intersection compléte dans 1'espace

grojectifimr(k) sur un corps algébriquement clos k, Alors, Pic (Y) = 0,

et la classe de 0(1) n'est pas divisible dans le groupe de Néron-Severi Ns(Y).

Puisque Hl(Y,g) =0 (1.5 (iii)a), on sait que pic’(¥Y) = 0. La
nullité de PicT(Y) résulte alors du lemme bien connu suivant, du fait
que HZ(Y; Z%(l)) est sans torsion (1.6 (iv)) et du fait que HO(Y,Q;) =0

(1.5 (1ii) ).
a

Lemme 1.9. Soit Y une variété aleébrique compléte sur un corps algébriquement

clos k.

(i) Si { est premier 3 la caractéristique de k, alors la {-torsion de NS(Y)

s'identifie 2 la L-torsion de HZ(Y, ZL(l)).
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(ii) Si k est de caractéristique non nulle p et si Y est lisse, alors le

noyau de la multiplication par p dans Pic(Y) s'identifie au sous-groupe de

HO(Y,Q;) formé des différentielles localement logarithmiques.

Les suites exactes de Kummer

0 ! G G 0
Ln m m

définissent des suites exactes
0 —> Pic(Y)/L" Pic(y) —> HZ(Y,p ) — @%6))  —o0 s
n m " ,n
4 L
ot Pic(¥)/L" Pic(¥) = NS(Y) ® Z/4". Par passage 2 la limite projective, on
trouve

0 —> NS(Y) ®2Z, —> w2 (y, z,(1)) —> Hon(q,/ 2Z,, Hz(Gm)) —>0

et le conoyau est sans torsion puisque QL/ 2& est divisible. L'assertion
(i) en résulte,

Pour prouver (ii), il suffit de noter que la suite exacte

P
v X besx > o df/f 1
° 2 % Gy

définit une suite exacte courte

1
3 3 —_—
0 : QY 9Y QY loc log 0

et de prendre la suite exacte longue de cohomologie correspondante. Ce

raisonnement est d & Cartier, qui prouve de plus que, si 1'on désigne par
C 1'opération de Cartier sur HO(Y,Qi), alors les différentielles localement
logarithmique forment le noyau de C-Id.

Supposons par l'absurde que la classe de 0(1) dans NS(Y) soit de

la forme nw, avec n > 1, Si £ divise n et est premier 2 la caractéristique,
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on a encore, en cohomologie {~-adique

n, =n cl(u)
ce qui contredit 1.6 (iv),
Enfin, si la caractéristique .p de k est différente de 0, et si

p divise n, on a encore, en cohomologie de Hodge

n=n cl(u) =0 ,

ce qui contredit 1.5 (iii)d et achéve la démonstration.

2. Résultats numériques

2.1, Soient §=(ai) une suite d'entiers =z 1, et désignons par Vn(g)

1=si<d
une intersection compléte lisse de dimension n et de multidegré a dans un espace

projectif Ep+d sur un corps k. On posera

WP (2) = atm nq<vp (2), P

+q

et

P%%a) = hPYa) - 5 .
o - - Psq

Les hgq(g) sont donc les nombres de Hodge de la cohomologie pri-
mitive de dimension moitié d'une intersection compl2te de multidegré a. Ils

ne dépendent que de a, p et q (1.5). On posera

(2.1.1) Ha) = 2 hﬁ’q P29 ezZly,2]] .
p,q=0

Pour d = 1 et a = (a), on pose hP%(a) = hPU(a) et H(a)

L}

H(a). Pour d = 0,

on pose sup(a,) = 1,
i

]

La formule suivante est le cas particulier k = O de la formule

(2) p.160 de Hirzebruch [3]
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a, a,
d (14yz) 1-(1-2)" 1

) 1
(2.2 30 S (@, o) yP M - T : _
n=0 n (14yz)(1-z) 1 (i+yz) 3y (1-2)"*

Nous allons transformer cette formule en la suivante :

Théor2me 2.3, {(Hirzebruch). Avec les notatioms 2.1, on a

1 )t - (1)1
+y - {14z

H(é) = W ai aj

(1+y) (14+2) | 1sisd -(l+y) 2 + (1+2) 'y

En vertu de 1.5, on a
XV, (2, = DP + (1P PPl

de sorte que le premier membre I de (2.2) se réécrit

>
Y 2 (DPHDY B2 (e) PP

I =
n=0 p+q=n
d d
= 2 (-1)P(y2)Pz%" + E (=19 hi’q(a) (yz)pz? z
p,q20 P, q=0

1
z| ——— + H(a)(yz,~z)
 (1+yz) (1-2)

Le deuxime membre II de (2.2) se réécrit

a, a,
2% f% (1+yz) et

= 1 A1 aj
(1+yz)(1-2) (1+yz) ‘z+ yz(l-z)
de sorte que, simplifiant par z dans I = II, on trouve que

1 [a Gy2™t - Q-2 _1}

H(a)(yz,-2z) = ?- a a
(l+yz)(1-z)L (1+yz) 1, 4 (1-2) iyz

et 2.3 se déduit de cette formule par changement de variable,
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Corollaire 2,4, Avec les notations 2.1,

(i} pour d =1, on a

()21 (420t

H(a) -
(14y) %2 - (+2)%

(a—l > yizj
£330 i+i+l

a

- 3 (in)t
i,j=1
(ii) on a, tPi désignent le nombre d'élément d'une partie P de {1,d],

|pf-1 |p|-1
H(2) = Z_;my) (1+2) T H(ap)

rcl,d) i€p
P#9

D'aprés (2.3), on a

a4 [ am?® - ae?®
H(a) = 3 a t1
(1+y)(1+2) | (1+2) -z - (A+2) 'y
-1 | (1+y)a(1+z)—(1+z)a(l+y)-f
(14y) (142) | (1+y) %2z - (1+2)% j

(1+y) a-l _ (}A-z)a.'1

i

(1+y)%z - (1+2)?y .

Soient N et D les numérateurs et dénominateurs de cette formule.
On a

H(a) = ~% R
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N =Z(a1:1 (yk - zk) = (y-z) Z (i+3+1
i,j=z0
D = (k) (y z - yz ) (z=y) + yz 2::( ) k-l zk-g
k=1
=  (y~z) (-1 + yz ; (i+;+2) yizj
i, j=0
= A(y-z) (-1 + 5 <iij) yi zj)
i,§=1

et l'assertion (i) en résulte,
Inversons la formule de 2.3, pour d = 1. On trouve
(1+y)2 - (142)2

_ = 1+ (1+x)(1+y) H(a) )
(1Y% - (1+2) %y

Si l'on substitue cette formule dans 2.3, on obtient

1 [ 4a ]
H@ = ————— | T (140 Q4y) H(a))) -1
(1+7) (1+2) * J
1 r p| ]
= e R%;%] (1+x) (Hy) ‘Trﬂh)
(1+y) (1+4z2) ) #lé i€p

d'ot résulte (ii).

Théoréme 2.5, Avec les notations 2.1

(i) Sip+tq =p'+q' et si p S p' < q' < q, alors

' 1
hgq (2 = n° 9

(ii) Si p £ q, pour que hgq (a) # 0, il faut et il suffit que
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ptgtd - T a;
p >

sup(ai)

ot { ] désigne la partie entidre du quotient.

Soit (¥) la propriété suivante d'une série formelle

P=23 P
apq y -4 3

(*) les a__ sont positifs, a__ = a , et si =p'+q', et p < p' < ¢' =
pq P » 8q ap pHq p+q, P P q 9,
alors a__ % a , ,
Pq P4
L'assertion (i) résulte aussitdt des formules (2.4}, de 1'identité

~1 n . < . ek
(1-x) ~ = E % , et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée
nz0
au lecteur :

Lemme 2.5.1. L'ensemble des séries formelles vérifiant (¥) est stable par

addition et multiplication,

On prouvera (ii) tout d'abord dans le cas particulier des hyper-

surfaces {(d = 1), La formule a démontrer se réécrit alors, pour p S q,

p+q+l
(2.5.2) ) #0 == p=
a

( <= (p+l) a = p+g+2 trivialement).

De la deuxiéme formule 2.4 (i), on déduit que hzq est non nul

si et seulement si il existe des couples (e,f) et (ci’di) tels que
(e,f) 2 (0,0) et e+f 5 a-2
(2.5.3) (c,,d.) = (1,1) et c,+d, € a
i1 i1

(p,q) = (e,f) + £ (Ci’di)
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Pour p+q donné, le plus petit p possible s'obtient pour e = 0 et
c; = 1, et est le nombre d'indices i. Ce p est donc la borne inférieure des
p pour lesquels on a

(pt+q)-(a-2)
p &8 —— , i,e. (p+l)a 2 p+q+2
a

Passons au cas générpl. Si a' se déduit de a en supprimant les
a; égaux 4 1, alors H(a) = H(a'). Vu la forme de la formule 2.5 (ii), on
peut supposer que pour tout i, a; > 1, 8i d = 0, alors hgq = 0 et l'assertion

est correcte; on ne restreint pas la généralité en supposant que d > 0 et

que a, = sup(ai).

d
En vertu de 2.4 (ii), et (2.5,2), pour que hgq(g) # 0, il faut
et i1 suffit qu'il existe une partie non vide P de [1,d], un couple (e,f)

et des couples (Ci’d') tels que
isisd

(lpj-1, P|-1) = (e,f) 2(0,0) ,
c,+d.+1
1 1

(2.5.4) c.,d, 2 3 (e,,d.) =z (0,00 ,
1 1 1 1

(p,q) = (e,f) + L (ci’di)

Pour n = p+q fixé, cherchons la plus petite valeur de p possible.
Si ng = Ci + di’ pour un tel p, les conditions (2.5.4) se réécrivent, en

terme des Ci’ ni, e et f
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a; =2 - n, pair (ginon (2.5,4) est impossible)
n,+1 ]
i
c, 2 H c, Sn s
i i i
a,
i
(2.5.5) ({p}-1, {P}-1) = (e,®) = (0,00 ,
n =

e+f+ T o,
p=e+ L <
Cette description montre tout d'abord que le plus petit p est
obtenu pour P = [l,d], cas auquel on se limitera. Si on a
(2.5.6) Z(ai-z) + (d-1) 2 n,

alors 1l existe une solution avec p = ¢, =e= 0, Sinon, si ay # 2, le

miewXqu'on puisse faire est de prendre ny =8 - 2 pour i # d, de sorte

que ¢, = 0 pour i #d,e=0, f=d-letn,=n- (d-1) - L (ai~2). On

d i#d
a alors
n-{d-1} - & (ai—z) +1
(2.5.7) p= ifd ,
84

et donc, pour p £ g, on a hgq(é) # 0 si et seulement si

n- (ai-l) +1

(2.5.8) P2 ifd

23

La formule (2.5.8) se réduit 2 (2.5.2) si d = 1 et est triviale-
ment vraie si (2,5.6) est vérifié. Si d 2 2, si (2.5.6) n'est pas vérifié,

et sl tous les a, sont égaux & 2, le mieux qu'on puisse faire est encore d=

57



- 20 - XI

prendre n, = 0 (i#d), e = 0, £ = d-1 ou d-2, congru 2 n modulo 2, et

i
n, = n-f. 51 n=d-1 (2), on prouve (2,5.7) comme plus haut, Sinon, on note
que
n - {d-2) +1 o~ (d-1) +1
2 2

de sorte que (2,5.7), et par 12 (2.5.8), est valable méme si ay = 2.

Reste 2 vérifier que (2.5.8) équivaut & la formule 2.5 (ii).

En effet, on a
n-2 (ai~1) +1 n+d-IL a ptqg+d~3 ay
i#d 1#d

4 % %4
- : ; . s r . P
2.6, Si X est une intersection compléte de dimension n dans 1P, il résulte

aussitdt de (2,5.8) que la partie primitive de H'(X) n'est nulle que si X

est une quadrique de dimension impaire.

Définition 2.7. Si X est une variété algébrique propre et lisse sur €, 1le

niveau de Hodge de H (X) est la borne supérieure des nombres q-p pour

p+tq = n et WPUX) # o.

Le niveau de Hodge { est donc congru 2 n modulo 2, et est au plus
égal 2 inf(n,dim(X) - n). Il est = O,sauf 'si H (X) = 0, auquel cas il est

égal 3 - =,

Corollaire 2.8. Reprenons les notations 2.1, en faisant k = €, et en suppo-

sant que a4 = sup (ai). Soit 4 un entier 0 £ £ < n, congru A n modulo 2.

Pour que le niveau de Hodge de Hn(Vn(g)) soit £ 4 , il faut et il suffit que
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L (a-1) S () - (a,-2) jibid X
i#d 2

En vertu de(2.5.8), si le niveau de Hodge est 2z 0, il est la borne

supérieure de O et de

- 2 (a;-1) +1
n -~ 2 ! ifd o

84

et 1'inéquation
n-% (ai-l) +1 7
i#d s e

peut se réécrire

i#d ,

n- ¥ (a,-1) +1
n -4 *

<

a4

ou encore
n -4

£ (a-1) S1+n-a, . n-*t =4+ 1-(aym2)
i#d 2 2

2.9. A 1'aide de la formule 2.8, il est facile d'énumérer, pour L petit,

les multidegrés des intersections complétes dans Ex, de dimension n > 1,
dont le H" est de niveau 4. La table donnée dans la premiére version de cet
exposé était néanmoins incorrecte, et celle donnée ci-dessous est extraite
de celle plus compléte donnée par M. Rapoport dans son article :

Complément a l'article de P. Deligne "La conjecture de Weil pour les
surfaces X 3", Inventiones Math, 15 227-236 (1972). Pour 4 < 1, les
intersections complétes Vn(g) de dimemsion n et de multidegré 3a =

(al"“’ad)’ avec n>f,d=21 et a = 29 de niveau de Hodge { ,

sont les suivantes
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4= - v2k+l(2> (kz0)
4=0 VZk(Z) (kz1), V2k(2,2) (k=1), v2(3)
L =1 v2k+l(2’2) (k=1), V2k+l(2’2’2) (k=1)

v3(3), v5(3), v3(3,2), v3(4) .

2.10, Pour a petit, les fonctions génératrices des hgq(g) s'écrivent,

d'aprés 2.4
1
H(2) =
l-yz
2+y+z
H(3) =
1 - 3yz - yzz - yzz
y + z 2 1
H(2,2)= 5+ ot
(1~yz) (1-yz) l-yz
de sorte que
wPP(2) = 1 ,
o
pla) = 6 ,
o

h§9(2,2)= 2p + 3
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SGA 7

EXPOSE XII

QUADRIQUES

par P, DELIGNE

0.0. Le présent exposé rassemble quelques résultats bien connus sur les
quadriques, dont nous aurons besoin pour démontrer la formule de Picard=

Lefschetz,

0,1. Soit m une section d'un @S-Module M sur un schéma S. On dira

que m est partout nom nulle sur § si, pour tout s € 8, l'image de =m

dans le k{(s)-vectoriel M déduit de M par le changement de base
{s} ~—3> 5 est non nulle. Méme terminologie pour S = Spec(4) et m un

élément d'un A-module M,

1. Formes quadratiques

1.1. Soient S = Spec(A) un schéma effine, V un A-module localement

libre de rang n et Q une forme quadratique sur V {Bourb. Alg 9 § 3 p*4).

Reppelons que Q est dite non dégénérée si la forme bilinéaire associée
§(x,y) = Qlx+y) - Q&x) - Q(y)

est non dégénérée, i,e, &tablit un isomorphisme entre V et son dual V¥,

S8i 2 n'est pas inversible dans A, ceci ne peut se produire que pour n

pair (loc. eit.).
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Les formes quadratiques sur V forment un A-module projectif ;
une forme quadratique Q est '"partout non nulle” sur § (0.1) si et seu-
lement si les Q(v) engendrent 1'idéal A de A,

La notation I(V) sera prise au sens des EGA ; rappelons que
si A est un corps, alors (V) est 1'espace projectif dont 1'ensemble
des points rationnels est le quotient (V¥ - {0})/a% |

La forme quadratique Q s'identifie & une section du faisceau
inversible 6(2) sur l'espace projectif P(V#) sur S. Pour Q partout
non nulle, l'équation ("homogene") Q = G définit un sous-schéma de P(V¥*),
plat et purement de dimension relative n-2 sur §, Ce schéma s'appelle la

quadrique définie par Q. La forme Q est dite ordingire si elle n'est

P

nulle en sucun point de 5 et que la quadrique qu'elle définit est lisse
sur 3,

Pour que Q soit ordinaire, il faut et il suffit que les formes
qui s'en déduisent aprés extension desscalaires de A 2 un corps le soient,
Si A est un corps, alors :

2) pour n pair ou car(A) # 2 : Q ordinaire <=3 Q non dégénéré ;
b) pour n impair et card{A) = 2 : Q est ordinaire si et seulement si le
noyau N de la forme bilinéaire (alternée) associée & est de dimension

un, et que Q n'est pas nul sur N,

Proposition 1,2, Si Q est ordinaire et si n = 2m (resp., n = 2m +1),

slors, localement pour la topologie étale sur S, V admet une base e telle

que
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n me1
Q( %xiei) = f i*i+m
n m=1 2
(resp. Q( T xiei) = T XXt xX2m+1 () inversible) .
1 1

Prouvons 1.2 par récurrence sur m , Si m = 0, 1'assertion est
évidente, 81 m > 0, la quadrique d'équation Q = 0 est lisse sur § et
a fibres géométriques non vides ; elle admet donc des sections localement
pour la topologie étale, Localement, une telle section est définie par un
élément e €V, nul en esucun point de Snec(A), et tel que Q(e) = 0. En
aucun point de S, e n'est dans le noyau de ¢ ; localement, on peut donc

trouver f' tel que §(e,f') =1, 5i f = -Q(f').e+f, on a
Qle) = Q(£) = 0, §(e,f) = 1 .

Si V2 est l'orthogonal du sous-module V1 de V engendré par e et f£,
ona V= V1 @ V,s et on conclut en appliquant 1'hypothése de récurrence

a V2 .

1.3, Pour la définition et les principales propriétés de l'algébre de
Clifford de Q, on renvoie a (Bourb, Alg ¢ § 9). On désigne par p 1'appli-

cation cenonique de V dans C(Q).

Lemme 1,3,1, Sous les hypothéses de 1.1, il existe pour A € A un et un

seul homomorphisme

o o —s W@
tel que, pour %, y € V, on ait

I G plyn = Apx)ply) .
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Cet homemorphisme se déduit par passage au quotient de 1'endomorm
phisme [A] de 1a partie THE) de 1'algdbre tensorielle de E, qui vaut

kn sur TZH(E). En effet,

M xeox -3 Qex) =ixex - o)) .

Supposons Q partout non nulle sur S, Alors, le lemme 1,2,1
définit un systéme transitif d'isomorphismes entre les algébres o Q)

pour ) € A¥,

Dés lors, 1l'algdbre C+(Q) ne dépend (& isomorphisme unique prés)
que de V et de la donnée de Q A un facteur pr2s ; en d'autres termes,
¢H(Q ne dépend que de V et du sous-schéma dféquation Q = 0 de P(V¥#),
Chaque homothétie de rapport inversible est un sutomorphisme du couple
(V, X ©P(V#*)) ; on vérifie que ces sutomorphismes agissent trivislement
sur C+(V, X), et il en résulte que 1'slgdbre C+(V, X) ne dépend que du

couple de schémas X CIP(V¥) sur A. On la notera C (X,P(V¥)),

1.4, Soit V wun A-module localement libre de reng 2m > 0 et Q wune
forme quadratique non dégénérée sur V , Soit donné une décomposition

V= w1 @&W, de V en deux sous-espaces totalement singuliers, La forme

2

Q(wl + wz) met alors W, et W, en dualité parfaite. Rappelons que pour

fe Wz (identifié a Wl*), le produit contracté par £ est 1l'endomorphisme

de degré -1 de A Wl défini par
i ~
fL (elA...Aep) = L (-1} < e f >e Al ei.../\eP .

Munissons le A~module A wl de la Z /2-graduation pour laquelle
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( + 2i - 2i+1

/\wl) = @ /\wl et (/\Wl) = & AW
i

. L'algébre End(A Wl) est
i
alors Z [2-gradué : les endomorphismes pairs (resp, impairs) sont ceux

1
qui respectent la graduation (resp. sont de degré 1 (mod 2)).

On renvoie & (Bourb Alg 9 § 9 n°4) pour la démonstration de
1'existence d'un unique isomorphisme d'slgdbre Z /2~gradubes s entre

¢(Q) et End(A Wl), tel que

s(p((e,0)) = e A et s(p({(0,£)) = £1L .
Désignons provisoirement par e(wl,wz) 1'élément de C+(Q) tel que
s(e(wl,wz)) soit 1'identité sur (A wl)+ et 0 sur (A wlf'. Le centre
2(Q) de C+(Q) est isomorpne 2 A © A, cette décomposition étant définie

par les idempotents e(wl,uz) et 1 - e (Wz,wl). De plus C'(Q) est une

algdbre de matrice sur Z(Q),

De ceci et de 1,2, on déduit comme en loc.cit,

Proposition 1.5, Sous les hypoth2ses de 1,1, si n = 2m >0 et que Q

est non dégénérée, alors le centre Z(Q) de ¢'(Q) est une algdbre étale

localement libre de rang 2 sur A et C+(Q) est une glgébre d'Azumayas sur Z(Q).

1.6, Solent V et Q comme en 1,4, et W un facteur direct totalement

singulier localement libre de rang m de V., Soit Wi un supplémentaire

de W:V=We& Wi . Tout supplémentaire wé de W s'identifie au graphe

d'une application u de wi dans W, La forme $ met en dualité W et

Wi ; l'application u est donc uniquement déterminée par la forme bilinéaire

¥
sur Wl
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B(x,y) = &(x,u(y)) ,

et w& est totalement singulier si et seulement si, sur Wi, on a

B(x,x) = =~ Q(x) .
Puisqu'il existe toujours de tellesformes B, W admet des supplémentaires
totalement singulier, L'um d'eux, soit W', &tant choisi, l'ensemble des
supplémentaire totalement singulier wé de W s'identifie & 1'ensemble des
formes alternées sur W', soit encore a4 l'ensemble des sections de l'espace
affine E ( % W') sur S, Pour chaque section x de E ( K W'y, soit W;(x)
le supplémentaire correspondant de W et e(x) 1'idempotent e(W, W (x)).
La fonction x > e(x) est compatible 2 toute extension des scalaires,
dont définit un morphisme de S-schémas e de E ( A W'} dans Spec(Z(Q)).
Le S-schéma E( % W') est plat & fibres géométriques connexes, alors que
Spec(Z{(Q)) est étale sur S, Le morphisme e se factorise donc par une
section de E ( % W') sur §, i.e. e(x) est indépendant de x, Ceci

justifie la

Notation 1,7. Pour W comme plus haut et W' wun gquelconque supplémentaire

totalement isotrope de W, on désigne par e(W) 1'idempotent e(W,W')€ Z(Q).

1.8. On a vu en 1.6 que, pour ) inversible, C'(Q) s'identifie 2 ¢t Q.
Un argument de continuité analogue su précédent montre que cette idenw

tification treansforme

e(W) € Z(Q) en e(W) € Z() Q .
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1.9. Rappelons que si B et C sont deux algdbres Z /2-gradués, alors,
dans le produit tensoriel gradué B ®' Cde B et C, la multiplication est
définie par la régle de Koszul

deg(cy)deg(b,)

(bl® cl) (bis 02) = (=1) bb, ® c,c,

lorsque les b, et ¢, sont homogénes,

i i

si (v ) et (V2, QZ) sont deux modules quadratiques, alors

1 Y
C(Q1 @ QZ) = C(Ql) ®' C(Qz) (Bourb, loc. cit,),

Si P et Q sont deux A-modules localement libres Z /2-gradués
de type fini sur A, on identifie les algdbres XZ /2-gradués End(P) ®' End(Q)

et End(P ® Q), en posant, pour u, v, p et g homogdnes

) = (_l)deg(v)deg(p)

u®v (p®gq ulp) ® viq) .

lemme 1,10, Soit (V,Q) un module quadratique somme de deux modules

quadratiques (Vl’ Ql) et (VZ’ Q,), avec V, localement libre de rang 2 m,

et Qi non_dégénérée, Soit v, =W, 69W£ une décomposition de V. en deux

sous~a@spaces totalement singuliers (i = 1, 2). Alors le diagramme

~~

c(Q) C(Ql) ®'c(Q2)

s |

End(A(W,8H,)) = End(A W.@AW,) =5 End(A W ) @' End(A v,)

est commutatif,
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La vérification est laissée au lecteur, On déduit aussitdt de

ce lemme que

(1.10,1) e(wl eawz) - e(Wl)e(Wz) + (1 - e(wl)) (1 - e(Wz))

1,11, La construction suivante est empruntée 3 Micali et Villemayor.

Si p : Z —> § est un revBtement &tale double de S, on peut ragarder Z
comme un Z /2-torseurs sur S, Désignons par # 1'sddition des torseurs, et
pour s une section de Z, soit e(s) 1'idempotent de puS; qui veut 1
sur s, et C ailleurs, Avec les notations de 1,10, il existe un unique

isomorphisme

(1,11,1) Spec(Z(Ql)) * SpeC(Z(QZ)) w2 Spec(Z(Q))

+: SpeC(Z(Ql)) x SpeC(Z(Qz)) — Spec(Z(Q))

5
pour lequel, aprés tout changement de base, on ait

e(s + t) = e(s) e(t) + (1 -~ e(s)) (1 -~ e(t)) .

Si 8(W) est la section de Spec(Z(Q)) telle que e(s(W)) = e(W), la

formule 1,10.1 se récrit

s(wl EBWZ) = s(wl) + s(wz)

Proposition 1,12, Soient A wun corps, V un vectoriel de dimension 2m > 0

sur V, Q une forme quadratique non dégénérée sur V et wl, wz deux

sous-espaces totalement isotropes de dimension m de V. Alors, e(¥;) = e(¥,)

si et seulement si dim(wl/w1 N W2) est pair,
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(Cf. Bourbaki Alg 9 § 6 ex, 28), Soit ejoere £,..0.f une base

de V telle que
8) Q( % x.e, + z yifi) =3 XY,

b) W, est engendré par les e; s

¢) et W, est engendré par les (ei)lsiss et les (fi)s<ism .

Alors V est somme des Vi = A e + A fi,et

W =@ W_Nv, (a = 1,2) .
[s8 a i

La formule d'addition 1,11 permet d2s lors de se limiter au cas
ot dim V = 2, Si wl = WZ’ 1'assertion est évidente, Si au contraire

W, = Ae, et W, = Af avec §(e,f) = 1, on a e(wl) = fe et e(wz) = ef = 1 - fe,

1 2

2, Quadriques’

2.1. Soient k wun corps algébriquement clos et V un vectoriel de dimen-
sion nt+2 sur k. Une quedrique lisse de dimension n sur k est un schéma
X sur k isomorphe au sous-schéma de P(V#) défini par 1'é&quation Q=0,

pour Q une forme quadratique ordinaire sur k.

Remarque 2.2, Pour n = 0,1,2 X est une quadrique lisse de dimension n sur

k si et seulement si :

n=0 : X = Spec{k) L Spec(k)
-~ . S, 1

n=1 : X = Ek

n=2 : X ~ PPl .
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Lemme 2,3, Avec les notations de 2,1, soit X défini par Q = O ,

1) Q}‘(‘ ~ 6 (-n)

(ii) Pic(X) m o] pour m = 0 ,

Z pourmn=1; GX(I) est le carré d'un générateur.

Z® Zpour n =2,

Z Dour n = 3 ; @x(l) est un générateur.

(iii) H‘(X,@X) = 0 pour i >0, Hl(x,@x(l))= 0

(iv) E°(%,5,(1)) <— g%( P(V%),6,(1)) = V¥, et nour n >0, HO(X,8,) = k .
L'assertion (i) résulte de ce que le faisceau conormal de X dans

P(V*) est @X(—Z) et que le faisceau canonique de P* est §(-r-1). L'asser-

tion (ii) résulte de 2,2 pour n % 2, de SGA 2 XII 3.7 pour n 2 3, Enfin

(iii) et (iv) résultent de FAC n® 78.

Définition 2.4, Une quadrique lisse de dimension n sur un schéma S est

un 5-schéma £ : X —> 5, propre et lisse sur S, dont les fibres géométriques

sont des quadriques lisses,

Pour n = O, une quadrique lisse de dimension O sur § n'est
autre qu'un revetement &tale double de S, Pour n = 1, ce n'est autre gu'une

variété de Severi-Brauer de dimension 1 sur S,

2,5, 8i p: X—>85 est une quadrique lisse de dimension n sur S, alors,

d'aprads 2.3 (i), l'inverse du faisceau inversible %I(X/S est ample,
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D'aprés 2,3 (ii), le schéma de Picard Picx/s est lisse sur S
(car HZ(X,© ) = 0), non ramifié sur S (car Hl(X,GX) = () et essentiellement
propre sur S {car X/S est lisse). C'est donc, locelement sur S pour la
topologie étale, un groupe discret coustant ayant la structure indiquée
en 2.3 (ii1),

En particulier, si X a une section, il existe sur X un faisceau
inversible L tel que L®(-n) ait méme image dans PiCX/S que CQ/C , et deux

S

tels faisceaux sont isomorphes locelement sur S, D'aprés 2,3 {(iii) et
[1] 0.5 p. 183 p,L est localement libre de formation compatible & tut
changement de base, Daés lors, pyl est localement libre de reng n + 2
(2.3 (iv)), 1'application de p¥p,L dans L est surjective, 1'application
canonique de X dans P(p,L) est une immersion fermée, elle identifie X 2
un diviseur relatif de degré 2 de E(p*L), et, localement sur 5, X est
la quadrique de 'E(p*L) définie par une forme quadratique ordinaire sur
(pyL)#*, unique 2 un facteur inversible prés,
sont deux faisceaux inversibles du type

2,6, Supposons n >0, Si L. et L

1 2
considéré plus haut, alors, localement sur S, il existe un isomorphisme

u Ly e L,. Cet isomorphisme est unique 2 un facteur inversible prés,
car p*®x = @S (d'aprés 2,3 (iv)). Des lors, les divers isomorphismes

u: L =—>1L, induisant le méme isomorphisme IP(u): Ppyl,) =>P(p,L,),
de sorte que E(p*Ll) est cenoniquement isomorphe 2a EKp*Lz), et ne dépend

que de X/S, non du choix d'Gm L. On le notera P(X).
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L'espace projectif P(X) est défini localement sur £ pour la
topologie étale. Par descente, il définit une variété de Severi-Brauer

sur S, encore notée P(X), donc X est un diviseur relatif de degré 2,

Localement sur S, le couple X< P(X) définit une algébre de
Clifford C+(X, P(X)) (1.3), Par descente, on obtient une alg2bre sur S,

qu'on notere simplement ct).

2.7. Supposons que n = 2m > 0O . Le centre Z de C+(X) est alors une

@S-algébre définissant un revBtement &tale double Z{X) de S,

Une génératrice de X est un scus-schéma D de X qui soit

un sous-espace linéaire de dimension m de P(X),

Localement sur 3, pour P(X) =P(V¥) et X d&fini par
i1'équation ¢ = 0, une génératrice D de X s'identifie par défimition
2 un sous-Module localement facteur direct W(D) de V, totalement singulier
et de rang m + 1. D'aprés 1.5, l'idempotent e(W(D}) du centre de ¢ )
ne dépend que de D C X, On désigne par e{(D) la section correspondante
de Z{X) {celle sur leguelle e{W(D)) vaut 1).

Les génératrices de X/8 sont les S~-points d'un schéma Gén(X)

projectif sur &, et e dé&finit un morpnisme de S-schémas
(2.7.1) e 1 G&n(X) —> Z(X) .

Lorsque n = 0, on pose Z{X) = X, on appelle génératrice de X

une section de X et on définit e comme &tant 1l'identit#,
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Proposition 2.8, Sous les hypotheses de 2,7, p : Gén(X) —> 5 est pro-

jectif et lisse, et (2,7.1) est sa factorisation de Stein,

La question est locale pour la topologie étale sur S. Localement,
si D est une génératrice, les génératrices D' disjointes de D s'iden~
tifient, d'aprd®s 1,6, sux S-points d'un espace affine sur S convenable,
et on recouvre ainsi Gén(X) par des ouverts lisses sur 5,

Pour prouver que les fibres géométriques de e sont géométrique-
ment connexes, il suffit de considérer le cas ot S est le spectre d'un
corps algébriquement clos k, X é&tent défini par 1'équation Q = O dans

Soient donc w1 et wg deux sous~-espaces totalement isotropes

de rang m+ 1 de V tels que e(W) = e(W'), i.e. tels que W/W N W' soit
de dimension paire (1,12). Procédant comme en 1.12, on trouve une décompo-

sition orthogonale

de V telle que
a) W o=¥W_Nv @@waﬂvi (a =1,2)
b) W NV =W, NV
¢) dim vV, =4, et V; = (w1 N vi) ® W, N vi)

et il suffit de prouver que W, n Vi et W2 N Vi appartiennent & une m@me
famille connexe de sous-espaces totalement singuliers maximegux de Vi . En

d'autres termes, on se ramdne au cas des quadriques de dimension 2, Une
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telle quadrique est isomorphe a EJ xjml, les génératrices étant les

1

sous-schémas {t] X P et ]P1 X {t} ; la proposition est dans ce cas

évidente.

3. Conomologie des quadrigues

3.1. ZSoit p : X —> S une quadrique lisse de dimension n sur 3§, et
4 un nombre premier inversible sur S, On désignera par

1

n € 1°(S, Rip, z ,(1))

la 'classe de cohomologie d'une section hyperplane". Localement sur §
pour la topologie étale, on a P{X) = P{(V#), et 1 est slors par définition

2

1'image dans HO(S, R Py %(1)) de la premidre classe de Chern

2
c1(®(1)) € H°(X, 2ZL(1)).

3.2, Supposons que n = 2m , Une génératrice D de X définit alors
une classe de cohomologie c{'(D) dans H (X, ZL(m)), d'image c(D)
dans HO(S,RHP*E L(m)). Il résulte de 2,8 que cette dernidre ne dépend
que de la section e(D) de Z(X), d'oil un morphisme de faisceaux &tales

sur S

(3.2.1) b 1 2(X) —>R'p, Z,(m) .

Théoréme 3,3, Soit p : X —> S une quadrique lisse de dimension n

sur 5 et 4 un nombre premier inversible sur §

RZ).-!—].D 7 =

(1) 2,
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(ii) 8i G < 2i < n, (resp.sin< 2i < 2n} alors R2lp* Zé(i) est cegnoni-

. " . i
quement isomorphe au faisceau constant ZL’ et est engendré par M

(resp, par ni/2)

(iii) 8i n = 2m, 1'epplication déduite de (3,2.1)

ZZ(X)

(3.2.1) L

S, Rnp* Z&(m)

est un isomorphisme, et si @ et B sont deux sections disjointes de Z(X)

(supposé isomorphe 2 S5 ; ¢! est localement le cas), on a

() 1" = clla) + ciip)
() (pour m pair : Tr(ct(®?) = Tr(ct(®?) = 1, eb(@) ci(8) = 0
pour m impair : ct(@)? = ct(@)? = 0, Trict(a).ct(p)) = 1.

(¢) m.(ctfa) - c(B)) = O,

Les assertions (i) et (ii) ne sont mises que pour mémoire
(XI 1.5, complété par XI 2.6 lorsque 2i + 1 = n dans (i)).
I1 suffit de vérifier (iii) lorsque S est le spectre d'un corps

algébriquement clos k (il suffireit meme de prendre 5 = Spec(€)).

Formule (a), On peut supposer que X est la quadrigque d'équation
m
%
C
de la section plane d'équation

= 0 dans P™(K). La classe 7" est la classe de cohomologie

X,X,
1" i+m+l

x, =0 {(0%i<m s

1
b3

et ce cycle est somme des génératrices 131 et D2 dféquation
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0{(0sism et

j=)
"
[}

5 : i c(0<i<m et Xyp = o .

L~
b
fl

Dapras 1,12, e(Dl) # e(DZ), de sorte que

m

o= cL(Dl) + c&(Dz) = cifa) + c(B) .

Formule (b). Si des génératrices D, et D, sont disjointes {(resp. se
coupent transversalement en un point) on a CL(DI).cé(Dz) = ¢ (resp.
Tr(cﬁ(Dl).c£(D2)) = 1), D'aprés 1,12, si m est pair, on & e(Dl) # e(Dz)
(resp, e(Dl) = e(Dz)) ; si m est impeir, on a e(Dl) = e(Dz)

(resp. e(Dl) # e(Dz)). Les formules (b) en résultent.

Formule (c), Evident si n = ¢, Sinon, il suffit d'apreés (ii) de prouver

que M. (ctl{a)-cL(B) = C. En effet, Tr(n (ct(a)=ci(B)) = Tr(CL(a)Z—CL(B)2)=O.
Vérification.

. 2 2 a2
m pair : 2 = tr(n ) = tr{cl(a™)+ 2ct(a)ecl(8) + cf(B)") =1 + 1

m impair : 2 = tr(n®) = Trlct(@)? + 2ct()ct(p) + ct(@)?) = 2 .

Que 3.3.1 soit un isomorphisme résulte maintenant de ce que les

formes bilinéaires A deux varisbles

i

B(X,Y) XYy + X5y, et

i

B{x,y) XYy + XY,

sont de discriminant fl .

77



- 17 - X1l

Vérification 3,4, Soit X wune quadrique lisse de dimension n sur un
corps fini }Fq. Compte tenu de 3,3, la formule des traces de Lefschetz

donne la formule classique

n .
#X(F) = T q pour n impair
4 0
T4 +
T ¢t +eq” pour n =2 m (g =-1) .
0
Pour n pair, on a € =1 si X est déployée, i.e, a une génératrice
rationnelle, et ¢ = -1 dans le cas contraire,

3.5, 8i X est une quadrique lisse sur S de dimension n = 2m, on

appellera partie primitive de Rnf*ZL(m) 1'orthogonal de 'r]m (avec

les notations de 3.3, cet orthogonal est engendré par ci{a)-ci(8)). On

eppellera quotient primitif de Rnf*Z L(m) le quotient de Rnf*Z L(m) par

Z , en tensorisant

ZZL‘nm. On définit partie et quotient primitifs de Rnf* L

avec Z */(mm) .

3.6, Soient V un fibré vectoriel localement libre de rang n + 2 sur §
et X 1la Quadrique lisse sur § définie per une forme quadratigque ordi~
naire Q sur V, Soit de plus H un hyperplan de P(V¥) qui coupe
transverselement X, et X =X - H. Les schémas X et Y=X{1H sont
des quadriques lisses sur S, de dimensiomn n et n - 1, Ceci permet

d'utiliser 3.3 pour calculer la cohomologie de X°=x -y,
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(3,6.1) x° ¢ X Sy

Si n=0, alors Y=¢ et X = X", Supposons n >0, On

dispose de deux suites exactes longues duales l'une de 1'autre

- I i i i
(3.6.2) ... THSREZ, ——>RpZ, —>RqZ, —> ...
3, oi-2 i i
(3.6.3) ... =P R TQZ (A1) —>RpyZ, —>REZ, —> ... .

Pour n pair, 1'homomorphisme de restriction r, estun isomor~

hisme pour i # n,2n ; pour n impair, c'est un isomorphisme pour i # n-1,
y 5 P P s P P

Pour n = 2m, et 0, la classe de conomologie d'une génératrice, r (a) = i,

. . P n
de sorte que L est surjectif de noyau la partie primitive de R p*Z{/ .

Pour r = 2m + 1, rzm(nm) = 7", de sorte que T est injectif de conoyau

2m
le quotient primitif de Rzmq*EL. On en déduit que lelZL = 0 pour

i # n,2n, et que R'E Z’L est un Z ,-faisceau constent tordu libre de

H £
rang 1, pour i = n,2n, Par dualité, ou 2 1'aide de 3.5,3, on montre de
i . . n
m@me que R f*Z& = 0 pour i # O,n, que f*zé = Z&’ et que R f*ﬂ%

est de rang un,

Supposons que n = 2Zm et veprenons les notations de 3.3,
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0 > Rnf,zz&(m) — Rz L) ——> RVq,Z L ——>0

0 «— R'f Z L Rnp*Z{’(m) P — R”“2q*z Lm-1) <—— o

Le faisceau RanZL(m) a alors deux générateurs opposés naturels §, d'image

* (cd(o) - cL(B)) dans Rnp*ZL(m). on & (3.3 (iii) b)

Te(6%) = (cile) - ca())? = (-D™.2

4+
et - {8) est le double des générateurs naturels duaux T de

Rnf*Z&(m), 2 savoir les images (opposées) de ci{a) et ci{B).

Supposons que n = 2m + 1 et appliquons les notations de 3.3 a Y,

0 —> &2,z L ——> R%"q,Z L —2> R Z , (m) ——>0

2m+-2

N 2
R pyZ ‘L(m/ < R

m n
QuZ {l(m-—l) < R f*Z&(m) “— 0

Le faisceau Rnfiﬂﬁ(m) a alors deux générateurs naturels onposés

To 13 ctla) et ct(B). On a

6.0(8) = 8% = (3 ct(a? = a(ci(w.? cila) = 0

i

de sorte que (8) = 0 . D'autre part, Rnf*Z £(M1) a deux générateurs
naturels opposés s §', d'image Tt - cl(B)) dens Rqu*z L(m)’ et

Tr(6.6') = £ 1.
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Ces résultats sont rassemblés dens la table suivante

Table 3.7, Cohomologie des quadriques affines de dimension n, XO =X -9,

A, La conomologie est sans torsion. Les nombres de Betti non nuls sont :

cohomologie sans support : bo = bn = 1
cohomologie & support propre :bZn = bn =1
sauf pour n = 0 : bo =2,
n . e 2m
B, n=2m>0, R f;ZL(m) = partie primitive de R™ p,Z &(m)
R£,Z ,(m) = quotient primitif de R2"p,Z ,(m)
*“ p L
n . s 2m
n=2m+1 R fil&(m) = quotient primitif de R" q,Z {,(m)

Rnf*Z JC,(UH'U = partie primitive de Rzmq*z &(m) .

Ces groupes ont, localement, des générateurs naturels définis au
signe prés, notés & pour les groupes de cohomologie & support propre et &

pour les autres,

S ot Rnflz& —— Rnf*?i.% est nul pour n impair, envoyé %5 sur pe 2 8!

pour n pair > 0, On a
Te(88') = 1
2 .
(8" = (¢ si n=2m+1

(-1)".2 si n = 2m .

Vérification 3.8. La quadrique affine complexe 5 dans ¢ d'équation
2

L 2 =1 est difféomorphe au fibré tangent a la sphire réelle S AR" .
Ceci concorde avec A et C,
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Introduction
Dans cet exposé, nous reprenons le formalisme introduit dans le n® 2 de
1'exposé I de Grothendieck. TLe seul noint nouveau est 1'introduction de 1'analogue

algébrique de la variation de la théorie classiaue,

L'image topologique que je suis est la suivante, Soient X un espace
analytique, DC € un disque de centre O , D* =D - {0} et £ : XD un
morphisme propre (le cas non propre sera considéré ensuite), Remplagons D par un
disque suffisamment petit centré en 0, X par 1l'image réciprogue de ce petit
disque et notons encore f : X -+ D 1le résultat, D'aprés la veriante analytioue com-
plexe du théoréme d'isotopie de Thom, fﬂl(D“‘) est un espace fibré topologique sur
D% | J'ignore si on peut toujours construire un couple (I, r) du type déerit
ci-dessous, mails il semble plausible aque ouil,

{a) T est un systime localement cohérent de trivialisations locales du fibré
f_l(D*) sur D*¥ . En d'autre termes, I définit une trivialisation ﬂl(D*) -
équivariante de 1'image réeiproque de X sur un revBtement universel D¥ de D* .
(b) r est une rétraction de X sur la fibre spéciale Xo = f-l(o) , compatible

3 T : si, sur un ouvert cormexe U de D¥ , I identifie XU=f'l(U) Y

X, XU , r= r(xl, u) est indépendant de u .,

Soient donnés (X, £, T, r) . Sofent t €D et X =f (t) 1la
"fibre générale" , Le fibré ¢*X , image réciproaue de X/D par ¢ [0, 1]~ D*
xr—y exp{2 71 x).t , est trivialiséd par I . La monodromie T : xt———-)xt
est 1'homéomorphisme

X< l* X, <75 (@0, =X

Soit Ty ¢ Xt~—-—-) X0 la restrictionde r a4 X, . Ona T = On reconstruit

t Ty o

comme suit (X, f) & partir de (Kt, Xor Ts rt) :
(a) on recolle, dans X _x [0, 1] , les extrémités X x {0} et X, X {1} a

1'aide de T , pour obtenir f' : X' —---)S:L

(8) r définit r' : X' — x0 s (X, £) s'identifie &
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A . " 3 t
cone (£') : (cOne d'application de r':X'—3 Xo)v—)D = cBne d'application de (SléP-)

Soit ¥ = {r, £) : X-—)Xo x D , Les faisceaux images directes supérieures
RY v Z de lLeray vérifient la condition suivante.
(*) D¥ est recouvert par des ouverts U tels que la restriction du faisceau F &

XO X U est image réciproque 4'un faisceau sur XO .

Construetion 0.1, Les faisceaux F sur X xD vérifiant (¥) s'identifient aux

systémes (Fo’ Ft’ T, a) ol

o) Fo est un faisceau sur X

8} F, est un faisceau suwr X, muni d'une action du générateur T de T&(D*,t) 5

v} a est un morphisme de F_ dans le faisceau des T~invariants de F‘c .

8i un faisceau G sur Xo x D¥ vérifie (¥), et que S* est le revéte-
ment universel de D¥ (muni du point base t ), 1'image réciproque de G sur
X0 X g* est d'une et d'une seule facon image réciproque d'un faisceau Gt sur Xo 3
Gt est muni d'une action de ﬂl(D*, t) et G se déduit de prf(Gt) sur Xo % S*
par passage au quotient par ‘I'[l(D*, t) .

Un faisceau F sur XO x D est déterminé par

1) sa restriction & XQ s Soit FO s

E

2) sa restriction & Xo x D¥ , soit G

3) un morphisme Q : F —> i*3,6 (pour 1 : xof-a X, XD, J 2 X, XD**‘-—)XOXD) .

Si F vérifie (¥*), G est déerit par (G,, T) sur X, , et on trouve la descrip-

tl
tion annoncée de F
Pour les faisceau Rl‘l’*z , ona
(Rl‘i'*z) = {Z pour i = O
o
0 pour i >0 ,

tandis que les (Rl‘i’*zz )t méritent (pour i >0 ) le nom de faisceaux de cycles

évanescents {ecf. la discussion au début du paragraphe 2 de I).
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Cette discussion n'est utile que si on la raffine en passant a la caté-
gorie dérivée: les BiY*zz sont déduits d'un opjet de la catégorie dérivée
D+(Xo %xD) , et méme d'un objet RY¥,7z de la catégorie dérivée de la catégorie des
faisceaux abéliens sur Xo x D vérifiant (*), Cet objet détermine non seulement les
failsceaux de cycles évanescents et leur monodromie, mais encore les morphismes

"variation" classiques (cf. 1.4 et XIV 3,1).

C'est son analogue que nous définirons en géométrie algébrique,

Si 8 est un trait strictement hensélien et que f : X - 8 est un morphisme de
schémas, nous définirons un objet R¥Y@Z/4") de la catégorie dérivée de la caté-
gorie des falsceaux abélienssur le topos produit (X.O)et x 8,4 - Un faisceau sur
ce topos s'interpréte comme un systéme (Fo, Ft’ T,a) ou
a) F0 est un faisceau sur XO
g) Ft est un faisceau sur Xo , muni d'une action continue T du groupe d'intertie

I

¥y} o est un morpnisme de Fo dans le faisceau des I-invariants de Ft o

Nous aurcons 2 travailler dans un cadre un peu plus général que celui
indiqué ci-dessus:
a) lLa construction de R V{zm /") ne suppose pas que f soit propre.
Pour 1'interpréter topologiquement, il y aurait lieu de reprendre la construction

qui précede, en remplacant X par un voisinage de la fibre spéciale XB .

b} Pour construire R ¥{z/4') et démontrer ses propriétés, il faudra considérer
non seulement le faisceau constant z/4" , mails encore des faisceaux généraux,

volre des complexes de falsceaux,

¢) Lorsqu'on ne suppose pas que le corps résiduel k du trait hensélien 8§ soit

séparablement clos, il y a lieu de remplacer le topos produit (X ) X 8

o’et et P2T le -

Spec (k) Set . Le lecteur répugnant aux 2-produits
pe et

fibrés de topos pourra prendre la description galoisienne 1,2.%4 de ce topos comme

topos produit fibré (Xo)et X

en étant la définition.
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0.2. Notations et terminologie .

(0.2.1) trait : spectre d'un anneau de valuation discréte .
(0.2.2) hensélien : (pour un schéma) spectre d'un anneau local hensélien .

(0.2,3) strictement hensélien : pour un anneau: hensélien a corps résiduel séparavle-

ment clos, Pour un schnéma: spectre d'un tel anneau.

(0.2.%) point géométrique de S : morphisme X : Specik, -8 d'image x €5 ,

k(X) = e k é&tant une clSture séparaple de k(x) . On dit que X est localisé

en x . Par apbus de langage, nous appellerons parfois encore point géométrique un
morphisme X : Spec(k) 2 S tel que k soit une extension séparablement close de
k(x) ; un tel morphisme se factorise de fagon unique par un point géométrique (au
sens propre) de S .,

(0.2,5) s, m, 8, M § : Si S = Spec(V) est un trait hensélien, nous noterons en
principe s 1le point fermé de S , 1 son point générique, M un point géométrique
générique (= localisé en 7 ) de S et s 1le point géométrique localisé en s
correspondant (I 0,0.3). On note 8 1le spectre du normalisé de V dans k(m) , de

corps résiduel une extension inséparable de k(s) . On note Gal(?yn ) le groupe de

Galois de k(ﬁ) sur k(M) . De méme pour s , On a une suite exacte

0—> I —) Gal(f/n) —» Gal(s/s) —» O

( I groupe d'inertie).

(0.2.6) falsceau (sur un schéma X ) signifie toujours faisceau sur le site étale
xet de X ,

(0.2.7) premier a: un faisceau de torsion F sur un schéma S (ou un groupe abé-
lien de torsion F ) est premier aux caractéristique résiduelles de S si pour tout

s €8 , la multiplication par 1'exposant caractéristique de k(s) est un auto-

morphisme de F .,
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1. Faisceaux d'ensembles

Les faisceaux de cycles évanescents seront définis comme valeurs de foncteurs

dérivés du foncteur exact & gauche V défini au n® 3 pour tout faisceau d'ensembles.

1.1, Faisceaux galoisiens,

1.1.1. Soient Y un schéma sur un corps k de clBture séparable k et

T=vg k . Soit G un groupe profini et
u: G—3 Gal(k/k)

un homomorphisme continu de G dans le groupe de Galois de k sur k . Le groupe
de Galois @Gal(k/k) aglt (& gauche) sur Y par itransport de structure, Le groupe G

agit sur Y via u .

Soit ¥ un faisceau d'ensembles sur (le site étale de) Y . Une action
de G sur &, compatible & 1l'actionde G sur ¥ , est une action par auto-
morphismesde G sur (¥, &) , induisant 1'action donnde sur Y . En d'autre

termes, c'est un systéme d'isomorphismes

olg) : ulg), 8 —» 3 ,

vérifiant o@h) =o(g)o(h) . 8i G agit sur & , alors, quel que soit U étale

sur Y , définissant U = U & k étele sur Y , le groupe G agit sur J(U) .

Définition 1.1.2., On dit que G agit continfliment sur & si, pouwr tout U gquasi-

compact et étale sur Y , G agit continfiment sur 1'ensemble discret 3U) .

I1 reviendrait au m@me de ne considérer que les U affines,

8i % est un faisceau d'ensembles sur Y , d'image réciprogue I sur

Y , alors le groupe Gal(k/k) agit sur 3 , par transport de structure, de fagon

N

compatible & son action sur ¥ .

Rappel 1.1.3. (1) L'action de Gal(k/k) sur J est continue.
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(ii) Le foncteur

F — % muni de 1'action de Gal (k/k)

est une équivalence de la catégorie des faisceaux d'ensembles sur Y avec la caté-

gorie des faisceaux d'ensembles sur ¥ munis d'une action continue de Gal(k/k)

S

compatible 3 1'action de Gal{k/kx) sw Y .

Exprimons k comme limite inductive d'extensions finies galoisiennes k

4.
Soient @ : Yi =Y @kki —2 ¥ et ¢: ¥ — Y les projections. Pour U
étale sur Y , supposé affine, soit Ui =U @k ki . Ona
3 (U) = 1in *JU .
(U) L Hu )
Sur *3F ag) , Gal(k/k) agit via Gal(k./k) , ce qui prouve (i),
1
Gal(k/k)

Le foncteur (ii) a pour adjoint & droite le foncteur GFH—> (@uQ

Pour tout & sur Y , on a

G @ 3= lin g, 0% 3

Pour prouver que Iy (@ ¢F F )Gal(k/k)

tout 1, I (@ @*F el (,; /k)

, 11 suffit donc de prouver que pour

. I1 suffit méme de prouver que cette fléche
devient un isomorphisme aprés extension des scalaires de Xk & ki B Spec(ki)
devient alors somme de copies de Spec(k) , permutée de fagon simplement transitive

par Gal(ki/k) » et 1l'assertion devient triviale.

Le foncteur exact (ii) est donc pleinement fidéle. Pour conclure, il reste

s,

a4 vérifier que la fléche
— = Gal(k/k)
o, @

est un épimorphisme, Soit ?oi: ¥ —> Yi . L'hypothése donne que

Gal(k/k;)
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est épimorphique. On a

o 90T L Gr (g oy ((p, @OatFie))Galliy/K)

et on conclut en notant, par le méme argument de descente galoisienne que plus haut,

que pour G sur Yi muni d'une action de Gal(ki/k) compatible 4 son action sur

Y, , ona
i

1

,)Gal(ki/li) _N_) Q .

¢?(¢g* G

l.2. Le topos Y Xs S .

1.2,1, Soient S un schéma local hensélien de point fermé i : s &—» S5 ,
Le foncteur S’ r->S'XS s = 1¥ 8' est une équivalence de la catégorie des
S~schémas finis étales S' avec la catégorie des s-schémas finis étales s’

{spectres de k{s)-algebres étales). Le foncteur inverse sp¥ , du site étale

de s dans le site étale de § , est un morphisme de sites
sp:S—» s ,

le morphisme de spécialisation (cf. SGAY VIII 7). Pour s' étale sur s , on

dit que sp¥(s") se ddduit de S par extension du corps résiduel ., Pour F un

faisceau sur S , on a un isomorphisme fonctoriel

H*
(1.2.1.1) sppy F =1 F .

Pour tout ouvert de S : j : U &3S , ou pour tout point de 8§ :
j :n &3 S8 , on notera encore sp le morphisme composé spej . Pour F un

faisceau sur U (resp. sur 1 ), on a

*
(1.2.1.2) spe F=1 e F

1.2.2. Soient & un trait hensélien, et s, M, S, N, L comme en 0,2.5.

SC—;L__7 2 <%AL—3 n .
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Voici comment les faisceaux sur 8,7, S et le morphisme de spécialisation

s'interprétent en termes galoisiens,
(a) Les faisceaux F sur s (resp. m) s'identifient, par F —2 F (resp. F-n) aux
ensembles munis d'une action continue de Gal(s/s) <{resp. Gal(®M) (SGA4 VIII 2.1,

ou 1,1,3),
(b) Un faisceau F sur S définit des faisceaux F_ = i*F et F_=Jj*F sur

s et M , et une fléche d'adjonction F ——» J,. J¥F induisant

<p:Fs=i*F—-—-—)i*,j.x,j*F=sp*Fﬂ .

On sait (SGA4 IV 0.5.4) que le foncteur F (FS, F’ﬂ’ ¢) est une équivalence de

la catégorie des faisceaux sur S avec celle des triples (Fs, Fﬂ’ ©)
(Fs faisceau sur s , FT] faisceau sur mn, ¢ : Fs —> i* g, F’n ) .

Via 1l'éguivalence (a), le foncteur 1i¥* j, s'identifie au foncteur
"invariants sous I" , Les faisceaux sur S s'identifient donc aux triples formés
d'un ensemble F_ muni d'une action de Gal(s/s) , d'un ensemble Fﬁ muni d'une

s
action de Gal(fi/m) et d'un morphisme équivariant ¢ : F_ —3 F_'r\ .
s
{c) Les morphismes sp, Jj, 1, Sp = spej S'expriment comme suit, via (a) (b)

sp:8—3s : sp¥F )= (F_, F_, Id)

s s s
SD*(F_: F,’_,Tv (P) = F_
s 5
Jin—sS ¢ JMF, F-, ¢ = F:
g " Q
Ju (Fﬁ ) = (FT'] s Fro inclusion)
i:s—>»8 : i*{(F,Ps¢ = F
s U s
i, (F) = (F_, {0}, projection)
s s
sp=sp J :n—¥s: sp*(F_) = F_
s s
I
P = B2
8P, ( T.‘) o

1.2.3, Soient 8 un trait hensélien comme en 1.2,2 et Y un schéma sur s , Nous
aurons & travailler avec le 2-produit fibré Y XS S des topos étales de Y et S
sur le topos étale de s ., D'aprés Giraud [1] , ce 2-produit fibré existe, et on

voit facilement qu'il admet la description galoislienne donnée ci-dessous., Ceux qui
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répugnent aux 2-produits fibrés pourront prendre cette description pour définition,

Construction 1.2,4., les faisceaux F sur Y Xg 8 s'identifient aux triples

(F, Fn,qo) ol

(a) Fs est un faisceau sur Y , soit encore un faisceau F_ sur Y=Y 8% s ,
s
muni d'une action continue de Gal(S/s) compatible & 1'action de Gal(s/s)

sur Y .

{(p) Fﬂ est un faisceau Fﬁ sur ¥ , muni d'une action continue de Gal(¥/n) .,

Y

compatible & 1'action (via 1.1.1.) de Gal(W/n) sur Y .

(e} ¢ est un morphisme éguivariant de F_ dans Fﬁ .
s

De mme, un faisceau Fn s ¥ x_m estun objet 1.2,4{b). On dispose

d'un diagramme de topos
Y YL—l———)YxSS(——‘L—“’YxsT}

(1.2.%,1) P

|

|
¥ . v
z S

s G

n

S B

¥ X, 8 est réunion de 1'ouvert Y XM et du fermé complémentaire Y . Les

)

formules 1,2,2,(c) restent valables pour sp : ¥ Xg 8 —3Y (encore noté pry
Jr¥x ne—=> ¥Yx 8, 1:Y S Yx 5 et sp:Yxsn——)Y

(encore noté pry ).

1.2.4,2, Si on prend 1,2.4 pour définition de Y Xs S , i1 y a lieu de montrer,
par une construction directe, que Y Xs S ne dépend pas & isomorphisme unique prés,
du choix de la cldture séparable k(T) de k(n) . On le fait en interprétant Fn
de 1,2,4(b) comme un foncteur qui & chague clBture séparable k(7)) de k(n) ,
définissant une cldture séparable k(s) de x(s) , associe un faisceau sur

Y ®y(s) k(S) : le F, de 1.2.4(b) est la restriction de ce foncteur & {n}
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1.2,5. Chague point géométrique x de Y  définit un point géométrique (x,m)
s
de Y Xg M s de foncteur fibre correspondant

I1 définit des points géométriques (x,7) et (x, 5) de Y %, 8 par

On vérifie qu'on obtient ainsi tous les points des topos Y xs n et Y xs S .
Nous ne l'utiliserons pas. On vérifie aussitft que ces ensembles de points sont

conservatifs.,

*Remarque 1,2.6. La construction 1,2,5 définit une équivalence de la catégorie
hemarque
Point (Y X n) (resp, Point(Y Xg 3) ) des points de Y Xg M (resp.....) avec le

2-produit fibré Point(Y) Point(m) .

XPoint(s)
Cette équivalence résulte aussi de ce que Y X M (resp. Y X S) est un 2-produit

fibré de topos. ™

1.2,7. Par la fonctorialité des 2-produits fibrés, le diagramme (1.2.4.1) est
fonctoriel en Y et S8 , En particulier
a) Tout morphisme f : Y —>VY' de schémas sur s induit un morphisme de topos

de Y x 8 dans v! xss . 0na

i

* #* * #*
(1-2'7-1) f (F 2 F" ’(P } (f F s £ F- 3 £ ((P})
s N 5 n

et pour f quasi-compact

(1-2~?02) f*(F_: . s (P) = (f.)(- F_: f* F- > f.}@{@}) -
S n s n

Des formules analogues valent pour f : Y xS n—» Y’ xs n .
b) Tout morphisme surjectif de traits henséliens £ : S' —9 S induit un morphisme

de topos de Ys' xs’ 8" dans Y xs S8 , Notant encore f 1le morphisme naturel de
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Y, =Y @%(s) ¥(s') dans Y , on a
(1.2.7.3) £H(F, Bl @) = (% _, ¥ By ) .
s s

Lorsque f est un morphisme fini, Ty s'exprime comme représentation induite.

1,2,8, Soit f : Y —> Y' un morphisme localement de type fini et séparé de

s-schémas, On définit un foncteur "image directe & support propre”

f, : (faisceaux d'ensembles pointés sur Y Xq S) —» (faisceaux d'ensembles

pointés sur Y' XSS)

par la formule

(1.2.8.1) £, (F_, Fﬁ , ®) = (f! F_, £ Fﬁ , f!(@)) .
S s

Pour f un plongement localement fermé, f' s'appelle le foncteur de prolongement

par zéro.

Un foneteur analogue est défini powr Y XS m .

1.2,9. Soit f : Y &> Y' un plongement localement fermé de s-schémas, Le
]
foncteur f; 2 un adjoint & droite  , "sections % support dans Y ", vérifiant

(1.2.9.1) I T N O
5 S

Supposons seulement f quasi-fini , Le foncteur f, des faisceaux
abéliens sur Y Xs S dans les faisceaux abéliens sur Y' xs S admet encore un
' A
adjoint & droite f , donné par 1.2,9.1 (cf. SGA4 XVIII 3.1.8)., Pour f étale,
1

£ o= £,

Des foncteurs analogues sont définis pour Y xS n .
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1.3, Le foncteur Y.

1.3.1. Scient S un trait hensélien comme en 0.2.5et p: X—3S , On se
propose de définir un foncteur exact & gauche Y des faisceaux sur X dans les
faisceaux sur le topos X_ xs S construit en 1,2. Ce foncteur n'est pas en général

le fonecteur image directe d'un morphisme de topos,

On définira aussi Yn : {faisceaux sur Xn ) — (faisceaux sur Xs g .

1.3.2, Soit X=X X § ., On dispose d'un diagramme

I
X-
n

"~

{1.3.2,1)

S —")

~
L
P

cartésien au dessus du diagramme

N

0 $m— 11
W & U1
3 €é—e— 31

~

Soit F un faisceau sur Xﬂ , d'image réciprogue Fﬁ sur Xﬁ . On pose

(1.3.2.2) ROREELS N

Par transport de structure, ce faisceau est muni d'une action continue de Gal(®/ n) ,

compatible & 1'action de Gal(Ty/7n) sur Xz . Le foncteur

(1.3.2.3) ¥ o (X

n net) —> X, x,n)

est exact & gauche,

1.3.3. Soient F un faisceau sur X , Fﬂ sa restriction & Xn et FS sa

restriction & Xs . On pose
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i

(1.3.3.1) (Y (F')),rl Yﬂ(Fn)

(1.3.3.2) (¢ (M), = F, .

S

Soient F 1'image réciproque de F sur

it

et ¢' le morphisme d'adjonction

¢: P934 3*F . Ce morphisme induit

. B TE T TH T Te T o _
©:F =1*F —— I* §, J*F = (Yﬂ(Fﬂ))ﬂ
Le triple ¥(F) = (?(F)S ,Y(F)n,¢9 est un faisceau sur X, X s .
Le foncteur
(1.3.3.3) Yor(X ) — (X % 8)

est exact A& gauche,

1,3.4, Lorsqu'il n'y aura pas de risque de confusion, on posera

() = Y(F))n s ¥ (E) = (¥Y(F))y et ¥R(F) - (‘l’n (F))ﬁ .

1.3.5. Dans la fin de ce numéro, nous dressons une liste de propriétés de
fonctorialité de ¥ (cf. 1.2,7 & 1.2,9), Elles seront utiles surtout sous leur forme

dérivée (2.1).

8oit f : X —3 X' un morphisme de S-schémas, d'olu un diagramme

Xz 2y X 3 X.

5 i

(1.3.5.1) £ lf lf
Xv_( .{ } }—cl . 3 -y X'— .

8 n

L'ambiguité dans la notation des fléches simplifiera les formules, et ne préte pas
4 confusion: une seule interprétation donne un sens aux fliéches composées ci-dessous,

De méme, nous noterons ¥ le fonctewr (1.3.3.3) pour X tant que pour X' .,

Les morphismes de foncteurs décrits ci-dessous pour ¥ ont une variante

pour Y , que nous omettons en général d'expliciter,

Uyl
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1.3.6. Le morphisme de changement de base I* f, —3 £,  induit un morphisme

de foncteurs

(1.3.6.1) ¥ Ly ———> £, ¥
qui est un isomorphisme pour f propre (SGAY XITI 5.1(i)).
Le cas essentiel est celul ot X' =S . On trouve un morphisme

(1.3.6.2) G —F 6, ¥
de composante essentielle
(1.3.6.3) T{Xﬁ’ F) e I‘(Xg s Yﬁ F)) ;

ce morphisme est un isomorphisme pour f propre,

1.3.7. Le morphisme de changement de base f ¥ ——>J, £ * induit un morphisme

de foncteurs

(1.3.7.1) Y —— ¥ o

1.3.8. Supposons f quasi-fini. Les foncteurs f’ commutent aux changements de

base; le morphisme f 3% —3 3% £, induit un morphisme de foncteurs

(1.3.8.1) Y — ¥5, .

Lorsque f est fini, c'est 1'inverse de {1.3.6.1).

!
1.3.9. La situation est duale pour f  (on suppose que f est quasi-fini pour
travailler avec les faisceaux abéliens, ou est un plongement pour les faisceaux

d'ensembles pointés). Ce foncteur commute aux images directes, et le morphisme

- \ |
i* ff — ¥ induit un morphisme de foncteurs

(1.3.9.1) vl — oly

Pour f étale, c’'est 1'inverse de (1.3.7.1).

1.%,10., Enfin, pour un changement de base S' —3;—9 S , on trouve un morphisme de
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changement de base

(1.3.10.1) il Je— .

1,4, Ia variation.

1.4,1, Soient S8 un trait hensélien comme en 0.2,5 et Y un schéma sur s .
Soit A un anneau, On pourrait plus généralement prendre pour A un faisceau
d'anneaux sur Y . Pour tout objet X de la catégorie dérivée D{Y X 5, A) de

la catégorie des faisceaux de A-modules sur Y xs S , nous nous proposons de dé-

finir un morphisme variation .

1.4,2, Un complexe de faisceau de A-modules X sur X Xg S s'identifie & un
triple (KS, N ° @) ol

a) KS (resp. KT] ) est un complexe de faisceaux Ké (resp. KT'] ) sur Y , muni

d'une action continue de Gal(s/s) (resp. Gal(n/m);

b) ¢ est un morphisme équivariant % Kg _)Kﬁ .

Un tel complexe X est toujours homotope & un complexe X' = (K'S,K'TI L")

tel que ¢' soit injectif et gque la suite exacte
(1.%.2.1) o—ax'g-———»x’ﬁ — coker{p! ) —> 0

soit scindée degré par degré, Il suffit de prendre Ks = K's , et de prendre pour
K”ﬂ la somme de KT} et du cbne de sp® K, . Posons 8(X) = coker(¢') . La suite
exacte (1.4.2.1) définit un triangle distingué

3(K

)
(1.4.2.2) / \

sp¥ K, ————> Kn

dans la catégorie K(Y X, Mo L) des complexes de faisceaux de A ~modulesi homotopie

prés sur Y X M . Ce triangle ne dépend que de K& Ob XK(Y xS, A) .
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S

Cette construction passe & la catégorie dérivée, et associe & tout objet

K de D(X X S, A) un triangle distingué de D(X Xg Mo Ay .

Le triangle (1.4.2.2) est utile surtout via la suilte exacte longue

d'hypercohomologie qui s'en déduit
voo — BT ) —H T, Kp) =T (K)z) —o. .
1.4,3, Le groupe d'inertie I agit trivialement sur K’g . Pour tout © €I ,

1'endomorphisme o0 - 1 de K’ﬁ (notation (1.4.,2.1)) se factorise donc par un

morphisme

Var(o) : coker(¢') ——-)K'—,n .

Cette construction passe & la catégorie dérivée: pour K € 0b D(Y X 8, N et

0 €I , elle définit la wvariation
(1.4.3.1) Var(og) : &(K)- — K- .,
n n
Notant g 1la fléche de K“q dans $(K) , ona

(1.4.3.2)

Q
]

1 + Var(Qgq (sur Kﬁ )

(1.4.3.3) o

i

1 + g Var(0o) (sur Q(K)ﬁ )

(1.4,3.4) Var{(o T

]

Var(©) q Var(™) + Var(9) + Var(7)

2. Cycles évanescents

2,1, Ie foneteur R VY .,

2.1.1, Soient S un trait hensélien comme en (0.2.5) et A un anneau de torsion
premier & la caractéristique résiduelle p de S (0.2.7). Plus généralement, on
pourrait prendre pour A un faisceau de torsion premier aux caractéristiques rési-

duelles; le cas le plus important est celui o A =z/4" ( 4 premier inversible

fo} .
ans (98 )i
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Scit X un schéma sur S . Le foncteur ¥ (resp. Yﬂ )  transforme
faisceaux de A-modules sur X (resp. Xﬁ ) en faisceaux de A-modules sur X Xg s

(resp. X X M ) . Soient RY et an les foncteurs dérivés

RY : D'(X, A) —>D (X, x, S, N
RY : DY (X, p) — D" (X_x_n, A)
n n’ s s 7 ’
et R® le foncteur composé & o RY

R$ : D(X, A) — DT (X, xgn, N .

2.1.2, 8Soit le diagramme commutatif (1.3.2,1)

Si F est un faisceau de modules injectif sur X , sa restriction & 1l'ouvert X

et encore injective, Pour Fn injectif sur Xh , 1'image réciproque Fﬁ est

acyclique. Les formules (1.3.3.1) et (1.3.3.2) se dérivent donc en

(2.1.2.1) RY(K), = 1*K (X € 0b DT(X, A))
+

(2.1.2.2) R‘i’(K)n = an(Kn) (K € 0Ob D' (X, A))

(2.1.2.3) Mn(x)?-1 = I*R], K (K € Ob D+(Xn, A

Ceci permet de poser sans conflit

R?ﬂ(K) = (R?(K))n , RY;I(K) = (RY(K}};] et R‘i’ﬁ(K} = (R‘Yﬂ(K))ﬁ .

Avec ces notations, le triangle distingué (1.4.2.2) s'éerit
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R3(X)
(2.1.2.4)

¥ j% K —m—— .
sp¥ i% K R‘i’n{Ks)
Pour g € I , on dispose d'un morphisme variation

(2,1.2.5) Var{g) : R@(K)ﬁ——)RYa(K) .

Les falsceaux R 8(p) (ou plus généralement Rié(K) } sont les

falsceaux de cycles évanescents .

2.1,3. 8oit (X, m) le point géométirique de X, Xy T défini par un point géo-
métrique x de Xz (1.2.5). Calculons la fibre de RYn(Kn) en (X, n) & l'aide
de (2.1.2,3) (ef. I 2,3). L'hensélisé strict X(i) de X en x est un schéma sur

1 < '] z . z )
1'hengélisé strict Snr de S , de point géométrique nnr .

Proposition 2.1.4., On a (R?(Kﬂ}}(i’a> = RT(X(i) Xﬂxr N, K} : en particulier,

i
R ?(Kﬂ)

{;{’ﬁ) = H {X{i> Xnm" n. K)o

Appliquons SGAY XV 2.1 (théoréme d'acyclicité locale des morphismes lisses).

On trouve la

Reformulation 2.1.5. 8i f est lisse et F un faisceau localement constant, on a

R3(F) =0 .,

Plus généralement, si K € Ob D (X, A) , alors RE(K) = O 1h ol f est

lisse et que les g}(K) sont localement constants, Voir aussi 2.1.11.

2.,1.6. Soit f : Y—>Y' un morphisme de schémas sur s . Les foncteurs

|
£*f, £* £, (1.2.7 & 1.2.9) ont un analogue naturel dans la catégorie dérivée.

a) Le foncteur f# est exact, done se dérive trivialement,
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b) Le foncteur f, aun dérivé droit Rf, 5 pour f quasi-compact, on a

{2,1.6.1) (Rf,, K)é Rf;%(K;) ;

n

(2.1.6.2) (REy K)o RIS w(Kg)

¢) Pour f quasi-fini, le foncteur f! est exact, donc se dérive trivialement.
Dans le cas général, le foncteur dérivé du foncteur f, est pathologique, et on
procéde comme dans SGAY XVII., On suppose f séparé de type fini, et ¥' noethérien.
I1 existe alors [2] une décomposition f = £33 , ol j est une immersion ouverte et

ot f est propre, et on définit

Rf, = Rf o 3, .

Les arguments de SGA4 XVII montrent que le fonecteur Rf, est indépendant du choix

~ .
de la factorisation f j . L'analogue de (2.1.6.1) (2.1.6.2) est valable.

;
d) Nous n'utiliserons Rf' que pour un morphisme guasi-fini, auquel cas c'est le

'
foncteur dérivé de f° , On a encore 1'analogue de (2.1.6.1) (2.1.6.2).

2.1,7. Passons en revue les propridtés de fonctorialité de RY (i.e. dérivons 1.3.5

s

3 1.%.10), Soit f : X —3 X' un morphisme de S-schémas, et reprenons les notations

de 1.3.5.

Le morphisme {1.3.6.1) définit
(2.1.7.1) RY Rf, —> Rf, RY .

D'aprés le théoréme de changement de base pour un morphisme propre (SGA4Y XITI 5.1),

ce morphigme est un isomorphisme si f est propre.

Le morphisme (1.3,7.1) définit
(2.1.7.2} f# R¥Y —> RY £#

D'aprés le théoréme de changement de base pour un morphisme lisse (SGAY XVI 1.2),

ce morphisme est un isomorphisme si f est lisse.

L'isomorphisme (2.1.7.1) pour f propre et le morphisme (1.3%.8.1)
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définissent un morphisme
(2.1.7.3) Rf, R¥ —> RY Rf,
qui, pour f propre, est 1'inverse de (2.1.8.1).
Pour f quasi-fini, (1.3.9.1) se dérive en
. 1 !
(2.1.7.4) RY Rf* -—3 Rf" RY
qui, pour f étale, est 1'inverse de (2,1.7.1).

Soit un changement de trait f : 3' —» S et X' =X X s'

(pour 1'ambiguité dans les notations, cf., 1.3%.5). On suppose f surjectif.

La fl&che de changement de base (1.3,10.1) se dérive en
(2.1.7.5) f%* RY ———3 RY £%

Les mémes énoncés valent pour RYn .

2.1.8. Le cas essentiel de 2.1,7.1 et 2.1.7.3 est celui ot X' = 8 , On trouve

alors pour K € Ob D+(Xa , A) des morphismes

(2.1.8.1) Rf, —> Rf, RY

(2.1.8.2) Rf) RY —> Rf,

d'olt

(2.1.8.3) B B —— W' (kg RY; (X))
i i

(2.1.8.4) H,(Xg, RYZ(K)) — H, (X, K)

et la commutativité des diagrammes
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1 sp i
(R'f, K)g > H (Xi’ K)
(2.1.8.5)
i
B (Xs, K) — &ﬁ(x;, RY; (X))
i sp s ot
(2,1.8.6) H, (X, K) y mc(xﬁ, K)

e

/

W%z RE(K)) .

Pour X € Ob D+(Xn, A) et o0 €I , les diagrammes suivants sont commu-

tatifs
i o-1
B (G ) m;(xa, K)
(2.1.8.7)
i " Var{s) i
H (Xé, R‘?a(K)) —> (Xg: R@a(K)) —3 H (Xg: R‘ya(K))
i -1 L
(2.1.8.8) W, (X0, X) < 5 ‘Hi“‘a’ K)

. . var{(o) 1
mi(xs, RYﬁ(K)) — |Hz(x5, R@ﬁ(K)-———~————~+ H, (X2, Rwﬁ(x)) .

Pour f propre, (2.1.8.1) et {2.1.8.2), ainsi que {2.1.8.3) et {(2.1.8.%)
sont des isomorphismes inverses 1'un de 1'autre. Le triangle distingué (2.1.2,.4)

fournit une suite exacte longue
(2.1.8.9) vee > Hl(xg, K) — 1H1(Xa, X) — IHl(XE, Réﬁ(K)) - ...
Le complexe évanescent R®(K) exprime donc la différence entre les cohomologies

des fibres géométriques Xg et Xﬁ (& valeurs dans 1'image réciproque de K ).

D'aprés (2.1.8.7), la variation Var(o) détermine 1'action du groupe d'inertie I
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sur !Hl(xﬁ, X) . Ces faits sont & la base de toutes les applications de la méthode

des cycles évanescents,

L'hypothése de propreté faite ci-dessus sur f peut se remplacer par des

"

conditions de régularité & 1'infini sur f et K . On a par exemple le résultat

suivant {pour K € Ob D(Xa, ISR

Propogition 2,1.9. Supposons gue f admette une factorisation f = flk

K h
x5 x —— s,

avec f, _propre, et k 1'inclusion dans Xl du complément d'un diviseur 3

croigsements normaux relatif D (par hypothése, fl est donc lisse dans un voisi-

nage de D ). St , dans un voisinage U de D , les H (K) sont localement

constantssur U-(D U Xo) , et modérément ramifids le long du diviseur & croisements

normaux D U Xo , alors (2.1.8.1) et (2.1.8,2) sont des isomorphismes.

La suite spectrale d'hypercohomologie de K montre qu'il suffit de
traiter le cas ot X est réduit 3 un faisceau F_ en degré O ., Remplagant S par
son normalisé dans une extension finie (ce qui est loisible, comme on le voit sur
les définitions), et appliquant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer gque Fn
est restriction & Xﬂ d'un faisceau F sur X , localement constant sur U N X
et modérément ramifié le long de D ., Avec les notations de 2.1.2, soit P 1'image

réciprogque de F sur X et F:%-58 .

Pour prouver que (2.1.8.1) est un isomorphisme, 1l suffit de prouver que
RT, (Rj* j* F) commute au changement de base s = & . Dans le triangle

—> F —> R}, J*F—>p —>

les E}(A) sont & support dans Xé : pour A s le résultat de changement de base
considéré est trivial, Il suffit donc de prouver que Rf*(§) commute au changement

de base s = 5 soit, vu le théorime de changement de base pour £y, que
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Rk*(ﬁ) commute au changement de base Xi_ - X1 {(2.1.10 ci-dessous).
s

Pour prouver que (2.1.8.2) est un isomorphisme, il suffit de prouver que,
pour le faisceau F , le prolongement par O k; commute au foncteur 33* , 1.e.

que, dans un voisinage de D ,

R¥(k; F) = 0 sur X _ ( 2.1.11 ci-dessous),
* s

Lemme 2.1.10, Soit f : X 8 un morphisme lisse, D < X un diviseur & croise-

ments normaux relatif, U=X -~ D cdl—? X et F un falseceau de A-module sur U ,

localement constant et modérément ramifié le long de D . La formation de Rj, F

commute & tout changement de base T =S .,

La question est locale (pour la topologie étale) sur X . On peut donc
supposer qu'il existe g : X' » X , normalisé de X dans un revétement fini étale
surjectif g' : U' » U modérément ramifié le long de D , tel que g'* F soit
constant sur U' ., Utilisant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer que de plus

X' est lisse sur S et que U' est le complément d'un diviseur 2 croisements

normaux relatif D' dans X' .

F s'injecte dans g', g'# F et le conoyau vérifie encore les hypotheses
de 2,1.10. Itérant la construction (le méme g continue d'ailleurs & marcher), on
obtient une résolution de F par des faisceaux de la forme g‘* G avec G constant
et g' comme plus haut, il suffit donc de démontrer 2.1,10 pour un tel faisceau, i.e.
de démontrer 2,1.10 pour (X'/S, D', ¢ constant sur U' )} : c'est 12 un cas parti-

culier de SGAS IT 4.4,

Lemme 2,1,11. Soient S un trait hensélien, f : X - S un morphisme lisse,

D c X un diviseur 3 croisements normaux relatif, U= X-D °~AL—? X et F un

faisceau de A-modules sur U , localement constant et modérément ramifié le long

de D , 0Ona

R@(J! F) =0 .
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Le dévissage utilisé en 2.1.11 nous raméne au cas ot F est constant,
de valeur G . On peut supposer D réunion de diverseurs lisses (Di)i €T *
Pour J clI , soit DJ 1'intersection des Di pour i €J ., Le failsceau F
admet une résolution F', de composantes des sommes de faisceaux GJ > constants
sur DJ et prolongéspar O sur X ., Il suffit donc de prouver 2,1.11 pour un tel

faisceau, ce gqui résulte de (2.1.3) appliqué aux DJ/S .

Je conjecture que 2.1.7.5 est un isomorphisme si S et 8' sont excellents.

Voicl un résultat partiel (voir aussi 2.4.2).

Proposition 2,1.12. Le morphisme 2.1.7.5 est un isomorphisme dans les cas suivants

(a) 8 est excellent, de complété 8' ;

(b} 8 et S' sont d'épale caractéristique O .

Dans le cas (b), on se ramdne & supposer S5 et 8' strictement locaux,
et qu'une uniformisante pour S est encore une uniformisante pour st (étendre les
scalaires sans changer 5' -» 3 ). Dans lescas (a) et (b), notant par le normalisé
dans une cldture séparable du corps des fractions, on a alors S' & &' X 8 , et,
revenant aux définitions, on trouve qu'il suffit de prouver que S' = S est univer-
sellement localement acyclique (appliquer SGA4 XVI 1,1)., Ceci résulte de I 0.5.1
(vasé sur la désingularisation de Néron & la Artin) et de SGAY XV 2.1 (théoréme

d'acyclicité locale des morphismes lisses).

2,1.1%, Supposons f : X = S de type fini. La dimension cohomologique (SGAY XVII
1.2,9) de RY est alors au plus égale & dim(Xn) , ainsi qu'il résulte de 2.1.%4
et de SGAL XTIV 3.2 (ef. I 4.2.(1)). Ceci permet d'étendre RY & la catégorie déri-

vée entidre

RY : D(X! A) — D(XS XS S, A) s

et RY +transforme D en D . Soit I € Ob D (A) un complexe borné supérieure-

ment de A-modules & droite, et K € Ob(D (X, A)} . On dispose alors de
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1 1
(2.1.13.1) I ® RY¥(K) ——=—> RY(L ® K) .

A
Pour vérifier que 2.1.13.1 est un isomorphisme, on remplace tout d'abord L par
un complexe de A-modules libres, et on note qu'il suffit, car RY est triangulé
de dimension cohomologique finie, de le vérifier aprés avolr remplacé L par une des
ses composantes, Par passage & la limite inductive, on se raméne au cas o L est

un medule libre de type fini, puis au cas trivial ot L= A .

De {2,1.13,1) on déduit par un argument familier (cf. SGAZ XVII 5.2,11)
que si K €0b D (xﬂ, 1) est de Tor dimension finie sd (d € Z) (SGA4 XVII 4.1.9),

alors RYn(K) est de méme de Tor-dimension <d

2.2, Une compatibilité (morphismes traces).

2.,2.,1. Soient S un trait hensélien et u : X,s -~ Ys un morphisme quasi-fini plat
séparé de présentation finie de s-schémas. Pour tout faisceau abélien F sur Ys s
un morphisme trace Tru P uru F -+ F est défini (SCAY XVIT 6.2.3). Pour F un
faisceau abélien sur Ys xs S ou Ys Xg M on en déduit un morphisme analogue

Tru P up ur FaF

Soit u : X +Y un morphisme quasi-fini plat séparé de présentation finie
de S-schémas., Nous noterons encors u le morphisme induit Xs xs S = Ys Xs S et

nous notercns Y les fonclteurs 1,%,% pour X et pour Y .

Proposition 2,2.2, Pour tout falsceau abdlien F sur Y , le diagramme suivant

est commutatif

Uy u* ¥ _.Q_-}J_-LL,_) u'sy u* B _.,.g.l.:.;?.-__S_'_];),_..__) ¥ u, u* F

Tru Tru

Y F ¥y F .
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La vérification est laissée au lecteur, On a une variante pour ‘}'n et

F sur Y_ .
n

2.2.,3, Scient A comme en 2,2,1 et u : X =Y un morphisme quasi-fini et plat

de S-schémas séparés de type fini et plats

x_.____l“__éy

On note encore f et g les morphismes Xs Xg S =8 et Y xg S 48 . On suppose

que dim¥ <n .
n

Pour tout K € Ob D(S, A) , on a définil un morphisme trace (SGAY4 XVIII 2,9)

Tr, & Rfy £* K(n) [Zn] —> K .

Corollaire 2,2.4, Le diagramme sulvant est commutatif

Rg.u,u* RY g* K(n)[an] —L:2:T3)5 pe Ry £% K(n)[2n] —2:1:10:1)  ge r% K(n)[2n]

Tr'u Trf

Tr
Rg, RY g K(n)[2n]  —2elelOul)y po o (n) [2n] —— 85— K

8i u est étale, (1.3.7.1) est un isomorphisme.

Le diagramme (2.2.4) se déploye en le suivant, ol les arguments sont omis

Rg,u,u* RY g% —————> Rg, RV u,u#* g* ——> Rg,u,u% g% ————> RfI*

Tr, (1) T (2) Tr, ©) T,
Tr
Rg! RY g* ] Rg! RY g* —‘——'—“""—"5 Rg! g* ——i——> K .

Que {1) soit commutatif résulte de 2,2,2. Que (2) le soit est la
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fonctorialité de (2.1.10.2). Que (3) le soit est la transitivité de la trace

SGAY XVIIT 2.9. Var.3.
2,2.4.1.0n a un résultat analogue pour Yn et K € Ob D(m,A) .

2.2.5. Soit & une partie de Ys propre sur s , et notons Rgé le foncteur

"image directe & support dans & ". Notons Trg le morphisme composé

(2.2.5.1) 'I'r'g : Rfé R¥g* K(n)[2n] = Rg,R¥g* K(n)[2n] = Rg,g%* K(n)[2n] » K ,
et son analogue pour Yn et K€D(n, A) . Si & est un ensemble fini de points
fermés, on a

Rg, o u, = Rf ,

& . -1

d'oll un morphisme trace Tr : Rf u* = Rg_ u, u* - Rg .
u u—l@ $ i 3

D'apres 2.2.,4, le diagramme sulvant est commutatif.

Tr

Rf _, u* RY g* K(n){2n] —> Rf _| RY £¥* K(n) [2n] —L 5 %
u i u %
Tr
u
Tr
Rgy RY g% K(n) [2n] E—

Supposons u étale, soit x € XS et supposons que x et y = u(x) aient

méme corps résiduel, On a alors
Rf _...ffi_? ;
(x] " 3

cet isomorphisme, donné par Tru , exprime la nature locale pour la cohomologie

étale de la cohomclogie & support dans x . Le dlagramme

£
e
Rf{x} RY £+ K(n)[2n] K

(2.2.5.2)

Tx

NE
-~

Rg{y} RY G* K(n)[2n]
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est commutatif,

Scholie 2,2,6, ILa compatibilité 2,3.5.2 exprime que le morphisme trace (2.3.5.1)
pour 3 = {x} , est un invariant local: il ne dépend que du S-schéma hensélisé de

X en x . De méme pour RYn .

2.3. Théoréme de finitude (en égale caractéristique zéro).

Théoréme 2.3,1, Soient S un_trait hensélien comme en 0.2.5, A un anneau de

torsion noethérien et f : X - S un morphisme de type fini, On suppose que S est

d'égale caractéristique zéro . Alors, pour tout faisceau constructible de A -modules

F sur Xﬂ , les faisceaux Ri?_(F) sur X sont constructibles,
n s

On commence par recopier le début de la démonstration de SGA4 XIV 1,10 :

appliquons SGA4 IX 2.14(ii). I1 existe une résolution F° de F

b &—— '

(o]
o] -

N

ri

o
.
3

par des falisceaux de la forme @ p'., G ,ou p'. : ¥, — X est fini et ol
;0 1w i i in n

Gi est un faisceau constant constructible, On peut supposer Yiﬂ réduit; soit
pi H Yi -+ X le normalisé de X dans Yin . Utilisons la suite spectrale de la
résolution F* et appliquons 2.1.7.1 dans le cas trivial du morphisme fini p; s

on trouve qu'il suffit de prouver 2.3.1 pour (Yi’ Gi) .

Prouvons 2.3,1 pour F constant défini par un A -module M ., Rappelons
que A est une 2/n-algébre pour n convenable., Le module M se dévisse done en
modules M, sur A/LiA , avec Li[n premier convenable, Ceci hous raméne au cas
ot A est une Z/{-algdbre, 4 premier. On a alors (2.1.13,1)

me Rl (@) —> r'v (W)
i n
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il reste A traiter le cas ol F est le faisceau constant 2Z/{ .

Soit Xn = Xé pue SN ::>x111 une suite de parties fermées de Xn telle que
1 1 N ‘ . = s s
(x; - Xﬁ+l)red soit lisse sur n . Soit X, = X! . Le faisceau 2/% se dévisse

en les faisceaux 2Z/4 sur (X; - X£+l) , prolongés par O . On en tire la

Réduction 1 I1 suffit de prouver 2.3.1 pour un falsceau j! Z/4 , pour

J: U C*—%.Xﬂ 1'inclusion d'un ouvert lisse.

D'aprés la résolution des singularités, il existe g : X1 -+ X tel que

(a) g est propre, et induit un isomorphisme g-l(U) =3 U
1
{

(b) X est régulier et XI« g (U) un diviseur & croisements normaux dans X1 R

réunion de diviseurs réguliers Da .

Soit j : g (U) <X . Ona Rg,J #4=J) L . Appliquons
2.1.7.1 et le théoréme de finitude SGAY XIV 1,1.; on trouve qu'il suffit de prouver

(2.3.1) pour (X, I Y 72 A BN

On a une résolution

—""—> esses 5

0 —> iy 2/t —> L — & (2/4)), —> & (Z/1)
' a B

D
a s B a no

d'ol la

Réduction 2 Tl suffit de prouver 2,3.,1 pour le faisceau constant Z/4 et un

8-schéma régulier X tel que XS soit un diviseur A croisements normaux dans X .

Dans le cas auguel on s'est réduit, on utilise le calcul explicite I 3.3

(qui utilise le théoréme de pureté SGAL XIX 3.2 et la caractéristique o).

2.4, Singularités isolées,

2.4,1. Dans ce numéro, nous supposons pour simplifier que S est un trait stricte-
ment hensélien, Soient A un anneau noethérien de torsion premier & la caractéristique
résiduelle de 8 , f : X » 38 un morphisme de type fini et F un faisceau con-

struétible de A-modules sur X ., On dit que x € X est un point de lissité de
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(X, F) si f est lisse en X et que F est localement constant au volsinage de
x . Onnote 3 1'ensemble des points de non lissité de (X, F) , et 7, la fibre

spéeciale de T . On sait que R3{(F) = 0 en dehors de Iy -

Théorgme 2,4.2. En tout point isolé x de T, s les Rlé_(F)x sont des

n
A-modules de type fini, invariants par changement de trait (via 2.1.7.1).

En égale caractéristique O , ces assertions ont été démontrées en 2,1.12

et 2,%.1, sans supposer que Xx soit isolé,

Soit x un point isolé de 2% . Le théoréme est de nature locale au
voisinage de x ; on peut donc supposer que [ soit propre. On dispose alors de

la suite exacte longue (2,1.8.9)
e — HUX, ) — Hi(xﬁ L F) = B, Re; () = ...

Dans cette suite, Hl(XS, F) et Hl(Xﬁ, F} sont invariants par changement de trait
et des A-modules de type fini (SGA4 XIV 1.1): les Hl(xs, R@a {(F)) partagent donc

ces propriédtés., Rappelons le

Lemme 2,%,3, Soient (T, A) un topcos annelé et F un fermé de T . Seit 1

1'inelusion de F ., Alors, 1, D(F, A) —> D(T, A) est une éguivalence de caté-

gorie de D(F, A) avec la sous-catégorie de D{T, A} formde des K tels gue

E}(K) soit & support dans F .

En effet, pour un tel complexe K , K—> i%i*K est un guasi-isomorphisme.

On peut donc regarder R§ﬁ(F) comme un objet de
Db(ié, A = Db($s~{x}, A) + Db({x}, A) . Par passage & un facteur direct, on trouve

done que Hl({x}, Réﬁ(F)) = Rl@ﬁ(F)x vérifie 2.4.2, ce qui achive la démonstration.

Remargue 2.4.4, Avec la méme démonstration, on voit que, pour X constructible
dans D'(X, A) et x isolé dans le support de R@ﬁ(K) , le A-module Réﬁ(K)X
est de type fini; si, aprds un changement de trait, x reste un point isolé du

support, ce module est invariant par ce changement de trait,

112



- - XIIT

2.4.5., 8oit x € Xs un point de non lissité isold de (X, F) . Plus généralement,
soit X € Ob Db(X, A) et soit x un point isolé du support de R&(K) ., Soit 1
1'inclusion de x dans Xs . Le complexe 1i,i¥ R§{(X) , isomorphe & R&(XK) au
voisinage de x , est facteur direct de R{(F) (2.4.3), Pour o € I , le morphisme

variation induit done

Var(c) : i 4% R@a(x) —_— R‘fﬁ(K) ,» soit
(2,4.,5.1) Var(o) : (Réﬁ(K))x———————) Rr{x}(R‘i';l(K)) .

2.4.6, Supposons que le support ¥ de R&{K} soit formé d'un nombre fini de points

isolés, Pour tout ¢ € I , l'endomorphisme o - 1 de RY;‘(K) est alors le composé

{2.4.6.1) RY%(K) —_— R@a(}(} = & ix*(Réﬁ(K))x

X€ ¥
o-1 Si, Var(o)
RY-(K) & ® i RI" R¥-(K
ﬂ( ) oy (x} T‘( )

5

Si f est propre, appliquant 2 (2,4.6.1) le foncteur o, on trouve

gue 1'endomorphisme o-1 de H' (X}-_-}, K) est le composé

i ~ i i ~ i
H (Xa' K) ™5 H (xs, RY;](K)) —_— H (xs, Réﬁ(K)) = xeg . R @n(x)x
{(2.4.6.2)

g~1 @ Var(o)

i ~ i
(O, K) €5 Hi{}{s, RY(K)) €—— ) eg ZiH ) (Ker REF )

Ceci fournit une description de 1l'action de I sur iHl(Xa, K) d'ingré-
dient essentiel les morphismes variation (2.4,4,1), de nature locale sur X , On

a par ailleurs la suite exacte longue
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(2.4.6.%) — H(X, K —> (G, K) —> & RE(K)_—> -
A sex n7x

Le méme argument vaut pour f non nécessairement propre si (X, K) véri-

fie 2.1.9. On définit par le diagramme (2.4.6.5) ci-dessous un morphisme
(2.4.6.4) Var(g) : RI‘(X;], K) —> RI‘C(X;}, Xy,

tel que 1'endomorphisme o-1 de RI‘(X;], K) (resp. ch(xﬁ’ K)) soit le composé

a Var{g) (resp. Var(o)a) de Var{(o) et de ¢ : RI‘C(X%, K} —> RI‘(Xa, K) .

RT* (X;) s K) Ty RT(X, R‘ya(K)) — xeéa Z(Réﬁ(l{) )x

(2.4.6.5) Var (o) ®

R[ (X=, ¥ - » R¥- +RY-
c( 5 ) —— ch(xs Rvn(x))&—-—— xEEB Zm“{x}(xs mrn(x)) .

On dispose aussi, dans ce cas, des sultes exactes longues

(2.5.6.6) ... > H.(X, K) — H.(X, ) —> © (®la-(K) — o
n xX€T ,’ﬂ x

e D EXL K B K © RE(K), ——— e
Y xXE % nox

2,4,6, Soit X 1'henséllsé COXR = -
s(x) enséllsé de Xs en x et Xs(x) = Xs(x) {x3
La suite exacte longue d'hypercohomologie de (XS(X), {x}) 2 coefficient dans

KS R R‘l’ﬁ(K) et Héﬁ(K) fournit des suites exactes longues
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n-1 n-1
0 — R @;r'.'(K)x —-—> R é‘l—'](K)x —~> 0
(2.4.6.1) l l
— W0 —b Mg ©) —> B0, —> B (x5 ) K —>

!

-] 4 .
— ® (X% s K) - l}r'%x}(xs, RY; (K) = Rn‘yaax)x —_ m“(xs(x),x) —>

| ! y |

o —_— R%a(x)x- Rnéﬁ(fK)x*‘-——-} 0

I,'image de la fléche (:) est contenue dans les invariants sous 1'inertie.
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Exposé XIV

Comparaison avec la théorie transcendante

par P, Deligne
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Introduction

Pour comparer la théorie des cycles évanescents de 1'exposé XIII avec son
analogue transcendant, sur & , nous procéderons en deux étapes.
a) Nous donnerons un formalisme transcendant calqué sur le formalisme de 1'exposé
XIII, et démontrerons un théoréme de comparaison par les méthodes habituelles (déja
utilisées pour prouver le théoréme de finitude en XIII 2,3)
b) Dans le cas de singularités isolées, nous expliciterons en termes plus concrets

ce que signifie le formalisme transcendant introduit,

Qutre le théoréme de comparaison, cet exposé contient une démonstration
de la formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant).
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Au § 4, nous domnons un résultat préliminaire 4 la théorie de Hodge des cycles

évanescents., Ce paragraphe ne servira pas dans la suite du séminaire.

§ 1 Formalisme transcendant des cycles évanescents

1,1, Le groupe fondamental du disque épointé: conventions de signes.

Nous aurons 2 considérer des disques épointés D¥ |, et leur groupe fonda-
mental Z , Ce groupe étant abélien, des ambiguités de signes risquent d'apparaitre.

On les élimine en oubliant qu'il 1'est,

1.1.1, Pour X un bon espace topologique connexe et x €X , le groupe fondamental
a pour éléments les classes d'homotopie de lacets issus de x ; si @, B € ﬂi(X, %)
sont représentésg par des lacets a, b alors @ B est représenté par le lacet obtenu

en faisant suivre b par a

1,1,2, Soit F un faisceau localement constant sur X . Pour tout chemin
a: [0, 11X , l'image réciproque a¥F de F sur [0, 1] est un faisceau locale-

ment constant, donc constant, d'ol une bijection
s 3

o (o] —
a : Fa(o) <= 5°(fo, 1], a¥F) ——> Fa(l) s
qui ne dépend que de la classe d'homotopie de a ., Par cette conmstruction, ﬂi(X, x)
agit (2 gauche) sur FX . Le foncteur F = FX est une équivalence de la catégorie
des faisceaux localement constants sur X avec celle des ensembles munis dlune action

de ﬂi(x’ x)

1.1,3. Les ﬂl(X, x) pour x variable sont les fibre d'un faisceau en groupes
localement constant Hl(X) qui agit sur tout faisceau localement constant F

Si ﬂi(X, x) est abélien, Hl(X) est constant, de valeur notée ﬂi(X)

~
1.1.4. Le groupe T&(X, x) agit sur le revétement universel p : (X, 2) - (X, %)
de (X, x) : si on regarde ce revitement comme un espace étalé, donc un faisceau,

sur X (le faisceau de ses sections locales), il correspond par 1.1.2 a ﬂi(X, x) .,
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muni de e , sur lequel ﬂi(X, x) agit par translation 2 gauche; le groupe ﬂi(X, x)
agit sur ce -ensemble (par automorphismes de Wl—ensembles): o€ “i(X’ x) agit
par x % X 0_1

A
Cette construction identifie ﬂi(X, x) & AutX(X)

Si F est localement constant sur X , la bijection
(1.1.4.1) 1&, p* P —> (p¥)y = F

commute 3 l'action de ﬁl(X, x) , agissant sur le membre de gauche par transport de
~
structure, via son action sur X , et sur le membre de droite par 1,1.2. L'équi-
. "N O,
valence 1.1.2 peut se reformuler en disant que F+=—> (X +—> 11 (X, p*¥)) est une
équivalence de la catégorie des faisceaux localement constants sur X avec celle
des foncteurs

(rev@tements universels de X ) —> (Eus)

1.1.5. 8i ﬂi(X, x) est abélien, donc indépendant de x , l'action 1.1.4 de
ﬂi(X) sur ¥ ne dépend pas du point base: ﬂi(X) agit sur tout rev@tement uni-

~
versel X de X

On prendra garde que cette action (qui sera seule considérée) correspond

3 l'inverse de 1l'action 1,1,3,

1.1.6, Seit D wun disque, i.e. un espace topologique homéomorphe au disque standard
{z € m| |zl <1} , Soient 0 €D et D¥=0D -{0} . Supposons D muni d'une
structure de variété analytique, donc orienté, Le groupe fondamental ﬂi(D*) est
alors canoniquement isomorphe 2 Z : pour le disque standard, 0 = 0 et t €D¥% |

on prend pour générateur positif de ﬂi(D*, t) le lacet x+> exp(2Ti x)t .

1.1.7. Soit 2z : D -8 une uniformisante ((dz)o #0) . Soit D¥* un revétement uni-

versel de D , On note log z une quelconque fonction sur D¥ telle que
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~r
exp(log z) = z . Le couple (D¥, log z) est unique 3 isomorphisme unique prés.

On pose, pour «a €¢ , za = exp{a log z) . Si T est le générateur
N . o~ L
positif de ﬂi(D*) , agissant sur D¥ par 1.1,5 et sur les fonctions sur D¥

par transport de structure, on a

(1.1.7.1) T log(z) = log(z) + 2mi

(1,1,7.2) Tz exp(2T 10)2®

1.1.8. Soit D un disque, 0 €D et D¥=1p-{0} . Pour D' €D un disque plus
petit, avee O € D' , la restriction a2 D'¥* est une équivalence de la catégorie
des faisceaux localement constants sur D¥ avec celle des faisceaux localement

constants sur D'¥ | Pour t €D'® | on a en effet ﬂi(D'*, t) == ﬂi(D*, ) .

Supposons que D soit muni d'une structure de variété différentiable,
soient T 1'espace tangent 3 D en 0 , et T¥=7T-{0} . Pour D' €D comme
plus haut, et £ : D' & T avec £(0) =0 et (df)0 = 1d , le composé

c e s -1
(restriction 3 D) o f£¥%

est une équivalence [f] de la catégorie des faisceaux localement constant sur T%
avec celle des faisceaux localement constant sur D¥ . A isomorphisme canonique
prés, elle ne dépend que du germe de £ en O , ce germe vérifiant (df)o = Id

Un chemin d'un tel germe & un autre définit un isomorphisme d'équivalences et deux
chemins homotopes le méme isomorphisme; 1'ensemble des germes considéré étant
contractile (rétraction sur fo : (1-A)f + Kfo) , on obtient une équivalence, bien

définie a isomorphisme unique prés, de la catégorie des faisceaux localement constants

sur T¥* avec celle des faisceaux localement constants sur D¥

~
1.1.9, Pour D un disque, 0 €D, D¥ =D-{0} et p : D¥ - D¥ un revétement
universel de D¥* |, nous noterons p : D »D l'espace topologique sur D déduit

o,
de D¥ par adjonction d'un point O , de sorte que
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=

~
a) D¥* est ouvert dans 5

~ ~
b) p : D ->D prolonge p : D¥ =»D¥ et p(0) =0 ;
¢) les p_l(U) , pour U wvoisinage de 0 dans D , formant un systd®me fondamental

de voisinages de O dans 5

1,1.10 Soient X une courbe algébrique complexe non singulidre, 0 € X et D un

disque voisinage de (0 dans X . L'anneau des germes en O des fonctions holomorphes
sur D , algébriques sur le corps K(X) des fonctions rationnelles sur X , est
1'hensélisé @: de 1l'anneau local (90 de X en O ., Soit T* un revétement
~s
universel de D¥ = D-{0} , Le corps des germes en 0 €D de fonctions méromorphes
~ —
sur D¥* | algébriques sur K(X) , est une cl8ture algébrique K de R(X) (et
. h h
donc du corps des fractions K de 6 ).

~
Le groupe TTl(D"") des D-automorphismes de D¥ (1,1.5) agit par transport

de structure sur XK , d'ol

(1.1.10.1) m (¥ — Gal(E/Kz)

/4 i(l)

Il résulte de (1.1.7.2) que ce diagramme commute avec 1'inclusion naturelle (sur ¢ )
de Z dans Z(1) , composée de 1'inclusion de Z ©“—> Z et de l'isomorphisme

- o~ - I W‘
Z ——> z(1) , limite projective des isomorphismes exp(%—)ik) $Z/n 2l

1.1,11, Chaque faisceau F sur Spec(KS) définit un faisceau localement constant
sur D¥* : on utilise 1'équivalence 1,1.4 et, a chaque rev@tement universel D*
de D¥* | on associe F_ pour le K construit en 1,1,10,

K

1.2. Faisceaux d'engembles .

1.2,1 Soient D up disque (1,1.6), 0 €D et D¥* =D-{0} . Nous noterons &
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le topos des faisceaux d'ensembles localement constants sur D¥ , D'aprés 1.1.8,
ce topos me ‘"change" pas si on remplace D par un disque plus petit D' ,
contenant O , ni, pour D muni d'une structure de variété différentiable, si on

remplace D par son espace tangent en O

Pour t € D¥ , le foncteur F > Ft identifie ce topos au topos des
ensembles munis d'une action de ﬂi(D*) (1.1.2). D'aprés (1,1,4), le foncteur

~ ~
F > (D* > 8°(D* p* F)) 1'identifie au topos des foncteurs
(revétements universels de D¥) —> (Ens) ,

et ces identifications sont reliées par 1.1.4,1.

1.2.2. Soit F un faisceau sur D , dont la restriction & D¥* soit localement

o
constante, Il existe un et un seul morphisme de faisceaux Fowﬁ F qui soit l'identité

en O . Comme expliqué en XIII 0,1 {(pour X, = 1§20 ), le foncteur
F > (Fo’ F restreint 2 D¥ , o) identifie ces faisceaux aux triples formés

d'un ensemble Fo , d'un faisceau localement constant FT] sur D¥ et de «

(faisceau constant de valeur F o osur p¥ ) —3 (faisceau F_ ).

1.2.3 Nous noterons &8 le topos des faisceaux d'ensembles sur D dont la
restriction 2 D¥* est localement constante. L'inclusion de #® dans les faisceaux
sur D est le morphisme image inverse d'un morphisme de topos D = 8 qui s'insére

dans un diagramme commutatif

{Q} <

~&
o
A
\»
&
*

fo} «

=]

A
L

%

Comme en 1.1.1, on vérifie que ce topos ne change pas quand on remplace

D par un disque plus petit ou par l'espace tangent & D en O
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1.2.4. Soit Y un espace topologique. Le topos produit Y X 8 admet les trois
descriptions suivantes {pour leur équivalence, voir XIII 0.1)

a) Y X 8§ est le topos des faisceaux F sur Y XD vérifiant

(%) D¥* est recouvert par des ouverts U tels que F|Y XU soit image réciproque

d'un faisceau sur Y .

b) Soit t €D¥* | Le topos Y X 8§ est le topos des triples (Fo, F, a) ou
a) F est un faisceau sur Y ;

B) F_ est un faisceau sur Y , muni d'une action de ﬂi(D*) :

Y) o est un morphisme de F0 dans Ft , d'image contenue dans les invariants

c¢) Le topos Y X & est le topos des triples (Fo, F_, o ol

ﬂ)
a') F_ est un faisceau sur Y ;

B F est un foncteur, de valeurs notées Eﬁ ’

n

(revétements universel de D¥) ————3 (faisceaux sur Y ) ;

¥') o est un morphisme de Fo (le fonecteur constant de valeur F, des revétements

universels de D¥* dans les faisceaux sur Y ) dans Fn
Peu nous chaut, d'ailleurs, que ce topos soit vraiment le topos produit
de Y et ® . On définit de mBme Y X & comme étant au choix
a*) le topos des faisceaux sur Y X D% wérifiant (¥) ;
b¥*) (pour t € D¥*) le topos des faisceaux F_ sur Y , munis d'une action de
rrl(D*) :

c¥*) le topos des foncteurs

(revétements universels de D¥) —3 (faisceaux sur Y ).
1.2.5 Le topos Y X 8 a les mBmes propriétés de fonctorialité en Y que les topos

Y Xs S de 1'exposé XITI, et nous nous dispenserons d'en faire la liste, Citoms

simplement, pour fixer les notations, le diagramme
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<

¥ G—-—i————é Y X B el oy x g

() fo}¢

4
=]

A
fin
v

2

1.2.6. Soit K un complexe de faisceaux abéliens sur Y X 8 On procéde comme

en XITL1,4.2 pour déduire de K un triangle distingué dams K(Y x $%

2(x)

*
sp Ko —————> Kﬂ

Cette construction passe & la catégorie dérivée et définit un foncteur

D{Y X 8 ——> (triangles distingués de D(Y x %)
Supposons D orienté (par exemple analytique complexe) et soit T le
générateur positif de WI(D*) (1.1,6). Soit K €05 D{Y x ® On définit comme

en XITIT 1.4.3 la variation V = Var(T)

v ¥R ——> Kn

L'endomorphisme T-TId de K_ est le composé

T-1d : Kn Yy ¥(x) » K

1.2.7. Soient D un disque, O €D , D% = p-{0}

continue et X = f_]'(O)

, £ : X—> D une application

. Nous nous proposons de définir un foncteur
¥ : (faisceaux sur X ) —> (faisceaux sur X, X by}

~ ~
Soient D¥* un revétement universel de D¥ , D comme en 1.1.9,
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~ — — ~
* o= g = 3* #* = - = #*
D, X X Xo X XD D et X X Xo X XD D

E=X>§)

On a un diagramme commutatif

X, &—— X «—Ll——>x¥
(1.2,7.1) lp p'
Xo & > X & J >y #

cartésien agu-dessus du diagramme

(1.2.7.2) P p'
{O} P 1 > p € i > pH

Pour F un faisceau sur X , on pose (avec les notations de 1.2.4 ¢))

Y(F) = (1%, 1%,((p")* F), o

ot @ : i¥F = I* pR P ey I* G ((GpN)FF) = i¥% J FEpHF

est déduit, par application de I* | de la flache d’adjonction Id —> JF, i*

On définit aussi un foncteur
Yn : (faisceaux sur X¥ ) —> (faisceaux sur X, X 5

par Yn(F) = 1% J.(p'¥* F)

1,2,8, Les propriétés de fonctorialité de ¥ sont les mémes que celles de son

analogue étudié en XITT 1.3,5 3 1,3.9,
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1.3, Le foncteur RY

1.3.1, Soient D wun disque, 0 €D , D¥ = D—{O}, f: X D une application con-
. -1
tinue et Xo = f "(0) . Les foncteurs RY et wa sont les foncteurs dérivés des

foncteurs ¥ et ¥

M

RY : pT(x) —— D““(xo x 8

RY, prx*) —— n“L(xo )

On note R® le foncteur composé & o RY

R® : D) —— D+(Xo X &)

Les propriétés de ces foncteurs sont toutes pareilles a celles des
foncteurs de méme nom de XIII 2.1, Leur démonstration est bien plus élémentaire
car, dans le cadre topologique, les théoreémes de changement de base pour un morphisme
propre ou par un morphisme lisse (= localement isomorphe i R? X § + 8) sont faciles

a2 prouver, Voici les menus changements & apporter,

1.3.2. Lle foncteur Rf, n'est défini que pour un morphisme séparé entre espaces

localement compacts, et est le foncteur dérivé du foncteur image directe & supports

propres f,

1.3.3, L'isomorphisme fondamental (2,1.8.3), pour un morphisme propre (et séparé)
f : X 2D est a récrire comme suit, Soit p : J% » p¥* un revétement universel de

-1

D¥ | Pour tout voisinage U de O dans D , soit T = p "(U) , et

Xﬁ* = X X T* . Pour K € Ob D+(f-1(D*)) , on a

. i ~ i .
(1.3.3.1) 1;111 B Ry s K) —=—> WX, Mﬁ x)y .

X e . ]y -1, e
Cet isomorphisme est intéressant surtout si X% = £ (D¥) est un fibré

topologique sur D¥ | Pour U €D un disque tendant vers O , la suite spectrale
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~
de Leray de Xﬁ* = U%* montre alors que pour tout faisceau localement constant A

-~
sur X% et pour tout t €U¥ | on a

Hl(Xﬁ, N = Hl(Xt, L . Pour t €D¥% | on a donc

(1.3.3.2) Hi(Xt, n - Hi(Xo, RY (D)

(X/D propre, X% fibré, A localement constant),

Pour vérifier que X¥ est un fibré sur D% , on utilise en pratique le
théoréme d'isotopie de Thom dont une forme est énoncée ci-dessous, {(Pour la démonstra-
tion de ce théoréme, dont aucune conséquence ne servira dans les exposés suivants,
je renvoie & Whitney et Mather),

1.3.4. Prélimingire: Soit £ : X - Y un morphisme lisse (= sans point cri-

dfn
tique ) de variétés différentiables. Une connexion V sur X/Y est un sous-fibré
vectoriel du fibré tangent de X , supplémentaire de Ker(df) . Pour u un champ

de vecteurssur Y , il existe un et un seul champ de vecteurs V(u) sur X , rele-

vant u , dans ce sous-fibré, On dit que V est intégrable si

V([u, v = [V(u), v(v)] ; pour f propre, une connexion intégrable définit des
trivialisations locales sur Y de X/Y : a : f-l(U) - X0 XU , compatible &
la projection sur U , avec da (V(u)) = (0, u) . Pour £ non propre, le méme

résultat vaut sous des conditions convenables a 1'infini, par exemple si les TV{(u)g

sont nuls pour g wune fonction d'exhaustion convenable.

1.3.5. Théoréme d'isotopie de Thom.

Soient D= {z €¢ | izi <1}, p*=p-{0} et £ : X +D un morphisme propre

d'espaces analytiques, Pour D remplacé par un disque plus petit et X par son

. L . . e . -1
image réciproque, il existe une stratification 2 de X¥ = £ (D¥)} ayant les pro-

priétés suivantes.

(a) ¥ est une filtration X¥=F DF. DO, .DF 2OF = ¢ de X* par des parties
o 1 n n+l -—

fermées dont 1l'adhérence ii dans X est un sous—espace analytique de X
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(b) Les strates ouvertes F sont lisses sur D¥

1" Fin

(¢c) T wérifie les conditions (a) et (b) de Whitmey,

Pour une telle stratification I , il existe sur les Fi - Fi+1 des

connexions intégrables Vi telles que

(i) localement sur D¥* | Vi définit une trivialisation de F, - F, ., 3

(ii) ces trivialisations se recollent pour fournir des trivialisations locales

_d_e X¥#/p¥*

Enfin, si (YG? est une famille finie de sous-espaces analytiques fermés

de X , et quitte & retrécir D davantage, on peut trouver I tel que chaque Y

4

soit réunion de composantes connexes de strates ouvertes (Fi - F )} . Une comnexion

i+l

V comme plus haut trivialise alors localement (X, (Ya)) .

1.3.6. On dispose encore de (1.3.3.2) pour l'hypercohomologie 2 valeurs dans un
complexe de faisceaux X Jlorsque X est propre sur D et que la condition suivante
est vérifiée

(%) Pour tout i €Z , D¥ est recouvert par des ouverts U tels qu'il existe un
isomorphisme compatible & la projection sur U @ : f-l(U) “=» Y XU et un faisceau

G sur Y tel que ﬂl(K) soit isomorphe, sur £t

w ,a cp*prfc

Sous cette hypoth&se, le triangle 1,2,1 fournit une suite exacte longue

(1.3.6.1) ...—H (X, K — K&, K —> B &, R K) — ...
D'aprés le théoréme de Thom, la condition (¥) est vérifiée (quitte 2

retrécir D ) lorsqu'il existe une stratification analytique complexe de X telle
q q

i :
que les H (K) soient localement constants sur chaque strate ouverte.

1.4, Un cas particulier,

Ce numéro ne sera pas utilisé dans la suite du séminaire. On y formalise une
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construction esquissée dans 1'introduction de XIII.
1.4,1, Soient D un disque orienté, 0 €D et D¥ = p-{0} . Un espace topolo-

gique T¥ sur §* est un foncteur
(revétements universel de D% ) ——> (espaces topologiques)

Une fois choisi un rev@tement universel D¥* | c'est un espace topologique X

n
2, ~ .
muni d'une action de ﬂi(D*) ; pour D¥ le revBtement universel de (D¥, t) ,
on le note If . Un faisceau sur ¥ est un foncteur

(revétements universels de D¥ ) —> (espaces topologiques munis d'un faisceau),

soit encore un faisceau ﬂl(D*)—équivariant sur X

n -
A Y* | on associe l'espace topologique B¥% L = Xﬂ X!B*fﬂi(D*) sur D¥ |
Tout faisceau F sur X¥ définit par passage au quotient un faisceau B% sur

B* X# | d'ol un diagramme commutatif de topos

g Y

N

B

1,4,2, Un espace topoloaique X sur #® consiste en

(a) un espace topologique X¥ sur &
(b) un espace topologique Xo H

(¢} un morphisme ﬂi(D*)—invariant sp ot X ? X, (ﬂi(D*} agissant trivialement

i
sur X ) .
o
Un faisceau sur X consiste en un faisceau F0 sur X0 , un faisceau
sur X¥ , donné par Fn , et un morphisme équivariant

sp @ sp¥F_—> Fn (ou F o —> spy Fn) . On dispose d'un diagramme commu-

tatif

128



- 14 - XIv

X < 3 X

S

fo} < > 8 € > g

On dispose de plus d'un morphisme de topos Y : I-—-—)XO x ® , d'aprés la fonctoriali-

té de la construction précédente appliquée 2 (Xﬂ » X sp) —» (Xo’ X, Id) . On a

‘i’(Fo, F'f’] , sp) = (Fo, sp.;,Fn , sp)
Ce morphisme induit \.P'n : Xy X, x &*
1.4,3. A un espace topologique X sur & , on associe comme suit un espace

topologique X = 8% X sur D . On adjoint a X¥ = B¥% X¥ 1a fibre X, en 0 ,
en prenant pour systéme fondamental de voisinage de X € Xo les
v U (sp_l(V) Xﬁ*/ﬂl(D*)) pour V un voisinage de x = dans X, U un voisinage
de O dans D et U% =1 XD?)'* . Notons j ({resp. i) 1'inclusion de X* (resp.
Xo) dans X . Pour F wun faisceau sur I* |, on a
! m, (D¥)
i%* ju B¥F = (spy Fn)

i

On en tire un diagramme commutatif de topos

R TN
B N

o e 4
&5 Cmm— <

tel que, pour tout faisceau ¥ sur X , on ait

(1,4.3.1) Y(F) —=Z> ¥(8¥ F)

Proposition 1.4.4, La fléche (1.4,.3,1)se dérive en un isomorphisme

RY ——2—> RY o B¥
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entre foncteurs de D+(1) dans D+(XO x 8

- - ~ ~ - -
Soit j 1l'inclusi d * = * X Db® d X = D . L
oi i inclusion de X X XD D Xn ans X XD a
proposition se raméne & vérifier que pour tout faisceau abélien F flasque sur
Xﬂ s prf F est acyclique pour le foncteur 3% . Cette assertion, & son tour, se

~
raméne & la suivante (pour B = D¥ ), bien connue, qui se démontre par un argument

d'homotopie,

Soit F un faisceau abélien sur un espace Y , et B un disque. On a

(Y, F) =<y ® (Y x B, pri F)

1,4.5, La proposition 1.,4.4 fournit un procédé de calcul de RY pour les faisceaux
sur X de la forme §* F , ramenant pour 1'essentiel le calcul de RY 3 celui de

R spy .

1.4,6. Nous aurons plus tard a considérer le cas ol Xﬂ est localement compact
et ol XO se déduit de Xﬂ en contractant en un point O une partie compacte
v CIXn , sp é&tant la fléche de contraction et l'action de ﬂl(D*) étant triviale

en dehors de V |, Le théoréme de changement de base pour le morphisme propre sp

fournit alors, pour K € Ob p (I

(1.4.6,1) RYT\(B* K)0 = RrT (v, ©
(1.4.6,2) RT{O} R‘Yn(B* K) = Rl‘v(xn , K)
(cohomologie 2 support) ,
Pour K sur X , avec sp : sp* Ko — K_r_l un quasi-isomorphisme en
dehors de V , on a R¥K) = 0 en dehors de O , En particulier, pour un faisceau

congstant A sur X , on a

RIB(N = ﬁl(V, M) concentré en O
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(groupes de cohomologie réduit),

1.4,7. Le cas qui nous intéresse est celui ol Xn est une variété différentiable
N PPN s o

et ol V CZXn est une sous-variété 2 bord, d'intérieur V H X~{O} est alors une

variété différentiable, obtenue en recollant p¥ Xn et le fibré constant sur D

de fibre Xﬂ ~ V ., L'application

(]

(1.4.7.1) o, n > H.\j;(X , D
¢ 7

. : . . i
est un isomorphisme, Ces groupes sont aussi notés H (V mod &V, A

L'isomorphisme (1.4.7.1) définit un isomorphisme

o] ~
(1.4,7.2) RTC(V, pA) —T RI‘{O} R‘Yn(!\) ,

et la variation est définie (par le procédé de XIIT 2,4,5 et via (1.4.7.2)) par un

morphisme de source la cohomologie réduite de V

(1.4.7.3) var : RIGV, A) —> R (v°, B .

T induit un automorphisme, encore noté T , de la paire (V, V) et la
restriction 3T de T & &V est 1l'identité, Il doit &tre vrai que la variatiom
1.4,7,3 coincide avec le morphisme variation classique (3.1.9) attaché 2 un tel

automorphisme T , Un énoncé de ce type sera démontré en 3,1.10.

§ 2. Le théoréme de comparaison

2.1, Pour tout schéma X de type fini sur & , nous noterons Xcl 1'espace
X(¢) , muni de sa topologie usuelle,
Soit S une courbe lisse sur € , i,e. un schéma lisse séparé de type

fini sur & , purement de dimension 1. Soient O €53(€) , £ : X —>»S un
S-schéma séparé de type fini et [ un anneau noethérien de torsion (par exemple

Z/nZ). On pose X, = fol(O)
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2.2, Nous noterons Sh le trait hensélien henselisé de S en O , et M le point

générique de Sh . On dispose d'un foncteur

restriction

¥ : (faisceaux sur ¥X) ——————"—> (faisceaux sur X Xg Sh) _

h

————g————? (faisceaux sur X, xS )

Le foncteur dérivé de V¥ est le composé

RY : D(X, N) —> D(X Xg sh,/\) % D(x0 X sh, n

2,3, Soit D C SCl un disque contenant O . Le foncteur composé Y;l (ou simple-
ment Y )
¥ . (faisceaux sur X ) —LSSEEICLION, (¢ isceaux sur X ., X D) —>
cl cl cl %l

——I——é (faisceaux sur (Xo)cl x 8

est indépendant (2 isomorphisme unique pres) du choix de D (rappelons que & ne
change pas quand on remplace D par un disque plus petit). Son dérivé est le com-

posé

. -1 RY
R‘i’cl : D(Xcl, N — D(fCl m, H — D(xo X8 A)

2,4, On définit de méme
R‘i’n : D(X-Xo, A — D(Xo xmn N

R‘Yn el D(<X_Xo)cl’ n — D(Xo X &, A)
2.5. La construction 1,1.11 définit un morphisme de topos de #* dans M qui se

prolonge en

e: §—> s

Ce morphisme, et € : X1 ___>Xo (SGA4 XTI 4), définissent

QZXOC]—X‘\Q ———)XOXSh
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~ -
Si D* est un rev@tement universel de D¥ et que k(7)) est la clbdture algébrique

correspondante (1.1.10) de k(1) , on a

S*(Fo, Fﬂ’ a) = (e* F g¥* F;‘ , €% @)
2.6, Soit D¥* un revétement universel de D* , k(f) la cldture algébrique
correspondante de k(m) et § le normalisé de sP  dans k(v . Ecrivons §
comme limite projective de S-schémas affines Si ; pour chaque 1 , et gprés
avoir remplacé D par un disque plus petit Di , on dispose d'un morphisme naturel
de S, -espaces ,f)/i ;?i—) SiCl . Soit i Ui‘—*—i 85 1'ouvert de S, complément

de 1'image 0O du point fermé de § , et i : 0&—> S, -

Soit F un faisceau sur X . Soit F_; = ¢¥ F |, Notons encore iy
1'inclusion de X X, U, dans X X. S, , i celle de X dans X X, S8, , et F
S i S i [¢) S i
1'image réciproque de F sur X XS Si . On a

¥(F) = (i%* F, 1_131* i j: F, m(cpi))
#*

Les foncteurs ¢€¥* et image réciproque commutent, Le morphisme e*ji* —> (ji Y ¥
cl
fournit donc

eyt (¥ 3PP g —> 1%y 5F(F )

- - "~ ~ ~J Pl
Soit j (resp. j. ) l'inclusion de D* (resp. D¥ ) dans D (resp. D.),
i i i

~2 o~ o~ Ead
et les inclusions X X, D¥#&e—y X N D;“—-—} X X, Dy qui s'en déduisent,

La flache d'adjonction Id —> ajy a’f définit

i 36 ' TR P = 4% 5 T
1237 T 7 i i 34 Fcl 1% 3% 37 F ¢

d'ol par passage 2 la limite

c,. Yﬁ (F)cl — YCI(FC )i

n 1

Ce morphisme définit le morphisme de comparaison
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(2.6,1) c : e* Y(F) ——> Ycl(e* F)
On définit de méme

. o# *
(2.6,2) Cp € Yn(F) > Yn(e F) .

2.7, Les morphismes 2,6,1 et 2,6,2 se dérivent en
¢ : e¥RY —> R‘f’cloe*

. 3
Cﬂ ;£ Rynﬁ R?n c1°® e#®

Théoréme 2,8, Soit K € 0b D(X, &) (xesp. Ob D(XuXo, ) un complexe de faisceaux

de A -modules dont les faisceaux de cohomologie EL(K) sont constructibles, Alors,

le morphisme de comparaison

c : e¥R¥Y(K) —— RYcl(e* K)

(resp. c : ¥ RYTfK) —> RYn cl(e* K )

est un isomorphisme,

I1 suffit de prouver l'assertion pour RY ; de plus, les deux

n
membres de (2.7) étant des foncteurs triangulés de dimension cohomologique finie,
il suffit de traiter le cas ol K est réduit & un faisceau F (placé en degré 0).
La démonstration est toute pareille a celle du théoréme de finitude XIII 2.3,1 :

RY et RYCI ayant les mémes propriétés de variance, on se raméne par les dévissages
de loc, cit., (oit on se permet de retrécir S ) au cas oft X est régulier, f_l(O)

un diviseur & croisements normaux dans X et oit F est Z/4 . On compare alors

I 3,3 & son analogue transcendant.
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§ 3. Singularités isolées

3.1, La variété des cycles évanescents,

3.1.1, Scient D = {z€¢ z jz] <1} , X un espace analytique, 0 €X et £ : X2*D

un morphisme tel que £{(0) = 0 . On suppose que £ est lisse en dehors de 0 {en

particulier, X est lisse en dehors de O ), On se propose d'étudier les cycles

évanescents au voisinage de O j on ne restreint donc pas la généralité en supposant
1

X plongé dans ¢™ xp CZEH+ , de facon compatible & la projection sur D , et de

sorte que O s'envoie sur O .,

3.1.2, Soit &(x) une fonction analytique réelle sur X (restriction & X d'une

fonection analytique réelle sur @n+1 ), telle que, pour x & XO = f“l(O) , on
ait

(a) 6(x) =0 ;

(b) x)=0® x=0

On prendra par exemple pour & le carré de la distance euclidienne, dans m“+1 )

de x a O , Le lieu des points critiques de la restriction de § 2 XO est
analytique réel donc, dans un voisinage convenable de O , n'a qu'un nombre fini

de composantes connexes, Remplagant X par un voisinage ouvert de 0O et appliquant
Sard, on peut donc obtenir la situation suivante

(¢) pour tr >0 convenable, X, N 6—1([0, r]) est compact,

(d) sur X, , © n'apas de valeur critique <r

Quitte a rétrécir X davantage, on a alors

(e) il existe une fonction C® T(s) (0<s<r) , avec TO) =0 et T'(s) >0

-1 )
pour s >0 , telle que, pour 0 <s=<tr et O< {t|2 < 1(s) , X, = £ 7(t) soit

transverse & l'hypersurface réelle 6&6(x) = s de X et que la boite

Bea” (x €x]8(x) =4 et }f(x)lz <t}

soilt propre sur le disque ouvert Dt de rayon tl/z R
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Soit L = X N 6—1(r) . D'apreés (c) et (d), il existe un homéomorphisme
de X n 6_1([0, r]) avec le cdne (L x [0, r)/ contraction de L X {0} en un point),

€ P PR
transformant & en la 2 coordonnée, et C® en dehors de l'origine,

3.1.3, Soient d £r et t <r(d) . En dehors de 0 , B, 4 est une variété 2

coins et la projection £ de Bt q sur Dt une fibration, En particulier
3
(a) B 4 induit sur D? = Dt—{o} un fibré C® en variétés compactes 2 bord;
3
(b) 1le bord &(x) = d de ce fibré est prolongé en un fibré C° aBt q o variétés
3

compactes sur Dt

Soit y € D? . Nous appellerons la variété & bord V = f~1(y) la

variété des cycles évanescents ., Le disque étant contractile, le fibré aBt 4 sur
3

Dt est isomorphe au fibré constant de fibre &V , et l'ensemble des isomorphismes

~

de fibré OB > VX Dt + qui soit 1'identité sur la fibre en y , est

t,d
contractile, Choisissons en un, noté O , Relevons le champ de vecteurs

-1

2 sur
386
SlYl (circonférence de rayon lyl ) en un champ de vecteur u sur f (SlY|) qui,

au bord, soit compatible 3 a (dofu) = (%@ , 0)) . L'ensemble de ces reldvements
est contractile, Par intégration {tourner une fois dans le sens positif), u définit

un difféomorphisme T de V sur elle-méme, qui est l'identité sur oV ; c'est la

transformation de monodromie . Elle est bien définie modulo isotopies mod oV

En un sens qu'on laisse au lecteur le soins de préciser, (V, T) est
indépendant des choix de t et s ., J'ignore s'il est indépendant du choix de §
On vérifie toutefois qu'il en est ainsi lorsqu'on se restreint a prendre pour & la

A N . n+l
restriction & X d'une fonction f sur ¢ telle que, sur l'espace tangent de

Zariski de X en O , on ait df = 0 et d°f >0 (définie positif), Le point
est que, pour 8 et &' de ce type, on peut choisir r comme en 3.1.2 (e) (d)
uniformément pour tous les A® + (1-A)8' (0 <X 1) .

3.1.4, Soient (V, T) et (Vl, Tl) déduit de (V, T) par adjonction d'un collier:
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v, - v xfo, 1] et T, est l'identité sur V, - v°

Soit f' : W-—>D_ 1'espace sur D, suivant (cf. 1.4.3)
~
(a) Soient D? un rev@tement universel de Dg de point de base y et W¥ le

n
fibré sur Dﬁ quotient de V., X Dg par la relation engendrée par

1

21

(v, y) & (Tlv’ e v)

(b) Puisque TllV1 - v est trivial, on peut recoller W* et le fibré trivial sur

Dt de fibre V1 - V en un espace w1 sur Dt

(¢) W= wlU {0}, avec £'(0) =0 . W est muni de 1'unique topologie induisant celle

de W, , pour laquelle f' soit continue et que f'_l(ﬁt,) (e'< t) soit la compacti-
fication par un point de wlﬂ f'-l(ﬁt,)

On munit W-{0} de la connexion intégrable (1.3.4) pour laquelle la tri-

~
vialisation fournie par (a) de 1l'image véciproque de W sur D¥* soit horizontale,

Proposition 3.1.5. Il existe un homéomorphisme ¥ , compatible & la projection

sur Dt et envoyant O sur 0 , de Bs ¢ &vec W 3 cet homéomorphisme peut &tre
E

choisi un difféomorphisme en dehors de O

Ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite du séminaire.

i < < * <
Solent d <d; St , t| T(do) et y £ DY . Ona B Jd B, L d
o o o’ o [¢) 1
et B - B est un f£ibré sur D . Trivialisons-le et au-dessus de la
£ dy t,sdy Je

: < 3 . R
circonférence Sty¥ , relevons le champs de vecteur 33 de fagon compatible & cette

-1
trivialisation. Soit T, 1'endomorphisme correspondant de V, = f (yIn B4
o’

T,) est isomorphe 3 (V ©V,, T )

_ -1
et VO = f (y) n Bt 12 1 1

. Alors (v <v
o’do ’ °

de 3.1.4. Soit W construit & l'aide de (Vo cv,, Tl) . On a f'-l(y) =v,

1
canoniquement, La démonstration montrera qu'on peut prendre ¥ qui induise 1tidentité

el =25 g4y

. -1 .
Les dessins suivants (f, et sa restriction 3 f (R) ) résument la

démonstration
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—_— ——
°1 / \
w/\\—~_

Soit Bt CiBt a 1'ensemble des x tels que lf(x)F £ 7(8(x)) . Soit
o’ 1

¢a une suite de fonction €% de {o, t0] dans (O, d1] telle que, pour une

suite T, > T » ... tendant vers O , on ait
2 R
(a) pour iti 2 T, ¢§ est la réciproque de la fonction T

et j >i, qoj(t) <goi(t)

d
dl

(b) pour {t{z <t

t=T1(d)
%

L'ensemble Bt - {0} est réunion des fibrés sur Dt BI :

8(x) = ¢&(|f(x)]2) . Un argument standard, utilisant que & n'a pas de points
critiques sur les fibres de B+ - {0} —> Dt , montre qu'il existe un difféo-

, compatible & la projection sur Dt , et

. + +
morphisme Qi de Bi avec Bi+1

1'identité en dehors d'un petit voisinage du sous-espace
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(8(x) = ¢&(]f(x)|2) s |f(x)|2 < ri) de BI . Composant les 0, et passant a

la limite, on obtient un difféomorphisme ¢ de B: —{xl(x) = (0 et O(x) = ¢b(0)}
avec B+ —{O} . Transportons par @ une trivialisation du fibré BZ sur Dt pour
obtenir une connexion intégrable V' sur B+ ~-{0} . On peut alors

(a) prolonger la restriction de cette connexion 2 f-l(Slyi) N B+ en une connexion

sur f_l(Slyl) / Slyl (ce prolongement donnant T, )

(b) prolonger & B le reldvement sur B+—{O} fourni par V' du champ de

vecteurs radial sur D

I1 existe alors une et une seule connexion intégrable V sur B

qui prolonge V' ,(a) et (b), et un et un seul difféomorphisme horizontal de

Bt d -{0} avec W-{O} qui soit l'identité sur f_l(y) . Il répond au probléme ,
0’1

3.1,6, Une généralisation, Ce qui précdde se généralise au cas ot f : X > D

est un morphisme tel que O € X soit un point de non lissité isolé dans £ - Le
lieu de non lissitéde £ est alors fini sur D (quitte a rapetisser X et D ),

La variété des cycles évanescents V a alors un ensemble fini I de points critiques;
V - & est une variété différentiable & bord {de bord compact, mais non compacte),

La transformation de monodromie T est l'identité sur le bord et laisse I stable.

Enfin, 3.1.5 reste valable, 1'homéomorphisme fibré Y é&tant un difféomorphisme en

dehors du lieu critique, qu'il envoie sur ce qui dans W provient de X

3,1.7. La proposition 3.1.5 permet d'utiliser les calculs de 1,4, On trouve ainsi
que

(A) Les groupes de cycles évanescents (Ri @(AJ)O sont les groupes de cohomologie
réduits, 2 valeurs dans A , de la variété des cycles évanescents V

(B) Les groupes H?O}(XO, RY(A)) sont les groupes de cohomologie & support propre

de V° , & valeurs dans A .

(C) La variation
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Var : TV, N w-»HZ(VO, m = 1V wod W, A
est la variation classique, définie par 1l'automorphisme T de V (qui est l'identité

sur oV ),

3.1.8. Les assertions (A) (B) (C) sont en fait plus élémentaires que 3.1.5; en
voici une démonstration-construction directe, qui nous dispensera de vérifier que
les isomorphismes (&) (B) sont indépendants des choix faits dans la comstruction 3.1.5.

Soient d $r, t £ Td) et B 1la boite ouverte

B = {x|8n) <d et ]f(n)|2 <t}

Seit ’6* un revétement universel de D¥ | et
. > I ~a
{0} > D BN
(3.1.8.1) l P p'
P TR J D pi
{0} > D, ¥
déduit de 1.2,7.2 par restriction a Dt . Soit
B & i 3 J > g%
[¢)
(3.1.8.2) p p'
4 i B & j > B*
o

image réciproque de £ : B —> D sur (3,1.8.1). On note encore f la projection

de (3,1,8.2) sur (3,1.8.1),

(A) Par définitionm, Ri‘i’n( l‘\.)o est la limite inductive, pour U parcourant les

voisinages de O dans X , des groupes de cohomologie Hi(U %5 %, 1) . Faisons
parcourir 2 U le systdme fondamental de O formé des boites B comme plus haut.
Le produit fibré U X, P* = B% est un fibré de fibre V° sur D;" (contractile).

Le systéme inductif des H (B¥, A) est donc constant, de valeur Hl(Vo,A)=H1(V, n o,
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Les isomorphismes obtenus

(3.1.8.3) RY (D =H'(v, D
n o
peuvent se préciser en un isomorphisme composé (cf, (B) ci-dessous).

(3.1.8.4) RY, () &= RI(3, RY, (1) € (REy RIx B ¢ RTT RE, BRIy

]

RI(V, N == RT(V®, N €= RT(GB* N .
Le complexe R@(ﬁoo est défini par le triangle distingué
A —> (R‘ifn N, —RUD —> .

Les RIQ(A)O sont donc les groupes de cohomologie réduits de V

(B) Soit & 1'ensemble des fermés de B* dont 1'adhérence dans B est propre

> i3
sur D ., Les fleches suivantes sont des isomorphismes

(3.1.8.5) RI‘{O}(R‘Yn(A)) -'l)RI‘C(BO,RYn(/\)) <& (RE, Ri, A)o
Al

RT (V0, B ¢ RTL(B*, O 3 ROD, RE, RI, O
parce que B est un cdne (3.1,2) et que Ri?ﬂ(h) est constant en dehors
de 0
par le théordme de changement de base pour les images directes & support
propre;
parce que Rf! Rj* A est constant en dehors de 0O ,

est la version ‘'catégorie dérivée" de la suite spectrale d'un foncteur

composé;

©@ ®G6 @ O

o .
parce que D¥ est contractile),

L'isomorphisme (3,1,8,5) fournit les isomorphismes voulus
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i . i,.0
(3.1.8.6) R I‘{O}m\fﬂ(/\)) = HC(V , 0

Nous vérifierons {C) en 3.1.10,

3.1.9. (cf. [3]D Soient X un espace topologique, i : Y ©>X une partie fermée

de X, T un automorphisme de X , induisant 1'identité sur Y , et A un groupe

abélien, Pour définir la variation Var , on choisit une résolution T-équivariante
3% P . 3* s

A% de A sur X , une résolution A; du faisceau A sur Y , sur laquelle T

agit trivialement par convention, et un morphisme équivariant

RN S

qui résoud le morphisme évident @, AX —> iy A . On suppose les faisceaux

Y

i i ] . . i
A X et N v acycliques pour les foncteurs qui seront considérés, Passant aux

sections globales, on trouve

R i *
M@ : M%) — 1"

Supposons pour simplifier les I{gﬁl surjectifs (sinon, on les rend surjectifs par

addition & Ixﬂi.) du cBne de IY/f;) }. On pose

RT (X mod Y, AN = Ker(T (¢))

Sous des hypothéses raisonables, si & est l'ensemble des fermés de X disjoints
de Y , on a

T, (x-v, A%X) —2 5 T (X mod Y, A

(quasi-isomorphisme), L'endomorphisme T-1 de ITA%X) ( T agit par transport de
structure) est nul sur A (les constantes) et se factorise par Ker(I (@) , d'ol

dans la catégorie dérivée et sous les mBmes hypoth2ses, un morphisme variation

Var : RT (X, N —> RTy (X-¥, )
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(sans hypothése, on trouve Var : RT (X, N —»RT (X mod ¥, N ).

Cette description se simplifie si T est l'identité dans un voisinage
de Y et, dans ce coisinage, est 1l'identité sur l&* . L'endomorphisme T-1 de

T (A% ) se factorise alors par I,.(A¥ ) , et fournit la variation.
X R ¢

Proposition 3,1,10. Via les isomorphismes 3,1.8 (A) (B), la variation

(R@,n(l\))o ._)RI‘{O}<RY1’;(A)) est égale 2 la variation 3.1,9 définie par 1'automorphisme

T de V , identique sur & .

Le lecteur est invité i faire un petit dessin plutdt que de lire la dé-

monstration, Soient fB la boite fermée de 3,1,2 et fC CfB un collier le long

du bord (sz afB x [0, 1] comme fibré sur Dt via un isomorphisme qui envoie

afB x {11} identiquement sur afB ). Soit

. o r 73
£ fc——é (v x [0,1 D X D,

une trivialisation du fibré fC sur Dt , dont la fibre en y € D, induite 1'iden-

tité W = a(f'l(y)) =y w x {1} , Seit C = ¢C NB et

a: ¢y (w x [o,1D XD,

induit par P On garde les notations de 3,1.8,2,

Soient R la relation d'équivalence sur B

x =y ou p(x), ply) €C¢ et op(x)), alp(y)) ont méme image dans oV X fo,1[ .

Soient 1§ = B/R , 1@’“‘ = B¥/R et 16* = p-l(C)/R . On dispose d'un diagramme

commutatif
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-

tw
r
-

N
Lt |
(Y

A

1
L R g
.0
ol Pt
¥ €
0

Soit A¥ une résolution ﬂi(D*)-équivariante de A par des faisceaux
acycliques sur B¥% , Par définition, la variation se calcule & partir du morphisme

de complexe

AfOo] > I% 3, (A%

Puisque A = Rl et A L2y Rq'pll , on peut aussi la calculer 2a l'aide d'une

résolution équivariante de A sur 1§* et du morphisme

Mol —> I* T
Via (A) (B), on identifie alors la variation au morphisme composé

ot (n} P =
RT (V, ) —=> rT (V7, N e@-« RT (IB*, n

(3.1.10.1) Var

RI‘C(VO,A) ==— RT ((B*moa, %D

ot (D et (@ sont déduits de 1'inclusion de V° dans 1§* , et ot Var est

la variation 3,1.9 pour .B¥ et l'action du générateur positif de ﬂi(D*) (ce

1

groupe agit sur lﬁ* via son action 1,15; il agit trivialement sur lﬁ* ).

Choisissons une connexion V sur B¥/D¥* | compatible & la trivialisation
de C . Cette connexion trivialise B¥ et définit par passage au quotient

u ot lﬁ* —>V ., Pour T défini comme en 3.1.3, le diagramme
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ot
*

|

est commutatif, L'application u induit des isomorphismes en cohomologie, de sorte

que (3,1.10) résulte de 3,1.10,1 et de la fonctorialité de la variation,

La proposition 3,1,10 sera censée justifier un calcul explicite que nous
ferons plus tard et ol, comme ici, T sera l'identité dans un voisinage de &V
On prendra une classe de cohomologie ¢ , représentée par un courant € , et om
utilisera que Var(c) est représenté par le courant TC - C , & support compact

dans Vo .

3.1.11, Pour calculer en pratique T , on procdde souvent en deux étapes

(a) On fixe t et d avec t < 7(d) , on choisit y € D, , et on choisit une
connexion V sur f_l(siyi) N Bt,d . Cette connexion V définit un difféomorphisme
T, de v, = fyl(y) n Bt,d sur lui-néme, qui n'est pas nécessairement l'identité

sur le bord.

(b) On choisit une trivialisation de BBC 4 sur D . L'intégration de V fournit
3
s . -1, 2mi6 , s
un difféomorphisme (8) de &V avec £ (e v) N BBt qa identifié a oV par
b
la trivialisation. Pour 0 =<8 <1 , ¢(8) est un chemin dans Diff(3V) , qui

relie 1'identité 2 BTO .

Le couple (To’ ¢) obtenu dépend des choix arbitraires faits.
L'ensemble de ces choix étant contractile, il n'en dépend pas a homotopie prés.

Pour T du type 3.1,3, (T, chemin trivial) est un (To, ¢ du type considéré ici,

3.1.12., On sait que Diff(V) —> Diff(dV) est une fibration, de sorte que
T —> (T, trivial) induit une bijection entre

a) llensemble desdifféomorphismes T : V —> V avec OT = Id , 2 isotopie prés avec
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b) l'ensemble des couples (TO, @ , T :V—=>V , ¢ classe d'homotopie de

chemins de Id & 3T , & isotopie prés.

Un couple (To, ¢ calculé par (a) (b) ci-dessus détermine donec T
Concrétement, on calcule T 2 1l'aide de (TO, ¢©) comme suit:
(&) On prend un collier [0, 1] X aV <% 3 v de o dans V (avec afl, x) =x ),
et un représentant de ¢ tel que ¢ : [0, 1] —> Diff(aV) , prolongé pour x < O

par Id , soit €% . Soit, dans le collier, B(x) = pr Grl(x) ( 8 est sans point

1

critique, & valeurs dans EO, 1] , et vaut 1 sur &V ) ,

(B) On prend T = T, en dehors du collier et, dans le collier,

TG0 = T (@B M)

3.1.13., Voici une variante de 3.1.11(b) pour calculer la classe d'homotopie de

chemins ¢ . Sur chaque rayon arg(z) = & , on choisit une trivialisation du fibré

3B , variant continument avec & , On identifie (V) _ = f‘l(O)ﬂ 3B a
t,d o t,d
& grace & la trivialisation au-dessus du rayon passant par y . Soit
-1, i
We PV — £ (ele y) N B 4 déduit de 1'intégration de V .Transportant o Ye
3

le long des rayons, on obtient un difféomorphisme de (BV)O , donc de & , sur

lui-méme. C'est ¢X8) .

3.2, La formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant).

3.2.1. Nous nous proposons d'expliciter les résultats de 3.1 pour 1'application
ntl 2 n+l
£= Z 2y de ¢ dans € ., On prend pour & 1la fonction 212112 , et une
1
boite B = a,b
l Z 2.2 [ = a2
i
z lz.tz = bz
i

avec O <a < b (ce n'est que pour simplifier les notations qu'on prend une boite
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fermée plutdt qu'une boite 3.1.2),

3,2.,2. Lla variété des cycles évanescents V admet 1'équation

z z.2 = a2
i
(3.2.2.1)
z e, [* =b?
i
Décomposons =z = (zi) en parties réelle et imaginaire: =z = x + iy . Les équations

précédentes se récrivent

(3.2.2.2) x" -y =a

X,y =0 (i.e. x4 y dans r)

Prenons sur V le nouveau systéme de coordonnées

2 2 -1/2
X =x/|x] et ¥ = y(b ;a ) . Ona x=X (a+ y2)1/2 et (3.2,2,2) se récrit
z
(3,2.2.3) ¥ =1
XY =0
YZ £ 1

n
Ceci identifie V au fibré en boules tangent & la sphére S

3.2.3. L'application 8*—> exp(21 i0)a identifie R au revétement universel de la

circonférence Sa de rayon a et centre 0 de & . Le fibré sur R image réciproque
de B est isomorphe & R XV , Nous le trivialiserons & l'aide de 1'isomorphisme
ve—>exp (MTif)v de V avec la fibre de B en exp(27 i@a . Soit T, de cette

trivialisation comme en 3,1,11, En coordonnées (3.2.2.3), on a TO(X,Y) = (=X, -1

3.2.4, Le f£ibré sur le disque Da de rayon a , bord du "fibré" B , a pour
équation

T e P=br £z €p_
1 a
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la projection sur le disque étant f , Nous nous proposons de décrire une trivialisa-

tion de 1l'image réciproque de ce fibré au-dessus de chacun des rayons e2ﬂie](+ﬂ Da
+
Au dessus du rayon R r\Da , on prend pour trivialisation 1'isomorphisme
+

avec @R N Da)x OV  donné en coordonnées (3.2.2.3) sur NV par

z = x+ly —> (£(z), X, Y) = (£(z), x/[xl, y/]yl)

2T 8 _+ s P . .

Au-dessus de (e R }F1Da , on le trivialise par la trivialisation image de la
précédente par multiplication par eﬂie . Appliquons 3,1.13 et prenons sur oV
les coordonnées (X, Y)
(3.2.4.1) x2=v*=1,%x=0

On trouve que, si @(8) transforme (X, Y) en (XG’ Ye) , on a

(3.2.4.2} Xg+iv¥g = e“ig(XJm:Y) (6 <8 =1)

3.2.5, En résumé, la variété des cycles évanescents V est le fibré en boules
tangent 3 Sn . La transformation de monodromie est représentée par (To’ q9 , ol
To est la différentielle de l'application x > point antipodique, et ot ¢ est
le chemin suivant de Id a BTO : par (8) , on déplace par transport parallédle
chaque vecteur tangent unitaire le long de la geodésique qu'il engendre d'une
longueur + T (le + signifie: "dans le sens vers lequel pointe le vecteur"),

Pour O =1 , on arrive au vecteur antipodique.

Par 3.1.13,0n obtient la description suivante de T : soit ¢ une appli-
cation C= [0,11~-1[0,1] , valant O prés de O et 1 présde 1 ., T consiste
4 déplacer u , le long de la geodésique qu'il engendre, d'une longueur
- ﬂ(1—¢X|ul) (pras de |ul =1, c'est l'identité, prés de |u| =0, c'est

1'application antipodique),

3.2.7. Soient W une variété différentiable de dimension X et p : T(W) > W

son fibré tamgent (vu comme une variété),
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Si (xl,...,xn) est un gystéme de coordonnées locales sur W ,
(xl,...,xn, dxl,...,dxn) est un systime de coordonnées locales sur T(W) . Soit &!
l'orientation de T(W) définie par ce systime de coordonnées, elle ne dépend pas
du choix des L donc est globalement définie. Supposons W orientable, La
sous-variété W < T(W) (section 0), munie d'une orientation (resp. d'une orientation
de son fibré normal), définit un élément w de Hd(T(w)} (resp. Hi(T(W)) ). On sait

que la self-intersection de W C T(W) est la caractéristique d'Euler-Poincaré

V/vrf\w = (W)

(pour 1l'orientation &' ),

Dans le cas de la variété des cycles évanescents V , la structure complexe

de V dé&finit une orientation ¢ , Elle est liée a l'orientation €' du fibré
N n
tangent & S par
n{n-1)
€= (-1) Z gt

3,2.8, Le cycle évanescent & est bien défini au signe prés, Pour n # 0 , c'est

1'élément de HZ(VO) défini par la sous-variété s  <v® |, Pour n =0 , V est

réduit a deux points et c¢'est la différence de ces deux points, Pour l'orientation
complexe de V , on a par 3,2.7

n(n-1)

(3.2.8,1) (8, & = (-1) (1+ 0N

3,2.9, Posons iz(v°) = Ker (Hz(vo) —¥9147 z) {clest Hz pour i # 2n)

On a alors

ﬁz(v°) =0 pour i # n

’ﬁfc‘(v") =% , engendré par &
Dualement, on a

HY(V) = 0 pour i #n

oy —a 5z

o
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Pour n # 0 , l'image de & € H:(VO) dans H'(V) est nulle pour n im-

pair, et divisible par deux (et pas plus) pour n pair,

3.2,10, Calculons la variation

Var : B (V) — HZ(VO)

Nous utiliserons d'abord l'orientation €' , et supposerons que n # O , Soit ¢

une orientation du fibré tangent & " , et soit & € Hz(Vo) défini par

s"  <v® et 1'orientation o de son fibré normal. Le cocycle &' € 1M (v)  tel que
o n

(8" 8) = 1 est représenté par une fibre de la fibration de V= sur S ; le fibré

normal & cette fibré est le fibré comstant, de valeur 1l'espace tangent en un point

n . : .
de S , et est muni de l'orientation ¢

On notera que cette assertion ne dépend pas de la convention de signe

choisie pour définir 1'application
(sous-variété + orientation du fibré normal) —> cohomologie

(changer de convention change & en -0 et &' en -8' )., Elle est valable si

Tr Hin(V} R) —>» R est défini comme suit:
(o) 03 étant une résolution molle de R , I;(Q?) représente RI(V, R) , d'ol
un isomorphisme HI(I;(V, Q?)) = HE(V,‘R) (on n'utilise pas le cobord itéré);

() Tr est l'intégration,

T{8') coincide avec &' dans un voisinage de OV , de sorte que
Var(8') = T(8') - &' est 2 support compact dans v . ona
T(8') = &' L -8 , d'od

Var(0') = -(8'98),0

.. . . R 1
Voici le dessin pour n =1 |, On dessine le fibré tangent & S~ en
faisant pointer vers l'extérieur les vecteurs pointant dans le sens trigonométrique

s . 1
choisi pour orienter S
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©

1
8, & et ¢ Var(6')

Pour l'orientation € , on a donc

Var(x) = - ¢/e' (x8)8&

Théoreme 3.2.11. Le groupe ﬁ:(v°) est isomorphe & Z , engendré par le cycle

évanescent O |, Le groupe ﬁn(V) est aussi isomorphe 3 Z , et dual du groupe

précédent. Les autres Ez(v°) et H(V) sont nuls,

La variation est donnée par

n{n-1)
Var(x) = - {-1) 2 (x88& , et
n{n-1)
(8, 8 = (-1 2 (1+(-1)™)

Selon la congruence de n mod 4 , on a la table suivante

n mod 4 [} 1 2

(8, & 2 [§] -2
Var(x)= +(x8) % - - +

(&)= (-1 -8 5 -5 5

A titre de contr8le, on note qu'on a bien

T(5) = & + var(8)
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4, Cohomologie de De Rham

4.1 Soient D un disque analytique complexe, O €D , D* =D -{0} et T
un revétement universel de D¥ |, Soient ¥ un espace analytique, f : X =D un

morphisme et le diagramme (1.27.1)

. X
(4.1,1) Jp p'
Y .

J :Xa‘é

S |
L
>t
*

On suppose que X¥ = X - Xo est non singulier (= lisse)., Son revétement
X* est donc lisse, on note (#* le complexe de De Rham des faisceaux de formes
X-X-
différentielles holomorphes sur {I¥ . C'est une résolution du faisceau constant @
X#*
(lemme de Poincaré holomorphe), d'oii une fléche
(4.1.2) Ju O —> Ri, 0
X#

dans D+(i, ¢y .

Proposition 4.2. Le morphisme (4,1.2) est un isomorphisme,

Il est clair que 4,1.1 est un quasi-isomorphisme en tout point de
X* <X ., Il suffit donc de montrer que tout point x € Xo a un systéme fondamental

de voisinages U dans X tels que

Hq(j-l(U), P = o pour q >0

Pour V parcourant un systéme rondamental de x dans X , les p—l(V)
forment un syst2me fondamental de voisinages de x dans X ., En particulier, les
pal(V) pour V un voisinage de Stein de x dans X forment un systéme fondamental
de voisinages de X , Pour V de Stein, V~Xo est encore de Stein (car Xo ny

est défini par une équation dans V ), ainsi que son revétement p'_l(V-XO) = 3-1p-1

),
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Pour tout faisceau cohérent & sur X* , on a donc
--1 -1
Hq(j p (V), =0 pour q >0 ,

ce qui achéve la démonstration,

Corollaire 4,3. L'isomorphisme (4.1.2) induit un isomorphisme

(4.3.1) I* 3, 0F —==——> RY (0) .
g i

Variante 4.4, Soit V un faisceau localement constant de vectoriels complexes de

dimension finie sur X* (un systéme local complexe)., Le quasi-isomorphisme

¥ —3 Q*X*(V) {lemme de Poincaré) induit un quasi-isomorphisme

(4.4.1) i* 3,0 (pHy) —=> R‘i’n(V)
X*

Nous nous proposons de montrer que 4.3.1 reste vrai lorsqu'on remplace
i% }% %  par un sous-complexe défini par des conditions de croissance et de mono-~

X'N'
dromie,

4.5, Soient f : X* = D% un espace topologique sur D¥ , F un faisceau de

f"@b*-modules sur X* et F son image réciproque sur X¥ = X* X D¥

Soit z : D ©—>{& un plongement holomorphe de D dans € , avec
z(0) = 0 , Par la suite, nous aurons toujours le droit de rétrécir D ; pour un
disque assez petit, l'existence de =z est une trivialité. On suppose choisie sur D
une fonction log z tel que exp{log z) ==z , et on pose

2% = exp(a log z) (a €2 .

Le groupe ﬁl(D*) agit (par transport de structure) sur BE*, F) .

Un élément £ € HO(X®, F) est de détermination finie si l'ensemble de ses trans-

formés sous ﬂi(D*) engendre un espace vectoriel V(F) de dimension finie sur (&

Soit T 1le générateur positif de TH(D*) , Pour que f soit de détermination finie,
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il faut et il suffit qu'il existe un polyndme P € ¢[x] , non nul, tel que
P(T)(£) = 0 . Le polynBme P de plus petit degré tel que P(T){f) = 0 est alors
le polyndme minimal, égal au polynSme caractéristique, de T agissant sur V(£)

.

On dit que £ est de détermination finie unipotente s'il existe A tel que

(T-l)A f=0 .,

Sur l'espace de ces sections, on définit N = %%?{T par la somme finie

n
n> 0

. , . - ; 0, 4
Pour £ (resp. g ) une section de détermination finie unipotente de H (D¥*, 6)

(resp. Ho(i*, F) ), ona

N(f g) = N(f).g + £, N(g)

(le logarithme d'un autmorphisme est une dérivation).

On dit que f est de détermination finie quasi-unipotente s'il existe A

et B >0 avec

B A
(T -1 £=0

Examples 4.6, (pour X =D¥ | F = @)

k+1
)

(T - exp(2miq) (zg(log z)k) =0

N(log z) =1
N(log z)k) = (log k! (0 pour k = 0)
k! (k-1)1

Proposition 4.7, Pour qu'une section £ € Ho(i*, F) soit de détermination finie,

il faut et il suffit qu'elle puisse s'écrire

(4.7.1) £= 1 g, 2%log )" ,
Ak ? kt

avec 0 =f(a) <1 , k € N , et les £k € 1°(x*, F) presque tousg nuls. Pour f
'y

de détermination finie, la décomposition (4.7.1) est unique.
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D'aprés 4.6, toute section (4.7.1) est de détermination finie. Soit réei-

proquement f de détermination finie: P(T) (f) = 0 . Posons
P(x) = 1 (X—B)n'(B) = I (X—eXp(Zﬁia))n(a)
B et 0 a)<1

avec n(a) = n'(exp(2M.®)) presque toujours nul, Décomposant le &[X]-module V(f)
en composante isotypique, on trouve que f admet une et une seule décomposition

f=2f& , avec

(T-exp(2ﬂia))n(a) f(':L =0
Pour Q, €e[X] un polyndme congru 2 1 mod(X- exp(ZTTiCL))n(a) et a O
1
mod (X - exp(Zﬂia'))n(a) pour Q' # Q@ , on a f(‘]L = QG.(T) (f) . Posons
= - .y, o a
(4.7.2) £, =z £} Qa(T) (£)
. - . -
Puisque T(z f&) = exp(-2Tia) z T(f&) , on a
(o) _
(1-1) £, =0
. _ k 0, s
si £, = b fon,k (lig' z) , avec fcx,k €H (X¥* F) , on a alors par
s L i ocky o
4,6 et 1'identité I (-1)7 () =
] 0,k
(4.7.3) £, =% (DI Gog I WE
’ jz o0 J'

d'ol l'unicité, Si réciproquement Eq est une section de détermination finie uni-

potente, fa k défini par (4.7.3) est nul pour k grand (car Nk fa =0 pour k
¢l

grand) et est invariant sous T , donc s'identifie & une section de F sur X¥

. . A . s k . s
Montrons, ce qui revient au méme, que N fO. k- 0 : on applique & N fCL 1'identité
»

Nz D3 Gog 2wl = 2 (1) (og 3TN 4 (c1)F (Qog I NI =0
iz 0 31 i>0 G-D)1 iz 0 3l
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On a enfin

£ £y, Uog 2D = 5 1 (og IE nIFE £y
k20 *F T Kl i, k= 0 3T k!

=L (2 ¢DIM) UQog O™ N £ = f ,

nz 0 ] ol a o

ce qui prouve 4,7,

Remarque 4.8.1. La condition & € [0, 1{ de 4.7 peut se remplacer par o €C ,

pour € n'importe quel domaine fondamental pour & -8/ Z .

Remarque 4,8,2, Soit f de détermination finie et sa décomposition (4,7,1),
Pour O =R <1 , et o tel qu'un fa " #0 , soit mla) = W SUp{k;fﬁek 0} .
8i tous les £, , sont nuls, posons m{@) = 0 . Le polyndme caractéristique de T

'S

agissant sur V(f) est

Pe(T, V(£)) = I (X - exp(2mia)™®

En particulier, f est de détermination finie quasi-unipotente si et seulement si

dans (4.7.1), on peut restreindre @ & 8tre dans O

4,9. Revenons aux hypothéses plus restrictives de 4.1 et soit F un faisceau co-

hérent sur X dont la restriction &2 X¥ soit localement libre,

Proposition 4,10, Soit f une section de détermination finie de 1'image réciproque

F de F sur X* , Pour que f soit 3 croissance modérée le long de X, il faut
et i1 suffit que les fa k de la décomposition (4.7.1) soient méromorphe le long
3
de X .
- "o

Pour la défimition de "3 croissance modérée"”, je renvoie 3 [172.10.
11 est clair sur (4,7.1), (4.7.2), (4.7.3) que £ est a croissance modérée si et

seulement si les £ le sont; pour des sections de F sur X¥ | on sait
5
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"
que & croissance modérée le long de X " équivaut a "méromorphe le long de X ",

Pour X =D et F =6 , 4,10 a le corollaire élémentaire suivant.

Coroliaire 4,11, Soient K le corps de germes en O de fonctions méromorphes sur

mu , Koy

D , et X' (resp, K

} la X-algébre des germes en O de fonctions holo-

N‘ » '3 e P . '] 2 -
morphes sur D¥ | 4 croissance modérée en O et de détermination finie (resp. de

m mu mqu
détermination finie unipotente, resp, quasi-unipotente). Alors, K , K , K 4

admettent sur K les bases suivantes

e les zq(log z)k (0 <N <1, k €M)
K™ les (log 2k
g™ les zq(log ) (x€q, 0 fsa<l, k€ IN)

Sous les hypothéses de 4.9, notons ¥(F) (resp. Yo (F) , resp.
n M
Y?rq(F) ) le sous-faisceau de 1I*j,(F) formé des sections de F au voisinage des
points de Xo qui soient & croissance modérée le long de Xo et de détermination
finie (resp, finie unipotente, resp. finie quasi-unipotente), Soit FmCZj% i*F le
faisceau sur X des sections de j4i*F méromorphes le long de XO . La proposition

4,10 a le corollaire suivant, indépendant des choix arbitraires de =z et log z

Corollaire 4.12. Les morphismes naturels

(1) kK" g i* FPo— YI%(F) ,
(11) ™ g i* o — YI,T;‘U(F) ,

g 1% 7" —— )

(1i1) 9

sont des isomorphismes,

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 4.13. Le morphisme naturel, induit par 4.3.1,

U it s
(4.13.1) \f; Q) —— RY, (€)
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+
est un isomorphisme dans D (X, ¢ .

Nous prouverons en fait des résultats plus généraux (4.15 ) (4,17, )
dont 1'énoncé requiert quelques préliminaires que le lecteur intéressé seulement

par 4.13 pourra se dispenser de lire,

4,14, Soit V wun faisceau localement constant de &-vectoriels de dimension finie

sur X% (un systéme local), Soit U=V @& ® le G-module localement libre correspon-
dant et V 1la connexion intégrable sur VU pour laquelle les sections locales de V
soit horizontale, On sait que VU admet un prolongement ¥~ en un faisceau cohérent
sur X , tel que la connexion V¥V soit réguliére le long de Xo relativement a

ce prolongement, On sait aussi que deux tels prolongements sont méromorphiquement

équivalents ([1] IT 5.7); le faisceau Y%(Uﬁﬁ , {et ses variantes v Yy e

dépend donc pas du U choisi; on le note Yffb) . On définit de méme

Yﬁffi*(V)) = Y$f§§ ®U) , et ses variantes ¥ , yras

Proposition 4.15. Le morphisme naturel, induit par (4.4,1)

(4,15.1) w?( (V) —> R¥ (V)

est un isomorphisme dans D+(Xo’ [}

4,16, On dit que V comme en 4,14 est unipotent (resp, quasi-unipotent ) le
long de Xo si, pour tout morphisme wu du disque standard D0 dans X , avec

-1
u (Xo) = {0} , la transformation de monodromie du syst2me local u™W sur Dg est

unipotente (resp. quasi-unipotente),

Proposition 4,17, Si V est quasi-unipotent, le morphisme naturel induit par

(4.4.1)

(4.17.1) w“ﬁ“(o;g*w)) —> RY, (V)

est un isomorphisme dans D+(Xo, ¢y .,
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Le théoréme 4,13 est le cas particulier de 4,17 o0 V =0

4,18, Nous traiterons d'abord le cas o X est lisse et od (Xo)red est un divi-

seur & croisements normaux dans X ., Les théordmes étant locaux, on peut supposer

n

2,8 ,(0<dse n >0 )de x=0°

que f est l'application £(z) =

[alilos [ =9

dans D , ot D désigne cette fois le disque standard D = {z € &] lzl <1} , et
i1 suffit de prouver que la fibre en 0 €D° de (&.15.1) (resp. 4.17.1) est un

quasi-isomorphisme,

Soit U un voisinage de O dans D° de la forme |zi| <a (0 <a =1).
On définit U, U, ¥, U* en prenant 1'image réciproque de U dans 4.1.1, La

cohomologie de U¥ ou U¥ est indépendante de a , de sorte que
H¥(U*, V) ——> [R* ‘1’7,](V))0

Le groupe fondamental z% de x* = (D*)d x p&d

(égal 2 celui de U%*)
étant abélien, V admet une filtration finie de quotients successifs des systimes

locaux de rang un, Par dévissage, nous pouvons donc supposer V de rang un,

Pour Y~ comme en 4,14, nous noterons jz Q§%(V) le sous-complexe de

I Q§*(V) de composantes les (f§ @ V)™ | D'aprés [171I 6,4.1 et 6.8, llappli-

cation naturelle déduite du quasi-isomorphisme V —C——> Q%X*(V) (lemme de Poincaré
holomorphe),
(4.18,1) o O (D ——> Ry, V

est un quasi-isomorphisme, On a
(4,18,2) E¥(( Q% (1)) ) = (R¥j, V), = H¥U, V)

Ceci sera le seul ingrédient analytique de cette partie 4,18 de la démonstration.

Lemme 4,18.3. Pour V de rang un, on a

(i) pour V mnon trivial : H¥(U¥*, v) = 0

159



- 46 - X1V

(i1) pour V = : H¥U*, v) = 7l

En effet, U* a le type d'homotopie d'un tore,
Soit N le générateur de Hl(D*, Z) , et son image réciproque dans

Hl(U*, Z)

Lemme 4.18.4, Pour V de rang un, l'application naturelle

HHU*, €) 5o H¥((7 0% (1) ) —— H*w‘;‘]“m*x*(v))o)

identifie H#(Y‘;u(mx*(v))o) a H¥UF, v)/m H¥UE, V)

dz,
i

Utilisons 4.12 (ii), et l'identité d log f = Z g Le complexe

Z.,
1

Y?r(ﬂﬁx*(V))O s'identifie au complexe simple g K associé (en prenant des sommes)

au complexe double K de composantes

KPP o (log £)F . (% QHX%(V))O

p!

Ce complexe est dans un mauvais quadrant (p <0, q =0, p+q = 0); toutefois, g K

est limite inductive des sous-complexe g Gp2 > (K) de composantes
)
n
(s %%z p k) = €£> kP4 ,
o} p+g=n
=
PZp,

et cela suffit & justifier 1'argument ci-dessous.
La suite spectrale de la filtration par le premier degré s'éerit

S KULA) (p 20),

avec d, =2mn A : H(U¥, V) — e v

Si V est non trivial, E, = 0 par 4,18,3 et 4,18.4 se réduit @ 0 =0 ,

1

Supposons que V =€ , Les (El’ dl) sont alors des complexes de Koszul, éventuelle~

ment tronqués, de sorte que (acyclicité du complexe de Koszul)
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qu =0 pour p # 0
Eg“ = 7%, v)/n ek, v

ce qui vérifie 4.18.4,

Pour B € &% , notons VB le systéme local de rang un sur D¥ , d'image
Fard
réciproque sur D% trivialisée, et de monodromie B . Notons encore VB son image
réciproque sur U* | Sur U% |, 1l'image réciproque de V ® VB est canoniquement

isomorphe 2 V

Lemme 4.18,5. Pour V' de rang un, l'application

@ . H¥(U¥*, V ® VB)/T] H¥(U*, v ®VB) —3 H¥(T*, V)
B € a¥

est bijective,

Soit k le pged des n,o L'espace U* a k composantes connexes,
P . iémes sox = P
paramétrée par les racines k " de 1'unité: sur celle, U¥ , d'indice & ,
S
vs P . 1/k ~ Lo ' P
l'image réciproque de la fonction =z sur D¥ coincide avec l'image réciproque de
d ni/k _
la fonction £ : I z; sur U¥* |, La composante UE a le type d'homotopie d'un
1

tore, et la suite

0 —> nl(ﬁg) - TTl(U*) — ﬂl(D*)

d

est exacte, Notons @ : Z ~Z 1l'application ﬂl(U*) > ﬂl(D*) . i Ker(¢) agit
non trivialement sur V , les deux membres de 4.18.4 sont nuls, Sinon, remplagant
V parun V @ VB , on peut supposer que V est trivial, soit V =€ . On a alors

en cohomologie complexe

(%) @ HMU*)/ M H¥(U®) —=—3 H¥({¥)

et on conclut en notant que VB est trivial sur U¥ si Bk =1 , que
@ 1O (u*, VB) = @ g —=—> (0¥, @) ,
gy gy
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et que, pour Bk # 1 , HH¥U¥* vV ) =0

B

Remarque 4,18,6, Si V est quasi-unipotent, on peut dans 4,18,5 remplacer la
sommation sur &% par une sommation sur les racines de l'unité: la preuve est la

méme,

Appliquant 4,12, on trouve un diagramme commutatif

* ~ 3y et ~ *(H *(pH*
B, (N) 55 ?H I (V8 ¢~ ?H (U, V@Vy)/n H¥ (U, Ve Vo))
( 4,.18.5
H#* R‘f(v)o € =~ H¥T*, v) s
dont 4,15 résulte, On obtient 4,17 en y remplagant b par ymae , la sommation

sur B par une sommation sur les racines de l'unité et 4,18.5 par 4.18.6.

4,19, Déduisons 4,15 et 4,17 du cas particulier 4,18, Soit u : Y —> X une réso-
lution de (X, Xo) , c'est-a~dire un morphisme propre, induisant un isomorphisme

Y¥# =D X% | tel que Y soit lisse et que (Yo) soit un diviseur 3 croisements

red
normaux de Y ., Si V est quasi-unipotent le long de Xo , son image réciproque

u*  est quasi-unipotente le long de Y, -

. ; m oo,
Pour tout faisceau cohérent ¥ sur X , notons F  ou jyu i*¥r le

sous-faisceau de i, j¥ F formé des sections méromorphe, si £ est l'équation de

X, 31;[: i* F est la limite inductive du systéme inductif
(4.19,1) F—f 5> fp—f 5 > .

Le lemme suivant est prouvé dans [2],

Lemme 4,19.2., Pour tout faisceau cohérent F sur X , on a

Ff—2 s g (u* )"

et R uy ¥ E)" =0 pour i >0 .
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D'aprés le théordme de Grauert, les Riu% u* F sont des faisceaux cohérents.
Les noyaux et conoyaux de F —>u, u¥F , et les RiuﬂF (i >0) sont nuls en
dehors de Xo , donc localement annulés par une puissance de £ |, Puisque u est
propre, Riu* commute aux limites inductives filtrantes, en particulier 2 la limite

inductive (4,19,1), et (4.19.2) en résulte,

De 4,19.2 et 4,12 on déduit que, sous les hypothéses de loec. cit. et

désignant encore par u l'application de Yo dans Xo induite par u , on a:
Lemme 4,19,3, Les morphismes
‘?’?,I(F} — uy ‘;"‘%(u* F) —— Ry, ?‘%(u* F)

sont des isomorphismes,

Que la seconde flache soit un isomorphisme signifie que Rlu*wz(u* F) =0
pour i >0 . Ceci résulte de 4.12 et de Rlu*(i'u* F') =0 pour i »0 , qui
résulte de Rlu*(u* F™) =0 pour i »0 et du théoréme de changement de base pour

le morphisme propre u

Pour prouver 4,15, il reste 4 contempler le diagramme commutatif

‘i’m(Q*X*(v)) — e YO (V) TG Tey?  Rux LR SN R
(| (4.18)
(1.3.1; XTII 2,1,7.1)
RY(V) > Ruy RY(u* V)

On procéde de méme pour 4.17, en remplacant partout ¥ par yray

Remarque 4,20, Le théoréme 4,13 fournit une incarnation du théoréme de monodromie

au niveau des complexes,
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§1 Singularités quadratiques ordinaires (formes canoniques)

Dans ce §, on reprend les résultats de VI 6, en adoptant un point de vue
"hensélien" plutdt que "formel". On donne des singularités quadratiques ordinaires et
de leurs déformations des formes canoniques, sous lesquelles elles se mettent locale-

ment pour la topologie étale,

Les résultats sont conséquence facile de VI 6, du théoréme des fonctions
implicites {(sous la forme de Tougeron) et du théoréme de R. Elkik sur les modules
henséliens versels de singularités isolées. Lors du séminaire oral, on ne disposait
pas encore de ce dermier; un théoréme plus faible, ne couvrant que le cas (qui nous

suffisait) des intersections complétes, avait été démontré et ne sera pas publié,

1.1. Rappels

1.1.1 Soit £ : X = S un morphisme, X pouvant localement &tre décrit par p
équations dans l'espace affine relatif Ag+p de dimension n+p sur § . L'idéal
jacobien J(X/8) a 6té& défini en VI 5. Si X est le sous-schéma de Ag4p défini
par les équations fi =0 (1l <i=p) , c'est le faisceau d'idéaux engendré par les
mineurs p x p de la matrice jacobienne (afi/axj) . Le théoréme suivant est bien
connu. Un cas particulier de son analogue formel est démontré dans Bourbaki Alg. Comm.
IIT §4, n® 6, cor, 3 au Th., 2; l'agnalogue ¢® est démontré dans Tougeron (idéaux de
fonctions differentiables - Thése - mai 1967 - Rennes); le cas considéré ici est

traité dans Artin, Algebraic approximation of structures over complete local rings,

Publ. Math. IHES 36 (Zariski's volume) lemme 5.10.

1.1.2 Théoreme (Tougeron-Artin). Soient S le spectre d'un anneau local hensélien

A , f£: X=38 un morphisme comme en 1.1.1., & et I deux idéaux de A distincts
de A , et &' un faisceau d'idéaux de X contenu dans J (X/§) . On suppose I
de type fini. Soit s une section de f au-dessus de S/I : s € X(A/I) . Notons

3*6'2 1'idéal de A image réciproque dans A de 1'idéal 3*6‘2 de A/I

Si (3%5‘2),a > 1 , alors, il existe une section s, de f : s, € X(4)
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congrue & s modulo (s*§').a

1.1.3. Soit S le spectre d'un anneau local hensélien, de point fermé s . Soient
X; un schéma de type fini sur k(s) , lisse en dehors d'un point fermé X, et

1
Xo 1'hensélisé de Xo en x . Nous nous intéressons aux systémes

[+]

@ e DG

> X
Sy T

—> 8

du type suivant

(a) T est local hensélien essentiellement de présentation finie sur S(I 0.0.5); le

morphisme T = 5 est local et induit un isomorphisme sur les corps résiduels;
(b) X est local hensélien plat et essentiellement de présentation finie sur T

>

(c) la fibre spéciale de X/T est munie d'un k(s) - isomorphisme avec X,

Ce sont les S-déformations henséliennes de Xo . Un morphisme de (X,1)

dans (X',T') est un diagramme commutatif de S-schémas

1

i

X s K
T ——> T
induisant 1'identité de Xo par passage aux fibres spéciales, Une déformation X/T

est dite verselle (minimally versal) si

(a) Pour tout morphisme X"/T" —= X'/T'  tel que T"'- T' soit un plongement fermé

1'application

Hom(X'/T' , X/T) — Hom(X"/T" , X/T)

est surjective. En particulier (faire X"/T" = Xo/s) , Hom(X'/T', X/T) # ¢

(b} Pour T' = Spec(k(s)[e]/(ez)) , l'application "image réciproque' : Hom(T',T) =

(classes d'isomorphie de déformations de X0 sur T') est bijective,
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1.1.4. Théoréme (R, Elkik), Il existe une S§-déformation hensélienne verselle de

X, (et une seule & isomorphisme non unique prés). Si S est noethérien, pour que

X/T en soit une, il faut et il suffit X induise sur le complété T de T une

S-déformation formelle verselle de Xo (minimally formal versal deformation, VI 1.9

et VI 4).

Pour la démonstration de ce théoréme délicat, on renvoie & R, Elkik (sémi-

naire de 1'ENS, 1971/72).

1.2, Singularités quadratiques ordinaires

Soit y un point fermé d'un schéma Y de type fini sur un corps k de

caractéristique p , et soit n la dimension de Y en vy

Définition 1.2.1 (= VI 6.6)

(1) Pour k algébriquement clos, on dit que y est un point quadratique ordinaire

de Y si le complété @; g de l'anneau local de Y en y est isomorphe au gquo-
3

tient de k[[xl,...xn+l]] par 1'idéal engendré par une seule série formelle £ , qui
s'écrive
(4.2.1) £(X) = Q(X) = + termes d'ordre > 2

avec Q(X) une forme quadratique ordinaire,

{(i1) 8i k est une clBture algébrique de k , on dit que y est un point quadra-

tique ordinaire de Y si les points de Y=Y 8& kK au-dessus de y sont des points

quadratiques ordinaires de Y

1.2.2. Si dans cette définition on remplace "forme quadratique ordinaire" par

"forme quadratique non dégénérée", on obtient la notion de point quadratique non dé-

généré (VI 6.0). Pour que y soit un point quadratique non dégénéré de Y , il

faut et il suffit qu'il soit un point quadratique ordinaire et que soit p # 2 ,
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soit n est impair.

Exemple 1.2.3. Soit Q(X) une forme quadratique non dégénérée 2 n+l variables sur

k . Soit Y, le c8ne quadratique dans E2+1 d'équation Q = 0 . Alors, l'origine,

qu'on notera Y, » est un point quadratique non dégénéré de Y,

Exemple 1.2.4, Supposons que p = 2 et que n =2m ., Soit a ¢k , et soit Q

un polynOme

Q(x) = (Xg -a)+ % a; XX,
o<isjeom 41

On suppose que la forme quadrique & 2m wvariables ¥ a, %,x, est non dégénérée,

o<igy Y
et on désigne par Y le point fermé de EE+1 de coordonnées (Ya,0,...,0) . Alors,
Yo est un point quadratique ordinaire du sous-schéma Yo de E§+l d'équation Q = 0.
Exemple 1.2.5. Soit k' une extension finie séparable de k et soit Yo un

k'-schéma du type considéré en 1.2.3 (resp. 1.2.4). Si 1l'on regarde le schéma Y
comme un k-schéma, alors Yo est un point quadratique non dégénéré (resp. ordinaire)
de Yo . L'extension k' de k s'identifie 2 la plus grande sous-extension sépa-
rable de k(yo)

Théoréme 1.2.6, Supposons que y soit un point quadratique ordinaire du k-schéma

Y , et soit k' la plus grande sous-extension séparable de k{(y) . Il existe alors
un k'-schéma Yo C:E;TI du type 1.2,3, ou 1,2.4,, et un k-isomorphisme ¢ entre
1'hensélisé Y(Y) de Y en y et 1l'hensélisé Yo(yO) de Y, en v,

Notons tout d'abord qu'il existe un voisinage étale Y' de y dans Y

qui soit un k'-schéma. Le schéma Y(y) est en effet canoniquement un k'-schéma.
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Remplagant (k,Y,y) par (k’,Y',y) , ceci nous raméne au cas o k = k' , ie, au

cas ot k(y) est radiciel sur k

Le k(y)-vectoriel (Q;/k)y est de dimension n+l : il suffit de le véri-
fier aprés extension des scalaires de k(y) a sa cl8ture algébrique, et aprés com-
plétion en y ; c'est alors évident, Un voisinage de y dans Y est donc un sous-
schéma d'un k-schéma lisse Z de dimension n+l . De plus, quitte a remplacer Y
et Z par des voisinages convenables de y , on a que 1'idéal de @Z qui définit

Y est principal (meme chanson que plus haut), défini par une équation f

Lemme 1.2.7. Supposons que vy soit un point quadratique non dégénéré de Y et que

k(y) soit radiciel sur k ., Alors, au voisinage de y ngk (1.1.1) est

monogdne, concentré en y et de rang 1 sur k . En particulier k{y) =k

Il suffit de prouver la premidre assertion apré&s passage 3 la clB8ture algé-
brique de k , et aprés complétion en y . Elle est alors évidente par calcul direct:
avec les notations de 1.2.1, il résulte de Nakayama que les af/axi (a fortiori f

et les af/axi) engendrent 1'idéal maximal,

Prouvons 1.2.6 pour vy non dégénéré. Nous pouvons supposer et supposerons

que k(y) = k , que Y est défini par une équation £ dans un schéma lisse Z , et
' . . . n+1 n+l " N

qu'il existe un morphisme étale x : Z ——>1Ek de Z dans Bk (un "syst2zme de

coordonnées locales xi”) qui envoye y sur O . Il existe alors une forme quadra-

tique non dégénérée a n+l wvariables ¢ telle que, en y ,

f = Q(xi) + termes d'ordre > 2

Soit Y, défini par Q comme en 4.3.

Sur Y , le systéme des %, est une "solution approchée'" de 1'équation

Q(Xi) =0 : si m est l'idéal qui définit y , on a

Q(Xi) € m3 (sur Y)

170



-7 - Xv

Puisque Q est non dégénérée, 1'idéal de E;+1 engendré par les %% est 1'idéal
maximal en O , et 1l'image réciproque de cet idéal par x = (Xi) : Yl——>‘EE+1 est
m . D'aprés le théoreme des fonctions implicites 1.1.2. (appliqué avec a = m et
§'= J) 1l existe sur 1'hensélisé Y(y) des fonctions Xi » congruents aux %,
mod m2 (le s*&é.a de loc. cit.), qui vérifient Q(xi) = 0 , Elles fournissent
1'isomorphisme cherché entre Y(y) et Yo(yo)

Lemme 1,2.8. Supposons que y soit un point quadratique ordingire dégénéré

(p = 2, n pair), et que k(y) soit radiciel sur k . Alors, au voisinage de y ,
T;/k est monogdne, concentré en y et de rang 2 sur k . En particulier, soit

2
k(y) = k , soit k(y) est isomorphe 3 k({a) avec a €k , a £k

Procédons comme en 1.,2,7 : avec les notations de 1.2.1, il suffit de véri-

fier que

aim (k[(%,,. % 1]/ <f,§—f<.)>) =2
1

Dans un systéme de coordonnées convenable X, s X la série formelle f

TERRER L S

s'éerit

m
f=x +2x, ¥ + R (ordre R = 3)
1

Soient alors n'

xi et les x,(i # 0) et q 1'idéal maximal. Prouvons que n = n

1'idéal engendré par f et les af/axi , 1 celui engendré par

' . On a claire-

ment n' < n , et il suffit de vérifier que n' + nq = n (Nakayama). Modulo nq ,

on a f

2 2 _
X, i module nq + (x)) , on a af/axiz Kim €6 Bf/axi+m =%, (1 <4i <m),
d'oll 1'assertion.
Sous les hypothéses de 1.2.8, si k = k(y) , on désignera par a un

quelconque carré dans k
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Lemme 1.2.9. Soient V un fibré vectoriel sur un schéma § , et T un sous-schéma
de ES(V) localement libre de rang 2 sur § . Alors, T est contenu dans une et

une seule droite de ES(V)

Le probleme est local (fppf) sur S ; on peut donc supposer que T/S

admet une section. Par translation, on peut supposer que T contient la section O

Soit n 1'idéal de T qui définit O : n est localement libre de rang un sur S
Chaque forme linéaire homogéne v € V sur ES(V) définit un élément de n , d'od
un épimorphisme de V dans n . Son noyau définit la droite cherchée.

1.2.10. En particulier, si A est un sous-schéma radiciel de rang 2 de 1'espace

. ot et ot .
affine Ek sur un corps k de caractéristique 2, il existe a € k tel que, dans
un systéme de coordonnées affines convenables, A ait pour équations

x_ -a=20, X, = 0 (1 £i=<n) . Il suffit de prendre les X, s'annulant sur la

droite définie par A

1.2.11. Prouvons 1.2.6 pour y dégénéré (p = 2 et n = 2m) . nous pouvons

supposer et supposerons que k(y) = k{{a) , que Y est défini par une équation f

dans un schéma lisse Z , et qu'il existe un systzme de coordonnées locales en vy
x = (x,) Dz —s g2 qui envoye y en le point fermé ({a,0 0) et
i’0=i<2m ° k 05ty >
n A ‘s 2
tel que }Y/k soit isomorphe, au voisinage de y , 2 @Y /(XO -a , Xl""’xzm)
On a alors, quitte & remplacer f par un multiple
2 N
f= (Xo - a) + by a;, XX, + R, oit
1sisjsom J
{(a) 1la forme 2 2m wvariables ¥ aij Xixj est non dégénérée;
(b) aprés extension des scalaires 3 k , R est d'ordre =2 3 en X, - Va et les
X.
i
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Soit Yo défini par

comme en 1.2.4.

Sur Y , on peut encore regarder le systéme des X; comme ung solution

approchée de 1'équation Q(Xi) =0 , Cette fois, 1'idéal § 1image réciproque par
X de 1'idéal engendré par les 23Q/dX; vérifie 6,/6 =~ Jg/k , ie est
§=(x" - a, <xi)1 < 1) en vy
Soit q 1'idéal maximal qui définit y . Pour conclure comme dans le cas

non dégénéré, par une application du théoréme des fonctions implicites, il faut véri-

fier que
(1.2.11.1) QGx) =0 (mod 6%q) sur ¥
Soit q 1'idéal qui définit vy , aprés extension des scalaires & la cl8ture algé-
brique de k . On vérifie que
2 2
6 g N 6 =6 >
q ¥,y q
de sorte qu'il suffit de vérifier 4.11,1 aprés extension des scalaires 3 k¥ : on peut
supposer que a = 0 . En y , on a alors
2 5 3
§°q = (xo ,(xo xi)lsi , (Xoxixj)lSi,j s (Xixjxk)lsi,j,k)

De la, on tire que 62q D q5 et que

xif = Xg (mod 62q) , d'ol 62q + (xif) o q4 s

xof = xi (mod 62q + qé} , d'ont ézq +(x0f) > QB
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On a enfin

aly,) =0 (la+ (£) sur 7,
ie 1,2.11.1.
Remarque 1,2,12, Soit Q wune forme quadratique non nécessairement homogéne & n+l

n+1

variables, non identiquement nulle, et supposons que le sous-schéma Y de Ek

d’'équation Q présente en un point y une singularité quadratique ordinaire, Par un
changement linéaire (non homog2ne) de variables, on peut alors mettre Y sous la
forme 1.2.3 ou 1.2.4. Dans le cas non dégénéré, k(y) = k , et il suffit de mettre

y & l'origine des coordonnées. Dans le cas dégénéré, il suffit que le support de

Tl

soit sur la droite x, = 0 (1sis2m) (cf. 1.2.9.).
Y/k i

1.3 Modules de singularités quadratiques

La proposition suivante résulte du théorzme de R. Elkik 1.1.4, et de cal-

culs explicites laissés au lecteur (essentiellement contenus dans VI 6).

Proposition 1.3.1. Soit § = Spec{A) wun schéma hensélien local de point fermé s

n+l

et soit Yo c-Ek(s)

un schéma du type 1.2.3, ou 1.2.4,

(i) Prenons Y, de type 1.2.3, défini par 1'équation

QX)) = ¥ 7,.x.x, =0 (m@. € k(s))
1<) ij7i%] ij
et relevons les &,, en des éléments aij de A . Alors, le schéma hensélien ver-
sel sur § des déformations de la singularité de YO en v, est

T = Spec(a{b}) ,

B +1 . .
la déformation verselle étant 1'hensélisé en Yo du T-schéma Y CiE; d'équation
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by aij X, xj -b =0

(ii) Prenons Y, de type 1.2.4, défini par 1'équation

Qx) = (xi -3)+YE,, x, x, =0 (E,aij € k(s))

et relevons les gij et & en des éléments aij et a de A . Alors, le schéma

hensélien versel sur 8 des déformations de la singularité de Yo en y, est

T = spec(Afb,e]) ,

la déformation verselle étant 1'hensélisé en Yo du T- schéma Y cfE$+1 d'équation

% - a) + Ya, x,x, +bx_ +¢c=0
o i3717; o

]
La proposition suivante résulte aussitdt de 1.2.6 et 1.3.1.

Corollaire 1.3.2, Soit S = Spec(A) un schéma hensélien local de point fermé s et

soit f : X = S un morphisme plat de présentation finie. On suppose qu'en le point

fermé x de X , X  présente une singularité quadratique ordinaire, que k(x)

est radiciel sur k(s)

, et que XS est de dimension n

(1) Pour x non dégénéré : il existe une forme quadrique non dégénérée a n+l va-

riables Q , a coefficients dans A , et b dans 1'idéal maximal de A , tel que

le S-schéma hensélisé de X en x so0it isomorphe 3 1'hensélisé en 1'origine du

sous-schéma de mgﬂ d'équation (1.3.1(1)Q - b =0

(ii) Pour x dégénéré (n = 2m, car(k(s)) = 2) : il existe une forme quadratique

non homogéne & n+l variables, 3 coefficients dans A

(4.14.2) QX)) = X, + bxo +c¢c+ T a,, ¥X,%,

1<i<j<2m
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telle que b soit dans 1'idéal maximal, que la forme 3 2m wvariables ¥ a;

s XLX.
3 1]

soit non dégénérée et gque le S-schéma hensélisé de X en x soit isomorphe 3 1'hen-

sélisé en (Ye,0,...,0) du sous-schéma de Eg+1 d'équation Q = 0

: SN 1tk .
Remarque 1.3.3. Dans le cas (1), si 1'hensélisé x de X, est isomorphe par un

isomorphisme a2 1'hensélisé en O de X C:]En+1 , d'équation £ 3F,. x.x, =0 ,
® o k ij 7173

et si les a,, vreldvent les &,, , on peut prendre Q = I a,, X.X,
ij i 1] 1]

Dans le cas (ii}, si 1'hensélisé en x de X, est isomorphe par un iso-

morphisme ¢ & l'hensélisé en (Va,0,...,0) de X, CIE§+1 d'équation
(X2 + @)+ 23, x,x, , et si les a_, relévent les a, , on peut prendre
o ij 717 ij ij

2 -
Q=X 4+ bx+c+Xa,, x,x, , avec c¢ =a mod 1'idéal maximal.
o 0 i i]

Dans les deux cas, 1'isomorphisme promis en 1.3.2 peut 8tre pris prolongeant

Corollaire 1.3.4. Seit f : X = § comme en 1.3.2, Il existe un voisinage U de x

dans X tel que les points de non lissité de f contenus dans U soient des points

quadratiques ordinaires de leur fibre,
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§2. Calcul des cycles évanescents dans un cas quadratique ordinaire standard

2.1. Préliminaire : la cohomologie d'un cOne.

. r fzez . . PO
2.1.1. Soit YcP une variété projective sur un corps algébriquement clos k
Posons les notations suivantes,
1 . . ot s
XA est le cdne projetant affine, d'origine 0 ;

X(o) est 1'hensélisé de X en O ;

* _ - % - 1.
x*=x - {0} et oy = %oy {01

X1 C‘Pf+1 est le cbne projectant projectif de Y ; on a X = Xl -Y 3

X, X(O) s X1 sont les &clatés de X , X(O) , X1 en O ;

vy est 1'image réciproque de O dans X , Y(O) ou X1 H

h : %i =Y est la projection naturelle ;

ViV ¢ ¥ X1 sont les sections de h d'image YO et Y

F est un groupe abélien de torsion premier & la caractéristique de k ; tous les

groupes de cohomologie considérés seront & coefficients dans F , qui ne sera pas
P

mentionné,

Notre but dans ce n° est de relier les cohomologies de X¥*

(o) et Y

Proposition 2.1.2. On a

(1) Hi(X) — Hi({o})

[}
ref
Im
ol
b
4}
(]

< i ~_ i
(i1) H{O}(X) —> H_(X)

Cette proposition se démontre par un argument d'homotopie, qu'il nous va

falloir formaliser.

Soit k wun corps algébriquement clos, U et V deux schémas sur k,

A un anneau de torsion premier & la caractéristique de k , K € 0b D+(U,A) et

L € 0 DT(V,X)
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Appelons "morphisme" £ de (U,K) dans (V,L) un couple formé de

f: U=V etde g: f*L 2 K . Un tel morphisme induit sur la cohomologie
£* 2 m¥(v,L) — u*y,K)

Disons que deux "morphismes" fo et f1 sont homotopes s'il existe un

schéma connexe de type fini T sur k , deux points O et 1 de T et un "mor-

phisme" H de (U x T, er K) dans (V,L) qui induise £, et £, en prenant les

fibres en 0 et 1

Lemme 2.,1.3. Si fo est homotope 2 fl , alors fg cofncide avec fT .

On sait qu'il existe une suite de points O = X s X %z =1 de T

[ERRREEN »
des courbes lisses et connexes Ti et des morphismes ai B T} = T tels que Xi et
X1 soient dans 1'image de a; . Pour construire les T} , on normalise un sous-
schéma connexe de dimension 1 de T qui contienne O et 1 . Ceci nous raméne au

cas ot T est une courbe lisse. Soient

U

pr
1

T i
prz

L
—

e X
e =
[a:l

En vertu du théoréme de changement de base par un morphisme lisse, appliqué a2 t

on a

t™REy K > RPT, (pri K)

L'application f? (i = 0,1) se factorise alors en

2 v,n) gy oy T,pr} K) —= (T, R pr,, (pr] K))
P
HO(T, e B (U, K)) Iibre
2\

u"(U,K)
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et est donc indépendante de i

2.1.3. Prouvons 2.1.2. L'application identique de X est homotope (grace aux homo-

théties) & l'application de X dans X constante de valeur O ; (i) en résulte,

Utilisant des homothéties de rapport tendant vers 1'infini, on voit que

Y est un rétracte par déformation de ¥ et (ii) se déduit du lemme des 5 et du

1
diagramme
2wl o —s };i(x ) wlx®y 2
{o} 1 1
] s
2. HiC(X) — Hi(xl) iy —2
Corollaire 2.1.4, Hi(x*) ~ Hi(xﬁo))

On applique le lemme des 5 au diagramme

———>H§O}(X) st —s et s

Sl (2.1.2(1))% l

i i i
— H{O-}(X(O))—-b H (X(o)) —= H (X(o)) —

-

2.1.5. Utilisant la suite spectrale de Leray de h X1~Yo et h[ii—Y , on trouve

que les morphismes de restriction

Hl(il—yo) = < 4y

ReY) s why ) = wHD)

sont des isomorphismes. Via ces isomorphismes, les suites exactes longues de cohomo-

logie des couples (ii_Yo’Y) , (?i—Y,Yo) sont les lignes d'un diagramme
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(2.1.5.1) Bl — w2y en - ut(y) whx*) ——
‘ N
a7y — w2 e = 1 (v) B (x* ——

Lemme 2.1.6. Les fléches notées 7 et -m de 2.1.5.1 sont les cup-produits avec la

classe de cohomologie d'une section hyperplane. Le diagramme 2.1.5.1 est commutatif.

La premidre assertion résulte de ce que mn (resp. -7 ) est la restriction
a Y (resp. Y, ~ ¥) de la classe de cohomologie du faisceau inversible &(Y) ({(resp.

@(Yo)) sur XY, (resp. XI—Y)

Utilisons la suite spectrale de Leray de h : les deux lignes de (2.1.5.1)
s'obtiennent en appliquant le foncteur H(Y, ) 2a des triangles distingués

R !F-—--a«R(h|§ -Y ) FLD—%R(hIX*) F—>
Y o 17 g7 3

1 ~
¢ ! _ 3%
e Yo yRIF —> R(h|X1 Y)* F — R(h|X )* F—>

les faisceaux de cohomologie non nuls des complexes sommets de ces triangles sont
ceux d'indice (2), (0), (0 et 1) , de sorte que les flaches @ et (2)sont déterminées
par leur effet sur les faisceaux de cohomologie. Ceci nous raméne au cas od Y est

un point. Ce cas est laissé au lecteur.

2.1.7. La suite exacte longue du couple (?}O),Yo) est un analogue local de la

2% ligne de (2.1.5.1). On a
B ) s utey)
(0) o

(théor&me de changement de base pour le morphisme propre b4 - X la suite

(o (o) °

exacte longie en question s'écrit done
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i-1, 3

i-2 - i i, 4%
(2.1 7.1) H (X)) —> 0 (7)1 —Ts 1Y) —— i (X{)

§ 5
i-1, -2 - i i
BTEYN — WD) e () — B E® s

la seconde ligne de ce diagramme commutatif étant celle de (2.1.5.1).

Le lemme technique suivant nous servira en 2.2.7.

Lemme 2.7.8. Hn‘l(Yo) <= NS — ) — H?X}(X) — HZ(XS)

| Ii

n~1(

n
Y) HC(XS)

est anticommutatif.

D'aprés 2.1.7, il revient au meme de prouver commutatif le diagramme

0

n-1 2
H (Xl—[o}) —_— H{O

I

o i
}(xl) = H{O}(X)

- 3
17 y) > H(X)
C'est 1a un general non-sense.
2.2. Cycles évanescents
2.2.1. Soient S wun trait hensélien et s,n,§,m comme en XIII 0.2.5 s
nt+l
A=7Z/k , avec k opremier 2 la caractéristique résiduelle de 5§ , ES 1'espace

affine type de dimension n+l sur § et X le sous-schéma fermé de Eg+1 défini

par une équation quadratique Q = O , non nulle modulo 1'uniformisante
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Qx) = =T ag. XX, + bixi + c
i<j J ]

Si Eg+1 est le complément dans E2+1 de 1l'hyperplan & 1'infini H ,
alors X se déduit de la quadratique X1 de Pg+1 d'équation homogeéne
2
(2.2.1.1) T oa,, x,x, + £b,x.2 +cz_ =0
FRSTE % B i1
ig3
par soustraction de Y = Xlﬁ H
Faisons les hypothéses suivantes.
(a) Y est une quadrique lisse sur § , ie. la forme quadratique ¥ a4 %%, est
ig3

ordinaire;

(b) 1la quadrique X; est singuliére, ie. Xg est un cone quadratique,

On désigne par X, le point singulier de Xs , et par f la projection

de X sur S

Remarque 2.2.2. Si X, est un point rationnel, on peut par translation le mettre &

l'origine des coordonnées. Si X, = 0 , les bi et ¢ sont divisibles par 1'unifor-
misante.
Le sous-schéma A de XS d'équations gg est concentré en Xy o Sauf
i

dans le cas exceptiounnel oft k{s) est de caractéristique 2 et oh n+l est pair, ce

schéma est de degré un sur k{s) , donc x, est rationnel. Dans le cas exceptionnel,
il est ramifié sur k(s) et de rang 2, de sorte que k(xo) est soit k(s) , soit
une extension quadratique inséparable de k(s) . Les assertions faites sur A se

vérifient le plus aisément aprés passage & la cldture algébrique k(8) de k(s)

Proposition 2.2.3. Sous les hypothéses de 2,2.1, les morphismes
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Hi(X_ , N —suix LRI (A)) —> Riw_ﬂA)
n o n %

i ~ i ~ i
HC(Xﬁ. s A e—mc(xg,mﬁ 1619} e——m{xo}(xg,mbﬁ(z\))

sont des isomorphismes.

Que les fléches de gauche soient des isomorphismes résulte de 2.1.8.6 et
2.1.10.5; que celles de droite en soient est un corollaire de 2.1.2; on dispose en

effet d'un triangle distingué

(A sur X )[0] — Rwﬁ(A) — Réﬁ(A)

et 2.1,2 s'applique & (A sur XE) , tandis que Réﬁ(h) est & support dans Xy

Corollaire 2.2.4, Si la fibre générale géométrique Xﬁ' est singuliére, ie. est

. . i
encore un clne quadratique, les faisceaux R 3(A) sont tous nuls.

D'apras 2.1.2, A = H°(x§,A) e H°(xﬁ,A) , et 0= Hi(Xg,A) = Hi(Xﬁ,A)

On applique alors la suite exacte longue XIII, 2.1.8.9 (valide par XIII, 2.1.9).

2.2.5. Supposons maintenant que

(#*) 1la fibre générale Xﬂ est lisse.

Pour simplifier nous supposerons aussi § strictement hensélien. Il est
facile de calculer les faisceaux de cycles évanescents 2 1'aide de 2.2.3 et XII 3.7.
La cohomologie a coefficients dans A , considérée ici, se déduit de la cohomologie
4 - adique de loc. cit. par la formule des coefficients universels (cf. 2.1.13)

Voici les résultats.

A. Cohomologie sans support,

On a Riwn(h) =0 si 1i#0,n
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1) si n#0 : ona wﬁ(A) = A De plus, RnWﬁ(A) est (non canoniquement) iso-

morphe au faisceau A sur Xy prolongé par 0O sur Xs

2} _n quelconque : on vérifie que, m@me pour n = 0 , @;{A) =0 pour i #n , et
que @%.(A) est (non canoniquement) isomorphe au faisceau A sur X prolongé par

0 sur X
s

B Cohomologie & support dans X

On a HEX }(XS,RW?§A)) =0 pour i # n,2n . On dispose de plus d'un mor-
o

phisme trace

(2.2.5.1) tro: 2R (XL RU_(AG))) ——s A
{x 17"

)
si n# 0 : le morphisme (2.2.5.1) est un isomorphisme. De plus, H?X }(XS,R¢?§A(H)))
_— 5 v

est (non canoniquement) isomorphe a A

s s 0, n p
C. Dualité., Pour a € R Jxﬁ(A)Xo et b € H{xo3(xs’R¢ﬁ(A(n)))’ posons
(a,b) = Tr{a A B} , o Tr est le morphisme XIIT 2.2.6

T H%n (X_,RV _(A(n))) ——> A
x 17

11 résulte de la dualité de Poincaré sur X? et des isomorphismes 2.2.3 que (a,b)
met en dualité parfaite les A - modules libres R V_(A)_ et Hp (X_,Ri_(A(n))
Hx, {x, 17"

D. n=2m>0,

D'aprés XII 3.7, les groupes H; (X_,RV_(A(m))) et Rnw_(A(m)) ont
{xol - 7 £
des générateurs naturels définis au signe pras, soit § et &' . Soit ¢ 1'appli-
cation naturelle du premier de ces groupes dans le second. On peut normaliser les

signes de & et &' de sorte que

(2.2.5.2) (818 = 1 on a alors
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(2.2.5.3) o8 = (-17.2.8"

Soit Z 1'extension quadratique séparable de k{(7m) centre de la partie
paire de 1'algébre de Clifford de la forme quadratique (2.2.1.1). Soit € 1le carac-

tére correspondant d'ordre 1 ou 2 du groupe d'inertie I. Pour 0 € I , on a
(2.2.5.4) ob = e(a)d
(2.2.5.35) ob' = e(o)s!

Les formules (2.2.5.2) (2.2.5.3) (2.2.5.4) en cohomologie 2 coefficients

dans Z/2k impliquent que la variation est

(2.2.5.6) var(e) (a) = 271 )™ (ap).¢

E. n=2m+ 1 - Cycles évanescents.

D'aprés XII 3.7, les groupes H;p (X_,Rl_ A(m)) et R'Y_(A(m+1)) ont
{x, 17777 7 %,
des générateurs naturels définis au signe prés, soit & et &' . Avec les notations de

D , on peut normaliser les signes de 6 et §' de sorte que

(2.2.5.7) (5,6 Yy =1 s on a
(2.2.5.8) opl8) =0
F. n=2m+ 1 - La variation .

Le groupe d'imertie I agit trivialement sur la cohomologie de Xﬂ . Ceci

résulte de  ¥iI 3.7 et du fait que I agit trivialement sur la cohomologie de Y _,

Y étant propre et lisse sur S
Pour o dans le groupe d'inertie, on a nécessairement

(2.2.5.9) D) (8') =3(c).6 , avec A(®) € A1)

1a formule d'additivité (XIII, 1.4.3.4) s'écrit ici

oty = 3(e) + A7)

Soit € : I —= A(1) b 1'homomorphisme tel que
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k k
o(ft) = e(o) VYt

pour t une uniformisante. ) est nécessairement un multiple de ¢ , vu la struc-

ture du groupe d'inertie modéré. La formule (2.2.5.9) se récrit

(2.2.5.10) var(o) (a) = )y.c(0)(ab)d
pour Iy € A convenable (dépendant de X/S) . Nous déterminerons gy Pplus tard.

2.2.6. Nous allons donner des cycles & et &' de (D) et (E) une description de

nature locale pour la topologie étale.

Le cas o n est pair est facile : si 2¢k (A=Z/k) , T & est carac-

térisé par (2.2.5.3) (2.2.5.4) , ie. par

(2.2.6.1) (8,8) = (-1Y".2

T

En général, est 1'image d'un quelconque cycle 5 , en cohomologie a valeurs

dans z/2%k (a grand) , qui vérifie (2.2.6.1).

Supposons n impair; x_ est alors un point rationnel (2.2.2).

. ] 273 o g [P
Soient Xs(o) 1'hensélisé en X, de XS , Xs(o) 1'éclaté de Xs(o) en

s s .
%, » Y, llimage réciproque de x, dans Xs(o) (une quadrique) et

* _ . 5 <
Xe(o) = ¥s(o) " {xo} = Xs(o) - Y, . Considérons la flazche composée (cf. XIIT, 2.4.6.1)

n-1 n-1,o n-1
H (Yo,ﬂ(m)) - H (Xs(o),ﬁ(m)) ——=H {Xg(c),A(m))

(2.2.6.2)

Hy (X L RI_(Am)))e— H; (X, Alm))
{x1"%s*7'm fx}'7s

Lemme 2.2.7 La flache 2,2.6.2 identifie M?X}(Xs,Rw?ﬁA(m))) au quotient primitif de

la cohomologie de dimension 2m de la quadrique Yo de dimension 2m * § est
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est 1'image des générateurs naturels de ce quotient primitif.

Les cycles T & sont caractérisés par leur image dans Hz(Xﬂ,A(m)) H

utilisant (2.1.7.1), ceci nous raméne A montrer que la flache composée
H N ) < 1 THE L A —— 1T, Am)
" (X0 ) L 8, Am))
HC Xﬁ’A m)) -~ HC XS,/\(m)) D H{X} XS’A m

envoie les générateurs distingués du quotient primitif du premier groupe sur les gé-

nérateurs distingués du dernier groupe.

Appliquons 2.1.8. La fléche se récrit (au signe preés)

n-1 3 n
H (YS,A(m))————a HC(XS,J\(m))

|

1y Am)) ——> BN Am)
n c m

et 2.2.7 en résulte.

§3. La formule de Picard Lefschetz

3.1 Résultats préliminaires

3.1.1. Soient S wun trait hensélien et f : X = S un morphisme plat de type fini,

purement de dimension relative n . On suppose que la fibre spéciale XS est lisse,
1

sauf en un ensemble fini de points T , ol XS présente une singularité quadratique

ordinaire,
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Soit T 1'ensemble des points x € & tel que la fibre générale X, soit
lisse dans un voisinage de x . Soit enfin A un anneau de torsion, premier & la

caractéristique résiduelle de S

Proposition 3.1.2. (1) 1es faisceaux R 8(A) sont nuls pour 1 # n.

(ii) Le faisceau R"8(A) est seul en dehors de 5 . Sa restriction 2 ¥ est un

faisceau de A - modules de rang 1,

(iii) Pour tout point géométrique X de ¥ , la forme (a,b) (2.2.5 (C)) met en

dualité les A - modules (RHW(A))§ et H?g} (Rnwn(A)) . Ceux-ci sont libres de

rang un pour n # 0 , de rang 2 pour n = 0

les assertions de 3.1.2 sont de nature locale pour la topologie étale. Ceci

permet de ne traiter que le cas ot § est strictement hensélien, et ot X est 1'hyper-

n+l
S

fiant 2.2.1 (a) (b) (appliquer 1.3.2).

surface de 1l'espace affine relatif A défini par une équation quadratique véri-

f est lisse en tout point de XS - Z| , de sorte que R$ = O en dehors de
DA D'aprés 2.2.4, R§ est méme nul hors de 3 . On peut maintenant supposer 2.2.5

(#). Les assertions (ii) et (iii) résultent alors de 2.2.5 (A) (B) (C)

3.2. Dimension relative paire,

On conserve les notations de 3.1, en prenant pour n un entier pair 2m
On suppose pour simplifier S strictement hensélien (le cas général s'obtiendrait

par descente),

Proposition 3.2.1. (i) Pour x € ¥ , le groupe H?X}(Rn¢n(A(m)) a un générateur

naturel & , bien défini au signe prds, caractérisé par les conditions d'Btre natu-

rel en A et de vérifier
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(8,8) = (-1)" 2

fpour n = 0 , ajouter la condition Tr(8) = 03 .

(ii) ©Pour un caractére e, 11— {* 1} convenable (indépendant de A ) du groupe

d'inertie I , la variation s'écrit

var(e) (a) = -1 (as)s
2

(pour a € RnQﬁ(A(m>)) . 11 résulte que

o(8) = ¢ (@).6 .
X

Passons & la limite pour ne traiter que le cas universel o A serait Z£ .
Au signe prds,un seul § peut alors vérifier les conditions de (i), Comme en 3.1.2,
on se raméne alors au cas 2.2.5 (%), et on applique 2.2.5 (D).

Complément 3.2.2. Si, en x € £ , 1l'hensélisé X de X en x est isomorphe

(%)

2 1l'hensélisé en L du schéma projectif Q d'équation,

alors, le caractére e, est défini par 1l'extension quadratique séparable Z(C+(Q))

du corps des fractions (ceci résulte de 2.2.5 (D)).

3.2.3. En caractéristique résiduelle # 2 |, on peut rendre 3.2.2 plus explicite,.
Dans ce cas, T admet un seul caractére non trivial ¢ d'ordre 2. Pour t une uni-

formisante, on a
o(ft) = e(a)Vt

D'autre part, X(x) est alors isomorphe & 1'hensélisé en O d’un schéma

affine
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ot b est dans 1'idéal maximal et ohr Q(x) = ¥ X.X est non dégénérée, L'idéal

a.. .
1] 1)

(b) définit 1'image du sous-schéma de X(x) support de Le centre de

n
J
X(X)/S

™ oy det(aij))lfz) (Bourbaki, Alg.

1'algebre de Clifford est isomorphe 2 k{(n){{{(-1)

Ch 9, §9, n° 4 Rmq finale), d'ou

_ vip)
= ¢

La variation est nulle si b est de valuation paire, et sinon ¢_= €

3.3. Dimension relative impaire

Pour démontrer la formule de Picard-lefschetz en dimension relative impaire,
nous devrons nous ramener au cas transcendant, traité en XIV 3.2.1.1. L'argument de
spécialisation requis nous force & travailler sur une base qui ne soit plus de dimen~
sion un. Nous le ferons par des arguments ad hoc, adaptés au cas précis dont nous
avons besoin : je ne dispose pas d'une théorie serviable sur une base de dimension

> 1, et j'ai préféré ne pas recouvrir mon ignorance de généralités.

3.3.1. Soient S = Spec(A) wun schéma strictement local noethérien et f : X = §
un morphisme plat de type fini, purement de dimension relative n , dont la fibre
spéciale XS n'a pour seuls points de non lissité que des points quadratiques non dé-

générés. Solent s le point fermé de S | Xs la fibre spéciale et xoé X un

s
point singulier. D'aprés 1.3.2 (i), au voisinage de Xy s ¥X/S est localement iso-
morphe 3 un S-schéma défini par une équation Q-b = O dans Ag+1 , avec b dans

1'idéal maximal et Q wune forme quadratique non dégénérée, L'idéal (b) de A ne dé-
pend que de (X/S,xo) : dans un voisinage de x , il existe une section s € X(A/(b))

de X sur Spec(A/(b)) , tel que soit isomorphe 2 On note

n
Ix/s @s(SpeC(A/b))

s, cette section et b(x) un quelconque générateur de (b)
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3.3.2. Supposons S normal, et soit b € A . Pour =n invertible dans A et

(n)
b

b # 0 , nous noterons ¢ 1'homomorphisme suivant du groupe de Galois du corps des

fractions de A dans Z/(n) (1)

(n)

n n
€y (o) = (o {b)/ \b

(em), ™ _ (n)
€ N

On a ( b

Si A est un Z/n -algdbre, on note encore &, le com-

posé Gal —=>27Z/(n)(1) —> A(1) . Il est indépendant de n

Le caractdre ¢, se factorise par T (S-(sous-schéma b = 0))

3.3.3. Supposons que S soit un trait strictement hensélien, et que n soit im-

pair : n = 2m+ 1 . Soient x un point singulier de Xs dans un voisinage duquel
Xn soit lisse, et XI/S un sous-schéma d'équation Q - b =0 de Ag+1 comme en
1.3.2 (1). L'hypoth&se sur x signifie que b , nul modulo 1'idéal maximal, n'est
pas O

Soient Xs(x) 1'hensélisé de X, en x ;;(x) 1'éclaté de %; en X ,
Y 1la quadrique image réciproque de x et %zkx) = Xs(x) - {x} = i;(x) - Y . Le

morphisme composé

l(N

7l am) <2 N E
s{x)

n-1,_3
AMm)) > H (XS(X),A(m))

|

(X ,Alm))
x} T8

n \ n
H{X}(XS,R¢ﬁ(A(m)) < H{

identifie ce dernier groupe au quotient primitif (XII 3.5), de la cohomologie de la
quadrique Y . D'aprzs (2.2.7), c'est en effet le cas dans une situation localement
isomorphe. Les images des deux générateurs naturels de ce quotient (classes de coho-

mologie des génératrices de Y ) sont deux vecteurs de base T § de

n
H{x}<XS,Rwﬁ4A<m>>>
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3.3.4. Revenons aux hypothéses plus générales de 3.3.1, avec n = 2m + 1 . Pour
tout point singulier =x de XS , nous noterons encore T éx les sections de

Rnf,A(m) sur § 1image des générateurs du quotient primitif de HH_I(Y,A(m)) (m@me

notation que plus haut) par le morphisme composé

n-1 ~ n-1,72 n-1,_s
H (Y,A(m)) <— H (xs(x)fﬁ£m)) | (XS(X),A(m))
|

l

HO(8,RTE A(m)  <——— HI(X_, Am)) < H{ (X, M)

est le cycle évanescent en X

Lorsque § est un trait, T § € HZ(Xﬁ,A(m)) est 1'image par XITI 2.1.8.4

de la classe (3.3.3) T & € H; (X ,RY_(Am)))
{x}'7s"R
Nous prouverons simultanément les deux résultats suivants.

Propogition 3.3.5. Pour S wun trait hensélien et X/S comme en 3.3.3, la variation

est donnée par

var(o)(a) = (D™ ¢ (D@06 .

b(

Proposition 3.3.6. Soit S strictement local régulier et f : X = S un morphisme

propre et plat de dimension relative n = 2m + 1 tel que XS présente un et un seul

point de non lissité x - supposé quadratique non dégénéré. On suppose aussi que

b(x) est un paramdétre. Alors, Galois agit sur la cohomologie de la fibre générale

géométrique par

oCa) = a+(-D™ e (0)(ab )5 .
x) x"7x

b(

(A) Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0 , S 1'hensélisé
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de Spec(k[T]) en O . Prouvons 3.3.5 lorsque b(x) est une uniformisante.

Par le principe de Lefschetz, on se raméne % supposer que k=0 . La
question étant locale, on peut supposer que f : X = S se déduit par changement de

1 ] i
G!+1 dans € . La construction donnée de + § a

base de l'application & zi de
un analogue transcendant, en cohomologique entigre. Via XIV 2.1, + & correspond

donc & un cycle évanescent transcendant, image de
+ n |
T oy, € Hi_m(xo’Ruc&n( Z))

D'aprés XIV 2.1 et la propriété correspondante des cycles T algébriques, 1'image
est un générateur de ce groupe. Dés lors,

cd, 4

+ 6cL sont deux générateurs de H?O}(Xo’chLT# 7)) , et coincident avec les cycles

+ 1
de T 5 dans H{O}(XO,R\UCw(z)) 7

évanescents de XIV 3.2. La formule 3.3.5 résulte donc de XIV 3.2.11 (en toute rigueur,
il faudrait avoir vérifié une compatibilité entre 1'isomorphisme XIV 2.1 et les cup-

produits et traces).
(B) Prouvons 3.3.6 pour X/$ comme en (A) (et de plus propre).
Cela résulte de XIII 2.4.6.2.

(c) Soient p un nombre premier et 8, 1'hensélisé strict de Spec{ Z[T]) en

(p,T) . Prouvons 3.3.6 pour X/SO tel que b{x) =T

La restriction du faisceau le* A & 1'hensélisé strict de S en (T)
est justifiable de (B). Ce faisceau étant localement constant sur le complément du
diviseur lisse T = 0 , qui est d'inégale caractéristique, (C) résulte de (B) et du

lemme d'Abhyankar.

(D) Dans au moins un cas ol (C) s'applique, 6X n'est pas un élément de torsion en

cohomologie 4-adique.
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Soient S1 1'hensélisé strict de Spec(Z) en (p) et V C:]Pr/S1 une
variété projective lisse sur S1 , purement de dimension relative n+l . On suppose
qu'il existe un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes pour la fibre spéciale
Vp de V/S1 (XVII, 2.5); ce pinceau est défini par une droite d' dans la fibre
spéciale de 1'espace projectif ﬁgr/S1 dual de ]Pr/S1 . Relevons d' en une droite
d de %r/sl et soit X = d le pinceau des sections hyperplanes de V paramétrées
par d (XVIII 3.1). Le lieu exceptionnel A de d est étale sur 8y (XVII 6)

Par localisation étale en un point de Ap c d , on obtient donc une situation (C).

Pour vérifier que éx n'est pas de torsion, il suffit de la faire aprés

extension des scalaires de S1 a ¢ . Prenons V = Pn+1 , et le plongement projec-

tif défini par G(N) . Pour N = 2 , on peut appliquer XVIT 2.5 (valable pour tout

N dans ce cas particulier). On applique alors le lemme suivant.

Lemme 3.3.7. Pour un pinceau de lLefschetz d'hypersurfaces de degré N grand dans

Pn+1(¢) (N =3 suffit), un cycle évanescent (en ¢, - cohomologie) est non nul,

Ce lemme résulte de la théorie des pinceaux de Lefschetz, par exemple de
XVIII 6.6.1. Il n'y a pas de cercle vicieux & utiliser ici ce résultat de XVIII,
basé sur la "formule de Picard-Lefschetz', car nous disposons déja de (A). On peut
aussi utiliser la variante plus directe XIX n°® 4, purement transcendante et qui ne

dépend que de XIV 3.2.
(E) Preuve de 3.3.5 en caractéristique résiduelle p pour (X/S, x € XS)

Seit XO/So comme en (D). D'aprés 1.3.2 (i), il existe g : § =8 tel

e}
que 1'hensélisé en Xy de g* = XOXS S soit S-isomorphe 2 1l'hensélisé de X

. o
en x . Il suffit donc de prouver 3.3.5 pour g* Xo . On déduit par changement de

base de (C) pour XO/So que

cla) = a - (D g (o) (as )b,
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n
dans H (Xo?% , pour ¢ dans le groupe d'inertie. Soit T une uniformisante, com-

parons la formule ci-dessus avec (2.2.5.9), ot ¢ = €n - On trouve que
N |
Ax €ﬂ(0)(a6x)6x (-1 eb(x)(c)(aéx)éx
dans Hn(XO?Q . Puisque éx n'est pas de torsion, nous pouvons simplifier cette
formule par (aéx)éx ; la formule 2,2.5.9, pour la valeur obtenue de oo n'est

autre que 3.3.5.

(F) Preuve de 3.3.6 (cas général)

3.3.6 se réduit du cas général de 3.3.5 comme (B) et (C) de (A).

3.4, Résumé,

Les propositions 3.1.2, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 et 3.3.5 sont la"formule de
Picard-Lefschetz". Cette formule est 1'analogue algébrique de XIV 3.2.11, mais prend

une forme trés différente selon la parité de la dimension relative.

Dans le cas le plus intéressant ot X/S est propre, les résultats peuvent

se résumer comme sult.

Théoreme 3.4 (Formule de Picard-Lefschetz). Soient S un trait strictement hensélien

et f : X =8 un morphisme propre et plat purement de dimension relative n = 2m

ou 2m+ 1 . On suppose que Xn est lisse et que Xs ne présente que des singula-

rités quadratiques ordinaires. Soit ¥ le lieu singulier de XS

(i) & chaque x € £ est attaché un cycle évanescent =+ 6X € Hn(Xﬁ)(m) . Ces 6x

sont deux & deux orthogonaux. Pour n pair, on a (2{,§<) = ('1>m-2
(ii) On a H(X) —==> Hl(Xﬁ)
pour i #n , n+l et une suite exacte longue
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,5.)
o Hn(XS) —zn Hn(Xﬁ) —2% 8 An-m) —> Hn+1(XS) —_— H““(xn)—a 0

XEL

XV

(iii) Des caractéres locaux du groupe d'inertie sont définis :

n  pair c I — [T 1}
n  impair e I —> IXG DI
Pour X régulier en x , ils sont surjectifs; pour x non dégénéré, ce sont

1'unique caractére d'ordre 2 et le caractére canonique,.

L'action

du groupe d’'inertie I est fournie par

i

Zm + 1

En particulier

T

1

pair

impair

a(a)

cla)

c(8.)
X

a(8.)
X

a + (-7

v
xE€Y

e (-1

X

2

(aéx)éx

a- (-D" T e (0)(ad )5 .
X X X

e (o)
X X
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Exposé XVI

La formule de Milnor

par P. Deligne

Dans cet exposé, on transpose en caractéristique p 1la formule donnée par
Milnor [3] (voir aussi [2]), qui permet dans certains cas de calculer des dimensions
d'espaces de cycles évanescents. La démonstration est de nature globale, et ne per-
met de traiter que le cas "géométrique' d'une base un trait hensélien d'égale caracté-

ristique & corps résiduel parfait.

1, Enoncé du probléme

1.1. Soient S wun schéma régulier purement de dimension un, s un point fermé de

S 3 corps résiduel parfait, f : X = S un morphisme plat de type £fini, X, un point

fermé de la fibre XS et x_ un point géométrique de X localisé en LI On

suppose que

(a) X, est un point de non 1issité isolé de f : il existe n et un voisinage U

de x_, purement de dimension relative n , tel que U - {xo} soit lisse sur § ;

(b} X est régulier en X,

Sous ces hypothéses, X est une intersection complate relative sur 5 en

LI On renvoie & 1'exposé VI. 3.10 pour la définition de Di/s . Dans le voisi~
nage U de L on a
1 1 1,1
D = = t .
x5 = B R Hom (L0 /o s6y)) = Ex (g /o0 3

st 1
dans ce voisinage, D

%/ est de longueur finie et de support contenu dans {xo}
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Définition 1.2. Le nombre de Milnor = u(X/S,QA) de X/S en ;; est la longueur

P 1
du @X,XO—module défini par Dy/s

Exemple 1.3, Prenons pour S une courbe lisse sur un corps algébriquement clos k
Remplagant X par un voisinage de X, » On peut supposer X 1lisse sur k . Le com-

P < ; . 1
plexe cotangent se réduit alors a la résolution suivante de QX/S

1 1
= [£%
Loy ys = L0g = By
Choisissons une coordonnée locale t : § -bE; sur S en s {t étaleen s ),
désignons encore par f le composé tof , et soit (xi)1515n+1 un systéme de co-~
ordonnées locales sur X en X, A ce moment, en LI f*Qé/k a pour base df ,
1 ~ 1 . s .
et QX/k a pour base les dxi . Des lors, DX/S s'identifie au quotient de @X par
1'idéal engendré par les %£
*q
(1.3.1) w= dim (6, /(-g-}% ,...,% »
*“o 1 n+l

C'est 1a la définition qui figure dans Milnor.

Exemple 1.4, Supposons que X soit le sous-schéma de E2+1 défini par une équa-
tion g . Soit i : X “>E2+l le morphisme d'inclusion. Le complexe cotangent se

réduit alors 2a

]

[(8)/(g)? — i*a!
s

Y/

1 .
et DX/S est isomorphe au quotient de @X par 1'idéal engendré par les
: . Vi p
(ag/axi)lsisn+1 , soit encore au quotient de %En+1 par 1'idéal engendré par ¢
et les Bg/Bxi
Exemple 1.5, Prenons pour S le spectre d'un anneau de valuation discréte V a
corps résiduel parfait et de corps des fractions K . Soit X le normalisé de 8§
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dans une extension séparable K' de K . D'apras 1.4 et [5] III 7.14 pg 68, B;/S

est alors isomorphe au quotient de @X par la différente &X/S . 81 %, estun

est

3

point géométrique de XS , localisé en xoe Xs s, le nombre de Milnor en

donc

(1.5.1) u=:.g(csx X /:@X/S)
o

Soient s un point géométrique de S localisé au point fermé s de S ,

et soit un élément de V qui engendre 1'idéal déscriminant, de valuation

gk
V(dK‘/K) . Il résulte de 1.5.1 que

(1.5.2) vid,, ) = ¥ _ uX/s,x).
K'/K x€X(s)
1.6. Gardons les hypothéses de 1,1 , désignons par s le point géométrique de S
image de x , soit S,_. le spectre de 1'hensélisé strict de 6 en s , et
0 () S,s
soit X(g) 1'image réciproque de X sur S(§) . Soient T le spectre d'une clO-

ture algébrique du corps des fractions k(1) de S(g) , et I = Gal(k(f/k(n)) 1le

groupe d'inertie.

Soit 4 wun nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle de S .

Dans un voisinage du point ;0 de X§ , les faisceaux de cycles évanescents §i§Z/L)=

i
R é?ﬁz/L) sur ¥X_ , relatifs au faisceau constant Z/f sur X ) sont concentrés
s (F
en go ; de plus, le groupe d'inertie 1 agit sur les Z/4 - vectoriels
i
8 (z/2)g
n o

Ceux-ci sont de dimension finie (XIII 2.4.2).

1.7. Soit Il un quotient fini du groupe d'inertie. Rappelons que le caractére de

Swan Sw de 11 est la différence a - u du caractére d'Artin a et du caractére
de la représentation d'augmentation u . Rappelons aussi qu'il existe, a isomor-

phisme pras, un seul Z{ﬁll] - module projectif S(Il) de caractére Sw (voir [67.
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Soit V un vectoriel de dimension finie sur %Z/f , muni d'une action de

I: p: I=GL(V) . Supposons que p se factorise par I, . La dimension sauvage

de V est alors

(1.7.1) dim Sw(v) = dim Hom, (S(ll) 82/1,2”“ , V)

Z/1 1

Cet entier est indépendant du choix de 1

{ ¢ car pour H distingué dans I1 , on
a S(I,/H) ~s(1),
On pose de plus
dim tot(V) = dim Sw(V) + dimz/}c(v)
et on appelle ce nombre la dimension totale de V
Définition 1.8, Avec la terminologie de 1.6 et 1.7, on appelle nombre de cycles

évanescents de X/S en §§ (resp. nombre sauvage de cycles évanescents, resp, nom-

bre total de cycles évanescents) 1'entier

(-1)"dim 3_ = D" £ DYain st (z/2)-
Xo dfn 1 il BN
n.. - 130 1yias i
(resp (-1) dim Sw @Xo = dfn (-1 % (-1)"dim Sw éﬁ ( Z/£)§o
(-D%im tot 5 = . (-D® T (-1)'dim tor 8L (z/2)_
resp im to @XO dfn . 7 %,

(-1)"(dim & + dim Sw §_ ) )
X X
[+ [

Conjecture 1.9, Sous les hypothéses de 1.1, le nombre de Milnor 1 de X/S en

§o est égal au nombre total de cycles évanescents de X/S en Eo

Remarque 1.10. Soit S un trait hensélien de corps résiduel imparfait et f : X =
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un morphisme lisse sauf en X, € XS . On suppose X régulier en X, . la définition
1.2 du nombre de Milnor i garde un sens sous ces hypothéses, mais je n'ai plus

d'interprétation géométrique de 5 A proposer.

1.11. Dans la suite de ce n°, on suppose que S = Spec(V) est un trait hensélien 2

corps résiduel algébriquement clos, de point fermé s , que £ : X =3 S est un

morphisme plat de type fini purement de dimension relative n , que X est régulier,

que  x est un point fermé de XS et que X -~ {xo} est lisse sur S

Ceci ne restreint pas la généralité,

Proposition 1.12., 8i n =0 (die. X/S fini), la conjecture 1.9 est vraie pour

(x/8,x)

On peut supposer que X est le normalisé de S dans une extension finie
K' du corps des fractions K . D'aprés 1,5, ona = V(dK'/K)

L'extension K' est définie par un sous-groupe ouvert H du groupe
d'inertie I . Soit H' C H un sous-groupe distingué ouvert de I et I' = I/H' .
Soit SI/H le caractére de la représentation de permutation de I' sur I/H ,
ar le caractére de la représentation d'Artin, SwI , celui de la représentation
de Swan et Uy s celui de la représentation d'augmentation. D'aprés la "Fuhrerdis-

kriminantenproduktformel" d'Artin, 1'idéal discriminant est le conducteur d'Artin de
P 3

s ([51 VI 3 cor 1 pg 111)

194!

-1
u=f(a_ s, = |1'| Y oa,(L)s (1)
1'"'71I/H ier’ I I/H
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On a

aI, = UI' + SwI,
(uI,,sI/H) = # 1/ -1
(Sw_,,s.,.) = dim Hom_(S(I') ® _ Z/% z/&I/H)
1'*°1/8 zZ/L I z, ’ X
= dim_,, Hom (S(1") ® _z/icoker(z/4 »z/4"/H)
zZ/4 1 zZ,"

et donc

u=f{(# I/8 - 1) + dim Sw (Coker{ Z/% az/LI/H))

.

On vérifie aussitBt que ¢1= 0 pour i # 0 et que

I/H)

3

@Z’( = Coker( zZ/4 »Z/4

la formule en résulte,

Proposition 1.13. 8i XS présente en %, une singularité quadratique ordinaire, la

conjecture 1.9 est vraie pour (X/S,xo)

Cas 1. n = dim(XS) = 2m - 1,

Le probléme est local pour la topologie étale sur X . On peut donc
supposer que X_ est le sous~schéma de Eg+1 défini par une équation f
m
'Z i Fpm T 27 0
i=1

a étant dans 1'idéal maximal de V , et que x, est 1'origine des coordonnées. De
plus, pour que X soit régulier en LI il faut et il suffit que a soit une

uniformisante. D'aprés 1.4, on a
=g (e, 2y =1
1% ES 2 axi
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5 i ; n : :
D'apras s @X =0 pour i #n , et @X est de dimension un, avec ac-
(<] o
tion triviale de 1'inertie. Le nombre sauvage de cycles évanescents est donc nul, et

le nombre total de cycles évanescents est 1, ce qui vérifie 1.9,

Cas 2. n = dim(Xs)= 2m , car(k(s)) # 2

N o+l L. . < :
Sous ces hypothéses, on peut prendre X C:ES défini par une équation f
m
X, X, =
,2 *m T Fopr * 2 °
i=1
< R . i . i
a étant une uniformisante. Ici encore, =1 , @ =0 pour 1 #n et @x est
*o o
s s ] '3 3 3 n
de dimension un. Cette fois le groupe d'inertie agit par T 1 sur @X , donc de

[¢]
facon modérée. Le nombre sauvage de cycles évanescentsest encore nul, et 1.9 est

vérifié,

Cas 3. n = dim(XS) = 2m , car(k{(s)) = 2

Cette fois, on peut prendre X CiEg+1 défini par 1'équation f

Xyt ax, ¥ b) =0 ,

avec a et b dans 1'idéal maximal, Pour que X soit régulier, il faut et suffit

que b soit une uniformisante; pour que la fibre générique de X soit lisse, il

faut et il suffit que az- 4b # 0

1
Le nombre de Milnor | de X/S cotncide avec celui de X C'ES défini

par 1'équation £,

(1) xz +ax +b =0

i . n : :
De m@me, les @x sont nuls pour i #n , @X est de dimension un, I agit sur
o o

QX par T 1 et le sous-groupe d'indice deux de I qui agit trivialement corre-

spond & 1'extension de K d'équation (1). Le nombre total de cycles évanescents de
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X/S en %, coincide donc avec celui relatif 2 XO/S , et la validité de 1.9 dans

ce cas résulte de 1,12, Le nombre de Milnor est donné par (1.5)

(1.13.1) o= v(a® - 4b)

2. le cas "géométrique”

On se propose de montrer que la conjecture 1.9 est vraie en égale caracté-
ristique. Le résultat géométrique clef est le suivant, La possibilité de 1l'utiliser

m'a été suggérée par des conversations avec B. Saint-Donat.

Proposition 2.1. Soient S une courbe projective lisse et connexe sur un corps

algébriquement clos k , X une variété propre et lisse sur k , purement de di-

mension n+l , et f : X = S un morphisme lisse en dehors d'un ensemble fini F

de points de X . Les caractéristiques d'Euler-Poincaré (en cohomologie étale) de

S , X et de la fibre générique géométrique X de f wvérifient alors
g que g g - PALSL AL L L L LS

(2.1.1) (X = x(8) x(x) - (DT T ux/s,x) .
n XEF

On sait que la caractéristique d'Euler-Poincaré de X coifncide avec la

trace (ou intégrale sur X ) de la dernizre classe de Chern du fibré tangent

p
_ _ n+1l 1
¥(X) -Ich(@X) = (-1) j ¢ (0

Posons
1 1 1.®-1 1
= 3*
QX (QX ® (f QS) ) ® £ QS

La classe totale de Chern du faisceau inversible f£% Qé est l'image réciproque de

la classe totale de Chern de Qé sur S
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cH(fi* Qé) =1+ f*cl(S,Oé)

. 1
et les cup-puissances de ¢ sont nulles :

(£* cl(s,né»“ = f*(cl(s,qé)“)= 0 (n>1)

On en déduit que

¥ 1y,

My = Moy @ (o ere (5,00 + "oy @ (x0T |

Si S est de genre g , alors cl(S,Qé) est égal a (2g - 2) fois la classe de

cohomologie d'un quelconque point fermé s de S , d'ol, pour Xs non singulier,

S S SRR N -5 1
I _jXC (0p BE*Q )7 7). f*e (5,04)

(2g-2).fxcn(§2)1( ® <f*o;)®‘1>. £xct(s)

n 1 1,81
(2g-2). fx c (XS,DX R (f%OS> 2 @XS)

s

1 . 1 :
#* 3 -
De plus, sur X, f OS est isomorphe a @XS et Qx ®@X @Xs figure

dans une suite exacte

1 1
Gef*QS®®XS»QX®(9XS-*O -0 .

De 13, on tire que

g, @ (00 e, ) - c“(xs,n)l( ) et
8 s

- n 1 _ n+l
I = (2g-2). fx c (XS,O.XS) = (-1) ¥(8) X(XS)
s
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L'application canonique

[ f*Qé:-»Q}l(
s'identifie & une section a de Q; ® (f*Oé )®_1 . Une fois choisis des systémes
de coordonnées locales sur S et X , ce qui identifie Q; ® (f*_l)g-1 S ®;+1 s
les coordonnées de a sont les dérivées partielles %ﬁf . La section a ne s'an-
nule donc que sur F , et d'aprés 1.3, la multiplicitéldu zéro de a4 en x € F

est égale au nombre de Milnor p(X/S,x).

Rappelons que si une section a d'un fibré vectoriel ¢ de rang d sur un
k-schéma propre et lisse X purement de dimension d ne s'annule qu'en des points
: < d . < 2
isolés, alors la trace v/r ¢ (6) est égale au nombre de zéros de a , comptés avec

X
leurs multiplicités, On a ici

11 = f c“”m}( ®(f*015)®_1) = T u(x/S,x)
X x€F

Regroupant les termes, on trouve

X0 = DM D = )9 xx) - DT T /s
%EF
d'otr 2.1 puisque X(Xs) = y(X_)
n
Corollaire 2.2, Sous les hypoth2ses précédentes, si n{(X/S,x) est le nombre total

de cycles évanescents en x de X/S (1.8}, on a

vouwlx/8,x) = % n(X/S,x)
xeF XEF

La suite spectrale de Leray pour f fournit

-+,
X = 5 Dm0 s, )gzr0) = 1 (DY X6 Z2/0)
q
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Pour tout faisceau constructible G de Z/4 - modules sur S , on a

([6] ou SGA 5 X 7.2)

x(8,6) = x(8) . dim (o) - ¢ es(c) s

Z/1 n s€s

oit,pour chaque s € S , si on identifie T & la clOture algébrique du corps des

fractions de 1'hensélisé de § en s , on a

e (G) = dim(G_) - dim(G ) ~ dim Sw(G_)
s n 8 7

Pour s € S , on déduit des suites exactes XIII 2.4.6.3

®RIe,z/0) » R z/)_» @ el (zi) ...

x€F(s) T =
que
() DY an®Yf, Z/2)_ - dim(RYE, Z/1)
n 8
= 7 T (-DYansd (z/2)
X€F(s) n ®
®) v DY dim sw®Is z/0)_ = ¢ T DY aimosw 8 (zZ/0)
M x€F(s) n *
() £ ¢DYe R z/) = £ dim totr
xE€F(s) *

La formule d'Euler-Poincaré se réduit donc 2

x(X)

[}

q q
Y (=17 x(S,RYE, Z2/4)

i

7 (<D (x(s).aim(rRIE, Z2/0)_ ~ £ e (R, Z/1))
v .n s S

x(8). ¢ (-1 dim(qu*Zl/&)ﬁ -7 £ DY e R z/in)

U

li

) - % ;
%(S). X(X’ﬂ 3 xe%:(s) dim tot §_

n
x(8). x(x‘.‘_‘) - (~1) xg}" n(xX/S,x)

It
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Comparant cette formule avec (2.1.1), on trouve 2.2.

Corollaire 2.3, Sous les hypothéses et avec les notations précédentes, si XOE F

et si pour tout x € F distinct de Ry s la fibre de f passant par =x présente

en x wun point singulier quadratique ordinaire, alors

u(X/S,xO) = n(X/S,xo)

Pour x # X, »ona d'aprées 1.13
w(X/8,%x) = n(X/S,x) ,
et il reste a appliquer 2.2,

Théordme 2.4, Soient S wun trait hensélien d'égale caractéristique 3 corps résiduel

parfait, £ : X -+ S un morphisme plat de type fini et X wun point géométrique de

X , d'image dans X wun point fermé x de XS qui soit un point de non lissité

isolé de X/S ., On suppose que X est régulier en x . Alors, le nombre total (1.8)

de cycles évanescents de X/S en X coincide avec le nombre de Milnor u(X/S,x) .

Soit S' le trait hensélien déduit de § par extension du corps résiduel
de k(s) a sa clOture séparable, et soit X' = X X S' ., L'assertion 2.4 pour X/$S
équivaut alors & 2.4 pour X'/S' . Puisque k(s) est déja supposé parfalt, on peut

donc supposer le corps résiduel de § algébriquement clos.

Pour un tel § , soit 8’ 1le complété de S , et X' =X X st . Le
nombre de Milnor de X/S en x est le méme pour X/S et X'/8' ., D'aprés XIII 2.4.2
il en est de meme du nombre total de cycles évanescents. Ceci permet de supposer que
S est de plus complet, donc isomorphe a k[[t]] (avec %k algébriquement clos), On

a alors, pour X, de dimension n en x

Proposition 2.5, Il existe une variété projective et lisse Y sur k , purement de

dimension n + 1 , un morphisme f : Y -0]P1 lisse en dehors d'un ensemble fini F

k B
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de points de Y et yoé F tels que

(a) si y€F ,vyv¢# ¥, » alors y est un point singulier quadratique ordinaire de

la fibre de f passant par vy ;

(b) on a f(yo) =0 ,8if a:$s d]Pi est 1'isomorphisme naturel entre S et le

complété de Pi en 0 , il existe un S-isomorphisme entre 1'hensélisé de X en

x et 1'hensélisé de a® eny

o

Montrons que 2.5 = 2.4, D'aprés 2.3 et 2.5 (a), le nombre de Milnor de
Y/T en Yq coincide avec le nombre total de cycles évanescents, Comme plus haut,
d'apres XIITI 2.4.2 , on a le m@me vésultat pour a%y/S , donc aussi pour (X/S,x),

qui par 2.5 (b) est localement isomorphe 2 (a¥ Y/S,yo) , pour la topologie étale.

Prouvons 2.5. Le complété de 1'anneau local @X . st isomorphe, en tant
s

que k[[t1] - algébre, 2 un quotient

O = KLTExy ok 11/(D)

On déduit alors du théordme des fonctions implicites XV 1.1.2 (= [1] lemme 5.10)
qu'il existe un entier N tel que la condition 2.5 (b) soit vérifiée dés que 6, ;
Yo

est k[[t]1 - isomorphe a k[[t,x1-~-xn+1]]/(fl) , avec f. - f dans la puissance

1

1
ieme Vs oax ;
N de 1'idéal maximal m de k[[t,xl- Ko

Si (to,t ) sont les systemes de coordonnées homogénes

1 1
usuels sur El et Pn+’ , on prendra pour Y/]P1 la sous-variété de 'P1 x'm“+ s

1) et (Xo""’xn+l

définie par une équation

(2.5.1) g(to,t

homogéne de degré d' en (to,tl) et homogéne de degré d" en les X En termes

plus intrinséques, g sera une section de 6(d',d") = prf 6(d") ® prg 6(d")
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La condition (b) sera alors vérifiée si

N
2,5. ; Cen = .
(2,5.2) g(l,t ; l,xl, ’Xn+l) £ mod m
Fixons d' et d" ., Les g du type (2,5.1) sont alors les points (ra-
. . . . 1 h+1 s
tionnels) d'un espace affine A sur k ., Soit u ¢€¢P x P . On désignera par

B(u,k) 1'espace affine dont les points sont les k-jets de sections de @®(d',d") en
u . Si u, = (1,0;1,0,...,0) et si u # ug alors, pour d' et 4" assez grand,

1'application de restriction

(2.5.3) A -DB(uO,N) x B(u,2) ,

toujours linéaire, est surjective. Soit C(u) < B(u,2) 1l'ensemble des 2-jets

h € B(u,2) qui soient le 2-jet d'un germe h nul ou tel que

(a) u se trouve sur la variété V d'équation F=0 ;
{b) u n'est ni un point lisse, ni un point quadratique ordinaire de la fibre

passant par u de VﬂPl

On vérifie facilement que C(u) est fermé de codimension n + 3 dans

B(u,2)

Soit D 1le sous-espace affine de A formé des g vérifiant (2.5.2).
Pour u # u, s soit D{u) Ile sous-espace de D formé des g nuls ocu tels que
g{u) = O et que u ne soit ni un point lisse, ni un point quadratique ordinaire,
de la fibre passant par u de la variété V d'équation g =0 . Alors, si d' et
d" sont assez grands pour que (2.5.3) soit surjectif, D(u) est de codimension n+3
dans D . La réunion des D(u) pour u # u, est donc de codimension
> 1= (n+3) - (n+2) , et un élément général g de D n'est dans aucun des D(u)

Il résoud le probléme posé,
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§GA 7

EXPOSE XVII

PINCEAUX DE LEFSCHETZ: THEOREME D'EXISTENCE

par N. M. KATZ

0, Introduction

Dans le présent exposé (qui, dans le séminaire oral, se
plagait avant les exposés XIV, XV consacrés & la formule de Picard-
Lefschetz), nous introduisons les "pinceaux de Lefschetz" de
sections hyperplanes d'un schéma projectif et lisse, nous en donnons
des conditions d'existence; dans 1'exposé suivant, nous en faisons
une étude cohomologique élémentaire, basée sur la structure connue de
la cohomologie des variétés &clatdes, Le fait que certaines hypo-
th2ses sur les pinceaux de Lefschetz que nous sommes amenés 2 intro-
duire sont souvent satisfaites résultera de la formule de Picard-
Lefschetz de Exp. XV, de nature moins élémentaire que les résultats

du présent exposé et du suivant,

Certains développements du présent exposé et du suivant se
trouveront exposés ailleurs dans un cadre plus général (schémas de
base généraux, hypothéses de quasi-projectivité au lieu de projecti-
vité, etc.), notamment 1'étude pré-cohomologique des pincezux de
sections hyperplanes (et des pinceaux de Lefschetz plus particuligre-

ment) dans EGA V, et 1'étude cohomologique des schémas éclatés dans
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1'exposé de JOUANOLOU SGA 5 VII; le lecteur trouvera également dans
EGA V des démonstrations ot la chasse aux diagrammes intrinséque
remplace l'usage des coordonnées, qu'affectiomne le rédacteur du

présent exposé.

Je tiens & remercier P. DELIGNE et P, GRIFFITHS pour 1'aide
qu'ils m'ont apportée dans la conception de cet exposé. Dans tout
cet exposé, k désigne un corps algébriquement clos, sauf mention ex:-

presse du contraire.

1. Un rappel sur les singularités quadratiques (cf VI 6).

1.1, Soit Y un k-schéma purement de dimension n . Un point

fermé y €Y s'appelle une singularité quadratique ordinaire

de Y si:

a) le complété §Y,y de 1'anneau local de y dans Y est iso-
morphe au quotient k[[Tl,...,Tn]]/(Q(T)) des series formelles
en n=1+d1ka variables par 1'idéal engendré par un élément
Q1)

b) Q ne commence qu'en degré deux, et la sous-variété de wx'l
définie par 1'annulation de la partie homogene de degré deux

de Q(T) est lisse sur k si n 2 2 , et la partie homogene

de Q(T) de degré deux est non-nulle si n =1

51 la caractéristique de k est différente de deux, ou si n

est pair, la condition b) équivaunt 2 la condition
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b') Q ne commence qu'en degré deux, et la matrice hessiemne de Q

2
22

aTiaTj 1€i,j<n

est lnversible,

Comme on volt en s'appuyent sur le critére jacobienne de lissité,

La “forme standard " pour la partie homogine de degré
deux Q, d'une série Q vérifiant b), forme qui peut &tre

obtenue aprés un changement de variable linéaire, est
[n/2]
= i
(/QZ(T) iEI Toy1 Toy si n est pair

1.1y 4
I
K QZ(T) = T+ 151 Ty;p Tpy St n est impair,

comme on voit par la théorie des formes quadratique (Bourbaki, Alg.X).

1.2. Un point fermé y € Y qui vérifie a), b) o'appelle

singularité quadratique non-dégénérée. Comme le déterminant de la

matrice hessienne est identiquement nul en caractéristique deux si
n  est impair, les singularités quadratiques non-dégénérées en
dimension n n'existent que si, ou bien n est pair, ou bien si
k est de caractéristique différente dedeux cas dans lesquels ce

sont exactement les singularités quadratiques ordinaires,
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2. les pinceaux de Lefschetz : &noncé des résultats

2,1. Désignons par P* 1l'espace projectif 2 r dimensions sur k ,
par '3 1'espace projectif dual des hyperplans dans e’ , et par
Gr(1, P°) 1la variété des droites dans ®° . Un point D € Gr(l, ')

s'appelle un pinceau d'hyperplans dans P° . Considérant D comme

une droite dans ﬁr , on écrit, par abus de notation, D={Ht}t€D s

les H étant les hyperplans de p* qui sont les points de la
droite D . On appelle axe de D la sous-variété linédaire de P
de codimension deux qui est 1'intersection Ho- H_  de deux éléments
distincts quelconques du pinceau., Considérant l'axe de D comme un
point de Gr(r-2, p) , la variété des sous-variétés linéaires de

dimension r-2 dans P° , 1a flache D — 1l'axe de D n'est autre

que 1'isomorphisme bien connu d'orthogonalité

6r(1, Bp7) —=— Gr(r-2, P5)

2.2, Soit X wun k-schéma, propre, lisse et irréductible, de
dimension n 21 , muni d'un plongement X‘——?sPr . Un pinceau
D = {Ht}t c p 9'byperplans dans P°  s'appelle un pinceau de

Lefschetz  (par rapport au plongement X C——sP") si

a) 1'axe de D coupe transversalement X (EGA IV 17.13.7);
b) il existe un ouvert dense U de D tel que pour tout
t €U , l'hyperpian Ht coupe transversalement X ;

¢) pour to€D-U s Ht coupe transversalement X sauf en
o
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un point, qui ast un point singulier quadratique ordi-

naire de X. Ht
o

Nous allons voir plus bas (3.2.1) que les pinceaux de

Lefschetz forment un ouvert de Gr{l, 3]

2.3. Le plongement X G P" s'appelle un plongement de Lefschetz

sl les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dense dans

*
Gr(}., f\ér) )o

2.4, Rappellons maintenant la notion de multiple d'un plongement

donné X< P" . C'est le composé du plongement donné X'—— P°
(rgd)-l

et du d-ieéme plongement de Segre, Sd Y Sa— qui s'écrit

r
en termes des coordonnés homogenes Xo""’xr dans [P

s
K,x) — s x
[+] r

W W
o Xw = Xoo ...Xr° parcourt les mondmes de degré d en
Xo""’xr . Remarquons qu'une "section de X par une hypersurface
¢
de degré d " ) pour un plongement donné n'est autre qu'une

)ou plus correctement, dans 1l'ensemble des points fermés de Gr(l,%r).

Nous nous permettrons par la suite de tels abus de langage.

)

En Anglais, on dit plus commodément: hypersurface section of

degree d .,
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"section hyperplane" pour le d-i2me multiple de ce plongement.

Théoréme 2.5, Soit X irréductible, propre et lisse sur k de

dimension n 21 , muni d'un plongement 1 : X< Pr . Alors

2.5.1. Tout multiple d-idme de i , avec d > 2 , est un plonge-

ment de Lefschetz.

2.5.2. 81 k est de caractéristique nulle, le plongement donné i

est un plongement de Lefschetz.

La démonstration se coupe en plusieurs morceaux, qul suivent.

3. La variété duale

3.1. Soit I 1'Idéal dans P qui définit X . On désigne par
N le faisceau conormal I/I2 , faisceau localement libre de rang
r-n sur X , et par P(N) 1le fibré projectif au-dessus de X

r , P(N) est vide,)

v
formé des droites dans N . (Pour X = P
1%
Le fibré P(N) s'identifie 2 la sous-variété de X x P° formée
des couples (x, H) tels que H soit tangent 2 X en x , par

la flazche P(N) -2 x x ¥

(3.1.1) iP(I/Iz)va‘F Y5 (x, 1'hyperplan d'équation ¥ %f—(i(x)ri ),

F désignant une section locale de I/I2 . On définit

(3.1.2) © : P(N) — PF
Prz

B,

comme &tant le composé P(N) —!—ﬁ X x PF
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3.1.3. On désigne par X 1'image de ¢ ; c'est l'ensemble des
hyperplans qui ne coupent pas transversalement X , et s'appelle

la variété duale de X (plongé dans P° par 1)

Proposition 3.1.4. La variété duale X est irréductible et propre

de dimension £ r-1

Démonstration, C'est 1'image par ¢ de P(N) , lui-m@me irré-

ductible de dimension r-1 si X # P  , et vide si X =@

Remarque 3.1.5. Il est possible de préciser l'interprétation de
P(N) de la fagon suivante, Soit Y C X X #¥ le sous-schéma de

X x ° "d'incidence" , dont la fibre en tout point H de P (k)
est X.H. Il est immédiat que Y est lisse de dimension nt+r-1 ,
comme fibré projectif de dimension relative r-1 sur X , donc

Y '-‘Hi’/r fait de Y umeintersection complete relative de dimension
relative virtuelle (n+r-l)-r = n-1 . Ceci posé, le sous-schéma
jacobien gn_l(g/fr) (VI 5,2 ) n'est autre que P{(N) . Grace
2 la compatibilité de la formation du sous-schéma jacobien d'une
intersection compléte relative avec tout changement de base, on en

déduit que pour toute droite D dans %r , le sous~schéma jacobien

~

gn_l(T/D) » ot X =Y x ¥t D , n'est cutre que P{N) X, D .

Proposition 3.2, Le sous-ensemble B de % formé des hyperplans

H tel que X-H ait un et un seul point singulier, et que ce point
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soit quadratique ordinaire, est ouvert

C'est un cas particulier de XV 1.3,2, , s'appuyant la
théorie des "modules henséliens" de R. ELKIK (XV 1.1.4). Le cas ol on

se restreint aux points quadratiques non dégénérés (i.e. ol
car(k)#2 ou n=dim X est paire)est d'ailleurs évident grice 3

3.3 ci-dessous {dont la démonstration n'utilise pas 3.2).

Corollaire 3.2.1. Sous les hypothéses de 3.2, désignons par F

le fermé X-B de X . Alors les pinceaux de Lefschetz forment

Yr s .
un ouvert dans Gr(l, P ) , et les conditions suivantes sont

équivalentes:

3.2.2. Le plongement donné i : X~ P est un plongement de

Lefschetz;

3.2.3. il existe un pinceau de Lefschetz d'hyperplans {(pour

le plongement donné).

3.2.4, La codimension de F dans P est > 2
Démonstration, Une droite D dans P est un pinceau de Lefschetz

si et seulement si elle vérifie:
(3.2.5) L'axe de D coupe transversalement X ,
(3.2.6) D n'est pas contenue dans X ,

3.2.7 D ne rencontre pas F
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Les conditions (3.2.5) et (3.2.6) définissent des ouverts de

6r(1, ér) , et, F étant fermé , il en est de méme pour (3.2.7),
donc les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dans Gr(l, PY) .
Parce que dim X € r-1 , l'ouvert (3.2.6) est non-vide, et donc
dense. L'ouvert (3.2.5) est également non-vide, donc dense. En
effet, soit H un hyperplan qui coupe transversalement X ; un
tel H existe car dim X S r-1 . Parce que dim (X¥6) < r-1 s

il existe un hyperplan G qui coupe transversalement X'H , ot
par construction la droite D passant par H et G a une axe

qui coupe transversalement X ., Donc le plongement est de Lefschetz
si et seulement si 1'ouvert (3.2,7) est non-vide (et donc dense).
Or, F étant fermé, (3.2.7) est non-vide si et seulement si F
est de codimension 2 2 dans ér (cf. EGA V, ou Mumford, Intro-

duction to Algebraic Geometry, p. 88, Cor 3).

Corollaire 3.2,8. Sous les hypothases de 3.2., supposons que

. r . N . .
i: X&=P soit un plongement de Lefschetz. Soit Ho un_hyper-

plan _qui coupe transversalement X , et désignoms par er(l, @r)H
o

la sous~variété de Gr(1, Er) formée des droites passant par Ho

Alors les pinceaux de Lefschetz passant par Ho forment un cuvert

\%
dense dans Gr(l,;Pr)H

(]
Démonstration. D'aprés (3.2.1), les-dits pinceaux forment un
v
ouvert dans Gr(l, Pr)a . L'argument qu'on vient de donner pour
°
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établir que les ouverts (3.2.5) et (3.2.6) sont non-vides démontre

vr .
que leurs Intersections avec Gr(l, @ )H sont également non-vides,
o

I1 reste A prouver qu'il y a des droites passant par H, qui ne
Yr
rencontrent pas F ., Pour ceci, soit T un hyperplan dans ¥ qui ne

contient pas Ho . On a un isomorphisme

\% 4
R P F——
Gr(1, P )Ho T

la droite passant par =St
Ho et 7T

done  Gr(l, ér)H "est" un espace projectif de dimension r-1,
o
Les droites la-dedans passant par un point de F y forment un

fermé de dimension < r-2 , étant 1'image du morphisme

vy
F > G6r(l, P )H
[¢]
f > la droite passant par BO et par £
Proposition 3.3. Le morphisme ¢ : P(N) ———¢>Er est net (= non

ramifié) en un point fermé (xo, H) si et seulement si le point X,

est une singularité quadratique non-dégénérée (1.2) de X'H . En

particulier, le sous-ensemble de P(N) formé des points (x, H)

tel que x soit une singularité quadratique non-dégénérée de

X*H est ouvert.
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Démonstration. Nous pouvons nous borner au cas X #P° . les propriétés
prétendues équivalentes étant indépendantes du choix particulier des
coordonnés, on peut les expliciter 2 1'aide de coordonnés choisies

d'une fagon trds particulidre. Or, X étant une sous-variété lisse de P’
de dimension n 2 1 , on peut choisir des coordonnés homogénes

X .,Xr dans P* de telle fagcon que

0"

3.3.1. le point x_ €P’ soit (1, 0,...,0);

3.3.2. posant x X /X0 pour i =1,,,,,r , de sorte que le

15 %

complété 0 s'identifie 2a k[[xl,...,xr]] , 1'idéal définissant

133

!xo

la trace de X dans Spec Q:mr x est eugendré par des éléments g,
3

o ~

qui, dans O

(i=1,...,r-n) dans © s'écrivent

P, x

8y = X4 - hi(xl,...,x Yy , i=1,...,r-n

ol les hi(xl,...,xn) sont des séries en Xys...,%  seulement qui se

trouvent dans le carré de 1'idéal maximal de k[[xl,...,xn]T

3.3.3. 1'hyperplan H provient, via (3.1.1) de & or

I1 résulte de (3.3,2) quc, posont V = Spec((_)x x ), il y 2 une trivialisation
3
o

2 ~ r-n
a/19v = o

n-xr

(3.3.4) Qoo > T A

Il résulte de ceci et de (3.3.3) qu'il existe un voisinage W de (x, H)
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-n-1 .,

dans ]P(N)lV tel qu'on ait V x At W , l'isomorphisme étant douné

par

n-r-1

- 2
(3.3.9 4,00, h DR s (v, 0+ RACREE Sl

a3 1! =
(ot 1'on pose li Ai/ An—r ).

-~

En particulier, le complété Q'E(ﬁ) (x.H) de 1'anneau local de (i)
k] 2
en (x, H) s'identifie 3 k[[xl"'"Xn’ll""’xr-n—l}l . Exprimons

maintenant ¢ en termes de ces coordonnés, au niveau des complétis:

(3.3.6) Ax,0) = ¢ (xl""’xn’kl""’kr-n~1
n+r
= 1’hyperplan d'équation T ¢H(X’K)Ti =0
i=0

Comme 1'hyperplan image T @ Ti contient le point (x) , point cui

s'écrit en coordonnés homogénes

(3.3.7) (x) = (1’X1""’Xn’ hl(X)""’hr-n(X) ,

on a

1 Tr-n
(3.3.8) ¢, (x,1)= -151 xiyk(x,l)-izl hi(X)¢h+i(x’A)

-~

dans Q‘P(N) (x 1) et,d'aprés (3.1.1), pour 1 21 , posant
3 03

.2 ; ;
Dt g €0 Qpr s Opr )
[} [o]

r-n-1
(3.3.9) ¢ﬁ(x,k) = Di(gr-n+i§ Ai gi) (%) dans

) Opw), (x W
[#]
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Rappellant By = X ., - hi(xl""’xn) , on a
3 r-n~1
n T < i
(3.3.10) gi(x,k) axi(hr~n +i§1 kihi) pour 1 <1

{3.3.11) ¢§(X’A) =) pour 1 i <n

et

(3.3.12) g&(x,k) =1

Désignons par m 1'idéal maximal de

ce que hi = 0 mod mz pour i =1,..

(3.3.13) ¢ (x,) = 0 mod n’
3h
= r-n 2
(3.3.14) ¢3(x,k) = =y mod m

S, (x,m

3

.,E-n

pour

s on trouve

i=1,...,n

XVII

<Sa ,

. Compte tenu de

Mettant ensemble les formules (3.3.11) - (3.3.14), on trouve que la

matrice jacobienne de ¢ en le point (xo,H) est
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(3.,3.1%)
n r-n-1
1{ 0 0 0 o
2 2
-2 ==2(0) —2(0) ...0 0
axlax1 axnaxl
n
azhr n E)zhr—n
T 3x. 0% (©) 0% Ox (© 0 0
1""n n on
o] 0] 10 o]
0 . 010..0
r-n-1 0.
.0
0 0 00 o1
1 { o .. .. 0

Donc ¢ est net en (xo,H) si et seulement si la matrice hessienne

2
2h
( —I2 (o))

ax, ox, =i, i=a
1 ]

est inversible. D'autre part, (3.3.2) et (3.3.3) nous assurent que le

complété de 1'anneau local de X, en X-H est

(3.3.16) kt[xl,...,onJ / (hr_n(xl,...,xn))
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et on conclut grice A la définition (1.2).

Exemple 3.4. Supposons que X soit une hypersurface dans P’ , définie
par une équation homogéne F(XO,...,Xr) = 0 , Alors B(N) =X , et

¢: X —s B s'exprime, en coordonnés homogdnes, par

JF

- ) .
r

_  3F
(3.4.1) OX .. 0% ) = (a—Xo

C'est le "morphisme de GAUSS"

Donnons un exemple ol ¢ est partout ramifié (i.e. non net).
Pour ceci, soit p 1la caractéristique de k , r un entier 21 , et

prenons 1'hypersurface X d'équation

r r
(3.4.2) r 2t -0,
1=0

pour laquelle on a

r T
; = (xP P
(3.4.3) X 5K ) = (XD, LX)

de sorte que X est reduit a un point 81 p =0 , et Xx , avec ¢
le morphisme de Frobenius si p > 0 . On observera qu'il résulte de
3.3 (ou de 3.5.0 plus bas) que si p > 2 , le plongement envisagé n'est

pas un plongement de Lefschetz.

Reprenons le cas général.
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Proposition 3.5. Supposons que le morphisme ¢ : P(N) ——> BT soit

génériquement net (i.e. ne soit pas partout ramifié). Alors ¢ induit

un morphisme birationnel de IP(N) sur X . Plus précisement, les trois

ouverts suivants de X sont identiques:

a) le plus grand ouvert de lissité de X s

b) le plus grand ouvert V de X tel que ¢ : P(N) —> X induise

-1
un_isomorphisme ¢ (V) >V ,
¢) 1l'ouvert (cf. 3.2 ) de X formé des hyperplans H tels que X-H

ait un et un seul point singulier, ce dernier étant quadratique non-dé-

généré.

Corollaire 3.5.0  Supposons car.k#2 ou dim X paire. Le plongement

donné est un plongement de lefschetz si et seulement si 1'une des deux

conditions est satisfaite: a) ¢ est génériquement net, ou b) dim Xsr-2 .

En effet, la suffisance résulte du critére (3.2.4), car, par
3.5, on a ou F = lieu sing(%) , donc dim F < dim(ﬁ) =r-1 , ou
dim(X) < xr-2 . Pour la nécessité, on observe que si D est un pinceau
de Lefschetz et si dim X = r-1 , 11 existe x €D N X , et par 3.3
et la définition (2.2 ¢)) ¢ est net en les points de ¢;1(x) , donc

génériquement net, cqfd.

Démonstration de 3.5 L'hypothdse implique dim X = dim P(N)(=r-1) s

d'ol résulte (3.2) que X est une hypersurface irréductible dans 3
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Soit R le lieu de ramification de ¢ , qui est par hypoth2se un fermé

de P(N) de dimension au plus r-2 , de sorte que ¢(R) est un fermé

de X de dimension au plus r-2 . Désignons par V' 1'ouvert dense
W

de X

(3.5.1) V' = (X - @R) N (X - lieu sing(X)),

et par F son complémentaire dans X
\
(3.5.1.1) F = ¢(R) U lieu sing(X)

Nous allons prouver d'abord que ¢ induit un isomorphisme de ¢_1(V')
avec V' par la méthode naive de construire un inverse § : V' —> (pal(V').
En effet, considérant @'l(v') comme plongé dans X x V' wvia (3.1.1) ,

de sorte que ¢ s'identifie a3 pr , on voit que la construction de ¢

2
équivaut 2 la construction d'un morphisme q;l : v —> P’ tel que le
diagramme
-1 ©®
P(N) D¢ (V') ~———> V'
(3.5.2) ¥y

Vr
X i3

solt commutatif (on pose Y(v) = (wl(v), v) €B° x V')

Pour ceci, remarquons que pour une hypersurface quelconque dans un espace
projectif, le morphisme de GAUSS (3.4,1) est "défini" en tout point

lisse. Appliquons ceci a 1'hypersurface X dans i"r ; comme V' est
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contenu dans V , l'ouvert de lissité de X , le morphisme de GAUSS

nous donne un morphisme, noté \yl :

Y
>pf = p’

(3.5.3) by 2 V!

I1 reste 2 vérifier la commutativité du diagramme (3.5.2). Soit alors

(x, Ho) un point fermé (,:'—l(V') ; il faut vérifier que x , considéré
A

comme étant un hyperplan dans ]\lgr , est tangent 3 X en Ho , i.e. on

va démontrer que pour (xo, HO)E @.I(V') ,» H  tangent & X en x

v
= x_  tangent 2 X en H . Comme ¢ est net en (%, H) , et X
est lisse en H = (p(xo, Ho) » ¢ 1induit un isomorphisme des espaces
tangents
@
A
(3.5.4) TIP(N)((XO,HO)) > Ty B)

de sorte que la premiére partie de la démonstration s'achdve par le

lemme suivant,

Lemme 3.6 (EULER). Soit (xo, Ho) un point fermé de P(N) , et

v
désignons par TL le fibré tangent de 1'hyperplan L dans ]Pr défini

par x . Alors dans Tj{:r(ﬁo) on a

¢ (%(N)((xo, Ho))) c TL(Ho)

Démonstration. Choisissons des coordonnés homogénes Xo,.. .,Xr dans
r
P , en termes desquelles X, devient le point A = (Ao,...,Ar)
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Un point de Tx(xg) est un point de P° 2 valeurs dans k[e?f(ez),

(3.6.1) A+eB ,

tel que pour toute section locale H de I , on ait

r
oH
(3.6.2) £ B, 55—(
1m0 13X,

A =0

Choisissons de plus une section locale H de 1 qui donne lieu 2 Ho
par (3.1.1). Par la trivialité locale de P(N) au-dessus de X , un

point de To(w) ((xo,Ho)) se représente par un point

(3.6.3) (A+eB,H+eF) ,

oii F est une section locale de I , et ob A et B sont comme
ci-dessus. L'image par ¢ de (3.6.3) est l'hyperplan & coefficients

dans k[e]/(ez) d’équation (c.f. 3.1.1)

T
(3.6.4) 2 gx (H+eF) (A+€B)T .

de sorte que le lemme équivaut 3 la formule

r
(3.6.5) T A L (wrer) (ave) =
i=0 1
Compte tenu de ce que ez =0 , et la formule de Taylor, on a
AZH
(3.6.6) ax (H+eF)(A+eB)- ax (A)+e ax (A)+sj§013J axjaxi @ ,
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donc il suffit de vérifier les trois formules sulivantes:

o
(3.6.7) r A Ew =0,
L Aaxe
T
(3.6.8) IoA ) = 0,
1=0 i
r 2
2%n
(3.6.9) g as 2B - o
R e

Or, H et F &tant homogenes de degré zéro, la formule d'Euler donne

B aF_
(3.6.10) in X o, Xi X 0
i i
OH
et, =T¢ étant homogene de degré -1 , cette formule donne
3
S
1 i axiaxj ij ’

de sorte que (3.6.9) se récrit

3H -
(3.6.11) - \;: B ﬁ;(f‘—) =0 ,

qui n'est autre que (3.6.2).

Ceci démontre que ¢ induit un isomorphisme

(3.6.12) gl —=s v
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dont 1'inverse est § . Remarquons maintenant que le morphisme

¥ V! — Prxvic P x¥%
(3.6.13)
{v) = (b, (v),v)

s'étend en un morphisme

~

yo: V——> PTx Vv
(3.6.14)
O RN CHO RO I

ot 1'on désigne par

(3.6.15) 51 PV ——> BT

le morphisme de GAUSS, vu comme défini sur V tout entier.

On vient de démontrer 1'inclusion
(3.6.16) V) < )

ce qui implique, V' &tant dense dans V , et P(N) é&tant fermé dans

r v
B x X , l'inclusion

(3.6.17) V) < (W)
Il est évident qu'on a m@me
(3.6.18) v < ¢l .

Encore par "continuité" | les relations
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Voo =id

A
(P o 111 = idvl
impliquent les relations
¥ . @=id -1
L))
(p < 7‘11 = idv s

ce qui démontre que les ouverts 3.5 m) et 3.5 e)sont identiques.
Démontrons que les ouverts 3.5 a)ot 3.5 ¢) sont identiques. On remarque
d'abord que, d'aprds 3.3, l'ouvert 3.5 c) est le sous-ensemble U de %
défini par

(p—l(x) contient exactement un point,

v
(3.6.19) U={x€x ’ et en ce point ¢ est net, } .

or @-1(}:{) est normal (&tant lisse) et le morphisme induit
~1
o: o (U)—>0

est birationnel (on 1'a déja démontré), radiciel (par définition de U)
et propre. Donc

©: (p_l(g) —> U

est le normalisé de U . En particulier, U est géométriquement
unibranche . Comme ¢ : <p'1(g) —> U est net , il s'en déduit
(EGA IV 18.10.1) qu'il est é&tale . Par EGA IV 18.10.18, on conclut

alors que c'est une immersion ouverte, donc un isomorphisme, donc que
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U est lisse, i.e. qu'on a l'inclusion 3.5 o) 3.5 ak D'autre part,
(3.6.19) rend évidente 1'inclusion 3.5 b) € 3.5-¢), et on conclut, compte

tenu de ce que 3.5:a)= 3.5 b),

Nous pouvons maintenant démontrer:

3.7. Le théordme 2.5 est vrai dans le cas car.k # 2 , ainsi que

dans le cas X de dimension paire.

Démonstration. Compte tenu de 3.5.0 et de 3.3, il suffit de vérifier:
(3.7.1) Pour tout point fermé x € X, et tout entier d 2z 2,
41 existe une hypersurface H de degré d tangente & X en

X s telle que X soit une singularité quadratique ordinaire de X.H.

Or, prenaat convenablement des coordomnés homoglnes Xo,...,Xr , On
peut supposer que X est le point (1,0,...,0) , et que les fonctions

xi/Xo , 1=1,...,n , donnent des coordonnés locales sur X dans un

voisinage de LI On prend pour H 1'hypersurface d'équation
n
3.7, B=x"215 2 a1 car.(l) # 2
[¢) i
i=1
a-2 n/2
(3.7.1.2) H= X 151 X, Xn/2+i si n est pair
[n/2]
- d=2 2 ) 8i n est impair .
(3.7.1.3) H=3X% " & + I X x[n/ﬂ +H

i=1
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Pour 1'énoncé 2.5.2, remarquons qu'ou bien © est génériquement net,
et 3.5.0 s'applique, ou bien ¢ est partout ramifié, ce qui implique
dim X S1-2 , k étant de caractéristique nulle. Dans ce dernier cas,

le crit2re (3.2.4) est trivialement vérifié.

4. Le cas pgénéral
Nous allonsg esquisser unme autre méthode de démonstration de

2.5 valable en toute caractéristique, en admettant 1'énoncé suivant,

voisin de 3.1, et cas particulier de XV 1.1.4.

(4.1) le sous-ensemble de IP(N) fermé des points (x, H) tels que

x sgoit une singularité quadratique ordinaire de X-H est ouvert,

Remarquons que 4,1 résulte de 3.3, sauf si car(k) = 2 et dim X impaire.

4.1.1. Désignons par R; le fermé de P(N) complément de 1'ouvert

4.1, et par Fl son image (p(Rl) cXcpt .

Lemme 4.1.2. Si 1'ouvert 4.1 est non-vide, alors codimw,r(Fl) 22

Démonstration. Par hypothése, dim(Rl) < dim(@(N)) = r-1 , et

F, = @(Rl)

4.1.3. Désignons par F2 la partie de 3,( formée des hyperplans qui

sont tangents 3 X en au moins deux points. On remarque que F2 n'est
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pas fermé, mais qu'on a

]
4.1.4, 1'adhérence de F2 fond F1 U F2 ,

ceci 2 cause du fait que F, UF, =F (cf. 3.2) est fermé. (L'inclusion
4.1.4, "dit" oqgu'une confluence de deux singularités n'est pas
quadratique ordinaire.) En tout cas la construction de 4.2.4. montrera
que F2 est constructible. Pour démontrer 2.5.1 nous allons appliquer
le crit2re 3.2.4, Pour ceci, il faudra savoir que codiﬁér(Fl) 22 et
que codimvr(Fz) z 2. D'autre part, 3.8.1 et 4.1.2 nous assurent que,
templagangPle plongement donné par son d-i2me multiple, d 22 , on

aura codiqdr(Fz) 2 2 . On conclut que 2.5.1 sera prouvé, une fois

connue la

Proposition 4.2. Soit X une soug-variété lisse et irréductible de

r

i , de dimension n 21 . Pour tout entier d 22 , la partie
L(Mha .
F2 de P =¥ formée des hypersurfaces de degré d dans P

qui sont tangentes 3 X en au moins deux points est de codimension > 2

¥
dans IPN

4.2.1. Commencons par le cas spécial d = 2 et ¥ une sous-variété
linéaire de P . Or, il suffira de trouver une droite dans ﬁN
qui ne rencontre pas F (cf. 3.2.4). Choisissons des coordonnés

homogénes Xo,...,Xr dans mr de telle facon que X soit défini par
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X 41=---=X, =0 , et des coordonnés homogznes (A, W) dans El

Pour n pair, n = 2k , on prend le pinceau de. quadriques

k-1
- 2 4 -
4.2.2) o™ A x0+(kxk+uxo)x2k+i§1 OB pHX, DK

pour n impair, =n = 2k+l , on prend le pinceau

k
(4.2.3) H(x’u)= (xx1+pxo)xo +i§1(kx2i+pxi)x2i+l

Dans les deux cas, on constate que X-H(A W est lisse pour
H
OLWw # (0,1) , et que X-Hey 1) n'a qu'un point singulier, qui est
3

méme quadratique ordinaire, et donc que le pinceau ne coupe pas F ,

4.2,4. Désignons par Btgd(X) la sous-variété de PV  x(XxX-A(Xxx))
formée des triples (H, X xz) tels que H est une hypersurface de

degré d dans Pr qui est tangente &3 X en =X, et en Xy s et

1

Xy # x, - L'image de Btgd(X) par pr; est l'ensemble F, de (4.2),

de sorte qu'il suffira de démontrer

(4.2.5) dim Btgd(X) £ N-2 81 d =23 ,o0usi d=2 et X n'est pas
linéaire.

Pour ceci, désignons par Lin(XxX) la sous-variété de XxX-A(XxX)

(4.2.6) Lin(XxX)=[(x1,x2)€XxX ;xl¢x2 , et la droite engendrée par x,,X,
}
lest tangente 3 X en %y 3

{(xl,xz)GXXX\x1¢ x, et x, € XNTg (Xl)} .

2
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On a évidemment :

4,2,7. Si X n'est pas une sous-variété linéaire de P’ , alors

dim Lin(X x X) < 2dim X
Done pour (4.2.5) il suffira de démontrer que les fibres du morphisme

d PI, 3
(4.2.8) Btg (X) ——=L=—> X x X - MX x X} ,

considérés comme des sous-variétés de fPN, sont

de codimension = 2dim{(X)+1 au-dessus de Lin{XxX) ,
(4.2.9) {

de codimension = 2dim(X)+2 au-dessus de XxX-A(XxX)-Lin(XxX)

L'énoncé (4,2.9) est une conséquence du lemme suivant, en prenant pour

L, l'espace tangent 2 X en X i=1,2

i

Proposition 4.3. Soient Xy et X, deux points distincts fermés de

r

P s et L1 et L2 deux sous-espaces linéaires de T tels que
] N (r+d).d
Xy € L, et x, €L, . Dans 1'espace IPN =P d des hypersurfaces

de degré d , le sous-espace linéaire formé des hypersurfaces tangentes

a L gxletéL

1 en x, est de codimension

2 2

dim L1+dim L2+2 si d=23, ou si d=2 et LlﬁL2 ne contient pas

la droite (xl,xz) contenant x,,X,

dim Li+dim Ly+1 si d=2 et L,NL, contient la droite (Xl,xz).
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Démonstration, Pour d 23 , il faut prouver que dim L1 + dim L2+2
conditions linéaires sont indépendantes , de sorte qu'il suffit de traiter

le cas L1 = L2 =p° , 1.e. de trouver 'combien" d'hypersurfaces sont

singulidres en x, et en x . Or, en termes de coordonnés homogénes

1 2

choisies de telle fagon que x, = (1,0,...0) et = (0,1,0...,0) ,

1 *2
1'hypersurface d'équation I AWXw est singulidre en (1,0,,.,0) si et

seulement si les coéfficients des monBmes Xg-lx , i=0,...,r, sont tous

i
nuls, et elle est singulidre en (0,1,0,..0) si et seulement si les
coefficients des monOmes Xg-lx , i=0,...,r , sont tous nuls. Pour
d-1 . d-1 .
d 23 , les monBmes X Xi’ i=0,...,r et 1 Xi’ i=0,..,,r sont tous

distincts, ce qui donne 1'énoncé voulu pour d 23 ,

Pour d =2 , le méme calcul donne 1'inégalité

codim 2 dim L1 + dim L2 +1

{car le monBme X, X; est compté deux fois).

1

Vérifions que si L; ML, ne contient pas la droite (Xl’XZ)’ alors les
conditions de tangentialité sont indépendentes. On se ramene au cas

r
L1 =1 » L2 un hyperplan dans P qui ne contient pas la droite

(Xl,xz) . On choisit des coordonnés homog2nes Xo""’xr de telle fagon

que x;, = (1,0,...,0) , x, = (0,1,0...0) et 1L, soit 1'hyperplan

1 2
X =0 . Or, une quadrique T Aij X, Xj est singuligre en (1,0,..,0)
i<j
si et seulement si Aoj =0 pour j = 0,...,r , et tangente a
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X° =0 en (0,1,...,0) si et seulement si Aij =0 pour j=1,...,vr ,

ce qui fait ensemble 2r+l = dim L. +dim L

1 2+2 conditions indépendentes.

Pour le taa off L1ﬂ1.2 cantient. la-droite (xl,xz), on sg romdne ou
cas Ll = L2

dans lesquelles x

= la droite (xl’XZ) . En termes de coordonnés homogénes

1° (1,0,..,0) , x, = (0,1,0,...0) , la quadrique

T A,. X, X, passe par (1,0,..0) et y est tangente & L, si et seule-
15§ i3 "1 7j 1

ment si A00 = A01 =0 ; elle passe par (0,1,0...0) et y est tangente
a2 L, si et seulement si A,. = A =0 , ce qui ne fait ensemble
2 11 o,1
qug 3 = dim L1+dim L2+1 conditions,
5. Le degré de la variété duale par voie "élémentaire”

(C£,XVIII 3.2. pour une autre méthode dans le cas oi dim X

est pair ou ear(k) # 2 .)

Nous employons toujours les notations de 2.2, donc X —> P’ est une

sous-variété lisse irréductible de dimension n

5.1. Commengons par considérer le morphisme (3.1.1)

(5.1.0) VRN —> X xP*
d'un point de vue plus "fonctoriel" . (Je tiens 2 remercier S. KLEIMAN

pour m'avoir signalé la formulation qui suit.) On a une suite exacte
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de falsceaux cohérents sur X

1
P/k

1

(5.1.1) 0 —> N —> 0 lx—-—enx—-—:'o

. . r
D'autre part, "é&crivant les formes différentielles sur P en coordon-
. . r
nés homogenes" , on trouve une suite exacte de faisceaux sur P

1 r+l
(5.1.2) 0—> Opr—> Qp-1))"" —> 0, —>0

qui, restreinte 2 X , donne alors une suite exacte

1 1 r+1
(5.1.3) 0 —>Qpr) i X > (0, (-1))

—>0,—>0 .
Mettant ensemble 5.1.1 et 5.1.3, on trouve une inclusion

(5.1.4) N e—s (o (-1,

qui donne, par transposition, une surjection,

(5.1.5) 0 (Y™ —— x

d'ol une immersion fermée

r+1) o~ v

(5.1.6) o BN —>P(0, (1) X xP

qui n'est autre que (5.1.0).
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5.2. L'idée du calcul,

Nous supposons 3 partir de maintenant que X = ¢(P(N))  est
de dimension r-1 , donc que c'est une hypersurface dans »F . Le
calcul de son degré se fait naturellement en introduisant les classes

de Chern [17 .

Pour toute variété projective et lisse T , nous notons par
CH(T) son anneau de Chow , qui est un anneau gradué (par la codimension
d'un cycle). Etant donné un élément z € CH(T) , nous notons par

Ik

T

le degré de sa composante de degré zéro (qui est un O-cycle), La classe
~dans CHl(T) d'un faisceau inversible L sur T sera noté également
L quand aucun confusion n'est 3 craindre (par exemple, quand elle se

trouve sous le signe d'intégration & ) N
T

o
Ceci posé, notant par L 1la classe dans CH@®) d'une droite, on a

{)

v \"2
(5.2.1) deg(X) = l L'Xx .
.ér

~

Or, X est '"ensemblistement" 1'image de P(N) par ¢ (3.1.2).

Mais, du point de vue de 1'homomorphisme "image directe"

Yy
¢, ¢ CH@®(N)) —> CH@P )
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on a
¢ B(N)) = deg(y)* X
de sorte que 5.2.1 se récrit

(5.2.2) deg(X) =

1 .
Tes(e) (Vr L' (®(N))
TP

par abus de notations, dans deg(xp) » @ désigne évidemment le
morphisme P(N) —> X induit par (3.1.2), qui est un entier 20 ,
nul si et seulement si dim X < r-1 (=dim P(N)).

Par la formule de projection pour ¢ , cecl se récrit

(5.2.3) deg(§)=ggéT¢-5 ( o w)
P(N)

v
Désignons par m € CH( P°) 1la classe d'un hyperplan, de sorte que

L= 'nr_l , et (5.2.3) se réerit
vy o 1 " -1
(5.2.4) deg(0) = gty S (* (¥ .

P(N)
Calculons maintenant la classe ¢™(n) en termes "concrets"

Notons par £ (resp. 1) le faisceau inversible canonique SP(N)(D

sur P(N) (resp. QP(OX(I)HI) sur iP(QX(l)r+1) )} . Par fonctorialité,

nous avons (cf, (5,1.6))

(5.2.5) a®(r) = &
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r+1) ~ vr

D'autre part, moyenant 1'identification ]P(_Qx(l) XxP ,ona

évidemment, posant H = Qx(l) R
* *
(5.2.6) T = prl(H) ® prz(n) .
Désignons par 1 : P(N) => X le morphisme structural, on a

ks =prloa

¢ = Prz ° 3
*
d'ou, appliquant @  aux deux membres de (5.2.6), on trouve, par {5.2.5)

(5.2.6) E=o (D) =1 B gy

Dans CH( P(N)) , on a donc

(5.2.7) ot =g - Tw

et (5.2.3) se récrit

v 1 ( #* r-1
(5.2.8) deg(X) = Feren) j (E - 7 (H))
I 4]

Le deuxieme membre de 5.2.8 "se calcule" grace au lemme suivant
(cf. 5.3.3) :

Lemme 5.3. Soient X wune variété quasi-projective, lisse et connexe

de dimension n , et M un faisceau localement libre de rang fini

a sur X . Notons par £ 1le faisceau inversible

QP(M)(I) sur P(M) ,
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et par 7 : P(M) ~> X le morphisme structural. Om sait que CH{P(M))

#* -
est un CH(X) module (via 1 ) qui est libre, de base 1 ,g,...,ga 1 s

oii € satisfait & 1l'équation

a a-1 a-2 a-3
(5.3.1) g - C,8" T+ (e -G8 ... =0
les Ci dénotant les classes de Chern dams CH(X) de M . On pose
cM) = 1+CI+C2+"" la classe de Chern totale de M ; c'est un élément

inversible de CH(X)
Alors:
(i) On a la formule

a-1

1
(5.3.2) TT*(%TE) = T

(ii) Soit F(T) € CH(X) [T] wun polyndme 2 coefficients dans CH(X) ,

tel que le coefficient de '.l‘i soit un élément homogdne de degré

nta-1-1 . Donc F(E) est un &lément de degré 'maximum"” nta-l=dim P(M)

dans CH{ P(M)). Ceci posé, on a

(5.3.3) R = (1P

]§(M)

Démonstration. Commengons par déduire (5.3.3) de (5.3.2).

Ecrivons
1 .
(5.3.4) tap = & by » b=l bj de degré j dans CH(X)

bj=0 pour j <0 |,
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de sorte que (5.3.2) se récrit

(5.3.5) T8 = Db pour a1y =0,

(compte tenu que n*(gj) =0 si j < a-~l pour raison de degrés).

Déduisons-en (5.3.3). Par linéarité, il suffit de traiter le cas

Ta-1+j

F(T) = u s, u homogene de degré n-j dans CH(X) . Par (5.3.5)

et la formule de projection pour T , on a

(5.3.6) f F(E) = X VN St I (wﬂ*(ga-l-‘-j) - (—l)jjwbj
P(M) M) X X

D'autre part,

a-1{ F(-1) -1 (-p@-iti j
5.3.7.  (-1) fcu) = (-1)? W—‘3=(-1)J f ub,

X X X

et compte tenu de ce que deglu) = n-j , et deg(bi) =i ,ona

de sorte que (5.3.7) se récrit

a1 [ FG-1) _ , .1
(5.3.8) (-1 jc(m) = (-1)¢ u«bj s
X

d'od l'implication annoncée.

Démontrons maintenant (5.3,.2), ou se qui revient au méme, (5.3.5).
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On sait que

m(E) =0 si j <a-l
pour une raison de degré, et que

n*{ga'l) = 1y

pour une raison géométrique ( Ea_l rencontre chaque fibre 'en un point"),
de sorte que, par la formule de projection, on a

a-1 1
(5.3.9) (T mw) e =u, .

. -i
i= 3
Par (5.3.9), 1'énoncé 5.3.5 est conséquence du lemme suivant dans
lequelle £ devient T , et Ci devient Si’ compte tenu de 1'équation
5.3.1,

Lemme 5.4. Soit a un entier >0 , et désignons par A 1'anneau

Z{[Xl,...,Xa]} des séries formelles en a indéterminées., Désignons

par B la A-algdbre
a

B =al[r]) / (JT(r-x)) ,
i=1

de sorte que B est un A-module libre , & base I,T,...,Ta—l R

2

(5.4.1) B=a1lenrr2e. .0 .
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Dégignons par Si €A la i-ieme fonction symétrique

N
s, = X ...X .
Y isg<...<asa 410 %H
1 1
de sorte que
a i a-i
(5.4,2) T (-1) Si T = 0 dans B .
i=

L'élément 1 + S1 + SZ+...+Sa est inversible dans A , nous écrivons

son inverse

1

(5.4.3) - =3I bj s b, homogene de degré j dans A ,
z 8 j20 b:]_.
‘o i o
i=0

D'autre part, pour tout entier j 2 0 on définit un élément a, € A

j

homogéne de degré j en écrivant, par 5.4.1

(5.4.4) S a 12l e 20123 b0, tes €4

Ceci posé, on a pour tout i 20

(5.4.5) a, = (-1 b,
J J

Démonstration. Compte tenu de la définition (5.4.3) des bj , tout

revient 2 démontrer qu'om a
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(5.4.6) a L
r (-1} §;a, ;=0 si §>0
=0 3

Or, on a évidemment a = 1 , et la deuxi®me relation (pour j> 0O

donné) n'est autre que celle déduife ,en prenant le coefficient de

Ta"1 (via 5.4.1), de la relation

(5.4.7) -nt s, pa-+i-1

i=0

=0 dans B ,
relation obtenue en multipliant 5.4,2 par TJ_l , cqfd.

Corollaire 5.5. On a la formule

(-»)" ( () *L

v
(5.5.1) deg(X) = 3 | T
X

Démonstration. On applique (5.3.3) (pour M =N , le faisceau normal

de XS—>P7) 2 (5.2.8).

Ecrivons, pour une variété quasi-projective et lisse S , sa classe
de Chern totale (cf, 5.3)
dfn
(5.5.2) c(s) — C(TS)

ol TS désigne le fibré tangent de S ,
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La duale de la suite exacte (5.1.2) montre qu'on a

(5.5.3) c(PH) = (1+ W™ dans ca(pH)

La duale de la suite exacte(5.1.1)montre qu'on a

(5.5.4) C(¥) c(X) = C(P")|X dans CH(X)

Mettant ensemble (5.5.3) et (5.5.4),(5.5.1)se récrit

Corollaire 5.6, On a la formule

r
(5.6.1) deg(x) = L&D S c(x)

degle) Y (1+)?

(5.7) Pour une variété §$ projective et lisse, on définit sa caractéris-

tique d'Euler~Poincaré par

(5.7.1) ¥(8) =f (s)
s

Proposition 5.7.2. Désignons par Y une section hyperplanelisse de X ,

: ; . r
et par A une section lisse de X par un sous-espace linéaire de P

de codimension deux. On a

(5.7.3) deg(X) = =1 [(x) + x(8) - 2901 .
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Démonstration, Notons i : Y %“—>X l'inclusion., On a

3*
Ny gy = HlY=1iH

3

de sorte que la suite exacte

donne

(5.7.4) c(y) = 1 (===

- o c(x)
x(Y) = J i (—-———1+H )
Y

et, en appliquant la formule de projection

On a donc

(5.7.5) 'X(Y) = j’ i*i*( cx) ) = X H-C{X)
X X

Itérant ce calcul, on trouve pour A

, -
(5.7.6) (o) = j 1ol Si*(—-ﬁ—- et =§ el
(1) (14H) (1+1)

i Y Y X

de sorte que

2
x(X) - 2x(¥)+y(n) = S cx) [1 - 28 +'———§—E
1+ (1+H)
X
=j _cx
(1 + H)

ce qui achdve la démonstration, compte tenu de 5.6.1,
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6. Le cas d'une base générale

6.1. Soient S un schéma et s un point géométrique de S, défini
par une cl8ture algébrique du corps résiduel k{(s) pour s € S.
Désignons par ﬂ?r 1l'espace projectif 3 r dimensions sur § , par

¥Yr T ¥r .
hig 1'espace projectif dual et par I CTPP x, PP la variété

S
v
d'incidence. Soit D < PF une droite, définie par un point 2 valeurs

dans S d'une grassmannienne convenable, et A 1'axe du pinceau

d'hyperplans correspondant (cf. 2.1).

Soit X un S-schéma propre et lisse, purement de dimension n 2z 1,
muni d'un plongement projectif X &E— P’ . Soient X = (X xSD) ni
le schéma sur D de fibres les sections hyperplanes de X paramétrées

~

par D, et u la projection de X sur D.
Notons par un indice s le changement de base par s —=>s.
Supposons que A; soit transverse a X; . Alors, au-dessus d'un
voisinage U de s dans S, A est transverse & X . On suppose dans
ce qui suit que U = § . Le schéma ; est alors lisse sur § , et un

~

voisinage de 1'image réciproque de A dans X est lisse sur D .,

Supposons de plus qu'une des sections hyperplanes de X;
appartenant au pinceau Dg soit lisse. Alors, aprés que 1l'on ait
remplacé S par un voisinage convenable de s, le sous-schéma F de

X défini par 1'idéal jacobien Jn-l(X/D) est fini et plat sur § .
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6.2. Le lieu exceptionnel du pinceau D est le diviseur de Cartier

relatif E de D/S défini par le @D-Module u,6 , fini et plat

F’
v
sur § . Localement sur D, si @g _— @g — U*@F — 0

est une présentation de u,6 E a pour équation det(v) = 0,

F 3
La formation de E est compatible & tout changement de base.

Le diviseur E; de Do stécrit L n(P).P, pour n(P) 1la
somme des colongeurs de 1'idéal jacobien Jn_l(g/D) en les points

critiques de u d'image P .

Proposition 6.3. Si Dg est un pinceau de Lefschetz de sections

hyperplanes de X; , et si car k(s) # 2 ou que n est pair, il

existe un voisinage U de s dans S tel que

(a) Pour tout point géométrique t de U, DE est un pinceau de

Lefschetz de sections hyperplanes de X?

(b) Au-dessus de U, le lieu exceptionnel E est &tale sur 8§,

Pour prouver (a) et (b), il suffit de noter que, sous les
hypothéses faites, D; vérifie la condition c¢) de 2.2 si et seulement
si le diviseur E; est réduit. On pourrait, en invoquant 3.3,

n'utiliser que la moitié la plus facile (==) de cette équivalence,

6.3. La proposition devient fausse dans le cas d'exception cité.

Toutefois, si S est de caractéristique 2 et que n est impair, il

existe un voisinage U , de § au-dessus duquel (a) est vrai, et on peut
définir un diviseur E' étale sur U tel que E = 2 E'. Nous ne ferons

pas usage de ce résultat,.
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INTRODUCTION

Dans le présent exposé nous donnons la structure cohomologique
élémentaire des pinceaux de Lefschetz. Les sections l1-4 donnent les faits
"bien connus" sur la structure cohomologique des fibrés projectifs et des
éclatements, Dans 5 nous faisons 1'étude qui figure dans le titre, en
supposant que X satisfait au "théor2me de Lefschetz vache" (5,2), et
que le pinceau D en question satisfalit 3 une certaine condition (A)
de nature locale sur D (5,3). Les résultats principaux sont 5.6,

5.7 et 5,8.7, ce dernier intervenant de fagon essentielle dans la
démonstration du théor2me de GRIFFITHS dans XX. Dans la dernidre

section, de nature nettement moins élémentaire, nous nous appuyons
sur 1l'exposé SGA 1 XIII de Mme, RAYNAUD sur le groupe fondamental

®modéré", et sur la formule de Picard-Lefschetz (XVI) pour démontrer :

(1) La condition (A) est souvent satisfaite (6.3, 6,4} ;

(2) Sauf dans le cas dim(X) impair et caractéristique = 2 , le
groupe de monodromie d'un pinceau de Lefschetz agit
irréductiblement sur la "cohomologie évanescente', et

transitivement (modulo signe) sur 1'ensemble des
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"eycles 8vanescents locaux" associés (via la formule
de Picard-Lefschetz) aux divers "points critiques” du

pinceau (6.6 et 6.7),

1. La cohomologie d'un fibré projectif

Théor2me 1,1, (DELIGNE), Soient f : X —> S un morphisme propre, 4 un

nombre premier inversible sur S, u € HZ(X,ZZL(l)) (resp, u € HZ(X,QL(I))

une classe de cohomologie sur X, et {§ un Z ,~faisceau (resp. QL~faisceau)

sur X , On suppose qu'il existe un entier n tel que pour tout entier j

et tout entier 1 > 0, 1'application

Rn-l

i
(1.1.1) £,30)) —LE s ™ ),

soit un isomorphisme de Z

L-faisceau@(resp. de QL-faisceaux) sur S .

Alors pour tout morphisme g : S —> T, la suite spectrale de leray

D0 = P rie, (® = rPUg0), @)
est dépénérée,

La démonstration se trouve dans [1, Prop. 2.4). On remarquera
que, grace au théor2me de changement de base pour un morphisme propre (SGA 4

XII 5.2), l'hypothése se vérifie fibre par fibre,
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Théorgme 1,2, (Cf, SGA 5 VII 2,2,1 ). Soit & - X un fibré vectoriel,

localement libre de rang 1 + r, Désignons par f : P(€) —» X le fibré

projectif défini par &, et par u € HZGP(EZ),E&(l)) le premidre classe

de Chern du faisceau inversible canonique 9!?(6)(1)' Alors, pour 4 un

nombre premier inversible sur X, on a

a) la suite spectrale

P29 . gP(x g4 — Pt
(1.2,1) Ey’ ' (X,RVE, Z,) = B @E), Z,)

dégénere,
b) la flache

(1.2.2) ® Hq'z”j(x,zL(-j) —_— Hqﬁe(e),zzb)
0<jsn

.. " j
défini par @ Tq—Zj ey § (Tq-zj) Au

est un isomorphisme,

Démonstration, Les fibres de f étant des espaces projectifs de dimension r

on sait que i -1
,\/Zu ZL (“2") pour i pair, 0 £ i < 2r s

(1.2.3) Rif*%M—

0 sinon

Le théor2me 1.1 s'applique 3 la situation (£, 4, u, ZZ'L’ r), d'od a).

D'aprés 1.2,3 on a
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a,b

2= 1z, z

b
(1.2,4) E >) pour b pair, 0 < b £ 2r
2

L
0 sinon,

donc le gradué associé de Hq@P(&), RL) pour la filtration provenant

de la suite spectrale est & Hq‘ZJ(X,Z‘L(-j)). On voit tout de
Osjsr .
suite que, munissant o g¥2l (X,EL(—j)) de la filtration
c<j<r
o= e wHEz G,
Osjsr
q=2j=i

la flache 1.2.2 est compatible aux filtratioms, et qu'elle induit

l1tidentité sur les gradués associés, dol b),

2, La cohomologie des variétés éclatées (cf. SGA 5 VII 8)

2,1, Soient X un schéma lisse sur un corps k, et AC X un schéma lisse
partout de codimension 1 + r, On sait (EGA IV 19.4,9) qu'il existe un

schéma lisse X , muni d'un morphisme projectif

(2.1.1) £:% —»xXx

tel que, posant

~ =1 - ~
(2,1.2) A= £7(N =4 &X s
f induise un isomorphisme

- X —t X - A ,

P4

(2.1.3) £/ 87

~ v
et qu'il existe un A~isomorphisme entre A et IP(_I:[NX), le fibré projectif
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des droites dans le fibré normal EA/X de A dans X, On a donc un

diagramme commutatif :

~ ~ 4 .
A b F(gai)

X
(2.1.4) £|8 proj. canonique

A .
2,1,5, Dans le cas spécial X = Spec(A), A = Spec(A/I) o I = (go,...,gr),
¥ s'obtient par le procédé de Hopf (cf, EGA IV 19.4.11) :

On définit un morphisme de X ~ A dans P’ par

X €X - A——> (g (x),...,8 (x) €B"
et on considere son graphe T comme plongé dans X X T°. Alors on définit
% = 1'adhérence schématique de T" dans X x]Pr, le morphisme f : ¥ —> X
s'obtient comme le composé

~ pr
¥ s x xBT —Lsx .

2,1.6, De fagon analogue (cf, encore EGA IV 19.4,11), si X est
projectif, et si A est l'intersection de X avec 1 + r hypersurfaceg,disons

d'équations Gi =0, i=0,...,ry, on considdre encore le morphisme

r

X - A > P

x € X~ p ————mee> (G (%),...,G (%)),
[} T

et on obtient X comme 1'adhérence de son graphe dang X X B, De facon
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r
concréte, en termes des coordonnées homogénes 7‘0""’)‘1' dans PP, X

s'obtient comme le schéma de X X P° défini par les équations
(2,1.6,1) A Gj(X) - xjsi(x) o<i<isr .

On voit par ces équations que le point (x,}) se trouve dans X si et
v
seulement si X € A ; autrement dit, P (}:{NX) est le fibré projectif

trivial

IP(N
(2,1.6.2) proji. canom& /

On a le diagramme commutatif suivant

I‘

A xB* =53 C § C X x®°
Pry £|2 £
pr
(2.1.6.3) J ¥ 1
N s x >

et l'inclusion composée A XP" e X x P* provient de AG—s %

par changement de base,

Théoréme 2.2, Soient X lisse sur un corps k, A un sous-schéma lisse

partout de codimension 1 + r, et £ : X —> X 1'éclatement de X en A, Alors :

(2.2,1) La suite spectrale de Leray

Bl = vz, == PR z)

L

dégénére,
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2.2,2, 1l existe un isomorphisme additif

q.5 ~ q q,% q =
H (x,zzL) <= H (x,zzL) ®H (A,ZQ/ImH (A,zz&)
r

® Hq"Zj(A,zL(-j)) & Hq(X,Z&) .
!

Démonstration, Désignons par

(2.2.3) gt b ———s A
la restriction de £ 2 K , et par

Cor—s X

/,T A
(2.2,4)
i E C;___,‘g

les inclusions, de fagon 3 obtenir le diagramme commutatif

[

(2.2,5)

—
e

VR LL V)
> G 1
a9

Celui-ci induit un homomorphisme des suites spectrales de Leray pour

les morphismes f et g, et le faisceaun Zi sur X et X ’

P,9g (i"“,j*) P, 94
(2,2.6) E. (£) E (g)

D'autre part, £ induisant un isomorphisme de ¥ -F avec X - A , nous

avons, par le théoréme de changament de base pour un morphisme propre,
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'

q o~

(2.2.7) R®E,Z, =
q .
j*Rg*Z& si g >0 s
dlod
(i%, %)

(2.2.8) EP?UE) s EP°9(y) pour q £ 0 .

2 2

Nous allons démontrer par récurrence sur r que

(i%,3%)
(2.2.9) Ei’q(f) e ety Ei’q(g) pour q # 0, r 2 2
et
(2.2,10) dg’q(f) =0 pour r =2 ,

Admettons pour l'instant la formule
(2.2.11) dg’r-l(f) =0 pour v z 2, tout p ,

Commengons par r = 2 , Nous avons un diagramme commutatif

£2»9(£) oL 222 9(g)
(2.2.12) dg’q(f) 0= dg’q(g)
E‘z"“z’q‘l(f) (%, §%) E‘Z’”’q'l(g) )

Pour 9 < 0, on a E§+2’q“1(f) = (, donc dg’q(f) =, Pour g =1, on a
dg’l(f) = 0 par (2,2.11), et pour q > 1, les flaches horizontales dans
(2.2,12) sont des isomorphismes, et on sait que dg’q(g) = 0 par 1,2 et
2.1.4, Ceci domne (2,2,10) pour r = 2, et {2,2,9) pour r = 2 n'est autre

que (2.2.8),
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Supposons connues (2.2.9) et (2.2,10) pour une valeur de r =2 2 .
L'hypothese (2.2,10) implique Ei’q(f) - Egﬁ(f), et pat 1.2 on a

~

Ef_’q(g) = Eg_”_q(g), de sorte qu'on a le diagramme commutatif

1
P,q (1%, 3% P,q
3 £
E_ (£) E. (2)
(2.2.13) § 5,
Ps9q (¥, 3% p,q
Rril(f) ArEril(g) ?

ce qui donmne (2,2.9) pour r+l, compte tenu de (2,2.9) pour r. Pour

déduire (2.2.10) pour r+l, on regarde le diagramme commutatif

P»>q @, 3 Psq
» >
Er+1(f) Er+1(g)
P9 = aPsd
(2.,2.14) i dr+1(f) i 0 dr+1(g)
¥ 3
Ep+r+1,q—r(f) (1%, 5% o Ep—+~r+1,,¢:1--1:
r+1 r+1 (g) ‘

p+r+l,q-r
T+l

on a (2,2.11), et pour q > r les fléches horizontales dans (2,2.14)

Pour ¢ < r-1, on a E (£) = 0, donc dg’q(f) =0, Pour q=r,

sont des isomorphismes, et di;?(g)= 0 par 1.2, d'ol la conclusion voulue,
Il reste 3 vérifier (2,2,11), qui signifie que le "edge homomor-

phisme" composé
(2.2.15) B0 ———s 205 — 2% — ... B2 0
est un isomorphisme, i.e, que

(2.2.16) £% HP(X,ZL) —s WP, z,)
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est injectif, Or, il existe un inverse & gauche, savoir l'homomorghisme

de Gysin (SGA 5 1V}
(2.2.17) £, + HP(X, z,) ——> HP(X,ZL) ,

qui vérifie en effet,

(2.2.18) £,6% = 1d,
comme il résulte de la formule de projection, et du fait que f*(l) =1,
f étant birationnel donc de degré un.

Ceci démontre (2,2.1). Quant & (2.2,2), remarquons que le
diagramme (2.2.5) donne, par passage 2 la cchomologie, un diagramme
commutatif

wEz,) —E e PGz ,)
L L
A

(2.2.19) £ g¥

WX, 2 ) S LI— Wz,

d'olt un morphisme

P A PR
(2.2.20) X,z ) 1+, %) (A ,2Z )

P (X, Z B guP (4, z o) ]

Désignons par Fi les filtrations de H‘(')Z‘,ZZ&) et de H'(E,ZZ%) provenant

des suites spectrales de Leray, de sorte que (2,2,20) se récrit
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P P
(2.2.21) (X2 ,) (4%, %) w52z )

PyP PpP (%
FPH (Sf,zz&) HF (A,ZL)

Or, d'aprés (2.2.9), le gradué associé 2 la flache (2,2,21) est un iso~
morphisme, donc (2,2.20) est un isomorphisme, D'autre part, (2,2.18)

donne une décomposition en somme direct

~ f¥+inclusion
(2.2,22) H’(X,?ZL) - H'(X,ZL) @ Ker £, s

£ (L-£¥E,)

et (1.2.2) nous donne une décomposition en somme directe

(2.2.23) R BZY) ~ B v Hoz
g*H'(A,Z’L)
i<jsr
mettant ensemble 1'isomorphisme (2.2,.20) et les décompositions (2.2.22)

et (2,2.23), on trouve (2,2,2), cqfd,

Remarque 2.2,24, Esquissons une deuxidme démonstration de (2.2,2)

nettement plus simple, valable dans le cas ol X est propre sur k. Plus
généralement, on trouve (sans hypoth2se sur X) le résultat correspondant
(2,2.26) en cohomologie 2 support propre, Nous avons les suites exactes
de"cohomologie 2 supports propres', notéaHé , pour les couples (X,n) et (X,A)

qui forment un diagramme commutatif
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(2.2.25) —> Hi(SZ-"A',z;C) — Hi(i’,%) — Hi('K,Z{L) — Hi+1(§'*z,ZZL)
AN N

§ £* g §

i

(2,2,26) —> B

X-0,2) —> Hi(x,zl) — Hi(A,Z%) — Hi+1(x"3’”7;) )

Or, le quotient du complexe acyclique (2,2,25) par le
sous~complexe acyclique (2,2,26) nous donne le complexe acyclique

iy i~
uc(x,zzt) HC(A,WL)

(2,2,27) == 0 > O ——>

f*Hz(X,ﬂl) g*E (A, 22 )

i.e, on trouve, sans considérer des suites spectrales, que (2,2,20) est
un isomorphisme, D&s lors, les raisonnements qu'on vient de donner

s'appliquent pour donner (2.2,2),

Corollaire 2,3. Posons

- i q - v 114
bq(X) dlmQL H (y,Q£), x{X) = o(-1) bq(X) .
On_a
~ r
(2.3.1) b &) = bq(X) + 351 LI 6y s
(2.3.2) X = @ +r (D .
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3, L'éclatement associé & un pinceau

3.1, Soient X projectif, lisse et irréductible sur un corps k algé-
briquement clos, de dimension u, et D = {HT} - ]Pl un pinceau d'hyper-
surfacesdont l'axe coupe transversalement X, en A . Considérons alors
1'éclatement de X en A, que nous allons décrire explicitement,

En termes d'équations, désignant par (),u) des coordonnés
homongénes de ]Pl, et par F et G deux formes lindaires tels que F = G = 0 dé~

finisse 1'axe du pinceau, le pinceau s'écrit

(3.1.1) AF-ugG .

Le sous-schéma A est par définition 1'intersection de X avec la
sous~-variété linéaire G = F = 0 , D'aprés 2,1.6,

(3.1.2) ¥ = {((x0,w € xxPl|rr-w=0} ;

clest 1'adhérence schématique, dans X x]Pl, du graphe de 1l'application

(3.1.3) X - A ---————---~>IP1

% > (G(x),F(x)) .
La grande vertu de X est d'etre une variété projective
(car plongée dans X xPl) et lisse(car A 1'est) sur k, qui admet un
morphisme p vers }Pl, 4 savoir

I~ 1 _Ph 1
(3.1.4) pi: X —>X XP ~——s PP s

dont les fibres sont les sections hyperplanes de X par les membres de

notre pinceau

-1 déf
p () = xt sewmem X[ .
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3.2, Le degré de la variété duale : méthode topologique,

Supposons en plus que le pinceau de 3,1 soit tel que

. 1
(3.2,1) Xt est lisse pour tout t contenu dans un ouvert non vide de P,

(3.2.2) Si Xt est singulier, elle n'a que des singularités quadratiques
non dégénérées (XVIT 1,1) ;
ces conditions sont vérifiées en particulier pour un pinceau de Lefschetz
(XVII 2.21) si car k # 2 ou si X est de dimension paire,
Soient 1 le point générique de HJ, ﬁ un point géométrique
au~dessus, n la dimension de X, et ¥ la caractéristique d'Euler-Pincaré
a valeurs dans le faisceau Q& . Alors la formule d'BEuler-Poincaré XVI 2.1

appliquée au morphisme S, nous donne

(3.2.3) @ = @b x (xﬁ) + (-7 Z 1 )

pts sing.
des fibres

formule qui, compte temu de (2,2,2), se récrit
nombre total des
(3.2.4) =" = x(X) + x(A) - 2 vGE=)
points singuliers n
On remarquera que la quantité ¥(X) + y(p) - 2¥% (Xﬁ) est indépendanie
du choix particulierdu pinceau, et ne dépend que du plongement de X

dans unIEx, et mBme seulement de la classe de Chern de O (1),
i

cf, [XVII, 5,7.5 et 5.7,6].
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2
3.2.5. Explicitons ceci dans un cas concret, Prenons X =P° , {Hq}
un pinceau de courbes de degré d dans P° qui vérifie (3,1), (3,2.1)

et (3.2.2), On =

xZx) =3 (en vertu de 1.2)
(3.2.6) X(Xa) = -d(d-3) (cf. SGA 5 VII 7.3)
x(Aa) = a? s
d'olt
(3.2.7) le nombre total de points singuliers est 3 (a-1)2

Prenons le cas particulier d = 3, et considérons la famille des
courbes elliptiques (en caractéristique # 3)

(3.2.8) e s Pisuxez

Les quatre fibres singulilres sont au-dessus de u = racine cubique
de 1'unité, et |y = o, et chaque fibre singuliére est l'union de trois

droites comme ceci

(3.2.9) / ,
/ AN

et a exactement trois points singuliers, tous quadratiques non-dégénérés,

Cela fait ensemble douze points singuliers, et vérifie (3,2.7) dans

cet exemple.
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Proposition 3.2,10. Soit X Y plongement de Lefschetz (XVII 2.3),

et supposons que n = dim X soit pair, ou que car, k ¥ 2 . Alors tout

v v
pinceau de Lefschetz, considéré comme droite dans Ex, coupe X en

(3.2.11) DT @ + x(a) -2 x (x}—))]

points, et le coupe transversglement (EGA IV 17.13.7).

Démonstration. Par hypothise, toute singularité d'une fibre du pinceau
de Lefschetz est quadratique non-dégénérée, de sorte que (3.2.4) s'applique
pour donner que le nombre des fibres singuliéres (chacune contenant
exactement un point singulier) dans le pinceau D est le nombre (3,2,11),
Or, la fibre XT est singulidre si et seulement si T € § i D , Pour voir
la transversalité de l'intersection, on remarque que le nombre (3.2.11)
est indépendant du choix particulier du pinceau de Lefschetz, et que,
le pinceau générique étant un pinceau de Lefschetz, ce nombre (3,2,11)
est le degré de § (i.e. son degré comme hypersurface dans}fr, qui est
(par convention) 0 si dim §sr-2). Or, si une droite D coupe une hyper-
surface de degré d > 0 en d points distincts x, (isi=d), l'intersection
est forcément transversale, En effet, la multiplicité d'intersection

Wy = rg(d N ;!xi) de D et ; en un X, est 2 1, donc comme % My = d,

on ay = 1, pour tout i, i.e, D N i est lisse, ce qui, équivaut

3 la transversalité, comme on voit aussit8t,
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Remarque 3,2,12, Pour un pinceau de Lefschetz D dont on suppose
déja qu'il coupe ; transversalement {condition vérifiéeen tous cas
pour D assez générale), le résultat 3.2,10 peut Btre considéré aussi
comme la conjonction de XVII 5.7.2 et du fait que deg ©=1, contenu
dans XVII 3.5, Bien entendu, le fait que tout pinceau de Lefschetz D
coupe ; transvergalement, .établi ici via la formule d'Euler-

Poincaré XvI 2.1 , peut aussi se vérifier directement de fagon

élémentaire, en utilisant le fait que 1'axe de D coupe X tramsversalement,

4, La cohomologie de 1l'éclatement associé 3 un pinceau

4.1, Nous reprenons la situation 3.1, résumée par le diagramme commu-

tatif (cf. 2.1,6.3) :

- i -~ (gp.)
X xp! <«——=fX0p % >R —xt s xE!
(4,1.1)
£
P *{ &
. . v
! QT S S S .

Commengons par préciser (2,2.2) dans ce cas,

Proposition 4.2, Sous les hypothdses de 3.1:

(4.2,1) Les homomorphismes de ZL—-modules
£O(1-£*£,)

~

X,z

) > B2 ) ® Rer(fgr K2 ) > (K,Z )

L
f*+ind

3 17)'
vy ¥,

271



- 18 = XVIII

sont des isomorphismes, inverses l'un de 1'autre,

(4,2,2) Les homomorphismes de ZL-modules

~ £,8(g,i%) -2
. . . _
H (x,zz&) D — T ¢ (x,zt) @ H (A,ZL( 1))

E¥i g

sont des isomorphismes, inverses 1'un de 1'autre.

(4.2.3) La structure d'algdbre sur H'(X,ZL) D H'-Z(A,Z&(-l)) déduite

par "transport de structure"” par (4,2,2) du cup-produit dans H'(i,ZL),

s'exprime, en termes des éléments

ab €WLZ ) , %,y € H‘_Z(A,Z&(—l) ;

par les formules :

(4,.2,3.1) (0®x) A(o@y) = - j,(xy) & 2xy cl(_QA(l)) s

(4,2.3.2) (a®@O) AN (bDO

ab & 0 R

(4,2,3.3) (a®@0)A(0®Yy)

0 ® i*(a)y s

(4,2,3.48) (W0aex) NGB0 0 @ xj*(b} .

En particulier, pour

2@x €H'(X,Z,) @ H’-Z(A,ZL(—l)

2n-, 2n~2-

boy e ®,zZ)) X (Z, 1)
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on a
(4.2,3.5) (a@x)A(b®y) = ab - j,(xy) .

Autrement dit, la matrice d'intersection totalede H'(g, ZL)
sfécrit :

<3a matrice totale g) (:)

es intersections sur

la matrice totale
- des intersections
sur A /
Démonstration, On a déji démontré (4,2,1) ;(cf. 2,.2,22)). Pour {(4,2,2),

remarquons d'abord que, g : 2 —> A étant un f£ibré projectif de rang un,

la suite

~ 8y -
(4.2,6) 0 —> B (1,2 ) —& w3, z,) —>u 2(&,2&«1)) — 0

est exacte {cf, (1,2,2)), Compte tenu de (2,2,.26), on obtient le diagramme

commutatif de suites exactes

) £ - Bl® o
0 —>H (X’ZL) —— H'(X,ZL) — B (A,ZL(~1)) - 0

(4,2,5) 3 1% “

v \
‘ . 8 .
0 —>H(AZ ) 5, w5,z ,) s 2(&,25-1)) —_— .
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Compte tenu du scindage (4,2,1), ceci donne un isomorphisme
. el ~ . 2
(4.2.6) £, ®g, i* 1 H (X’ZL) e S o1 (x,z&) ®&H (A,ZL(-I)) .

Le transposé de (4.2,5) donne un diagramme commutatif de suites
exactes (aprés le décalage . - 2n-.)

£, " i g* -
0 €— H'(X,ZZL) — H'(X,ZL) — oy Z(A,ZZL(-l)k— 0

A A
(4.2.7)
j* i-}t-

- 4 "~ g -
0 <— 1 Z(A,Z&(—Z)) D Z(A,Z&(-l)) < W 2(A,zzL<-1>)<— 0

et on obtient un isomorphisme ”

fH4i g

. -2 .
(4.2.8) H (X,ZL) R (A,ZL(-I)) ——— | (x,zL) .
I1 reste & démontrer que le composé
£ g £,8(g, i®)

(4.2.9) B'(X,2Z,) & u'“Z(A,ZZJL(-l)) > 1 X, %) —_———%’(X,ZL)@H"Z(A,ZX/(-D)

est l'identité, Or, on a

£, 8% = id sur H'(X,ZZ{) , par (2,2,18)
guli¥f* = 0 par (4.2.5)

fulug® =0 par (4,2,7) s
de sorte qu'il suffit de démontrer

(4.2.10) gai¥*ig¥*(X) = X pour X € }l'(A,ZL(-l)) .
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Pour vérifier (4.2.10), remarquons d'abord que i : % “~=§ étant

1'inclusion d'une sous-variété lisse de codimension un, on a [SGA 5 VII]

(4.2,11) i* (x) = cl(ﬁz/g) %
(4.2,12) 1, )i, (y) = 1i,.(xy cl(_bjz/i«)) .

Ecrivons & = QX(I), %A = Q_A(I) » Bp1 < %1(1), ete ,
En vertu de EGA IX 8.1.7, on a, si 5 est 1'Idéal B dans X
v ~ ~
(4,2.13) MR = B3 =3 ®g}? o5 = 0xA1) ®9—>?‘9'X = _Q-E(l) s
ot B est interprété comme ]1’(8/{32), % étant 1'Tdéal de A dans X , Or
on a un isomorphisme canonique { A étant reprisenté comme intersection

de X avec deux hyperplans donnés dans ]Pv) s
34 o, 2
3y = ‘QA(-l) s

qui donne naissance & 1'isomorphisme
p

Q

T=rqgh = @) = ped) = axp

oty o est l'isomorphisme canonique EGA II 4.1.4. Par loc, cit., cet iso~

morphisme transforme

KD = S ™ = P21 ® = Gh) @ 82 DG & 0,1,

de sorte que (4,2,13) s'écrit
v
(4.2.14) N'E/;{* ha (pf)*(%(l)) ® g*(g&(-l)) s

d'oli en prenant le ¢y des deux membres, le
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Lemme 4,3, On a
cl(ﬁsz) = g*(gA) - (pi)*(%pl) .
Reprenons la démonstration de (4,2.10), D'apres (4.2.11) et (4.3),
il suffit de démontrer
gy (g¥(x)[(pi)* (cl(gml)) - g*(cl(gA)]) = x .

Or, d'apras (4.2,4), g.g* = 0, et, compte tenu de ce que

g X p,
A A".—’ A x]pl .
on a
(4.3.1) gz lg*(x) (pi)*(cl(gnﬂ)) = x
(4.3.2) g, (g#(x) cl(EK/i)) = . g .

Calculons maintenant la structure d'alg2bre sur H'(X,Z&) <) H'_Z(A, ZL(*I)),
déduitedu cup-produit par tramsport de structure via (4.2,2), Soient
a, b des &léments de H'(X,ZL), X,y des éléments de H'-Z(A,ZL(-I)).

Commengons par (4.2.3,1),

0Bx) A(0ByY) = 1617

7= £,((1,8%(x)) (1,8%(y))

[}

£, (i,(g*(xy) o (NK/&'))) par (4,2,12)

Jy8a (¥ (xy) N (NK/Y))

= jul-xy) par (4.3.2) .,
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7' = eg d¥ (i, g*(x) A 1,8%(y))

= -g i ¥ (1, (g*(xy) CI(EZ/;(«))) par (4,3.2)

= - g (g 0y (e (o)D) par (4.3.2)

or,

(e, Qpe? = (g¥e (0, 1)) = ()% (e (8 DN? par (4.3)
= g*((c (8,7 - 2g%(c (80) (pi)¥(e; (€ 1))

C+ Gid* (e, (gD =0)
2 = o 8*(8*(xy)g*(clcgb)2)) + g%(Zg*(xy)g*(cl(gb?(pi)*(c1(§:ml))

7 = 0+ 2xy cl(ga) par (4.2.4) et (4.3.1) ,
ce qui établit (4.2,3.1)., Quant 2 (4,2.3.2) : (a®OA(b&O0) = ab &0,

cecl exprime que f* est un homomorphisme d'algébres,

Prouvons (4.2,3,3), Or, la formule de projection implique

Ker £, N image f* < Ker f de sorte que

* 2
(a@0)A(0Dy) = 087

ol

4,3,3) 7 = - g i®(f*(a) i,8%(y))
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~ g (i¥f¥(a) g#(y) cl(_l\]r&/i)) par (4.3.2)

- gulg*(3*(a)) g¥(y) cl(y_z/g))

j#(a).y

ce qui établit (4.2.3.3). On remarque enfin que (4.2,3.4) se déduit

de (4.2,3.3) par l'anticommutativité du cup-produit,

5. Etude cohomologique du morphisme p : ;('-—-—)IPl associé 4 un pinceau

5.1, L'homomorphisme de restriction H¥(X) —s H*(Y).

Désignons par Y une des fibres lisses de p : f—>]’P1, disons

Y= 9"1(t ) =XH_ . On ale diagramme commutatif
o t

O
! £ X < = >F == 5 xp
£ g L= 1dx{t0}
Sp(k)={t0} k
. v
X 1 >y
m
h
Y
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Proposition 5.1.1, Sous les_hypothéses de (3,1), Y désignant une

fibre lisse :

(5.1.2) L'homomorphisme restriction

k* : H (x,zt> ] H'(Y,Z&')
s'exprime (via (4.2.2)) par

. -2 #*4+h .
B (X,Z )@ H (A,ZL(-l))—-T——*——-> B (Y,Z,) .

(5.1.3) La fléche de Gysin

] e
k, : H (Y,EL(-I)) — (x,z&)

s'exprime par
m, @ (=h¥)

-2 . -2
H (Y,ZJL(—l)) H (x,z&) G H (A,ZL(-l)).

Démonstration., Les sous-schémas lisses A et Y de X se coupent trans-

versalement en A , autrement dit, le carré de schémas lisses

p —E %
(5.1.4) ’l h i

Y '~———T:*~*—> X
est cartésien, ce qui implique la formule [SGA 5., IV i
(5.1.5) hd® = k¥,  Lyh¥* = 1%, .
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Le composé
-2 £l g% ~ -
H'(X,Z’x) S H (N2 ,(~1)) ——> B K,Z,) ——» H'{(Y,Z )
L A A
est la somme de k¥*f* = m¥ et de k¥ g% = hd¥g¥ par (5.1.5)), et

g.d = idA , ce qui donne (5,1.2).

Le composé

-2 k,, ~ £,8(g, 4%) _2
B (Y,EZ&(_D) — H'(X, zz&) e S (x,zz&) SH (A,z&(»l))
est la somme de f k., = m, et de -g,i%*k, = g L.h* = -h¥* ,

ce qui donne (5.1.3),

Corollaire 5.1.6, Sous les hypothéses de 5.1.1, pour i<n-1, les images de

e BN K,Z ) ——> Hi(Y,ZL)
et de

K Hi&,zz&) —— ' (v,2z))
sont égales.

Démonstration, D'aprés le "théor2me de Lefschetz faible" sur les

sections hyperplanes (5G4 5 VII 7.1 ), pour isn-l la fl2che

(5.1.7) Hi-z(X,ZL(-—l)) S, LA Hi"z(A,ZL(—l))

est un isomorphisme, de sorte que pour isn-1l, l'image de h¥* est égale,

grace 2 (5.1.2), & la somme de celle de m¥* et de celle du composé

Hi-z(x,ﬁ&(-l)) =, ui“z(a,zL(-1>) L Hi(Y,ZL) )
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Or, par 1z formule de projection

Byd* () = by (t(m*(x)) = m*GOh,(1) = § mé(x)

i

m*(x §X) puisque m*(f’;x) = EY s

d'od 1'inclusion Im k¥ C Im ot , cqfd.

5.2, Le "théor2me de Lefschetz vache" (LV)

5,2,1, Soit § projectif de dimension n, sur le corps k (alg, clos)

muni d'un plongement projectif §C% >, Désignons par
2
u €l (S,EL(I))

la "classe de cohomologie d'une section hyperplane " (de sorte que u
s'obtient comme 1'image réciproque par le plongement S&—>1 de la
premi2re classe de Chern de % (1), classe qui se trouve dans

HZGP s Z«L(l))’ et désignons par

. . .2
Lg ¢ H'(8,Q,()) —>H

(S,Q&(jﬂ))
1'opération "multiplication par u",

5.2,2, On dit que S (muni de u) vérifie (LV), (le "théoréme de Lefschetz

vache") si pour tout (ou un)entier j et *out entier i > O, les applica-

tions

i

Lg + K75, (j) — W™

g (S,QL(i+j))

sont des isomorphismes,
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5.2,2,1, On conjecture que cette condition est vérifide si S est lisse,
Clest vrai si k est de caractéristique nulle {67, d'olr on conclut,

gr2ce au "théoréme de spécialisation”, SGA 4 XVI 2,2 qu'il en est de tdme
si 8, avec son plongement projectif, se remonte en caractéristique nulle,
Donc on trouve que c'est vérifié pour S une intersection compldte lisse,
On sait également que c'est vrai pour S lisse de dimension < 2 [27,

et pour S une variété abéliemne (soit "directement" (LIEBERMAN [4] et [27),
soit par le théordme de MUMFORD [5] qui dit qu'une variété abélienne
polarisée se remonte, avec sa polarisation, en caractéristique nullel.
Rappelons que pour une variété S projective, on définit pour i € n la

Ypartie primitive" de la cohomologie :

n-i+l n-i+2

(5.2.2.2) Primi(S,QL(j)) = Ker (L : Hi(s,%(j)) - 1’ (5,0,G+2n 242)
8i S vérifie (LV), on a pour is<n la décomposition :
(5.2.2.3)  H'(5,0,(3) <22 prin'(s,q () @ 1 (5,0, 5-1) .

Proposition 5.2.3. Soit X projectif et lisse, vérifiant (LV), Désignons

par T : Y S—= X 1'inclusion d'une section hyperplane lisse, Alors

(5.2,3.1) Primn(X,QL(j)) = Ker(r¥ : H“(X,%(j)) — u“(y,%(jm .

Démonstration. On a, grice 2 la formule de projection pour m : Y —> X,

le diagramme commutatif
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L Hn+2

n .
H (x,%(g)) (X,QL(;]H))

(5.2.3.2) T Ta
N
n .
H (Y,Q&(])) .

Par dualité et Lefschetz faible,

n+2

Tt (5,0, (§) ————> 17X, q, (5+1)

est la transposée d'une isomorphisme, donc un isomorphisme, d'ol la conclusion.

Lemme 5.2,4. Soient X projectif et lisse, et 7 : Y & X 1'inclusion

d'une section hyperplane lisse, Alors X vérifie (LV) si et seulement si

les deux conditions suivantes sont vérifiées.

5.2.4.1. Y vérifie (LV) ,

5.2.4.2, La restriction du cup-produit thl(Y,QL) au_sous-espace

Im thl(X,Q&) est une forme non-dégénérée,
Démonstration, On a

L, = T

(5.2.4.3)

T,

" {par 4,2,11),

"y
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de sorte que

(5.2.4.4) S L

Dans le diagramme commutatif

i+l
Hn-i-lfx,Q&(j)) ; Hn+1+1(X,Q&(j+i+l))
A
(5.2.4.5) * Ty
\ 1
n-1-i LY

H (¥,@,(3) > u“‘“iw,@&( §41))

on sait que T* est un isomorphisme pour i = 1 par "Lefschetz faible",
et que T, l'est par dualité, Donc X vérifie (LV) si et seulement si

Y vérifie (LV), et la fléche

(5.2.4.6) Ly ¢ Hn'l(X,QL(j)) — gt

(X,QL(j+1))
est un isomorphisme. Pour achever la démonstration, il suffit de voir

1'équivalence de 5.2.4.2 et 5.2.4,6., Pour ceci, soit a, b € Hn_l(X,QL(j)).

Par la dualité de Poincaré sur X, (5,2,4.6) équivaut a:
(5.2.4.7) La forme bilinéaire

BTN, 0, (10)x KV TN, (5)) —> (X, q, (25+2)

(a,b) ¢ » a.LX(b)

est non-dégénérée,
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Mais par (5,2.5) et la formule de projection, on a

a.Ly (b) = a, 1y (r*(b)) = my((a).*(b)),
d'od l'équivalence de (5.2.4.7) et (5.2.4.,2),

Corollaire 5,2,5, Soient X projectif et lisse, de dimension n, et

v : YS—> X 1'inclusion d'une section hyperplan lisse, Supposons que

X satisfait 2 la condition (LV), Alors pour i = n, la fléche
™1 (8,0, (5)) ——> uH(1,,(3)
est surjective,
Démonstration. Par (5,2.4,3), on a, pour i 2 O
L,};ﬂ = ¥ L; Ta >

d'ol le diagramme commutatif

i
L
H“"i(x,%(jﬂ)) X H“‘i(x,éz&<j+i+1))
M
Ty #
!
n-i-2 -t~ n+i
H v,e, (3N > H  (Y,Q, (j+i+1))
1 £

ce qui donne le résultat voulu, cqfd,
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Lemme 5.2,6, Soit f : F -~ B un morphisme propre et lisse, avec

B connexe, Désignons par QF(I) un module relativement ample sur F,

et munissons chaque fibre géométrique Fg du module ample induit par QF(I)‘

Alors, si une des fibres géométriques satisfait la condition (LV), il

en est de m@me pour toutes les autres,

Démonstration. Notons par gF € HZ(F,ZIL(I)) la premi2re classe de
Chern de gy(l). Cette classe, et ses puissances §; € Hil(F,ZZ{fi))

induisent des endomorphismes par cup=produit

(5.2.6.0)  gf : &pTle, () —— &}, (j+0)
* *

ot n désigne la dimension relative des fibres., Par le théoréme de
changement de base pour un morphisme propre [SGA 4 XII 5.27, toutes
les fibres géométriques satisfont 2 la condition (LV) si et seulement
si toutes les flaches (5.2.6.1) sont des isomorphismes. Or, par le
théoréme de spécialisation [SGA 4 XVI 2,27, les faisceaux Rif*Q&(j)
sont constants tordus, de sorte que les flacues (5.2.6,1) sont des
isomorphismes si et seulement ils le sont au-dessus d'un point

géométrique donné, egqfd,

Corollaire 5.2,7, Soit X propective et lisse. Si une section hyperplane

lisse vérifie (LV), il en est de méme pour toute section hyperplane lisse,

Démonstration. En effet, la famille universelle des sections hyperplanes

lisses de X vérifie les hypothéses de 5.2.5.
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5.3, La condition (A).

5.3.1. Soit

la "fibration" associée 2 un pinceau dont 1'axe coupe transversalement X,
et dont la fibre générique est supposée lisse,
Désignons par U un ouvert non-vide de'wl au-dessus duquel p

soit lisse, et par
(5.3.1.1) v i Ue—spt

1'inclusion. Compte tenu de ce que les faisceaux R;*(Q&(j)) sont

constants tordus au-dessus de U, on voit que les faisceaux

i

VevE RS (8,(3))

sont essentiellement indépendants du choix de U, et que les homomorphismes

canoniques "d'adjonction"
i . . ¢ .
(5.3.2) Rp*QL(J) — Vv Rp*(QL(J))
sont aussi indépendants du choix de U,
5.3.3. Remarquons que pour unm pinceau quelconque de sections hyperplanes,

le théoreme de Lefschetz faible implique que pour i<n-2, 1l'immersion

ﬁ'C££592> X)EP1 donne lieu & un isomorphisme de faisceaux suriml

i . ~ i . ,
R p*%(a) <= B (X,Q,(§)) p1 , isn-2
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i.e. Rlp*QL(j) est un faisceau constant pour i<n-2 et, a fortiori,
les flaches (5.3.,2) sont des isomorphismes pour isn-2 .

5.3.4, On sait, par la théorie locale des cycles évanescents et

notamment la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4 ), que, pour un

pinceau de Lefschetz, les homomorphismes 5.3.2 sont des isomorphismes pour

i #n, et sont surjectifs pour i = n,

5.3.5. On dit que p , ou le pinceau dont il provient, vérifie la condition

(4A), si tous les homomorphismes (5.3,2) sont des isomorphismes (ou,

ce qui revient au méme, s'ils le sont pour tout i, et j = 0) .,

On verra plus bas (6.3, 6.4) que cette condition (A) a

une nette tendance 3 &tre vérifiée,

Lemme 5,4, Si une des sections hyperplanes lisses de X (donc toute,

par 5.2,7) vérifie (LV) (p.ex. si X vérifie (LV), cf, {5.2.4)), et

sl p vérifie 1'hypoth2se (A), alors toute fibre (y compris toute

fibre singulidre) vérifie (LV), et les faisceaux gt (Q,(j)) sont
PNy sont

constants pour i # n-1 ,

Démonstration, Désignons par
L: Rip*(Q&(j)) — R”zp*(%qﬂ))

le morphisme multiplication par f*cl(@x(l) € Hz(g,ﬂﬁt(l)); fibre par

fibre, c'est l'opération envisagée dans (5.2.1). Par hypothese, on a
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un isomorphisme au-~dessus de U

*Rn-l-i n-1+1i

(5.4.1) v v Py (@, (3)) === ViR P (Q, (§+1))

pour i > 0, tout j . Appliquant le foncteur v, , on obtient des

isomorphismes

n-l-i n-l+i

(5.4.2) wv®) L v RV, (1)) -2 iR (0, (340,

qui, compte tenu de (A) s'identifient aux morphismes

i n-1-i n-1l+i

(5.4.3) L™ RYTTon, () —> RVTTT0,Q (H)

On conclut par 5,3.3,

5.4,4., Désignons par Y une fibre lisse de ¢ : b4 ———aﬂwl . Par

“Lefschetz faible", la flache de restriction
', g, (3)) s 1" (v,0, (1))

est injectif, et on a vu (5,2.4) que, si X vérifie (LV), le cup-produit
sur Hn_l(Y,QL(j)), restreint & m¥* Hnml(X,Q%(j)), reste non dégénéré.
L'orthogonal de Hn-l(X,QL(j)) dans Hn-l(Y,QL(j)) est donc un sous-espace
complémentaire de Hn—l(X,Q&(j)) dans Hn-l(Y,QL(j)), qu'on appelle,

suivant la terminologie classique, 1l'espace de cchomologie évanescente

de Y . On définit un sous-faisceau correspondant de v*(anlp*QL(j)),

oy : U ---'.>IP1 est un ouvert de lissité # ¢ de p , le "faisceau de

cohomologle &vanescente" Ennlp%QL(j) surjml, par
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o1 . 1'orthogonal dans V*Rn-lp*QL(j) du
(5.4,4,1) E Q%QL(J) =V,

sous-faisceau constant Hn-l(X,Q&(j))U .

Il est clair que ce faisceau est indépendant du choix de U ,

Lemme 5.5. Si X vérifie (LV) et si les flidches(5.3,2) sont des isomor-

phismes pour 1 = n - 1, par ocxemple si p provient d'un pinceau de

Lefschetz (cf, (5,3,4)), on a une décomposition en somme directe

(5.5.1) Rn'lp%az&(j) = H“”l(x,%(j))ml @En-lg*(%(j) .
Démonstration. Par (LV), on a2 unc telle décomposition au-dessus de U :

n_lp*Qﬁ(j),

(5.5.2)  v" o0 () = "hx,q,()), © vk &
i {, ,t U
3 laquelle on applique v .

Théoréme 5.6, Soit X une variété projective, lisse et irréductible

qui vérifie (LV) (5.2.2). Soit { ®_} 1n pinceau d'hyperplans dont
1

1'élément générique et 1'axe coupent transversalement X, en Xn et en A
1

respectivement. Supposons que la projection p : ¥ —> P vérifie la

condition (5.3.2), Alors :
(5.6.1) 1la suite spectrmale de Leray

B = @', v,0) —=E™IE, q))

dégénére, (NB. Ceci reste valable si, au lieu de supposer que X satisfait

la condition (LV), on suppose seculement qu'une section hyperplane lisse

Y ¥ satisfait.)
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5.6,2, Désignons par 1 le point générique deiml, par 1| le point

générique géométrique, par xa la fibre générique géométrique de p,

et par 1 le groupe de Galois de k(F)/k(m).

Pour q # n-1, on a des isomorphismes canoniques :

(5.6.2,1) Bgrd (=u°@',R%p,0,)) == Hix, )
(5.6.2.2) By @' R%,0))) = G, @ (1))
(5.6.2.3) D =P @' R%0,0,)) = 0, p#02 .

Pour q = n-1, on a

(5.6.2.4) Eg’“‘1<=n°ﬁpl,an'lp*%)) -~ H“'l(x;‘,%)“

-~ H“‘l(x,ozL) ,

2,n-1,_ 2.1 n-l o -1 !
(5.6.2.5) By’ (AT ® LR p,Q,) BT (47, @, (1))

e n“'l(x,%(-m .

1,n-1

H dans 5,7 ci-dessous),

(On trouvera la valeur manquante E

Démonstration. Le théorzme 1.1 s'applique, par (5.4.3), pour donner
(5.6.1), Quant aux trois premiéres formules (5.6.2), elles résultent
du fait que les qu*QL pour ¢ # n-1 sont constants (5.4) ; pour (5.6,2.3)

il faut utiliser bien slr querP1 est simplement connexe, La premiére
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égalité de (5.6.2.4) résulte de ce que Rn'lp*(% s V*\;*Rn-lp*Q

de sorte qu'on a HOGPl,Rn-lp*QL) == Ho(lLv*Rn-lf*QL), et de ce que
v*Rnnlf*Q& est un faisceau "constant tordu' sur U, donc équivalent au
m-module Hn-l(Xﬁ,QL). La deuxidme &galité de (5.6.2.4) résulte de la
dégénerescence, compte tenu de 5.1.6.

Passons 2 (5,6,2,5), Désignons par F* la filtration définie

sur H’(i QL) par la suite spectrale, Par dégénérescence,

P E,e) = B2, er i 0)) = 5" =0 (5.6.2.3), de

sorte que {cf, 5.1,0)

5.6.3) "= PR, Q) = ker ™ &0 — 1@ 0,0
(par (4)) = KerCie : H™" (%, q,) —> ﬂ““(x;},az&)) .

Par (5,1.,2), k* se récrit

m¥+h

“‘lw,az (-1)) ——s hn+l(X~,Q )

(5.6.4) H““(x,%) oH

et, par (5.2,2,3) se récrit encore

2,
mRLAmMFL hy

(5.6.5) mm“'%x,q&(_n esun'3(x,QL(-2)) Y s (A,Q (-1)) ————— gL

X'ﬁ, (‘({/

Or, la fléche

2
n-3 m¥L o+l
B (X’QL(,z) B e I (X'Q’ QL)

est un isomorphisme, par (LV), car m*L)z{ = L)z(__ « m* (cf,(5.2.4) et (5.2.5)),

i
Donc le noyau de (5,6,8) s'identifie {par pry <] pr3) a

292



~ 39 - XVIII

Prin’™(X,Q, (-1)) @ H™(4,Q,(-1)). Par (W),

L
Hn'l(A,QL(-l)) - Hn-B(A,QL(-Z)) - H“'3(x,qb(~2)), la dernidre

par Lefschetz faible, Par (5,2.2,3), on a donc

2,n~1

(5.6.6) B ~ H“‘l(x,q,v(-w) ,

et 1'autre égalité de (5,6.2,5) se déduit en "tordant” (5.6.2.4).

Remarque 5,6,7. On peut démontrer (5.6.1) sous des hypoth&ses nettement

plus faibles, comme DELIGNE m'a expliqué;

Théoréme 5,6,8., Soient X lisse de dimension n#orun corps k algébriquement

clos, et

1
k

un_morphisme projectif, dont la fibre générique est lisse, Supposons que 1

p: X —————>

(5,6.8.1) 1la fibre générique géométrique, munie de la restriction du

module relativement ample Qx(l), satisfait a la condition (LV);

(5.6.8.2) les fleches (5.3.2) sont des isomorphismes pour i # n, et

sont surjectives pour i = n (condition satisfaite en particulier si p

provient d'un pinceau de Lefschetz (¢f, 5.3.4)), Alors, la suite spectrale

de lLeray

. 1.4
b9 HP( PR px2,) HM(X,QL)

dégénere.

Remarque : Le méme théoréme vaut, avec 1a méme démomstration, pour

1
Py remplacé par une courbe projective lisse irréductible quelconque,
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Démonstration. Nous allons jdentifier ,pour la démonstration, le
faisceau QL(I) a QL (possible car on a pris k algébriquement clos).
On peut évidemment supposer X connexe, et p surjectif, donc plat, &

fibres de dimension n-1, Désignons par

2
& € H (X’QL)

la premiére classe de Chern de Soit

%)y

v u-—-~—-—>IP1

1'inclusion d'un ouvert de lissité de p . Par 5.6,8,1 et.5,2.6, les flaches
de cup~produit

g; : v*Rp-l"lp*QL ey v*Rn'1+lp*QL

sont des isomorphismes, pour i = 1, de sorte que, en appliquant le foncteur

Vg s on trouve des isomorphismes (compte tenu de 5.6.8.2) pour i=2

i -1-i ~ -1+
(5.6.8.3) g ¢ R ' oy —=—> & ' 19*% J
et, pour i = 1, un isomorphisme

. =2 ~ n
(5.6.8.4) By ¢ R TpyQ > vvRRp Q.
Cette dernidre fl2che se factorise en
gx fléche

- d'adjonction

(5.6.8.5  ®Zp0, %0, LBV,
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de sorte qu’on a une décomposition canonique
+ind
(5.6.8.6) K@, <—=—— R"%p.q, @ Local®e,

ol 1'on a posé

n n n
(5.6.8.7) Local @ = Rer(R p,Q —> v v*Rp, Q) .

On remarque que le faisceau LocaanL est concentré aux points deilP1

ot 1a fibre de p n'est pas lisse, de sorte que, compte tenu encore de

(5.6.8.3), on trouve

1 w

5.6.8.8) W', " e) —=— W) sz

Démontrons maintenant la dégénérescence, Compte tenu de ce que
Eg’q = 0 sauf pour p = 0, 1,2, il suffit de prouver que les opérations

{-1

d, : H( IPl,Rip*QL) — w?( P, RY sl )

2

sont nulles, Pour ¢ S n -~ 1, posons

. pPsdy n-q  .p,q p,2n-4
(5.6.8.9) Pr1m(E2 ) Ker(gx : Ez’ e Ez’ ) .

Gréce 2 (5,6.8.3) et (5.6,8,6), impliquant 1'injectivité de

L. HP( ml,xn'zp*%) — HP( 1?1, Rlp*QL), pour 4 £n-~1, ona

2
1+E +E +. 4
(5.6.8.10) E5'¢ <-5‘-'~“§-l(--—- Prim (£)°%) @ Prim(Eg’q-z) ® Pﬁm(gg,q-lr) ]
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Pour voir qu'on a

p,q
4

=0 pour q<n-~-1

remarquons simplement que le diagramme commutatif

% O

. Pt P, 2n~-q
Pmm(E2 ) E 2
Ps9q Ps2n-q
4 4
n-1-(g-1)
gP12,9-1 E52( . Ep+2, 2n-g-1
2 ~ 2

(1a flache du bas étant un isomorphisme grace 2 (5.6.8,8)), entratne
que dg’q tue Prim(Eg’q) pour ¢ £ n - 1, et donc, par (5,6.8.10), que
d2 tue Eg’q pour ¢ s n - 1, Par (5.6,8,3), ceci implique aussi que d

tue Eg’q pour ¢ 2 n + 1, Donc ilreste 2 prouver que l'homomorphisme

XVIIT

2

apm Eg’" —_— Ei’“'l
est nul, ou, ce qui revient au mEme, que
(5.6.8.12) dim 8577 < ggn g2t
Nous avons déja démontré qu'on a
(5.6.8.13) dim Eg’q = dim Eg’q pour {p,q) # (O,n), (2,n-1)

et, pour une ralson de degrés,

(5.6,8.14) Eg’q = EE:Q pour tout couple (p,q)
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Par(5.6.8.14), on a

b, (X) = dim Hi(X,QL) =3 dim z‘;’q
ptq=i
et, compte tenu de (5.6.8,13), on a
(5.6.8.15) b . (X) = dim E&™ ! 4 aim 2 ™2 4 dim2?™3
n-1 2 2 2
et
o qi Ol . I,n . 2,n~1
(5.6,8,16) brﬂ-l(X) dim E2 + dim E?_ + dim E3

Par la dualité de Poincaré, on a

= {
(5.6.8.17) b &) =b & .

Remarquons d'abord que, par (5,6.8.8), on a

I,n dim El,n-z

dim EZ 2

]

3

XVIII

de sorte que (par 5,6.8,17) la démonstration de (5.6.8.12) est terminée

une fois connue

(5.6.8.18) dim Eg’“":}‘ = dim Eg’“ﬂ
(5.6.8.19) dim Eg’““l = dim Eg’““l

Or, ces deux formules résultent de (5,6.8,2) et 1la dualité de Poincaré

pour les fibres lisses de p, compte tenu du lemme suivant, appliqué é]Pl

et aux faisceaux Rn-3p*QL et Rﬂ"lp*QL .
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Lemme 5.6.9. (cf, SGA 51 § 5 et SGA 4 XVIII ). Soit D une courbe

propre, lisse et connexe sur un corps k alegébriquement clos, Désignons

pat 1 : ~—> D 1l'inclusion du point générique, et par F un Q%afaisceau

constructible sur D tel que F ~=—> { i¥F . Alors

1 0,n = 10,51 ,
v
o F Ai*((i%F)\’).

Corollaire 5.6,10, (Utilise Picard-Lefschetz), Soit p : X —u ! la

“"fibration" provenant d'un pinceau de Lefschetz, et supposons que les

fibres lisses satisfont 3 1a condition (LV), Alors

i T o i Loy
(5.6,10,1) H (Xﬂ’QL) = Im (H (X’QL) — H (Xn’QL)) .
Démonstration, Par 5.3.4. (qui utilise la formule de Picard-Lefschetz),
5.6.8 s'applique, et donne
i mo_ i,
H (Xn,Q&) = 1Image H (X,QL) .
I1 reste & voir que Hi(X,Q&} et Hi(ngL) ont la méme image dans HI(XE’Q£)‘

Or, cecl est vrai pour isn-l par 5.1.6, et pour izn par 5,2.5,

Passons maintenant au calcul le plus important :

Théoréme 5.7. Sous les hypothdses de 5.6, posant

En-z(A,Qc(j)) = orthogonal dans Hn-z(A,QL(j)) de 1'image de Hn“Z(X,QL(j))

(partie "évanescente" de la cohomologie de A, c¢f, 5.4.4), on a une

décomposition en somme directe (cf, 4.2)

1,n=l_/ 1.1 -n-l ) -2
(5.7.1) B, i @R 0,0)) €= Prin(X,Q) ©ET(5,Q,(-1)) .
R4, g%
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Démonstration, FPar dégénéres-ence on a

1,n-1 . .l _n. 2.n,
E,’ £~ P H (x,%)/ e .f’(, .

On a par (A) :

5.7.2) ¥ EE,Q) = Ker (v i WEK,Q) —> W09

(par 5.1.2) =+ xom: (W(K,0,) & K72 (a,q,(-1) FHRE> vz q,))

Par (LV), k¥ se récrit encore

ne2 m¥Hm¥L+h,,
(5.7.3)  Prim"(X, e, ) @ 12 (x Q{,(-l)) @ H (A,Q (-1)) ————> 8" (%= ,Q )
et la fléche du milieu

(5.7.4) H“'z(x,c%(-l)) ~L H“(x-ﬁ,%)

est un isomorphisme (cf. 5,2.3 et (5.2.2,3)), de sorte que, désignant par
n PR ¢
(5.7.5) @ 3 (X’QL) > Prim (X,Q&)

la projection sur la partie primitive, on a

(5.7.6) F Hn(i,QL) — oS> Prim(X, Q,) o u?

(8,9,(-1)) .
@ £45(=g,2%)

Par (5.6.2.2) et dégénérescence, on a

2 N ~ pl,n=2 n-2 -
(5.7.7) F°H (X’QL) = E, x ,Q&( -1}) .
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D'autre part, 1'inclusion de FZHN(i',QL) = §o?

n o~
(X'n’QL(-l)) dans H (X’QL)
est par la fldche k, de Gysin, ( En toute riqueur, la fléche de Gysin

n'est définie que comme une fl2che

i.2 i -
H (xn,%)) —>H (xxkk(n),%) .
mais compte tenu de ce qu'on a un isomorphisme canonique (SGA 4 XII 5.4)

pour tout corps Kfk algébriquement clos
wx,e) ——> g Ke) |,
*k £
nous espérons que le lecteur nous permettra de tels abus,) D'apres (5.1,3),

la fléche de Gysin s'exprime per

m,, P(~h%)

n=2,. n n-2
H (Xn,(%&(-l)) — (X,Q&) ®H (A,QL(-I)) .

(5.7.8)

Par Lefschetz faible,

my B2 00, @, (1)) = mymt WO

n-2
" A (X,QL(-I)) = L (X,QL(-I))

est l'orthogonal de la partie primitive, de sorte qu'on a le diagramme

commutatif

20,3 I 1.0,
F°H (X,Q{’) FH (X,Q&)

§

(5.7.9) { Kk, @f*@_g*ie:~

0 @ h* n-2

n-2 N
H (x',a,QL(—l)) Prim(X,Q&)Q H (A,QL(-I);

ce qui donne bien (5,7.1), cqfd.
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Remarque 5,7.10, Dans 5,7, 1'hypothese (A) peut-8tre remplacée par celle,

plus faible, que pour q = n, les fléches

(5.7.11) 1®,q) ——> w°@,z%,0,)
et

9.5 9
(5.7.12) H (x,%) —>H (Xn’QL)

alent méme noyau, comme le montre notre démonstration. En 1'absence

de cette condition, la conclusion peut tomber en défaut, cf, 5.9.

5.8, L'homomorphisme de Griffiths,

5,8.,1, Soit f: T —> § un morphisme de schémas, La suite spectrale

de Leray définit une filtration (F') sur les H'(T,QL(j)). On définit

(5.8.1.1) Prim’(1/5,Q,(§)) = Flﬁ’(T,QL(j)).

€race au fait que la suite spectrale de Leray est contenu dans le

"premier quadrant, on a

(5.8.1.2) g0 5 g0

de sorte que

(5.8.1.3) Prim’(T/5,Q, (}) = Ker (H'(T,Q,(})) —> HO(5,R"£,Q,(§)) .

S’QL

Pour la m@me raison, on a

(5.8.1.4) glee ;-—-)*a;" )
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Le composé

(5.8.1.5) Prin'(1/5,(1)) = Fal(1,0,(1)) —> gr'u'(1,q,(3) = 521
FJ/
1, pi-1 1,i-1
H™(S5,R (1)) =g
Re, QI 2
sera dénoté
i, . log -1 .
(5.8.1,6) U s Prim(T,, @, (3)) ——> H(S,R" T£,Q,(5)) .

5.8.2. Soit maintenant X projective, lisse, et irréductible, D = {H,r]
un pinceau d'hyperplansdont 1'élément générique et 1'axe coupent trans-

1

P v P .
versalement X, Désignons par U =3 1P" un ouvert de lissité non vide

de la projection p : X -—>IP1 et soit i‘U = Xx

el

(5.8.2,1) X 0 plu

IPIU . On a le diagramme

commnutatif

X «—% Ry

H <«
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Le morphisme p{U : E‘U -——3> |} étant propre et lisse, on a, par le

théor2me de la spécialisation de la cchomologie (SGA 4 XVI 2.2)

(5.8.2.2) mm%i}u/u,%(j) =Ker(H'(§‘]U,‘QL(j))QH'(X-;],QL(j))) ,

donc, d'aprés (5,2.3,1), on a

Proposition 5.8.2,3. Sous les hypothdses (5.8.2), pour x € Rn(X,QL(j)),

on a l'équivalence

(5.8.2.4) x € Primn(X,QL(j)) ===> g#f*(x) € Primn()?lU/U,Q&(j)) .

Si de plus p vérifie 1'hypothese (A) de 5.3, on a

(5.8.2.5) = € Prin"(X,Q,(3)) <> £*G0 € Prin”®/ P10, () .

Démonstration,(5.8.2.4) est prouvé, Quant & (5.8,2.5), l'hypothése (&)
p¥F
implique que H°( ]Pl,Rnp*QL( 3 —=—> H°(U,v*R"0,Q,(3)), donc[£*(x)

est primitif rel, é]Pla] =3 g#f#(q) 1'est rel, 2 U ,

Définition 5.8.3. Dans la situation 5.8.2, 1l'homomorphisme composs

(5.8.3.1) Prin”(X,,(§)) — > Prin®(U/0,,(3))
Grif "

HI(U,v*Rn—lp*QL(j))

s'appelle 1'homomorphisme de Griffiths (pour X,relatif au pinceau donné DJ.
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Ajoutons au diasgramme (5.8,2,1) la famille constante au-dessus

de U,de fibre X

fxo|U
L F|U > XxU

¥
f
X p|U
P,
pt

—Y oy

(5.8,3.2)

Théoréme 5.8.4, Supposons que X vérifie (LV) (5,2,2), et que p vérifie

1'bypothese (A) (5.3), Alors pour tout U s ml, ouvert de ligsité # (

de p, 1l'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe", qui est, par

définition, le composé

(5.8.4.1) Prin”(%,@, (1) —Grif HI(U,v*Rn-lp*QL(j))
1 ~1
1 B (U,v¥R" p,Q, (3))

Hl(U,E

Py (@, (1)) ==

n-1

(expluymt (0,1 (X, @, (3)p

est injectif,
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Démonstration, Par (5.5.1), on a, au-dessus de'ml R

(5.8.4.2) o0, () = B la,e, (1)) o1 @ BV .0, (1)
B, p*LJ 3 &3 ]Pl p*L s

et au-dessus de U, on a

(5.8.4.3) v lo0 (1) = BTR,R () @ vt log (1),

ce qui permet de récrire (5,8.4,1) comme indiqué :

(5.8.4.4) Prim“(x,%(j)) S22 Hl(U,v*Rn-lp*Q&(j))

v ,e, )
p'aprés (5,7.1), la flache (qui n'est défini que grace i 1'hypothdse (A))
1 n-1

(5.8.4.5) u : Prin(X,Q,(j)) ——> H'@ 1" p,Q,)

est injective. La décomposition (5,8.4.2), compte tenu de ce que‘lP1

est simplement connexe, donne
(5.8.4.6) nel o) = atet e, G0

de sorte qu'on peut compléter (5,8.4.4) en un diagramme commutatif
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Prin’(x,q, (1)) Grif B (0, v 0,0, (1))

(5.8,4.7) u

v

o B0, (5)) i w0, v 0,0, ()

I1 suffit maintenant de voir que la fléche en bas est injective,ce
qui résulte du fait

-1 R o -1 .
(5.8.4,8) E" p*QL(J) 2 v*y*En p%QL(J)

par le lemme (bien connu !) suivant :

Lemme 3.5.5. Socient v : A —> B un morphisme de topos, et soit F un

faisceau sur A, Alors la fléche canonique

(5.8,5.1) Hl(B,\)%F) — K,
est injective.

Démonstration. Dans une suite spectrale du premier quadrant, on a

(5.8.5,2) E

Donc pour la suite spectrale de Leray

B’ = wP(,rY,F) = wPa,P)
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on a
(5.8.5.3) 00 = wevn =l =lete,n .
Prenant F = v¥E, E un faisceau sur B, on trouve

(5.8.5.4) 1 (8, v*E) > ula,viE) .

5.8.6. Soit L/k(w) une extension finie du corps des fonctions ration~

nelles sur IPI, et posons

(5,8.6,1) S = le normalisé de P' dans L .

Faisons le changement de base S --—>}Pl dans la situation (5,8,3.2)

(5.8.6.1 bis) ¥ <« S{‘S
/ }
X
]

]Pl i

©

Pour tout ouvert VE—Y—> 5 au-dessus duquel pg soit lisse, ou obtient

apr2s le changement de base V ——-t—> ! dans (5.8.3.2),
04" —~
—
(5.8.6,2) X Xy .
£ XPy
X Sxxv
P Py
A
]pl -—Tu oy s
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et on a encore (cf, (5.8,2.3))

* n , N
(5.8.6.3) (o £)* Prim (x,%(j)) c Prim (/g (i) ,
de sorte qu'on peut parler encore de 1'homomorphisme de Griffiths

Grif 1, .n-1 .
5.8.6.4 Prim" (X,Q, (§)) =——mie———> H (V,R Ggn .
( ) m ( QL j pv%ﬂz& j

Corollaire 5.8.7. Avec les notations précédentes, et sous les hypothéses

de 5,8.4, 1'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe", i.e. le

composé
(5.8.7.1)  Prin"(X,Q,(j)) Crif > Hl(V,Rn-lpv Q, (1))
*
1 n=l .
H(V,R g, ()
Py, i)

n-1

wl(v, (n wE pu(Q, (1)) =

(txp)* B (v,B""1(X,Q, (1))

est injectif.

Démonstration, Par le théordme de la spécialisation pour la cohomologie,
on a

m

-1 . _ n-1 .
R pV*QL(3)) = {(mw*R p*Q&(J)
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de sorte que par la décomposition (5.8,4.2), (5.8.7.1) se récrit bien

comme indiqué

Prin’(%,Q, (3)) —EE s v, w0, ()

B (v, (r % B0, (1))
I1 suffit donc de démontrer 1l'injectivité de
Prin’ (%, (§)) —————> K (V¢ ™ 570,90, (5))
pour Vc—-—-p-‘—-é S arbitrairement petit, On est ramené au cas

U -**-—\)——-9 ]]?1 un ouvert de lissité de p
“U
VvV ———————> U le normalisé de U dans L .

Du diagramme commutatif cartésien

C 193 g

= e I
=3
=]
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on conelut que

n-1 . n~-1
whTt E p§Q£(3) = MHV*E O*QL

de sorte que (5.8.7.3) se factorise

Prim’(X,Q, (j)) ——> ut(u,v* E“"lp*%(j))

5
Ty

1 -1
B (V,miv* BT 0,8, (3)) .
Or, il suffit, grace 3 (5.8.4), de vérifier que

mgt ¢ BN, B 0,0, () —> mH,mpve £ 0,0, ()

est injectif, Comme Ty : V —> U est fini et plat, la théorie de

~faisceau F sur U

la trace [8GA 4 XVII 6.2] nous fournit, pour tout Q£

(p.ex, F = y¥ En'lp*QL(j)) une application
er v, ) ——>H1(U,F(j))
Ty
qui vérifie
tr, o ™ = deg(ﬂu).id s

ce qui implique 1l'injectivité de H¥*(U,F) ——> H*(V,ngF), et achdve

la démonstration,
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5,9, Un exemple od 1'hypothése (A) n'est pas vérifiéé,

Soit X une surface quadratique lisse dans'PB. Alors X
vérifie (LV) (5.2.4)., Prenons un pinceau {(de Léfschetz, si 1'on veut)
d*hyperplang dont 1'élément générique et 1'axe coupent transversalement X ,
Alors (comme m'a fait observer Deligne) la projection p : X —pt ne
vérifie pas (A). En effet, Rzp*QL n'est pas constant, car les fibres
singuliéres sont des courbes coniques singulidres, donc sont réductibles,
et pour un pinceau de Lefschetz, sont chacun la réunion de deux droites
qui se coupent en un point {clest la définition d'un pinceau de Lefschetz

dans ce cas simple), Donc
dim ( e (fibre sing., @ i) =2
QL L
bien que
, 2 .
dim H™ (fibre lisse, Q,) )=1 .,
QL 4
De plus, 1a conclusion du théoréme 5.8.4 est ici fausse, Désignons par

E EJ un ouvert de lissité # @ de p . Comme les fibres de p

au~dessus de U sont des courbes lisses de genre zéro, on a
1 =
V¥R p*QL = 0
et donc

gl(n,v*alp*%) =0 ,
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de sorte que 1'homomorphieme de Griffiths

Grif

. 2 1 1
Prim (x,%) H™ (U, V¥R p*QL)

est nul, Mais sur une surface quadratique, on a

dim% ( Primz(X,QL) ) =1 .

On voit de mBme que la conclusion de 5,7 est ici en défaut,

6. Application de la théorie locale des cycles evanescents (Picard~Lefschetz).

Proposition 6,1, Désignons par Z une hypersurface dans 1l'espace projectif

T
Ek » ¥ 2 2, k étant un corps_algébriquement clos. Soit

1'inclusion d'une droite qui ne coupe Z qu'en son ouvert de lissité,

et le coupe transversalement., Choissisons un point géométrique 7 de

DO - Do N Z, et désignons par

mod ~
i (DO-D0 nz, 3

le quotient de nl(Do—Do NZ, 3 qui classifie les rev8tements &tales

de b -~ D N Z gqui sont modérément ramifiés en tout point de D, nz .,

Alors
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6.1,1, L'homomorphisme canonique

(6.1.1.1) im0, N 2,5 —> Mol BTz, )
k3

est surjectif,

6.1.2., Chaque choix d'un point géométrique ;; € Do NZ et d'un

Ychemin" dans Do entre x_ et a détermine un homomorphisme

(6.1.2.1) | Z, (1) ———> n‘{“’d

. (0 -D_ N Z,a)
L#car(k) ¢ 0

dont 1'image est "le" groupe d'inertie en ;0 . Prenant le composé

de ce morphisme et de io , on trouve un homomorphisme
#

(6.1,2.2) [T z (1) ———> ﬂ‘f"d(m‘-z) .
2#car(k)

Si Z est_irrédyctible, tous ces homomorphismes sont conjugués entre eux.

Démonstration, Désignons par T le sous~schéma de la grassmanniene formée

des droites dansIPr qui

(i) passent par a

(ii) ne coupent Z qu'en son ouvert de lissité, et l'y coupent
transverselement, par m son point générique, et par in : DT}-—aﬁWE®kk(n)
la droite correspondante (qui est donc une droite "joingnant 2 su paint générique
de]?; "), Choisissons aussi un point géométrique T su-dessus de 7, et

notons par Dﬁ la droite "géométrique" correspondante, Soit o le point T

correspondant 4 la droite donnée D, .

313



- 60 - XVIII

D'aprés (SGA 1, XIII 2.8), il existe un homomorphisme de
spécialisation (dépendant d'un chemin entre ﬁ et O dans T, donc défini

a conjugaison prés)

mod - % —> o mod -
(6.1.3) i (Da - Dﬁ Nz, a ————-> U (Do - DoﬂZ,a)

tel que l'on ait :
6.1,4, Les homomorphisme (6,1,2,1) de monodromie locale

TT z.,(1) ——> 1, (D -D 12,2
Ltcar(k) 4 1770 "o

s'obtiennent en prenant le composé de la flache de spécialisation (6,1.3)

avec les homomorphismes de monodromie locale pour Dﬁ N

d —.~ =0 mod -
(6.1.4.1) 'T z ) —s ™90 - 0 Z,a) —> ™D -D NZa) ;
L#car(k) t 1 nom 1 ° o

(6,1,5) le diagramme suivant est commutatif

et -2,
i

T

mod -
m (13n - Dn NZ,a) e
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Admettons ceci, et prouvons d'abord 6,1,1. Or, par la commutativité

de 6,1,5, 41 suffit de démontrer que 1'homomorphisme
i= 1 %0 - - 02,3 —> N2,
T 1L n mo 7 1 ’

est surjectif, et pour ceci il suffit de démontrer que 1'homomorphisme

analogue des mn immodérés
- r -
(6.1.6) iﬂ H ﬂl(Da - Dﬁ Nz,a) —> ﬂi@P - Z,a)

est surjectif, i,e, que pour tout revétement étale E —€>EF-Z, avec E

connexe {et donc irréductible,jwruz étant lisse, donc unibranche

(EGA IV 18.10.3)), son image réciproque B~ =E X (D~ = D~ 1 Z2) au-dessus
Ul ]Pr_uz n n

de Dﬁ - Dﬁ N Z reste géométriquement irréductible. Pour ceci, il suffit

d'utiliser la variante suivante du théoréme de Bertini (EGA V .,,.)

(pour la fléche composé E —> P wZ&~>1P", et s = 1)3

6.1.6,1, Théordme de Bertini : Soit k un corps, P = ;, et £: X —>P°

un morphisme non constant, ol X est un schéma algébrique géométriquement
irréductible, Pour chaque entier s < dim f(X), désignons par L, le
sous-espace linfaire générique de codimension s de ¥ . Alors

X, = f—l(Lt) est géométriquement irréductible,

Etablissons maintenant 6,1,2, D'aprés 6.1.4, et la commutativité de
(6.1.5), il suffit de démontrer que tous les homomorphismes de monodromie

locale (6,1.3) pour Da
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(6.1,7.1) I Z,(1) ———> “‘°d(n— D= N 2,3)
L#car(k) i

deviennent conjugués aprds la composition avec 1'homomorphisme

6.1.7.2) M= - b2 02D —> m

(b_~-D_N2za) .
n o m 7’
Pour prouver ceci, remarquons que pour tout K fini et galoisien sur k(m),

k(m < K< R(®, le schéma

def

Dg == Dy X ¥

est un rev@tement étale de Dﬂ , de sorte que DK - DK 1 Z est un revBtement
modéré de D_ ~ D N Z, d'od on déduit une action de ﬂmOd(D— -p NzZ,a)

il i 1 n il
sur le schéma DK N\ Z , Nous prenons K suffisament grand pour que tous

les points de DK N 2 soient K-rationnels, ceci étant possible car

par hypoth2se le schéma Dn N Z est étale sur kin),

I1 reste 2 dfmontrer que le groupe ﬂ (D ~D Nz,a) agit
de fagon transitive sur les points de DK N Z, pour établir la conjugaison

des homomorphismes composés d'inertie locale

mod

TT Z (1) > 1
L#car(k)

(D_-D_NZzZa
nomo

pour les divers points de Dy N Z, Or, 1'action sur DK NZ de
mod(Dn - Dﬂ i Z,;) se factorise par le quotient canonique

mOd(D -p N z,3) —> m(nm = Gal(/k(m)
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et 1'action de Gal(/k(n)) sur KK N Z est celle qui est compatible

avec 1'inclusion
C.......-......;r
D, N2 Iﬁ Xk K R

ot Gal{(/k{(m)) n'agit sur Ei X, K que via le deuxigme facteur, Ceci posé,
on voit que 1'énoncé voulu équivaut 3 ce que le schéma Dn NZn'aqu'un
point (i.e. que c'est le spectre d'un corps).Or, en termes terre 2 terre,
ceci n'est autre que le fait suivant (du style Bertini) (olt 1'on prend
pour Z une équation affine F = O, et on suppose que le point 2 est

l'origine) :

Feit 6.1,8, Soit k un corps algébriquement clos, r =2 2, et

F(Xl,...,Xr) € k[Xl,...,Xr] un polyndme irréductible, Alors le polynBme

G(T) = F (x1 TyoeusX, T) € k (Xl,...,Xr)[T]

est irréductible {en tant que polynBme en T 2 coefficients dans k(Xl,...,Xr).

Ceci termine la démonstration de 6,1.2, cqfd.

Remarque 6.1.9., Une autre méthode de démonstration de 6.1.2, valable
sous des conditions nettement plus généraleg, consisterait 2 s'assurer
simplement d'une compatibilité générale pour les "homomorphismes de
monodromie”, disant que les homomorphismes composés de 6.1.2 sont
conjugués de 1'homomorphisme de monodromie relatif au point générique

de Z (donc sont conjugués entre eux !),
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Corollaire 6,1,10, Soit X une variété projective, lisse et connexe

de dimension n sur un corps k algébriquement clos k, Supposons que

n = dim X soit pair, ou que card(k) # 2. Soit D un pinceau de Lefschetz

pour X, m son point générique, ﬁ un point géométrique asu~-dessus de 7 .

Alors la représentation naturelle de nl(D -pnN i, ﬁ) sur H“'l(xﬁ,qb)

. mod
se factorise par nlo

v
non triviale, alors DN X # @ et le groupe d'inertie en tout point

v —_
(b -DNX, . Si cette représentation est

w
de D N X agit non trivialement,

Démonstration. Si dim (§) < r-2, alor D N § est vide, et il n'y a rien
a4 prouver, compte tenu que']P1 est simplement connexe, Sinon, ; est

une hypersurface dans TP* (XV1I, 3.1.4), et,par 3,2,10 et XVII 3.5,
6.1.1 s'applique {prenant X pour Z, D pour DO). Le fait que 1'action

de m sur Hn°l(xa s Q&) soit modérée a été vue dans la théorie locale,

avec la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4) , rappelée plus bas,

Compte tenu du fait (nom triviall) que HTOd(D - DN g, ) est engendré

par les groupes d'inertie en les différents points de D X (SGA 1 XIII 2,1C),
on a la conclusion voulue, Nous allons utiliser le résultat précédent

pour étudier maintenant la condition (A) de (5,3.5). Rappelons d!abord

le résultat suivant (XV 3.4) , conséquence facile de la formule de

Picard-Lefschetz :
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Proposition 6.2, Soit X une varlété projective lisse et connexe de

dimension n sur le corps aloébriquement clos k, Désignons par D un

pinceau de Lefschetz, m son point générique, ﬁ un point géométrique

au~dessus de m . Alors le pinceau D satisfait 3 la condition (A}

\I
si et seulement si le groupe d'inertie en tout point de D N\ X agit

non trivialement sur Hnﬁl(xﬁ,QL)q

Théoréme 6.3, Sous les hypothéses de 6.2, on a :

(6,3.1) Si o= dim X est impair, la condition (A) est vérifiée pour

tout pinceau de Lefschetz pour X,

(6.3.2) Supposons que n = dim X soit pair, ou que car(k} £ 2, Alors

les conditions suivantessont équivalentes :

(i) D ne satisfait pas 3 la condition (A) (5.3.5)

- Y
(i1) ﬂl(D-D nx agit trivialement sur H' 1(X—,;-],QL), et DNX # @,

v
(1i1) Il existe un point de D N X dont le groupe d'inertie agit

. ne-1
trivialement sur H (XR,QL)e

v
{iv) Le faisceau Rn'lp*QL est un faisceau constant sur D et D NX

est non vide,

(v) Le faisceau Rnnlp*QL18 est un faisceau congtant sur U

(ol U est un ouvert non vide D au-dessus duquel p soit lisse), et

i mp——————

p n'est pas lisse.
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(6,3.3) Si de plus X satisfait 3 la condition (LV) (5,2.2), ces

conditions (i) -{v) sont aussi équivalentes 2 la condition :

(vi) la flache de restriction

n-1 nel
H (X,QL)—-**“}H (Xﬂ,QL)

est surijective (donc un isomorphisme par "le théordme de Lefschetz faible"),

Démonstration., L'assertion 6.3.1 résulte de XV 3.4,

Passons aux équivalences de 6.3.2 ; (i) <> (iii) par 6.2,
(ii) <= (iii) par 6.1.6, (ii) <=3 (v) par tautologie, et (iv) <=3 (v)
par 5,3,4, Enfin, si X satisfait & la condition (LV), 5.6.10 donne

1'équivalence (ii) <==> (vi), cqfd,

Remarque 6,3.4. On voit que la condition (A) ne dépend pas du choix du

pinceau de Lefschetz D, mais seulement de 1'immersion (de Lefschetz)

1 : X —>P" envisagée, C'est en effet clair par (6.3.1) si dim X

est impair, et si dim X est pair, la condition (A) signifie aussi que
le syste2me local sur P° - X formé des Hn—l(x N He, QL) est constant,
comme il résulte du critdre (ii), et du fait que le syst2me local envi-
sagé est modérément ramifié en le point générique de §

et de la surjectivité (6.1,2).

Corollaire 6.4, Sous les hypoth®ses de 6.2, supposons que n = dim X

est paire, ou que car(k) # 2 et que X satisfait 3 13 condition (LV).

Alors il existe un entier do tel que pour d 2 do’ tout pinceau de
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Lefschetz de sectionsde X par des hypersurfaces de degré d satisfait 3 la

condition (A).

Démonstration, D'aprds 1l'équivalence (1) <> (vi) de (6.3.2), il
suffit de voir que, désignant par Y(d) une section hypersurface lisse

de X de degré d, on a
(6.4.1) dim Hn-l(Y(d),QL) > 0 poOUr d =—3 @ .
En effet, on a le résultat précis suivant :

Lemme 6,4,2, Soit X une variété projective, lisse, et connexe de

dimension n 2 1 sur un corps algébriquement clos k, et désignons par

Y(d) une section hypersurface de degré d. Alors il existe un polynfme

£(T) € Z(T) tel que

(6.4,2.1) £(T) = deg(X) T" + un polyndme de degré s n-1

(6.4.2.2) pour d = 1, £(d) = dim H 1 (¥(d), Q) )

Démonstration. D'aprgs (XVII 5,7,5), désignant par C(X) la classe
de Chern totale de X, et par H la premidre classe de Chern d'un hyperplan,

on a la formule suivante pour la caractéristique d'Euler-Poincaré de Y(d)

d H.C(X) : :
(6.4.2.3)  x(¥(d) = | ———— = ; ortet et .
1+ dd i=1 )
X X
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On a, d'autre part, par dualité de Poincaré et Lefschetz faible
(6.4.2.4) x(¥(@) = (D)™ laim 1" (v(e) Q) + 2 PRI w1t x, ).
izl

Mettant ensemble (6.4,2.3) et (6,.4,2.4) donne le résultat voulu,

6.5, Un rappel sur la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4).

Soient S le spectre d'un anneau de valuation hensélien strict
7 son point générique, a un point géométrique

au-dessus de 1, et s son point fermé, Soit
p s X~~————>S5

un morphisme propre, avec X un schéma régulier connexe de dimension n,
tel que p est lisse en dehors d'un point x, point qui se trouve dans
la fibre spéciale, et qui est une singularité quadratique ordinaire
de la fibre spéciale,
Désignons par I le groupe d'inertie de S en s, On sait
(XV 3.4) que I agit trivialement sur Hi(xﬁ’QL) pour i # n-l,

et que son action sur l-In"1 (XE’Q&) est donnée par les formules suivantes :

6.5.1. 8i n = 2m+l, alors I agit & travers un quotient isomorphe 2

Z /2Z (NB, si car.k # 2, il y a un seul tel guotient). Il existe un

n=1

élément § € H (xﬁ’QL( m )), uniquement déterminé au signe prés, qui

s'appelle le cycle évanescent en le point s, tel qu'on ait
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m 2n-2 ~
(6,5.1.1) 5.5=(~1) 2 dans H (xﬁ,oz&(n-z)) e
(6,5.2.2) 1'élément non trivial o de Z /2Z agit sur Hi(Xﬁ,QL) par
la symétrie

g x= x - (-1)T(x8)8

{1'é1ément x .6 est dans Hzn_z(x-ﬁ,QL( m) Qz(-—m), done le

produit (x,8)% définit un &lément de Bnd(X—ﬁ,QX/)J

6,5.2, 81 n=2m+ 2, alors 1 agit & travers son quotient canonique

n~-1

Eé(l). 11 existe un élément & € H (Xﬁ’QL(m) , élément canoniquement

déterminé au signe prés et qui s'appelle le cycle évamescent en le point s,

tel que 0 € ZL(D agit sur ¥ € Hn-l(X-ﬁ,QL) par la transvection

(6.5.2.1) a(x) = x - (-1)" 0.(x.8)8

2n-2

[Le produit x,, est dans H (XT]’QL(m) = Qz(-—md), done son

produit par o € ZL(I) définit un élément 0,(x.8) € QL('m) , et cet

n-1

élément, multiplié par 5 ¢ H (X?\’QL(m) donne 1'élément

n-1
0.(x.8)8 € H (Xﬁ’%)']

Reprenons le cas global :

Théoréme 6,6. Soit X une variété projective lisse et connexe de dimension

n sur un corps algébriquement clos k, On suppose n pair ou car k # 2,

Soient D un pinceau de Lefschetz pour X, 7 son point générique, 7‘\ un
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v
point géométrique au-dessus de 7, et S15eeesSy les points de D N X,

Choisissons par chaque i un isomorphisme Li entre n et le point

générique géométrique de si = le hensélisé strict de D en s de

i »

s . n-1 . :
sorte que le groupe I, d'inertie de 61 en Si agit sur H (Xn’QL(J))

et définit le cycle évanescent (6.5) en s

1
- 1 5 n inpair
5, € X, q (), m = 2

n . :
- -1 8i n pair .

mod

Vo
On suppose les Li choisis de telle facon que les If: = ﬂi (p-D N X,7)

engendrent topologiquement le groupe ﬂl {ce qui est possible, en vertu

de SGA 1 XIIT 2.10), Ceci posé, on a :

6.6,1, B5i X satisfait 3 la condition (LV), 1l'espace de cohomologie

évanescente En_l(Xﬁ,QL(m) ( i 1'orthogonal de Hnnl(X,QL(m)) dans

Hn~1(Xﬁ,QL(m), cf. 5.4.4) est engendré par les cycles gvanescents
33

y 1%l,...,N

i

6.6.2, Les cycles évanescents 61 sont conjugués, au signe prés, sous

v
le groupe de monodromie globale ﬂi(D - D NX.

Démonstration, Pour prouver 6.6.1, notons que, par la formule de

v
Picard-Lefschetz 6.5, on a, posant 1 = 1, (D - D N X), et grice au

1
fait que les Ii engendrent T ;
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]

(6.6.3) H“'l(x—,q (™ 1'orthogonal dans Hn‘l(x-,Q (m})
L n L
du sous-espace engendré par les 61 .

Par 5,6,10, on a

[

(6.6.4) Hn-l(X;-},Q&(m)YT m(an“l(x,%(i))) ,

de sorte que prenant les orthogonaux des deux membres de (6.6.3), on
trouve 6,6.1,

Pour prouver 6,.,6,2, on remarque simplement que le cycle
évanescent 51 est déterminé au signe prés, par la représentation du

groupe d'inertie en s, , Donc on n'a qu'a appliquer 6,1.,2, qui donne

i

la conjugaison dans od gt

1 - X,m) des homomorphismes d'inertie composés

z (1) —> n (D—an ™

T{mod
1

vy VMo
(¥ -X,mw .
Ceci donne la conjugaison (3 signe prés) des cycles évanescents qu'ils
Vo
déterminent, par des éléments de TT (]P - X, 1), et la démonstration

s'achdve par 6.1.1, qui donne la surjectivité de

mod (

u D-Dﬂx)-—---—->n (IP-X) .
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Corollaire 6.7. Sous les hypothéses de 6.6, supposons que X satisfait

a2 la condition (LV), Alors :

v
6,7.1, La représentation de ﬂi(D - DNX) sur En'l(x??QL) est absolument

irréductible,
V4
6,7.2, B8i n est pair, tout sous-groupe d'indice fini dans ﬂi(D -DNX)

agit de facon absolument irréductible sur En-l(Xﬁ,QL).

Démonstration, On peut évidemment remplacer le module envisagé par le

tordu E = En_l(XE,QL(m). Soit E = E ® ﬁz'et soit  un élément # 0 de E.

Q
L
Pour démontrer 6.7,1, il faut prouver que le sous Q& ~vectoriel de E

engendré par Y et ses conjugués sous T est E tout entier. D'apr2s 6.6.1
et 6.6.2, {1 suffit de prouver que ce sous-module contient un des cycles
évanescents éi . Mais comme ¥ satisfait (LV), la restriction de la

N Hn—l

forme de cup-produit i (X,Q&(m))c;——- Hn-I(Xﬁ,QL(m)) est non

dégénérée, donc aussi la restriction i 1'orthogonal En'l(XE,QL(m)), donc

en vertu de (6.6,1) il existe au moins une valeur de i telle que llon ait :

x.By $#0
Pour cet i, il existe par 6.5 un élément o du groupe d'inertie en 8y
tel que
(6.7.3) 0;{(x) - x = un multiple non nul de 8y »

ce qui ach2ve la démonstration de 6.7.1.
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Quant & 6,7.2, on a n=1 impair, donc 6.8 = 0, et pour toute puissance

k.,iéme de ¢, on a, en itérant 6.5.2,

i
(6.7.4) Ky = X +ko,(x.8,) 6
v i i vi i *

Donc un sous QL—module M de E est stable sous l'action de 11 si et seulement
il 1'est sous un sous~groupe d'indice fini, car les deux conditions

équivalent & la condition

x €M ===>1V tel que le cup-produit ¥.5 # 0, alors &, € M.

Donc on est ramené A 1'énoncé 6.7.1 déja prouvé,
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SGA 7
Exposé XIX

Le théoréme de Noether

par P, Deligne
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1. Enoncé des théorémes 1
2, Complément a XVIII 4
3. Preuve de 1.3 5
4, Deuxiéme complément & XVIII 8
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1. Enoncé des théorémes

Le présent exposé est une mise au golt du jour de la démonstration de

Lefschetz [3] page 108 du théorzme de Noether (1.2) ci-dessous,

1.1 Soit k wun corps algébriquement clos de caractéristique p

Soient d 21 et a-= (ai)1< i =q une suite d'entiers =21 . Une intersection com-
N . . . . . : . n+d

pléte V de dimension n et de multidegré a dans l'espace projectif P sur

k sera dite générique si, sur une extension de k , elle est projectivement

isomorphe & une intersection compliate définie par des équations dont les coefficients

sont algébriquement indépendants sur le corps premier, Dans ce qui suit et sauf

mention expresse du contraire, on suppose que d =1 et que a; 22

PR . 2+d R . N PR
Théoréme 1.2 Soit V CTP une surface intersection compléte générique de

multidegré a . On suppose que a ¥ (2), (3), (2, 2) . Alors, toute courbe (réduite)

tracée sur V est l'intersection (schématique) de V et d'une hypersurface de

P2+d .

Montrons que le théoréme résulte de son corollaire
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(1.2.1) pic (P*TH =z

—m> Pic(V)

Si € est une courbe tracée sur V , (1.2.1) implique que &) ~ G(n)
pour n convenable; si H est une section hyperplane, n = (Il ai)_l.(C, H) >0 ,
Il reste a prouver que le systéme linéaire induit sur V par ln Hl est complet,
Ecrivons V comme intersection d'hypersurfaces Hi de degré a; et soit
Vi = Hln N Hi . On vérifie par récurrence sur 1 que le systéme linéaire induit

par In H* sur Vi est complet: dans la suite exacte

0 o 1
BV, 8n)) —>H(V, ;, &) —>H (V,, &n - a; 1))
le dernier groupe est nul (FAC) .
P . 2n+d . : N : . .
Théoréme 1,3 Soit V CIP une intersection compléte de dimension paire

2n # 0 et de multidegré a générique. On suppose vérifiée 1'une des conditions

suivantes

(a) k n'est pas de caractéristique 2 , et (2Zn; a) est distinct de (2n; 2J,

(2n; 2, 23, (2; 3

(b) le nombre de Hodge 120 est non nul, i,e. Z (ai—l) > 2n

Alors, toute classe de cohomologie algébrique dans Hzn(v, Q{fn))

. : n ; PRI
est un multiple rationnel de la classe 1 des sections linéaires.

Déduisons 1.2.1 de 1.3, Lescas d'exceptions dans 1.2 sont exactement ceux
pour lesquels Z(di -1) €2 ; on peut donc appliquer 1.3 (b) & la surface V de
1.2, On sait que PicT(V) =0 (XI 1.8); donc que Pic(V) s'injecte dans
HZ(V, QL(I)) . D'aprés 1.3, tout &lément de Pic(V) est un multiple rationnel de la

classe m de ®&1) , et on conclut par (XI 1.8).

Il est clair que la validité de 1.2 et 1,3 ne dépend pas de 1'intersection

compléte générique choisie, mais seulement de p,n et a .
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Théoréme 1,4, Soit X CT wune variété projective lisge purement de dimension

o
2n + 1 sur k . Soit 4 CP un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de

X . Pour k de caractéristique 2, on suppose que 4 est méme un pinceau de Lefschetz

générique,

On suppose que X vérifie (LV) (XVIIT 5.2.2).

Soit V la section hyperplane générique dans le pinceau 4 . L'une des

deux conditions suivantes est vérifiée,

(a) Aucune classe de cohomologie # 0 dans la partie évanescente Ev(V, Q&(n)) du

groupe de cohomologie Hzn(V, Q&(n)) n'est algébrique.

(b) Les classes de cohomologie algébrique engendrent Ev(V, QL(n))

Précisons le sens du mot générique dans 1.4,
(a) Soit G la grassmanienne des droites de l'espace projectif P dual de P
Appelons 'point géométrique" de G un morphisme du spectre d'un corps algébrique-
ment clos dans G .
Tout point géométrique s > G définit un pinceau de sections hyperplanes 4 de la
variété déduite de X par extension des scalaires de k & k(s) ., On dit que <&

est générique si s est localisé au point générique de G

v
(b) Soit 4 un pinceau de sections hyperplanes (une droite de T ). Tout point
géométrique s =» 4 Jdéfinit une section hyperplane de la variété déduite de X par
extension des scalaires de k & k(5) . On dit qu'elle est générique si s est

localisé au point générique de 4

Soient s comme ci-dessus, d'image dans 4 le point générique s et
§ ©4 1l'ensemble fini des points de 4 donnant lieu & une section hyperplane
singuliére., Le groupe de monodromie ﬂl(& -8, 8) , quotient de Gal(k(s)/k(s)) ,
agit sur Ev(V, Qa(n)) . Si k n'est pas de caractéristique 2, cette action est
irréductible (XVIII 6.7); au n° 2 ci-dessous, on montrera que ce résultat reste
valable sans hypothése de caractéristique pour un pinceau générique. Le sous-espace
de Ev(v, Q%(n)) engendré par les classes de cohomologie algébrique est stable sous

le groupe de monodromie (i.e. sous Galois); c'est domc tout ou rien, ce qui prouve 1.4,
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Corollaire 1,5 Soit vV CF une intersection compléte de dimension paire Zn

et de multidegré a générique, On a soit

(a) Toute classe de cohomologie algébrique dans Hzn(V, QL(n)) est multiple rationmel

de n .

2
(b) B(v, Q&(n)) est engendré par des classes de cohomologie algébrique.

Si (b) est vérifié, pour toute intersection compléte de dimension 2n et

multidegré a sur un corps algébriquement clos de caractéristique p , Hzn(v, Q&(n))

est engendré par les classes algébriques.

On applique 1.4 pour X wune intersection complate de dimension 2n+l et
de multidegré (al"'ad-l) générique et powr £ un pinceau générique de sections de

X par des hypersurfaces de degré a (cf. XVII 2.4), En fait, on pourrait aussi

d
prendre X de multidegré (al...ad) et 4 un pinceau générique de sections hyper-
planes, La remarque finale résulte de ce qu'une classe de cohomologie algébrique reste

algébrique par spécialisation,

2. Complément & XVIII

Proposition 2.1 Soient X CIP une variété projective lisse purement de dimension

4
paire 2n sur un corps algébrigquement clos k , et 4 C® un pinceau de Lefschetz

générique de sections hyperplanes de X . Soient s un point géométrique de 1,

Hs la section hyperplane correspondante, § © { 1'ensemble des valeurs exception-

nelles du pinceau et ﬂi(& - 8, 8) le groupe de monodromie.

On suppose que X vérifie (LV)

Alors, la représentation de ﬂi(& - 8, 8) sur la cohomologie évanescente

Ev(HS, QL) CZHZD(HS, QL) est absolument irréductible,

Rappelons que EV(HS, QL) est l'orthogonal de 1l'image de Hzn(X, Q&)

2
dans H n(Hs Q£) , image égale au sous-groupe des invariants sous le groupe de
3

monodromie (XVIII 5.6.10),
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La droite projective 'Pl est simplement connexe,K Le groupe ni(L -8, s)
est donc (topologiquement) engendré par les sous-groupes d'inertie en les points de
S - et leurs conjugués, Son image dans GL(Hn(HS, QL)) est donc (topologiquement)
engendrée par les x —>x - (~1)™(x &8 , pour O conjugué 3 un cycle évanescent,
L'image de Hzn(X, QL) dans Hzn(HS’ Q&) est donc l'orthogonal du sous-espace en-
gendré par les cycles évanescents et leur conjugués: EV(HS, QL) est engendré par

les cycles évanescents et leur conjugués.

P

Pour un pinceau de Lefschetz générique , les arguments du n° 6 de XVIII
montrent encore que les cycles évanescents & relatifs aux différents points de S

sont conjugués entre eux,

Soit V CZEV(HS, QL) un sous~espace invariant # 0 . Il existe un conjugué
5 d'un cycle évanescent et v €V tels que (v, 8) # 0 (clest ici qu'on utilise
(LV)), Puisque v - (<1)™(v 8)8 €V , ona 6 €V . Le sous-espace V , contenant

un cycle évanescent (et tous ses conjugués) coincide avec EV(HS, QL)

Cet argument reste valable aprés extension du corps de coefficients QL s

d'olt 1'absclue irréductibilité,

Remarque 2.2 Lorsqu'on omet 1'hypotheése (LV) , les arguments qui précédent

. . 2n
prouvent encore que tout sous-espace invariant de H™ (

H, Q&) contient EV(HS, QL)
ou est contenu dans 1'image de HZH(X, QL) . Le méme résultat vaut pour X de

dimension paire (et tout pinceau de Lefschetz).

3. Preuve de 1,3

3.1 I1 s'agit de prouver que, sous les hypotheses du théor2me, 1.5 (b) n'est pas
s g N 0,2n L s 0,2n
vérifié, Le cas ot h # 0 sera traité par Katz en XXI 4,1 (la condition h #0
équivaut a Z d; - (2n+r +1) 20 , ce nombre étant l'entier m tel que
2 .
00 6(m) ). Les résultats du présent exposé ne servirons plus dans la suite de

v

séminaire, de sorte qu'il n'y a pas de cercle vicieux.
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3.2 Lorsque k = I , on démontre 1.3 en notant que si 1.5 (b) est vérifié, la
cohomologie de V est purement de type (n,n) , la cohomologie algébrique étant de type
(n,n) . Ceci n'est le cas que dans les cas exceptiounels exclus de 1.3 (XI 2.9). Par

le principe de Lefschetz, 1.3 est donc vrai en caractérisitque O .

Proposition 3.3 Plagcons-nous sous les hypotheéses de 1.4, et supposons (b) vérifié.

Soit Ev(V, @) le {-sous-espace vectoriel de Ev(V, Q{ﬂn)) engendré par les classes

de cohomologie glgébrique.

(a) On a Ev(V, @) ® @ ——>Ev(V, Q;(n)) . Sur Ev(V, @) , la forme d'inter-

section est rationnelle définie, de signe -n"

(b) Les cycles évanescents et leur conjugués sont dans Ev(V, @) ; ils y forment

un systéme de racine irréductible de type A, D ou E

(c) Le groupe de monodromie (image de ﬂi(L - §, s) dans GL(Ev(V, ®)) ) est fini;

c'est le groupe de Weil du syst2me de racines (b) .

Sauf le caractdre défini de la forme d'intersection, (a) résulte de ce que la
forme d'intersection est non dégénérée sur Ev(V, Q,(n)) (par (LV)) et rationnelle

sur Ev(V, @) .

La condition 1.4 (b) équivaut a dire qu'il existe sur V des cycles al-
gébriques modulo équivalence numérique non invariants par la monodromie, Cette con-
dition est donc indépendante de 4 , Soit x un tel cycle algébrique, et 8 1le
cycle évanescent relatif 2 Sy €S et a un chemin ch de s (définissant V) a
s, . Pour ch convenable, x 8 # 0 . Le transformé galoisien O{x) = x= (1™ (x8) &

de x est encore algébrique; (x8)3 est donc algébrique, image d'un cycle y in-

dépendant de 4 ., Le nombre rationnel -0y, v = (x6)2 est donc indépendant de
2

£ ; c'est un carré dans tous les corps QL , done un carré, et + (x, &) est dans
@ et indépendant de 4 . Ceci montre non seulement que & € Ev{V, @) , mais encore
que le cycle algébrique modulo équivalence numérique + & = (0(x) -x)/(x, 8) , est

indépendant de 4
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Un cycle algébrique sur une variété V est toujours défini sur une exten-
sion finie de tout corps de définition de V ., Il en résulte que ﬂi(% -5, s)
agit sur Ev(V, @) via un groupe fini. Ce groupe est engendré par les réflexions
associées aux cycles évanescents & et leur conjugués (XVIII 6.6.1 et n° 2), Les &
et leur conjugués forment donc un systime de racines de groupe de Weil le groupe de
monodromie, De plus, toutes les racines de ce systéme de racines sont conjuguées sous

le groupe de Weil: il est de type A, D ou E .

La forme d'intersection est, A un facteur prés, l'unique forme invariante

sous le groupe de Weil, Elle est donc définie, Son signe se détermine en calculant

(s, 8 = (-2 .

Proposition 3.4 Si k =& , et sous les hypothéses de 1.4, les conditions suivantes

sont équivalentes

(i) 1le groupe de monodromie est fini;

(ii) la cohomologie évanescente Ev(V) est purement de type (n, n)

Soit § —> 14 1le fibré de fibres les sections hyperplanes appartenant au
pinceau 4 , et Ve la fibre en s € L&) . Les Ev(VS) forment une variation al-
gébrique de structures de Hodge sur 4 . D'aprés le théorgme de la partie fixe [2]
4.1.2 appliqué 2 un revétement fini de 4 (cf. [214.1.3.3), (i) implique que la
structure de Hodge des EV(VS) est localement constante, Le groupe de monodromie
agit donc¢ par automorphismes de la structure de Hodge, Pour T wune transformation

de Picard-Lefschetz, Im(T-1) est une sous-structure de Hodge de rang un, donc de

type {n, n) , engendrée par un cycle évanescent & . Les cycles évanescents étant
de type (n, n) , Ev(Vs) tout entier 1'est,
Réciproquement, si Ev(V) est purement de type (n, n) , la forme

d'intersection sur Ev(V) est définie et le groupe de monodromie fini (cf, [2]

4.1.3.3),
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Remarque 3,5 Si les conditions équivalentes de 3,3 sont vérifiées, on voit comme
en 3.3 que les cycles évanescents (et leurs conjugués) forment un systéme de racines

de type A, D ou E dont le groupe de monodromie est le groupe de Weil.

3.6, Prouvons 1.3 pour k de caractéristique finie # 2 ., Soient § = Spec(V)

le spectre d'un anneau de valuation discréte d'inégale caractéristique de corps

résiduel k , et X CJP§n+d une intersection compléte de dimension relative 2n+l
et de multidegré (al...ad_l) sur S . Soit 4 un pinceau de Lefschetz de sections

hypersurfaces de degré a;, de X (en fibre spéciale, &g est un pinceau de Lef-

schetz pour X_ ). Soit £ :X —>1 ﬁ]?é le fibré de fibres les sections du pinceau.
Le lieu exceptionnel T C 4 est étale sur S (XVII 6; on utilise ici que p # 2 ).

Le faisceau Rznf* QL est localement constant sur 4 - T ; il est donc modérément
ramifié et sa monodromie est la méme en caractéristique p et en caractéristique O.
Si 1.5 (b) est vérifié, on déduit donc de 3.3 (c¢) et 3.4 que le groupe de cohomologie
HZH(V) des intersections complétes complexes de dimension 2n et multidegré a

est purement de type (n, n) , ce qui n'arrive que dans les cas exclus par 1,3

(X1 2,9,

4, Deuxiéme complément & XVIII

Dans ce numéro, nous travaillons sur & et en cohomologie entiere (trans-
cendante), Nous reprenons, avec des méthodes plus proches de celles de Lefschetz,
certains des résultats de XVIII. Dans XVIII, ils n'étaient prouvés qu'aprés tensori-

sation avec § (on plutdt QL , ce qui revient au méme).

4,1 Soient X CTP une variété projective complexe lisse purement de dimension
n+1 et 4 un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X , d'axe A

On désigne aussi par 4 1'espace des paramétres du pinceau, isomorphe 2 El

Soit § ©4 1l'ensemble des valeurs exceptionnelles, Pour s €4 , on notera H_

la section hyperplane correspondante de X (de dimension n).
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Soit T(A) un voisinage tubulaire fermé de A NX dans X , de bord

transverse A tous les Hs .

Soient O, ® deux points dans 4 - S , et soit Q un difféomorphisme
orienté de 4 - S vers El(G) envoyant 0 sur O , ® sur % et S dans la
circonférence de rayon un centrée en O ., Le composé Of de « et de la projection
sur 4 fait de X =~ T(A)o un fibré singulier en variétés a bord sur Plfm) (une sin-
gularité au-dessus de chaque point de Q(S) ). Nous noterons c, le segment de

droite joignant 0 a afs) .

Omettant la mention de & , on a la figure

Au voisinage de s €S et du point singulier X, de HS CX , on se
trouve (dans des coordonnées locales convenables) dans la situation étudié en XIV 3,2,
Si a est choisi holomorphe preés de s , on peut méme trouver des coordonnées

2 -1
locales sur X et 4 telles que f s'écrive T zg et que Q (cs) soit

" 2z réel positif" . Au-dessus de l'intersection d'un voisinage de s et de
-1 . N . P
o1 (cs) - s , on peut alors considérer le fibré en sphéresréelles Ag <X , défini
par " zs réel" |, Pour t = s , la fibre A;t de A; en t tend vers x,

On notera AS la réunion de {XS} et d'un fibré en sphéres au-dessus de
Gfl(cs) - {s} , contenu dans X - T(A) et qui prolonge Aé . AS est un disque
plongé dans X , de bord Ho N &S une sph2re qui représente le cycle évanescent

65 en s , transporté dans Ho le long du chemin Gfl(cs>

Appliquons la théorie de Morse & la fonction laf]z , pour étudier

comment change 1'homotopie de

{x €x| x €1¢A) ou |Gf(x)|2 sr}
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lorsque r croit. Soit

X" = {x €% 1 x €T(A) ou G f(x) # = }

On trouve que l'inclusion

v U

A Se——> T(AY UH UU D Gz X7
s€s ° °©

s€s °

est une équivalence d'homotopie. On sait, encore par la théorie de Morse, que

X - X peut se rétracter par déformation sur un sous-complexe de dimension réelle

%n . Au total, on a donc le résultat suivant

Théoreme 4.2, 11 existe un sous-complexe I compact et de dimension {(réelle) =n
aff

de B~ =H_-A tel que l'inclusion

a0 U g -
s €8 °

50it une équivalence d'homotopie.

4,3 La soustraction de I est sans effet sur les groupes de cohomologie,

d'homologie ou d'homotopie d'indice 1 <n de X . Puisque " U \EJ ég se
3% 8

déduit de H, en attachant des ntl-disque le long de sphéres représentant les

cycles évanescents, on trouve en homologie

S
> _ _
Z Hn(vo) Hn(X) 0

La suite exacte analogue en cohomologie, et celle qui s'en déduit par dualité de

Poincaré, forment un diagramme commutatif

z5
"~ 6 )
z nsés ¢ s
(4.3.1) 75 —> H“(vo) —_— YR ——> 0
M
nA
1™ (X)
N
)
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5. Les cas d'exception au théordme de Noether

Dans ce numéro, nous persistons & travailler sur € , en cohomologie
entiere,

5.1 Soient 2n, d et a = (al,...,ad) (d 21, a; 22) tels que la cohomologie

de dimension 2n des intersections complétes lisses V de dimension 2n et de multi-
degré a soit purement de type (n, n) . En d'autres termes, n =0 ou (2n; &)

est égal & (2n; 2), (Zn; 2, 2) ou (2; 3) (XI 2.9 ).

Supposons que V se déduise d'une intersection compléte X CHP2n+d

2n+d+1)

(resp. X <P de dimension 2n + 1 et de multidegré (al”"’ad-l) (resp.

(a ...,ad) ) en prenant ume section par une hypersurface de degré ay (resp. une

1°

section hyperplane) appartenant 2 un pinceau de Lefschetz £ .

La partie évanescente Ev(V) de Hzn(v) , égale 2 la partie primitive

de cette cohomologie est, d'aprés 4.3.1, engendrée suxr Z par les cycles évanes~
cents. C'est l'orthogonal de la puissance TF de la classe de cohomologie T d'une

section hyperplane.

Puisque sur Hzn(V) la forme d'intersection est unimodulaire, et que
r?“ n'est pas le multiple by (b > 1) d'une autre classe de cohomologie (XI 1.6

(iv)), le discriminant de la forme d'intersection sur Ev(V) est égal a

('ﬂn, ’r{l) = nai

Soit R 1le systeme de racines dans Hzn(V) formé des cycles évanescents
et de leurs conjugués. On & sur R les informations suivantes
(a) R est vide ou de type A, D ou E ;
(b) 1le rang de R est donné en XI 1.10 ;
(c) le discriminant est Hai . Dans les tables, ce discriminant est l'ordre du
centre du groupe simple simplement connexe complexe correspondant. L'argument
par lequel nous avons calculé le discriminant montre que ce centre, dual du

quotient du réseau des poids par celui des racines, est cyclique.
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Dans tous les cas de figure, ces informations déterminent R complétement

si n#0 . On trouve:

Proposition 5.2 (i) Pour V uhe gquadrique de dimension paire, R est de type A

(ii) Pour V une surface cubique, R est de type E

6

(iii) Pour V de dimension 2n , et l'intersection de deux quadriques, R est de

Lype D2n+3

5.3, Supposons que n # 0 , L'ensemble R1 des vecteurs de longueur + 2 dans
Ev(V) est aussi un systéme de racine, ayant les mémes caractéristiques (a) (b) (¢}

que R , On a donc R = Rl . Soit T, 1le groupe fondamental de l'espace des

1
5 : : N 2n+d s 35z
paramétres de toutes les intersections complétes V CP du type considéré,
L'image de T, dans GL(Ev(V)) est le groupe de Weil de R . Dans tous les cas

de figure, c'est le groupe d'automorphismes du triple

(Hzn(V), M, forme d'intersection),

5.4. Avec R remplacé par Rl de 5.3, le résultat 4,2 (ii) est bien connu
[1] et pour les petites valeurs de n , 4,2 (iii) était connu, au moins par

Manin (n = 0 est trivial; une surface intersection de deux quadriques est une sur-
face de del Pezzo), Une étude détaillée de 1'intersection de deux quadfiques a été
faite par M. Reid [4]. Il déduit 4.2 (ii1) d'une étude de la géométrie des sous-
espaces linéaires de dimension n sur une intersection de deux quadriques

v C1P2n+2 .
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SGA 7

EXPOSE XX

LE THEQOREME DE GRIFFITHS

par N. KATZ

0. Introduction

On démontre le théor2me de GRIFFITHS [1], qui donne une facon
systématique (bien que non-constructive) de '"trouver" des cycles
algébriques qui sont QL-cohomoiogues 3 zéro, mais donc aucun multiple
n'‘est algébriqrement équivalent & zéro. La démonstration donnée ici
{due A GROTHENDIECK) est la traduction en termes purement algébriques
de la démonstration originelle, plus au moins transcendante, de
GRIFFITHS. Dans toutes les deux, c'est le théoréme d'irréductibilité

XVITI 6.7 qui est un point-clef (cf.3.1.6 et 3.2).

1. Le formalisme des classes primitives

Dans toute la suite, on suppose fixé un nombre premier 4 . Tous les
schémas envisagés sont supposés a caractéristiques # 4 .
Considérons la situation

(1.0.1) X e3> Y

dans laguelle on suppose
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(1.0.3) f, g lisses d= dimensions relatives £ d1 et d2 s

(1.0.4) T propre -

Compte tenu de ce que X et Y soni lisses sur § , la propreté

de + nous donne un morphisme de Gysin (SGA 5 IV )

.yl o 9-2(dy-dy) . _
(1.os)y m, :HUX, NL(i)) > H 27y, Q,(i-(d;-d,0)) .

Localisant sur S (au sens étale), on obtient également un morphisme

de faisceaux sur §
. -2(d;-d,,
(1.0.6) Myt Rf,(Q, (1) —> &Y (d1-dy £, (Q(i-dq~d,)) ,
et, appliquant le foncteur uP (s, ) , 'n morphisme
. 4P q . p q-2(dqy-d,) .
(1.0.7) my: H(S,RVE,Q(1)) —> H (5,R 17727 g, (0f31-d,+d,))) .

Définition 1.0.8.  Soient (E2*% , dP%) er C(EPY, a0 deux

suites spectrales (dans une catégorie abélienne dounée), et

(a, b) € Zx Z Le décalage de ('EI;’(1 R 'dg’q) par (a, b) est

la suite spectrale ("Ei’q, ngP>9dy , avec

llEp,q = ,Ep+a,q+b
r T

(1.0.9)
ngPrd o 4Pta,qtb
r r
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1,0,10. Un morphisme de suites spectrales de (Ez’q , dz’q) dans

(“EI;’q s "di’q) s'appelle un morphisme de bidegré (a, b) de

(Ep’q s dP,Q) drns (»EP,Q , |dP,fl)
T r m—— r r

Le lemme suivant est ne conséquence triviale de la théorie du

morphisme de Gysin (SGA 5, IV).

Lemme 1 1. Il existe un morphisme canonique T, de bidegré (a,-Z(dl—dz))

des suites spectrales de Leray

(1.1.0) RPo,RiE,Q, (1) == R, 0,(1)
et
X 1+
(1.1.1) RPo,R 5,0, (1-d;+d,) =RP Nag), @, (1-d;+d,)

qui sur le terme E2 est donné par (1.0.7), et sur ]'aboutissement

par (1.0.5).

1.2. Considérons maintenant la situation
X x. Y
r
pr]/ S P 2
X

Y
S
o

T b

(1.2.1)
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dans laquelle S, X, £, Y, g sont comme dans (1.0.2) - (1.0.4),
mais en supposant maintenant également £ propre.
Soit

(1.2.2) 2z € B'X xg¥, 0,(5)).

pe g
Alors 2z induit une application {encore notée z )
(1.2.3) =z : 8%, Q,G) — n@*a-2dy (y, @, (i+b-d)))
par la formule

(1.2.4) 2 = pr, (z A prf S

ol Pr, est 1'homomorphisme de Gysin Par localisation étale sur §
*

z définit également

(1.2.5) 2z : RIE0, (1) —> RT24L g (o, Grb-d)))

et, appliquant 1P(S, —— ) , des applications

(1 2.5) B (s, R, (1)) — #P(s, g+2-24) g4(Q, (i+b-d,))
Lemme 1 3 Lo clesse 2z définit un morphisme de bidegré (0, b-2d,)

des suites spectrales de Leray

Pre pd ; = Pty
t.2.7n H(S,R°f, QJL(I)) HHE, @, (1))
et
(12.8) wP(s,rg, 0, (14b-d))) = wPHa(y, Q, (i+b=d))
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qui sur les termes E2 est donné par (1.2.¢), et par (1.2.3) sur les

aboutissements.

Démonstration. Compte tenu de la formule (1 2.4) et de ce que la

1"

"multiplication par z définit un morphisme de bidegré (0, 2a) de

suites spectrales de Leray

. + .
(1.2.9) w5, Ripr, D), (1)) = HTUX x¥, @ (1))
z

q+a . 4PHa+a .
(1.2.100 w28, RT(pr) £), @, eb)) = w7 XY, @ (b))

on n'a qu'a appliquer 1.1. 2 la situation

pr
X XSY ———> Y
(1.2.11) £
pr
1 o
S
Corollaire 1 4. Dans la situatjon (1 2.1) - (1 2.2), le morphisme
(12.3)

(e 2zl ) —> pata-2dy (y, Q, (i4b-d,))

transforme classe primitive (XVIII 5.8.1) en classe primitive, ec¢

le diagramme sulvant est commutatif,
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b4
Prim¥(x/s, Q&(i)) —s Primq+a'2d1(Y/s, Q%(i+b-d1))

(1.4.2) u u
£ g

z
s, R17ME,q, (1)) —— ul(s, RIPT2NT 4 g (14bea)))

(o Ugs ug sont les homomorphismes canoniques de XVIII 5.8.1).

1.5. Soit 7 un point géométrique de S (au-dessus d'un point

n de S8, et soit

(15.1) z- € 32 (x- x

A k(ﬁ)Yﬁ ) Q&(b))

la classe induite par 2z sur la fibre géométrique correspondante de

(1.5.2) Xxg ¥ ———> 8 .

Proposition 1.5 3. Supposons f, g propres, S annexe, et soit

q € Z . Si la classe z;r-] induit . 1'homomorphisme nul

(1.5.3) 0= 2z bk, (1)) — wFTEAC

5 (Ya, QL(i+b-d1)) ,

alors, pour rout X € PrimT(X/S, Q&(i)) , on a

Py 7 P
(1.5.4) u (2()) =0 dans ates, g4 lg*‘%(ﬂb-%))
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Démonstration Par la commutativité de (1.4,2), il suffic de voir

que z induit 1'homomorphisme nul

0
. q=1 Sy o q+a-2d1-1 ~
(1.5.5) z: R £, QL(I) > R g*QL(H-b dl).
Or f et g étant propres et lisses, les faisceaux R'f*Q{(-) et

R’g*QL(‘)sontconﬁzm:stordus (SGA 4 XVI 2.2), donc équivalents 2 leurs

valeurs en 1 , vus comme modules sous ﬂl(S, o))

1.6. Une Construction de Manin

Supposons données deux sections de f : X —> § :
[
1

(1.6.0) S < X ,

3 chacune on associe sa classe de cohomologie

a1 ele) = ¢, (1) € w241 (x, Q,(d,))

Si les fibres de f : X —> S sont géowétriquement connexes, (plus

généralement si pour s € 8 , f(s) et g(s) appartiennent 2 la mlme

composante connexe de X, ) on voit bien que

(1.6.2) cl(t)) - ellt,) € prim?dl (x/8, 00 .
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On désigne par

2d;-

. 1 1
(1.5.3) u (e, -t,) €1 (s, R £,Q,(d;))

son image parvr

Zdl-l

(1.6.4) u, : PrimZdl(x/s, QL(dl)) _ chs, R

. £,2,(d)))

(C'est un analogue u(t1 - t,) de cet élément que Manin étudie dans

2
[5D.

1.6.5., Soit maintenant 2z un cycle algébrique sur X x Y de co-

S
*
dimension =2 b sur chaque fibre de X X SY ( ), qui détermine une
classe de cohomologie (SGA 5 IV ):
, 2b
(1.6.6) cllz) € w X x ¥, @,(b))

Cette classe définit un- application (cf (1.2.3))
(1.6.7) cl(z) - szl(x, Q£(d1)) — HZb(Y, QL(b)) ,

et si les cycles z(tl) et z(tz) sont définis, on a (griace 2 la
compatibilité SGA 5 IV du cup-produit avec les intersections de

cycles):

(*) Si S est lisse sur un schéma T (p. ex. T=Spec k, k un corps), il

suffirait de supposer z de codimension 2 b sur chaque fibre au-dessus de T ,
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(1.6.8) cl(z) (cl(tl) - cl(tz)) = cl(z(cl) - z(tz)) .

La commutativité de (1.4.2) nous donne

(1.6.9) cl(z) (‘uf(tl—tz)) = ug(cl(z(tl) - z(tz)))

Comme corollaire de 1.5.3 , on a alors:

Proposition 1. 7. Soient t1 et t2 deux sections de f: X—-~>»38

f étant supposé 3 fibres connexes, =t soit 2z wun cycle algébrique

sur X X SY de codimension b , tal que le cycle algébrique

(1.7.1) Z(tl) - z(tz)

soit défini. Alors sa classe de cohomologie est primitive (XVIII 5.8.1).

Si le cycle algébrique 2ﬁ sur Xﬁ % Yﬁ induit 1'homomorphisme nul

L ow2dp-l o 0 2b-1
(1.7.2) zﬁ : H (Xn’ c%(dl)) —> i (Yﬁ, QL(b))
alors
(1.7.3) u (2(e)) - 2(t))) = 0 dans H'(s, RTg, @,(0))

(ot u, est 1'homomorphisme de XVIII 5.8.1 intervenant dans 1.4).
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2. Un rappel sur le niveau (Cf. [27, 9.7, 10.1])

2.0.1. Soit X propre et lisse sur un corps k algébriquement clos.

On a vu (1,2,3) que, pour tout

(2.0.2) T propre, lisse et connexe sur k de dimension d ,
et tout

(2.0.3) cycle algébrique z de codimension b sur T X X,
la classe de cohomologie

(2.0.4) cl(z) € wP(Txx, @, (v)

donne lieu aux applications

ya+2b-2d

(2.0.5)  cl(z) : BY(T, Q1)) —> (X, @, (1+b-d)) .

On définit 1la filtration par le co-niveau (Nj) de HQ(X,Q£(1))

(2.0.6) Nqu(X,Q&(i)) = :§ _ images cl(z):ﬂq-zj(T,Qb(i—j)) —_— Hq(X,QL(i)),
(1,2)

la somme étant étendue aux couples

(2.0.7) (r, z) T/k propre lisse et connexe de dimension d

z cycle algébrique sur TX¥ de codimension j+d.

11 faut remarquer qu'on parle parfois de la filtration F!  croissante

"par le niveau" , défini par
8-l

. [=54]
(2.0.8) F ndx, Q1) = N 27 g9, (1)) .
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Remplagant (T, z) par ( Plx T, {pt} x z) , on voit que

(2.0.9) v ud(x, q, (1) © N 1hdx, 9, (1)

Evidemment on a:

Proposition 2.1, Soient X propre, lisse et géométriquement connexe

sur un corps k , k une cldture algébrique de k , XE = X @%E

Alors gallk/k) agissant sur Hq(XE, Q&(i}), préserve la filtration

par le co-niveau.

Des raisonnements standards (cf [2]) montrent les énoncés suivants,

Proposition 2.2. La filtration par le niveau est invariante par exten-

sion des corps algébriquement clos k'/k

Proposition 2.3, Soient § un schéma réduit et irréduyctible, 2 pcint

générique 1 , et

m: X —>8§

un morphisme propre et lisse, 3 fibres géométriquement connexes. S5i,

pour des entiers j et q donnés, on a pour ls fibre générique géo-

métri X-
rique =
qx. = 3 wlx-
(2.3.1) H (Xn’ QL) N’ H (Xn, @&) s

alors il existe un ouvert non-vide U C S tel que en tout point

u €U , on ait pour la fibre géométrique X&

q e w) g
(2.3.2) H (X;, Q&) = N’ H (XG, Q&)
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3, Application aux pinceaux de Lefschetz

3.1, A partir de maintenant, on fixe :

(3.1.0) k , un corps algébriquement clos,

(3.1.1) X< ®' , un k-schéma projectif, lisse et connexe de dimen-

sion paire n , qui vérifie (LV) (XVIII 5.2.2) .

Prenons
(3.1.2) D= {n1} 1 un pincean de Lefschetz d'hypersurfacesde degré d ,

a fibre générique

(3.1.3) Xn , N = le point générique de p! .
Posons (cf.XVIII 5.4.4)
(3.1.4) m o Xo € X xkk(ﬁ) 1'inclusion ,
n-1 * n-1
(3.1.5) E (Xﬁ’ Q,(1)) = 1'orthogonal de m H (X,Qé(i)) dans

n-1 .
4 (Xﬁ,QL(l)) .

Nous avons vu (XVIII 6.7.2) que la formule de Picard-Lefschetz entraine

(3.1.6) 5i n est pair, tout sous-groupc d'indice fini dans
gal(k(n)/k(n)) agit de facon irréductible sur

2n-1 .
E (Xa,Q&(l))

5

Proposition 3.2. Soit D = {Ht? un pinceau de Lefschetz, et supposons

n = 2m pair, Alors ou bien
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(3.2.1) w1 (xﬁ,%(i)} Cm*Hn_l(X,Q)(i)) + @ lgn-t

(X%,QL(i))

ou bien:

(3.2.2) Pour toute courbe C propre et lisse sur k(n) , et tout

cycle algébrique 2z sur C X X% de codimension m , 1 "homo~

morphisme induit (1.2.3)

(3.2.3) cl(z) : ﬁl(c, 9, (1+i-m)) —> Hzm’l(xﬁ,az&(i))
. #* 2m~1 .
a2 son image dans m H (X,QL(l))
Démonstration. Supposons que 1'image d'un tel homomorphisme (3.2.3)

# na . . .
n'est pas contenu dans m I (X,Qé(l)) , ou, ce qui revient au méme,

que son image dans En-l(xﬁ,Q&(i)) = Hn—l(xﬁ,Q&(i)} Hn-l(X,QL(i))

n'est pas nulle. Comme cettec image est évidemment stable sous les opéra-
tions d'un sous-groupe d'indice fini dans gal(k(M)/k(n)) , 1'irré-

ductibilité (3.1.5) de En-l(xﬁ,Q&(i) se réecrit en disant

Hn—l(Xﬁ,Q&(i)) = m*u“'l(x,Q&(i)) + 1'image de 3.2.3)

et, par définition,

1'image de 3.2.3)= 1'image par cl{(z) de Hl(C,U\IL(1+i—m))

- Nm—IHn—I

(g, (1)),

de sorte qu'on a bien trouvé

m-1 . n-1

Hn-l(Xa,Q{’(i)) = m*u“'l(x,az&(i)) + N (X, (1))
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3.3, La condition (B),

3.3.1. Oun dira que l'inclusion
no %o s X xkk(?l)
vérifie la condition (B) s'il existe

(3.3.2) Va » un cycle algébrique de codimension n-l sur Xﬁx(Xxkk(ﬁ))

tel que l'application qu'il définit

. L) . n-1 .
(3.3.3) Va s H (XTfQL(l)) — H (X,Qﬁ(l))

n

soit inverse & gauche de
(3.3.4) m*; Hn-l(X,QL(i)) —_— H“'l(xn,f%(i)) ,
i,e, tel que 1'on ait

(3.3.5) V= m* = id ,
i

(3.4). Cette condition (B) est vérifide si 1'opération A [4, 1.4.2.1]
est algébrique (cf, [4, 2,12 (ii)]. On conjecture que A est toujours
algébrique, donc que la condition (B) est toujours vérifiée, et on sait le

vérifier dans de nombreux cas [47], Elle est vérifiée trivialement pour X

une intersection compldte de dimension paire car alors on sait (IX 1.6) que

(3.4.1) Hn—l(X,Q&(i)) - o .
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4, Lo théorérne de GRIFFITHS

Théoréme 4.1. Soit X projectif, lisse et connexe sur k , de dimen-

sion paire n = 2m 2 4 Soit D un pinceau de Lefschetz de sections

par des hypersurfaces de degré d . On suppose

(4.1.0) ¥ wvérifie (L V) (XVIII 5.2.2),

(4.1.1)  le pinceau D vérifie 1'hypothdse (A) (XVIII 5.3)

(4.1.2) le pinceau D vérifie (3.2.2), i e. (3.2) la cohomologie

évancscente En-l(Xﬁ,Qt) n'est pas de niveau <1 ,

%

(4.1.3)  1'inclusion m

: x;ic——>-x xkk(ﬁ) vérifie 1'hypothése (B) (3.3).

Alors, si un cycle algébrique 2z de codimension m sur X est tel

que sa restriction(en tant que cycle algébrique) 2 Xﬁ satisfasse

(4.1.4) zp = z{Xa est algébriquement équivalent 2 zéro

Alors (4.1.5)z est @, ~cohomologue 2 zéro, i.e. cl(z) € Hzm(X,Q&(m))

est nul.

4.2. Une remarque sur le cas ol X est une intersection compléte.

Comme on a dé3ji remarqué (cf. XVIII 5.2.5, et (3.4)), les hypoth2ses
(4.1.0) et (4.1.3) sont alors automatiquement vérifiées. Quanr
I'hypothese (4.1.1), on a vu (XVIIT 6,3.4, 6.4) qu'elle est vérifiée pour
un pinceau d'hypersurfaces de degré d > 2n D'autre part, on va
prouver dans le prochain exposé la condition (4.1 2) pour un pinceau
"général’d'hypersurfaces de degré d > 2n (¥XI 5.2 ). Donc un pinceau
"général"d 'hypersurfaces de degré d > 2n vérifie toutes les hypothéses

du théorzme 4.1.
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4,3. Revenant au cas oit X est quelconque, il semble trés plausible
que pour un degré d assez grand, toutes les conditions de 4.1 sont
vérifiées pour D , du moins pour D assez général On a déja vu que
c'est le cas pour (4,1.1) (XVIII 6,4), et on a signalé qu'on conjecture
que (4.1.0) et (4.1.3) sont vérifiés en tous cas (et c¢'est vrai en tous
cas pour {4.1.0) si car k = 0 ). Quant 2 la condition (4.1.2), elle
est vérifiée (grace 2 la théorie de Hodge) pour d grand si car k=0,
et des arguments heuristiques (que le lecteur trouvera en appendice 2
1'exposé suivant) rendent plausibles qu'il en est encore de méme si

car k > 0. Plus généralement, ces arguments (théorie de Hodge, resp
cohomologie cristalline) prouvent (resp rendent plausible) que pour
une variété projective lisse X de dimension n, et pour tout pinceau
de Lefschetz D d'hypersurfaces de degré d assez grand {resp. tout
pinceau D "assez général' d'hypersurfaces de degré 4 ) la cohomolugie

n—l(

évanescente E Xﬁ’ Q{) est de niveau égal 3 n-1 (i.e. n'est pas

de niveau < n-3, i.e. n'est pas de coniveau 1 ).

4.4, Démonstration du théordme de Griffiths.

Soit z wun cycle algébrique de codimension n sur X , tel que

(4.4.1) z- = Z'Xﬁ est algébriquement équivalent 2 zéro

Par définicion, il existe

(4.4.2) une courbe Cﬁ , propre, lisse et connexe sur ki(n),
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(4.4.3)  deux sections ti(ﬁ) ¢ Sp(k(n)) —= ¢, i=1,2

{4.4.4) un cycle algébrique Pﬁ sur Cﬁ X Xﬁ , de codimension n
tels que

((&.4.5) Za = P’F’.(tl(;})) - Pﬁ(tz(ﬁ)) sur X"F}

Considérons le cycle Pﬁ comme une correspondance algébrique sur
(Cﬁ’ X-) , définissant une correspondance cohomologique, encore notée
Pﬁ’ ou encore un homomorphisme

Lo . L2(m-1)
(4.4.6) P'F] : H (C;‘,Q&(l)) e (X’a

, Qﬁ((i+m-1))
Considérons de méme la correspondance algébrique Vﬁ (3.3.2) sur

(Xﬁ’ X Gkk(ﬁ)) donnée par 1'hypothese (3) de (4.1.3), définissant
= % -
(4.4.7) Vﬁ : H (kﬁ, QL(1+m-1)) —> H (X@kk(n), Q{(1+m~1)) ,

d'od une correspondance algébrique composée Qa = Vﬁ o P sur

(Cﬁ’ X 8&k(n)) , définissant

H*+2(m-1)

(4.4.8) Q,a = "’ﬁ o B H‘(cﬁ,%(i)) — (X%kk(%),QL(i+m—l))

Considérons 1'inclusion
m : Xﬁ — X @%k(ﬂ) N

# -
donnant la correspondance algébrique m sur (X @Ek(n), Xﬁ) , d'od

Eo
la correspondance composée m Qﬁ sur (Cﬁ’ X;) , définissant

n
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R r o e . pt2(m-1)
(4.4.9) m Qn m V- P~ : H (Cn’ Qé(l)) —> (Xn

7 PR ,QL(i+m~1))

Considérons la correspondance algébrique

*+2(m-1)(x_

n,Qi(i+m~1)).

*® * 2
(4.4.10) Rﬁ = P m Q- =(id-m V%)Pa *H (Ca,QL(i))~—> 1

* *
Comme Vﬁ est inverse 2 gauche de m , (id-m V%) est un projecteur

2
dans H (¥-, -) , dont 1'image 2st un supplémentaire de
n
s

3% k3 - B3
Im (m : # (X Qkk(ﬂ),-) — (Xﬁ,u)) . Comme en vertu de 1'hypothése
(4.1.2) 1'homomorphisme

Lol . 2m~-1 .
(4.4.11) Rﬁ | (Cﬁ,Q&(l)) — Y (xﬁ,mf(1+m-1))

E
a son image dans Imm , on trouve que

(4 4,12}  1'homomorphisme (4.4.11) est nul

Choissisons maintenant une extension finie
L/k(n)

au-dessus de laquelle les objets

C » t] T s t 3 Q > R
soient déja definis, et

U un ouvert # @ dans le normalisé de Pl dans L.

Prenant U assez petit, il existe une courbe relative propre et lisse,

a4 fibres géométriquement connexes
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¢C——=>7U ,

dont la fibre générique géométrique soit C% , et deux sections

dont les valeurs en 1 sont ti(ﬁ)

Soient

la projection (XVIII 3.1 4) dont les fibres sont les sections du pinceau,

= 1
X, =Xx U,
P
et

M:XUC—-~———>X><U
1'immersion canonique de XU dans X x U {(considéré comme la famille

constante sur U de valevr X ) |

* %
zU =M pri(z) s

~

le cycle algébrique sur XU , induit par 2z . Prenant U assez petit,

il existe un cycle algébrique R sur C XUXU dont la valeur en
Cﬁ X Xﬁ est Rﬁ , et un cycle algébrique Q sur C x X x U dont la
valeur en Cﬁ x{X S%k(ﬁ)) est Qﬂ , tels que 1'on ait

(6.6.13) 2, = R(t) - R(E) + Gaxn Tale)) - 0lt,)]

U

Pour démontrer 1. théor2me, il suffira, grace 2 1l'injectivité de
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1'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe" (XVIII 5.8.7)

1 2m-1
. H (U,R 01148, (m))
Primzm(X,QL(n)) grif 5 i s

M*nl(u,ﬁzm“l(x,@%(m))

de démontrer que l'image de zy par
. 2m,7 1 2m-1
u Prim (XU/U,@¥(m)) e (U, R pU*Qé(m))

2m~-1

*
se trouve dans M (Hl(U,H (%,9,(m))
h%

Or, compte tenu de la décomposition (4.4.13), et de la commutativité

de (1 4.2)
* p
Prim;(C/U,QL(I)) LN Primzm(XxU/U,Q{(n)) Y > prim m(XU/U,Q£(m))
u u
Prz 0
3
2m-1

wl(u,un (X,R, (m)) N Hl(U,Rzm-loU;Qﬁ(m)) .

il suffit de démonirer

21 -
uO(R(tl) - R(tz)) = 0 dans Hl(U,R n lpU*QL(n)) ,

qui est conséquence de (4.3.12), grace a 1.7

5. Le Groupe de Griffiths

5.0. Soit S propre et lisse sur un corps k algébriquement clos

Désignons par
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(5.0.1)  z°(8) 1le groupe des cycles algébriques de codimension i sur §

(5.0.2) Z:lg(s) le sous-groupe de zi(s) formé des cycles algétrique-
ment équivalent A zéro,
et, pour tout nombre premier 4 # car (k)
(5.0.3) Z;_coh(s) le sous-groupe de zY(s)  formé des cycles dont la
classe de cohomologie dans HZi(S,QL(i)) est nulle.

(On conjecture [4] que ce groupe est indépendant de 4 , ce qui est

vrai du moins si car.k=0.)
On pose

R PR | L
(5.0.8)  Grify(s) = z;__ ()] 7% (5)

Si de plus S est projectif, et muni d'une immersion projective, on
pose

i,prim

(5.0.5) 2 (8) = le sous-groupe de 28 (s) formé des cycles qui

sont primitifs (i.e. dont la classe de cchomologie

1'est),

21 i
(5.0.6) Primalg(s,qé(i)) = le sous-@-vectoriel de HZI(S,QE(i))
engendré par des classes de cohomologie

des cycles algébriques primitifs.

Corollaire 5.1 Sous les hypothéses de 4.1, on a

. . N . , 2n
s.1.1. dlmﬂ(Grlf (Xﬁ)gzw) = d;mQ(Primalg(X,Q%(n)))

En effet, d'aprés 4.1 5, le noyau de la fléche composée

n,prim rest, a X. n . .n
®,z & —"> 9 ®Zz£_coh(xﬁ) —> Grif (X2)
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n . 2n
ast contenu dans z%_coh(x) @22 @ , de sorte que Prlmalg(X’Q&(n))
est un quotient d'un sous-groupe de Grifn(Xﬁ) iﬁz ® , ce qui
achéve la démonstration
. 2m+1
Remarque 5,2, Pour X une hypersurface quadrique dans T on a

dimQ&(PrimiTg(X,Q%(n)) =1

En particulier (4.2), pour X une quadrique dans Es , la section de

X par une hypersurface généricue de degré > 5 contient une courbe,

Q&—cohomologie a2 zéro, dont aucun multiple n'est algébriquement équiva-

lent 2 zéro.
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0. Introduction

Soient X une variété projective et lisse de dimension n 2 3,

Y(d) une section par une hypersurface de degré d, et En'.1

(Y(d),QL)

la cohomologie "évanescente" de Y(d) (XVIII 5.4,.4), Le but du présent

exposé et de démontrer que pour d suffisamment grand, et Y(d) suffisa-

ment générale, il n'est pas vrai que tout En-l(Y(d),QL) “srovienne'
du Hi(i < n~1) de variétés algébriques propres et lisses, par des
correspondances algébriques., En caractéristique nulle, c'est une
conséquence triviale de la bigraduation de Hodge sur la cohomologie

complexe, et de ce que, pour la cohomologie cohérente, on a

dim Hn—l(Y(d), 6y )) D @ POUT A >

(d

La méthode employée en caractéristique p est encore de relier la
cohomologie cohérente Hn_l(Y(d), @Y(d))(un vectoriel en car. p) & la

cohomologie étale Hn;t(Y(d),Q&). Pour ceci, on se place sur un corps
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de base fini, ol les deux sont liés par la fonction { de la variété
Y(d), fonction qui s'exprime en termes de la cohomologie {~adique,

et dont la "réduction modulo p" s'exprime en termes de la cohomologie
cohérente (cf, XXII 3,9), Cette méthode marche sans probléme pour

les intersections complétes, gra3ce & la connaissance détaillée des
deux espdces de cohomologie (étale et cohérente) dans ce cas, et
donne le résultat principal 4.2 comme conséquence d'un résultat

(1.4) sur les opérations de Hasse~Witt (1.0),

11 existe des arguments heuristiques dis a A, GROTHENDIECK et
s'appuyant sur le yoga de la cohomologie cristalline, qui rendent
plausible 1'énoncé général pour toute X projective et lisse, par
essentiellement la meme méthode.

Meme dans le cas particulier des intersections complétes,
la démonstration utilise de fagon essentielle (2.2) le théorgme d'in-
tégralité des valeurs propres de Frobenius 2,1, démontré récemment

par P, DELIGNE, et qui est prouvé dans 1l'Appendice I,

1, La matrice de Hasse-Witt d'une intersection compléte

Définition 1,0. Un schéma propre sur un corps k d'exposant caractéristique

p s'appelle spécial si 1'opération additive p~linéaire

(1.0.1) T, ———

- >op
P b e X H g =4

induit une opération

(1.0.2) dimK

(x,8,)

: Hd“‘“(x,@X) e3> B

]
@C
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qui est nilpotente (gg, ce qui revient au méme, posant

M= dimk(Hdl (X,Gx)), si 1'opération p ~-linéaire
M P
L o= »

(1.0.3) : Tyt & —>6 s gb—>g

p -
tue Hdlmx(x,&x).

Rappelons [2] que pour tout i € Z, 1'homomorphisme
) 3 .
Hl(x,esx) by Hl(X,GX)

induit par (1.0.1) s'appelle classiquement 1'homomorphisme de Hasse-Witt

dans Hl(X,®X). On notera que si p = 1, dire que X est non-spécial

signifie simplement que Hdlmx(X,GX) # 0.

Théorzme 1,1, Fixons un exposant caractéristique p, une dimension

nz1l, un entier r 2 1 et un multidegré(dl,...,dr). Si on a

{1.1.0

nMH

d, = (nhr)+l
1
i=1 -

alors, parmi toute les intersections complétes (de dimension n) dans

P e multidegré (dl""’dr) en caractéristique p, un élément

"assez général" est non-spécial (1.0).

Démonstration, Désignons par
(1,1.1) £ X, ——>0U

la"famille universelle" des intersections complates dans P™7T de
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multidegré (dl""’dr) en caractéristique p (muni des équetions de
définition), de sorte que U est un ouvert dans un produit de r
espaces projectifs sur Eﬁ , d'une dimension impressionrante,

On sait que le GU—module
n
(1.1.2) R f*@X.,

est localement libre, et sa formation commute 3 tout changement de base
XI 1.5 {(i)) et, par 1l'hypoth&se (1.1.0), que son rang M est non nul
(X1 2.5}, Cela donne le théroéme si p = 1, pour toute intersection
compléte vérifiante (1,1.0).

Supposons p = 2, L'opération de Hasse~Witt itérée

M

= . R% B
(1.1.3) gp = Ny R ——>R f*(ng

P U
M
étant p -lindaire sur 6, , et Rnf%@x étant localement libre, 1'action
hod
(1.1,3) s'exprime localement sur U par une matrice H de type (M,M)

a4 valeurs dans @U , de sorte que

1.1.4) {fuecu \Xu est non-spéciale} est ouvert dans U
(car c'est l'ensemble des u tels que H(u) # 0), et, U étant irréductible,
il suffit de trouver une valeur de u telle que Xu soit non spéciale,

ce qu'on va faire sur un corps fini,

Proposition 1,1,5. Soit X une intersection compléte sur'Fq. Si X

n'a pas des pointsIFq-rationnels, alors X est non spéciale,
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Démonstration, En effet, il suffit évidemment de prouver que pour X

une intersection compléte, on a l'implication
(1.1.5,1) X spéciale === card(X(]Fq)) =1 mod p .

Or, d'aprés la formule de la trace (prouvécdans 1'exposé suivant
XX1I, 3.,2), on a
card(X(F D)) = T Do a0 .
q : q
i20
Compte tenu de ce que Hl(X,®X):O si 1#0,nin() et HO(X,SX) Jz'Fq

(X1, 1.5 (iii)), ceci se récrit

n n £~
card(X(F)) =1 + (-1) cr({‘eqm ®,50) .

Si X est spéciale, alors par définition 1l'opération de sq sur Hn(X,QX)
est nilpotente, donc a une trace nulle, d'od 1'implication (1.1.,5,1)

et la proposition.

Proposition 1,2, Quelle que soit la puissance q de p, si

v M

di 2 n+r+l »

il existe une intersection compléte dans Hﬁﬁm
q

de multidepré (dl""’dr)

qui est sans QgintﬁFq—rationnel.

Démonstration,
Commengons par le cas r=l, Pour tout d 2z n+2, il faut trouver une

forme homogéne de degré d
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(1.2.1) H(Xl),...,Xn+2) € Fq["y'-"xmzj
telle que

n+2 _ - -
(1.2.2) (GI""’Gh+2) € (IFq) , H (ai,...,an+2) = == 0 =e e =0 o

Pour ceci, posons I =1I~'qd , et soient 81""’8n+2 des éléments de E qui

sont linéairement indépendant sur qu . On prend

2
(1.2.3) H(Xl""’xn+2) = I\SE/IFQ (izl B, xi) .

Dans le cas général, compte tenu de ce que

(1,2.4)

g

d; = wir+l ,

on peut trouver r entiers

(1.2.3) 1 <a <a, <.,, <a_ = ntr+l
1 2 T
vérifiant
d1 1 a,
(1.2.6) d2 z a, - a
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On prend, pour i =1,,,,,r, une forme homogéne de degré di

H, (X yeeus X ) € T [X seeesX ]
i (ai_1+1) a q"a; ;¥ ay

en a; - a,_; variable qui a la propriété (1,2,2), L'intersection compléte

voulue est celle définie par les formes homogénes

By (yaeeX, Dy een B, 0% ) .
1 r-1 r

Théordme 1,3, Soit X une intersection compléte, irréductible, de dimension

n 21 sur un corps k d'exposgpt caractéristique p. Pour tout entier

d 21 + n, une section assez générale de X par une hypersurface de

degré d est non-spéciale (1.0).

Démonstration, Les sections X.Hu de X (par des hypersurfaces) de

degré d sont (paramétérisées par) les droites dans HO(X,GX(d)), i.e. par
(1.3.1) P (X,6,(d)) = U

et au-dessus de U, nous avons la "section universelle de X par une

hypersurface de degré 4 ™
(1.3.2) f: X,H ———>1
u

soit U' 1l'ouvert des uclU tels que dLm(Xu) = n-1, Nous savons par

(XTI 1.5 (i) et 2,5) que le ®0~modu1e

(1.3,3) R (e, ) | o
u
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est un faisceau localement libre dont la formation commute 3 tout
changement de base, et est de rang M 2 1, Cela donne le théoréme

si p = 1, pour toute section par une hypersurface de degré = l4u .,

On suppose donc que p > ¢ ; 1l'opération S‘n s'exprime encore localement

en termes d'une matrice M X M & valeurs dans @u, de sorte que
(1.3.4) {ue U"X.Hu est non-spéciale]} est ouvert dans U' .

I1 suffit donc de démontrer que 1l'ensemble (1.3,4) est non-vide.
Traitons d'abord le cas

(1.3.5 k= T .

Quitte & remplacer Ek par une extension finie, on peut supposer

(1.3.6) card(XGFq)) > 0

(1.3.7) il existe des coordonnées homogénes Xl,...,Xn+r+1
dans 1'espace ambiant :wﬁ*r, telles que X ne
rencontre pas la variété linéaire X1='°'=Xn+l = 0.

On prend alors une forme homogdne de degré d

(1.3.8) H(Xl,...,Xn+l) € qu[Xl,..., xn+lj}

qui a la propriété (1.2.2) (ceci est possible car d = 1+n}. On prend

T

pour B 1'hypersurface dans B™ d'équation H(Xl,.-.,x ) = 0. Alors

n+l
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1'intersection X.H est sans point ]Fq—-rationne}. par construction, ce
qui montre & la fois, grice a (1.3.6), que X & H, donc X.H est de
dimension n-1 (X étant irréductible) i.e, H € U', et que X,H est

non-spécial {1.5).

Passons au cas général, Regardant les équations qui définissent
X, on voit qu'on peut supposer que k est de type fini sur IFP, et qu'il

existe un sous~-anneau B de k, de type fini (comme anneau) sur IFP dont

n+r
k

4oz . . 5 . 4 n+r .
générique d'une intersection compléte relative X C]PB qui est,

le corps des fractions est k, tel que (1,3.9) X P est la fibre

fibre par fibre, de mme multidegré que X, et géométriquement

irrédueiible,

Désignons par

2

(1.3,10) p i X =—————3> § = Spec(B)

la projection, par

(1,3,113 E, le @S-module localement libre p*ég(a(d) ,
et par

v
(1.3,122 m:T= P (E) —>8

le fibré associé des droites dans E ., Wotons que la fibre générique de
{1.3.12) n'est autre que U =IP(H0(X,®X(d)). Au-dessus de T nous avons

la section universelle de %C}P?-r par des hypersurfaces de degré d, notée
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(1.3.13) ot i.ﬁ,r ————— T,

Ces compstructions s'ins@rent dans le diagramme & carrés cartésiens

' = 3
X8, X.H (ﬁ'.HT, Xy T
o
(1,3.14) T € U =17 x, Splk)
n
A ¥
8 splk) s

et nous avons encore que le @T-module
n-1
(1.3.15) R a%wi.%)

. . . -1
au~dessus de l'ouvert T' € T formé des t tels que dim qa {t) = n-1,
est localement libre, et se formation y commute & tout changement de
base, Compte tenu de ce que les schémas T et U ont le mBme point générique,

pour démontrer que (1,3.4) est mon vide, il suffit de vérifier que

1'ouvert de T!

(1.3,163 fternt X y.d_ est non-spéciale
m(e) e

est non vide, Or, le cas (1.,3.,5) déja trajité démontre que pour tout point
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-1 . . .
fermé s € 5, la fibre 7 “(s) a une intersection non vide avec l'ouvert

{1,3.16), Q.E.D.

Des raisonnements tout & fait semblables permettent de démontrer:

Théoréme 1.4, Soit X C:PN un_schéma projectif de Cohen-Macaulay,

équidimensionnel de dimension n = 1, sur un corps k, 2lors il existe

un _entier do tel que pour d = do, désignant par X.H ~+> X 1'inelusion

d'une section par une hypersurface générale de degré d, l'action de

(1.4.0) g, sur B e, O /7 oK, g)

soit non nilpotente,

Démonstration., On se raméne, tout comme ci-~dessus, au cas k =]Fq, et

au problzme de trouver un seul H (pour un degré donné assez grand et tel que
dim(Hn—l(X.H,G:X H)) soit indépendant de H ; c¢f, 1.4.4) qui rend vrai (1,4,0).
Quitte & faire agrandir q , on peut supposer que les composantes irréductibles

Xi de X sont géométriquement irréductibles, satisfont

(1,4.1) Card xi( mq) 22 |,

et qulon ait

(1.4.2) i1 y a des coordonnés projectives Xo""’X telles que X ne

N

coupe pas la variété linéaire X = ... = X, = 0.
Par un théor2me d'évanescence de Serre, ([1] ou SGA 2 XII 1.4), il existe

un entier dl tel que pour tout entier d = d1 , on ait
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(1.4.3) Hi(X,GX(-d)) =0sii#n=dimX .

Désignant par H une hypersurface de degré d = 4y, on a {(par 1.4.,3) :

i ~ i .

H (X,@X) ——> H (X.H,@x'H) si isn-2
(1.4,4)

g0 > 1N Lm, g, ) injectif
Nous allons démontrer le théor2me en prenmant d_ = max (1+N’dl)' Pour

tout entier d = do, il faut trouver une hypersurface H de degré d,

définie sur ]Fq, qui ne contienne aucun Xi’ et telle que

(1.4.5) trace(g, sur HH-I(X.H,G}X.H) / H“'I(x,gx)) $#0 .

Dlaprés la formule de la trace (XX, 3.2.1), on a

n-1 R .
(1.4.6) card(X.1 mq))md p= T (_1)1{:1‘('{5:1 sur Hl(X‘H,-@X.H))

i=0
n-1
n-1 . BTNRLE, 6 )
(li.l&) b (-l)itr(iﬁq sur HI{X,SX))%(l)n'ltr({Eq sur( XK
i=0 Hn—l(X,@x)

Désignons par a € Z /p Z , la quantité

ne-l . ,
i i
iEO (-1} tr(gq sur H (X,@x)) .
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I1 suffit alors, pour tout 4 2 do, de trouver une H défini sur IFq, de

degré d, qui ne contient pas X, et tel que

T )
(1.4,7) Card(X.H (T ) == 2 mdp

Il y a lieu de distinguer deux cas, Si a # 0, il suffit de prendre
un H sur IFq tel que (X,H) (qu) soit vide, tout comme dans (1,3,8),
Un tel H vérifie (1,4.,7), et ne contient aucun X, (par hypoth&se on sait

que - cari’i(XiGI"q)) = 2),

Si a = 0, il suffira de trouver un H tel que Card(X.H)(]Fq)zl
(1.4,7 sera vérifié, et X, ¢ H, car Card(Xi)(qu) 2 2), Pour ceci, on

choisit des coordomnées projectives XO,...,X telles que (1,0,..,,0)

N

soit un point de X, On prend H d'équation H(Xl,...,x ) =¢C, o K

N

est une forme homogdne telle que {cf, (1.2,2))

(1,4.8) Oy s ennsl E]Fq, H.(onl,.,cxN) =0 === =0 .

Alors, l'hypersurface définie par H dans Il?’N n'a que le point (1,0,...,0)
comme point & valeurs dans ]Fq, donc a fortiori, X.H n'a que ce point

comme ]Fq-point. cqfd,
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2. Le coniveau dans le cas d'un corps de définition fini

2,0, BSoit X un schéma sépard de type fini sur]Fq. Pour tout nombre

premier { # carGFq), on désigne par
i—-
(2,0.1) HC(X,Q&)

les groupes de cohomologie & supports propres de X=X ﬁgq, qui sont
T
des Q&-vectoriels de rang fini sur lesquels opére le groupe de Galois

Gal(ﬂFq) de]Fq . Désignons par
(2,0.2; ¥ € Gal(ﬂFq) 1'automorpidsme de Frobenius .,

On sait (8GA 5 XIII 3.2,1) que la fonction 2&éta de X (XXII 3.0,1)

est donné par la formule

o i+l
(2.0.3)  2(e,x/B) = | | det (1-t ot |ui(X,q,0 D .
4 i=z0 4 ¢ L

DELIGHE a démontré récemment, en généralisant un résultat dQ a WASHNITZER
dans le cas X projectif et lisse, le théoréme suivant, qui est prouvé

dans 1'appendice plus bas (5.5.3)

Théor2me 2.1, Les valeurs propres de @%1 dans HE(Z,Q%) sont des

entiers algébriques, et, si i > dim X, elles sont divisibles (en tant

' . P i-dim X
qu'entiers algébriques) par q .
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En particulier, on obtient (tautologiquement),

(2.1 bis) les valeurs propres de qil dans Hz(i,Q&(-j))sont des entiers

algébriques divisibles par qJ .

Corollaire 2,2, Soit X propre lisse et géométriquement connexe sur'E‘q .

Alors les valeurs propres de qﬁl dans NJHQ(E,Q&) (notations de XX 2,0.6}

sont des entiers slgébriques divisibles par q3 .

Démonstration, L'énoncé est invariant par extension finie TF gbfq

N ,2mes

(qui revient 4 prendre les puissances, !I dos valeurs propres
envisagfes), Quitte 2 faire un tel changement de base, on a, par
définition un nombre fini de schémas Ti projectifs, lisses, et
géométriquement connexes sur'mq, des dimensions di’ et de cycles
algébriques

Zi sur Ti %F X de codimension j + di

q
tels que 1'homomorphisme de Gal(ﬂFq)-modules

24— €Cc1(z,) I
g¢ J(Ti, Q, (1) —_—t NJHq(X,QL)

scit surjectif, et on conclut par 2,1 bis,
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3, Application aux intersections complétes

3,0, Soit X une intersection compléte dans'lPN lisse de dimension n = 1
sur un corps k, Pour £ # car(k), on sait par '"Lefschetz faible" et la

dualité que (XI 1.6)
0 si i impair et i # n
i= . -3 .. . .
(3.0.1) H (X’QL) = QAE}§> si i pair € 2n et i#n
Hn(;(,QL) si i=n .

Pour k =:mq, on obtient donc une formule pour la fonction z#ta :

n . 1 _ ( l)n+1
(3.0.2)  Z(&,X/R) TT (-q*t) = det(1-t cp; | ?rimn(X,QL)) -

i=0

(on 2 employé da décomposition primitive, et (3.0.1).)

Corollaire 3.0.3, Sous les hypothéses 3,0, avec k ='Eq , on a une

congruence modulo p

det(1-t ‘9:;1 | 8'X, @) = dec(1-t g | HMR,6)) .

Démonstration, D'aprés le formule de congruence (XXII, 3,2,1), et

compte tenu de ce que

T i=0
q
(3.0.4) Hl(X,@X) = 0 1<<n-1
0O i = n+l
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on a

o oepn ) -1 n (™
(3.0.5) Z.t,XA}q) == (1-t) det (1-cgq{H (%,6,0) mod p
de sorte que (3,0.5) et (3,0.2) donnent la congruence
(3.0.6) det{l-t cp;l\Primn(s.(,QL)) == det(l-t ;qu‘ﬁ“()(,@xn mod p

La conclusion voulue s'en déduit, compte tenu de ce que

o rimn(i,Q&) si n est impair
3.0.7) HQR,Q) =

Primn(i,QL) °Q <§§> si n est pair ,

Corollaire 3,1, Soit X une intersection compléte, lisse de dimension

nzl suriEq . Si

5 1 =
(3.1,0) B'X,Q) = viu'(X,e)
alors
(3.1.1) 5p est nilpotent sur Hn(X,GX) .

Démonstration., D'apr2s (2,2), (3.1,0) implique qu'on 2
(3.1.2) det(l-t ¢£1 l Hn(i,Q&)) == 1 mod plet meme mod q) ,
et ceci, avec (3.0.3), implique qu'on a

(3.1.3) det(l-t § | X,e0) =1,
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¢ce qui implique que gq est nilpotent sur Hn(x,QX), et donc que %p 1lest,

cqfd,

Proposition 3,2. Soit X une intersection compléte, lisse de dimension n = 1

sur- un corps k, Si
n, 1,.n.=
(3.2,1) H (X,Q{‘) = NH (x,%)
alors X est spéciale, i.e,
(3.2.23 ﬁp est nilpotente sur Hn(X,GX) .

Pémonstration, On peut supposiv k de type fini sur‘lFp (e cas p = C
dtant trivial), et qu'il existe une sous«]Fp-algébre B de type fini
de k, wliz que X/k soit 1z fibre générique d'une intersection complate

Y
lisse relative X :

>
>
"
1

(3.2.3) kY

v A
Spec(B) = § n = splk) .

On sait que le B-module Rnﬂ*(ég) est localement libre, et sa formation

commute & tout changement de bzse, donc 1'ensemble des points
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(3.2.4) {ses| X, est spéciale }
est un fermé de S,
Par (XX, 2.3), quitte & rapetiss:r S, nous pouvons supposer que
n in
(3.2.5) Vsé€s, H (x—;, QL) = NH (X;,Q&) .

Par (3.1), pour tout point fermé s de S, X est spécial, Il s'ensuit
que le fermé (3,2.4) de S est S tout entier, donc, en particulier, gque

X = X est spécial.
n

4, Les conclusions

Mettant ensemble 1.1 et 3.2, on trouve :

Théoréme 4.1. Fixons une caractéristique p, une dimension n, et un

multidegré (dl""’dr)' Désignons par
(4,1.0) Ry ————>V

l'intersection compléte lisse de dimension n et multidegré (d "dr)

universelle en caractéristique p.

Si
o
(4,1.1) Y od,zn+r+1
1 1

alors il existe un ouvert dense Uc V tel que

(4.1.2) pour u € U, on a H'(X,Q,) # NIHH(XE,QL) .
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Mettant ensemble 1,3 et 3,2, on trouve de meme .

Théorzme 4.2, Soit X une intersection compl2te, lisse de dimension

n 2 1 sur un corps k ., Fixons un entier

(4,2.1) dz1l+n .
Désignons par

(4,2.23 X B ~——>
u

1z famille universelle des sections de X par des hypersurfaces de degré d,

qui sont lisses de dimension n - 1, Il existe un ouvert demse T C U

tel que
(4.2.3) our t € T, on a u“'l{x H.,0. ) # NlHn-l(X H-,8§,)

s B s 24 .t"L .t,/b .
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§ 5. Appendice , Théorémes d'intégralité, Par P, Deligne

5.0. Soient p un nombre premier, q une puissance de p, Eﬁ un corps a
q éléments, E le complété d'un corps de nombresen une place divisant un
nombre premier { distinct de p, et T un ensemble de nombres premiers
(par exemple T = @),

Un élément ¢ d'une clBture algébrique de E est dit T—entier
s'il est algébrique sur @ et entier sur &Z{(l/r)rET]. Un endomorphisme
F d'un vectoriel de dimension finie sur E est dit T-entier si ses valeurs
propres sont T-entiéres,

Soient k un corps fini a ¢' #léments, k une clBture algébrique
de k et G = Gal{k/k) le groupe de Galois de k, On désigne par £ € § la

substitution de Frobenius, donnée par

1
f(x) = x7 ,

et par F le Frobenius "géométrique", inverse de f dans §., Une représen~
tation p de G dans un vectoriel de dimension finie sur E est dite T-enti®re
si o(F) est T-entier. Si X est un schéma de type fini sur Eﬁ et x un point
fermé de X, on désigne par Fx 1télément de Frobenius géométrique du groupe
de Galois de k(x) ; si X est un point géométrique de X localisé en x et

G un E-~faisceau sur X, FX agit par transport de structure sur la fibre G;

Définition 5.1, Un E-faisceau constructible G sur un schéma X de type fini

sur E& est dit Teentier si, pour tout point géométrique x de X localisé

en un point fermé x de X, F_ gst un automorphisme T-entier de & .
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8 a : X —> SpecGFq) est un schéma de type fini sur EA
et G un E-faisceau constructible sur X, on désignera par E¥(X,5) les
E-faisceaux R¥*a,(G) sur Spec(]Fq)ét s si ﬁ} est une clBture algébrique
de Fq et si X est le schéma déduit de X par extension des scalaires de Fq
a:ﬁq, les H*(X,G) s'identifient aux groupes de cohomologie 14(X,6),
considérés comme modules galecisiens, i,e, munis d'une action du Frobenius

géométrique F, De mfme en cohomologie a support propre,

Lemme 5,2,1, Soit G un E-faisceau constructible sur un schéma X de

type fini surilFq et de dimension < n,

(i) 11 existe une partie fermés Y de dimension C de X telle que la

flache évidente de ﬂO(X,Q) dans H°(Y,G) soit injective,

(ii) 8i X est séparé, et si U est un ouvert de X dont le complémentaire

Z est de dimension < n, il existe une partie fermée Y de dimension O de U

et une fldche surjective de EO(Y,Q)(—n) dans Ein(X,G).

L'assertion (i) est évidente, Prouvons (ii), Quitte 2 remplacer
X par Xred et & rétrécir U, on peut supposer que U est lisse et que G‘U
est constant tordu, On a, puisque dim(Z) < n,

2n 2

0 = w2 B (U, &> 52N, Q) —> uP%(2Z,8) = 0
~c = e = ~c

Z,0) —>
H, ]

et, par dualité de Poincaré (SGA 4 XVIIT et [27)

Zn ~
E (0,6 = 5 {U,e @) .

On conclut par (i),
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Théoréme 5.2.2. Soient X un schéma séparé de type fini sur Eﬁ et de dimension
S n, et G un E-faisceau constructible T-entier. Alors, les endomorphismes

Fetq ' F de Hz (X,5) sont T-entiers.

Le cas oh dim X £ O est trivial, et les cas 1 = C et i = 2n
du théordme résultent de 5,2,1, Soit Z{X,5,t) la série formelle
2(%,6,6) = T det (1-F 98 . oyl prreny .
XEX X hav 4

D*aprés (SGA 5 XV 3.2), on a

i (-1t
(5.2.3) Z(X,G,t) = T det (1-Ft ; B (X,6)) .

F

Prouvons 5.2.2 pour n = 1, On a alors gg(x,g) = G pour 1 > 2
(SGA 4 X 4.3 ou ¥VII 5.2.5,1), Par hypothese, la série formelle Z(X,G,t’
est & coefficients T-entiers. D'aprés les cas i = O et i = Zn = 2 de 5.2.2,

le produit de Z(X,G,t) par
det(1-Ft ; HO(X,G)). det(1-Ft ; HZ(X,G))
2 ek Ao thl

est encore & coefficients T~entiers, Ce produit n'est autre que
det(1-Ft ; gi(x,g)), et le théordme en résulte pour n = 1,

Procédons maintenant par récurrence sur n = dim(X).

Soit U un ouvert de Zariski de X, dont le complément Z soit

de dimension < n, et tel qu'il existe un morphisme £ : I —> Y, de but

une courbe et a fibres de dimension € n-1,
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La suite exacte
O—*—}j,j*g%‘ég*—%i!i*g——-?e

induit des suites exactes

HE(U,6) —> B (X,5) —> B (Z,0)
—c = —e T = =

de sorte que par récurrence, il suffit de vérifier le théordme pour
le faisceau G sur U, GrAce & 1'hypothése de récurrence oppliquée aux
fibres de £, et au théoréme de changement de base pour un morphisme
propre, on sait que les faisceaux Rif?_q sur Y sont Twentiers, et que
les faisceaux Rifvg_(i-(nv-l)) sont Twenticrs, La suite spectrale de Leray

pour f s'écrit

qu=§_§(Y,{{qf!§) — g‘é“‘(u,g) .

zP4

En vertu de ce qui précéde, et du théoréme déja connu pour Y, les 2

sont T-entiers, et les qu(p+q—n) le sont aussi. Le théordme en résulte,

Corollaire 5.3. Soient X un schéma de type fini sux ?l?q, de dimension < 1,

U un ouvert de X, j : gl ¥ le morphisme d'inclusion et G un E-faiscesu

constructible sur U, Alors
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(a) Si G est T-entier, alors j,G est T-entier.

(b) Si pour tout x € U, g; est T-entier, alors, pour tout x ¢ X,

v
(J*Q)x est T~entier,
On se raméne au cas X affine, puis X projectif,

Définissons H par la suite exacte

0 —> j,G 158 J 54 >0 .

La suite exacte de cohomologie correspondante fournit, si Y est le

support (fini) de H, une suite exacte
o o 1
BU,e) —> 1 (,H) —>H (1,6 .

On sait, par 5.2.1 et par le théoréme 5.2 que g?(u,g) et ﬂi(U,g) sont

T-entiers ; il en résulte que QO(Y,E) est T-entier, ce qui prouve (a).
Si X' est le normalisé de la partie purement de dimension

un de Xred et U' un ouvert de U, dense dans le lieu lisse de dimension

1 de Ure et tel que G restreint & U soit constant tordu :

d,
Ut ———> x!
jl
p
v X Dy s
j

alors p*j; G } Yy = j%giY. 11 suffit donc d'étudier le cas ol X est
: . . N : v
lisse de dimension un et ol QQU est constant tordu. Le faisceau G est

alors T-entier, de sorte qu'on sait déja que pour tout x € X {j, ")
v X
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est T-entier. Désignnons par Qk le groupe de Galois du corps des fractions
A
de SX 5 pour x € X, et par §X le groupe d'inertie. Le faisceau G définit
3
alors unc représentation, encore notée G, de G, et le Qk/mx = Gal (k(x}/k{x))-

module (jﬁgy)x(resp (3,8 V) s'identifie alors au G /§x~modu1e des inva-

X X

~

. . v
riants (resp. des coinvariants) dans G . Il reste & prouver :

Lemme 5.3,1, Soient K un corps local de corps résidueliﬁq, G son groups

de Galois, I le groupe d'inertie, et p une représentation continue de &

dans un vactoriel V de dimension n sur E (¢f. 5.0), VI 1'espace des

invariants sous I, et Vy 1'espace des coinvariants sous I, considérés

comme G/I-modules, Soient Oy vee O les valeurs propres de ¥ agissant

I . . i
sur V7, Alors, il existe des entiers m, = O tels que les valeurs propres

! 2

I agissant sur V

soient les o qmi
5 b 2 : .
I =~ 71

Soit I' lo plus grand sous-croupe de I d'ordre nramier 4 4.
Le groupe o{I') est fini, étant un sous~groupe compact dfordre premier

& 4 de GL{(V}. On 2z donc

'
et, remplagant V par VI s on peut supposer que I' agit trivialement

sur V, Cn a I/1' -= ZZ&(l) (en tapt que G/I-modules) ; soit T un

o

générateur topologique de I/I', et, pour chaque ¢, soit ¥V~ le sous-espazo

(~3
propre généralisé de T dans V de valeur propre g : on a2 V=9 y H

A
et la décomposition V = V(l} e X V(a’

o#1

est stable par G, et compatible
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(1 .
au passage au dual ; on peut donc remplacer V par V ), ce qui permet

de supposer que I agit de fagon unipotente,

Lemme 5.3,2, Soient V un vectoriel de dimension finie sur un corps k

de caractéristique O, I un groupe additif 3 un pacramdtre, p I —> G1{V)

une représentation de I dans V, N un générateur infinitésimal de I et

posons

LE vyl n 1)

5

v

#

v

, k+1
Lk Im{Ker (N )——«}vl) .

Alovs, la fléche Nk induit un isomorphisme

ko, ~ T,k %, k1
N 'VI,k/VI,k—l —t Y)Y

et définit des isomorphismes canonigues
v. /v ® Bk~ .

Les représentations V de I s'identifient, via M, aux k[7'-modulas
tués par une puissance de T, I1 suffit de vérifier 3,2 lorsque V correspond
4 un k[T]-module irréductible k[T}/T, ce qui est triviel,

Achevons la démonstration de 5.3.1. Le sorite 5,3.2 fournit

, . , . . i,k I
des filtrations croisgsantes ot décroissantes VI K et V7’7 de VI et V',
sk

v

et des isomerphismes de G/I-modules

T, i
Pk oy W,
s 12

1,% V1, k-1

d'oli les assertions,
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Théoréme 5.4, Soient X un schéma de type fini sur Eﬁ, séparé et de

dimension n, gt G un E~faisceau constructible sur X. On suppose que

v
pour tout x € X, 1'endomorphisme Fx de Ex est T-entier, Alors l'endo~

morphisme tiVgg ﬁi(X,G)V est T-entier, ainsi que 1'endomorphisme anV
de Hi(x,c)".
On procide comme dans le théordme 5.2 pour se ramener au
cas oit X est une courbe lisse et ol G est constant tordu sur X, Soit
3 1'inclusion de X dans la courbe projective et lisse X' qui compactifie X,

On sait (dualité de Poincaré) que ﬁ}(X',j%G) est dual de

Hz-l(X‘,j% GY(1)). En vertu du corollaire 53 (a), le théor2me5.2s'applique

Y
& 3,6
Ot Yy e w1l s oY .
E(X',3,6 ) = H®',3,6) (-1) est T-entier,
1, v
gl(x',j*c") = H({X',3,6) (-1) est T-entier,
PR PO PR - .
X', 5,6 D=1 X',;,0 est T-entier,

ce qui prouve le théoreme pour j,G. Définissons H par la suite exacte

0 36 146 H o .
La suite exacte de cohomologie fournit, si Y est le support de H,
12(x,6) “~—s 1°x', 3,6
Ho s a s 3y s
(Y, 1) ——> gi(‘t,s) —slaie

uz(x,c) > 1
H. i
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de sorte que le théor2me pour (X,G) résulte du théordémc pour (X',j%G}.

5.5, La méthode précédente de fibration en courbes permet aussi d'obtenir
des majorations & la Lang-Weil (37 sur les valeurs absolues complexes

des valeurs propres de Frobenius,

Soient X un schéma de type fini sur ]Fq’ G un E-faisceau
constructible sur X, et ) € R, 5i, pour tout point x € X, avec# ki(x} = q,
les valeurs propres de Fx agissant sur —qx sont des nombres algébriques
o dont toutes les valeurs absolues complexes vérifient

A
lol sap

on écrira

Lemme 5.5.1. Soit X une courbe sur Eq, par quoi on entend ici un schéma

X de type fini sur }Fq, séparé et de dimension < 1, Soit G un E-faisceau

constructible sur X tel que log !.?’.‘ < ) avec } €R. Alors les valeurs

absolues complexes des valeurs propres ¢ de I agissant sur ﬂ}l(X,G)
AL

vérifient \CL‘ £ q .

Soit o un plongement complexe de E, ou simplement un plongement
complexe de la fermeture algébrique de @ dans E.
11 suffit de vérifier que, quel que soit U, les zéros B de la

A

fraction rationnelle o Z(X,G,t) vérifient ]B-I\ <q . On sait déja en
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effet par 5.2,1 si g est une valeur propre de Frobenius agissant sur

o 2 +1
EC(X,E) ou sur EC(X,Q_), on a lG al < qx .

Vérifions que la série

log o Z(X,G,t) = z _Ek. z o Tr(F,x¥%G) est convergente pour
kg xex( nqu)

le] < qﬁ)‘-l . Représentant X comme rev@tement ramifié de ]Pl, on obtient
trivialement une majoration

+ X(Fu) = adt .

Par hypothése, on a d'autre part

| o Tr(F,x*e)| < B.(¢OM .
Le coefficient ¢y de 5 dans 0 Z (X,G,t) vérifie donc

1
| < = . c. (@hE
k

I ey

et l'assertion en résulte,

Théoréme 5.5.,2, Soient X un _schéma de type fini sur ]Fq’ séparé et de

dimension < n, et G un E-faisceasu constructible sur X tel que logi_Gt B

avec A ER .

Alors, les valeurs absolues complexes des valeurs propres o

de_Frobenius_agissant sur Hz(X,_(g) vérifient

o
lal = M et

i

ol

Atn

iA
fa)
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Sin <0, 55.2 est trivial, Sin =1, les cas 1 = 0 et
i = 2 de 5.5.2 résultent de 5.2.1, tandis que le cas i = 1 résulte de
5.5.1. On procdde alors par récurrence sur n, comme dans la démonstretion

de 5.5,2,

Corollaire 5.5.3, Soit X un schéma séparé de type fini de dimension n

sur]Fq . Alors, les valeurs propres o de l'endomorphisme de Frobenius

géométrigue F de gé(X,Q&) sont des entiers algébriques. De plus

{i) Pour &' # p, o est une unitd {'-adique,

(ii) Pour i > n, q est divisible par q .

(1ii) Pour isn, (resp, pour i=n), qla,_1 (resp. q° afl) est un entier

algébrique.

(iv) Pour 0 < i, les valeurs absolues complexes de ¢ vérifient

laf = ql-%’ et o} = 4" .

Dfapreés 5.2.2, o et ™ o sont des entiers algébriques, Les
assertions (i) & (iii) résultent alors de 5.4. Pour i > n, (iv) résulte
de 5.5.2, Pour obtenir (iv) quand 1 € n, il va falloir conjuguer 5.5.2
a 1'hypothése de Riemann pour les courbes, Procédons par récurrence
sur n, le cas n = 0 étant trivial. Si U est un ouvert de X, de complé~

mentaire Z de dimension < n, la suite exacte
i i i
1 > 1] 3
EC(J,QL) —_—> Y (X,QL) ﬁc(z,:{z&,

montre qu'il suffit de prouver 5.2.2 pour U. Guitte I remplacer

au préalable X par Xre ceci nous raméne au cas ol X est lisse affine,

d’
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et tel qu'il existe un morphisme lisse f : X ~———> S vérifiant les

conditions suivantes :

(a) dim{8) < n-1

(b) les fibres de f sont purement de dimension 1,
Puisque les fibres de f sont des courbes affines, on 2
o -—
R f! QL =0 .

D'apres Weil [4], on a

A

(5.5.3.1) log |x'f, @, | < 1/2

et d'aprés 5,2.1 appliqué aux fibres de f, on a
(5.5.3.2) log |r%f, @,! <1
5.5.3. g |RE, Q1 .
La suite spectrale de Leray pour f se réduit ici & une suite
exacte longue

i-2 2 i i-1 1
H, (s,R f!Q&) —egc(x,ml)) ——>H_ (s,R f!%) .

D'aprés (5.5.3,1) (resp. 5.5.3.2) et 5.5.2, les valeurs absolues com-
plexes des valeurs propres ¢ de Frobenius agissant sur Ez—l(S’le'QL)

i~2 2 es
{resp. sur B (5,R f!QL)) vérifient

-1+l i-1
la] = 7 =g 2
. . i-
(I‘ESp. }C!.‘ Sq1~-2+l - ql-—l < q %_' .

Le corollaire en régulte,
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Pour obtenir quelques résultats analogues aux précédents,
en cohomologie sans supports, il semble nécessaire de disposer de 1o
résolution des singularités, En dimension € 1, la solution du probléme

est fournie par le corollaire 5,3,

Théoréme 5.6. Soit N un entier, et supposons que 1'on dispose de 1a

résolution des singularités, socus la forme forte de Hironaka, pour les

schémas de dimensicn < N de type fini suerq (jusqu'ici, on peut donc

prendre N = 2 {17), Soient f : X —> Y un_morphisme de schémas de type

fini sur I t G un E-faisceau constructible T-entier sur X, Alors, si

q = 2

dim(X) < N, les E-faiscemxR f,G sur Y sont T-entiers.

La démonstration proc2de par récurrence sur la dimension
nsN de X, Soit j : U ———> X un ouvert de X, lisse, affine, tel que §
restreint & U soit constant tordu et tel que la dimension de son complément
Z soit <n, Utilisant 1l'hypothése de résolution, on sait que les Rij*(jﬁg)
sont constructibles (SGA 5 1 , [27); pour i >0, ils sont concentrés
sur Z et, pour i =0, j,{j*G) ne différe de G que sur Z. Il cn résulte,
d'apres 1'hypothese de récurrence qu'il suffit de vArifier le théor2me
pour le faiscesu j*G et les morphisme j et £ j, Il suffit de vérifier
le théorzme sous 1'hypoth2se additionnelle que X soit affine lisse 2t G
constant tordu (i.e, fourni par une représentation continue du groupe

fondamentzl de X dans un E-vectoriel de dimension finie).
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Soient R l'anncau des entiers de E, ) une uniformisante, ¢

1'indice de ramification absolu et b un entier > __i_ . Puisque X est
1-1

lisse, donc normal et & groupe fondamental profini, il existe un R~faisceau
QO constant tordu tel que G -~ Q? ®RE. Soit p : X' —> X le revltement
étale de X qui trivialise le faisceau localement constant gé @hR/XP«
Le faisceau G est facteur direct de p,p*G, de sorte qu il suffit de
vérifier le théoréme pour p¥*G et fop, Il reste donc 2 traiter le cas
ol les hypothé&ses suivantes sont vérifides,

. . . . . o
(*¥}) X est affine et lisse, et il existe un R-faisceau G , constant

o~ ; b _ .
tordu, tel que G = gﬁgRE et que le frisceau §O®R R/}~ soit constant ,

Factorisons le morphisme f en un morphismc propre et une

immersion ouverte £ = f j

Y .

Le théoréme a déja été établi pour f (5.2), de sorte qu'il suffit de
1'établir pour j, D'apr2s la résolution des singularités, appliquée a X',
on pouvait supposer que X' soit lissc et que X soit le complément dfun
diviseur & croisements normaux de X', réunion de diviscurs lisscs,
L'nypothése (#) implique que le faisceou G est modérément ramifié le long

de ce diviseur, On 2 alors :
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Lemme 5.6.1. GSocient X un schéma lisse de type fini sur]Fq, D un diviseur

a2 croisements normaux dans X, réunion de diviseurs lisses Dy jr US>«

le complément de D dans X et G un E-faisceau constant tordu sur U, modé-

rément ramifié le long de D, Alors, si G est T-entjer, les faisceaux

i .
R7j.G sont T-entiers,
Jyb SOUEL l=gntiers

On admettra (cf, 8GA 1 XIIIL Y s

Lemme 5,6.2. (i} Sous les hypothéses 5,6.1, soicnt D' une composante

de D, D¥ la réunion des autres composantes, U' = X-D" gE.D’O = ptoy?
DIO( D!
3p
,0
i i
v
ut- yt & X
= 41
Jl 3

Alors, 1a fléche de changement de base

ir ril G

1y, © ——>rj) %% (&) O
i* * #*

. . . Oy
est un isomorphisme, et les faisceaux i *R}l G sont constant tordus,
3

. e n o
modérement ramifiés le long de D' -~ D',

(i} Si C est une courbe lisse sur X, transversale 2 D en un point

lisse x de D,
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alors, la fléche de changement de base

k¥* Rj,G ————> Rj_, k'¥G

est un isomorphisme en x,

Déduisons 5.6,1 de 5.6.2 en raisonnant par récurrence sur la
dimension, et en admettant provisoirement 5.6,1 dans le cas des courbes,
11 résulte de 5,.6,2 (ii) et de cette hypoth2se, que les faisceaux
Rij*g sont T-entiers en tout point lisse de D, En particulier, avec
les notations de 5,6.2 (i), les faisceaux Rij1 G sont T-entiers, de

*
sorte que, d'aprés 6,2 (i) et 1'hypothdse de récurrence appliquée 2
%% le 52 et a jé , les faisceaux i%# Rij*Q sont T-entiers, quelle que
E

soit la composante choisie D' de D, Ceci prouve la conclusion de 5.6.1,

Reste le cas des courbes, Pour une courbs, sous les hypothéses
5.6.1, si x est un point de X - U, si § est le groupe de Galois du corps
des fractions de SXAX et ¥ le groupe d'inertie, si on désigne encore
3
par G la représentation de § définie par G et si X est un point géométri-
que de X localisé en x, on a des isomorphismes de (/J-modules galoisiens :
s Y o 98
(348); g
(le Gi— = G (-1)
=y Ay
i, - .
(R Jx8y =0siiz2

et 1'assertion résulte de 5,3 {(a) et 5,3.1.
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SGA 7

EXPOSE XXII

UNE FORMULE DE CONGRUENCE POUR LA FONCTION ¢

par N, KATZ

¢, Introduction

Soit X un schéma propre sur Eﬁ . Sa fonction z8ta, considérée
comme élément de Z [[T]], peut~8tre réduite modulo p ; on veut la calculer
modulo p., On trouve une expression du type auquel on pouvait s'attendre
depuis les formules de points fixes du type "Woods Hole", comme produit
alterné de polynBmes caractéristiques d'un "Frobenius™ convenable agissant

sur 1'un quelconque des trois espaces de cohomologie suivants :
1) 1la cohomclogie cohérente Hi(X,@X) (3.1.1)

2) 1la cohomologie de De Rham H;R(X) = EF(X,QQ) (3.1.1)

3) 1la cohomologie &tale Hit(x,Z/pz) (3,1.2).

Cette expression doit Btre vue comme une amélioration d'un cas spécial de
la formule des traces de Woods Hole : celui du faisceau structurgl et de
1'endomorphisme de Frobenius, Ce cas est, en effet, un corollaire de la
formule de congruence (cf. 3,2.1).

La méthode de cet exposé est complétement nafve ; elle consiste

3 se ramener szu cas d'une hypersurface, ensuite 3 "réduire modulc p”
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le calcul de DWORK pour la vraie fonction z8ta d'unc hypersurface. En
"réduisant” soigneusement, on trouve 1'amélioration 5.C.6 due 2 AX (1]
(et également & IWORK dans le cas lisse [4, § 7])du théor2me bien connu

de WARNING-CHEVALLEY [87,

Une autre méthode, entidrement cohomologique et dans l'esprit
de SGA 5, s'appliquant également 3 des "coefficient tordus", vient d'8tre
trouvée par DELIGNE, et devrait figurer dans la réédition de SGA 5 ; elle
repose sur la formule des traces type 'Woods Hole", et la'formule de

KOnneth symétrique" de DELIGNE (SGA 4 XVII 5.5.21),

1, Un rappel sur les opérations "p-linéaires"

1.0. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de

caractéristique p > O, Désignons par q une puissance de p. Una application
{1.0.1) Qi Ve——>y

s'appelle q-linéaire si elle additive et si elle vérifiec

(1.0,2) o) = xqw(v) YA€k, vev,

1.0.3. On fera attention au fait que 1'itéré n'iéme @u d'un endomorphisme
q-linéaire est qn-linéairo, et que, si k n'est pas parfait, 1'image (V)

d'un endomorphisme qelinéaire n'est pas nécessairement un k-sous-espace

vectoriel,

1.0.4., Pour chaque extension K/k, un endomorphisme gq-linfaire ¢ de V
donne lieu 3 un unique endomorphisme gq-linéaire e de VK = V@kK, satisfaisant
2 la formule

1.0.5) ¢k(p @ v) = uqm(v} pour p € K, v € V.,
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1,0.6. On dit qu'un endomorphisme g-linfaire ¢p de V est semi-simple

si son image engendre V comme k-vectoriel, et qu'il ¢st nilpotent

¢'il admet un itéré nul,

On définit des k~sous~espace stables par ¢

(/‘\ (le k-sous-espace engendré par V)

(1.0.7) Vg =
n=z1l
(1.0,8) v, = &\,} (le noyau de mn 2 Vo—> V)
nilp a1

Evidemment, ¢ restreint 3 Vss est semi-simple, et ¢ restreint

a v . est nilpotent, Si k est parfait, on 2
nilp -

(1.0.9) V.= vV, _ 8V
ss nilp

3

mais, si k n'est pas parfait, (1,0,9) devient inexact, car il y a des

endomorpnismes gq-linéaires qui sont injectifs sans &tre semi-simples.
Pour une extension K/k quelconque, on a

(1.0,10) (VK)Ss = vss®kK .

Proposition 1,1, Soit ¢ un endomorphisme gq-linfaire d'up espace vectoriel

V de dimension finie sur un corps séparablement clos k., Si ¢ est semi-simple

alorg, posant

Vl-m = lesiwq~veccoriel formé des points fixes de o
= Ker(l-e),
on_a
1.1.1) Vs (V9 ®pk .
9
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n
Corollaire 1,1.2, Vl-cp -~ (Vl_q)) ®IF qun .
q

Démonstration, (LANG, cf. [6], p. 119).

Soit ¢ une k-base de V, et écrivons
(1.1.3) ole) = Ae , A€ GL(n,k)
Désignons par
(1.1.4) F : 6L{n,k) ——> GL{n,k)

1a flache "élévation des coordonnées 2la q'idme puissance', Alors pour
g € GL(n,k), ge est une base de V formée de points fixes de ¢ si et seu-
lement si

(1.1.5) Flg) Agl=1

Désignons par k unme cldture algébrique de k. Le groupe GL(n,k) agit sur

la variété 6L(n,k) par
GL(n,k) x GL(n,k) ———3 GL(n,k)
(1.1.6)
(g,A) ey F(g)Ag'1
Pour A fixé, la fléche
-1
(1.1.71 gb———>F(g) A g

est étale comme on voit en calculant son application tamgente, donc les
orbites sont ouvertes,Comme GL{n,k) est irréductible, il n'y s qu'une orbite ;

autrement dit, la fléche

(1.1.8 61(n, k) ————————> Gl(n,k)

g ———————> F(g”l).g
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est surjective, Parce qu'elle est aussi 6tale, il s'ensuit, k étant sépara~

blement clos que la fléche
(1.1.9) GL(n,k) =-m-m————3 GL(n,k)
g ———— F(g-l).g

est surjective, ce qui veut dire que V admet une k-base formée des points
fixes de ¢. I1 est alors clair, ¢ étant g-linfaire, que tout point fixe de
¢ se trouve dans le Eﬁ~vectoriel engendré par une k-base formée des points

fixes de ¢, ce qui prouve 1,1,

Corollaire 1,1,10, S$oit ¢ un endomorphisme q-linéaire d'un espace vectoriel

V de dimension finie sur un corps séparablement clos k, Alors on_a un iso-

morpiisme canonique

(1.1.11) N L
ss Fq

Il suffit en effet d'appliquer 1.1 2 VSS.

Proposition 1.2, Soit ¢ un endomorpnisme gq-linéaire d'un espace vectoriel

de dimension finie sur un corps sénarablement clos k. Alors l'apnlication

additive

est surijective,

Démonstration, On a une suite exacte de groupes abé&liens

Q v v V/V,  ——> 0,
S8 88
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sur laquelle agit 1 - ¢, Par le "lemme du serpent”, il suffit de traiter
Vss’ évident par 1.1 en employant une base formée des points fixes, et

V/Vss’ sur lequel ¢ est nilvotente, donc sur lequel 1 - ¢ est inversible,

2. Cohomologie cohérente et cohomologie €tale

Proposition 2,0, Soit X un schéma propre sur un corps k séparablement clos,

et désignons par

(2.0.1) §‘€p DX, 8p) ———> B (X, 60

1'application p-linéaire induite par

cal
~
h
—r
it
[y
3

(2.0.2) sp : @i“—‘-——>(9§ s
Désignons par

v, &, z/p2z)

les groupes de cohomologie étales & coefficients dans le faisceau constant

Z /p Z, Alors on a des isomorphismes canoniques :

i = - oo 1%
(2.0.3) Het(x,m/pz) = (# (x,\sg}) Ypo,

Démonstration, On & une suite exacte de faisceaux sur X .

et
1-g
(2.0.4) 0 —> Z /pZ o P o o
qui donne une suite exacte de cohomologie
i,z i = 1-g i =
(2.0.5) ... —> B, K,Z/p2) —> 1, &6 —E> v X6 —> ... .
on =» H;t(ﬁ,@§} = Hl(i,Gg) ; c'est un k-vectoriel de dimension finie

X étant proore, En appliquant 1.2, on trouve des suites exactes
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. . 1-3 .
(2.6.6) 0 —> }z;t(x,zz Ioz) —» B (X, —B> &) —>¢C

cqfd, Utilisant 1.1,10, on conclut de (2.0)

Corollaire 2.1, Pour X propre sur un corps séparablement clos k,

s

i ~ R
(2.1.1) H (X’Gi)s e het(X,Z/pZZ)t%Fpk .

2.2. BSoit maintenant f : X ———> Spec( ]Fq) un scphéma propre sur qu.

Désignons par k une cldture algébrique de ]Fq, et posons

(2.2.1) X = XXIFqk .

Le faisceau étale Rif*(z /2Z ) sur Sp( Lﬁq) s'identifie 2

H"X,Z /pZ) , vu comme Cal(k/ ZFq) module, Désignons par

i i
o : u* B e ¢ %
(2.2.2) T 4 (x,@x) 1 (x,sx)

1'opération linéaire (elle est g-linéaire, mais on est sur E?qi) induite par

T B & o = 9
(2.2.3) Bq ° 6 —>8& bq(f) £ .

Proposition 2.2.4, Désignons nar cpq € Gal(k/ IFq) 1'&lément de "I'robenius",

cpq()\) = )\q et soit i € Z, On a une identité de polynBmes caractsristiques

F"‘(X,@X))

-y, i =
.1 - b [ = (1t &%
(2.2.4.1) det Ep(l £ |2, &,z /pZ)) det]Fq\l t g

ot le nremier membre st le polyndme caractéristiqus de 1'élément cp; dans

o

'nl(Sp(]Fq)) agissant sur le module paloisien B (X,Z /pZ).

En effet, 2,2.4 est un corollajire de la
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Proposition 2,2,5. Soit X propre sur Spec( Fq) . Il v a un isomorphisme

cancnique

i e ~ 4tz
2.2.6) H (X’SX)ss%qk z&et(x,zz /p%Z ) Q%nk

qui transforme 1'automorphisme SQ%F k du premier membre en 1'automorpnisme

-1 1. o
®y S& k du second {qu'on peut aussi interpréter comme 1'endomorphisme

% 9 - —
fr§ g&k, ol frﬁ : X ~———3 ¥ est le k-endomorpnisme de Frobenius.
P

cf, SGA 5, XVIIIL, 2.3.4).

Démonstration. Compte tenu de ce que

- i= o~ t'. %
2.2.7 H (X, 6 = nl(X,Sx) %qk R

on a, par 1.0,10,

. i,z ~ i
(2.2.83 H (X’@i)ss H <x,fsx)SS é%qk s

de sorte qu'on obtient l'isomorpnisme 2.2.6 encmmposant les isomorphismes
2.2.8 et 2,1.1,
Compte tenu de 2.2.7 l'opération g-linéeire
i i
L. s BHT(X,% ey } «
(2.2.9) gq H (z(,sx) H (x,sX)

admet une extension g-linéaire (c£, 1.¢.5))

(2.2.10) ‘iiq cE &) —————> 1 X6,
et admet aussi une extension k~iinéaire, notée encore {.
i,z i,
2. ¢k ) ———2> : .
(2,2,11) ﬁq d <X’G§) H (X,Si)
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On désigne par

(2.2.12) gy 1 1 X,00) ———> u' (X, &)

; . . . . i
l'opération g~linéaire dont les pointes fixes sont B {X,8, ). Les onérateurs
S

o et;?'
tq® ¥q ©F tg

donc commutent entre eux, et on a

, moyennant (2,2.7), s'écrivent aussi {5q® idk, id&pq_. "ﬁk 8 @

(2.2.13) " = X = . ,
By =% 3 =Ty = %

e { 1-%
et ils commutent tous & 3, de sorte que ;}q et cpq agissent sur Hl(x,@i) ‘5q
et sur Hl(‘)'(“,Si)l_ﬂp. or, gq at cpq sont des inverses l'ume a 1'autre sur

Hl(:z(',@i)l—:sq, par (2.2,13), Donc l'opération de &q sur

iz ~ iz 1-§
HI(A,@i>SS = X0 ¥g %qk (cf. 1.1.11)

est l'inverse de 1l'opération de c@q@k sur
I B
BX,607 Vg, k .
9
Eerivant

(2.2.14) e = W@e'H g

. .
1'automorphisme ¥q de H]‘(X,G-.‘,\-{-)L 3q devient, via 2,2,14, 1'automorphisme
R P 1 . N )
@y ®]Fq de H (X’Gi) ED ®m,r) ]Fq, de sorte que 1'automorphisme @q@k de
iz . L \ iy i =
H (X,G})-(—)SS devient, via 2,1,1, 1l'automorphisme coq@k de Het(X,Z /pZ )%pk,

ce qui achdve la démonstration (2.2.5).
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3. La formule de congruence:énoncés et équivalences élémentaires

Je tiens & remercier Grothendieck et NDeligne pour m'avoir expliqué les

variantes (6.1.2), (3.1.1.2) et {3.1.3) de (3.1.1),

3.0, Soit X un schéma de type fini sur ]Fq. On définit le degré d'un point
fermé y € X comme le degré de son corps résiduel qu(y)/]Fq. Cn définit la
fonction zeta de X/!Fq comme &lément de Z[[t]]), par la formule (cf. aussi
56A 5 XIII 3.1)

(3.0.1) 2(e,xm) = 1 Q- cdes(y)y-1 )
y

Par la "fonction z8te modulo p" on veut dire toujours 1'imagze de

Z(t,X/}Fq) Fans Fq[[t]] par la fliéche de "réduction modulo p Z [[£]]"
z ([¢)] ————> ¥ [[c]] .

Théordme 2,1, Soit X un sciéma propre sur IFq. Alors

i (-t
det (1-t {‘q{H (X,@X)) mod p

¥

(3.1.1) Z(e X/F ) = 1T
4 26

ou, ce qui est équivalent par (2.2.4),

— 3 -1 (-1t
(3.1.2) e XFO = T dec(l-t @, | » mod p

H‘t(i,z /o%
120 €

Corollaire 3,2, Soit X un schéma propre sur ]Fq.
Alors
(3.2.1) % (-1 trace(y BT (X,8 )==# X& ) mod p
i2G 1 X 4

ou, ce qui est équivalent par (2.2,4)
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(3.2.2) 5 (Dier(etnt &,z oz )= #XET ) wod p .
120 9 et q

On prend les coefficients de t dans les congruences (3,1,1)

et (3.1,2),

Théoréme 3,3, Soit X sci o 1 ~
oréme 3 oi un_sciéma propre sur ﬁh on _désigoe par HDR(XﬂFq) les

}‘—vecLorleLsiﬂ (A,QénFq), sur lesquels 3q apit, On 8
i (-0t
(3.3,1) Z(t, x/m Y= | | det (1-t & lu- xMmE YT mod p.
i a' DR 4

En effet, utilisant la suite spectrale

Psq _ 9y P+q
(3.3.2) BP9 = ndx, 0 ) == why xX/F )
4 #
sur laquelle 8q agit (vie 1'endomorchisme gq = fr};r d8duit de fri:x ~>X) en
tuant El > pour q # 0, on voitque (3.3.1) équivaut a (3,1,1),
Donnons un petii complément,
La formation de la "partie semiw-simple'” (cf, 1,C.7) &tant un foncteur exact,

on déduit de(3.3,2)une suite spectrale

2Psq p+q
(3.3.3) E° D, = Hp (xAFq)Ss .
Comme (E?’q)ah = 0 pour q # G, on en déduit pour tout i un isomorphisme
3.4 o =
(3.3.4) %P(K/ﬂf e T *x, S gs )

commutant & 8q’ dlon

kel 1a — Y h«l &
(3.3.5) der(iot § g RAF D) == der (-t g [H'0,80) .
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1

Tifordue 3.4, Loit X un sciifmag séraré de type finl sur F , Alors désipnant

3

A . . . - sae
var 1 la conomologie étale 3 supportspropres {SGA & XVIY 5.1.9 (iii)), on a

o 1 (-ntt
(3.4.1) Z(t,X/F )==1 det (l-t © |HC(X,Z /pZ)) mod p,
q

iz0

Commengons par démontrer 1'équivalence de (3.4.1) et {3.1.1),
Ecrivons, pour le moment

(3.4,2 Z(X) au lieu de Z (t,XAFq)
i+l
)(-1)

.

(3.4.3) Z'(X) au lieu de Il det(l-t cp;llﬁi(’i,z /pZ)

Lemme 3.5, Si {Ui} est un recouvrement fini de X par des sous~schémas ouverts

on- a
(-1)3
(3.5.1) Z'(x) = 11 I z'(ui ﬂ...ﬂUi) .
j=20 1310<...<1an o 3

Démonstration, Résulte facilement de la suite spectrale de localisation

(SGA 4 XVII 6,2.10)

~a,b

Ey

= @ 40, N...M0, ,z /pz) -————;»a'aﬂli,n/p?Z).
s + < 1 i (o4
1<y o b

On peut aussi 1l'obtenir par récurrence sur n, en appliquent 3.6 ci-dessous,

Lemme 3.6, Si U est un ouvert de X, Y le fermé X-1J,

(3.6.1) Z'(X) = 2'(u) Z'(Y)

Démonstration. Résulte de la suite exacte de cohomologie

(3.6.2) —> Hi(ﬁ,z /pZ ) —> ai(i,z /oZ ) -——>Hi(?,z /pZ) —> .
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Lemme 3.7 (Moebius). Soit B un ensemble fini, {Ai} un recouvrement fini

par des sous-ensembles, Alors

(3.7.1) card(B) = % (-1)7 % cerd(a, N...Ma, ) .
j=C i<, <, o 73
o 3
Démonstration, On a la suite spectrale de Leray pour la cohomologie

rationnelle de l'espace discret B et le recouvrement ouvert {Ai}

E‘i’q = @ H‘~°(Ai N..Ma, @) == uP*(z,0)
q o q

et on calcule la caractéristique d'Ruler-Poincaré de B,

Lemme 3,5, B5i {Ui} est un recouvrement fini de X par des sous-schémas,

alors
. _ - L(-1)-
(3.5.0) z(xy = 1 i z(u, N...No, 7 .
320 1 <, .. <1, o] 73
© 3
Démonstration. On a la formule
(3.8.2) card{X® n)) = © r,card{y € X|deg(y) = r}
4 rin
qui entratne
0
(3.8.3) Z2{x) = exp<; Y card{X{F n)) ~—f>

et on conclut par 3.7.1.

Lemme 3.5. Supposons que la formule (3.4.1) (ou ce qui revient au méme,

(3.1.2) i.e, (3.1.1)) soit vraie pour X une hypersurface projective. Alors

elle est vraie pour tout X séparé de type fini,
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Démonstration, Par 3,8 et 3.6, (3,4,1) est vraie pour le complémentaire
d'une hypersurface,imnuH. Compte tenu de ce que ﬂGPn-Hi) =p" - g Hi est
encore le complément d'une hypersurface, le recouvrement ouvert '

ﬁPn-Hi} de P” - N H, permet d'appliquer 3.8 et 3.5 pour déduire (3.1.3)
pour P - N Hi' Par 3,8 et 3.6, (3.4.1) est vrai pour N H., i.e. pour tout
X projectif, Une nouvelle application de 3.8 et 3.5 donne 3,1.3 pour tout X
quasi-projectif, en particulier pour tout X affine, Finalement, pour X

séparé de type fini, on prend un recouvrement fini par des ouverts affines,

et on applique 3.8 et 3.5,

4, Le calcul de la fonction z&te d'une hypersurface 4 la Dwork

4,0, Soit
= 1 A
(4.0.1) £(X) f(Xl,...,Xn+2) € Fq[X} homog&ne de degré d,
dont 1l'annulation définit 1'nypersurface V CTPn+l, et désignons par V¥
n+2
l'ouvert de V oa I Xi est inversible, V:ff le cdne affine de V¥,
i=1

Cnoisissons un caractére additif non-trivial

(4.0.2) T N — )
X quv up()

C étant un corps alg. clos fixé de car, nulle (p.ex. C = L), de sorte

qu'on a
qY six=o0
(4.0.3) pour %X GIP(‘I\: r xlxy) =

yquV 0 si Y #

[e]

Pour Y = (Xl""’xn+2) € Gngf}¥2,on a donc
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2 Z qV si £(x)=0
{4.0.4) 1 x(x £(x)) = Wy £(x)) =

X € TF* x €F .,
© v ° 9 0 sinon
En sommant (4,0,4) sur x € Gsz)n*% on obtient
L2 2
(4,0.5) card ngfGFq\b = Yy ‘5;—~———f;+2{1 + Xﬁxof(x))}
* 9%
x € (]qu} XOGFQ\)
et, compte tenu de ce que
1y = (gY *
(4,0.6) card vaff( mqv) (g =1) card V (mq\,)
(4.0.5) se récrit
VvV, 042 E
(4.0.7) (q¥1)cardv#( F v) = CL) D PR, n$33d§§ﬁﬂ).
¢ ¥ @ G W)ECTR)
Ecrivons explicitement la forme £(X) comme somme de mondmes
(4.0,8) £f(X) = £ a x° ,
w
ol
dfn W w
- n W 1 n+2
w = (Wi,...,wh+2) avec L w, = d, X —_ X1 v Xn+2 s
de sorte que (4.0.7) se récrit
[V En
(4,0.9) (qYl) card V#( IF y) = Lg=) © + NS e \x X(awaXw).
4 oV ¢ Geyx) €A v '

4,1, 11 faut maintenant expliciter notre "caractére additif & valeurs

en caractéristique zéro",Cn a envie de prendre simplement

o (=)
(4,1.0) Y @ x> exp(21 i tr Iqu/lF‘()X) = gp q\)/Hp
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Désignons par

(4.1,1) ) 1la cldture elgébrique de Qp
(4.1.2) ord : (I ———> @ 1'ordinal, normalisé par ord{p) =1
(4.1.3) € € Q une racine p-i2me primitive de 1'unité,

Cn constate {cf, [2]) qu'il existe

(4,1.4) e Qp(%p) , ord(m) = )
n
ﬂp
(4.1.5) tel que T — =0,
nz0 P

(NB, On constate aussitdt que le premier membre converge dans Qp(@p).)

On définit 1'exponentielle d'Artin-Hasse

n
D
£ ——X‘
(4,1.6) E(X) = exn (ngo K ) € Qp[[X]]
qui, on miraele, se trouve dans Z p[[x]j. On définit
.1.7m ex) = E(mzr) ,

dont les propriétés fondamentales sont résumées dans le lemme suivant :

Lemme 4,2,

(4.2.1) KD "B X" , B =1 A =71, ord(s ) > -2
n n p-1

i
™
w
>

(4.2.2) (1) = §,» une racine p'idme primitive de 1'unité.

(4.2.3) Soit t € 0, et supposons que, pour un entier a > { donné,

a

£ =t° (i.e., t est un "représentsnt de Teichmuller” dans W a) o) N
a-1  j q

Alors T t© ¢ Z!D, de sorte qu'on peut définir la série formelle
Y :
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a-1 i
32 tP
(8(x)) =0 , et on a une identité de séries formelles
a-1 .
a-1 h| Y tJ
(4.2.3.1) nePx = (ex) I .
i=0

Démonstration. Compte tenu de ce qui E(X) EEZE[[X]], (4,2,1) se déduit de

la définition, Quant 2 (4,2,2), on a

(4,2,4) log ( ®{(1)) =0 par le cnoix de 1 (4.1.5)
et
(4.2.5) ord ( @(1) -1) = - par (4.2.1).

p-1

n
Par (4.2.4), il existe un entier n = 0 tel que &(1)7 =1, (c'est 1la

caractérisation du noyau du logaritime) et (4.2.5) entraine que n = 1,

Quant & (4.2.3.1), en prenant les logarithmes, il résulte d'un calcul
a-1

1
évident, une fois prouvé que 1'on a bien T £? < Zip. Cr on voit aussitdt
; 3=0
que les 77 (0 = j = a-1) sont les conjugués de t € W({F a) sur Z , done
a-1 pj 9 )
Lot =7 {(ty ez .
I
§=0 NE iz p

q
En prenant la valeur en X = 1 des deux membres de (4,2,3.1) noas

trouvons le

a
Corollaire 4.3, Soit t € (0 vérifiant tP = t, Désignons par t €T a
p
sa classe résiduelle, Alors on a
a1l 3 2. BAFD(t)
(4.3.1) I 6™ ) = ¢ p .

j=0 P
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4.4, Rappelons que le corps résiduel de 1'anneau des entiers de Qp(%p)

est I . Soient
P
(4.4,0) K = l'extension non-ramifiée de Qb(gp) 3 corps résiduel‘Fq,

(4,4,1) T € Gal (K/Qn(ip)) le “Frobenius”, i.,e, 1'automorphisme

se réduisant suivant 1'automorphisme de Frobenius de }Fq/IFP, b e xp,

W N
(4.4.2) Soit F(X) = ¢ A, X" le relévement en K[XL"‘"XM«Z] de
f(X) dont les coefficients vérifient AS = Aw . Mettant ensemble (4.3.1)

et (4,0.9), on trouve (compte tenu de la définition (4.1.0) de X) :

v ( Yl)n+2
(g-1) card V*GFq\)) ==
\Y
q
(4,4.3) v
> ord{q )-1
B T S
- = T el
V@& LK) € Guy () W j=0 ‘
o} q'=1
Définissons
HOO = 0K e 0X o) € k[IK L% 0]
par
W 124
N _ 1 n+2
(4,b4,45 HX) = 10 @ (waox1 xmz) .

W
Nous faisons agir Gal(K/(\!p(gp)) sur K[[XO,...,XR+2]] a4 travers son
action sur les coefficients ; 1'action composante de O € Gal(K/Qp(gp)) sera

notée

(4.4.5) oX) b 7(x) .
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On & en particulier

W

J 3
CUNCONERS SR XL x Y
- o1

n+2

3 3
Compte tenu de ce que A; = A& , (4.4.3) se récrit alors

(4.4,6) (q¥-1)card V*Gqu> =

v
S lzg.____-._.__ ord{(q )-1 i
Sg-n) 71 { ‘ uT (xP7)

\Y \Y . n+3 o
q q (AO,X)G(qu_l(Q)) i=0

4,5, Nous allons maintenant exprimer la somme dans (4,4,6) comme une trace,

Pour cheque b € @, on définit une K-slg2bre de Banach p-adique

(4.5.1) L{b) = le sous-anneau de K[[XO,...,X 1] formé des séries

r+2

qui s'écrivent

U ou U
4.5.2) Z B xa"x1 ... x 2 = (,...,0

adu =% Ui U 1 n+2
° iz
et qui vérifient
(4.5.3) inf (ord(B,)) -b U) >~
U U o

Clest une slgdbre de Banach p-~adique pour la fonction d'ordinal (1'opposé

du logerithme de la norme)

(4.5.4) inf (ord (B - by ) = ord ( LB xY)
v o) U

On vérifie sur 4,4.4 et (4,2,1) que 1l'on a

)

Hx) € L( 1
p=-1

419
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Introduisons des opérateurs,
Pour cheque entier k > 0, on introduit un opérateur continu

d'espaces de Banach sur K

: e ——
Yk L{(b) L(k b)

(4.5.5)

v eex’ = g X’ .
Pour chaque couple (b,b'), b' < b, il y a un opérateur de
“"restriction” qui est compl2tement continu (i,e, une limite uniforme des
opérateurs de rang fini)

"restriction’

L{b) > L(b')
(4,5.6)

U U

Z BUX L5 z BUX .

Chaque élément G de 1l'algébre L(b) donne 1'endomorphisme continu

de la multiplication par &

¢ : L(b) —eessee——3s [,(b)

(4.5.7)

n k ne .
Ces opérateurs sont 1iés par le lemme suivent, dont la démonstration se

trouve dans [2] {(cf, aussi [4]),
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Lemme 4,5,85 {ou lemme de la trace (DWORK)). Soient b € §, b >C,

k € Z, k22, et 6 € L{b/k}, Alors le composé

1 . . o ¥ .
L(b) —Lestrictiong . iy X6 oy (p/K) —S—> L)

noté ¥, o G, est complétement continu, et sa trace [ef, [47]] est donnée

per la formule

(4.5.9) te(¥, o G} = : sx) .

k
_1y0+2 . n+3
(k-1) X € Gu 00
Apoliquant ce lemme sucas
k = qV
ord(qV)-1  § _j
= ™ (xP (.._.._‘2__.,,\.
G(x) jLCi B (X7 ) €L oDV
= L
b _~)
(4.4,6) se récrit
d(q¥)e .
\ (q\_)l)m-Z (q)_sl)n+3 ord(q™) 11’3 pJ 1N
(4.5.1¢) (g-1)card V*@q,v, T + v tr (\yqjgo 1t xPHL CF-D)

Soit L%(b) 1'idéal des &léments de L(b) qui "s'annulent en O'i.e. "sans

terme constent”. Il est stable sous V oG, et on a évidemment
(4.5.11) (¥, °6) = 6(0)+ ar (¥, G {L°)

Compte tenu de ce que H(0) = 1, (4,5,10) se récrit

v
v, \n+2 ord(g )=l § 3
(4.5.12) card V¥(@F v)= (q\:)-l)n+1+ (g=1) eV s 71 1T (xP )ILC’( 1 >>
4 q k! jﬁo p-l
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Considérons maintenant 1'opérateur T-l-linéaire

(4.5,13) 7"1 ° Yp o H(X) : L(b) —> L(b) .

On constate que ses itérés sont donnés par
~1 a_ ~-a TP ol petl
{(5.4.14) (v c‘fp°B(X)) =7 o‘i‘aoH(X)H (X)...H x ),
p
et on note que, Si ord(q)]a, ona T2=4id , Ceci posé, on définit une
opération T~1-1inéaire
o 1 o _1
: L (——f) —>1L (—
* p=- p-1/
(4,5.15)

o = ——1lev o HE s
P P

de sorte que (4,5,12) se récrit

(4.5.16) card VAQF y)= (@™t 4 (qYl)“’“zcr((a)"rd(qv){L"(;_1_—1) i
Désignons par

(4.5.17) S = l'ensemble {1,...,n+2} .

Pour tout sous-ensemble AC S, A # ¢, on définit un sous-espace de L(b) :

(4.5.18) L™(b) = ensemble des séries I BUXU € L(b) telles que, pour chaque

mondme X° avec BU # 0, lec U, >0 sont exactement UO et les U, , j € A,
L 3

On a

(4.5.19) °® = o A
ACS
A# g
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o
-
P

et, pour chague sous-ensemble
BCS, B#606 ,
on a

(4,5,20) <) LA(b) = L(b) N 1tidsal ( T X;) k[(x]J] .
ADR i€B

Evidemment chaque sous-espace L (b) est stable par o ; il en résulte

iﬁe;

qu’il en est de mgme pour & L (b), qui est somme de sous~espaces du type

A;ﬁ

précédent,

On défi