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SEMINAIP~E DE GEO~TRIE ALGEBRIQUE DU BOIS-N~RIE 

1967-1969 

GROUPES DE NONODROMIE EN GEO~TRIE ALGEBRIQUE 

(SGA 7 II) 

par P.Deligne et N.Katz 



INTRODUCTION 

La premiere partie de ce s~minaire, dirig~e par A. Grothendieck, a paru 

dans ces m~mes Lecture Notes in Mathematics sous le n ° 288. De cette premiere partie, 

nous n'aurons ~ faire usage que des r~sultats des exposes Iet VI (sp~cialement les 

§§ 5, 6). 

Les r@sultats clef de cette seconde partie sont la formule de Picard-Lefschetz 

de l'expos~ XV et la th~orie des pinceaux de Lefschetz de l'expos~ XVIII. 

Soit X t une famille de vari~t~s alg@briques d~pendant d'un param~tre t 

La formule de Picard-Lefschetz d~crit le comportement de la cohomologie de X t au 

voisinage d'une valeur t o du param~tre pour laquelle X t acquiert un point singu- 

lier quadratique ordinaire: elle fournit la difference entre les cohomologies de X t 

et X t et d~crit la monodromie locale quand t tourne autour de t o . Dans le 
o 

cadre transcendant, elle est due g Lefschetz [2] eta une signification g~om~trique 

simple (XIV 3.2). Pour l'dtablir en toute caract~ristique, il nous a fallu monter une 

lourde machinerie (XII, XIII, XIV), dont les grandes lignes sont donn~es dans les 

introductions des exposes XIII et XIV. 

Lorsqu'on prend pour famille X t un pinceau assez g~n~ral de sections 

hyperplanes d'une vari~t~ projective non singuli~re X , la formule de Picard-Lef- 

schetz, et d'autres idles g~om~triques, fournissent de pr~cieuses relations entre la 

eohomologie de X et eelles de ses sections hyperplanes X t o Ces relations ne 

prennent toute leur force que lorsque X v~rifie le th~or~me de Lefschetz vache 

(LV) (X-VIII 5.2.2). Cette condition est automatique en caract~ristique 0 . En 

dimension ~ 3 , la seule d~monstration connue repose sur la th~orie de Hodge des 

int~grales harmoniques (la d~monstration de Lefschetz du point crucial [2 ] 13. pg. 25 

est fausse); il serait extr~mement int~ressant d'en avoir une autre, susceptible de 

se g~n~raliser en caract~ristique p 



VI 

Les principales applications sont les suivantes. 

a) Darts l'expos@ XVI, nous d@montrons en @gale caract@ristique p une formule 

analogue ~ eelle donn~e par Milnor [3] pour le hombre de cycles ~vanescents en les 

points critiques isol~s d'une application f : c n >  ¢ 

b) Darts l'expos@ XIX, nous utilisons des m@thodes de Lefschetz ([2] p. 106) pour 

d@montrer notamment, en toute caract~ristique, que si S est une surface g@n~rique 

dans ~3 de degr@ # 2, 3 toute courbe trac~e sur S est l'intersection compl~te 

de S avec une autre surface de p3 

c) Dans l'exposd XX, par des m~thodes transpos@es de m~thodes de Griffiths [I] , 

nous prouvons l'existence, en toute caract@ristique, de cycles alg~briques homolo- 

giqnement @quivalen~ z~ro dont aucun multiple n'est alg~briquement ~quivalent 

z~ro. 

Signalons encore que la m@thode des pinceaux de Lefschetz a r~cemment 

permis de prouver par r~currence sur la dimension le r~sultat suivant (voir [4]). 

Si la vari~t@ projective non singuli~re X sur • se rel~ve en caract@ristique 
P 

(avec sa polarisation) et que 

agissant sur Hi(x ~ ~p, ~) 

P 

p # 2 , le polynSme caract~ristique de Frobenius 

est dans ~[t] et ind@pendant de 6 (~ # p) 

Les exposes XXII et XXI sont pr~liminaires g XX (et g XIX en caract@ristique 

2). Darts XXII, nous @tudions la r~duction mod p de la fonction ~ d'une vari@t@ 

alg@brique sur ~ (par une m@thode o~ la th@orie de Dwork joue un rSle essentiel), 
P 

et les propri@t~s d'int~grabilit@ de polyn8mes caract@ristiques de Frobenius agis- 

sant sur des H i .Dans XXI, nous minorons le niveau de la cohomologie d'intersections 

compl~tes g@n@riques. 

Je sugg~re au lecteur d~sireux de se faire une premiere image g~om~trique 

de la th@orie de lire tout d'abord I, XIV 3.2, XIX § 4 et l'introduction de XIII. 

Le Leitfaden qui suit explique en gros la d~pendance logique des divers 

expos@s entre eux. 
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INTERSECTIONS SUR LES SURFACES REGULIERES 

par P. Deligne 

Dans la premigre partie de cet expose, aprgs quelques pr~liminaires 

de th~orie des intersections (contenus dans [5] U [7]), on donne la 

d~monstration d'apr~s Artin d'un cas particulier d'un th~or~me de 

Raynaud [9] (1.13), et une d~monstration a priori d'un th~or~me que N~ron 

[8] v~rifiait cas par cas (1.15). De (1.13) r~sultent assez ais~ment les 

th~or~mes de [9] utilis~s dans [2] et par i~ dans IX. 

Dans la seconde partie, je poursuis sur ma lanc~e et raconte 

comment les "italiens" [I], [3] calculaient les nombres d'intersections, 

sur les surfaces. Les r~sultats principaux 2.9 et 2.11 se trouvent par 

ailleurs dans Northcott [12] et [13]. Pour terminer, je donne en 2.27, 

2.30, 2.34 une relation conjecturale entre la dimension du schema formel 

versel des modules d'une singularit~ d'une courbe r~duite, l'invariant 6 

de la singularit~ et un invariant mesurant sa sym~trie. 

Cet expose ne sera pas utilis~ dans la suite du s~minaire. 

I. Nombres d'intersectlo n sur les surfaces arith~tiqpe~ 

1.0. On suppose donn~ dans ce § un schema r~gulier X de dimension 2, un 

divlseur r~duit Y de X, et un sous-corps k de H°(Y,Oy). On suppose que Y 

est une ¢ourbe (EGA II 7.4.1) propre sur k. Voici Lrois dxemples de cette 

situation 

Exe~le I.i. Soit (S,~,s) un trait et X un S-schema f : X :~ S, r~gulier, 

propre et plat sur S, ~ fibres purement de dimension un. On prend 

Y = (f-l(s))re d et k = k(s). On se restreindra ~ ce cas ~ pertir de I.i0. 
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Exemple 1.2. Soient X le spectre d'un anneau local normal de dimension 2, 
o 

s l e  p o i n t  f e rm4 de X e t  f : X > X un X - s c h 4 m a  r 4 g u l i e r  e t  c o n n e x e ,  
O 0 O 

propre sur Xo, distinct de X O mais coYncidant avec Xo au-dessus de Xo-[S}. 

On prend Y = (f-l(s))re d et k ~ k(s). 

Exemple 1.3. On prend pour X une surface r4guli~re compl~te sur un corps k 

et pour Y une courbe r~duite trac~e sur X. 

Rappelons le lemme suivaut (SC& 6 IV ex. 1.9). 

Len~ne 1.4. Soit Z un sous-sch~ma ferm~ d'un schema noeth4rien Z. Alors, 
O . . . . .  

l'inclusion de Z ° dan__._~s Z induit un isomorphisme du groupe de Grothendieek 

de la categoric des faisceauxceh4rents de ~ -modules dans le groupe de 
O 

Grothendieck de la cat4~orie des faisceaux coh4rents ~ur Z ~_su_p_port dans Z 
O 

Ce lemme Fermet de d~finir la caract4ristique d'Euler-Poincar~ 

~(~) d'un faisceau eoh4rent ~ sur X ~ support dans Y, de fa~on ~ ce que, 

(i) Si ~ est un faisceau coh4rent de ,~Z-modules, alors 

(1.4.1) X(~) = dim k H°(~) - dim k HI(~) 

(ii) X est additif relativement aux suites exactes courtes. 

Si les faisceaux de cohomologie d'un complexe K de Ox-modules 

sont des faisceaux coh4rents ~ support dans Y, on pose 

(1.4.2) X(K) = Z (-I) i ~(Hi(K)) 

Si ~ est localis~ en un point y de Y, on a 

(1.4.3) X(~) = ig O ($y) . [k(y) : k] 

"7 



- 3 - X 

Sous les hypotheses (I.i), (1.2) ou (1.3), on a 

(1.4.4) X(~) = ig f~ ~ - Ig Rlf~ 

Soient Dun diviseur ~ 0 concentr~ sur Y, et ~ un faisceau inver- 

sible sur D. Ii y a alors une et une seule fa~on de d~finir le degr~ degD(~) 

de sorte que 

(1.4.5) 

~ degD(£' ®~") = degD(~') + degD(~") 

<~pour ~ c O , on a degD(~) = - X(O/~) 

On a alors la formule de Riemann-Roch sur D 

(1.4.6) k~) = X(O D) + degD(~) 

Soit D = Z n. D. la d4composition de Den diviseurs irr4ductibles 
i i  

r~duits ; on a 

(1.4.7) degD(~) = Z n i degD. (~) 
i 

D4finition 1.5. Soient D et E deux diviseurs a O sur X, et supposons D con- 

centr~ sur Y. On d~finit le nombre d'intersection de D et E (relativement 

au corps k (I.O)) par : 

(D,E) = X(OD ® OE ) = X(OD ® O_E) - x(TorI(OD,OE 1) 

Sous les hypotheses faites, on a en effet Tor2(O~,~) = O . 

Proposition 1.6. Sous les hypotheses 1.5, on a : 

(1) Le nombre d'intersection (D,E) est additif en les diviseurs D e t E ; 

ceci permet, par lin4arit~, de d4finir le nombre d'intersection de deux 

diviseurs non n4cessairement positifs. 
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(ii) (D,E) = degD(O(E)). 

(iii) Si D et E ne se coupent qu'en un nombre fini de points, alors 

(D,E) = X(O_D ®~) e O, l'~galit~ ne pouvant avoir lieu que si D e__~t E 

sont disjoints. 

(iv) 

(v) 

(vi) 

m@romorphe sur X, alors (D,E) = O. 

Si D et E sont concentr4s sur Y, alors (D,E) ~ (E,D). 

S i Nest le faisceau conormal A D, alors 

(D) 2 = (D,D) = - degD(N) 

S i E, non n4cessairement positif, est le diviseur d'une fonction 

= X(OD) X(O(-E) I D) = - deg D (~(-E)) = deg D (O(E)) 

Ceci prouve (ii), (vi) et la biadditivit4 en vertu de (1.4.5) et (1.4.7). 

on a Torl(OD,~ E) = O, d'o~ la conclusion~ Sous les hypotheses (~ii), 

SouS les hypotheses (v), on a 

~D ® ~ = ~D et TorI(OD,OD) ~--- N (SGA 6 VII 2.5) , 

d'o~ 

(D,D) = X(OD ) - X(N) = - degD(N) 

Enfin, (iv) r~sulte de la sym4trie du produit tensoriel. 

On notera que (ii), (iv) et (vi) restent vrais sans supposer les 

diviseurs positifs. 

Preuve. Soit la suite exacte 

0--->O(-E) >~x >~E >O , 

elle fournit, par (1.4.6), 

dfn ~ ~ 

(D,E) ~ X(OD ® OE ) = X(O_D ® Ox ) - X(~D ® O(-E)) 
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Proposition 1.7. Soient (Yi)l~i~k les composantes irr4ductibles de Y, 

f une fonction m4romorphe sur X, e t 

div(f) = E n. Y. + Z 
1 1 

son diviseur, avec IZI~ ~ Y fini. Alors, posant ................. Di = ni Yi' on a, pour (a.)6@k:l 

(~ a i Di)2 = - ~ (ai-aj)2 (Di,D j) - Z a~ (Di,Z) 
i<j 

Preuve (d'apr~s [7]). En vertu de 1.6 (v) (vi), on a 

(~ a. D.) 2 = ~ a i (Di, ~ a. D.) = 
i l l i j J J i 

= ~ a i (Di, ~ (a.-a.)D. - a.Z) 
j#i 3 i ] i 

= E a. (aj-ai)(Di,D ~) - E aS (Di,Z) 
i~j i " i 

2 
= - ~ (a.-a.) 2 (D. D.) - ~ a. (D.,Z) 

i< j 1 ] l 3 i 1 i 

E a. (D., E a. D. - a. div f) 
i I j ] ] i 

Corollaire 1.8. Sous les hypotheses de l'exemple I.i, reno~ur f une 

uniformisante ~ de S. Ici, Z = 0 et 

(~ k i yi )2 = _ ~ I 
i<j n.n. 

i ] 

(k i nj - kj hi)2 (Yi' Yj) 

donc la forme d'intersection est n~gativ~, et si Y est connexe, son noyau 

est r~duit aux multiples de div(~). 

Corollaire 1.9 (Mu~ford [7]). Sous les hypothi~ses de l'exemple 1.2, prenons 

pour fun ~l~ment non nul de l'id4al maximal de l'anneau local O. . Ici, 

Z > O, de sorte que la forme d'intersecltli011nlest d~finieln4gative. 
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i. IO. On se restreint, pour la suite, au cas consid~r~ dans l'exemple (i.I). 

Liehtenbaum [5] a prouv4 que, dans ce cas, X est automatiquement 

projectif sur S, de sorte qu'il n'est pas fatiguant de d4finir le complexe 
! 

Rf'O S ([4] III 8.7 p. 190). Puisque fest de dimension relative Iet que X 

et S sent r4guliers(Gorenstein suffirait) il existe ([4] V 8.3 et V 9.1) 

un faiBeeau inversible WX/S sur S, unique ~ isomorphisme unique pros, tel que 

! 

(I.i0.I) Rf'O S ---~ •X/S[I] . 

On d~signe par K un quelconque diviseur (effectif ou non) tel que 

w -~ O(K). 

Soient Dun diviseur ~ O concentr4 sur Yet N son faisceau conormal : 

i 
D >X 

S ~ 

On a 

! ! Y V 

(1.1o.2) Rg'O s -- Ri'Rf'_O s = Rt ' ak / s [1]  = Wx/sl D ® N"[O] 

En v e r t u  du t h ~ o r ~ m e  de  d u a i i t ~  ( [ 4 ]  V l I . i  p . 2 1 0 ) ,  

! 

(1.1o.3) Rg~ Rg'_O.s ~ ~ o m ( R ~  _OD,_O s) 

De plus, pour tout O s-module M eoncentr~ au point fermi, on a 

(1.10.4) ~(RHom(M, Os)) = - )<(M) 

de sorte qu'iei, utilisant (1.4.4) et (1.10.3), on obtient 

X(Rg'~) = - )<(O_D) 

Puisque (1.4.6) 

! I 

~<(Rg'Os) = X(OD) + degD(Rg'O S) , 
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on en conclut par (1.10.2) que 

2 X(OD) = deg D (Rg~O_D) = deg D (~ID ® N v) = deg D 

ce qui, par 1.6 (ii) et(v) se r~crit 

(~) - degD(N) 

Propositi0n i. II. Sous les hypotheses (i.i), quelque soit le diviseur D e O 

concentr~ sur Y, on a 

i 
X(O_D) = --~(D,D+K) 

1.12. On d4signera par d le pgcd des multiplicit~s g~om~triques des com- 

posantes irr4ductibles de X = f-l(s), i.e. le pgcd des longueurs des anneaux 
s 

locaux des points maximaux de la fibre sp4ciale g4om4trique de f. Si X a 

un point rationnel, i.e. si f : X---> S a une section x, alors d = 1 ; plus 

pr~cis4ment f est lisse en x(s). En effet, x est une immersion ferm4e de 

schemas r4guliers, done est une immersion r4guli~re et on applique EGA IV 

17.12.1. 

Voici la d4monstration, d'apr~s M. Artin, d'un cas partieulier 

d'un th4or~me de M. Raynaud [9], qui suppose seulement d premier ~ la 

caract4ristique p de k. 

Th~or~me 1.13. Ayec les...notations pr6c~dentes, s i Y est $~om~triquement 

connexe et si d = i, alors X est oohomol_c~uement plat sur Sen dimension 

O (EGA llI 7.8.1), plus pr6cis~ment (EGA III 7.6.9 (ii)) on a 

k ~ > H°(Xs, OXs ). 

On se ram~ne ais~ment au cas off S est strictement local. Comme Y 

est g~om~triquement connexe, H°(Y,Oy) est une extension radicielle de k, 

et puisque (d,p)=l, une au moins des composantes irr~ductibles de Y est 
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o 
g4om4triquement r4duite, et on en d4duit facilement que H (Y,Oy) = k. 

Soit Dun diviseur sur X tel que 

Y~D<X 
s 

Puisque d = I, D n'est pas multiple rationnel de Xs, donc par 1.8 

(D,Xs-D) = - (D,D) > O 

Le diviseur Y a donc une composante irr4ductible E telle que 

0 < E ~ X -D et (D,E) > O 
s 

Consid4rons le diagramme 

O .... > O(-D-E) ...... > O > OD+ E > O 

0 ........ > O ( - D )  - -" _0 -" 0 D > 0 

le diagramme du serpent fournit un isomorphisme entre Ker(~) et Coker(~). 

Ce conoyau n'est autre que la restriction de ~(-D) ~ E, d'o~ une suite exacte 

O > ~(-D) IE ...... > ~D+E ---'--->~--D > O 

Par construction degE(~(-D ) = - (D,E) < O, donc H°(O(-D) IE) = O, 

et la fl~che de restriction 

o 
O '" > H -._(OD+ E) . > H°(O_D ) 

est injective. Ceci permet de construire par r~currence une suite de diviseurs 

D I ~ ... ~ D = X Y = Do n s 

H°(~D" H°(ODi i o telle que ) s'injecte dans _ ), donc H (~X 
i s 

qui ach~ve la d~monstration de 1.13. 

o 
) = H (Oy) = k, ce 
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Le fair suivant est prouv4 dans [5] ou [i0]. 

Th~or~me 1.14. (Castelnuovo, Enriques,...). Sous les hypotheses (i.i), 

soit Dun diviseur r4duit irr~ductible eontenu dans Y. Supposons que 

HI(D,OD ) = Oet que, posant k' = H°(D,O000~), on ait 

(D,D) = - [k' : k] 

Alors, D e st une droite projective sur k' et il existe un S-sch4ma r4gulier 

X I , un point ferm4 x I d__ee X I de corps r4siduel k' et un isomorphisme entre 

X et le S-schema d4duit de X I p@r 4clatement de Xl, cet isomorphisme iden- 

tifiant D ~ la fibre de x I dans X I. 

On appelle un diviseur D poss~dant ces propri4t~s une courbe 

exceptionnelle de premiere esp~ce. 

Je ne r~miste pas au plaisir de d~montrer la proposition suivante 

de N4ron [8j prop l'p. 90 : 

Proposition 1.15. Supposons que X~ soit une courbe el liptique (en particulier 

ait une section) et que X ne contienne aucune courbe exceptionnelle de pre- 

miere esp~ce, Alors, avec la notation (I.I0.I), on a 

f~ ~ x / s  N " ~ x / s  

universellement. 

Corm~e d = I (1.12), il suffit, d'apr~s (1.13), de prouver que 

WX/S est isomorphe ~ ~X ; puisque WX/S est trivial sur la courbe elliptique 

X~ , on salt a priori que 

Wx/s ~ O(En. Y.) 
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o0 les Y. sont les composantes irr4ductibles de Y, et puisque div(~) ~ 0, 
i 

on peut supposer les n i positifs. Si ~ n.ll Y" est proportionnel au diviseur 

div(~), il est multiple entier de dlv(~) et on a gagn~. Sinon, on a 

il existe i tel que 

(~ n i Yi )2 < O 

(Yi' ~ nj Y.j) < 0 

et on applique le lemme suivant : 

Lermne 1.16. Sous les hypotheses i.I, supposons que Y spit connexe et que Y 

soit r~ductible, o u que X(O_y) ~ O. Alors, pour qu'une composante irr~ductible 

Yi d.~e Y s o i t  une courbe e x c e p t i o n n e l l e  de premiere  esp~ce,  i l  f au t  e t  i l  

suffit que (Yi,K) < 0 . 

Soit k '  = H°(Yi,O¥ ). La formule de Riemann-Roch 1.11 f o u r n i t  
1 

X(Oy ) = [ k ' : k ]  (1-dimk, Hl (Yi ,0y  )) = - 1  ( ( Y i ' Y i )  + (Yi 'K))  
1 1 

:t = ! k . Si gi est exceptionnelle de premigre espe~ce on a donc (Yi,K) -[k : ] < 0 

Rl~ciproquement, s i  (Yi,K) < O, a l o r s  X(Oy_ .)  > O, ce qui impl ique que 
1 

X(Oy ) = [ k ' : k ]  e t  que Y s o i t  r g d u e t i b l e ,  de s o r t e  que par  1 .8 ,  ( Y i , y i )  < O. 
1 

Les nombres n 6 g a t i f s  (Yi ,Yi)  e t  (Yi,K) sont  d i v i s i b l e s  par  [ k ' : k ] , d e  so r t e  

qu'on doit avoir 

(Yi,Yi) = (Yi,K) = -[k':k] 

Exercice (a). Sous les hypotheses (i.i), on suppose que X est un espace 

principal homog~ne sous une courbe elliptique et que X ne contienne aucune 

courbe exceptionnelle de premiere esp~ce. Montrer que sur X, la formule de 

Riemann-Roch (I.ii) s'~crit 

X(O_D) = - ~(D,D) 

10 
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(b) Supposons en outre le corps r~siduel k(s) alg~briquement clos. Montrer 

que le diagrarm~e des composantes irr4ductibles de X est multiple de l'un 
s 

des diagrammes consid~r~s par N4ron [8] p. 124-125, 4~ colonne (cas a ~ c 8). 

Ce diagrarane d~termine les sermes des composantes irr~ductibles r4duites, 

leur multiplicit4 dans Xs, la nature et la disposition des singularit4s de 

(Xs)re d . 

On traltera d'abord le cas o~ X s est irr4ductible ; ce cas exclus, 

on prouvera que toute composante irr4ductible r4duite est une droite pro- 

jective de self-intersection - 2. Si X = Z n. D. est la d4composition de 
s I I 

X sen diviseurs irr~ductibles r4duits, on r~4crira cette condition 

i 
(~) n. = -- ~ n. (D. D.) 

1 2 j#i 1 1 ] 

D'autre part, X est connexe, de sorte que : 
s 

(**) Quels que soient i et j, il existe une chalne i = il,i 2 ... i n 

avec (D. D. ) # O . 
i k ik+ 1 

=j 

On cherchera alors routes les solutions en nombre entiers de 

(4) + (~w). On montrera d'abord que, sauf dans les cas b2 et c2 de N4ron, 

les nombres d'intersection (DiDj) sont 4gaux ~ z4ro ou un. 

2. Intersections italiennes 

Soient S' et S deux surfaces projectives lisses sur un corps k 

et f : S' > Sun morphisme birationnel. Si D et E sont deux diviseurs 

sur S, on a 

(D,E) = (f~e D, fW E) 

11 
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con~ne on le volt, par exemple, en faisant bouger D et E. 

Ii s'impose donc de donner une expression "birationnelle" pour 

le nombre d'intersection. On se propose d'expliquer comment proc~daient 

les italiens pour ce faire. Ma principale source de renseignements est [i] 

o~ se trouve une longue bibliographie. Voir aussi Manin [6],,tNorShcot~.12],[13]. 

(2.0) Soient Sle spectre d'un anneau local r4gulier de dimension 2, s le point 

ferm~ de Set k un sous-corps de k(s) dont k(s) soit une extension flnle. Les 

no~re~ d~int~rseetlons et les caract~rlstiques d'Euler-Poinear4 seront cal- 

cul~s en terme de k. 

Dans ce §, un S-sch4ma p : S' > S sera dit 8ire un transform4 

birationnel de S s'il est r4gulier, connexe, et sip est propre et induit 

un isomorphisme de S'~ p-l(s) sur S ~ Is}. Tout ce qui sera dit de S 

s'appliquera encore aux localis4s de ses transform~s birationnels en un 

point ferm4. 

(2.1) Soit f : (S",p") > (S',p') un morphisme de S-schemas entre trans- 

form, s birationnels de S. On salt alors [5] qu'il existe une et une seule 

factorisation de f : 

f = fn "'" fl ' fi : Si+l > Si 

telle que Si+ 1 se d~duise de S i par ~clatement d'un ensemble fini X i de 

points ferm4s, et que fi(Xi+l) C X i . L'ensemble X iest l'ensemble des 

points de S i en lesquels la projection de S" sur S i n'est pas un isomorphisme. 

En particulier, f induit un isomorphisme au-dessus du compl4men- 

taire d'une pattie finie de S', qui contient les points g~n~riques des 

composantes irr4ductibles de p'-l(s). D~s lots, f-i d~finit une injection 

12 



- 13 - X 

de l'ensemble Irr(p'-l(s)) des composantes irr4ductibles de p'-l(s) dans 

Irr (p"-l(s)). 

Les transform~s birationnels de S n'ont pas de S-automorphisme . 

On d~signera ici par I l'ensemble des classes de S-isomorphie des transfor- 

m~s birationnels de S, ordonn~ par la relation de domination. L'ensemble I 

est filtrant ~ droite, et de plus petit 41~ment S. 

D~finition 2.2. L'ensembl~ S* des points de S infiniment voisins de s es___~t 

l'ensemble limite inductive 

S* = lira Irr(p-l(s)) 

I 

Si un ~l~ment t C S* est repr4sent~ sur un transform4 birationnel 

S' de S par une courbe compl~te r4dulte irr~ductible T, le corps H°(T,OT ) 

ne d~pend que de t, et non du choix de S' ; on l'appelle le corps r~siduel 

k(t) de t. 

Soit S I l'~clat4 de ~ le long de s. La droite projective s* 

image r~ciproque de Is} dans S I s'appelle la curvetta de set d~finit un 

~l~ment s* de S* de corps r4siduel k(s). 

Solent S' un transform~ birationnel de S, tun point ferm~ de 

S' et S' le spectre de l'anneau local de S' en t. On d~finit de fa~on ~vi- 
t 

'*dans S* dente une injection de S t ; en particulier, t d~finit un 41~ment 

t* de S*, de m~me corps r4siduel. On d4signe par S'* la r~union dans S '~ 

'* pour t ferm~ dans S' des S t 

La proposition suivante r~sulte de la description 2.1 des trans- 

form, s birationnels de S : 
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Proposition 2.3. Quel qu¢ soft t 6 S ~, i I existe une et une seule suite 

de transform4s birationnels de S (Si)o~i~n+ Iet de points ferm~s 

t i 6 S i (O~iSn) telle que 

(i) So = S, __et Si+ I est l'~clat~ de S.l le lon 8 de {ti] 

(if) ti+ 1 6 t. ~ (O~i<n) et t = t ~ 
i - -  n " 

De plus, quel que soft le transform4 birationnel (S',p') d__e_e S, 

pour que t appartienne ~ l!image de Irr(p'-l(s)) dans S ~, il faut et il 

suffit que S' domine Sn+ I. 

On appelle n l'ordre de t. On d~signera ici par S(t) (resp. par 

S+(t)) le transform~ birationnel S n (resp. Sn+ I) de S. Par abus de notation, 

de S et par t ~ son image r~ci- on d~signera encore par t le point ferm~ t n n 

proque t ~ dans n Sn+l" 

On munit S ~ de l'ordre suivant : 

t I ~ t 2 ~ = ~ S+(t 2) domine S+(t I) 

Si tl~ t2, alors k(t 2) est une extension de k(tl). L'ensemble ordonn~ S :~ 

a pour plus petit ~l~ment s ~, et toute partie major~e de S ~ est finie et 

totalement ordonn~e (S ~ est un "arbre de souche s~"). De plus, l'ordre n 

de t E S ~ est la distance, dans l'arbre S ~, de s ~ ~ t (n =~[s~,t]). 

La proposition suivante explicite la description 2.1 des trans- 

form, s birationnels de S. 

Proposition 2.4. La fonction ~ui ~ un transform~ birationnel p : S' --> S 

d__£e S associe la partie Irr(p'l(s)) d_!e S ~ induit une bijection entre l'en- 

semble I (2.1) et l'ensemble des parties finies de S ~ qui, avec tout ~l~ment~ 
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contiennent ses pr~d~cesseurs. 

Soient D est un diviseur ~ O sur Set t E S ~. On dit que t appar- 

tient ~ D si le point ferm~ t de S(t) (2.3) appartient au transform~ pur 

(= adherence sch~matique de D -[s})de D sur S(t). 

D~finition 2.5. Soient t, t'E S ~. On dit que t' est proche de t si t'E S+(t) ~ 

(2.2) et appartient ~ la curvetta t ~ d__ee t (2.3). 

Sit' est un successeur imm~diat de t, alors t' est proche de t ; 

si dans une suite (ti)o~i~ n chaque ti+ 1 est successeur imm~diat de ti, et 

si tn est proche de to, alors tol est proche de to pour O<i~n et tn n'est 

pas proche de t i pour O<i~n-l. 

(2.6) Soient A un anneau local noeth~rien de dimension n, T son spectre, 

m son ideal maximal, k = A/m son corps r~siduel et P = ~ a i X i son 
O~i<n 

polynSme de Hilbert-Samuel : 

P(n) = dimk(mn/m n+l) pour n grand. 

Rappelons que la multiplicit~ ~s dans T du point ferm~ s v~rifie par d~fi- 

nition 

an_ I = ~s/(n-l) | 

Lorsque n = I, on a donc simplement 

~s = dim k mn/m n+l pour n grand. 

En termes g6om6triques, ~s peut se d6finir cormne le degr4, dans l'espace 

projectif sur k Pk(m/m2), de la fibre sp6ciale de l'6clat6 de Tle long 

du sous-sch~ma {s}. 
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Rappelons que si Yet Z sont deux sous-sch~mas fem~s d'un schema 

X, alors, le transform~ pur de Y dans l'~clat~ X de X le long de Z, adhe- 

rence sch~matique de Y ~ Z dans ~, n'est autre que l'~clat~ de Y le long 

de Y n Z. 

Supposons que T soit un sous-sch~ma ferm~ d'un schema r~gulier U . 

Soient p : U I ---> U l'~clat~ de U le long de {s}, s ~ l'image r~ciproque de 

s dans U 1 et T' le transform~ pur de T dans U I. Ce qui precede montre que la 

multiplicit~ de Ten s est le degr~ dans l'espace projectif s ~ du sous-sch~ma 

s ~ N T' 

Supposons en outre que T soit un diviseur de U, soit ~ son trans- 

form~ total dans U I (le diviseur image r~ciproque) et d~finissons ~ par la 

formule T ~ = v s ~ + T'. Si X est une droite de s ~, et si on calcule les 

caract~ristiques d'Euler-Poincar~ comme som~nes altern~es de dimension sur k, 

on sait que 

(2.6.1) ' (X,s ~) = X(O_x ® Os ~) = deg X ~(s ~) = -I 

et on a v4rifi4 que 

(2.6.2) (X,T') = X(Ox ® OT,) = degs~ ~ (s ~ n T') = ~s 

La formule de projection 

Rp~(O X ® O T ~) = Rp~(QX ~Lp ~ O_T)= Rp~ ~X ® ~T 

et son corollaire 

(X,T ~) = V(X,s ~) + (X,T') = 0 

fournit, par (2.6.1), (2.6.2), l'identit~ 

(2.6.3) ~s = v 
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Proposition 2.7. Soient Tun diviseur a 0 dans un schema r4gulier U, sun 

point ferm4 de U, U 1 l'4elat~ de U le lon$ de Is], s ~ l'ima$e r4ciproque 

de s dans UI, T' le transform4 pur de T su r U 1 e_!t T ~ son transform~ total. 

Ii y a identit4 entre 

(i) La multiplicit4, a u sens de Samuel, du point s d_~e T. 

(ii) Le degr~, dans l'espace projectif s ~, de s ~ ~ T'. 

(iii) L@ multiplicit~ de s ~ dans le diviseur T ~. 

2.8. Reprenons les hypotheses de 2.0. Soit Dun diviseur a O sur Set 

t E S ~. La multipli¢it4 ~t(D)de Den test, par d4finition, la multiplicit4 

en t du transform~ pur de D sur S(t) (2.3). La fonction de t Ht(D) a 

~our s~port l'ensemble des points infiniment voisins de s qui appar- 

tiennent ~ D (2.4). Lorsque D est r4gulier, les nombr~t(D). [k(t) : k(s)] 

sont 4gaux ~ z~ro ou un : en effet, les transform~s pur D' de D sont iso- 

morphes A D, et on applique la d~finition (2.6) des multiplicit~s. 

Les nombres d'intersections se calculent en termes de multiplicit4s : 

Th~or~me 2.9. Si les diviseurs D e__!t Ene se coup.ent q~.'.en s, on a 

(D,E) = ~ ~t(D)~t(E)[k(t):k] 
t6S ~ 

la sormne ~tant 4tendue aux points infiniment voisins de s communs ~ D et E. 

Preuve. Soit p : S' > Sun transform4 birationnel de S. On d~signe par 

D ~ et E ~ (resp~ par D' et E') les transform4s totaux (resp. purs) de D et E. 
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Lermme 2.9.1. (i) Le transform~ total D ~ est caract~ris~ par : 

(a) D ~ - D' est concentr~ sur f-l(s) 

(b) siX est concentr~ sur f-l(s), alors (D~,X) = O 

(ii) (D,E) = (D~,E ~) =(D~,E ') = (D',E~). 

L'assertion (i)(a) est triviale, et (i)(b) r~sulte de 1.6 (vi). 

Que (a) et (b) d~terminent D ~ r~sulte de 1.9. Par construction, le conoyau 

de la fl~che de ~ dans f~ ~E est fini, d'o~ 

(D~,E ') = X(f~O_D ® Q_E,) = X(O_D ® f~ Q E,) = x(O_D ® ~) = (D,E) 

ce qui, par (i), entralne (ii). 

Prenons pour S' l'4clat4 de Sen s. D'apr~s (2.9.1), (2.6.3) et 

2.7, on a 

(2.9.2) (D,E) = (D~,E ') = (D' + ~(S) s~,E ') 
s 

= (D',E') + G(D)(s~,E ') = (D',E') + ~sCD)~s~)[k(s):k] . 

Le th~or~me 2.9. me prouve maintenant par r~currence sur (D,E), par une 

application it~r~e de (2.9.2). 

(2.10) Soient A un anneau local noeth~rien r~duit de dimension un, s le 

point ferm~ de Spec(A), ~ le normalis~ de Aet k un corps dont k(s) soit 

extension finie. Supposons que A soit fini sur A (i.e. que le compl~t~ A ̂  

soit r~duit). On appellera invariant 6 de la sin~plarit~ de Spec(A) e~n s 

la longueur, calcul~e sur k, du A-module ~/A. 
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Th~or~me 2.11. Soit Dune courbe r~duite trac~e sur S. Alors : 

(i) Quel Rue soit t E S ~, on a, avec les notations 2.8 

~t(D) = ~ ~t,(D)[ k(t'):k(t)] 
t' proche de t 

(ii) Supposons le normalis~ D de D fini sur D, et soit 6 = X(_O~D/OD) l'in- 

variant de la singularit~ de Den s. Pour tousles t E S ~, ~ l'exception 

d'un nombre fini, ~D) est ~gal ~ z~ro ou un, et on a 

I 
8 = E --~t(D) (~t(D~D [k(t):k] 

t E S ~ 2 

Soient p : S 1 ---> S l'~clat~ de S le long de {s}, D ~ le trans- 

form~ total de D et D' son transform~ pur. En vertu de (2.7), on a 

(2.11.1) D ~ = D' + ~s(D) s ~ et 

(2.11.2) ~s(D)= (s~,D ') . [k(s):k] -I 

La curvetta s ~ est non singuli~re, de sorte que, par 2.8 et la 

d~finition 2.5, la formule 2.9, appliqu~e aux diviseurs s ~ et D' de SI, 

s'~crit 

(2.11,3) (s~,D) = > ~ (D) [k(t'):k] 
t' proche de s t' 

L'assertion (i) pour s = t r~sulte de (2.11.2) et (2.11.3), et le cas gdn~- 

ral s'obtient en appliquant ce r~sultat au localls~ en t de S(t) (2.3). 

D~signons par m l'Id~al maximal qui d~finit {B}, et soit n e 0. 

On sait (SGA VII 3.5) que 

n R i ~S I (2.11.4) p~ ~O~l(-n s ~) = m et p~ (-n s ~) = O (i > O) 
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On d~duit de I~, et de la suite exacte 

OSl ---> Ons ~ > O o > (-n s ~) > Os I 

que 

(2.11.5) p. O_ns, = Os/m n et Rip, O_ns, = 0 (i > O) 

e t que 

(2.11.6) X(O_ns.) = )~(Os/m n) = n(n+l) [k(s):k] . 
2 

Faisons n = O darts (2.11.4). Quel que soit le complexe K de 

faisceaux coh~rents sur S, on a par la "formule de projection" 

IL 

K ~ > Rp. Lp~K {---~K® Rp. OSI) 

En particulier, pulsque Lf*O D = f~ O D = OD, , on a 

(2.11.7) P* ~D* = ~D et Rlp,OD. = O (i>O) 

Posons E = ~s(D) s* . D'apr~s (2.11.I), (2.9.1) (i) bet (2.6.1) on a 

(2.11.8) )~(~D'~ = (D',E) = (D* - E,E) -- -(E,E) = -~is(D)2(s*,s*) 

• " ~is(D)2 [k(s) : k] 

La suite exacte 

o > OD~ ---> ON, • ~E ~ > OD'~E---> 0 

fournit par image directe, grace ~ (2.11.7) des suites exactes 

0 ---~ 0 D ' >" f.OD, ~9 f*-qE --> f*O--D' {]m----> 0 

et 

0 > f~OD,/OD ---> f~E ..... > f. OD,[~E--> O 
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D'apr~s (2.11.6) et (2.11.8), on a donc 

(2.11.9) X(f~OD,/O_D) = ~---~s(D)(~s(D)+l)[k(s): k] - ~$(D) 2 [k~s) : k] 

I 
=-~s(D)(~s(D)-l)[k(s) : k] 

Les schemas D et D' sont r~duits, ne different qu'en s, et D' 

est fini sur D. Ces schemas ont donc m~me normalis~, et l'invarianL 6 de 

la singularit~ de Den s est sormme de X(f~OD,/OD) et de la so~ne des inva- 

riants S dessingularlt~s de D' en les points de D'N s ~. Prouvons 2.11 (ii) 

par r~eurrence sur 5. Si ~s(D) > I, l'hypoth~se de r~currence s'applique 

D', et 2.11 (ii) r~sulte de (2.11.9). Si ~s(D) = i, alors (D',s ~) = 1 

et D' n s ~ est un diviseur r~gulier de D' ; par (EGA IV 19.1,1), D' est 

r~gulier ; par (2.11.9), D = D' est lui-m~me r~gulier et 2.11 (ii) r~sulte 

de 2.8. 

2.12. Soit t £ S ~ et S' un transform4 birationnel de S qui domine S+(t) (2.3). 

On appellera transform4 total de t sur S', et on d~signera encore par t ~, 

le transform4 total sur S' du diviseur t W de S+(t). 

Soit ~ une fonction ~ support flni de S ~ dans Net supposons que 

v4rifie, quel que soit t E S ~ 

(2.12.1) v(t) ~ > ~(t') [k(t') : k(t)] 
t' proche de t 

(in~galit4 des points proches). Soient f : S' ---> Sun transform4 biration- 

nel de S qui domine les S+(t) pour t dans le support de ~, et V ~ le diviseur 

E V(t) t ~ sur S'. 
tEs ~ 
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On d~signera par l(V) l'id~al de ~S image direete par f de l'id~al 

de ~, qul d~finit le diviseur V ~ : 

I(V) = f~O(-~W) 

D'apr&s (2.11.4), eet id4al ne d~pend pas du choix de S'. Les id@aux de S 

obtenus par ce proc4d~ sont ceux que Zariski [Ii] appelle "complets". 

Th4or~me 2.13. Sous les hypotheses pr4c~dentes, @n a 

X(~sIICv)) = Z V(t)(V(t)+l) [k(t) : k] 
t6S~ 2 

et 

Rlf~ ~S,(-~ ~) = 0 pour i > 0 

En vieux franqais, on exprime ceci, bri~vement, en disant que : 

"exiger qu'une courbe plane passe n fois par un point t, projectif ou infi- 

nlment voisin, impose n(n+l) conditions, en g~n~ral ind4pendantes, aux 
2 

coefficients de son ~quatlon". 

Prouvons tout d'abord le lemme 

Lemme 2.14. Soient p : S I ----> S l'~clat~ de Sle lon$ de [s], Tun sous- 

schdma ferm4 de S I , d'id4al q, Dun diviseur, nun entier, J = O(-s ~) 

l'id~al de S I ~ui d~finit le diviseur s ~, Y = Spec(~Sl/jnq) , Dun diviseur 

r~gulier sur Set D' son transform 4 pur sur S I. On suppose T n s * e~t 

T n D' finis. 

(i) S i Igk(s) (T< n s~ ~ n +I, on a 

Ripw (q.jn) = O pour i > O e_~t, pour T artinien, 

igk(s)(Os/P~( q In)) = n(n+l) + igk(s) (T) 

2 
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(ii) S i Igk(s) (T N s ~) ~ n, on a 

igk(s) (D n Spec(Os/P.( q jn))) = n + Igk(s) (D' N T) 

Soit la suite exacte sur S I 

(2.14.1) O " > J~ q > jn u ~ ~ jn ~ ~r > O 

Pour prouver que Rip. jn.q = O (i > O), il suffit par (2.11.4), de montrer 

que la fl~ehe p.(u) est surjective. D'apr~s le th~or~me des fonctions 

holomorphes, il suffit de prouver que les fl~ches 

Uk : p.(jn ~ o/jk) , > p.(jn ® ~T ® o/jk) 

sont surjectives. 

On d~signera par Grj un gradu~ associ~ pour la filtration J-adique. 

~I m- m+l Le module jm/jm+l est isomorphe ~ Os.(m) ; on a donc K p.J /J = Oet 

(jn/jn+k+l) 
ia fl~che de p. dans p.(jn/jn+k) est surjective. Pour prouver, 

par r~currence sur k, que les fl~ches u k sont surjectives, il suffit done 

de prouver, la surjectivit~ des v k : 

Vk : p.(jn ® Gr~(O)) ~> p.(jn ® Gr~(OT)) (k e O) 

Le module Gr~(OT) est un quotient de jk/jk+l ® ~T ; il est donc de longueur 

sur k(s) au plus n+l. Le noyau N de la fl~che surjective 

, : jn ® Gr~(O) 0s.(n+k) > jn ® Gr~(OT ) v k _ ~ _ _ 

est done un faisceau inversible sur la droite projective s*, de degr~ ~ -I. 

On a Rip. N = O et v k = p.(v~) est surjectif. 

Si Test artinien, de la suite exacte (2.14.1), on d~duit main- 

tenant que 

n 

Igk(s) (P*J /p.(J q)) = igk(s) (~r) , 
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et 2.14 (i) r6sulte de (2.11.4) et (2.11.6). 

Soit ID, ~ l'id4al (monog~ne de QD' qui d4finit D'nT. Sous les 

hypotheses (ii), la suite exacte 

o > ID, ~ > _OD, ~ > O T > O 

montre que D'NT v4rifie l'hypoth~se (i). 

La projection p 4tablit un isomorphisme entre D et D' ; par cet 

isomorphisme, A l'id4al de ~D qui d4finit le sous-sch6ma D n Spec(Os/P,a(q jn)) 

de D correspond l'id4al de D' engendr~ par les sections globales de q jn 

sur S I. Cet id4al est contenu dans l'id~al de D' qui d6finit D'n Y. Ii 

lui est en fait @gal, car toute section de ~D'U Y se prolonge en une sec- 

tion de ~I : si ID, U Y est l'id4al qui d4finit D'U Y, l'obstruction ou 

prolongement se trouve dans RIp~(ID,uY). On a 

ID, u y = O(-D')N q jn = (O(-D')N jn) n q jn = O(_D,)jn Q q jn 

= (O(-D')N q). jn 

et, d'apr~s (i) appliqu4 A D'U T, il n'y a pas d'obstruction. 

On a donc 

(2.14.2) igk(s) (DN Spec(Os/P~( q jn))) = igk(s) (D'Q Y) 

De l'isomorphie 

jn ® ~D /q'OD' ~ > ~D' n n , _ .J /OD, .q.J 

on d6duit que la suite suivante est exacte 

o >jn~D,nT >~D'nY >~D'nns~ 

de sorte que 

~ ' >  0 , 
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(2.14.3) Igk(s) (D'n Y) = n (D',s ~) + igk(s)(D'n T) 

Puisque (D',s W) = i, 2.14 (ii) r4sulte de (2.14.2) et (2.14.3). 

Prouvons maintenant, par r4currence sur le nombre d'~14ments dans 

le support de V, les assertions de 2.13 et l'assertion suivante : 

(2.14.4) Si D est un diviseur r~gulier sur S, alors, 

X(DO Spec(~/l(V)) = ~ v(t) [k(t) : k] 
t sur D 

Siv = O, alors V ~ = O, I(V) = ~S et 2.13 et (2.14.4) sont tri- 

viaux (Is seconde assertion de (2.13) r4sulte d'une application it~r~e de 

(2.11.4) pour n = O). Sinon, on a v(s) > O, et il exlste un S-morphisme 

g : S' ---> S I. Pour chaque point ferm4 a de SI, soient Sla le localis~ de 

S I en a, v la restriction de V ~ S ~ S' le localis4 S' = S'× 
a la ' a a sISIa ' 

l(V a) = g~ Os,(-VaW), T a = Spec(~i/l(~a)), T = U T a (r4union flnie dis- 

jointe) et q l'id4al de T. On a, avec les notations de 2.14 

(2.14.5) g~ O(_V~ ) = q.j~(s) 

L'hypoth~se de r4currence s'applique aux (Sla , S~, Wa ). 

On a donc 

(2,14.6) RZg~ ~,(-V ~) = O pour i > 0 

(2.14.7) XCT) = ~ ~(t) (~(t)+l) [kCt) : k] 
tES~[ s ] 2 

et, d'apr~s (2.14.4) appliqu~ au diviseur s ~ de S Iet l'hypoth~se (2.12.1) 

igkcs) (T Q s ~) = ~ ~(t) [k(t) : kCs)] ~ ~(s) 
t proche de s 
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Cette in4galit~ nous permet d'appliquer 2.14 ; de (2.14.5), on tire 

i 
R p, ~ O(-V*) = O pour i > O 

igk(s)(~/p, g, O(-v*)) = v(s)(V(s)+l) + igk(s) (T) 
2 

de sorte que les assertions (2.13) r~sultent de (2.14.6) et (2.14.7). 

Enfin, 2.14 (ii) fournit 

Igk(s) (DA Spee (O_s/I(~)) = v(s) + Igk(s) (D'N T) , 

soit par (2.14.4) appliqu~ ~ D', 

X(DN Spec(~s/I(~)) = v(s) [k(s) : k] + ~ ~(t) [k(t) : k] 
t sur D 

= ~ v(t) [k(t) : k] 

t sur D 

Ceci ach~ve la d4monstration de 2.13. 

(2.15) Des bribes de ce qui precedent se g4n~ralisent en dimension sup~rieure. 

Soit Sle spectre d'un anneau local r4gulier de dimension n de point ferm~ 

s, k(s) 4rant une extension finie de k. On peut encore consid~rer l'ensemble 

I des schemas f : S' ---> S d4duit de S par ~elatements successifs de points 

ferm~s et poser cormne en 2.1 

S* = lim Irr(f-l(s) 

s'E I 

S* s'appellera encore l'ensemble des points de S infiniment voisins de s. 

Si X est un sous-schdma ferm~ de S, et sit E S ~, on ddfinit 

con~ae en 2.8 la multiplicit4 de X en t. 

Soient f : S' ~ Sun compos~ de morphismes d'dclatement de 

points ferm~s, Dun diviseur sur S, D ~ = f* D son transform~ total sur S', 
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E une courbe sur S, E' son transform~ pur sur S' et supposons que D n E 

soit r~duit ~ s. La formule de projection donne encore 

(2.16) (D,E) = (D~,E') 

Proc~dant eormne en 2.9, on prouve ~ l'aide de (2.16) que 

(2.17) (D,E) = Z ~t(D) ~t(E) [k(t) : k] 
tES ~ 

D~finissons les points proches eomme en 2.5. Proc~dant comme 

en 2.11, on v~rifie que 

(2.18) ~t(E) = > ~E) [k(t') : k] 
t' proche de t 

Par contre, la formule 2.11 (ii) devient fausse en g~n~ral (voir les exem- 

pies 2.25). 

2.19. Soit S une surface projective et r~guli~re sur un corps k° On d~signe 

par S ~ la somme disjointe, ~tendue aux points ferm~s de S 

S W = JJ_ Spec (Os,s)~ 
sES 

et on appelle S ~ l'ensemble des points infiniment voisins des points de S. 

Soit I l'ensemble des surfaces d~duites de S par ~clatements 

suecessifs de points ferm~s. L'ensemble Iest cofinal dans l'ensemble des 

modules r~guliers du corps des fonctions de S, ordonn~ par domination. Pour 

i E I, on d@signe par S i la surface correspondantes, munie de Pi : S. --> S. 
i 

On d~signera par Div~+(S.) le groupe des diviseurs, positifs ou non, sur S.. 
I I 

D~finition 2.20. (i) Le groupe des "courbes" sur S est l'ensemble limite 

inductive lim Div~+(S. ) 

(ii) La cat~gorie des "faisceaux inversibles" sur S est la limite inductive 
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(SGA 4 Vi 6) des categories de faisceaux inversibles sur les (Si)iE I . 

Ces objets sont des invariants birationnels de S. 

Exemple 2.21. (i) Chaque "courbe" C sur S d~finit un "faisceau inversible" 

O(C) sur S. 

(ii) Chdque diviseur C sur S d~flnit une "courbe" sur S, qu'on d~signera 

par C ~. 

(iii) Sit E S ~, on d~finit comme en 2.3 la surface S+(t) et le diviseur 

t ~ sur S+(t) ; on d~signe encore par t ~ la "courbe" d@finie par t ~. 

(2.22) On v~rifie facilement qu'une "courbe" C (resp. un "faiseeau inver- 

sible" £) s'@crit d'une et d'une seule faqon sous la forme 

C = C ~ - E i t ~ resp. £ = £ @ 0 (-~ itt~) 
o tES~ t o - tES~ 

o~ C (resp. £ ) est un diviseur (resp, un faisceau inversible) sur Set 
O O 

o~ les i t sont des hombres entiers presque tous nuls. On dit que C (resp. £) 

est la courbe Co, (resp. le faisceau inversible £o ) affect~e de multipli- 

cites virtuelles ~. 

Le compl~t~ Div ~+ (S) × ~ S~ du groupe Div ~+ (S) × ~ (S~) des "courbes" 

sur S est encore un invariant birationnel de S ; on l'appelle le groupe des 

"courbes g~n~ralis~es" sur S° Sur S, une "courbe g~n4ralis~e" C se repr4- 

sente par un diviseur Co, affectd d'un nombre pouvant ~tre infini de mul- 

tiplicit@s virtuelles. 

On d~finit de m@me les "faisceaux inversibles g~n4ralis~s" sur S. 
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2 
Exemple 2.23. Supposons k parfait. Alors, le faisceau inversible ~S/k ' 

affect~ d'une multiplicit~ virtuelle -i en chaque point t C S e, et un 

2 
invariant birationnel de S, soit ~S/k 

Exemple 2.24. $olt f : S I > S 2 un morphisme dominant de surfaces pro- 

jectives r~guli~res sur k. On d~finit sans difficult~ l'image inverse d'une 

"courbe" ou d'un "faisceau inversible" sur $2, en passant ~ un module de S 2 

o~ cette "courbe" ou "faisceau inversible" est diviseur ou faisceau inver- 

~ible usuel. Par passage A la limite (je n'ai pas v~rifi~ sice passage 

la limite ~tait possible), on d~finit de m~me l'image r~ciproque d'une 

"courbe g~n~ralis~e", ou d'un"faisceau inversible g~n~ralis~" . Supposons 

k parfait et f g~n~riquement ~tale. La diff~rente ~f) de f est alors le 

diviseur positif sur S I qul v~rifie 

f~ 2 f~2 
~S2/k (~(f)) N> Sl/k 

Cette diff~rente n'est pas un invariant birationnel de f ; pour obtenir 

un invariant birationnel, il faut consid~rer la "courbe g~n~ralis~e" de 

coincidences 

O~(f) = O~(f) + ~ t ~ - f~ ( Z t ~) 
t6S~ t£S~ 

soit, bri~vement 

2 ~ f~2 /k ~ 
0~(f) = ~SI/k - 

2 

Cette "courbe g~n~ralis~e" ~ un support contenu dans le ferm~ de S 2 

n'est pas ~tale. 

oO f 
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(2.25) Exemple. 

Soient k un corps alg4briquement closet E n l'espace affine 

n dimension sur k. Soit C une courbe r~duite dans En, pr~sentant une sin- 

gularit~ ~ l'origine. A cette singularit~ on associe son "diagranmle d'Enriques" 

(cf. [3]),qui est le graphe de sommets les points infiniment voisins de O 

sur C (2.4 et 2.15), chaque son,net ~tant joint par un trait ~ ceux qui lui 

sont proches (2.5 et 2.15). Ce diagramme d~termine les multiplicit~s de 

ces points sur C (2.11 et 2.18) et, pour n = 2, l'invariant 6 (2.10 et 2.11) 

de la singularit4 de C ~ l'origine. 

Pour les singularit~s planes les plus simples, on trouve : 

Dessin ~quation diagramme 

I i i 
_ y = O 

xy =O 

Y(Y - x 2 )  = 0 

y 2  = x 3 

6 (avec multiplicit~s) 

1 i i I 
O ..... 

i I I i i 
l 2/ . . . . .  

I 1 1 
2 2 2 

1 i 1 

1 2 1 
• 1 1 

Sin > 2, l'invariant 6 n'est plus d4termin4 par ce diagramme. 

Ainsi, la r~union de 3 droites concourantes coplanairem (resp, non eopla~airem) 

a un invariant 6 = 3 (resp. 6 = 2), alors que le diagramme d'Enriques est 

le m~me. J'ignore sice ph~nom~ne se pr4sente aussi pour des courbes 

unibranches. 

Voici deux exemples de diagrammes, relatifs au casn = 3, qui 

ne peuvent se pr@senter pour des courbes planes (cf. 2.5). 

On donne successivement les 4quations de la courbe, les 4quations 
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de la transform~e pure apr&s ~clatement de l'origine, des ~quations pdra- 

m~triques de la courbe, l'invariant 6 et le diagramme d'Enriques. 

3 = x 2 = (x/z) 2 z = u 4 

(2.25.1) 4 2 

i i: 8 
z = x y z) 2 = (x/Z) 3 x = u 

9 
U 

2 )2 6 
= y , (y/z , u 

, 6=5 , 

, 5 = i0 , 

(2.25.2) 6 2 

i 

2.26. Le th~or&me 2.27 ci-dessous ~tait ~nonc~ sous la forme d'une conjec- 

ture fausse dans la premi&re version (diffus~e par I'IHES) de cet expose. 

TI doit beaucoup & des conversations avec D.S. Rim, dont il englobe 

certains r~sultats (D.S. Rim e torsion differentials and deformations~ 

theorem 2.7 (i)). 
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Soit C une courbe projective r~duite sur un corps alg~briquement 

clos k , et s E C(k). On d~signera par 

A : l'anneau local de C en s (ou son compl~t~, cela reviendrait au 
s 

m~me pour ce qui suit) ; 

A : le normalis~ de A ; 
S S 

6(s):dimk(A~/A s ) ; 

mo(S) : la dimension du sch4ma versel formel T des d4formations de Spec(As). 

Pour E une composante irr~ductible de T , on posera encore 

mE(s) = dim(E). 
o 

Les modules T N des d~rivations de A~ et ~ des d~rivations 
S 

de A sont sans torsion ; ils s'injectent dans le module des d~rivations 
S 

du corps des fractions de A , pour A int~gre, et dans le module des 
S 

d~rivations de l'anneau total des fractions de A (un produit de corps) 
S 

dans le cas g~n~ral. De plus, via ces inclusions, T et T ~ sont 

commensurables : T/~nT ~ et T~/TnT ~ sont de dimension finie sur k . 

On pose 

ml(s) = [T~ : T] = dfn dimk (T~/TN T~) - dimk (~/TA~N) 

Th~or~me 2.27. Soit E une composante irr~ductible du schema formel 

versel T des d~formations de A . Si "la d~formation de A au-dessus 
S -- S 

du point g~n~rique e de E est lisse", ~.~. si l'image du sous-seh~ma 

formel de non lissit~ (d~fini par un ideal jacobien : VI 5), fini sur T , 

ne cpntient pas e , alors 

3 6(S) = m~(s) + ml(s) 

32 



- 33 - X 

La validit4 de 2.27 ne d~pend que du compl@t4 de A 
S 

RemplaGant (C,s) par (C',s) formellement isomorphe ~ (C,s) en 

on peut supposer que les conditions suivantes sont v@rifi@es 

(a) 

(b) 

de C 

S 

s est le seul point singulier de C ; 

C n'a pas d'automorphismes infinit~simaux. 

La condition (b) nous garantit que la foncteur des d4formations 

est prorepr~sentable. Ii est m~me effectivement pro-repr@sentable, 

car il n'y a pas d'obstruction ~ relever un faisceau inversible (ample) 

d o n n ~  s u r  C . S o i t  f : X > T I a  d ~ f o r m a t i o n  u n i v e r s e l l e  de  C 
0 o 

et t o le point fern~ de T o : C --~ Xot 
o 

Lennne 2.28. Ii existe un sch4ma de type fini sur k T I, t I E Tl(k) 

e t f : X I > TI, propre et plat, de fibre C e__n_n t I et tel ~ue 

pour tout u 6 Tl(k), le compl@t@ de T I e__n_n u soit un sch@ma formel 

de modules pour la fibre Xlu , 

Voici une d~monstration directe de ce corollaire de r4sultats 

g@n@raux d'Artin. Soit ~ un faisceau inversible tr~s ample sur C , 

tel que HI(c,£) O, et ]P = ]P (H°(C,~)). On a v : C t" " = .- ]P . Soit 

le sch4ma de Hilbert, classifiant les sous-vari4t4s de IP de m~me 

polynSme de Hilbert que v(C) ~ ]P. Soit t 2 6 T 2 

A 
Le compl4t4 T 2 de T 2 en t 2 est lisse sur S o 

.% 

vertical de T2/L se d~duisant du sous-fibr4 L 

image de Lie(Au__~t(]P )) pour l'action de Au___!t(]P ) 

de t 2, soit fl "'' 

! 
sous-sch@ma T I de 

On prend pour T I 

transverse ~ L . 

T 2 

correspondant ~ v(C). 

, le fibr@ tangent 

du fibr4 tangent de T 2 

sur T 2. Au voisinage 

f n = dim Aut(P) 4quations d@finissant un 
n 

T 2 passant par t 2 et de compl@t4 en t 2 @tale sur T o 

t un voisinage de t dans T 1 o0 le fibr4 tangent soit 
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2.29. Au morphisme de foncteur 

(d~formations de C) > (d~formations de A ) 
S 

c o r r e s p o n d  un m o r p h i s m e  p : T o > T . D ' a p r ~ s  VI 2 .10  , p 

e s t  l i s s e .  S o i t  t l e  p o i n t  fe rmg de T . L ' e s p a c e  t a n g e n t  de Z a r i s k i  

de p - l ( t )  en  t c l a s s i f i e  l e s  d 4 f o r m a t i o n s  l o c a l e m e n t  t r i v i a l e s  de 
O 

C s u r  k [ c ]  (e  2= O).  P o s a n t  E = p - l ( E ) ,  on a donc 
O 

(2.29.1) 
I 

dim(E o) = dim(E) + dim HI(c, TC/k) 

Puisque Xo/T ° est plat, les fibres de Xo/T ° ont toutes 

le me~e genre arithm~tique p (l-p = X(@)). Par hypoth~se, la fibre 

au point g~n~rique de E est lisse ; le schema formel des modules d'une 
O 

courbe propre et lisse ~tant lisse de dimension 3p-3, on d~duit de 

2.28 que 

(2.29.2) 

Soit C N 

p~ = p - 6(s). On a 

(2.29.3) 

dim(E) = 3p-3 

la normalis~e de C, de genre arithm~tique 

1 1 1 
dim H (C,Tc/k) = - = x(C,Tc/k ) 

N 1 
= - X(C ,TcN/k) + ml(s) = -[3(p-6(s))-3] + ml(s) 

Les formules (2.29.1) (2.29.2) (2.29.3) prouvent 2.27. 

Conjecture 2.30. Toute courbe Rropre r~duite a une d~formation lisse. 

Cette conjecture implique, par 2.27 et 2.28, que le schema formel 

versel des d~formations de A est toujours ~quidimensionnel, de 
S 

dimension 36(s) - ml(s). 

34 



- 35 - X 

2.31. Soit C une courbe propre r~duite sur k, de genre arithm~tique p . 

On dEsignera par 

M : la dimension du schema formel versel T des deformations de 
O 

M 1 : l a  d i m e n s i o n  de l ' a l g ~ b r e  de L ie  de A.u.t(C), 

E 
Pour  E une e o m p o s a n t e  i r r E d u e t i b l e  de T, on n o t e r a  M 

0 

la dimension de E . 

C ; 

L'analogue global de 2.27 est le suivant. 

Proposition 2.32. Si la deformation de 

de E est lisse, on a 

3p-3 = ~o - MI 

C au-dessus du point gEnErique 

Soit X C C(k) un ensemble fini de points lisses de C , tel 

que tout champ de vecteur sur C, s'annulant en tout point x E X, soit 

nul. Le foncteur des d~formations de (C,X) est proreprEsentable, et 

vErifie une variante de 2.28 . Le schema formel des modules de (C,X) 

est lisse sur T , de dimension relative #X - M 1 , et de l'analogue 

de 2.28 on dEduit que 

Mo + ( ~ X - ~) = 3p - 3 + @ X , 

d'oh 2.32. 

Supposons k de car act~ristique 0 . On a alors M I = dim Aut(C). 

Voiei une interpretation analogue de ml(s). 
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Lermne 2.33. S__~i k est de caract4ristique O, toute d~rivation de A s 

se prolonge en une d~rivation de A~ . 

Si D est une d~rivation de A , exp(Dt) = ~ D n tn/nv est 
S 

un automorphisme du compl~t~ en (s,O) de As ® k kit]. Par transport de 

structure, cet automorphisme agit sur le normalisg (AN® kit3) ̂  de 
S 

cet anneau. R~duisant mod t 2 , on trouve un automorphisme I + Dt de 

A~^®k k[t]/(t2), et D se trouve ainsi prolong~ en une d~rivation 

de A NA . Puisqu'il se prolonge aussi au corps des fractions de A 
S S 

(anneau total des fractions si A n'est pas int~gre), il se prolonge 
S 

Supposons s 

le champ de vecteur sur 

point au-dessus de s . 

singulier. Un argument analogue montre alors que 

Spec(A ~) d~fini par D s'annulle en tout 
s 

Soit C un ideal de A~ contenu dans le conducteur de A~/A s . 

Soit G ~= Aut(A~/c) et soit G le sous-groupe de G~ qui stabilise 
C ~ S C C 

/c Pour d c c, ~ stabilise c/d et s'envoie la sous-alg~bre A s . G d 

sur G N (remarquer que g E G ~ est d~termin~ par g(t), pour t une 
C C 

uniformisante, et que 

homog~ne point~ G ~ / G  c 

Soit N le 
o 

qui s'annullent en les points au-dessus de 

g(t) est n'importe quelle uniformisante). L'espace 

est donc ind~pendant de c . On note G~ /G. 

AN-module des champs de vecteurs sur Spec(A N) 
S S 

s . Pour s singulier, on 

A'~ . 
s 

dimk(T~/T~) =nombre de branches ; 

T~/~ ~ espace tangent h l'origine de G~/G . 
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Proposition 2.34. En car act~ristique O et pour s s ingulier, l'entier 

ml(s) est somme du hombre de branches et de la dimension de G~/G . 
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SGA 7 

EXPOSE Xl 

COHOMOLOGIE DES INTERSECTIONS COMPLETES 

par P. DELIGNE 

I. Cohomolo~le de. l'espace projectif et des intersections compl~tes 

Solt X une vari~t~ projective non singuli~re complexe, purement 

de dimension n, et soit 0(i) un faisceau inversible ample sur X. D'apr~s 

Akizuki et Nakano [I], il r~sulte du vanishing theorem de Kodalra [4] que 

Hi(X,~ (-I)) = 0 pour i+~ < n . (~) 

D'apr~s [I] toujours, ce r4sultat implique le "th~or~me de Lefschetz falble", 

en cohomologle complexe. On se propose de montrer, par force brutale, que si 

X est un espace projectif sur un corps de caract4ristique quelconque, alors 

(*) reste vral. Ceci permettra, ~ l'Imitation de [I], de comparer les coho- 

mologles de Hodge et de De Rham des intersections compl~tes, sur un corps 

de caract~ristique quelconque, ~ celles de l'espace projectif. 

On explieite ensuite quelques consequences des r4sultats obtenus. 

Au n" 2, on expose des r4sultats qualitatifs d4duits de la formule num~rique 

de Hirzebruch (2.2). Je tiens ~ remercier N. Katz de l'aide qu'il m'a appor- 

t~e dans la conception de ce num~ro. 

1.0. Soit E un module localement libre de rang r+l sur un schema S. On~uppose 

que r ~0. Rappelons que~(E) d4signe l'espace projectif relatif sur S des 

hyperplans de E . On d~signera par p la projection de ~(E) sur Set par 

6 H°(S,RIp.(~L(E)/s))~ la premiere classe de Chern, style Hodge, du falsceau n 
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inversible O(i). Rappelons que ~ est l'image par la diff6rentielle logarith- 

mique df/f : O~ > ~llp(E)/S de la classe de 2(1) dans H°(S,RIp~_Q0~). Pour 

tout faisceau ~ de O-modules sur ~(E), on pose 

F(n) = F® 0(i) ~n (n E~) 

Th~or~me i.i. (1) Les faisceat~x Rip~(~J]p(E)/S(n)) sont localement libres , 

et leur formation est compatibl@ g tout changement de base. 

(ii) Pour 0gi~r, la section ~i de Rip~(Qilp(E)/S ) d~finit un isomorphisme 

entre ce faisceau et ~S " De plus, 

Rip* ~JlP(E)/S = 0 pour i # j o u i > r 

(ili) S i n # 0, alors, en dehors des deux cas suivants, Rip~(~Jip(E)/S(n)) 

est nul : 

(iii) i = 0 et n > J a 

(iii b) i = r e__t_t n < j-r 

Soient ¥(E) = Spec (Sym * E) l'espace affine d~fini par E, e sa 

section nulle, ¥(E)~ le compl@mentaire V(E) ~ = V(E) -e(S), aet a' les 

projections de ¥(E) et V(E) * sur Set q la projection de Y(E)* sur ~(~) : 

V(E) < 3 V(E)~ q > ]P(E) 

L'espace affine ~point4 Y(~(1)) ~ sur ~(E) est canoniquement 

Isomorphe ~ Y(E)~, de sorte que, pour tout faisceau quasi-coh4rent de 

O-modules F sur ~(E), on a canoniquement 
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(l.l.1) qe qe Z ~" ~ £(n) 
n6~ 

Cette graduation de q~ q~ F peut se d4duire de l'action, sur ce 

faisceau, du groupe ~m des homoth4ties de V(E). 

Les champs de vecteurs relatifs sur V(E) s'identlfient aux 

S-morphismes de ~(E) dans V(E) (identifi4 & l'espace tangent & l'origine). 

La champ de veeteur X d~fini par l'application identique de V(E) est inva- 

riant par homoth~ties, Ce champ de vecteur est tangent aux fibres de q et 

d4finit une trivialisation 

(1.1.2) X : P%(E)~/Ip(E ) > 0V(E) ~ 

Si les x i forment une base deE, on a 

X = ~-x i dx l 

Puisque fllv(E_)~/jp(E_ ) est de rang un, la suite exaete 

i I i 
o > q ~ ~(E_)/S > ~ V(E)~/S > ~ V ( E ) ~ / m ( E _ ) ~  0 

induit des suites exactes 

~i i 
0 > q G]P(E)/S > f~ V(E)IS 

Celles-ci se r~4crivent (1.1.2) 

1 i-I 
> ~ V(E_)~/m(E_.) ®q%~ ]P(E)IS >0 . 

(I 1 3) 0 > q~iIp(E)/S > Qi XL i-I ,, 
• " _ v(i)~Vs > q~(E)IS > 0 

On a canoniquement 

i = a ~ i 
(1.1.4) G V(E)/S A E 

Les suites exactes courtes (1.1.3) s'obtiennent donc en fractionnant une 

suite exacte longue sur V(E) ~ 

~ i XL> a, ~ i-1 XL > a '~ i-2 
(1.1.5) ... > a' A E A E A E > 
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Cette suite exacte longue n'est autre que la restriction ~ V(~)* de la 

r4solution de Kozul de 0e(S ) sur V(~), 

Projetons la suite exacte longue (1.1.5) sur ~(~) par le morphisme 

affine q. En vertu de (1.1.I) et de la formule q,a'* = q,q*p*, on obtient 

une suite exacte longue 

i-I 
(1.1.6) ... > Z p* ~ E(n) EL > Z p* A E(n) > ... 

nE ~ nE 

Celle-ci se fractionne en suite exactes courtes, images de (l.l.3), 

liP F i-i /s(n) --> O , (1.1.7) O----> ~ Q (E)/S(n) .,> ~ p* ~ E(n) XL~ ~ Q~(E) 
n6 ~ -- nE ~ nE ~ -- 

(1.1.8) 

Les suites exactes (1.1.7) sont sommes de suites exactes 

l]p i i-i 
0 > f~ (E)/S(n) > p* /~ E(n~i) XL > f~]p(E)/S(n) ~ 0 

Rappelons (EGA III 2.1,15 ou FAC) que les Rip,cOO(k) sont loealement libres 

de formation compatible ~ tout changement de base, et que 

(1.1.9) Rip, O(k) = 0 si i # 0, r, ou si i = 0, k < O, ou si i = r, k >-r-i, 

et que Rip,p * ~ E(k) est don( nul sous ces m~mes conditions. 

Les suites exactes (I.I.8) fournissent une r4solution 

(1.1.1o)  o > . . .  ___>  > 0 

de flilP(E)/S(n). La suite spectrale d~flnie par cette r4solutlon d~g~n~re 

(E 1 = E ) pour des raisons de degr~ (1.1.9) ; pour 0 < j < r, elle fournit 

(i.i.ii) RJp.~i]p(E)/S(n) = ~ (... XL > P* i~j E(n-i+j) EL > ...) 

Puisque r ~I, un argument de profondeur montre que 

i i i i 
(1.1.12) ~ p,p* AE(n) = p,q,q*p* A E = a',a'* A E = a~a* A 

n6 

42 



- 5 - XI 

i i 
de sorte que p~p~ E(n) est la partie homog~ne de poids n + i de a~a ~ AE, 

i 
soit symn(E) ® f~ E . Si on se rappelle que (1.1.5) provient de la r~solution 

j i 
de Kosm~, on trouve par (I.I.Ii) que, pour 0 < j < r, R p~fl]p(E)/S(n) n'est 

non ~ul que si i-j = 0 et n-i+j = 0, i.e. si n = 0 et i = J. Dans ce cas, 

i i 
de plus, R P~f~]P(E)/S est isomorphe g O S . 

Pour j = 0, on d4duit encore de (I.I.I0) que 

i i i-I 
(1.1.13) p~f~ip(E)/S(n) = Ker(XL : p~ fkE(n-i) > p~+ /k E(n-i+l) , 

et le m~me argument montre que Xh eat injectif lorsque n-i ~ O. 

En vertu de(l.l.8) pour n = O, i = r+l, on a 

r+l 
r~(~)/S ~ p~ A _E(-r-l). Lorsque S eat le spectre d'un corps, lea assertions 

de nullit4 de groupes de cohomologie de i.I (ii) et (iii) r4sultent de ce qui 

pr4c~de pour j#r, et s'en d~duisent par dualit4 ([2] V 11.2 p. 211) pour j=r. 

En particulier, quels que soient jet n, il existe au plus un i tel que 

i " 
R p~+~J~(E_)/s(n) # O, ce qui implique (i) puisque ~J]P(E)/S eat plat sur S 

(le plus dur eat de trouver la r4f~rence dana EGA III; je sugg~re : 

6.10.5 + 7.4.1 + 7.5.5 + un passage ~ la limite). 

i j 
Saehant que lea R p~p(E)/S sont des faiseeaux inversibles pour 

0 ~ i ~ r, il reste seulement ~ prouver que, pour S le spectre d'un corps, 

on a i # O. En effet r eat la classe de cohomologie d'un point rationnel 

(intersection de r hyperplans), done une base de Hr(Ipr,~ r) (FGA exp. 149 n'4). 

1.2. II eat possible de calculer, directement ~ psrtir de (i.I.IO) ou (1.1.13), 

lea caract~ristiques d'Euler-Poincar~ des ~i(n). Le r~sultat, peu app~tissant, 

eat 

~@P~,~JIp~(n)) = ~ (-l)i-J (r~(r+~-i) . 

a~i~j 
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~oposition 1.3. Soient f : X > Sun morphisme propre et lisse, W u n 

faisceau local@ment libre de rang c sur X, Fun faisceau coh4rent sur X, 

V 
dun entier > 0 e_~t s : W >~X une section de W . On suppose qu e S es___~t 

noeth~rien et que 

(a) Le sous-sch4ma H d__ee X d~fini par l'annulationde sest llsse sur S. 

(b) Localement sur X, si less i sont les eoordonn4es de S dans une base 

de W ~les a. forment une suite 0_-r4~ulier et F-r4guli~re. 

(C) Quelle que soit ia suite d'en, tiers ki, non tous nuls, __ 

k. 
Rlf* (® Al E ®~/S @ ~) = 0 pour i+j < d 

i 

Alors a on a : 

• i " 

(i) RZf* (~JH/s ® f) ~ > R f*(~JX/S ® f) pPur i+j < d-c, 

(ii) Rif.(~JX/S ® [) pour i+j : d-c Rif* (~JHIs ® F) c > 

on a 

tion de 

Le faisceau conormal NH/X de H dans X est isomorphe ~ la restric- 

~ H, de sorte que la suite exacte 

(1.3.1) 0 ~ >  NH/X > ~ / S  ® 0y > f~/S > 0 

d4finit une filtration d~croissante de ~/S ® Oy dont les quotients successifs 

sont donn~s par 

k 
® = ^ ® 

(1,3.3) 

Ii rasulte de (b) que l'on a encore 

k 
grk( IS ®Oy®F) = A .W® /S @F 

On prouvera (i) et (ii) par r~currence sur J, simultan~ment pour 

tousles F v4rifiant (b) et (c). Ces assertions sont vides pour j < 0 ; 
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supposons donc (i) et (li) prouv~s pour j' < j. L'hypoth~se de r~ourrence 
k 

s'applique aux faisceaux A W ® F ; elle fournit, par (c) : 

• k ~-k 
(1.3.4) R1f~ ( AW_® /S ® ~) = O pour k > O et i+j < d-c+k 

La filtration consid~r~e plus haut du ~/S ~ Oy ~ F d~finit une 

suite spectrale 

P " if " 

Par ( 1 . 3 . 4 ) ,  on a g ~ , i - p  = 0 s i p  > 0 e t  i + j  ~ d -c  d'otJ l ' o n  

tire que 

(1.3.5) 

f i " " " 

R f~(~/S ® Oy ~ F) ~ > RZf~(~/S ~ F) pour i+j < d-c 

-Rif~( /S  ® Oy ® F) ( ~, Rif~(~is ~ F~ pour i+~ "~ d-e 

D'apr~s l'hypoth&se (b), pour une diff4rentielle convenable, les 

A ~ ® /S ® ~ forment une r~solution & gauche (de~os~l) de /S ~Y ® ~" 

Cette filtration d4finit une suite spectrale 

P 
= > 

D'apr~s l'hypoth~se(c), on a El p'q = O pour p > O et q+j < d, 

ou, trivialement, pour p ~ [O,c]. D&s lors, 

if " -- ~.. ~ " ' 

) 
(1.3.7) 

i " Rif~(~/S R fe(~ ® F) ¢ 
/S -- 

® F) pour i+j < d-c 

® F_) pour i+j = d-c 

Les assertions (i) et (ii) r~sultent maintenant de (1.3.5) et (1.3.7). 

45 



- 8 - Xl 

1.4. Soient E un faiaceau de modules localement libres de rang r+l sur 

un sch4ma S, ~(E) le fibr4 projectif eorrespondant, dun entier ~ r et 

= (a I ... a d) une suite d'entiers. Une intersection compl~te relative 

dans ~(E), de multidegr4 ~, est un sous-seh~ma de ~(E), fibre par fibre 

de codimensiond, qui, localement sur S pour la topologie ~tale, est inter- 

section de d hypersurfaces de degr~s respectifs a I ... a d - 

En vertu de I.I, lea hypotheses (b) et (c) de 1.3 sont v~rifi~es 

pour X/S =~(E)/S, F = ~X ' ~ = E O(-a i) et pour s une section de W d4finis- 
i 

sant une intersection compl~te relative Y c ~(E) de multidegr4 ~. 

Th~or~me 1.5. Sous les hzpoth~ses 1.4, soit n = r-d la dimension relative 

Yet r! 6 H°(S,RIfw~/S) !a premiere elasse de Chern de O(i) de 

y C ....... > ]P(E) 

S 

S_~i Y eat lisse sur S, alors : 

(i) Les Rlf~4/S sont localement libres, et leur formation est c omp a tib.le 

tout changement de base. 

(ii) La suite spectrale E pq = Rqf~/S )~ RP+qf~(~/S) reliant lea 

cohomologie de Hodge et de De Rham d484nfire (E 1 = Eco), son aboutissement 

est localement libre et sa formation est compatible fi tout chansement de 

base. 

(iii) On a 
a 

R f~ /S = 0 s~i i~j e~t i+j # n . 
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~]i i Qi 
(iii) b est une base de R f~,, Y/S s i 2i < n 

i i 
(iii)c --si n<2i<2n et si ~.I est la base de R f,~ Y/S duale de la base 

n-i _n-i _ ~n-i 
~] de K ~*~ Y/S' alors 

I] = ai ~i 

m 
(iii) d S i n = 2m, al0rs m # O (si S#~) e,t le quotient R f.~/S/~.~ m 

est loealement fibre. 

Ii suffit de prouver 1.5 dans un cas "universel", ce qui permet 

de supposer S lisse sur Spec(Zg). Dans ce cas, l'assertion (ii) r4sulte 

de (i), car elle est vraie sur ¢, donc sur tout corps de caract4ristique O, 

d'apr~s is th4orie de Hodge. De plus, S 4tant r4duit, (i) r~sulte de (iii), 

suppos4 d~montr4 pour Sle spectre d'un corps : en effet, d'apr~s (iii), 

pour chaque j les fonctions 

s > dimk(s) (Hi(Ys,~s) 

sont constantes sur S, sauf peut-~tre pour i = j, donc sont toutes constantes 

puisque leur somme altern~e l'est (EGA III 7.9.2) et on conclut par EGA I!I 

6.10.5 + 7.6.9 + 7.7.5. 

(1.5.1) 

En vertu de (1.4) et (1.3), on a 

Rif.~y/s ' > R g. ]P(E_)/S pour i+j < n 

~Rif.~y/s i C > R g. ]P(E_)/S pour i+j = n 

Si S est le spectre d'un corps, les assertions (iii) (iii) b (iii) d r4sul- 
a 

tent de (1.5.1) et de la dualit~ de Serre ([2] V 11.2 p.211) La classe de 
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d 
nest la classe de cohomologie d'un O-cycle de degr~ Tr a i eohomologle 

I 
(le degr~ de l'intersection complete), de sorte que 

nC ) 
~] = ai ~n 

n-i 
Par d~finition, on a ~ c~ i = c~ n, et(iii) cen r4sulte. 

Les assertions (i) et (ii) sont donc vraies, et les assertions 

(iii), dans le cas universel, r~sultent de (i) et de (ill) suppos~ prouv~ 

pour Sle spectre d'un corps. 

Th~or~me 1.6. Gardons les hypotheses et notations de 1.4, 1.5, supposons Y lisse, 

solt £ u,n hombre premier premier aux caract~ristiques rfisiduelles de S, 

et dfisignons par ~6 E H°(S,R2f~(~£(1))) la premiere classe de Cher n 6-adique 

d_~e O(I) (SGA 5 VII). Alors 

(i) Rif~£ = 0 s i i est impair et distinct de n 

(ii) S i 2i < n, slors R2if~£(i) ept isomorphe ~6, et admet ~ pour base 

(iii) __Sin < 2i ~ 2n, alors R2if~ ~6(i) est isomorphe ~ ~, et admet 

i d 
~6 / r[ a i pour base. 

i 

(iv) L e ~-faisceau Rnf~ ~6 est constant tordu constructlble sans torsion 

e t, s i nest pair, alors ~/2 ~ O (si S#~) e_!t Rnf~(n/2)/~6.~/2 est 

sans torsion. 

Les ~-faisceaux Rif~£ sont constants tordus constructibles, 

et leur formation est compatible g tout changement de base, d'apr~s SGA 

4 XVI 2.2. Ii suffit donc de prouver ~.6 pour Sle spectre d'un corps slg4- 

brlquement clos. Une application it~r~e de SGA 4 XIV 3.3 montre alors, pour 

tout m, que la fl~che canonique 

~ (~(E_7 2Z/6 TM) > Hq(Y, 2Z/g m) 
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est bijective pour q > r + d et surjective pour q = r + d. De i~, et de 

la dualit~ de Poinear~ (SGA 4 XVIII) on d~duit (SGA 5 VII) que la fl~ehe 

de restriction 

Hq(]P(E_), Zg£) > Hq(Y, ~6) 

est bijective pour q < m~ injective et de conoyau sans torsion pour q = n. 

n 
Ceci prouve (i) pour i < n, (ii) et (iv). On v~rifie eonm~e en 1.5 que ~ 

d 
est l-F a. lois la classe canonique, et (i) et (iii) s'obtiennent d~s lors 

I i 

par dualit~ de Poincar~ (SGA 4 XVIII). 

1.7. Si Y est une intersection compl~te de dimension au moins 3 dans un 

espace projectif~r(k) sur un corps k, on salt que Pic(Y) est isomorphe ~ ~, 

et est engendr~ par O(I) (SGA 2 XII 3.7). En dimension 2, et si Y est lisse, 

on sait encore prouver : 

Th4or~me 1.8. Soit Y une surface lisse ' intersection compl~te dans l'espace 

projectif~r(k) sur un corps alg~briquement clos ' k. Al0rs , pic~(Y) = o, 

et la classe de O(I) n'est pas diyisible dans le ~roupe de N~ron-Seyeri NS(Y). 

Puisque HI(y,o) = O (1.5 (iii)), on sait que Pic°(Y) = O. La 
a 

nullit~ de Pi__~c~(Y) r~sulte alors du lermne bien connu suivant, du fait 

que H2(y, ~6(I)) est sans torsion (1.6 (iv)) et du fair que H°(Y,~) = O 

(1.5 (iii)). a 

Lemme 1.9. Soit Y une vari~t~ al$~brique compl~te sur un corps alg~bri~uement 

clos k. 

(i) S i 6 est premier ~ la caract~ristiqu @ de k, alors la ~-torsion de NS(Y) 

s'identifie ~ la £-torsion de H2(y, ~6(i)). 
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(ii) S i k est de caract@ristique non nulle pet si Y e.§t lisse, alors le 

n oyau de la multiplication par p dans Pic(Y) s'identifie au sou s-groupe de 

H°(Y,~) form~ des diff4rentielles locale ment logarithmiques. 

Les suites exactes de Kummer 
6n 

0 >~n > G x~x > G 
m m 

d~finissent des suites exactes 

>O 

O > PIc(Y)/6 n Pic(Y) > H2(Y,~n )~ .... > (H2(Gm)) n > O 

o~ Pic(Y)/6 n Pic(Y) = NS(Y) ®~/gn. Par passage ~ la limite projective, on 

trouve 

0 > NS(Y) ®ZZ L ---> H2(y, 7z#(1)) > Hom(@£/ ZZ6, H2(Gm )) --- 0 

et le conoyau est sans torsion puisque @6/~ est divisible. L'assertion 

(i) en r~sulte. 

Pour prouver (ii), il suffit de noter que la suite exacte 

0----->_0~ x~'-exP > O~ df/f > f~ 

d4finit une suite exacte courte 

O ~ O~ > O~ > ~ loc log > O 

et de prendre la suite exacte longue de cohomologie correspondante. Ce 

raisonnement est d0 ~ Cartier, qui prouve de plus que, si l'on d~signe par 

l'op~ration de Cartier sur H°(Y,~), alors les diff4rentielles localement C 

logarithmique forment le noyau de C-Id. 

Supposons par l'absurde que la classe de O(I) dans NS(Y) soit de 

la forme n~ avec n > i. Si 6 divise net est premier ~ la caract~ristique, 
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on a encore, en cohomologie 6-adique 

ce qui contredit 1.6 (iv). 

Enfin, si la caract4ristiquep de k est diff4rente de O, et si 

p divise n, on a encore, en cohomologie de Hodge 

= n Cl(U) = O , 

ce qui contredit 1.5 (iii) d et ach~ve la d~monstration. 

2. R4sultats num4riques 

2.1. Soient ~=(ai)l~i~ dune suite d'entiers ~ i, et d4slgnons par Vn(~) 

une intersection compl~te lisse de dimension net de multidegr4 ~ dans un espace 

projectif~n+d sur un corps k. On posera 

h pq (~) = dim k Hq(Vp+q(~), ~P) 

et 

h~q(~) = hPq(~) - 6 
P,q 

Les hPq(a) sont donc les hombres de Hodge de la cohomologie pri- 
o -- 

mitive de dimension moiti4 d'une intersection compl~te de multidegr4 ~. I!~ 

ne d4pendent que de ~, pet q (1.5). On posera 

(2.1.1) ~(a) : ~ h p'q yPz q £~[[y,z]] 
-- o 

p,qeO 

Pour d = i et ~ = (a), on pose hPq(a) = hPq(~) et H(a) = H(~). Pour d = O, 

on pose sup(a i) = I. 

La formule suivante est le cas particulier k = 0 de la formule 

(2) p.160 de Hirzebruch [3] 
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a. a~ 

~._.~ X(Vn(a)' Qp) yp zn+d = 1 .~ . ( l+yz)  1 - ( l - z )  z 

n=O -- ( l+yz ) ( l - z )  1 ( i+yz)a i+y( l_z)a i  

Nous allons transformer cette formule en la suivante : 

Th4or~me 2.3. (Hirzebruch). Avec les notations 2.1, on a 

H(a) = I a i a. 1 
i ]-~ (l+y) - (!+z) l 

• --I 

(l+y)(l+z) l~i~d -(l+y)a~ + (l+z)aly 

En vertu de 1.5, on a 

X(Vn(~),~) = (_I) p + (_I) n-p hP,n-P(a) 
O 

de sorte que le premier membre I de (2.2) se r44crlt 

I = / ((-l)P+(-l) q hP'q(a)) yPz p+q+d 
t O -- 

D=O p+q=n 

= > i[, (-I)P(Y z)pz'qzd + ~, ('l)q hP'q(a)(Y z)pz'q zd 
p, qaO p, q>O 

= z + H(_a)(yz,-z) 
(l+yz)(1-z) 

Le deuxiame membre II de (2.2) se r44crit 

d 
z d 

II ...... ]'[" 
(l+yz)(l-z) i 

d 
de sorte que, simplifiant par z 

H(~)(yz,-z) = 

a i a i 
(l+yz) - (l-z) 

ai" 
(l+yz) z+ yz(1-z)  al 

dans I = II, on trouve que 

(l+yz)(l-z)~ (l+yz)aiz + (l-z)aiyz 

et 2.3 se d~duit de cette formule par changement de variable. 
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Corollaire 2.4. Avec les notations 2.1, 

(i) pour d = I, on a 

H(a) = - 
(l+y) a-l_ (l+z) a-I 

(l+y)az - (l+z)ay 

f,jmO ~ (a~+l)Yiz] 

i,jal 

(ii) on a, IPl d~signent le nombre d'~14ment d'une parti.e P de [l,d], 

P~[ "_, d] iEP 

D'apr~s (2.3), on a 

H(a) 
-I 

(i+y) (i+z) 
(l+z)(l+Y)a z a _(l+z)a(l+z)ay + 11 

-I 

(l+y) (l+z) 

((~l!z~ a(l+Y)- I 

(l+y) a-I _ (l+z) a-I 

(l+y)az- (l+z)ay 

On a 

H(a) 

Soient Net Dles numdrateurs et d~nominateurs de cette formule. 

N 
D ' 
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a-I 

i,j~O 

_- .>--7<~> (ykz-  yzk)=  (z-y) + yz >---'~Ckl~y k-I - zk-~ 
kml 

a . . 

 1+yz  li+j+2) ylzJ 
i,jeO 

(y-z) (-i + ~ (i~j) yi z j) 
i,jZl 

et l'assertion (i) en r4sulte. 

Inversons la formule de 2.3, pour d = I. On trouve 

(l+y) a - (l+z) a 

(l+y)az - (l+z)ay 
= I + (l+x)(l+y) H(a) 

Si l'on substitue cette formule dans 2.3, on obtient 

H(a) = (l+(l+x)(l+y) H(a.)) - I 
(l+y) (l+z) l 

l T <1+x~ IPl~1+y~ iPl ~- ] 
(l+y) (l+z) l~[i, d] __H(aj) J 

d'o~ r4sulte (ii). 

Th~or~me 2.5. Avec les notations 2.1 

(i) S i p+q = p'+q' et sip ~ p' ~ q' ~ q, alors 

h pq (a) ~ hP'q'(a) 
O -- O -- 

(ii) Sip ~ q, pour que h pq (a) # O, il faut et il suffit que 
- -  O -- 
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sup(a i) 

o_~ [ ] d~signe la partie enti~re du quotient. 

Soit (4) la propri4t4 su~vante d'une s4rie formelle 

P = E a yP z q : 
Pq 

(~) les a sont positifs, a 
Pq Pq 

alors apq ~ a p , q ,  

L'assertion (i) r~sulte aussitSt des formules (2.4), de l'identit~ 

(l-x) "I = ~, x n , et du lemme suivant, dont la d4monstration est laiss~e 
nmO 

au lecteur : 

= et si p+q = p'+q' et p ~ p' ~ q' ~ q, aqp, 

Le~mne 2.5.1. L'ensemble des s4ries formelles v4rifiant (w) est stable par 

addition et multiplication. 

On prouvera (ii) tout d'abord dans le cas particulier des hyper- 

s u r f a c e s  (d  = 1 ) .  La f o r r a u l e  ~ d ~ m o n t r e r  s e  r ~ c r i t  a l o r s ,  p o u r  p ~ q,  

(2.5.2) hPq(a)o ¢ 0 <---> P ~ IP+q+l I 
L a 

( < ~ (p+l) a ~ p+q+2 trivialement). 

De la deuxi~me formule 2.4 (i), on d4duit que h pq est non nul 
o 

si et seulement siil existe des couples (e,f) et (ci,d i) tels que 

(2.5 3) 

I (e,f) ~ (0,0) et e+f ~ a-2 

(ci,d i) ~ (i,I) et c.+dl i ~ a 

(p,q) = (e,f) + ~ (ci,d i) 
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Pour p+q donn~, le plus petit p possible s'obtient pour e = 0 et 

= I, et est le nombre d'indices i. Ce pest donc la borne inf~rieure des c i 

p pour lesquels on a 

(p+q)-(a-2) 
p ~ , i.e. (p+l)a ~ p+q+2 

a 

Passons au cas g~n~rel. Si a' se d~duit de a en supprimant les 

a i 6 g a u x  ~ i, alors H(~) = H(~'). Vu la forme de la formule 2.5 (ii), on 

peut supposer que pour tout i, a. > i. Si d = O, alors h pq = 0 et l'assertion 
l O 

est correcte; on ne restreint pas la g6n4ralit4 en supposant que d > 0 et 

q u e  a d = sup(al). 

En vertu de 2.4 (ii), et (2.5.2), pour que h~q(!) # O, il faut 

et il suffit qu'il existe une partie non vide P de [l,d], un couple (e,f) 

et des couples (ci,d i) 
i~iSd 

f (!pl_l, 

(2.5.4) ci,d i • 

tels que 

IPI-I) a (e,f) •(O,O) , 

[ c.+d.+l] 
---~J ; (ci,d i) > (0,0) 

(p,q) = (e,f) + Z (ci,d i) 

Pour n = p+q fix~, cherchons la plus petite valeur de p possible. 

Sin i = c i + di, pour un tel p, les conditions (2.5.4) se r6~crivent, en 

terme des ci, ni, e et f 
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/-a i = 2 > n i pair 

Fn.+t ] 
1 1 

(2.s 5) (IPl-1, IPl-1) ~ (e,f) e (O,O) 

n = e+f+ E n. 

p=e+Zc i 

(minon (2.5.4) est impossible) 

Cette description montre tout d'abord que le plus petit pest 

obtenu pour P = [l,d], cas auquel on se limitera. Si on a 

(2.5.6) Z(a.-2) + (d-l) ~ n, 
1 

alors il existe une solution avec p = c i = e = O. Sinon, si a d # 2, le 

mleu~qu'on pulsse faire est de prendre n. = a. - 2 pour i # d, de sorte 
i I 

que c i = 0 pour i # d, e = O, f = d-I et n d = n - (d-l) - Z (ai-2). On 
i#d 

a alors 

I n-(d-l) - E (a.-2) + I] 

(2.5.7) p = i#d i 

a d 

et donc, pour p ~ q, on a hPq(a) # 0 sl et seulement si 
O -- 

I 
n- E (ai-l) + 1 ] 

(2.5.8) p m i#d 

a d 

La formule (2.5.8) se r~duit A (2.5.2) si d = i et est triviale- 

ment vraie si (2.5.6) est v4rifi4. Si d e 2, si (2.5.6) n'est pas v~rifi4, 

et sl tousles a i sont ~gaux ~ 2, le mieux qu'on puisse faire est encore de 
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prendre n i = O (i#d), e = O, f = d-I ou d-2, congru ~ n modulo 2, et 

n d = n-f. Si n~d-I (2), on prouve (2.5.7) cormne plus haut. Sinon, on note 

n - (d-2) + 1 n - (d-l) + I 
= 

2 2 

de sorte que (2.5.7), et par lh (2.5.8), est valable m@me sl a d = 2. 

Reste ~ v~rifier que (2.5.8) ~quivaut ~ la formule 2.5 (li). 

En effet, on a 

n + d - E a. p + q + d - E a. 
i#d l i 

a d a d 

+i 

2.6. Si X est une intersection compl~te de dimension n dans ~r, il r4sulte 

aussitSt de (2.5.8) que la partie primitive de Hn(x) n'est nulle que si X 

est une quadrique de dimension impaire. 

D4flnitlon 2.7. S__!i X est une vari4t4 alg4brique propre et lisse sur £, l__ee 

niveau de Hodse de Hn(x) est la borne sup~[ieure des ' nombres q-p pour 

p+q = n e__tt hPq(X) # O. 

Le niveau de Hodge 6 est donc congru ~ n modulo 2, et est au plus 

~gal ~ inf(n, dim(X) - n). Ii est ~ O, sauf:si Hn(x) = O, auquel cas il est 

~gal ~ - ~. 

Corollaire 2.8. Reprenons les notations 2.1, en faisant k = C, et en suppo- 

sant que a d = sup (ai). Soit ~ un entier 0 ~ 6 < n, congru ~ n modulo 2. 

Pour que le niveau de Hodse de Hn(v (a)) soit ~ 6 , il faut et il suffit que 
n 
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Z (ai-l) ~ (6+I) - (ad-2) n?~ 
2 i#d 

En vertu de(2.5.8), si le niveau de Hodge est > O, il est la borne 

sup~rieure de Oet de 

et l'in~quation 

n - ~ (ai-l) + i I n - 2 i#d 

a d 

(a,-l) + I 

n .- ~n -i#d adl 

peut se r~4crire 

ou encore 

I n- Z (a.-l) + i I n - ~ ~ i#d z 

2 a d 

Z (a.-l) ~ I + n- a d . n - 6 : 6 + i -(ad-2) n - 
i#d i 2 2 

2.9. A l'aide de la formule 2.8, il est facile d'4num~rer, pour ~ petit, 

les multidegr~s des intersections compl~tes dans ]pr, de dimension n > i, 

dont le H nest de niveau 2~. La table donn~e dans la premiere version de cet 

expos4 ~tait n~anmoins incorrecte, et celle donn~e ci-dessous est extraite 

de celle plus eompl~te donn~e par M. Rapoport darts son article : 

Compl~ment ~ l'article de Po Deligne "La conjecture de Well pour les 

surfaces K 3", Inventiones Math. 15 227-236 (1972). Pour ~ ~ I, les 

intersections com~l~tes V (a) de dimension n et de multidegr6_ a = 
n -- 

(a .,ad ) avec n > ~ , d > i et a. ~ 2' de niveau de Hodge ~ , 
l ~°° ~ i 

sont les suivantes : 
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= _~ V2k+l(2) (k~O) 

~,=0 V2k(2) (k~l), V2k(2,2) (k~l), V2(3) 

= I V2k+l(2,2) (kel), V2k+l(2,2,2) (kal) 

V3(3), V5(3), V3(3,2), V3(4) . 

2.10. Pour ~ petit, les fonctions g~n4ratrices des hPq(~) s'~crivent, 
O 

d'apr~s 2.4 

I 
H(2) ...... 

l-yz 

2+y+z 
H(3) = 

2 2 1 - 3yz - y z - yz 

H(2,2)= 
y+z 2 1 

+ - -  2 + (l-yz) 2 (l-yz) l-yz 

de sorte que 

hPP(2) = i 
O 

hll(3) = 6 
O 

hPP(2,2)= 2p + 3 
0 
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SGA 7 

EXPOSE XII 

QU~R!QUES 

par P, DELIGNE 

0.0. Le present expos4 rassemble quelques r4sultats bien connus sur les 

quadriques, dont nous aurons besoin pour d~montrer la formule de Picard- 

Lefschetz. 

O.I. Soit m une section d'un ~s-MOdule M sur un schema S. On dira 

que m est p~rtout non nulle sur S si, pour tout s E S, Ifimage de m 

dans le k(s)-vectoriel M d~duit de M par le changement de base 
s 

Is] ~ > S est non nulle. M~me terminologie pour S = Spec(A) et m un 

41~ment d'un A-module M, 

i. Formes quadratiques 

i.i. Soient 

libre de rang 

Rappelons que 

est non d~g4n4r4e, i.e. 4tablit un isomorphisme entre V et son dual 

Si 2 ntest pas inversible dans A, ceci ne peut se produire que pour 

pair (loc. @it.). 

S = Spec(A) un schema affine, V un A-module localement 

n et Q une formeq~ratique sur v (Bourbo Alg 9 § 3 ~°4). 

Q est dire non d~$~n~r4e si la forme bilin~aire associ~e 

~(x,y) = Q(x+y) - Q(x) - Q(y) 

v*. 

n 
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Les formes q~ratlqueo sur V forment un A-module projectif ; 

une forme quedratique Q est "partout non nulle" sur S (0.I) si et seu- 

lement si les Q(v) engendrent l'id4al A de A. 

La notation ~(V) sere prise au sens des EGA ; rappelons que 

si A est un corps, alors ~(V) est l'espace projectif dont l'ensemble 

des points rationnels estle quotient (V W - [O})/A ~ . 

La forme quadratique Q s'identifie ~ une section du faisceau 

inversible ~(2) sur l'espaee projectif ~(V ~) sur S. Pour Q partout 

non nulle~ l'4quation ("homog~ne") Q = 0 d4finit un sous-sch4ma de ~(V~), 

plat et purement de dimension relative n-2 sur S. Ce sch4ma stappelle Is 

quadrique d4finie par Q. La forme Q est dire ordinaire si elle n'est 

nulle en 8ucun point de Set que is quadrique qu'elle d4finit est lisse 

sur S. 

Pour que Q soit ordinaire, il faut et il suffit que les formes 

qui sten d~duisent apr~s extension des~alaires de A ~ un corps le soient. 

Si A est un corps, alors : 

a) pour n pair ou car(A) # 2 : Q ordinaire ~f > Q non d~g4n4r4 ; 

b) pour n impair et card(A) = 2 : Q est ordinaire si et seulement si le 

noyau N de la forme bilin4aire (altern4e) associ~e ~ est de dimension 

un, et que Q n'est pas nul sur N. 

Prpposition 1.2. Ski Q est ordinaire et sin = 2m (reap. n = 2m +I), 

alor_.__.~s, l ocalement pour la topolo$ie ~tale sur S, V edmet une base e telle 

Rue 
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n m-I 

Q( ~ x.e.) = E xixi+ m 
i £ I I 

n m-l 

2 (~ inversible) (resp. Q( E xie i) = E xixi+ m + kx2m+l 
1 i 

Prouvons 1.2 per r~currence sur m . Si m = O, llassertion est 

~vidente. Si m > O~ Is quadrique d'~quation Q = 0 est lisse sur S et 

fibres g~om~triques non vides ; ells admet donc des sections localement 

pour is topologie ~tale. Localement, une tells section est d~finie par un 

414ment e 6 V, nul en aucun point de Spec(A), et tel que Q(e) = O. En 

aucun point de S, e n'est dans le noyau de # ; localement, on peut done 

trouver f' tel que ~(e,f') = I. Si f = -Q(f').e+f, on a 

Q(e) = Q(f) = 0 , ~(e,f) = 1 

Si v 2 est l'orthogonal du sous-mod~le V 1 de V engendr~ par e et f~ 

on a V = V 1G V2~ et on conelut en appliquant l'hypoth~se de r~currence 

V 2 • 

1.3. Pour la d~finition et les principales propri~t~s de l'alg~bre de 

Clifford de Q, on renvoie ~ (Bourb. Alg 9 § 9). On d~signe par p l'appli- 

cation canonique de V dens C(Q). 

Lemme 1.3.1. Sous les hypotqbses de i.I, il. existe pour k 6 A un etun 

seul homomorphisme 

Ix] : c+(~ Q) ----->C+(Q) 

tel que, pour x, y 6 V, on sit 

[~] (p(x).p(y)) = X.p(x).p(y) 

64 



- 4 - XII 

Cethomomorphisme se d4duit par passage au quotient de l'endomor- 

phisme [k] de la partie T+(E) de l'alg~bre tensorielle de E, qui vaut 

k n sur T2n(E). En effet, 

[k] (x ® x - ~ Q(x)) = k(x ® x - Q(x)) 

Supposons Q partout non nulle sur so Alors, le lemme 1.2.1 

d~finit un syst~me transitif d'isomorphismes entre les alg~bres C+(X Q) 

pour % £ A ~. 

D~s lors, l'alg~bre C+(Q) ne d~pend (~ isomorphisme unique pros) 

qua de V et de la donn~e de Q ~ un facteur pros ; en d'autres termes, 

C+(Q) ne d~pend qua de V et du sous-sch4ma d'~quetion Q = 0 de ~(VW). 

Cheque homoth~tie de rapport inversible est un automorphisme du couple 

(V, X c ~(V~)) ; on v4rifie qua ces automorphismes agissent trivialement 

sur C+(V~ X), et il en r~sulte qua l'alg~bre C+(V, X) ne d4pend que du 

couple de schemas X c~(V W) sur A. On I~ notera C+(X~P(VW)). 

1.4. Soit V un A-module localement libre de rang 2m > Oet Q une 

forme quadratique non d~g~n~r~e sur V . Soit donn4 une d~composition 

V = W I ~ W 2 de V en deux sous-espaees totalement singuliers. La forme 

Q(w I + w 2) met alors W Iet w 2 en dualit~ parfaite. Rappelons qua pour 

f E W 2 (identifi~ ~ WI~) ~ le produit contract~ par f est l'endomorphisme 

de degr~ -I de A W I d~fini par 

fL (elA...Ae p) = E (-I) i < ei,f > eoA.., eio..Aep 

Munissons le A-module A ~i de la ~ /2-graduation pour laquelle 
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2i 2i+i 
(A W1)+ = • A W 1 e t  (A W1)-  = • A W 1 . L ' a l g ~ b r e  End(A W I )  e s t  

i i 
alors ~ /2-gradu~ : les endomorphismes pairs (resp. impairs) sont ceux 

qui respectent la graduation (resp. sont de degr~ 1 (mod 2)). 

On renvoie ~ (Bourb Alg 9 § 9 n°4) pour la d~monstration de 

l'existence d~un unique isomorphisme d'alg~bre ~ /2-gradu6es s entre 

C(Q) et End(A WI) , tel que 

s ( p ( ( e , O ) )  = e A 

D~signons provisoirement par 

et s(p((O,f)) = f L 

e(Wi,W 2) l'~l~ment de C+(Q) tel que 

s(e(Wi,W2)) soit l'identit~ sur (AWI)+ et 0 sur (A WI~ . Le centre 

Z(Q) de C+(Q) est isomorphe ~ A ~ A, cette d~composition ~tant d~finie 

par les idempotents e(~l,~ 2) et 1 - e (W2,WI). De plus C+(Q) est une 

alg~bre de matrice sur Z(Q). 

De ceci et de 1.2, on d~duit comme en loc.cit. 

Proposition 1.5. Sous les hypotheses de I.i, si n = 2m > 0 et que Q 

est non d6$~n4r~e , alors le centre Z(Q) de C+(Q) e§t une al$~bre 4tale 

localement libre de tans 2 sur A et C+(Q) est une a!g~bre d'Azuma~a sur Z(Q). 

1.6. Soient V et Q comme en 1.4, et W un facteur direct totalement 

singulier localement libre de rang m de V. Soit W~ un suppl~mentaire 

' de W s'identifie au graphe de W : V = W ~Wi . Tout suppl~mentaire W 2 

dtune application u de Wi dans W. La forme ~ met en dualit~ W et 

Wi ; l'application u est donc uniquement d~termin6e par la forme bilin@aire 

sur W{ 
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B(x,y) = ~(x,u(y)) , 

et W~ est totalement singulier si et seulement si, sur Wi, on a 

B(x,x) = - Q(x) 

Puisqulil existe toujours de tellesformes B, W admet des suppl~mentaires 

totalement singuliero Ltun d~eux~ soit ~, ~tent choisi, llensemble des 

suppl~mentaire totalement singulier W' de W s'identifie ~ l'ensemble des 
o 

formes altern~es sur W' soit encore g l'ensemble des sections de l'espace 

affine ~ ( ~ W') sur S. Pour cheque section x de ~ ( ~ W') soit W'(x) 
O 

le suppl~menteire correspondent de W et e(x) l'idempotent e(W, W~(x)). 

Le fonction x ~ > e(x) est compatible ~ touts extension des scalaires, 

dont d~finit un morphisme de S-schemas e de ~ ( ~ W') dens Spec(Z(Q)). 

Le S-schema ~( ~ W') est plat ~ fibres g~om4triques connexes, alors qua 

Spec(Z(Q)) est ~tele sur S. Le morphisme 

section de ~ ( ~ W') sur S, i.e. e(x) 

justifie la 

Notstion 1.7. Pour W connne plus hmut et 

totalement isotrope de W, on d~sisne par 

e se fectorise done par une 

est independent de x. Ceci 

W' un Ruelconque suppl~mentsire 

e(W) l'idempotent e(W,W')E Z(Q). 

1.8. On a vu en 1.6 que, pour % inversible, C+(Q) s'identifie ~ C+(% Q). 

Un argument de continuit~ snalogue su precedent montre que cette iden- 

tification transforms 

e(W) E Z(Q) en e(W) C Z()~ Q) 
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1.9. Rappelons que si B et C sont deux al~bres ~/2-gradu~s, alors, 

dans le produit tensorlel gradu~ B ®' C de B et C, la multiplication est 

d~finie par la r~gle de Koszul 

(bl® c I) (b2® ¢2 ) = (.l)deg(el)deg(b2) blb 2 ® ClC 2 , 

lorsque les b iet c i sont homog~nes. 

Si (VI, QI ) et (V2, Q2 ) sont deux modules quedratiques, alors 

C(Q I ~ Q2) = C(Q I) @' C(Q2) (Bourb. loc. cir.). 

Si P et Q sont deux A-modules localement libres ~ /2-gradu~s 

de type fini sur A~ on identifie les alg~bres ~ /2-gradu~s End(P) ®' End(Q) 

e~ End(P ® Q), en posant, pour u, v, pet q homog~nes 

u ® v (p ® q) = (-l)deg(v)deg(P)u(p) ® v(q) 

Len~ne I.IO. Soit (V,Q) un module ~uadratique somme de deux~ modules 

quadratiques (Vl, QI ) et (V2, Q2 ), avec v i locelement libre de ran$ 2 m. 

. . . . . .  et Qi non d~$~n~r~e. Soit V i = W.l • W~I une d~eomposition de V.l --en deux 

sous-espaces to talement sinsuliers (i = I, 2). Alors le diasra~e 

C(Q) ~ C(Q I) ®'C(Q 2) 

fi 
End(A(Wl~2)) ~ End(A Wl~,~W 2) ~-  End(^ W 1) ®' End(A W 2) 

est ¢ommutatif. 
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La v~rification est isiss~e au lecteur. On d~duit aussit6t de 

ce lemme qua 

(i.IO.i) e(W I ~W 2) = e(Wl)e(W 2) + (i - e(Wl)) (I - e(W2)) 

i.II. La construction suivante est emprunt~e ~ Micali et Villmmayor. 

Si p : Z ----> Sest un rev~tement ~tsle double de S t on peut ragarder Z 

comma un ~ /2-torseurs sur S. D~signons par ~ iImddition des torseurs, et 

pour s une section de Z, soit e(s) l'idempotent de P~Z qui vaut i 

sur s, et O ailleurs. Avec les notations de i.IO, il existe un unique 

isomorphisme 

(I.ii.I) Spec(Z(Ql)) ~ Spec(Z(Q2)) > Spec(Z(Q)) 

+ : Spec(Z(Ql)) x S Spec(Z(Q2)) > Spec(Z(Q)) 

pour lequel, apr~s tout chsngement de base, on sit 

e(s + t) = e(s) e(t) + (I - e(s)) (I - e(t)) 

Si s(W) est is section de Spee(Z(Q)) telle qua e(s(W)) = e(W), la 

formula I.IO.I se r4crit 

s(W I 

Proposition 1.12. Soient A 

sur V~ Q une forme quadratique non d~n~r~e sur 

sous-espsces totalement isotropes de dimension m 

si et seulement si dim(Wl/W I N W 2) est pair. 

W 2) = s(W I) + s(W 2) 

un corps, V un vectoriel de dimension 2m > 0 

V e t W I, W 2 deux 

de V. Alors, e(W I) = e(W 2) 
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(Cf. Bourbaki Alg 9 § 6 ex. 28). Soit 

de V telle que 

a) Q( E xie i + E Yifi ) = E xiY i ; 

b) W I est engendr~ par les e. • 
1 

C) et W 2 eat engendr4 par les (ei)l~i~ s 

el...e m fl...fm une base 

i)l$i et les (fi)s<i&m . 

Alors V est somme des V i = A e i + ~ fl, et 

W = ~ W N V. (~ = 1,2) 

La formule d'addition I.II permet d~s lors de se limiter au cas 

off dim V = 2. Si W I = W2, l'assertion est avidente. Si au contraire 

W I = Ae, et W 2 = Af avec ~(e,f) = I, on a e(W I) = feet e(W 2) = ef = i - fe. 

2. quadriques' 

2.1. $oient k un corps alg~briquement closet V un vectorlel de dimen- 

sion n+2 sur k. Une qusdrique lisse de dimension n sur k est un schema 

X sur k isomorphe au sous-seh~ma de ~(V ~) d~fini par l'~quation Q=O~ 

pour Q une forme quadratique ordinaire sur k. 

Remarque 2.2. Pour n = O,1,2 X est une quadrique lisse de dimension n sur 

k si et seulement si : 

n = O : X ~ Spec(k) ~ Spec(k) 

: X ~ ~ n = i 

1 1 
n = 2 : X ~ ~k × ~k 
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Lenm~e 2.3. Avec les notations de 2.1, soi t X d~fini par Q = 0 . 

%<-n) 

(ii) Pic(X) ~ ~0 pour n = 0 . 

pour n = 1 ; %(1) Cst le carr4 d'un ~4n4rateur. 

~ ~pour n =2. 

Dour n a 3 ; @X(1) est un $~n~rateqr. 

Hi(x,~ x) = 0 pour i > O, HI(X,~x(1))= 0 (iii) 

O 
(iv) H°(X,~x(1)) ~ H°(~(VW),@X(1)) = V W, et pour n > O, H (X,@ X) = k . 

L'assertion (i) r~sulte de ce que le faisceau conormal de X dans 

~(V~) est %(-2) et que le faiscesu canonique de ~r est @(-r-l). L'asser- 

tion (ii) r~sulte de 2.2 pour n K 2, de SGA 2 XII 3.7 pour n ~ 3. Enfin 

(iii) et (iv) r~sultent de FAC n ° 78. 

D4finition 2.4. Une quadri~ue lisse de dimension n sur un sch4ma S es~t 

un S-sch4ma f : X--->S, prppre et lisse sur S, dont les fibres ~4om~tri~ues 

sont des quadriques lisses. 

Pour n = O, une quadrique lisse de dimension 0 sur S n'est 

autre quVun rev~tement 4tale double de S. Pour n = i, ce n~est autre qu~une 

vari4t4 de Severi-Brauer de dimension I sur S. 

2.5. Sip : X > S est une quadrique lisse de dimension n sur S, alors, 

n 
d'apr~s 2.3 (i), l'inverse du faisceau inversible ~/S est ample. 
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D'apr~s 2.3 (ii), le schema de Picard Picx/S est lisse sur S 

(car H2(X,~x ) = 0), non ramifi~ sur S (car HI(X,@x ) = O) et essentiellement 

propre sur S (ear X/S est lisse). C'est donc, loealement sur S pour la 

topologie ~tale, un groupe discret constant ayant Is structure indiqu~e 

en 2.3 (iii). 

En particulier, si X a une section, il existe sur X un faisceau 

inversible 'L tel que L ®(-n) sit m~me image dans Picx/S que f~/S ' et deux 

tels faisceaux sont isomorphes locelement sur S. D'apr&s 2.3 (iii) et 

[I] 0.5 p. 19 p~L est localement libre de formation compatible ~ ~ut 

changement de base. D~s lors, p~L est localement fibre de rang n + 2 

(2.3 (iv)),l'application de p~p~L dsns Lest surjective, l'application 

¢anonique de X dana ~(p~L) est une immersion ferm~e, elle identifie X 

un diviseur relatif de degr~ 2 de ~(p~L), et, locslement sur S, X est 

16 quadrique de ~(p~L) d~finie par une forme qusdratique ordinaire sur 

(p~L) ~, unique & un facteur inversible pr~s. 

2.6. Supposons n > O. Si L 1 et L 2 sont deux faisceaux inversibles du type 

consid~r~ plus haut, alors, localement sur S~ il existe un isomorphisme 

u : L I ~ > L 2. Cet isomorphisme est unique & un facteur inversible pr~s~ 

car P~X = ~S (d'apr~s 2.3 (iv)). D~s lors, les divers isomorphismes 

u : L I ' ~ > L 2 induisant le m~me isomorphisme ~(u): ~(p~L I) ~>~(P~L2) , 

de sorte que ~(p~L I) est canoniquement isomorphe & ~(P~L2) , et ne d~pend 

que de X/S, non du choix d'fn L. On le notera P(X). 
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L'espace projectif P(X) est d4fini localement sur $ pour is 

topologie 4tale. Par descente, il d~finit une veri4t4 de Severi-Breuer 

sur S, encore notre P(X), donc X est un diviseur relatif de degr~ 2. 

Localement sur S, le couple X c > P(X) d~finit une slg~bre de 

Clifford C+(X, P(X)) (1.3). Par descente, on obtient une alg~bre sur S, 

qu'on notera simDlement C+(X). 

2.7. Supposons que n = 2m > O . Le centre Z de C+(X) est slots une 

~s-alg~bre d~finissant un rev~tement ~tmle double Z(X) de S. 

Une g~n4ratrice de X est un sous-sch~ma D de X qui soit 

un sous-espace lin~eire de dimension m de P(X). 

Locelement sur S, pour P(X) ~(V e) et X d~fini per 

l~quetion Q = O, une g~n~ratrice D de X s'identifie per d4finition 

un sous-Module locelement facteur direct W(D) de V, totelement singulier 

et de rang m + I. D'apr~s 1.8, l'idempotent e(W(D)) du centre de C+(X) 

ne d4pend que de D c X. On d@signe par e(D) la section correspondante 

de Z(X) (celle sur lequelle e(W(D)) vaut i). 

Les g~n4ratrices de X/S sont les S-points d'un sch4ma G4n(X) 

projectif sur S t et e d~finit un morphisme de S-schemas 

(2.7.1) e : G~n(X) ..... > Z(X) 

Lorsque n = O, on pose Z(X) = X, on sppelle g~n@ratrice de X 

une section de X et on ~finit e cormue ~tant l'identit~. 
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Proposition 2.8. Sous les i~poth~ses de 2.7, p : G4n(X) ----> S est pro- 

jectif et lisse, et (2.7.1) est sa factorisation de Stein. 

La question est locale pour la topologie 4tale sur S. Localement, 

si D est une g~n~ratrice, les g~n~ratrices D w disjointes de D s'Iden- 

tlfient, dlapr~s 1.6, aux S-points d~un espace affine sur S convenable, 

et on recouvre ainsi G4n(X) par des ouverts lisses sur S. 

Pour prouver que les fibres g6om4triques de e sont g4om~trique- 

ment connexes, il suffit de consid4rer le cas o~ S est le spectre d'un 

corps alg~briquement clos k, 

m(v~). 

Soient donc W 1 et W~ 

de rang m + I de V tels que 

X ~tant d4fini par l'4quetion Q = O dans 

deux sous-espaces totslement isotropes 

e(W) = e(W'), i.e. tels que W/W N W' soit 

de dimension pmire (1.12). Proc~dmnt cormne en 1.12, on trouve une d~compo- 

sition orthogon~le 

v=v e @ v .  
0 1 

de V telle que 

a) w a = W  N v o @ ~ ~'~a 

b) W I N V ° = W 2 N V ° 

A V. (~ = 1,2) 
I 

c) dim V i = 4, et V i = (W 1N V i) @ (W 2 N V i) 

et il suffit de prouver que W 1 n v iet w 2 n v i appartiennent ~ une m@me 

famille connexe de sous-espaces totalement singuliers maximaux de V.. Ea 
l 

d'sutres termes~ on se ram~ne au cas des quadriques de dimension 2. Une 
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tells quadrique est isomorphe & ~i ×pl, les g~n~ratrices @tant les 

sous-sch~mas {t} ×PI et ~I X {t} ; la proposition est dans ce css 

~vidente. 

3. Cohomolo$ie des~uadriques 

3.1. Soit p : X ---> S une quadrique lisse de dimension n sur S, et 

6 un nombre premier inversible sur S. On d~signera par 

E H°(S, Rlp~ ~6(i)) 

la "classe de cohomologie d'une section hyperplsne". Localement sur S 

pour 18 topologie ~tale, on a P(X) ~(V~), et ~ est alors par d~finition 

l'image darts H°(S, R2p~ g(1)) de Is Dremi&re classe de Chern 

ci(~(1)) E ~2(x, ~(1)). 

3.2. Supposons que n = 2m . Une g@n~ratrice D de X d~finit alors 

une classe de cohomologie c~'(D) dans Hn(x, ~(m)), d'image c¢(D) 

darts H°(S,Rnp~(m)). Ii r~sulte de 2.8 que cette derni~re ne d~pend 

que de la section e(D) de Z(X), d'oC1 un morphisme de faisceaux ~tales 

sur S 

(3.2.1) 

Th~or~me 3.3. 

sur S et 

(1) R2i+lp~ 

c~ : Z(X) > Rnp~ ~6(m) 

S oit p : X > Sune quedrique lisse de dimension n 

un nombre premier inversible sur S 

ZZ6=O 
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R2ip~ (ii) S i O ~ 2i < n, (rasp. sin< 2i ~ 2n) alors ~6(i) est canoni- 

quement isomorphe au faisceau constant ~, et est ensendr~ par i 

(resp. par ~i/2) 

(iii) S i n = 2m, l'spplicatipn d~duite de (3.2.1) 

(3.2.1) ~(X) > Rnp~ ~(m) 

est un isomorphisme, et si a et ~ sont deux sections disjointes de Z(X) 

(suppos~ isomorphe ~ S ~ S ; c' est localement le cas), on a 

m (a) 

(b) ~pour 

pour 
L , 

= c6(~) + c~(~) 

m pair : Tr(c$(~) 2) = Tr(cg($) 2) = I, c~(~) c~($) = O 

m impsir : c6(~) 2 = c6(~) 2 = O , Tr(c6(~).c6(~)) = i. 

(c) ~.(e£(=) - c~(B)) = O. 

Les assertions (i) et (ii) ne sont mises qua pour m~moire 

(XI 1.6, compl4t6 par XI 2.6 lorsque 2i + I = n dans (i)). 

!i suffit de v6rifier (iii) lorsqu:~ S est le s cectre d'un corps 

alg4briquement clos k (il suffiralt m~me de prendre S = Spec(¢)). 

Formule (a). On peut supposer que X est la quadrique d'~quation 
m 

2 xiXi+m+ 1 = 0 dans  ~ m + l ( k ) .  La c l o a s e  ~ e s t  l a  c l e s s e  de cohomolog ie  
0 
de l a  s e c t i o n  p l a n e  d ' ~ q u e t i o n  

x. = 0 (0 ~ i < m) 
1 

et ce cycle est somme des g~n~rstrices D 1 et D 2 dt~quation 
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D I 

D 
2 

x i = O (O s i ~ m) et 

x i = O (O N i < m) et X2m+l = O 

D'apr~s 1.12, e(D I) # e(D2) , de sorte que 

m 
= c6(D I) + c6(D 2) = e6(~) + c£(~) 

Formule (b). Si des g4n~ratrices D 1 et D 2 sont disjointes (resp. se 

coupent transveraalement en un point) on a c6(DI),Cg(D 2) = O (rasp. 

Tr(cg(DI).e£(D2)) = i). D'apr~s 1.12, si m est pair, on a e(D I) # e(D 2) 

(rasp. e(D I) = e(D2)) ; si m est impair, on a e(D I) = e(D 2) 

(resp. e(D I) # e(D2)). Les formules (b) en r~sultent. 

Formule (c). Evident sin = O. Sinon, il suffit d'apr&s (ii) de prouver 

qua ~m.(c6(~)-c~(~) = O. En effet, Tr(~m(c~(~)-c£(~)) = Tr(c6(~)2-c~(~)2)=O. 

V~rification. 

m pair : 2 = tr(~ 2) = tr(c$(~2)+ 2c~(~)c~(~) + c~(~) 2) = I + 1 

m impair : 2 = tr(~ 2) = Tr(c~(&) 2 + 2c£(~)c~(~) + c~(~) 2) = 2 . 

Qua 3.3.1 soit un isomorphiame r~sulte maintenant de ce que les 

formes bilindaires & deux variables 

B(X~Y) = XlY 2 + x~y I et 

B(x,y) = xlY I + x2Y 2 

sont de discriminant ~i . 
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V6rification 3.4. Soit X une quadrlque lisse de dimension n sur un 

corps fini]Fq. Compte tenu de 3.3, la formula des traces de Lefschetz 

donne is formula classique 

' l~X(/Fq) = 0 ~ q pour n impair  

qi + c qm 

Pour n pair, on a c = i si X 

rationnelle, et 

pour n = 2 m (C = ~ i) 

est d4ploy4e, i.e. a une g~n6rstrice 

= -I dans le cas contraire. 

3.5. Si X est une quadrique lisse sur S de dimension n = 2m, on 

appellera pattie primitive de Rnfw~(m) l'orthogonal de m (avec 

les notations de 3.3, cet orthogonal est engendr4 par c~(~)-c6(~)). On 

sppellera quotient primitif de Rnfw~6(m) le quotient de Rnfw~6(m) par 

~ m. On d~finit partie et quotient primitifs de Rnfw~ en tensorisant 

avec ~ 6 ( - m ) .  

3.6. Soient V un fibr~ vectoriel localement libre de rang n + 2 sur S 

et X la quadrique lisse sur S d~finie par une forme quadr~tique ordi- 

naire Q sur V. Solg de plus H un hyperplan de ~(V ~) qui coupe 

transversalement X~ et X ° = X - H. Les sch~mas X et Y = X n H sont 

des qusdriques lisses sur S, de dimension n et n - i. Ceci permet 

d'utiliser 3.3 pour calculer la cohomologie de X ° = X - Y. 
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(3.6.i) X °c >X ~ ~Y 

S 

Si n = O, alors Y = @ et X = X °. Supposons n >0. On 

dispose de deux sultes exactes longues duales l'une de l'autre 

• ~ ri i ~ ... 
(3.6.2) ... ~ > Rlfi~ > R-p~6 > R q~ 6 > 

(3.6.3) ... ~ > Ri-2qi~Z 2(-I) > Rip~g~ 4, > Rif~ 2~ > ... 

Pour n pair, llhomomorphisme de restriction r i est un isomor- 

phisme pour i # n~2n ; pour n impair, c~est un isomorphisme pour i # n-l. 

Pour n = 2m, et ~ la classe de cohomologie d'une g~n~ratrice, rn(~) = ½ m 

de sorte que r n est surjectif de noysu la pattie primitive de Rnpw~6 . 

Pour r = 2m + I, r2m(m) = m de sorte que r2m est injectif de conoyau 

le quotient primitif de R2mq~ ~. On en d~duit que Rifj~ ~ = 0 pour 

i # n,2n, et que Rlf|~ est un ~6-faisceau constsnt tordu fibre de 

rang I, pour i = n,2n. Par dualitY, ou ~ l'aide de 3.5.3, on montre de 

m~me que Rifw~ = O pour i # O,n, que fw~ = ~, et que Rnfw~£ 

est de rang un. 

Supposons que n = 2m et reprenons les notations de 3.3. 
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O > Rnf!zg 2 (m) 

0 ~. ............ Rnf~z  '- ~(m) < 

n n 
> R p~+~g(m) ' ]~ R q~ g(m) > 0 

Rnp~ %(m) < Rn'2q~ 6(m-l) < 0 

Le faisceau 

_ n + (c~(~) - c~($)) dans R p~ ~(m). On a (3.3 (iii) b) 

Tr(6 2) = (c6(~) - cg(~)) 2 = (-l)m.2 

+ 
et - ~(6) est le double des g~n~rateurs naturels duaux + 6' 

Rnf~(m), & savoir les images (oppos~es) de c£(&) et cL(~). 

RnflzZ;(m) a alors deux g~n~rateurs opposes naturels 6, d'image 

Supposons que 

0 ............... > R2mp~7Z 2~(m) > R2mq~2g 2~(m) ~ > Rnf| i %02~(m) 

R2m+2p~ZZ 6(m) < 

de 

n = 2m + i et appliquons les notations de 3.3 ~ Y. 

>0 

R2mq~ £(m-l) < Rnf~ ~(m) < 0 

Le faisceau Rnf|~%(m) a alors deux g~n6rateurs naturels oppos6s 

6 : ~ c6(~) et ~ c6(~). On a 

6.~(6) = 62 = (~ cg(~)) 2 = ~(cL(~).~ cg(~)) = O 

de sorte que ~(6) = 0 . D'autre part, Rnf~6(m+l) a deux g~n@rateurs 

naturels oppos@s J 6', d'image J(cg(~) - c6(~)) dans R2mq~(m), et 

rr(6.6') = ~ i. 
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Ces r4sultats sont rassembl~s dans is table suivante 

. . . . .  X O Table 3.7. Cohomolo$ie des ~uadriques affines de dimension n, = X - Y. 

A. La cohomologie est sans torsion. Les nombres de Betti non nuls sont : 

cohomologie sans support : b = b = 1 
o n 

cohomologie & support 9ropre~ :b2n = bn = 1 

saul pour n = O : b = 2. 
....... O 

B. n = 2m>O. 

n = 2m + 1 

= R 2m ~ £(m) Rnfl~L(m) partie primitive de pw 

Rnf~£(m) = quotient primitif de R2mp~£(m) 

RnfT~(m) = quotient primitif de R2mqw~i(m) 

Rnfw~6(m+l) = partie primitive de R2mqw~6(m) 

Ces groupes ont, localement, des g4n~rateurs naturels d~finis au 

signe pr~s~ notes 6 pour les groupes de cohomologie ~ support propre et 6' 

pour les autres. 

n 
C. ~ : R fl~6 > Rnf~ 

pour n pair > O. On a 

est nul pour n impair, envoye J 6 sur ~ 2 6' 

Tr(66') = ~ I 

Tr(62 ) =jO si 

~ (-l)m.2 
n=2m+l 

sin=2m. 

V~rification 3.8. La quadrique affine complexe S dans Cn d'~quation 

z~ = i est diff~omorphe au fibr~ tangent ~ la sphere r~elle S n]R n . 

Ceci concorde avee Aet C. 
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Introduction 

Dans cet expos6, nous reprenons le formalisme introduit darts le n ° 2 de 

l'expos6 I de Grothendieck. Le seul noint nouveau est l'introduction de l'analogue 

alg6brique de la variation de l~ th6orie classlaue. 

L'image topologique que Je suis est la suivante. Solent X un espace 

analytique, D C~ un disque de centre 0 , D* = D - [0] et f : X-~ D un 

morohisme propre (le cas non propre ser~ considgr6 ensuite). Remplagons D oar un 

disque suffisamment petit centr6 en 0 , X par l'image r4ciproque de ce petit 

disque et notons encore f : X~D le r4sultat. ~'spr~s l~ wriante analytioue com- 

plexe du th4or&me d'isotopie de Thom, f-l(D*) est un esoace fibr6 toDologique sur 

D* . J'ignore si on peut touJours construire un couple (F, r) du type d6crit 

ci-dessous, mais il semble plausible sue oui. 

(a) F est un syst~me localement coh4rent de trivialisations locales du fibr~ 

f-l(D*) sur D* . En d'autre termes, F d4finit une triviali~ation ~I(D*) - 

~qulvariante de l'image rgciproque de X sur un rev~tement universel ~ de D* 

(b) r est une rgtraction de X sur la fibre sp4ciale X ° = f-l(o) , compatible 

F : si, sur un ouvert connexe U de D* , F identifie X U = f-l(u) 

X 1X U , r = r(xl, u) est ind4oendant de u 

Solent donn4s (X, f, r , r) . Roient t 6 D et X t = f-l(t) la 

"fibre g6ngrale" . Le fibr6 ~X , image rgciprooue de X/D par %z [0, l] ~ D* : 

x~-- 9 exp(2 ~ i x).t , est triviali~6 oar F . La monodromie 

(~" x) 1 = x t 

est l'hom4omorphisme 

x t = (~ * x)  ° 

Soit r t : Xt---gX ° la restriction de r & X t . On a ~t T = r t 

comme suit (X, f) & partir de (X%, X o, T, r t) : 

(a) on recolle, darts X t X [0, 1] , les extr4mit4s X t × [0] et 

l'alde de T , pour obtenir f' : X' ..... )S 1 

(6) r t d4finit r' : X' --~ X o ; (X, f) s'identifie 

T : Xt----gX t 

. On reconstruit 

x x~ l }  
t 
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cSne (f') : (cSne d'application de r':X'--)Xo)--@D = c~ne d'application de (SI-)~) 

RZy. 7z 

( * )  D ~ 

X x U  
0 

Soit ~ = (r, f) : X--~X x D . Les faisceaux images directes sup4rieures 
O 

de Leray v4rifient la condition sulvante. 

est recouvert par des ouverts U tels que la restriction du faisceau F 

est image r4ciproque d'un faisceau sur X 
O 

Construction 0.1 ,  Les faisceaux F sur X X D v4rifiant (*) s'identifient aux 
O 

syst~mes (F o, F t, T, ~) o__hh 

a) F est un faisceau sur X ; 
O O 

~) F t est un faisceau sur X ° , muni d'un,e action du ~4n4rateur T de ~(D*,t) ; 

y) a est un morphisme de F dans le faisceau des T-invariants de F t 
O 

Si un faisceau G sur X X D* v4rifie (*), et que D* est le rev~te- 
O 

ment unlversel de D* (muni du point base t ), l'image r4ciproque de G sur 

X o x~* est d'une et d'une seule fagon image r4ciproque d'un faisceau G t sur X ° 

G t est muni d'une action de wI(D*, t) et G se d4duit de pr~(G t) sur X ° X ~* 

par passage au quotient par ~(D*, t) 

Un faisceau F 

i) sa restriction ~ X 
O 

2) sa restriction ~ X 
O 

3) un morphlsme ~ : F 
O 

sur X × D est d4termin4 par 
O 

• soit F , 
o 

×D* , soit G . 

i*J~# (pour  i : Xo~'--) X o 

Si F v4rifie (*)~ G est d4crit par (G t, T) sur X ° 

tion annonc4e de F . 

×D , j : X ° × D * ( ' - ~ X  o×D) . 

• et on trouve la descrip- 

Pour les faisceau RzY.ZZ , on a 

(Riy. 2Z) ° = [ 7z pour i = 0 

( 
0 pour i > 0 

tandis que les (Riy*zZ)t m4ritent (pour i >0 ) le nom de faisceaux de c~oles 

4vanescents (cf. la discussion au d4but du paragraphe 2 de I). 
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Cette discussion n'est utile que si on la raffine en passant & la catg- 

gorle d~riv~e: les Ri~.~ sont d~duits d'un ooJet de la cat~gorie d~riv~e 

D+(X ° X D) , et m~me d'un ooJet R~.~ de la cat~gorie d~riv@e de la cat~gorle des 

faisceauxab@liens sur X × D v~riflant (*). Cet obJet d~te~T~ine non seulement les 
o 

falseeaux de cycles ~vanescents et leur monodromie, mais encore les morphlsmes 

"variation" classiques (cf. 1.4 et XIV3.1). 

C'est son analogue que nous d~finirons en ggomgtrie alggbrique. 

Si S est on trait strictement hens~lien et que f : X * S est un morprzlsme de 

scngmas, nous d~finirons un oojet RY~Z/& n) de la cat~gorie dgriv~e de la catg- 

gorie des faisceauxab~lierssur le topos produit (Xo)et × Set . Un faisceau sur 

ce topos s'interpr~te comme un syst@me (F o, F t, T,~) oh 

6) F est un faisceau sur 
o 

~) F t est un faisceau sur 

I 

y) a est un morpnisme de 

X 
o 

X 
o 

, muni d'une action continue T du groupe d'intertie 

F ° dans le faisceau des I-invariants de F t 

Nous aurons & travailler dans un cadre un peu plus g@n~ral que celul 

indiqu~ ci-dessus: 

a) La construction de R ~( ?z /&n) ne suppose pas que f soit propre. 

Pour 1 'Interpreter topologiquement, il y aurait lleu de reprendre la construction 

qui precede, en remplagant X par un voislnage de la fibre sp~ciale X o 

o) Pour construlre R '~ (Z~/& n ) et d~montrer ses propri~t~s, il faudra consid~rer 

non seulement le falsceau constant 2z/& n , mais encore des falsceaux g@n~raux, 

volre des complexes de faisceaux. 

c) Lorsqu'on ne suppose pas que le corps r~siduel ~ du trait ~ens~lien S soit 

s~parablement clos, il y a lieu de remplacer le topos prodult (Xo)et X Set par le 

topos produit fiDr~ ~X)e t X Spec(k)e t Set . Le lecteur r~pugnant aux 2-produits 

fibres de topos pourra prendre la description galoisierane 1.2.4 de ce topos comme 

en ~tant la d~flnltlon. 
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0.2. 

(o.2.1) 

(0.2.2) 

~0.2.3) 

Notations et ~erminologle . 

trait : speczre d'un anneau de valuation discrete , 

hens41ien : (pour un scn4ma) spectre d'un anneau local hens41ien . 

strictement nens41ien : pour un anneau:hens41ien a corps r4siduel s4paraole- 

ment clos. Pour un scn4ma: spectre d'un tel a~nqeau. 

0.2.4) point g4om4trique de S : morphisme x : Spec(~) ~S d'image x E S , 

k(x) = dfn ~ 4~ant une clSture s4paraole de K(x) . On dit que x est localis4 

en x . Par aDUS de langage, nous appellerons parfois encore point g4om4trique un 

morphlsme x : Spec(~) ~ S tel que k soit une extension s4paraolement close de 

K(x) ; un tel morphisme se factorise de fagon unique par un point g4om4trlque (au 

sens propre) de S . 

(0.2.5) s, r~ s, I~ S : Si S = Spec(V) est un trait hens41ien, nous noterons en 

principe s le point ferm4 de S , T] son point g4n4rique, ~ un point g4om4trique 

g4n4rique (= loealis4 en ~ ) de S et s le point g4om4trique localis4 en s 

correspondant (I 0.0.3). On note S le spectre du normalls4 de V dans k(~ , de 

corps r4siduel une extension ins4parable de k(s) . On note Gal(~1~ ) le groupe de 

Galois de k(~) sur k(ll) . De mSme pour s . On a une suite exacte 

( I groupe d'inertie). 

(0.2.6) faisceau (sur un sch4ma X ) signifie touJours faisceau sur le site 4tale 

Xet de X . 

(0.2.T) premier ~: un faisceau de torsion F su~ un schema S (ou un groupe ab4- 

lien de torsion F ) est premier aux caract4ristique r4siduelles de S si pour tout 

s E S , la multiplication par l'exposant caract4ristique de k(s) est un auto° 

morphisme de F 
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1. Falsceauxd'ensembles 

Les faisceaux de cycles gvanescents seront dgfinis comme valeurs de foncteurs 

d@riv@s du foncteur exact & gauche Y d@finl au n ° 3 pour tout faisceau d'ensembles. 

I.i. Faisceaux~aloisiens° 

i.I.I. Soient Y un schema sur un corps k de clSture s6parable k et 

= Y ®k ~ . Soit G un groupe profinl at 

u : G ..... ~ Gal(k/k) 

un homomorphisme continu de G dans le groupe de Galois de k sur k . Le groupe 

de Galois Gal(~/k) aglt (& gauche) sur ~ par transport de structure. Le groupe 

agit sur ~ via u . 

Soit Sun faisceau d'ensembles sur (le site gtale de) ~ . Une action 

de G sur S , compatible h l'action de G sur ~ , est une action par auto- 

morphismesde G sur (~, S ) , induisant l'action donnge sur ~ . En d'autre 

termes, c'est un syst&me d'isomorphismes 

vgrifiant ~h) = o (g) ~ (h) . Si G agit sur ~ , alors, quel que solt U gtale 

sur Y , dgflnlssant ~= U @k K ~tale sur ~ , le groupe G agit sur ~(~) 

Dgfinition I.I.2. On dit que G a~it cpnt%nQment sur S si, pour tout U quasi- 

compact et ~tale sur Y , G a~itogpntin~ment ' sur l'ensemble discret S(~) 

Ii reviendrait au m@me de ne consid@rer que les U affines. 

Si S est tun faisceau d'ensembles sur Y , d'image r@ciproque ~ sur 

, alors le groupe Gal(k/k) aglt sur ~ , par transport de structure, de fagon 

compatible h son action sur ~ . 

Rappel 1.1.3. (i) L'action de Gal(k/k) sur ~ est continue. 
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(ii) Le foncteur 

~ ~ ~ muni de l'action de Gal(k/k) 

est une 4qulvalence de la oat4~orie des faisoeaux d'ensembles sur Y avec la cat4- 

~orie. des faisceaux d'ensembles sur ~ munis d'une action continue de Gal(k/k) 

comoatible ~ l'action de Gal(k/k) sur 

Exprlmons k comme limite inductive d'extensions finies galoisiennes k i 

Soient ~i : Yi = Y @kki ~ Y et ~ : Y ~ Y les projections. Pour U 

4tale sur Y , suppos6 affine, soit U i = U ®k ki . On a 

Sur ~i*~ ~i ) , Oal(~/k) agit via Gal(k~/k) , ce qui prouve (i). 

Le foncteur (ii) a pour adjoint & droite le foncteur ~I ) (~,Q)Gal(k/k) 

Pour tout ~ sur Y , on a 

Pour prouver que ~ ~ (~.~ ~ )Gal(k/k) , il suffit donc de prouver que pour 

tout i , ~ ~) (~i* ~i .3 )Gal(ki/k) . II suffit m~me de prouver que cette fl&ohe 

devient un isomorphisme apr~s extension des scalaires de k A k i ; Spec(k i) 

devient alors somme de copies de Spec(k) , permut4e de fagon simplement transitive 

par Gal(ki/k ) , et l'assertlon devient trivlale. 

Le foncteur exact (ii est donc pleinement fid&le. Pour conclure, il reste 

v4rlfier que la fl&che 

~.(~. ~Gal(k/k) --> 

est un 4pimorphisme. Soit ~°i: Y -~ Yi . L'b~vpoth&se donne que 
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est @pimorphique. On a 

~(~. @aal(~/k) = -~ (~[ ~i* ((%~* ~ Gal(~/h))aal(~I/k)) " 

et on conclut en notant, par le m@me argument de descente galolsienne que plus haut, 

que pour Q' sur Yi muni d'une action de Gal(kl/k) compatible ~ son action sur 

Y. , ona 
1 

@~(~i* ~ )Gal(ki/k)"~) 

1.2. Le topos Y × S 
s 

1.2.1. Soient S un seh@ma local hensSlien de point ferm@ i : s ~ 2 S 

Le foncteur S' | ~)S'X S s = i* S' est une @quivalence de la cat@gorie des 

S-sch@mas finis @tales S' avec la cat@gorie des s-sch@mas finis @tales s' 

(spectres de k(s)-alg&bres @tales). Le foncteur inverse sp* , du site @tale 

de s dans le site 4tale de S , est un morphisme de sites 

sp : S ) s , 

le morphlsme de sp@cialisation (el. SGA4 VIII 7). Pour s' @tale sur s , on 

dit que sp*(s') se dSdult de S par extenslqn du corps r@siduel . Pour F un 

faisceau sur S , on a tun isomorphisme fonetoriel 

@ 
(1.2.1.1) sp. F = i IF . 

Pour tout ouvert de S : j : U < ~S , ou pour tout point de 

j : ~ r. ~ S , on notera encore sp le morphisme compos@ spoj . Pour 

faisceau sur U (resp. sum ~ ), on a 

(1.2.1.2) sp, F = i J, F 

S : 

F un 

1.2.2. Soient $ un trait hens@lien, et s, 4, s, ~, I comme en 0.2.5. 

S C- i ~ S ~ J ~ 
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Voici comment les faisceaux sur s,~, S et le morphisme de sp4cialisation 

s'interpr~tent en termes galoisiens. 

(a) Les faisceaux F sur s (resp. ~ s'identifient, par F --> F- 
s 

ensembles munis d'une action continue de Gal(s/s) (resp. GaI(~T0) 

ou 1.1.3). 

(b) Un faiseeau F sur S d4finit des faisceaux F s = i* F et F~ 

s et ~ . et une fl~che d'adjonction F ----2J. j* F induisant 

(resp. F~ ) aux 

(SGA4 VIII 2.1, 

= J*F sur 

: F s = i* F ~i*j,J* F = sp. F~ 

On salt (SGA4 IV 9.5.4) que le foncteur F~---} (Fs, FD, ~) est une 4quivalence de 

la cat4gorle des faisceaux sur S avec celle des triples (Fs, F , ~) 

(F s faisceau sur s , F faisceau sur 0, ~ : F s ) i* J. F~ ) 

Via l'4quivalence (a), le foncteur i* j. s'identifle au foncteur 

"invariants sous I T' . Les faisceaux sur S s'identifient donc aux triples form4s 

d'un ensemble F muni d'une action de Gal(s/s) , d'un ensemble F- muni d'une 

action de Gal(~/~ et d'un morphisme 4quivariant ~ : F ........ ~ F~ . 

(c) Les morphismes sp, J, i, sp = spoj s'expriment comme suit, via (a) (b) 

sp : S )s : 

J :~ ~S : 

i:s )S : 

sp=sp J :?~--~ s : 

sp*(F_) = (F_, F , Id) 
S S S 

sp.(F_, F~, ~) = F 
s ; 

J*(F~, F~, ~) = F- 
p I  

J* (F5) = ( h 

i* (F , FS; ~o) = F 
? ? 

i. (F) = (F_, 
S S 

sp*(F_) = F 
S S 

s p . ( F ~ )  = F _I 

, F~, inclusion) 

[0] , projection) 

1.2.3. Soient S tun trait hens41ien comme en 1.2.2 et Y un sch4ma sur s . Nous 

aurons & travail!er avec le 2-produit fibr4 Y X S des topos 4tales de Y et S 
s 

sur le topos 4tale de s . D'apr&s Giraud [i ] , ce 2-produit fibr4 existe, et on 

volt facilement qu'il admet la description galolsienne donn4e ci-dessous. Ceux qui 

90 



- i0 - XIII 

r4pugnent aux 2-produits fibr4s pourront prendre cette description pour d4finition. 

Construction 1.2,4. Les faisceaux F s__~ Y ×s S s'identifient aux triples 

(a) F est un faiseeau sur Y , soit encore un faisceau F sur ~ = Y ® s , 
s s 

s 

munl d'une action continue de Gal(s/s) compatible h l'action de Gal(s/s) 

sur 

(b) F est un faisceau F~ s ur ~ , muni d'une action cont.inue de Gal(~/~]) , 

compatible & l'action (vi__~a 1.1.1. ) de Gal(~/~]) s ur 

(c) ~0 est tin morphism e 4quivariant de F dans F- 
s 

De m@me, un faisceau F s,ur Y ×s ~ 

d'un diagramme de topos 

est un objet 1.2.~(b). On dispose 

(1.2.4.1) 

Y 

I < sp  i 
g 

y 

s c i 

i  Ylxs l 

Y X S est r4union de l'ouvert Y X q et du ferm4 compl4mentaire Y . Les 
S S 

formules 1.2.2.(c) restent valables pour sp : Y x s S ) Y (encore not4 pr I 

j : Y x s ~ 2 Y M s S, i : Y ~ } Y ×s S et sp : Y X s q )Y 

(encore not4 pr I ). 

1.2.4.2. Si on prend 1.2.4 pour d4finition de Y X S , il y a lieu de montrer, 
s 

par une construction direete, que Y ×s S ne d4pend pas ~ isomorphisme unique pros, 

du choix de la olSture s4parable k(~) de k(~) . On le fait en interpr4tant F 

de 1.2.4(b) eomme un foneteur qui ~ ehaque clSture s4parable k(~) de k(~]) , 

d4finissant une clBture s4parable k(s) de k(s) , associe un faiseeau sur 

Y ®k(s) k(~) : le FI] de 1.2.4(b) est la restrietion de ee foncteur ~ [~] 
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1.2.5. Chaque point g4omQtrique x de Y d4finit un point g4om4trique 

de Y × s ~ , de foncteur fibre correspondant 

Ii d4finit des points g4om4triques (x,%) et (x, s) de Y X s S par 

F = (F~) et F = (F-) 

On v4rlfie qu'on obtient ainsl tousles points des topos Y × q et Y × S 
s s 

Nous ne l'utiliserons pas. On v4rifie aussitSt que ces ensembles de points sont 

conservatifs. 

~emarque 1.2.6. La construction 1.2.5 d4finit une 4quivalence de la cat4gorie 

Point(Y ×s ~) (resp. Point(Y x s S) ) des points de Y x s ~ (resp ..... ) avec le 

2-produit fibr4 Point(Y) ×Point(s) P°int(H) 

Cette 4quivalence r4sulte aussi de ce que Y ~ ~ (resp. Y ~ S) est un 2-produit 

fibr4 de topos. * 

1.2.7. Par la fonctoriallt4 des 2-produits fibr4s, le diagramme (1.2.4.].) est 

fonctoriel en Y et S . En particulier 

a) Tout morphisme f : Y .............. ~ Y' de sch4mas sur 

de Y X S dans Y' X S . On a 
s s 

s induit un morphisme de topos 

(1.2.7.1) f (F , F% ,@ ) = ( f  F_ ,  f F% , f (~p)) 
s s 

et pour f quasi-compact 

(1.2.7.2) f~(F, F~ , ~) : (f. F, f~ F%, f.<~)) 
s s 

Des formules analogues valent pour f : Y x 
s 

b) Tout morphisme surJectif de traits hens@liens f : S' 

de topos de Ys' x, S' clans Y X s S . Notant encore f 

) y' × T] 
s 

) S induit un morphisme 

le morphisme naturel de 
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Ys' = Y ~(s) k(s') dans Y , on a 

(1.2.7.3) f*(F , F~, @) : 

Lorsque f est tun morphisme fini, f, 

(f~_, f*F~ , f*(@)) . 
s 

s'exprime comme reprSsentation induite. 

1.2.8. Soit f : Y ---9 Y' un morphisme localement de type fini et s@par@ de 

s-schSmas. On dSfin±t un foncteur "image dlrecte ~ support propre" 

f! : (faisceaux d'ensembles pointSs sur Y x s S) 

par la formule 

(faisceaux d'ensembles 

pointSs sur Y' XsS) 

(1.2.8.1)  r v ( F ,  F ~ , ~ )  = (r! F , f! F ~ ,  r!(~)) 
s s 

Pour f un plongement localement ferm@, fl s'appelle le foncteur de prolongement 

par zero. 

Un foneteur analogue est dSflni pour Y X s ~ . 

1.2.9. Soit 

foncteur f! 

f : y F ) Y' um plongement localement ferm@ de s-schgmas. Le 

a un adjoint ~ droite f , "sections ~ support dans Y ", v@rifiant 

( 1 . 2 . 9 . 1 )  f! (F_,  F~ , ~0) = ( f ! F _ ,  F~ , f '  (~0)) 
s s 

Supposons seulement f quasi-fini . Le foncteur f! des faisceaux 

ab@liens sur Y x S dams les faisceatux ab@liens sur Y' × S admet encore un 
s s 

! 

a d j o i n t  5. d r o i t e  g , donn4 p a r  1 . 2 . 9 . 1  ( c f .  SGA4 XVII I  3 . 1 . 8 ) .  Pour f @ t a l e ,  
! 

f" = f* 

Des foncteurs analogues sont d4finls pour Y × ~ . 
s 
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1.3. Le fonetettr Y . 

1.3.1. Soient S un trait hens@lien comme en 0.2.5 et p : X ) S , On se 

propose de d@finir un foncteur exact & gauche Y des faisceaux sur X dans les 

faisceaux sur le topos X × S construit en 1.2. Ce foncteur n'est pas en ggnSral 
s s 

le foncteur image directe d'un morphisme de topos. 

On dgfinira aussi Y : (faisceaux sur X~ ) ) (faisceaux sur X s X s ~). 

1.3.2. Soit X = X × 
s 

(1.3.2.1) 

. On dispose d'un diagramme 

x.c_ i ~ ~ ( 3 ,~ _ 

X s ~- ) X ( '~ X~ 

cart@sien au dessus du diagramme 

s c- '~' S ". ~ ~ 

Soit F un faisceau sur, X] , d'image r@ciproque F~ sur X~ 

(1.3.2.2) ~n (F) = {* 3. F% 

Par transport de structure, ce faisceau est muni d'une action continue de 

compatible & l'aetion de Gal(~/~) sur X~ . Le foncteur 

(1.3.2.3) ~ : (X et )N ) (Xs ×s ~)N 

est exact & gaucho. 

• On pose 

1.3.3. Soient F un faisceau sur X , F 

restriction & X s . On pose 

sa restriction & X et F sa 
s 
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(1.3.3.1) (Y (F))~ = Y (F) 

(1.3.3.2) (Y (F)) s = F s 

Soient F l'image r4ciproque de F sur X et ~' le morphisme d'adjonction 

~': F .......... ) j. j* F . Ce morphlsme induit 

Le triple ?(F) = (Y(F)s , Y(F)~,@) 

Le foncteur 

est un faisceau sur X s x s S 

(1.3.3.3) Y : (Xet)~ ) (Xs ×s S)~ 

est exact & gauche. 

1.3.4. Lorsqu'il n'y aura pas de risque de confusion, on posera 

Y~(F) = ( ~(F))~ , ~(F) = ( ~(F))~ et ~(F) = (~n (F))~ 

1.3.5. Dans la fin de ce num4ro, nous dressons une liste de proprigt@s de 

fonctorialit@ de Y (cf. 1.2. 7 ~ 1.2.9). Elles seront utiles surtout sous leur forme 

d4riv4e (2.1). 

Soit f : X----~X' un morphisme de S-sch4mas, d'oh tun diagramme 

(1.3.5.1) 

i 
X- : ) X ( 
$ 

X'- ~ [ ,~ X' ". 
S 

~ X- 

f 

~ X'- 

L'ambiguit4 dans la notation des fl~ches simplifiera les formules, et ne prate pas 

confusion: une seule interpr@tation donne un sens aux fl~ches compos4es ci-dessous. 

De m@me, nous noterons Y le foncteur (1.3.3.3) pour X rant que pour X' 

Les morphismes de foncteurs d4crits ci-dessous pour 

pour Y~ , que nous omettons en g@n4ral d'expliciter. 

ont une variante 
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1.3.6. Le morphisme de changement de base 

de foncteurs 

(1.3.6.1) Y f, > 

qui eat un isomorphisme pour f 

Le eas essentiel est celui oh 

(1.3.6.2) f, ) f, 

de composante essentielle 

(1.3.6.3) r(x~, F) ~ r(x~ 

ee morphisme est un isomorphisme pour 

f,Y 

propre (SGA4 XII 5.1(i)). 

X' = S 

f propre. 

induit un morphisme 

• On trouve un morphisme 

1.3.7. Le morphlsme de changement de base 

de foncteurs 

(1.3.7.1) f*Y ) Y f* 

f*~ )~ f * induit un morphisme 

1.3.8. Supposons f quasi-fini. Les foneteurs fT commutent aux changements de 

base le mor~nlsme f! ], } J, f! induit un morphisme de foncteurs 

(1.3.8.1) f! Y } Yf! 

Lorsque f eat fini, e'est l'inverse de (1.3.6.1). 

1.3.9. La situation est duale pour f! (on suppose que f est quasi-fini pour 

travailler avec les faiseeaux ab@liens, ou eat un plongement pour les faisceaux 

d'ensembles point@s). Ce foncteur commute aux images directes, et le morphisme 

~* ~ ) f !~* induit un morphlsme de foneteurs 

(1.3.9.1) ~ ~! ~ ~!~ 

Pour f @tale, e'eat l'inverse de (1.3.7.1). 

1.3.10. Enfin, pour un cF~ngement de base S' f ) S , on trouve un morphisme de 
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changement de base 

(1.3.10.1) f*~ ...... ) Y f* 

1.4. La variation. 

1.4.1. Soient S uu trait hens@lien comme en 0.2.5 et Y un sch@ma sur s 

Soit A un anneau. On pourrait plus g@n@ralement prendre pour A un faisceau 

d'anneattx sur Y . Pottr tout objet K de la cat@gorie d@riv@e D(Y ×s S, A) de 

la cat@gorie des faisceaux de A-modules sur Y × S , nous nous proposons de d@- 
s 

finir un morphlsme variation 

1.4.2. Un complexe de faisceau de A-modules K sur X x S s'identifie hun 
s 

triple (K s , K~ , @) oO 

a) K s (resp. K ) est un complexe de faiseeaux K~ (resp. ~ ) sur Y , muni 

d'une action continue de Gal(s/s) (resp. Gal(~/r~); 

b) @ est un morphisme @quivariant @: K~ --~K~ 

Un tel complexe K est toujours homotope ~ un complexe K' = (K's,K' ~ , @') 

tel que @' soit injectif et que la suite exacte 

(1.4.2,1) 0 ) K'- ~ K'- ~ coker(@' ) 7 0 
s 

soit scind@e degr@ par degr@, ii suffit de prendre s 

K' la somme de K~ et du c$ne de sp* K s Posons 

exacte (1.4.2.1) d@finit un triangle dlstimgu@ 

¢(K) 

sp* K s ) K~ 

K = K' , et de prendre pour 
s 

~(K) = coker(@') . La suite 

dans la cat@gorie K(Y X s I] , A ) des complexes de faisceaux de A -modules ~ homotopie 

pros sur Y M s I] . Ce triangle ne d@pend que de KE Ob K(Y X s S, A ) 
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Cette construction passe & la cat@gorle d@riv@e, et associe & tout objet 

K de D(X X s S, A) un triangle distingu@ de D(X X s ~, A) 

Le triangle (1.4.2.2) est utile surtout via la suite exacte longue 

d'hypercohomologie qui s'en d@dult 

. . .  ) Hi(v, K ~ ) - ~ H i ( V ,  K~ ) ..... ~Hi(V, ~(K)~ ) ) . . .  

1.4.3. Le groupe d'inertie i agit trivialement sur K'- . Pour tout q E I 
s 

l'endomorphisme G - 1 de K' (notation (1.4.2.I)) se factorise donc par un 

morphlsme 

Vat(o) : coker(~')----~K'- 

Cette construction passe & la catggorie d@rlv@e: pour 

a E I , elle d@finit la variation 

K EOb D(Y Xs S, /~ e t  

(1.4.3.1) Vat(O) : ~(K)~---~K~ . 

Notant q la fl&che de K~ clans ~(K) , on a 

(1.4.3.2) o = I + Var(O)q (sur K~ ) 

(1.4.3.3) o = 1 + q Var(O) (sur ~(K)~ 

(1.4.3.$) Var(O T) = Var(O) q Var(T) + Var(O) + Var(T) 

2. Cycles @vanescents 

2.1. Le foncteur R Y 

2.1.1. Soient S tun trait hens@lien comme en (0.2.5) et A un anneau de torsion 

premier & la caract@ristique r@slduelle p de S (0.2.7). Plus ggn@ralement, on 

pourrait prendre pour A un faisceau de torsion premier aux caract@ristiques r@si- 

duelles; le cas le plus important est celui ob A =Z~/& u ( & premier inverslble 

dans @S )" 
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Soit X un sch4ma sur S . Le foncteur ~ (resp. Y ) transforme 
O 

faiseeaux de A-modules sur X (resp. X ) en faiseeaux de A-modules sur X s x s S 

(resp. X s X s ~ ) . Solent R~ et R~ les foneteurs d4riv4s 

R~ : D+(X, A) >D+(Xs X s S, ^) , 

a~  : D + ( X ,  n) >D + (x s x s ~ ,  A )  , 

e t  R~ l e  f o n c t e u r  eompos@ ~ a R~ 

a~  : D+(X, A) ' ) D+(Xs X s ~ • A) • 

2.1.2. Soit le diagramme co~tatif (1.3.2.1) 

X • i ) X ~__~_; X 
s 

Si F est un faisceau de modules inJectif sur X , sa restriction & l'ouvert 

et encore injectlve. Pour F injeetif sur X , l'image r4clproque F~ est 

acyclique. Les formules (1.3.3.1) et (1.3.3.2) se dgrlvent done en 

X 

( 2 . 1 . 2 . 1 )  R~(K) s = i *  K (K E Ob D+(X, A)) 

(2.1.2.2) R~(K)~ = R~(K)  (K 6 0b D+(X, A)) 

(2.1.2.3) a~ (K)~ = [* RJ, K-~ (K E Ob D+(X , A)) 

Ceci permet de poser sans eonflit 

R~ (K) = (Ry(K))n " R ~ ( K )  = (RY(K))~ e t  R ~ ( K )  = (RY](K))~ 

Avec ces notations, le triangle distingu4 (1.4.2.2) s'4crit 
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(2.1.2.#) 
R~(K) 

sp* i* K ) R~/II(K s) 

Pour q E I , on dispose d'un morphisme varlation 

(2.1.2.5) Var(c) : R{(K)z )RY-(K) 

Les faisceaux Ri~(A) (ou plus g@n@ralement Ri@(K) ) sont les 

f_alsceaux de c~cles @vanescents . 

2.1.3. Soit (x, ~) le point g4om4trique de X s X s ~ d4fini par im point g4o- 

m@trique x de X~ (1.2.5). Calculons la fibre de RY (K) en (x, ~) h l'aide 

de (2.1.2.3) (cf. I 2.3). L'hens41is4 strict X(~) de X en x est un sch4ma sur 

l'hens41is4 strict Snr de S , de point g@om@trique ~nr " 

Proposition 2.1.4.. On a (R~(K))(~,~) = Rr(x(~) ×~r ~ " K) ; e n particulier, 

~i~(~)(~,~) = ~i(x(~ ) x ~, K) 

Appliquons SGA4 XV2.1 (th@or&me d'acyclicit@ locale des morphismes lisses)° 

On trouve la 

Reformulation 2.1.5. 

R~(F) = 0 

Si f est lisse et F un faisceau localement constant, on a 

Plus g4n@ralement, si K ff Ob D+(X, A) , alors R~(K) = 0 i~ oh 

lisse et que les Hi(K) sont localement constants. Voir aussi 2.1.11. 

f est 

2.1.6. Soit f : Y > Y' un morphisme de sch4mas sur s . Les foncteurs 

I 

f* f. f" fr (1.2.7 ~ 1.2.9) ont tun analogue nature! dams la cat4gorie d4riv4e. 

a) Le foncteur f* est exact, done se d4rive trivialement. 
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b) Le foncteur f. a tun d4riv4 droit Rf. ; pour f quasi-compact, on a 

(2 .1 .6 .1 )  (Rf .  K)~ = Rf~.(K~) ; 

(2.1.6.2) (Rf, K)~ = Rf~,(K~) 

c) Pour f quasi-fini, le foncteur f! est exact, donc se d4rive trivialement. 

Darts le cas g4n4ral, !e foncteur d4riv4 du foncteur f! est pathologique, et on 

proc~de comme dans SGA~ XVII. On suppose f s4par4 de type fini, et Y' noeth4rien. 

II existe alors [23 une d4composition f = ~ j , oR j est une immersion ouverte et 

oh ~ est propre, et on d4finit 

Rf, = R~. o J! 

Les arguments de SGA~ XVlI montrent que le foncte~ Rf r est ind4pendant du choix 

de la faetorisation ~ j . L'analogue de (2.1.6.1) (2.1.6.2) est valable. 

! 

d) Nous n'utiliserons Rf" que pour un morphisme quasi-fini, auquel cas c'est ]e 
! 

foncteur d4riv4 de f" . On a encore l'analogue de (2.1.6.1) (2.1.6.2). 

2.].7. Passons en revue les propri@t4s de fonctorialit4 de RY (i.e. d4rivons 1.3.5 

1.3.10). Soit f : X .... > X' un morphisme de S-sch4mas, et reprenons les notations 

del.3.5. 

Le morphisme (1.3.6.1) d4finit 

(2.1.7.1) RY Rf.---~ Rf, R~ 

D'apr~s le th4or&me de changement de base pour un morphisme propre (SGA4 ~[I 5.i), 

ce morphisme estunisomorphisme si f e~stpTopre° 

Le morphisme (1.3.7.1) d4finit 

(2.1.7.2) f* R~ ~R~ f* 

D'apr~s le th4or~me de changement de base pour un morphisme lisse (SGA4 XVI 1.2), 

ce morphisme ~ e st un isomorphisme si f est lisse. 

L'isomorphisme (2.1.7.1) pour f propre et le morphisme (1.3.8.1) 
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dgfinissent un morphisme 

(2.1.7.3) Rf ! RT ) RY Rf, 

qui, pour f propre, est l'inverse de (2.1.8.1). 

Pour f quasi-fini, (1.3.9.1) se d4rive en 

) ' , 
(2.1..4) RY Rf" ) Rf" R~ 

qui, pour f 4tale, est l'inverse de (2.1.7.1). 

Soit un changement de trait f : S' > S et X' = X X S' 
S 

X' f ; X 

P P 

S' f ) S 

(pour l'amblguit4 dans les notations, cf. 1.3.5). On suppose f surJectif. 

La fl~ehe de changement de base (i,3.10.I) se d4rive en 

(2.1.7.5) f* R~ = ~RY f* 

Les mSmes 4none4s valent pour R~ 

2.1.8. 

alors pour  K E 0b D+(X~ , A) 

(2.1.8.1) 

(2.1.8.2) 

d 'O~/ 

(2.1.8.3) 

(2.1.8.4) 

Le cas essentiel de 2.1.7.1 et 2.1.7.3 est celui oh 

des morphismes 

Rf. ) Rf. RY 

Rf! R~ ) Rf] 

~(x~, R~(K)) 
et la commutativit4 des diagrammes 

s ~ (x s, R'v~ (K)) 

X' = S . On trouve 
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(2.1.8.5) 

(Rif. K) s sp --} ~li(~, K) 

~i(x~, K) ,., ~ ~(x s, ~'~(K)) 

(2.1.8.6) 

tatifs 

(2.1.8.7) 

(2.]..8.8) 

Pour K E Ob D+(X , A) et 0 E I , les diagrammes suivants sent co~u- 

~i(x~, K) 

~i(X!, R~(K) 

a-1 

Var(a) 
--~ ~(x~, R~(K)) -- 

~(x~, K) 

~4 i K) o(X~, 

.l 
~(x s, R~5(K)) 

~-i ..... > Sio(X~, K) 

~ar(a) ........ > ~ (x~ ,  R~(~) - •, s ic(x~, R~(K)) 

Pour f propre, (2.1.8.1) et (2.1.8.2), ainsi que (2.1.8.3) et (2.1.8.4) 

sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre. Le triangle distingu4 (2.1.2.4) 

fournit une suite exacte longue 

(2.1.8.9) ... ....... ) ~(x?, K) > IH~(X~, K) --* ~i(X?, R~(K)) .... ~ ... 

Le complexe 4vanescent R~(K) exprime donc la diff4rence entre les cohomologies 

des fibres g@om@triques X- et X- (& valeurs dans l'im~ge r@ciproque de K ). 
s 

D'apr~s (2.1.8.7), la variation Var(~) d4termine l'action du groupe d'inertie I 

103 



- 23 - XiII 

sur ~i(X~, K) . Ces faits sont ~ la base de toutes les applications de la m@thode 

des cycles @vanescents. 

L'hypoth&se de propret@ faite ci-dessus sur f peut se remplacer par des 

conditions de rggularit@ ~ l'inflni sur f et K . On a par exemple le r@sultat 

suivant (pour K E Ob D(X-, A) ). 

Proposition 2.1.9. Supposons Que f admette une factorisation f = fl k 

fl 
X c k ) ~ ~ S , 

avec fl proprea et k l'inclusion darts X 1 du complgment d'un divlseur 

croisements normaux relatif D (par h~poth~se, fl est done lisse dans un voisl- 

na~e de D ). S__~ ,dans tun voisina6e U d_ee D , les Hi(K) sont localement 

constants sur U-(D U X o) , et modgr~ment ramifies le lon~ du diviseur & crolsements 

normaux D U X o , alors (2.1.8,1) e_~t (2.1.8.2) sont des isomorphismes. 

La suite spectrale d'hypercohomologie de K montre qu'il suffit de 

traiter le cas oO K est r~duit & un £aisceau F en degr~ 0 . Remplagant S par 

son normalis@ dans une extension finie (ce qui est loisible, comme on le volt sur 

les d4finitions), et appliquant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer que F 

est restriction & X d'un faisceau F sur X , localement constant sur U 0 X 

et mod4r4ment ramifi4 le long de D . Avec les notations de 2.1.2, soit F l'image 

r4eiproque de F sur ~ et f : X ~ S . 

Pour prouver que (2.1.8.1) est un isomorphisme, il suffit de prouver que 

Hr. (RJ, j* F) commute au changement de base s ~ S . Darts le triangle 

) ~ ) Rj. j* F ) A - -"~ 

les HI(A) sont h support dans X- : pour A • le r4sultat de changement de base 
-- s 

consid4r4 est trivial. II stuefit done de prouver que Rf.(F) comaute au changement 

de base s ~ S soit, vu le th4or&me de changement de base pour fl , que 
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Rk.(~) commute au changement de base ~_ ~ (12.1.10 cl-dessous). 
S 

Pour prouver que (2.1.8.2) est un isomorphisme, il suffit de prouver que, 

pour le faisceau F , le prolongement par 0 k~ commute au foncteur RJ. , i.e. 

que, dans un voislnage de D , 

R~(k~ F) = 0 sur ~_ ( 2.1.11 ci-dessous). 
S 

Lemme 2.1.10. Solt f : X ~ S tun morphisme llsse, D c X un dlvlseur & croise- 

ments normaux relatif, U = X - D ¢ j } X et F ~ falseeau de A-module sur U 

localement constant et mod4r4ment ramifi4 le long d~ D . La formation de RJ. F 

commute i tout changement de base T -* S 

La question est locale (pour la topologie 4tale) sur X . On peut donc 

supposer qu'il existe g : X' ~ X , normalls4 de X dans un revStement fini 4tale 

surJectif g' : U' ~ U mod4r4ment ramifi4 le long de D , tel que g'* F soit 

constant sur U' . Utilisant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer que de plus 

X' est lisse sur S et que U' est le compl4ment d'un diviseur h croisements 

normaux relatif D T dans X' 

F sTinjecte dans g'. g'* F et le conoyau v4rifie encore les hypoth&ses 

de 2.1.10. It4rant la construction (le m~me g continue d'ailleurs & marcher), on 

obtient une r4solution de F par des faisceaux de la forme g', G avec G constant 

et g' comme plus haut, il suffit donc de d4montrer 2.1.10 pour un tel faisceau, i.e. 

de d4montrer 2.1.10 pour (X'/S, D', G constant sur U' ) : c'est l& un cas parti- 

culler de SGA5 II 4.4. 

Lemme 2.1.11. Soient S un trait hens41ien, f : X * S un morphisme lisse~ 

D c X un dlviseur & croisements normaux relatif, U X D r J . . . .  > X e t_t F un 

faisceau d@ A-modules sur U , loealement constant et mod4r4ment ramlfi@ le lon~ 

d__%e D . On a 

R~(J, F) = o 
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Le d@vissage utilis@ en 2.1.11 nous ram&ne au cas oh F est constant, 

de valeur G . On peut supposer D r@union de diverseurs lisses (Di)i 6 I " 

Pour J c I , soit Dj l'intersection des D i pour i E J . Le faisceau F 

admet une r@solution F" , de composantes des sommes de faisceaux Gj , constan~ 

sur Dj et prolong~par O sur X . Ii suffit donc de prouver 2.1.11 pour un tel 

faisceau, ee qui r@sulte de (2.1.5) appliqu@ aux DFS 

Je conjecture que 2.1.7.5 est un isomorphisme si S et S' sont excellents. 

Voiei un r@sultat partiel (voir aussi 2.4.2). 

Proposition 2.1.12. Le morphisme 2.1.7.5 est un isomorphisme dans les cassuivants 

(a) S est excellent, de compl@t@ S' ; 

(b) S e_t S' sont d'@6ale caraet@ristigue O 

Dans le cas (b), on se ram~ne h supposer S et S' strictement locaux, 

et qu'une uniformisante pour S est encore une uniformisante pour S' (@tendre les 

scalaires sans changer S' ~ S ). Dans lescas (a) et (b), notant par - le normalis@ 

dans une cl$ture s@parable du corps des fractions, on a alors S' --~ S' X s S , et, 

revenant aux d@finitions, on trouve qu'il suffit de prouver que S' ~ S est univer- 

sellement localement acyclique (appliquer SGA4 XVI 1.1). Ceci r@sulte de I O.5.1 

(bas@ sur la d@singularisation de N@ron ~ la Artin) et de SGA4 XV 241 (th@or&me 

d'acyclicit@ locale des morphismes lisses). 

2.1.13. Supposons f : X ~ S de type fini. La dimension cohomologique (SGA4 XVII 

1.2.9) de R~ est alors au plus @gale ~ dim(X ) , ainsi qu'il r@sulte de 2.1.4 

et de SGA4 XIV 3.2 (cf. I 4.2.(i)). Ceci permet d'@tendre RY ~ la cat@gorie d@ri- 

v@e enti~re 

R~ : D(X, A) ..... ~ O(Xs ×s S, A) • 

et RY transforme D- en D- . Soit L E Ob D-(A) un complexe born@ sup@rieure- 

ment de A-modules ~ droite, et K E Ob(D-(X, A)) . On dispose alors de 
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(2.1.13.1) L ®A R~(K) ~'~ > R~(L ®A K) 

Pour v4rifier que 2.1.13.1 est un isomorphisme, on remplace tout d'abord L par 

un complexe de A-modules libres, et on note qu'il suffit, car RY est triangul4 

de dimension cohomologique finie, de le v@rifier apr&s avoir remplac4 L par une des 

ses composantes. Par passage ~ la limlte inductive, on se ram~ne au cas oh L est 

un module libre de type fini, puis au cas trivial oh L = A 

que si 

alors 

De (2.1.13.1) on d4duit par un argument familler (cf. SGA4 XVII 5.2.11) 

K E Ob D (X , A) est de Tor dimension finie m d (d E ~) (SGA4 XVII 4.1.9), 

R~(K) est de m$me de Tor-dimension m d 

2.2. Une compatlbilit4 (morphismes traces). 

2.2.1. Soient S un trait hens41ien et u : X ~ Y tun morphisme quasi-fini plat 
$ s 

s 6 p a r d  de  p r 6 s e n t a t i o n  f i n i e  de  s - s c h 6 r r ~ s .  Pour  t o u t  f a i s c e a u  a b 4 1 i e n  F s u r  Ys ' 

un morphisme trace Tr : u, u F ~ F est d@fini (SGA4)(VII 6.2.3). Pour F un u 

faisceau ab41ien sur Ys Xs S ou Ys Xs ~ , on en d4duit un morphlsme analogue 

Tr : u! u* F ~ F 
U 

Soit u : X ~ Y un morphisme quasi-fini plat s4par4 de pr4sentation finie 

de S-sch@~s. Nous noterons encore u le morphisme induit X s X s S ~ Ys Ms S et 

nous noterons Y les foncteurs 1.3.3 pour X et pour Y 

Proposition 2.2.2. Pour tout falsceau ab411en F s__~_~ Y , l_e diagramme suivant 

est commutatif 

u ! u *  Y F ~ , 1 , ~ . ~ (  Z 7  l'~ , u . ~  U.W F _i!..Z~.8.~-.] > ~ u, u* F 

~ P  
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La v4rification est lalss4e au leeteur. On a une variante pour 

sur Y 

et 

2.2.3. Soient A comme en 2.2.1 et u : X ~ Y 

de S-seh4mas s4par4s de type fini et plats 

x u > y 

un morphisme quasi-fini et plat 

On note encore f et g 

que dim Y g n 

Pour tout K E Ob D(S, A) 

les morphismes Xs ×s S ~ S et Ys ×s S ~ S . On suppose 

, on a d4fini un morphisme trace (SGA4 XVIII 2.9) 

Trf : Rf~ f* K(n) [2n] ) K 

Corollaire 2.2.4. Le d iasramme suivant est commutatif 

Rg,u,u* R~ g* K(n)[2n] 
. . 

Tr u 

Rg~ R~ g* K(n)[2n~ 

(i.3.7.1). . Rf, RY f* K(n)[2n] 

(2.1.I0.i)) Rgf g* K(n) [2n] 

(2"l'lO'l)-~Rf! f* K(n)[2n] 

Tr 
g 

) K 

Trf 

S_! u est 4tale, (1.3.7.1) est un Isomorphisme. 

Le diagran~ne (2.2.4) se d4ploye en le suivant, off les arguments sont omis 

Rgfu.fu* R'~ g* 

Tru Iv 
Rgf R? g* 

o 

(i) 

) Rg~ RY ulu* g* ) Rg]ulu* g* ~ > Rf~f* 

Rg: R~ g* > ~g! g* g ~ K 

Que (I) soit commutatif r4sulte de 2.2.2. Que (2) le soit est la 
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fonctorlalit@ de (2.1.10.2). Que (3) le soit est la transitlvit@ de la trace 

SGA4 XVIII 2.9. Var.3. 

2,2.4.1.0n a un rSs~Itat analogue pour ~ et K E Ob D(I~,A) 

2.2.5. Soit ~ une partie de Ys propre sur s , et notons Rg~ le foneteur 

"image directe & support dans ~ ". Notons Tr le morphisme compos@ 
g 

(2.2.5.1) Tr : Rf~ RYg* K(n)[2n] ~Rg,R~g* K(n)[2n] ~ Rg,g* K(n)[2n] ~ K , 
g 

et son analogue pour ~ et K 6 D(~, A) . Si ~ est un ensemble fini de points 

ferm@s, on a 

Rg~ o u I = Rf 
• u-l~ 

: Rf u* = Rg~ u~ u~ ~Rg~ d'o~ un morphisme trace Tr u u_l~ 

D'apr~s 2.2.4, le diagramme sulvant est commutatif. 

Rfu_l u* R~ g* K(n)[2n] ) Rf 

Rg~ RY g* K(n) [2n] '~ 

Trf 
u_l Ry f* K(n) [2n] > K 

Tr 
) K 

Supposons u 4tale, soit x E X 
s 

mSme corps rgsiduel. On a alors 

et supposons que x et y : u(x) aient 

Rf{x} ........... ~ ~ ~{x} ; 

cet isomorphisme, donn4 par Tr , exprime la nat~e locale pour la cohomologie 

@tale de la cohomologie A support dams 

Rf[x } R~ f* ~(n)E2n] 

Rg{y I R~ ~* K(n)[2n] 

(2.2.5.2) 

x . Le diagramme 

Trf 
) K 

) K 
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est commutatif. 

Scholie 2.2,6, I~ eompatibilit4 2.3.5.2 exprime que le morphisme trace (2.3.5.1) 

pour ~ = [x} , est un invariant local: il ne d4pend que du S-sch4ma hens41is4 de 

X en x , De m$me pour R~ 

2.3. Th4or&me de finitude (en 4~ale caract4risti~ue z4ro). 

Th4or~me 2.3.1. Soient S un trait hens411en comme en 0.2.5, A un anneau de 

torsion noeth4rien et f : X ~ S un morphisme de type fini. On suppose que S est 

d'4gale caract4ristique z4ro . Alors, pour tout faisceau eonstruetible de A -modules 

F sur X , les faisceaux Riy (F) sur X sent censtructibles. 

On commence par recopier le d4but de la d4monstration de SGA4 XIV i.i0 : 

appliquons SGA4 IX 2.14(ii). Il existe une r@solution F" de F 

F 

i 
0 ) F ° ) F I " / 

par des falsceaux de la forme O, p'i, G i , oO P'i : Y'i~--~ X~ est fini et oh 
i 

G. est un faisceau constant constructible. On peut supposer Y r4duit; soit 
1 iD 

Pi : Yi ~ X le normalis4 de X dans Yi~ . Utilisons la suite spectrale de !a 

r4solutlon F" et appliquons 2.1.7.1 dans le cas trivial du morphisme fini Pi 

on trouve qu'll suffit de prouver 2.3.1 pour (Yi' Gi) 

Prouvons 2.3.1 pour F constant d4fini par un A -module M . Rappelons 

que A est une ~/n-alg~bre pour n convenable. Le module M se d4vis~donc en 

modules M i sur A/~iA , avec $iln premier convenable. Ceci nous ram~ne au cas 

oh A est une ~/~-alg~bre, $ premier. On a alors (2.1.13.1) 

M ® R i v _ ( z / % )  , - -  ~ R~V_(M) 
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il reste & traiter le cas oh F est le faisceau constant ~/~ . 

Soit X = X'o ~ ..... D X'n une suite de parties ferm@es de Xq telle que 

(x~ ' . = ~! - Xi+l)re d soit lisse sur D Soit X i z . Le faisceau ~/L se d@visse 

en les faisceaux ~/$ sur (X~ - Xi+ I)' , prolong@s par 0 . On en tire la 

R4duction I Ii suffit de prouver 2.3.1 pour un faisceau j~ ~/$ , pour 

l'inclusion d'un ouvert lisse. j : U c,,, )X 

D'apr&s la r4solution des singularit4s, il existe g : X 1 ~ X tel que 

(a) g est propre, et induit un isomorphisme g-l(u) ~ ) U ; 

(b) X 1 est r4gulier et ~- g-l(u) un diviseur ii croisements normaux dans 

r4union de diviseurs r4guliers D 

Soit Jl : g-l(u) ~ '  }XI . On a Rg. Jl| ~/~ = J~ ~/~ . Appliquons 

2.1.7.1 et le th4or&me de finitude SGA4 XIV 1.1°; on trouve qu'il suffit de prouver 

(2.3.i) p o u r  (x1" Jz! ~16) 

On a une r4solution 

0 ) ji12~/2~ ) ~/2~ ) ~5 (~/~)D ) G (2~/2,) D N D~ '~ ...... 

d'oh la 

R4duction 2 Ii suffit de prouver 2.3.1 pour le faisceau constant ~/L et un 

S-sehgma r4gulier X tel que X soit un diviseur & croisements normaux dans X 
S 

Dans le cas auquel on s'est r4duit, on utilise le calcul explicite I 3.3 

(qui utillse le th4or~me de puret4 SGA4 XIX 3.2 et la caract4ristlque 0). 

2.4. Sinsularit4s isol4es. 

2.4.1. Dans ce num4ro, nous supposons pour simplifier que S est un trait stricte- 

ment hensglien. Soient A un anneau noeth@rien de torsion premier & la caract4ristique 

r4siduelle de S , f : X ~ S un morphisme de type fini et F un faisceau con- 

structlble de A-modules sur X . On dit que x E X est un point de lissit4 de 
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(X, F) si f est lisse en X et que F est localement constant au voisinage de 

x . On note ~ l'ensemble des points de non lissit4 de (X, F) , et ~s la fibre 

sp4ciale de ~ . On sait que R~(F) = 0 en dehors de E s 

Th@or&me 2.4.2. ~ tout point isol@ x de E s , les Ri~ (F) x sont des 

A-modules de type fini, invariants par changement de trait ~via 2.1.7,1). 

En @gale caract@ristique 0 , ces assertions ont 4t@ d@montr4es en 2.1.12 

et 2.3.1, sans supposer que x soit isol@. 

Soit x un point isol@ de ~s . Le th@or&me est de nature locale au 

voisinage de x ; on peut donc supposer que f soit propre. On dispose alors de 

la suite exacte longue (2.1.8.9) 

. . .  ~ H i ( x  s ,  F) ~ H i ( ~  , F)  • ) [ i ( x  s ,  R~[  ( F ) )  "J . . ,  

Dans eette suite, Hi(Xs , F) st Hi(~, F) sont invariants par changement de trait 

et des A-modules de type finl (SGA4 XIV 1.1); les ~i(x s, R~ (F)) partagent done 

ces propri@t@s. Rappelons le 

Lemme 2.4.3. Soient (T, A) un topos annel@ et F un ferm@ de T . Soit i 

l'inelusion de F . Alors, i, D(F, A) } D(T, A) est une @quivalence de cat@~ 

~orie de D(F, A) avecla sous-cat@gorie de D(T, A) form@e des K tels que 

H2(K) soit h support dans F 

En effet, pour un tel complexe 

On peut donc regarder R~(F) 

Db(~s • A) = Db(~s-[X}, A) + Db([x}, A) . Par passage & un facteur direct, on trouve 

donc que ~i([x], R~(F)) = Ri@~(F)x v@rifie 2.4.2, ce qui ach~ve la d@monstration. 

K , K > i.i*K est ttu quasi-isomorphisme. 

comme un objet de 

Remarque 2.4.4. Avecla mSme d4monstration, on volt que, pour K eonstructible 

dans D+(X, A) et x isol@ clans le support de R~(K) , le A-module R¢~(K) x 

est de type fini; si, apr~s un c~m/lgement de trait, x reste un point isol4 du 

support, ce module est invariant par ce changement de trait. 

112 



- 32 - XIII 

2.4.5. Soit x 6 X s un point de non l~si~ isol@ de (X, F) . Plus g4n@ralement, 

soit K E Ob Db(x, A) et soit x un point isol@ du support de R~(K) . Soit i 

l'inclusion de x dans X s . Le complexe i.i* R~(K) , isomorphe h R~(K) au 

voisinage de x , est facteur direct de R~(F) (2.~.3). Pour q E I , le morphisme 

variation induit donc 

Var(~) : i,i* R~(K) > R#~(K) , soit 

(2.4.5.1) Var(a) : (R$~(K))x ) RF[x}(R'¢~(K)) 

2.4.6. Supposons que le support ~ de R~(K) soit form@ d'un nombre fini de points 

isol@s. Pour tout c E I , l'endomorphisme ~ - 1 de R~,(K) est alors le compos@ 

(2.4.6.1) R~(K) ..... > R%(K) = ~ ix.(R~(K)) x 
xE Z 

R~(K) 4 • i x Rl'[x } RVs(K) 
xE 

Si f est propre, appliquant & (2.4.6.1) le foncteur ~ , on trouve 

que l'endomorphisme ~-i de Hi(x~, K) est le compos@ 

~i(x~, K) -~ > Hi(Xs, RYe(K)) > ~i(x s, R~(K)) = 

(2.4.6.2) la.l 
~i(x~, K) ~:" ~(x  s, Rye(K)) ( 

• Ri~(K) x 
x6 

I ~ Var ((~) 

• ~i x (Xs' ~ ( K ) )  
x ,EE 

Ceci fournit une description de l'action de I sur ~I~(X~, K) d'ingr@- 

dient essentiel les morphismes variation (2.4.4. i), de nature locale sur X . On 

a par ailleurs la suite exacte longue 
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(2.~.6.3) - - ¢  ~ ( x ,  K) ......... > ~ ( x  5, K) ~ . RI~5(K) - - - - - -~  - , ,  
x6  Z 

Le m$me argument vaut pour f non n4cessalrement propre si (X, K) 

fie 2.1.9. On d4finit par le dlagramme (2.4.6.5) ci-dessous un morphisme 

(2.~.6.4)  v ~ ( a )  : Rr(x~, K) ~ Rro(x ~, ~) , 

tel que l'endomorphlsme g-i de RF(X~, K) (resp. RFc(X ~, K)) soit le compos@ 

Var(j) (resp. Var(c)~) de Var(~) et de ~ : Rro(X ~, K) ~ RF(X~, K) 

(2.4.6.5) 

X~ ~ " ~r(x s, ~( R r  ( , K) / RF K))  = > 

Vat(c) 

Rr(x~,  ~) ~N > ~ % ( x ,  R~(K))< 

. (R~(K))x 
x6 Z 

x6 

v4ri- 

On dispose aussi, dans ce cas, des suites exactes longues 

(2.~.6.6) ..... ........... 

• ..-~ ~(x s, K) ~ t~(x~, K)> ~ RI~(K)x > ... 
x6 E 

2.4.6. Self Xs(x) l'hens@lis@ de X s en x et X~(x) = Xs(x) - (x] 

La suite exaete longue ' d hypercohomologle de (Xs(x), Ix}) ~ coefficient dens 

Ks , R~(K) et R~(K) fournit des suites exactes longues 
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Rn~'l~-(K)x ..... ) Rn-l~-(K)x --~ 0 

J> ~[~}(x s, K) .... > f(~)x > ~#(X,(x ), K) 

0 

(2.4.6.1) 

. ,~ ~-l(X*(x),K) 

o ) Rn~(~)x ~ Rn~(K) x > O 

--> 

> 

L'Image de la fJ&che Q est eontenue dans ]es invariants sous l'Inertie. 
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Expos~ XIV 

Comparaison avec la th~orie transcendante 

par P. Delisne 

Sormnaire 
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§ I° Formalisme transcendant des cycles ~vanescents i 

i.I Le groupe fondamental du disque ~point~: conventions de signes 2 

1.2 Faisceaux d'ensembles 5 

1.3 Le foncteur R~ iO 
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§ 2 Le th~or~me de comparaison 16 

§ 3 Singularit~s isol~es 20 

3.1 La vari~t~ des cycles ~vanescents 20 

3.2 La formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant) 31 

§ 4 Cohomologie de De Rham 38 

Introduction 

Pour comparer la th~orie des cycles ~vanescen~ de l'expos~ XIII avec son 

analogue transcendant, sur ¢ , nous proc~derons en deux ~tapes. 

a) Nous donnerons un formalisme transcendant calqu~ sur le formalisme de l'expos~ 

XIII, et d~montrerons un th~or~me de comparaison par les m~thodes habituelles (d~j~ 

utilis~es pour prouver le th~or~me de finitude en XIII 2.3) 

b) Dans le cas de singularit~s isol~es, nous expliciterons en termes plus concrets 

ce que signifie le formalisme transcendant introduit. 

Outre le th~or~me de comparaison, cet expos~ contient une d~monstration 

de la formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant). 
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Au § 4, nous donnons un r4sultat pr41iminaire ~ la th4orie de Hodge des cycles 

4vanescents. Ce paragraphe ne servira pas dans la suite du s4minaire. 

§ i Formalisme transcendant des cycles 6vanescents 

I.I. Le groupe fondamental du disque 6point~: conventions de sisnes. 

Nous aurons A consid4rer des disques 4point6s D ~ , et leur groupe fonda- 

mental ~ . Ce groupe 6tant ab61ien, des ambiguit4is de signes risquent d'apparaStre. 

On les 61imine en oubliant qu'il l'est. 

I.i.I. Pour X un bon espace topologique connexe et x E X , le groupe fondamental 

a pour 416ments les classes d'homotopie de lacets issus de x ; si ~, ~ 6 ~I(X, x) 

sont repr4sent6s par des facets a~ b alors ~ $ est repr4sent6 par le facet obtenu 

en faisant suivre b par a 

1.1.2. Soit F un faisceau iocalement constant 

a : [O, I] ~X , l'image r~ciproque a~ de F 

ment constant, donc constant, d'o~ une bijection 

sur X . Pour tout chemin 

sur [O, i] est un faisceau locale- 

a : Fa(o) < "~ H°([O, i], a~F)~'~ > Fa(1) 

qui ne d4pend que de la classe d'homotopie de a . Par cette construction, hi(X, x) 

a g i t  (~ g a u c h e )  s u r  F Le f o n c t e u r  F ~ F e s t  une  4 q u i v a l e n c e  de l a  c a t ~ g o r i e  
x x 

de s  f a i s c e a u x  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t s  s u r  X a v e c  c e t l e  de s  e ~ s e m b l e s  m u n i s  d ' u n e  a c t i o n  

de ~ l ( X ,  x )  

1ol.3. Les hi(X , x) pour 

localement constant Fx(X) 

Si ~I(X, x) est ab41ien, 

x variable sont les fibre d'un faisceau en groupes 

qui agit sur tout faisceau localement constant F 

~(X) est constant, de! valeur not4e ~I(X) 

1.1.4. Le groupe hi(X, x) agit sur le rev~tement universel p : (~, ~) ~ (X, x) 

de (X, x) : si on regarde ce rev~tement comme un espace 4ta14, donc un faisceau, 

sur X (le faisceau de ses sections locales), il correspond par 1.1.2 ~ ~I(X, x) 
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muni de e 

agit sur ce 

par x i 

, sur lequel ~I(X, x) agit par translation ~ gauche; le groupe ~I(X, x) 

771-ensemble (par automorphismes de ~l-ensembles): ~ C ~l(X, x) agit 

-i 
x O 

Cette construction identifie ~I(X, x) ~ AUtx(X) 

Si  F e s t  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t  s u r  X , l a  b i j e c t i o n  

o ~ 
(I.I.4.1) H (X, p~ F) ~ (p~F)~ = F 

x x 

commute ~ l'action de ~I(X, x) , agissant sur le membre de gauche par transport de 

structure, via son action sur ~ , et sur le membre de droite par 1.1.2. L'~qui- 

valence 1.1.2 peut se reformuler en disant que F ~ ~ (~e----> 11°(X,~ p~F)) est une 

~quivalence de la cat~gorie des faisceaux localement constants sur X avec celle 

des foncteurs 

(rev~tements universels de X ) > (Ens) 

1.1.5. Si ~I(X, x) est ab~lien, donc ind~pendant de x , l'action I,I.4 de 

~I(X) sur ~ ne d~pend pas du point base: ~I(X) agit sur tout rev~tement uni- 

versel ~ de X 

On prendra garde que cette action (qui sera seule consid~r~e) correspond 

l'inverse de l'action 1.1.3. 

1.1.6. Soit D un disque, i.e. un espace topologique hom~omorphe au disque standard 

{z E ~I I zl < I} . Soient O E D et D ~ = D -[O} . Supposons D muni d'une 

structure de vari@t~ analytique, donc orient~. Le groupe fondamental ~I(D ~) est 

alors canoniquement isomorphe ~ ~ : pour le disque standard, O = O et t E D ~ , 

on prend pour g~n~rateur positif de ~I(D ~, t) le lacet x i > exp(2~ i x)t 

1.1.7. Soit z : D -~ une uniformisante ((dz) # O) . Soit ~ un rev~tement uni- 
o 

versel de D . On note log z une quelconque fonction sur ~ telle que 

118 



4 - XIV 

exp(log z) = z . Le couple (~, log z) est unique ~ isomorphisme unique pros. 

On pose, pour ~ E ~ , z ~ = exp(g log z) , Si T est le gEnErateur 

positif de ~I(D ~) , agissant sur par I.i.5 et sur les fonctions sur 

par transport de structure, on a 

(I.I.7.1) T log(z) = log(z) + 2~ i 

(1.1.7.2) T z C~ = exp(2~ i~)z ~ 

ioi.8. Soit D un disque, O E D et D ~ = D-[O} . Pour D' CD un disque plus 

petit, avec O E D' , la restriction ~ D '~ est une ~quivalence de la cat~gorie 

des faisceaux localement constants sur D e avec celle des faisceaux localement 

constants sur D '~ o Pour t E D '~ , on a en effet ~I(D '~, t) ~) ~I(D ~, t) 

Supposons que D soit muni d'une structure de vari~t~ diffErentiable, 

soient T l'espace tangent ~ D en 0 , et T ~ = T-[O} . Pour D' ~D corinne 

plus haut, et f : D' r ~ T avec f(O) = O et (df) = Id , le compose 
o 

(restriction g D') -I o f~ 

est une Equivalence [f] de la cat~gorie des faisceaux localement constant sur T ~ 

avec celle des faisceaux localement constant sur D ~ . A isomorphisme canonique 

pros, elle ne depend que du germe de f en O , ce germe vErifiant (df) O = Id 

Un chemin d'un tel germe ~ un autre d~finit un isomorphisme d'Equivalences et deux 

chemins homotopes le m~me isomorphisme; l'ensemble des germes consid~r~ Etant 

contractile (rEtraction sur f : (l-~)f + ~f ) , on obtient une ~quivalence, bien 
o o 

dEfinie ~ isomorphisme unique pros, de la cat~gorie des faisceaux loealement constants 

sur T ~ avec celle des faisceaux localement constants sur D ~ 

1.1.9. Pour D un disque, 0 E D , D e = D-{O} et p : ~ ~ D e un rev~tement 

universel de D ~ , nous noterons p : ~ ~ D l'espace topologique sur D dEduit 

de ~ par adjonction d'un point 0 , de sorte que 

119 



5 XIV 

a) D* est ouvert dans ~ ; 

b) p : ~ ~D prolonge p : D ~ ~ D ~ et p(O) = 0 ; 

c) les p-l(u) , pour U voisinage de O dans D , formant un syst~me fondamental 

de voisinages de O dans 

i.i. I0 Soient X une courbe alg~brique complexe non singuli~re, 0 E X et D un 

disque voisinage de 0 dans X . L'anneau des germes enO des fonctions holomorphes 

sur D , alg~briques sur le corps K(X) des fonctions rationnelles sur X , est 

l'hens~lis~ @h de l'anneau local @ de X en 0 . Soit ~* un rev~tement 
o o 

universel de D ~ = D-[O} , Le corps des germes en 0 6 ~ de fonctions m@romorphes 

sur ~ , alg~briques sur K(X) , est une cloture alg~brique K de K(X) (et 

donc du corps des fractions K h de @h ). 
o o 

Le groupe ~I(D*) des D-automorphismes de D ~ (I.I.5) agit par transport 

de structure sur ~ , d'o~ 

(1.1.1o. 1) ~I(D ~) ) GaI(K/K h) 

II ° 
^ 

~(1) 

Ii r~sulte de (1olo7.2) que ce diagramme commute avec l'inclusion naturelle (sur ¢ ) 

de ~ dans ~(i) , compos~e de l'inclusion de ~ ¢ > ~ et de l'isomorphisme 

~'~ ex (2vi ) ~(I) , limite projective des isomorphismes p --~--k ) : ~/n ~n 

h 
I.i. II. Chaque faisceau F sur Spec(K~) d~finit un faisceau iocalement constant 

sur D ~ : on utilise l'~quivalence 1,1.4 et, ~ chaque rev&tement universel ~ 

de D* , on associe F pour le K construit en i.i. I0. 

1.2. Faisceaux d'ensembles. 

1,2.1 Soient D un disque (1.1.6), 0 E D et D ~ = D-{O} . Nous noterons 
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le topos des faisceaux d'ensembles localement constants sur D @ . D'aprbs 1.1,8, 

ce topos ne "change" pas si on remplace D par un disque plus petit D' , 

contenant O , ni, pour D muni d'une structure de vari4t~ diff~rentiable, si on 

remplace D par son espace tangent en O 

Pour t C D ~ , le foncteur F ; ~ F t identifie ce topos au topos des 

ensembles munis d'une action de ~I(D ~) (1.1.2). D'apr~s (1,1.4), le foncteur 

F j > (D ~ ~H°(~ ~, p~ F)) l'identifie au topos des foncteurs 

(rev~tements universels de D ~) > (Ens) 

et ces identifications sont reli~es par 1.1.4,1. 

1.2.2. Soit F un faisceau sur D , dont la restriction ~ D ~ soit localement 

constante. Ii existe un et un seul morphisme de faisceaux Fo--+F qui soit l'identit~ 

en O . Comme expliqu~ en XIII O.I (pour X = (pt)), le foncteur 
o 

F ~ > (Fo, F restreint ~ D ~ , cO identifie ces faisceaux aux triples form4s 

d'un ensemble F , d'un faisceau localement constant F sur D ~ et de ~ : 
o 

D ~ ) > (faisceau F ) (faisceau constant de valeur F ° sur 

1.2.3 Nous noterons ~ le topos des faisceaux d'ensembles sur D dont la 

restriction ~ D ~ est localement constante. L'inclusion de ~ dans les faisceaux 

sur D est le morphisme image inverse d'un morphisme de topos D + ~ qui s'ins~re 

dans un diagramme con~nutatif 

{o} c 

{0 } ~ ...... 

D < --~ D ~ 

Comme en I.I.I, on v4rifie que ce topos ne change pas quand on remplace 

D par un disque plus petit ou par l'espace tangent: ~ D en O 
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1.2.4- Soit Y un espace topologique. Le topos produit Y X 

descriptions suivantes (pour leur 4quivalence, voir XIII O.I) . 

a) Y X ~ est le topos des faisceaux F sur Y × D v4rifiant 

(~) D W est recouvert par des ouverts U tels que FIY X U 

d'un faisceau sur Y 

admet les trois 

soit image r~ciproque 

b) Soit t E D ~ . Le topos Y X ~ est le topos des triples (F o, F t, 6) oO 

6) F est un faisceau sur Y ; 
o 

~) F t est un faisceau sur Y , muni d'une action de ~I(D W) ; 

y) ~ est un morphisme de F ° dans F t , d'image contenue dans les invariants. 

c) Le topos Y × ~ est le topos des triples (Fo, F~, CO o~ 

6') F est un faisceau sur Y ; 
o 

~') F~ est un foncteur, de valeurs not4es F~ , 

(rev~tements universel de D ~) > (faisceaux sur Y ) ; 

y') ~ est un morphisme de F ° (le foncteur constant de valeur F o des rev~tements 

universels de D ~ dans les faisceaux sur Y ) dans F 

de Y et 

a ~) le topos des faisceaux sur Y X D ~ v4rifiant (~) 

b ~) (pour t E D W) le topos des faisceaux F t sur Y 

~I(D ~) ; 

c W) le topos des foncteurs 

(revatements universels de D ~) ~ 

Peu nous chaut, d'ailleurs, que ce topos soit vraiment le topos produit 

. On d4finit de m~me Y X ~ comme 4tant au choix 

, munis d'une action de 

(faisceaux sur Y ). 

1.2.5 Le topos Y X ~ ales m~mes propri~t~s de fonctorialit4 en Y que les topos 

Y X S de l'expos4 XIII, et nous nous dispenserons d'en faire la liste. Citons 
s 

simplement, pour fixer les notations, le diagramme 
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i y y L 

(pt) {0]~" i 

> Y X ~ < J ~ Y X ~9 ~ 

1 1 
> ~ < J __~ ~ 

1.2.6. Soit K un complexe de faisceaux ab41iens sur Y × ~ . On proc~de comme 

en XIII I,4.2 pour d6duire de K un triangle distingu4 dans K(Y X ~t) 

sp ~ K > K 
o 

Cette construction passe h la cat~gorie d4riv4e et d~finit un foncteur 

D(Y × ~ ~ (triangles distingu4s de D(Y × ~)) 

Supposons D orient6 (par exemple analytique complexe) et soit T le 

g4n~rateur positif de ~I(D ~) (1.1.6). Soit K E Ob D(Y × ~) . On d~finit comme 

en XIII 1.4.3 la variation V = Var(T) 

V : ~(K) 

L'endomorphisme T-Id 

T-Id : K~ 

> Kq 

de K est le compos4 
Z 

> ~(K) > K~ 

1.2.7. Soient 

continue et X 
O 

D un disque, O E D , D ~ = D-[O] , f : X ---> D une application 

= f-l(o) . Nous nous proposons de d~finir un foncteur 

: (faisceaux sur X ) > (faisceaux sur X × 
O 

Soient D ~ un rev@tement universel de D ~ comme en 1.1.9, 
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,,2 
X=X %D , x* = X-X ° = X ~ D* 

o 
=x%~ 

On a un diagramme commutatif 

( 1 . 2 . 7 . 1 )  

. i 
x o > x< 

..- X 
0 

X ~ 

~,X ~ 

cart4sien au-dessus du diagrarmne 

(1.2.7.2) 

{0} ~ [ ,~ D ~ 

}. i , D < J ;D* 

Pour F un faisceau sur X , on pose (avec les notations de 1.2.4 c)) 

~(F) = (i'F, [~]e((jp') * F), ~) 

oO (~ : i~F = i ~ p{" F ) l ~ ]{~ ((jp')~ F) = [~ ]{~ ]~ p~ F 

est d4duit, par application de [~ , de la fl~che d'adjonction Id ---> j~ j~ 

par 

On dfifinit aussi un foncteur 

~" : (faisceaux sur X e° ) 

Y~](F) = l ~ ]~(p'~ F) 

> (faisceaux sur X X ~) 
O 

1.2.8. Les propri4t4s de fonctorialit4 de ~ sont les m~mes que celles de son 

analogue 4tudi4 en XIII 1.3.5 ~ 1.3.9. 
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1.3. Le foncteur R~ 

1.3.1o Soient D un disque, 0 E D , D* = D-{O}, 

tinue et X = f-l(o) . Les foncteurs R~ et R~ 
o 

foncteurs ~ et 

R~ : D+(X) ) D+(X × 
o 

R~ : D+(X *) ~ D+(X X ~) 
o 

f: X ~ D une application con- 

sont les foncteurs d~riv~s des 

On note R~ le foncteur eompos~ @ o RY 

R~ : n+(X) > n+(X 
o 

x ~ )  

Les propri~t~s de ces foncteurs sont toutes pareilles ~ celles des 

foncteurs de m~me nom de XIII 2.1. Leur d~monstration est bien plus @l~mentaire 

car, darts le cadre topologique, les th~or~mes de changement de base pour un morphisme 

propre ou par un morphisme lisse (= localement isomorphe ~ ~n X S 4 S) sont faciles 

prouver. Voici les menus changements ~ apporter. 

1.3.2o Le foncteur Rf! n'est d~fini que pour un morphisme s~par~ entre espaces 

localement compacts, et est le foncteur dgrivd du foncteur image directe ~ supports 

propres f! 

1.3.3~ L'isomorphisme fondamental (2.1.8.3), pour un morphisme propre (et s~par~) 

f : X 4 D est g r~crire comme suit. Soit p : ~ ~ D* un rev~tement universel de 

D ~ . Pour tout voisinage U de 0 dans D , soit ~¢~ = p-l(u) , et 

~]~, = X ~ ~¢~ . Pour K E 0b D+(f-I(D*)) , on a 

i N " 
(1.303.1) lim) I~ (X~. , K) > ~11(Xo , R~f~ (K)) 

U 

Cet isomorphisme est int~ressant surtout si X ¢~ = f-l(D¢~) est un fibr~ 

topologique sur D* . Pour U CD un disque tendant vers 0 , la suite spectrale 
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de Leray de ~ ~ U ~ montre alors que pour tout faisceau localement constant 

sur X ~ et pour tout t ~ U ~ , on a 

Hi(x~, ~ ~'~ ~Hi(Xt , A) . Pour t ~ D ~ , on a donc 

(1.3.3.2) Hi(Xt , ~) ~'~ > Hi(Xo , R~t(A)) 

(X/D propre, X ~ fibre, A localement constant). 

Pour v~rifier que X ~ est un fibr~ sur D ~ , on utilise en pratique le 

th~or~me d'isotopie de Thom dont une forme est ~nonc~e ci-dessous. (Pour la d~monstra- 

tion de ce th~or~me, dont aucune consequence ne servira dans les exposds suivants, 

je renvoie g Whitney et Mather). 

1.3o4o Pr~liminaire: Soit f : X ~ Y un morphisme lisse (= dfn sans point cri- 

tique ) de vari@t~s diff~rentiables. Une connexion V sur X/Y est un sous-fibr~ 

vectoriel du fibr~ tangent de X , suppl~mentaire de Ker(df) . Pour u un champ 

de vecteurssur Y , il existe un et un seul champ de vecteurs V(u) sur X , rele- 

vant u ,dans ce sous-fibr~ On dit que ~ est int~grable si 

V([u, v]) = [V(u), V(v)] ; pour f propre, une connexion int~grable d~finit des 

trivialisations locales sur Y de X/Y : ~ : f-l(u) ~> X × U , compatible 
o 

la projection sur U , avec d~ (~(u)) = (0, u) . Pour f non propre, le m~me 

r~sultat vaut sous des conditions convenables ~ l'infini, par exemple si les V(u)g 

sont nuls pour g une fonction d'exhaustion convenable. 

1.3.5. Th~or~me d'isotopie de Thom. 

Soient D = [z 4 ¢ I Izl < i} , D ~ = D-[O} e t f : X ~ Dun morphisme propre 

d'espaces analytiques~ Pour D remplac~ par un disque plus petit et X par son 

image rdciproque~ il existe une stratification ~ de X ~ = f-l(D~) ayant les pro- 

pri~t~s suivantes. 

= ~ F 1 ~ ...~ F ~ = ~ de X ~ par des parties (a) ~ est une filtration X ~ F ° n Fn+l -- 

ferm~es dont l'adh~rence F. dans X est un sous-espace analytique de X 
i 
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(b) Les strates ouvertes F i - Fi+ I sont lisses sur 

(c) ~ v~rifie les conditions (a) e t (b) de Whitney~ 

D ~ 

Pour une telle stratification >] , il existe sur les F i - Fi+ I de___~s 

connexions int~grables ~i telles que 

(i) localement sur D ~ ~ d~finit une trivialisation de F i - Fi+ I • 
' i 

(ii) ces trivialisations se reeollent pour fournir des trivialisations locales 

de X~/D ~ 

Enfin~ si (Y) est une famille finie de sous-espaces analytiques ferm~s 

de X , et quitte ~ retr~ci! D davantage~ on peut trouver Z tel que chaque Y~ 

soit r~union de composantes connexes de strates ouvertes (F i - Fi+ I) . Une connexion 

V eomme plus haut trivialise alors localement (X, (Y)) 

1.3.6. On dispose encore de (1.3.3.2) pour l'hypercohomologie ~ valeurs dans un 

complexe de faisceaux K lorsque X est propre sur D et que la condition suivante 

est v~rifi~e 

(~) Pour tout i E~ , D ~ est recouvert par des ouverts U tels qu'il existe un 

isom~rphisme compatible ~ la projection sur U ~ : f-l(u) ~> Y × U et un faisceau 

G sur Y tel que ~i(K) soit isomorphe, sur f-l(u) , ~ ~ pr~ G 

Sous cette hypoth~se, le triangle 1.2.1 fournit une suite exacte longue 

(1.3.6.1) o.. )~i(Xo, K)---> ~i(x t, K) > ~li(Xo , R~t(K)) > ... 

retr~cir 

que les 

D'apr~s le th~or~me de Thom, la condition (~) est v~rifi~e (quitte 

D ) lorsqu'il existe une stratification analytique complexe de X telle 

Hi(K) soient localement constants sur chaque strate ouverteo 

1.4. Un cas particulier. 

Ce num~ro ne sera pas utilis~ dans la suite du s~minaire. On y formalise une 
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construction esquiss6e dans l'introduction de XIII. 

1.4.1o Soient D un disque orient4, 0 E D 

gique ~* sur ~* est un foncteur 

(rev~tements universel de D ~ ) 

et D # = D-{O} . Un espace topolo- 

Une fois choisi un rev~tement universel 

muni d'une action de ~I(D*) ; pour D ~ 

on le note ~ . Un faisceau sur %* 
t 

(rev~tements universels de D ~ ) 

) (espaces topologiques) 

~ , c'est un espace topologique X~ 

le rev~tement universel de (D*, t) , 

est un foncteur 

) (espaces topologiques munis d'un faisceau), 

soit encore un faisceau Vl(D*)-6quivariant sur X~ 

A ~ , on associe l'espace topologique ~* ~* = X ×D*/~I(D*) sur D* 

Tout faisceau F sur ~ d6finit par passage au quotient un faisceau ~F sur 

~ ~ , dto~ un diagramme commutatif de topos 

D* 

1,4.2. Un espace topologi~ue ~ sur ~ consiste en 

(a) un espace topologique ~ sur ~ ; 

(b) un espace topologique X ; 
O 

(c) un morphisme ~l(D~)-invariant sp : X~ ~ X O (~I(D*) 

sur X ) 
o 

agissant trivialement 

Un faisceau sur % consiste en un faisceau F sur X , un faisceau 
o o 

sur ~ , donn~ par F , et un morphisme 6quivariant 

sp : sp ~ F ° ----#F~ (ou F ° > sp. F ) o On dispose d'un diagramme commu- 

tatif 
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X ~" 

I ° 
[o} " 

) I< 

On dispose de plus d'un morphisme de topos ~ : ~--~X × ~ , d'apr~s la fonctoriali- 
O 

t4 de la construction p r 4 e g d e n t e  a p p l i q u 4 e  ~ (XE , X o,  sp )  --'-~ (Xo, X o,  I d )  . On a 

~(Fo, F?] , sp) = (Fo, sp.F~] , sp) 

Ce morphisme induit Y : ~ > X O X 

1.4.3. A un espace topologique ~ sur ~ , on associe comme suit un espace 

topologique X = ~* ~ sur D . On adjoint h X* = ~I* ~ la fibre X ° en 0 , 

en prenant pour syst~me fondamental de voisinage de x E X les 
o o 

(sp-l(v */~I(D*)) U V U ) X ~ pour V un voisinage de x ° dans X ° , 

de 0 dans D et ~* = U % ~* . Notons j 

X ) dans X . Pour F un faisceau sur ~ 
o ! 

~I ( D *) 
i ~ j. ~@ F = (sp@ F ) 

(resp. i) l'inelusion de 

on a 

un voisinage 

X* (resp. 

On en tire un diagramme commutatif de topos 

[ 
D ~ "~ ~ 

tel que, pour tout faisceau F sur • , on ait 

(1.4.3.1) Y(F) ~'~ > ~($* F) 

Proposition 1o4.4. La fl~che (l.4.3.1)se d4rive en un isomorphisme 
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entre foncteurs de D+(~ dans D+(X × 
o 

Soit ] l'inclusion de X~ = X ~ ~ ~ X~ X~ dans X = X ~ D . La 

proposition se ram~ne ~ v4rifier que pour tout faisceau ab41ien F flasque sur 

X , pr~ F est acyclique pour le foncteur [~ . Cette assertion, ~ son tour, se 

ram~ne g la suivante (pour B = ), bien connue, qui se d4montre par un argument 

d'homotopie. 

Soit F un faisceau ab41ien sur un espace Y , et B un disque° On a 

Hi(y, F) ~-') Hi(y X B, pr~ F) 

1.4.5o La proposition 1.4.4 fournit un proc4d6 de calcul de RY pour les faisceaux 

sur X de la forme $~ F ~ ramenant pour l'essentiel le calcul de R~ ~ celui de 

R sp~ 

1.406o Nous aurons plus tard g consid4rer le cas oh X est localement compact 

et oh X se d4duit de X en contractant en un point 0 une partie compacte 
o 

V CX , sp 4tant la fl~che de contraction et l'action de UI(D ~) 4tant triviale 

en dehors de V o Le th4or~me de changement de base pour le morphisme propre sp 

fournit alors, pour K E Ob D+(~ ~) 

(1.4.6. I) RY?](~ K) ° 

(1.4.6.2) RI~[o ] RY ($ ~ K) 

(cohomologie A support) o 

= RF (V, K) 

= R~(Xv ' K) 

dehors de 

constant 

Pour K sur % , avec sp : sp ~ K 
o 

V , on a Rg(K) = 0 en dehors de 

A sur X , on a 

> K un quasi-isomorphisme en 

. En particulier, pour un faisceau 

Ri~(A) = Hi(v, f0 concentr~ en 0 
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(groupes de cohomologie r~duit). 

1.4o7. Le cas qui nous int~resse est celui o~ X est une vari~t~ diff~rentiable 

et oO V CX est une sous-vari~t~ h bord, d'int~rieur V ° ; X-[O} est alors une 

varidt~ diff~rentiable, obtenue en recollant ~* X et le fibr~ constant sur D 

de fibre X~ - V o L'application 

(1.4o7.1) H~(V O, ~j r.~ ~ ~(X , A) 

est un isomorphisme. Ces groupes sont aussi notes 

L'isomorphisme (1.4.7.1) d~finit un isomorphisme 

Hl(V mod ~V, A) 

(1.4.7o2) RI'c(V °, i ) ..a > RI.{O ] R~(A ) , 

et la variation est d~finie (par le proc~d~ de XIII 2.4.5 et via (1o4.7.2)) par un 

morphisme de source la cohomologie r4duite de V 

(1o4.7o3) Var : R~(V, A) > RL(V° , A) 

T induit un automorphisme, encore not~ T , de la paire (V, ~V) et la 

restriction ~T de T ~ ~V est l'identit~. Ii doit @tre vrai que la variation 

1.4.7.3 coincide avec le morphisme variation classique (3.1.9) attach~ ~ un tel 

automorphisme T ° Un ~nonc~ de ce type sera d~montr~ en 3.1.10. 

§ 2. Le thdor~me de comparaison 

2.1. Pour tout schema X de type fini sur ¢ , nous noterons Xcl l'espace 

X(¢) , muni de sa topologie usuelle. 

Soit S une courbe lisse sur ¢ , i.e. un schema lisse s~par~ de type 

fini sur ~ , purement de dimension i. Soient O E S(¢) , f : X > S un 

S-schema s~par~ de type fini et A un anneau noeth~rien de torsion (par exemple 

~/n~). On pose X = f-l(o) 
O 
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2 . 2 .  Nous noterons S h le trait hens~lien henselisd de 

g~ndrique de S h . On dispose d'un foncteur 

S en 0 , et le point 

: (faisceaux sur X) restriction> (faisceaux sur 

~ (faisceaux sur X × S h ) 
o 

X ×S Sh) 

Le foncteur d~riv~ de ~ est le compos~ 

R~ : D(X, A) ~ D(X ×S Sh' ~ R~ ~ D(Xo X S h, A) 

2.3. Soit D C Scl un disque contenant 0 . Le foncteur compos~ ~cl (ou simple- 

ment ~ ) 

restriction~ (faisceaux sur Xcl XS D) > ~cl : (faisceaux sur Xcl) cl 

> (faisceaux sur (Xo)cl X i.~) 

est ind4pendant (~ isomorphisme unique pros) du choix de D (rappelons que ~ ne 

change pas quand on remplace D par un disque plus petit). Son d4riv4 est le com- 

pos~ 

R~cl : D(Xcl, A) > D(fc~ (D), A) R~ > D(X ° X ~, A ) 

2.4. On d4finit de m~me 

R~ : D(X-Xo, A ) ~ D(Xo × N' A) 

R~ cl: D((X-Xo)cI' 71) > D(Xo × ~' A ) 

2.5. La construction i.I. ii d~finit un morphisme de topos de 

prolonge en 

~ : ~ ~ S h 

dans I] qui se 

Ce morphisme, et ¢ : Xo cl >X ° (SGA4 XI 4), d~finissent 

c : X ° cl X ~9 > Xo × S h 

132 



18 - XIV 

Si ~ est un revgtement universel de D ~ et que k(~) est la clSture alg~brique 

eorrespondante (Ioi. IO) de k(~) , on a 

~(Fo, F], a) = (Ee Fo, ~ F~ , e ~ a) 

2.6. Soit ~ un rev~tement universel de D ~ , k(~) la clSture alg~brique 

correspondante de k(~) et S le normalis~ de S h dans k(~) . Ecrivons 

comme limite projective de S-schemas affines S. ; pour chaque i , et apr~s 

avoir remplac~ D par un disque plus petit D. , on dispose d'un morphisme naturel i 

de Scl-espaces D i z ~ S. . Soit ji ~ U. ¢ > S. l'ouvert de S i compl~ment 

de l'image O du point ferm~ de S , et i : O ~ > S i 

• = e~ F Notons encore Ji Soit F un faisceau sur X Soit Fcl 

l'inclusion de X X S U i dans X X S S i , i celle de X ° dans X X S S i , et 

l'image r~ciproque de F sur X ×S Si . On a 

~(F) = (i ~ F, i~ i~ Ji~" Ji F, li~ (~i)) 

Les foncteurs E ~ et image r~ciproque commutent. Le morphisme e~ji ~ > (Jicl)~ e~ 

fournit donc 

: (i ~ • .~ F)cl ci Ji~ Ji • ~ (Fcl) > i~ Ji~ ]i 

N 

Soit ] (resp° ]i ) l'inelusion de D ~ 

et les inclusions X ×S D~C > X ×S D , X ×S D~Ci 

La fl~che d'adjonction Id > ai~ a~ d~finit 

N 
(reSpo ~ )dans ~ (resp. Di), 

i 

~ X X S D i qui  s ' e n  df iduisent .  

"~ > i~- 3~ ~* 3 ~- i~ Ji~ Ji Fcl Ji ~ " F = i~ ~ cl Fel ' 

d'oO par passage ~ la limite 

c,q : ~q ( F ) c l  ) "~'el(Fcl) 

Ce morphisme d4finit le morphisme de comparaison 
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(2.601) c : e* Y(F) > Ycl(e*F) 

On d@finit de m@me 

(2.6.2) c : e* Y~(F) ) Y (e'F) 

2°7. Les morphismes 2.6.1 et 2.6.2 se d@rivent en 

c : e ~ RY > RYcl o e * 

c~ : e* R ~  ) R ~  cl o e* 

Th~or~me 2.8. Soit K E Ob D(X, A) (respo Ob D(X-Xo, ~) un complexe de faisceaux 

d__~e A -modules dont les faisceaux de cohomologie Hi(K) sont constructibles. Alors, 

le morphisme de comparaison 

c : e ~ R~(K) > R~cl(e* K) 

(respo c : e* RY (K) ) RI m cl(e * K) ) 

est un isomorphisme. 

Ii suffit de prouver l'assertion pour R~ ; de plus, les deux 

membres de (2.7) @tant des foncteurs triangul@s de dimension cohomologique finie, 

il suffit de traiter le cas o~ K est r@duit ~ un faisceau F (plac@ en degr@ O). 

La d~monstration est toute pareille ~ celle du th4orgme de finitude XIII 2.3.1 : 

R~ et RYcl ayant les m~mes propri@t~s de variance, on se ram~ne par les d4vissages 

de loco cit. (o~ on se permet de retr4cir S ) au cas o~ X est r@gulier, f-l(o) 

un diviseur ~ croisements normaux dans X et o~ F est ~/ ~ . On compare alors 

1 3.3 ~ son analogue transcendant. 
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§ 3. Sinsularit~s isol~es 

3.1o La vari~t~ des cycles ~vanescents. 

3oi.1. Soient D = [zE ~ I Izl < i} , X un espace analytique, 0 E X et f : X ~ D 

un morphisme tel que f(O) = 0 . On suppose que f est lisse en dehors de 0 (en 

particulier, X est lisse en dehors de 0 )o On se propose d'~tudier les cycles 

~vanescents au voisinage de 0 ; on ne restreint donc pas la g~n~ralit~ en supposant 

X plong~ dans cn × D c ~n+l , de fa~on compatible ~ la projection sur D , et de 

sorte que 0 s'envoie sur O 

3,1o2. Soit 6(x) une fonction analytique r~elle sur 

fonction analytique r~elle sur Cn+l ), telle que, pour 

ait 

(a) 6(x) ~ 0 ; 

(b) 6(x) = 0 ~ x = 0 

On prendra par exemple pour 6 

X (restriction ~ X d'une 

x E X = f - l ( o )  , o n  
o 

le carr~ de la distance euclidienne, dans Cn+l , 

de x g O . Le lieu des points critiques de la restriction de 6 ~ X ° est 

analytique r~el donc, dans un voisinage convenable de 0 , n'a qu'un nombre fini 

de composantes connexes. Rempla~ant X par un voisinage ouvert de 0 et appliquant 

Sard, on peut donc obtenir la situation suivante 

(c) pour r > 0 convenable, X A 6-1([O, r]) est compact, 
o 

(d) sur X , 6 n'a pas de valeur critique ~ r 
o 

Quitte ~ r~tr~cir x davantage, on a alors 

(e) il existe une fonction C = ~(s) (O- <s<-r) , avec ~(O) = O et T'(s) > 0 

pour s >O , telle que, pour 0 < s<-r et O < Itl 2 -< T(s) , x t = f-l(t) soit 

transverse g l'hypersurface r~elle 6(x) = s de X et que la boSte 

= Ix E XI6(x) <- d et If(x)i 2 < t] Bt,d 

soit propre sur le disque ouvert D t de rayon t I/2 
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Soit L = X N 6-1(r) o D'apr~s (c) et (d), il existe un hom4omorphisme 
o 

de X ° n 6-1([0, r]) avec le cOne (L × [0, r]/ contraction de L X [0} en un point), 

transformant 6 en la 2 e coordonn4e, et C ~ en dehors de l'origine. 

3.1.3. Soient d ~ r et t ~ r(d) . En dehors de 0 , B eat une vari4t4 
t,d 

coins et la projection f de B sur D une fibration. En particulier 
t,d t 

(a) Bt, d induit sur D~ = Dt-{O} un fibr~ C ~ en vari~t~s compactes ~ bord; 

(b) le bord 6(x) = d de ce fibr~ eat prolong4 en un fibr4 C = ~Bt, d en vari4t4s 

compaetes sur D t 

Soit y E D e Nous appellerons la vari4t4 g bord V = f-l(y) la 
t " 

vari~t4 des cycles 4vanescents . Le disque 4tant contractile, le fibr4 ~Bt, d sur 

D t eat isomorphe au fibr4 constant de fibre bV , et l'ensemble des isomorphismes 

de fibr~ ~Bt, d --~2~ ~V X Dt ' qui soit l'identit4 sur la fibre en y , eat 

contractile° Choisissons en un, not4 & 0 Relevons le champ de vecteurs ~ sur 

Siy I (circonf4rence de rayon IYl ) en un champ de vecteur u sur f-l(S;y I) qui, 

b 
au bord, soit compatible ~ ~ (d&(u) = (~ , O)) o L'ensemble de ces rel~vements 

eat contractile. Par int4gration (tourner une fois dana le sens positif), u d4finit 

un diff4omorphisme T de V sur elle-m~me, qui eat l'identit4 sur ~V ; c'est la 

transformation de monodromie . Elle eat bien d4finie modulo isotopies mod ~V 

En un sens qu'on laisse au lecteur le soins de pr~ciser, (V, T) eat 

ind~pendant des choix de t et s . J'ignore s'il eat ind~pendant du choix de 6 

On v~rifie toutefois qu'il en eat ainsi lorsqu'on se restreint g prendre pour 6 la 

cn+l 
restriction ~ X d'une fonction f sur telle que, sur l'espace tangent de 

Zariski de X O en O , on ait df = O et d2f > O (d4finie positif)0 Le point 

eat que, pour 6 et 6' de ce type, on peut choisir r eomme en 3.1.2 (c) (d) 

uniform~ment pour tous lea ~6 + (i-~)5' (O ~ ~ ~ I) 

3.1.4. Soient (V, T) et (V I, T I) d~duit de (V, T) par adjonction d'un collier: 
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V I - V ° ~ 5V X [0, i] et T I est l'identit~ sur V I - V O 

Soit f' : W-->D t l'espace sur D t suivant (cf. 1.4.3) 

"~ ~ de point de base y et W ~ le (a) Soient D t un rev@tement universel de D t 

fibr4 sur D~ quotient de V I X D t par la relation engendr4e par 

(v, y) ~ (TlV , e 2~i y) 

(b) Puisque T IIVI - V ° est trivial, on peut recoiler W ~ et le fibr4 trivial sur 

D t de fibre V l - V en un espace W I sur D t 

(c) W = WIU [0} , avec f'(O) = 0 . W est muni de l'unique topologie induisant celle 

de W I , pour laquelle f' soit continue et que f'-l(Dt,) (t '< t) soit la compacti- 

fication par un point de WIN f'-l(Dt,) 

On munit W-[O} de la connexion int~grable (1.3.4) pour laquelle la tri- 

vialisation fournie par (a) de l'image r4ciproque de W sur ~e soit horizontaleo 

Proposition 3olo5. Ii existe un hom4omorphisme 

sur D t et envoyant O sur 0 , de Bs, t avec 

choisi un diff4omorphisme en dehors de 0 

, compatible ~ la projection 

W ; cet hom4omorphisme peut gtre 

Ce r4sultat ne sera pas utilis~ dans la suite du s4minaire. 

Soient d o < d I ~ r , to ~ T(do ) et y E D Wto . On a Bto,d ° CBto ' dl 

et Bto,d I - B °to,d ° est un fibr4 sur Dit Io . Trivialisons-le~ et au-dessus de la 

circonf4rence Sly I , relevons le champs de vecteur ~--0 de faGon compatible ~ eette 

trivialisation. Soit T I l'endomorphisme correspondant de V I = f-l(y)Q Bto,dl , 

et Vo = f-l(y) n Bto,d ° . Alors, (V ° cVl, TI) est isomorphe ~ (V cVl, TI) 

cVI, TI) On a f,-l(y) = VI , de 3.1.4. Soit W construit ~ l'aide de (V ° 

canoniquement. La d4monstration montrera qu'on peut prendre ~ qui induise l'identit~ 

f-l(y) ,.a > f,-l(y) 

Les dessins suivants (f, et sa restriction ~ f-I(~) ) r~sument la 

d~monstration 
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i 

I 

~ D  t 

Bto ' l'ensemble des x tels que If(x)~ ~ T(6(x)) . Soit Soit B + c dl 

~n une suite de fonction C = de [0, t o ] dans (0, d I] telle que, pour une 

suite ?o > rl > °'" tendant vers O , on air 

(a) pour It12 ~ ri ' ~i est la r4ciproque de la fonction T 

(b) pour It 12 < r. 
I 

e t  

dl d ] 

j > i , ~j(t) < ~Oi(t) 

t = T(d) 

t t 
o 

L'ensemble B + - [O} est r~union des fibr4s sur D t B~ : 
i 

6(x) e ~i(If(x) l 2) . Un argument standard, utilisant que 6 n'a pas de points 

critiques sur les fibres de B + - [O}-->D t , montre qu'il existe un diff4o- 

+ 
morphisme &i de B~l avec Bi+ I , compatible ~ la projection sur D t , et 

l'identit4 en dehors d'un petit voisinage du sous-espace 
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(6(x) = ~i (If(x) 12) If(x) 12 ~ r. ) de B? Composant les &. et passant 
i I " I 

la limite, on obtient un diff4omorphisme ~ de B + -[xl(x) = 0 at 6(x) = ~o(0) } 
o 

avec B + - [ 0 }  T r a n s p o r t o n s  p a r  ~, u n e  t r i v i a l i s a t i o n  d u  f i b r 4  B + s u r  D p o u r  
• o t 

B + obtenir une connexion int4grable V' sur -[O} 

(a) prolonger la restriction de cette connexion 

sur f-l(Sly I) / Sly I (ce prolongement dormant T 1 

prolonger g le rel~vement sur B+-[O} (b) B 
to,d I 

vecteurs radial sur D t 

• On peut alors 

f-l(S]y I) A B + 

) 

en une connexion 

fourni par V' du champ de 

Ii existe alors une et une seule connexion int~grable V sur Bto,d 1 

qui prolonge V' ,(a) et (b), et un et un seul diff4omorphisme horizontal de 

Bto, dl-[O} avec W-[O} qui soit l'identit4 sur f-l(y) o Ii r4pond an probl~me . 

3.1.6. Une $~n~ralisation. Ce qui pr4c~de se g~n~ralise au cas o2 f : X ~ D 

est un morphisme tel que O C X soit un point de non lissit~ isol~ dans X ° . Le 

lieu de nonlissit~ de f est alors fini sur D (quitte g rapetisser X et D ). 

La vari4t4 des cycles ~vanescents V a alors un ensemble fini Z de points critiques; 

V - Z est une vari4t4 diff~rentiable g bord (de bord compact, mais non compacte). 

La transformation de monodromie T est l'identitd sur le bord et laisse ~ stable. 

Enfin, 3.1.5 reste valable, l'hom~omorphisme fibr4 ~ ~tant un diff~omorphisme en 

dehors du lieu critique, qu'il envoie sur ce qui dans W provient de Z 

3.1.7. La proposition 3.1.5 permet d'utiliser les calculs de 1.4. On trouve ainsi 

que 

(A) Les groupes de cycles 4vanescents (R I ~(A)) sont les groupes de cohomologie 
o 

r4duits, & valeurs dans A , de la vari~t~ des cycles ~vanescents V 

i 
(B) Les groupes H[o}(Xo, R~(A)) sont les groupes de eohomologie ~ support propre 

de V ° , & valeurs dans A 

(C) La variation 
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Var : -Hi(V, A) ~ H~(V °, ~ A) = Hi(v mod ~V, A) 

est la variation classique, d6finie par l'automorphisme 

sur ~V ). 

T de V (qui est l'identit~ 

3.1.8. Les assertions (A) (B) (C) sont en fair plus 414mentaires que 3.1.5; en 

voici une d@monstration-construction directe, qui nous dispensera de v4rifier que 

les isomorphismes (A) (B) sont ind4pendants des choix faits dans la construction 3.1.5o 

Soient d ~ r, t g T(d) et B la boite ouverte 

B = [xl6(n) <d et If(n) 12 < t ]  

Soit ~@ un rev@tement universel de D ~ , et 

(3ol.8.1) 

t t 

I1 1 k a, 
{o] ~ i  > Dt < j , D~ 

t 

d~duit de 1.2.7.2 par restriction A D t . Soit 

( 3 . 1 . 8 . 2 )  

o 

B e i > B < .i • B~* 
o 

image r~ciproque de f : B --> D sur (3.1.8.1]. On note encore f la projection 

de (3.1.8.2) sur (3.1.8.1). 

i v (A) Par d~finition, R ~(A) ° est la limite inductive, pour U parcourant les 

voisinages de O dans X , des groupes de cohomologie Hi(u ~ ~, A) . Faisons 

parcourir ~ U le syst~me fondamental de O form~ des boStes B cormme plus haut. 

Le produit fibr~ U ~ ~ = B~ est un fibr~ de fibre V ° sur D ~ (contractile) 
t 

Le syst~me inductif des Hi(B ~, A) est donc constant~ de valeur Hi(v°,J0=Hi(V, A) 
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Les isomorphismes obtenus 

i (3.1.8,3) R ~(f0 ° = Hi(v, f0 

peuvent se pr~ciser en un isomorphisme compos4 (cf. (B) ci-dessous). 

(3.1.8.4) R~ (71) o< RI~(Bo, RY](A))~ (Rf~t Rj~ A) ° 

RI'(v, A) ~> RI~(V °, A)~ 

Rl'(~t,Rf~ R]~ A) 

fr 
RF(B ~, A) 

Le complexe 

Les Ri@(A) 
o 

R~(~ est d~fini par le triangle distingu~ 
o 

A > (R~'Q A) ° )Rib(A) ° 

sont donc les groupes de cohomologie r~duits de V 

(B) Soit ~ l'ensemble des ferm6s de B~ dont l'adh6rence dans B est propre 

sur ~ . Les fl~ches suivantes sont des isomorphismes 

(3.1.8.5) RI~[o](R~](A)) ~Rrc(Bo,R~ (~) ~ (Rf! R]~ A) ° 

RI" (V °, fO < ~ RI'~(B 4~, A) = RI~(D~t , Rf,. Rj, A) c ® © 

i v ( Q parce que B ° est un c8ne (3.1.2) et que R ~(f0 est constant en dehors 

de O ; 

par le th~or~me de changement de base pour les images directes ~ support 

propre; 

Q paree que Rf! R]~ A est constant en dehors de O , 

est la version "cat~gorie d4rivge" de la suite spectrale d'un foncteur 

compos~; 

Q parce que ~ est contractile). 

L'isomorphisme (3.1o8.5) fournit les isomorphismes voulus 
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(3.1,8.6) RiF{o}(RY (A)) = H~(V °,  A) 

Nous v ~ r i f i e r o n s  (C) en 3.1.1Oo 

3.1.9o (cf. [3]) Soient X un espace topologique, i : Y =--~X une partie ferm~e 

de X, T un automorphisme de X , induisant l'identit~ sur Y , et A un groupe 

ab~lien. Pour d~finir la variation Var , on choisit une r~solution T-dquivariante 

~ de A X r~solution A~ du faisceau A Y T sur une sur sur laquelle 

agit trivialement par convention, et un morphisme ~quivariant 

qui r~soud le morphisme ~vident ~o : AX > i~ Ay ° On suppose les faisceaux 

Ai X et Aiy acycliques pour les foncteurs qui seront eonsid6r6s~ Passant aux 

sections globales, on trouve 

~'(~0) : ~A~ X) ~ I~i y) 

Supposons pour simplifier les l'(~) i surjectifs (sinon, on les rend surjectifs par 

addition ~ I~(A~$. ) du c8ne de F(A~y) ), On pose 

RI" (X mod Y, 71) = Ker(l TM (~0)) 

Sous des hypotheses raisonables, si ~ est l'ensemble des ferm~s de X disjoints 

de Y , on a 

F~(X-Y, ~ A X) > RF (X rood Y, fO 

(quasi-isomorphisme)° LVendomorphisme T-I de r(A* X) ( T agit par transport de 

structure) est nul sur A (les constantes) et se factorise par Ker(r (~) , d'ofi 

dans la eat6gorie d6riv6e et sous les m~mes hypotheses, un morphisme variation 

Var : R~ (X, A) > RI~ (X-Y, A) 
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(sans hypoth~se, on trouve Var : Rr (X, ~ ) RF (X mod Y, A) ). 

Cette description se simplifie si T est l'identit~ dans un voisinage 

de Y et, dans ce coisinage, est l'identit~ sur #~ . L'endomorphisme T-I de 

F (A~) se factorise alors par r~(A~) , et fournit la variation. 

Proposition 3.1°iO. Via les isomorphismes 3.1o8 (A) (B), la variation 

(R@ (~) ° ~R~[o}(R~(A)) est ~gale ~ la variation 3.1.9 d~finie par l'automorphisme 

T de V , identique sur bV 

Le lecteur est invit~ g faire un petit dessin plutSt que de lire la d~- 

monstration, Soient fB la bolte ferm~e de 3ol.2 et fC c fB un collier le long 

du bord (fC~ ~fB X [O, i] comme fibr~ sur D t via un isomorphisme qui envoie 

bfB × {i} identiquement sur ~fB ). Soit 

f~ : fC ~ ~ (bV × [O,i]) X D t 

une trivialisation du fibr~ fC sur D t , dont la fibre en 

tit~ ~V = ~(f-l(y)) ~..~ ~V X [i} . Soit C = fC n B et 

: C ~ >  (bV X [0 ,  I [ )  X D 
t 

induit par f~ On garde les notations de 3.1.8.2. 

Soient R la relation d'~quivalence sur 

x = y ou p(x), p(y) E C et ~(p(x)), ~(p(y)) 

Soient i ~ = B/R , i ~ = B~/R et i ~* = p-l(c)/R 

commutatif 

y E D t induite l'iden- 

ont m@me image dans ~V X [0, i[ . 

• On dispose d'un diagramme 
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] 

B ~ l ; g< ] .g. 
o I I 

Soit 

acycliques sur 

de complexe 

A * une r@solution Vl(D*)-@quivariante de A par des faisceaux 

B* o Par d@finition, la variation se calcule ~ partir du morphisme 

A [o ]  ) i* ]. (A*) 

Puisque A ~) Rq.A et A ~ >Rqt~A , on peut aussi la calculer ~ l'aide dtune 

r~solution @quivariante de A sur I ~* et du morphisme 

A[O] > i* I].(A) 

Via (A) (B), on identifie alors la variation au morphisme compos@ 

RF (V,A) ~) RF (V°,~ ~ RF (i ~*, IO 

(3.1.10.1) IVar 

Rr (1 ~* mOdlC*, ~ RF (V°,A) 
c @ 

o~ O et O sont d~duits de l'inclusion de V ° dans 1 ~* , et o~ Var est 

la variation 3.1o9 pour i ~* et l'action du g@n@rateur positif de ~I(D*) (ce 

groupe agit sur i ~* via son action 1.15; il agit trivialement sur i ~* ). 

Choisissons une connexion V sur B*/D* , compatible g la trivialisation 

de C . Cette connexion trivialise B* et d@finit par passage au quotient 

u : i ~* ) V o Pour T d~fini comme en 3.1o3, le diagramme 
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~ u 
1 ...... > V 

V 

lg ~ u > 

est cormmatatif. L'application u induit des isomorphismes en cohomologie, de sorte 

que (3.1olO) r~sulte de 3.1.10.1 et de la fonctorialit~ de la variation. 

La proposition 3°I. i0 sera cens~e justifier un calcul explicite que nous 

ferons plus tard et o~, comme ici, T sera l'identit~ dans un voisinage de ~V 

On prendra une classe de cohomologie c , repr~sent~e par un courant C , et on 

utilisera que Var(c) est represent@ par le courant TC - C ~ ~ support compact 

dans V ° 

3.1.11. Pour calculer en pratique T , on procgde souvent en deux ~tapes 

(a) On fixe t et d avec t ~ T(d) , on choisit y E D t , et on choisit une 

connexion ~ sur f-l(Sly I) n Bt, d . Cette connexion ~ d~finit un diff~omorphisme 

= f-l(y) n B sur lui-n~me, qui n'est pas n~cessairement l'identit~ T o de V ° t,d 

sur le bord. 

(b) On choisit une trivialisation de ~Bt, d sur D t . L'int~gration de V fournit 

un diff~omorphisme ~0) de ~V avec f-l(e2~i~y) N ~Bt, d , identifi~ ~ ~V par 

la trivialisation. Pour 0 ~ 8 ~ i , ~ e) est un chemin dans Diff(~V) , qui 

relie l'identit~ g ~T 
o 

Le couple (T o , 9) obtenu d~pend des choix arbitraires faits. 

L'ensemble de ces choix ~tant contractile, il n'en d~pend pas g homotopie pr~s. 

Pour T du type 3.1.3, (T, chemin trivial) est un (To, ~) du type consid~r~ ici. 

3.1.12. On sait que Diff(V) ) Diff(~V) est une fibration, de sorte que 

T ----+ (T , trivial) induit une bijection entre 

a) l'ensemble d~diff~omorphismes T : V ---> V avec ~T = Id , ~ isotopic pr~s,avec 
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b) l'ensemble des couples (T O , ~) , T O : V ~> V 

chemins de Id ~ ~T , ~ isotopie pr~s. 

, ~ classe d'homotopie de 

Un couple (T O , 9) calcul4 par (a) (b) ci-dessus d4termine done T 

Concr~tement, on calcule T ~ l'aide de (T o , 9) comme suit: 

(~) On prend un collier [0, i] X 5V ¢ ~ ~ V de bV dans V (avec ~(i, x) = x ), 

et un repr4sentant de ~ tel que ~ : [0, i] > Diff(SV) , prolong4 pour x < 0 

par Id , soit C ~ . Soit, dans le collier, ~(x) = pr I ~-l(x) ( ~ est sans point 

critique, ~ valeurs dans [0, I] , et vaut 1 sur ~V ) . 

(~) On prend T = T en dehors du collier et, dans le collier, 
o 

T(x) = To(~(~(x))-l(x)) 

3.1.13. Voici une variante de 3.1.11(b) pour calculer la classe d'homotopie de 

chemins 9 o Sur chaque rayon arg(z) = e , on choisit une trivialisation du fibr~ 

Bt, d , variant continument avec @ . On identifie (SV) ° = f-l(o)R 5 Bt, d 

5V grace ~ la trivialisation au-dessus du rayon passant par y . Soit 

Y@ : V -- f-l(eie y) R Bt, d d~duit de l'int~gration de ~ .Transportant 

le long des rayons, on obtient un diff4omorphisme de (~V) ° , done de ~V 

lui-mgme. C'est ~e) 

8 ~e 

, sur 

3.2. La formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant). 

3.2.1. Nous nous proposons d'expliciter les r~sultats de 3.1 pour l'application 

n+l 
f = ~ z~ ~ de cn+l dans ¢ . On prend pour 6 la fonction ~Izi 12 et une 

I i 

boSte B = B 
a,b 

[ Zz 2 2 
i I -<a 

Izi 12 _< b 2 

avec 0 < a < b (ce n'est que pour simplifier les notations qu'on prend une bolte 
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ferm~e plutSt qu'une boSte 3.1.2). 

3.2.2. La vari~t~ des cycles @vanescents V admet l'~quation 

(3.2.2.1) 

Ez 2 2 • = a 
I 

~2 IZi 12 _<b 2 

D~composons z = (z.) en parties r@elle et imaginaire: 
i 

pr~c~dentes se r~crivent 

z = x + iy o Les ~quations 

2 2 
(3.2.2.2) x 2 - y = a 

x.y = O 

2 y2 b 2 x + - 

(i.eo xJ. y dans IR n ) 

Prenons sur V le nouveau syst~me de coordonn~es 

b 2 a 2 -1/2 
X = x/Ix I et Y = y(~ -= ) . On a x = X. (a 2 + y2)I/2 et (3.2.2°2) se r4crit 

2 

(3.2.2.3) X 2 = I 

XY = 0 

y2 -< 1 

Ceci identifie V au fibr4 en boules tangent ~ la sphere S n 

3.2.3. L'application 8~ > exp(2TT i@)a identifie ~ au revatement universel de la 

eirconf4rence S de rayon a et centre 0 de ~ . Le fibr4 sur ~ image r4ciproque 
a 

de B est isomorphe ~ R X V . Nous le trivialiserons ~ l'aide de l'isomorphisme 

• de cette v ~---> exp (4 ie)v de V avec la fibre de B en exp(2~ ie)a Soit T O 

trivialisation comme en 3.1.11. En coordonn~es (3.2.2.3), on a T (X,Y) = (-X, -Y) 
o 

3.2.4. Le fibr4 sur le disque D de rayon a , bord du a 

4quation 

I 12 b2 f(z) E D zi = ' a ' 

"fibr4" B , a pour 
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la proiection sur le disque 4tant f . Nous nous proposons de d4crire une trivialisa- 

tion de l ' i m a g e  r ~ c i p r o q u e  de ce f i b r ~  a u - d e s s u s  de chacun des r a y o n s  e 2 ~ i ~ + n  D 
a 

avec 

Au dessus du rayon ~+ n D , en prend pour trivialisation l'iaomorphisme a 

(l~+n D ) × ~V donn~ en coordonn~es (3.2.2.3) sur ~V par a 

z = x+iy 1 > (f(z), X, Y) = (f(z), x/Ixl, y/lyl) 

Au-dessus de (e 2~i@ ~+)n D , on le trivialise par la trivialisation image de la 
a 

prficfidente par multiplication par e ~i9 . Appliquons 3.1.13 et prenons sur ~V 

les coordonnfies (X, Y) 

(3.2.4.1) X 2 = y2 = I, XY = O 

On trouve que, si g~0) transforme (X, Y) en (X@, Y@) , on a 

(3.2.4.2) X e + i Y~ = erri~(x + i Y) (O <- ~ ~ I) 

3.2.5. En r~sum~, la vari~t~ des cycles ~vanescents V est le fibr~ en boules 

tangent & S n . La transformation de monodromie est repr~sent&e par (To, ~) , oO 

T est la diff~rentielle de l'application x I > point antipodique, et o~ ~ est 
o 

le chemin suivant de Id & ~T : par ~e) , on d~place par transport parall&le 
o 

chaque vecteur tangent unitaire le long de la geod~sique qu'il engendre d'une 

longueur + ~ e (le + signifie: "dans le sens vers lequel pointe le vecteur"). 

Pour 0 = 1 , on arrive au veeteur antipodique. 

Par 3.1.13,on obtient la description suivante de T : soit @ une appli- 

cation C = [O,I] ~ [O,i] , valant O pros de O et 1 pros de i . T consiste 

& d~placer u , le long de la geoddsique qu'il engendre, d'une longueur 

- ~(l-g~lu I) (prOs de lul = 1 , c'est l'identit~, pros de lul = 0 , c'est 

l'application antipodique). 

3.2.7. Soient W une vari~t~ diff~rentiable de dimension x et p : T(W) ~W 

son fibr~ tangent (vu comme une varietY). 
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Si (Xl,...,x n) est un syst~me de coordonn6es locales sur W , 

(Xl,...,Xn, dx I .... ,dx n) est un syst~me de coordonn6es locales sur T(W) . Soit e' 

l'orientation de T(W) d6finie pal ce systgme de eoordonn6es, elle ne d6pend pas 

du choix des x. ,donc est globalement d6finie. Supposons W orientable. La 
I 

sous-vari6t~ W ~T(W) (section 0), munie d'une orientation (resp. d'une orientation 

de son fibr6 normal)~d6finit un ~l~ment w de Hd(T(W)) (resp. Hd(T(W))c )" On salt 

que la self-intersection de W cT(W) est la caract6ristique d'Euler-Poinnar~ 

w Aw = X(~') 

(pour l'orientation e' )o 

Dans le cas de la vari~t6 des cycles 6vanescents V , la structure eomplexe 

de V d~finit une orientation e . Elle est li6e g l'orientation ¢' du fibr~ 

tangent g S n par 
n(n-l) 

= (_1)--2-- ~, 

3.2.8. Le cycle 6vanescent 6 est bien d~fini au signe pr~s. Pour n # 0 , c'est 

l'~16ment de Hn(v °) d6fini par la sous-vari6t6 S n CV ° . Pour n = O , V est 
c 

r6duit A deux points et c'est la diff6rence de ces deux points. Pour l'orientation 

complexe de V , on a par 3.2.7 

n(n-l) 

(3.2.8.1) (6, 6) = (-I) 2 (I + (-i) n) 

3.2.9. Posons ~i(v°) = Ker (Hi(V °) Tr ~ ~) (c'est H i pour i # 2n) 
c e c 

On a alors 

~i(v°) = O pour i # n 
c 

~n(v°) =~ , engendr6 par 
c 

Dualement, on a 

~i(v) = 0 pour 

~n(v ) ( ~ 6) > 2Z 

i #n 
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Pour n # 0 , l'image de 6 E Hn(V °) dans Hn(v) 
c 

pair, et divisible par deux (et pas plus) pour n pair. 

est nulle pour n im- 

3.2.10. Calculons la variation 

Var : ~n(v) > Hn(v °) 
c 

Nous utiliserons d'abord l'orientation c' , et supposerons que n # 0 . Soit 

une orientation du fibr~ tangent ~ S n et soit 6 C Hn(v °) d~fini par 
c 

S n cV O et l'orientation ~ de son fibr~ normal. Le cocycle 6' E Hn(v) tel que 

(6' 6) = I est repr~sent~ par une fibre de la fibration de V ° sur S n ; le fibr~ 

normal g cette fibr~ est le fibr~ constant, de valeur l'espace tangent en un point 

de S n , et est muni de l'orientation 

On notera que cette assertion ne d~pend pas de la convention de signe 

choisie pour d~finir l'application 

(sous-vari~t~ + orientation du fibr~ normal) ----> cohomologie 

(changer de convention change 6 en -6 et 6' en -6' ). Elle est valable si 

Tr : H2n(v, ~) > ~ est d@fini comme suit: 
c 

(6) ~ gtant une r~solution molle de IR 

un isomorphisme Hi(I~c(V , ~)) = HI(V, ~) 

($) Tr est l'intggration. 

T(6') coincide avec 6' dans un voisinage de ~V , de sorte que 

Var(6') = T(6') - 6' est ~ support compact dans V ° . On a 

T(6') - 6' ~ -6 , d'o~ 

Var(6') = -(6'6). 6 

, l~c(~) repr~sente Rr(V, ~) , d'o~ 

(on n'utilise pas le cobord it~r~); 

Voici le dessin pour n i On dessine le fibr~ tangent ~ S I = . en 

faisant pointer vers l'ext~rieur les vecteurs pointant dans le sens trigonom~trique 

choisi pour orienter S I 
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6, 6' et 
Var(6') 

1 

Pour l'orientation e , on a donc 

Var(x) = - e/e' (x6) 6 

Th~or~me 3.2.11. Le groupe ~n(v°) est isomorphe g ~ engendr~ par le cycle 
C 

~vanescent 6 . Le $roupe ~n(v) est aussi isomorphe g ~ , et dual du groupe 

precedent. Les autres ~i(v°) et ~i(v) sont nuls. 
C 

La variation est donn4e par 

n(n-l) 
Var(x) = - (-I) Z (x6)6 , et 

n ( n - i )  
(6,  6) = ( - i )  - - - z - -  ( l + ( - i )  n) 

Selon la congruence de n mod 4 , on a la table suivante 

n rood 4 0 I 2 3 

( 6, 6) 2 0 -2 0 

Var(x) = +(x6) 6 - + + 

T(6) = (-l)n+l 6 -6 6 -6 6 

A titre de contrSle, on note qu'on a bien 

T(6) = 6 + Var(6) 
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4. Cohomolo$ie de De Rham 

4.1. Soient D un disque analytique complexe, O C D , D{~ = D -{O} et 

un rev~tement universel de D ~ . Soient X un espace analytique, f : X ~ D 

morphisme et le diagramme (1.2.7.1) 

(4.1.1) 

X ~ 
o 

,I 
X 
0 

i 

i 
> x < 

] = ~ 

p' 

~ X{~ 

un 

On suppose que X @ = X - X est non singulier (= lisse). Son rev~tement 
O 

X~ est donc lisse, on note ['~ le complexe de De Rham des faisceaux de formes 

diff6rentielles holomorphes sur ~ . C'est une r~solution du faisceau constant 

(lermne de Poincar~ holomorphe), d'o~ une fl&che 

(4.1.2) ]~ f)~ > R]~ ¢ 

dans D+(X, ¢) 

Proposition 4.2. Le morphisme (4. h2) est un isomorphisme. 

II est clair que 4.1ol est un quasi-isomorphisme en tout point de 

X~ c~ . II suffit donc de montrer que tout point x C X a un syst~me fondamental 
O 

de voisinages U dans X tels que 

H q ( ] - I ( u ) ,  f~P) = 0 p o u r  q > 0 

Pour V parcourant un syst~me ~ondamental de x dans X , les p-l(v) 

forment un syst~me fondamental de voisinages de x dans X . En particulier, les 

p-l(v) pour V un voisinage de Stein de x dans X forment un syst~me fondamental 

de voisinages de X . Pour V de Stein, V-X est encore de Stein (car X n V 
o o 

est d6fini par une gquation dans V ), ainsi que son rev~tement p'-I(v-x o) ]-lp-l(v). 
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Pour tout faiseeau coherent ~ sur X~ 

Hq(]-i p-l(v), 89 = 0 

ce qui ach~ve la d~monstration. 

, on a done 

pour q > 0 

Corollaire 4.3. 

(4.3.1) 

L'isomorphisme (4.]~.2) induit un isomorphisme 

i ~ ]~ ~ ~ > R~(¢) 

Variante 4.4. Soit 

dimension finie sur 

V 

(4.4.1) 

dromie. 

V un faisceau loealement constant de vectoriels complexes de 

X ~ (un syst~me local complexe). Le quasi-isomorphisme 

~X~(V) (lemme de Poincar~) induit un quasi-isomorphisme 

i ~ ]~  ~ (p'~*v) - , ' ~  > R~(v) 

Nous nous proposons de montrer que 4.3.1 reste vrai lorsqu'on remplace 

par un sous-eomplexe d~fini par des conditions de croissance et de mono- 

4.5. Soient f : X ~ ~ D ~ un espace topologique sur D ~ , F un faisceau de 

f°@D~-modules sur X ~ et F son image r~ciproque sur X~ = X ~ ~ D ~ 

Soit z : D c > ¢ un plongement holomorphe de D dans ¢ , avec 

z(O) = 0 . Par la suite, nous aurons toujours le droit de r~tr~eir D ; pour un 

disque assez petit, l'existence de z est une trivialit~o On suppose choisie sur ~ 

une fonction log z tel que 

z ~ = exp(~ log z) 

Le groupe ~I(D ~+) 

e x p ( l o g  z )  = z , e t  o n  p o s e  

(6 E 5) 

agit (par transport de structure) sur H°(~% #) 

Un ~l~ment f E H°(X ~, F) est de d~termination finie si l'ensemble de ses trans- 

form, s sous ~I(D ~) engendre un espace veetoriel V(F) de dimension finie sur 

Soit T le g6n~rateur positif de TrI(D~) , Pour que f soit de d~termination finie, 
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il faut et il suffit qu'il existe un polyn8me P E ¢[X] , non nul, tel que 

P(T)(f) = O . Le polyn8me P de plus petit degr~ tel que P(T)(f) = 0 est alors 

le polynOme minimal, ~gal au polynSme caract~ristique, de T agissant sur V(f) 

On dit que f est de d~termination finie unipotente s'il existe A tel que 

- -(T-I) A f = 0 

Sur l'espace de ces sections, on d~finit N = log T 
2~i 

N(f) - -i E (l-T)-------~n f 
2~i n 

n> O 

Pour f 

(resp. 

par la somme finie 

(resp. g ) une section de d4termination finie unipotente de H°(D ~, @) 

HO(i ~, F) ), on a 

N(f g) = N(f).g + f. N(g) 

(le logarithme d'un autmorphisme est une d4rivation). 

et B >0 

On dit que f est de d~termination finie quasi-unipotente 

avec 

(T B- i) A f = 0 

s'il existe 

Examples 4.6. (pour X = D ~ , F = @) 

(T - exp(2~i~)~ +I (z~(log z) k) = 0 

N(log z) = 1 

N(to~ z) k) = (logz) k-1 
k! (k-l)! 

(0 pour k = O) . 

Proposition 4.7. 

il faut et il suffit qu'elle puisse s'~crire 

(4.7.1) f = ~ z~(log z) k 
~,k f~,k k! ' 

avec 0 ~ ~(~) < 1 , k C ~ , et les f~,k E H°(X ~, F) presque tous nuls. Pour 

de ddtermination finie~ la d4composition (4.7.1) est unique. 

Pour qu'une section f E H°(X@, F) soit de d~termination finie, 
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D'apr~s 4.6, toute section (4.7.1) est de d~termination finie. Soit r~ci- 

proquement f de d6termination finie: P(T) (f) = 0 . Posons 

P(X) = R (X-~) n ' ( $ )  = ~ (X-exp (2WiCt)) n ( ~ )  
~ ¢ 0 < ~CO < 1 

avec n(~) = n'(exp(2~i~)) presque toujours nul. D6composant le ¢[X]-module V(f) 

en composante isotypique, on trouve que f admet une et une seule d~composition 

f = Zf' , avec 

(T-exp(2Ni~)) n(~) f' = 0 

Pour Q~ E ¢[X] un polynSme congru g i mod(X- exp(2~i~)) n(~) et g 0 

mod (X - exp(2rTi~')) n(~') pour 6' ~ ~ , on a f'~ = Q~(T) (f) . Posons 

= z -C~ f, = z -c~ (4.7.2) fct cl Q (T) (f) 

Puisque T(z -~ f&) = exp(-2~i~) z -~ T(f&) , on a 

(T-I) n(~) f = 0 

Si f = Z f~,k (io$ z) k , avec f~,k 6 H°(X ~, F) , on a alors par 
k~ 

4.6 et l'identit4 E (-I) j (~) = 60, k 

(4.7.3) = E (-i) j (Io8 z) j N j+k f 
f~,k j~ O " j! ¢ ' 

d'oO l'unicit~. Si r6ciproquement f est une section de d6termination finie uni- 

potente, f~,k d4fini par (4o7.3~ est nul pour k grand (car N k f = 0 pour k 

grand) et est invariant sous T , donc s'identifie ~ une section de F sur X ~ 

Montrons, ce qui revient au m~me, que N fa, k = 0 : on applique ~ Nkf i'identit4 

N E (-I) j (log z) j N j = ~ (-i) j (Io$ z) j-I N j ÷ E (-i) j (Io$ z) j N j+l = 0 
j>- 0 j! j>O (j-l)! j>- 0 j! 
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On a enfin 

fg, k (io$ z) k = E (-i) j (lo 5 z) j+k N j+k fg 
k~ 0 k! j,k~ 0 j! k! 

= ~ (Z (-l)J(~)) (io$ z) n N n f = f 

n~ 0 J n! ~ 

ce qui prouve 4.7. 

Remarque 4.8.1. La condition ~&) E [0, i[ de 4.7 peut se remplacer par & E C 

pour C n'importe quel domaine fondamental pour ¢ ~ ~/ ~ . 

Remarque 4.8.2. Soit f de d~termination finie et sa d~composition (4.7.1). 

Pour O ~ ~(&) < 1 , et & tel qu'un f&,k # 0 , soit m(&) = I+ sup[klf~, k # O} . 

Si tousles f~,k sont nuls, posons m(&) = O . Le polynSme caract~ristique de T 

agissant sur V(f) est 

Pc(T, V(f)) = ~ (X - exp(2~i&)) m(&) 

En particulier, f est de d~termination finie quasi-unipotente si et seulement si 

dans (4.7.1), on peut restreindre ~ ~ ~tre dans 

4.9. Revenons aux hypotheses plus restrictives de 4.1 et soit F un faisceau co- 

herent sur X dont la restriction ~ X ~ soit localement libreo 

Proposition 4.10. Soit f une section de d~termination finie de l'imase rdciproque 

de F sur X~ o Pour que f soit ~ croissance mod~r~e le lon$ de X ° , il faut 

et il s u f f i t  que l e s  f ~ , k  de l a  d~compos i t ion  ( 4 . 7 . 1 )  s o i e n t  mfiromorphe l e  lon$  

de X 
~ o 

Pour la d~finition de "~ croissance mod6r~e", je renvoie ~ [ I ] 2.10. 

Ii est clair sur (4.7.1), (4.7.2), (4.7.3) que f est ~ croissance mod~r~e si et 

seulement si les f&,k le sont~ pour des sections de F sur X ~ , on sait 
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~f 
que ~ croissance mod4rde le long de X " 4quivaut 5 "m4romorphe le long de X "o 

o o 

Pour X = D et F = @ , 4.10 ale corollaire 414mentaire suivant. 

Corollaire 4.11. Soient K le corps de germes en O de fonctions mgromorphes sur 

D , e t K m (resp. K TM K mqu ) la K-alg~bre des sermes en O de fonctions holo- 

morphes sur ~ , g croissance mod4r4e en 0 et de d4termination finie (resp. de 

d~termination finie unipotente~ resp. qua si-unipotente). Alors, K m , K TM , K mqu 

admettent sur K les bases suivantes 

K m les z~(log z) k 

K TM les (log z) k 

K muq les z~(log z) k 

(0 <-~) < I , k E ~) 

(~ E ~, O -< ~ < I, k E lq) 

SouS les hypotheses de 4.9, notons ~(F) (resp. ~m~U(F) , resp. 

~muq(F) ) le sous-faisceau de [~]~(F) form4 des sections de F au voisinage des 

points de X ° qui soient g croissance modfrfe le long de X ° et de d~termination 

finie (resp. finie unipotente, resp. finie quasi-unipotente). Soit Fmc j~ jw F le 

faisceau sur X des sections de j~j~F m4romorphes le long de X ° . La proposition 

4.10 ale corollaire suivant, indfpendant des choix arbitraires de z et log z 

Corollaire 4.12. Les morphismes naturels 

(i) K m % i ~ F m ....... > ~;(F) , 

(ii) K TM ~ i ~ F m > ~mu'F) 

.?muq (iii) K muq ~ i ~ F m ..... > ~ (F) 

sont des isomorphismes. 

Le r4sultat principal de ce paragraphe est le suivant. 

Th4or~me 4.13. Le morphisme naturel~ induit par 4o3.1, 

(4.13.1) f_nqu (R?)  > R~(¢) 
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est un isomorphisme dans D+(Xo , ¢) 

Nous prouverons en fait des r~sultats plus g~n~raux (4.15 ) (4.17. ) 

dont l'~nonc@ requiert quelques pr~liminaires que le lecteur int~ress~ seulement 

par 4.13 pourra se dispenser de lireo 

4.14. Soit V un faisceau localement constant de ¢-vectoriels de dimension finie 

sur X ~ (un systgme local). Soit ~ = V ®¢ @ le ~-module loealement libre correspon- 

dant et V la connexion int~grable sur ~ pour laquelle les sections locales de V 

soit horizontaleo On sait que ~ admet un prolongement ~ en un faisceau coherent 

sur X , tel que la connexion ~ soit r~guli~re le long de X ° relativement 

ce prolongement. On sait aussi que deux tels prolongements sont mgromorphiquement 

~quivalents ([i] II 5.7); le faisceau ~(D~ , (et ses variantes ~mu , ~mqu) , ne 

d~pend donc pas du ~ choisi; on !e note ~(~) . On d~finit de m~me 

~(~(V)) = ~(~ ® D ) , et ses variantes ~nu , ~qu 

Proposition 4o15. Le morphisme naturel~ induit par (4.4.1) 

(4015oi) ~(~(v)) > R~(V) 

est un isomorphisme dans D+(Xo , ¢) 

4.16. On dit que V comme en 4o14 est unipotent (resp. quasi-unipotent ) le 

long de X ° si, pour tout morphisme u du disque standard D O dans X , ave¢ 

u-l(Xo ) = [0] , la transformation de monodromie du syst~me local u~ sur D ~O 

unipotente (respo quasi-unipotente). 

est 

Proposition 4.17. S i V est quasi-unipotent, le morphisme naturel induit par 

(4~4. I) 

(4.17ol) ~qu(~(V) ) > R~(V) 

est un isomorphisme darts D+(Xo , ¢) 
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Le th~or~me 4.13 est le cas particulier de 4.17 oO V = 

4.18. Nous traiterons d'abord le cas o~ X est lisse et oO (Xo)re d est un divi- 

seur ~ croisements normaux dans X . Les th4or~mes 4tant locaux, on peut supposer 
d 

que f est l'application f(z) = ~ z. ni , (O < d ~e, n. >O ) de X = D e 
-- I l l 

dans D , oO D d~signe cette fois le disque standard D = [z E ¢I I zl < I} , et 

il suffit de prouver que la fibre en O E D e de (4.15.1) (resp. 4, 17.1) est un 

quasi-isomorphisme. 

Soit U un voisinage de 0 dans D e de la forme Izi i < a (0 < a ~ i). 

On d4finit Uo , ~ , U e, ~e en prenant l'image r4ciproque de U dans 4.1.1. La 

cohomologie de U W ou UW est ind4pendante de a , de sorte que 

H~(U ~, V) ~ "~ (R~ ~](V)) ° 

Le groupe fondamental ~d de X ~ = (D~) d X D e-d (4gal g celui de U e ) 

4tant ab41ien, V admet une filtration finie de quotients successifs des syst~mes 

locaux de rang un. Par d4vissage, nous pouvons donc supposer V de rang un. 

Pour b~ comme en 4.14, nous noterons j e e(V) le sous-complexe de 

Je ~(V) de composantes les (~ ® b~) m . D'apr~s [I] Ii 6.4.1 et 6.8~ l'appli- 

cation naturelle d4duite du quasi-isomorphisme V ~ > f~xe(V) (lemme de Poincar~ 

holomorphe), 

.m ~(V) ~ Rje V (4.18ol) j~ 

est un quasi-isomorphisme. On a 

.m n%e(V) ) ) _ ~ > (Rej~ V) ( ~ He(U, V) (4.18.2) H ((J~ o o 

Ceci sera le seul ingr4dient analytique de cette partie 4.18 de la d4monstration. 

Lemme 4.18.3. Pour V de ran$ un~ on a 

(i) pour V non trivial : H~(U ~, V) = O 
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(ii) pour V = ~_ : H~(U *, V) = ~ ~d 

HI(u ~, ~) 

En effet, U ~ ale type d'homotopie d'un tore. 

Soit ~ le g~n~rateur de HI(D ~, ~) , et son image r~ciproque dans 

Lemme 4.18.4. Pour V de ran$ un~ l'application naturelle 

.m ~ . x ~ ( v )  ) ) H~(U~, ¢) (4.~8. f)~ H ((j~ o 

identifie H#(~u(f~x~(V)) o) "_a H~(U ~'~, V)/~] H~(U ~, V) 

Utilisons 4.12 (ii), et l'identit~ 

~ ( x~(V))o s'identifie au complexe simple 

au complexe double K de composantes 

dz i 
d l o g  f = ~ n .  - -  . L e  c o m p l e x e  

1 z .  
1 

_~ K associ~ (en prenant des sommes) 

K-P,n+p (los f)p (.m = . j~ ~nx~(V)) o 
p~ 

Ce complexe est dans un mauvais quadrant 

est limite inductive des sous-complexe 

= O KPq ' (~ %~ Po K)n p+q=n 

P~ Po 

et cela suffit ~ justifier l'argument ci-dessous. 

(p s 0, q e O, p+q e 0); toutefois, 

(K) de composantes 
Op~ Po 

La suite spectrale de la filtration par le premier degr~ s'~crit 

E[ p'n+p = Hn(u ~, V) ( p  ~ O) 

avec d I = 2gi~] A : Hn(u ~, V) >Hn+I(u *~, V) 

K 

Si V est non trivial, E 1 = 0 par 4.18.3 et 4.18.4 se r~duit g 0 = 0 

Supposons que V = ! . Les (El, d I) sont alors des complexes de Koszul, ~ventuelle- 

ment tronqu~s, de sorte que (acyclicit@ du complexe de Koszul) 
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Pq = 0 pour p # 0 E 2 

On = Hn(u *, V)/~ Hn-I(u *, V) 
E 2 

ce qui v@rifie 4.18.4. 

Pour ~ E ¢~ , notons V$ le syst~me local de rang un sur D* , d'image 

r~ciproque sur D* trivialis@e, et de monodromie $ . Notons encore V~ son image 

r4ciproque sur U ~ . Sur U* , l'image r~ciproque de V ® V~ est canoniquement 

isomorphe & V 

Lemme 4.18.5o Pour V de ran$ un~ l'application 

0 H*(U*, V @ V~)/~ t[~'(U "~', V ® V~) > H'~(O ~'', V) 

est bijective0 

Soit k le pgcd des n~ . L'espace U~'~ ~ k composantes connexes, 
l 

param4tr@e par les racines k i~mes de l'unit@: sur celle, U~ , d'indice ~ , 

l'image r@ciproque de la fonction z I/k ~ sur co'incide avec l'image r4eiproque de 
d n./k 

l U* -~ la fonetion ~ : ~ z. sur . La composante U ale type d'homotopie d'un 
1 l 

tore, et la suite 

0 ) ~i(0~) " ) ~I(U*)-----) ~I(D*) 

est exaete. Notons ~ : ~d ~ l'application ~I(U ~) ~ ~I(D ~) 

non trivialement sur V , les deux membres de 4o18.4 sont nuls. 

V par un V ® V~ , on peut supposer que V est trivial, soit 

en cohomologie complexe 

• Si Ker(~) agit 

Sinon, rempla~ant 

V = ¢ . On a alors 

H°(U ~'') ® H*(U*)/I] H*(U*) ~ -~ H*(I] ~c') 

et on conclut en notant que V~ est trivial sur U ~ si ~8 k = I 

O H°(u ~, v~) =O ~ ~ > H°(~*, ~) , 
~k=l ~k=l 

,que 
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et que, pour ~k # I , H~(U W, V$) = 0 

Remarque 4.18.6. Si V est quasi-unipotent, on peut dans 4.18.5 remplacer la 

sormnation sur ~ par une soft, nation sur les racines de l'unit6: la preuve est la 

m~me. 

Appliquant 4.12, on trouve un diagramme cormnutatif 

* * I[ 
$ H~(U~,V®V$)/?] H~"(U ~, V® V$)) 

4.18.5 

H ~ R~'(V) ( ~ H~(~U ~, V) , 
o 

dont 4.15 r4sulte. On obtient 4.17 en y remplagant ~{m par ~mqu , la sommation 

sur ~ par une sommation sur les racines de l'unit4 et 4.18.5 par 4o18.6. 

4.19. D~duisons 4.15 et 4.17 du cas particulier 4.18. Soit u : Y > X une r4so- 

lution de (X, X o) , c'est-~-dire un morphisme propre, induisant un isomorphisme 

Y~ ~ > X W , tel que Y soit lisse et que (Yo)red soit un d iviseur ~ croisements 

normaux de Y . Si V est quasi-unipotent le long de X , son image r4ciproque 
o 

u~ est quasi-unipotente le long de Y 
o 

Pour tout faisceau coh4rent F sur X , notons F m °m .~ ou 3~ 3 F le 

sous-faisceau de j~ j~ F form~ des sections m4romorphe, si f est l'4quation de 

°m 
X o , 3-~-J~ F est la limite inductive du syst~me inductif 

(4.19.1) F f > F f > F > ...... 

Le lemme suivant est prouv4 dans [2]. 

Lemme 4.19.2. Pour tout faisceau coh4rent 

F m ~ > u~(u ~ F) m 

e__tt R i u~ (u ~ F) m = O pour i > O 

F sur X , on a 
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D'apr&s le th@or&me de Grauert, les Rlu. u* F sont des faisceaux coh@rents. 

Les noyaux et conoyaux de F ----->u. u* F , et les R~u.F (i > O) sont nuls en 

dehors de X ° , done loealement annul@s par une puissance de f . Puisque u est 

i 
propre, R u. cormnute aux limites inductives filtrantes, en particulier & la limite 

inductive (4.19.1), et (4.19.2) en r@sulte, 

De 4.19.2 et 4.12 on d@duit que, sous les hypoth&ses de loc. cir. et 

d~signant encore par u l'application de Y dans X induite par u , on a: 
O O 

Lemme 4.19.3. Les morphismes 

ym(F)~ ) u. "~(u* F) > Ru. ~(u* F) 

sont des isomorphismeSo 

i ~m~ @ 
Que la seconde fl~che soit un isomorphisme signifie que R u~ [u F) = 0 

pour i > 0 . Ceci r~sulte de 4.12 et de Rlu.(i'u * F m) = O pour i > 0 , qui 

r~sulte de Rlu.(u * F m) = O pour i > 0 et du th@or~me de changement de base pour 

le morphisme propre u 

Pour prouver 4.15, il reste ~ contempler le diagramme commutatif 

~m( ~(V)) u~(%~(u'V)) (4.19.3) > Ru~'f m ff~y~(U'V) 
(4.19.3) 

(4.18) 

(i.3. i; XIII 2.1.7,1) 
R~(V) ~ Ru~ R~(u ~ V) 

On proc~de de m~me pour 4.17, en remplagant partout ~n par ~mqu 

R emarque 4°20. Le th~or~me 4.13 fournit une incarnation du th~or~me de monodromie 

au niveau des complexes. 
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§I Singularitgs quadratiques ordinaires (formes canoniques) 

Dans ce §, on reprend les rfisultats de VI 6, en adoptant un point de vue 

"hensfilien" plutOt que "formel". On donne des singularitfis quadratiques ordinaires et 

de leurs d~formations des formes canoniques, sous lesquelles elles se mettent locale- 

ment pour la topologie fitale. 

Les rfisultats sont cons~quence facile de VI 6, du thgor~me des fonctions 

implicites (sous la forme de Tougeron) et du th~or~me de R. Elkik sur les modules 

hensfiliens versels de singularit~s isol~es. Lors du sfiminaire oral, on ne disposait 

pas encore de ce dernier; un thfior~me plus faible, ne couvrant que le cas (qui nous 

suffisait) des intersections complbtes, avait ~tfi dfimontrfi et ne sera pas publig. 

I.I. Rappels 

i.I.I Soit f : X ~ S un morphisme, X pouvant localement ~tre d~crit par p 

~quations dans l'espace affine relatif A~ 4p de dimension n+p sur S • L'id~al 

n A~4p jacobien J (X/S) a ~t~ d~fini en VI 5. Si X est le sous-schfima de dfifini 

par les fiquations f. = 0 (i < i £ p) , c'est le faisceau d'idfiaux engendrfi par les 
i 

mineurs p X p de la matrice jacobienne (~fi/~xj) . Le th~orbme suivant est bien 

eonnu. Un cas particulier de son analogue formel est dfimontr~ dans Bourbaki Alg. Comm. 

III §4, n ° 6, cor. 3 au Th. 2; l'analogue C = est dgmontr~ dans Tougeron (idfiaux de 

fonctions differentiables - Th~se - mai 1967 - Rennes); le cas considgr~ iciest 

trait~ dans Artin, Algebraic approximation of structur~over complete local rings, 

Publ. Math. IRES 36 (Zariski's volume) lemme 5.10• 

1.1.2 Th~or~me (Tougeron-Artin). Soient S le spectre d'un anneau local hens~lien 

A , f : X ~ S un morphisme comme en i.I.i., a et I deux id~aux de A distincts 

de A , et 6' un faisceau d'id~aux de X contenu dans jn(x/s) . On suppose I 

de type fini. Soit s une section de f au-dessus de S/I : s C X(A/I) . Notons 

s¢~6 '2 l'id~al de A image r~ciproque dans A de l'id~al s~6 '2 de A/I 

S j_i (s~8'2)°a ~ I , alors, il existe une section s I de f : s I E X(A) 
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congrue ~ s modulo (s~6').a 

1.1.3. Soit S le spectre d'un anneau local hens~lien, de point ferm~ 

X' un schema de type fini sur k(s) , lisse en dehors d'un point ferm~ 
o 

l'hens~lis~ de X~ u en x O . Nous nous int~ressons aux syst~mes X o 

s . Soient 

x , et 
o 

X • > X 

1 ° 1 
s c > T > S 

du type suivant 

(a) T est local hens61ien essentiellement de pr6sentation finie sur S(I 0.0.5); le 

morphisme T ~ S est local et induit un isomorphisme sur les corps r6siduels; 

(b) X est local hens61ien plat et essentiellement de pr6sentation finie sur T ; 

(c) la fibre sp6ciale de X/T est munie d'un k(s) - isomorphisme avec X 
o 

Ce sont les S-d~formations hens~liennes de X ° . Un morphisme de (X,T) 

dans (X',T') est un diagramme commutatif de S-sch6mas 

X ...... ~ X ~ 

T >T' 

induisant l'identit~ de 
o 

est dite verselle (minimally versal) si 

(a) Pour tout morphisme X"/T" > X'/T' 

l'application 

~om(X'/T' , X/T) 

X par passage aux fibres sp~ciales.Une d~formation X/T 

, tel que T" ~ T' soit un plongement fermi, 

> Hom(X"/T" , X/T) 

est surjective. En particulier (faire X"/T" = X /s) , Hom(X'/T', X/T) # 
o 

(b) Pour T' = Spec(k(s)[~/(c2)) , l'application "image r~ciproque" : Hom(T',T) 

(classes d'isomorphie de d~formations de X o sur T') est bijective. 

1 6 7  



- 4 - XV 

I.I.4. Th4or~me (R. Elkik). 11 existe une S-d4formation hens41ienne verselle de 

X ° (et une seule ~ isomorphisme non unique pros). Si S est noeth4rien, pour que 

X/T en soit une, il faut et il suffit X induise sur le compl6t4 T ~ d__ee T une 

S-d4formation formelle verselle de X ° (minimally formal versal deformation, VI 1.9 

et Vl 4). 

Pour la d~monstration de ce th~or~me d~licat, on renvoie ~ R. Elkik (s~mi- 

naire de I'ENS, 1971/72). 

1,2.  Singularit~s quadratiques ordinaires 

Soit y un point ferm~ d'un schema Y de type fini sur un corps k de 

caract~ristique p , et soit n la dimension de Y en y 

D~finition 1.2.1 (= VI 6.6) 

(i) Pour k al$~briquement clos, on dit qu e y est un point quadratique ordinaire 

d__ee y si le compl~t~ @y,y de l'anneau local de Y e n y est isomorphe au quo- 

tient de k[[x I .... Xn+l] ] par l'id~al engendr~ par une seule s~rie formelle f , qui 

s'~crive 

(4.2.1) f(~) = Q(~) = + termes d'ordre > 2 

avec Q(~) une forme ~uadrati~ue o rdinaire. 

(ii) S i k est une cloture alg~brique de k , on dit que y est un point quadra- 

tique ordinaire de Y si les points de Y = Y ®k ~ au-dessus de y sont des points 

quadratiques ordinaires de 

1.2.2. Si dans cette d~finition on remplace "forme quadratique ordinaire" par 

"forme quadratique non d~g~n~r~e", on obtient la notion de point quadratique non d~- 

g~n~r~ (VI 6.O). Pour que y soit un point quadratique non d~g~n~r~ de Y , il 

faut et il suffit qu'il soit un point quadratique ordinaire et que soit p # 2 , 
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soit n est impair. 

Exemple 1.2.3. Soit Q(X) une forme quadratique non d~g~n~r~e ~ n+l variables sur 

n+l d'~quation Q = 0 Alors, l'origine k . Soit Yo le cone quadratique dans ~k " ' 

qu'on notera Yo , est un point quadratique non d~g~n~r~ de Yo 

Exemple 1.2.4. Supposons que p = 2 et que n = 2m . Soit a E k , et soit Q 

un polynOme 

Q(X) = (X~ - a) + ~ a..x.x. 
- o<i~j~2m lj i j 

On suppose que la forme quadrique ~ 2m variables Z est non d~g~n~r~e 
O<i~jaijxixj 

n+l de coordonn~es (~a,O, ,0) Alors, et on d~signe par Yo le point ferm~ de ~k . . . .  

Yo est un point quadratique ordinaire du sous-sch~ma Yo de E~ +I d'dquation Q = O. 

Exemple 1.2.5. Soit k' une extension finie s~parable de k et soit Yo un 

k'-sch~ma du type consid~r~ en 1.2.3 (resp. 1.2.4). Si l'on regarde le schema Y o 

comme un k-schema, alors Yo est un point quadratique non d~g~n~r~ (resp. ordinaire) 

de Y . L'extension k' de k s'identifie ~ la plus grande sous-extension s~pa- 
o 

rable de k(y ° 

Th~or~me 1.2.6 Supposons que y soit un point quadratique ordinaire du k-schema 

Y , et soit k' la plus grande sous-extension s~parable de k(y) . II existe alors 

k'-sch~ma Yo ~E~ ~I du type I~2.3. ou 1.2.4., et un k-isomorphisme ~ entre n 

l'hens~lis~ Y(y) de y e__n y et l'hens~lis~ Yo(Yo) de Yo e__n Yo 

Notons tout d'abord qu'il existe un voisinage ~tale 

qui soit un 

Y' de y dans Y 

k'-sch~ma. Le schema Y(y) est en effet canoniquement un k'-sch~ma. 
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Rempla9ant (k,Y,y) par (k',Y',y) , ceci nous ram~ne au cas o~ k = k' , ie~ au 

cas o~ k(y) est radiciel sur k 

~/k ) est de dimension n+l il suffit de le v4ri- Le k(y)-veetoriel ( Y 

fier apr~s extension des sc~laires de k(y) ~ sa cloture alg4brique, et apr~s com- 

pl4tion en y ; c'est alors 4vident. Un voisinage de y dans Y est donc un sous- 

schema d'un k-schema lisse Z de dimension n+l . De plus, quitte ~ remplacer Y 

et Z par des voisinages convenables de y , on a que l'id4al de @Z qui d4finit 

Y est principal (m~me chanson que plus haut), d4fini par une 4quation f 

Lemme 1.2.7. Supposons que y soit un point quadratique non d4g4n4r4 de Y 

n 
k(y) soit radiciel sur k . Alors, au voisinase de y ' JY/k (I.I.I) est 

monog~ne, concentr4 en y et de rang 1 sur k . En particulier k(y) = k 

et que 

11 suffit de prouver la premiere assertion apr~s passage ~ la cloture alg4- 

brique de k , et apr~s compl~tion en y . Elle est alors ~vidente par calcul direct: 

avec les notations de 1.2.1, il r4sulte de Nakayama que les 5f/~x i (afortiori f 

et les ~f/Sx i) engendrent l'id4al maximal. 

Prouvons 1.2.6 pour y non d4g4n4r4. Nous pouvons supposer et supposerons 

que k(y) = k , que Y est d4fini par une 4quation f dans un schema lisse Z , et 

n+l 
(un "syst~me de qu'il existe un morphisme 4tale x : Z ---->~ k de Z dans E +I 

coordonn4es locales x.") qui envoye y sur 0 . Ii existe alors une forme quadra- 
i 

tique non d4g4n4r4e ~ n+l variables Q telle que, en y , 

f = Q(x.) + termes d'ordre > 2 
1 

Soit Yo d4fini par Q comme en 4.3. 

Sur Y , le syst~me des x i est une "solution approch~e" de l'~quation 

Q(x i) = 0 : si m est l'id~al qui d~finit y , on a 

Q(x i) E m 3 (sur Y) 
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n+l ~Q 
P u i s q u e  Q e s t  non  d ~ g f i n f i r g e ,  l ' i d f i a l  de E k e n g e n d r f i  p a r  l e s  -~x. e s t  l ' i d f i a l  

1 
n + l  

maximal en O , et l'image r~ciproque de cet ideal par x = (x i) : Y ---->N k est 

m . D'apr~s le th~or~me des fonctions implicites 1.1.2. (appliqu~ avec a = m et 

6 '= J) il existe sur l'hens~lis~ YCy) des fonctions x' , congruents aux x. 
i l 

mod m 2 (le s~6~.a de Ioc. cit.), qui v~rifient Q(x~) = O . Elles fournissen~ 

l'isomorphisme cherch~ entre Y(y) et Yo(Yo) 

Lemme 1.2.8. Supposons que y soit un point quadratique ordinaire d6g6n6r6 

(p = 2, n pair), et que k(y) soit radiciel sur k . Alors~ au voisinage de y , 

T 1 Y/k est monog~ne, concentr~ en y et de rang 2 sur k En articulier soit 

k(y) = k , soit k(y) est isomorphe ~ k(~a) avec a E k , a ~ k 2 

Proc@dons comme en 1.2.7 : avec les notations de 1.2.1, il suffit de v6ri- 

fier que 

di~k(kF[Xl . . . . .  Xn+l]]. / ( f ,>f  ~A~V.)))  = 2 
1 

Dans un syst~me de coordonn~es convenable x ° , Xl,...,X2m , la s4rie formelle f 

s'6crit 

m 

f = x~ + ~ x i xi+ m 
I 

+ R (ordre R ~ 3) 

Soient alors n' l'id~al engendr~ par f et les Bf/~x i , n celui engendrd par 

2 
x ° et les xi(i # O) et q l'id~al maximal. Prouvons que n = n' . On a claire- 

ment n' ~ n , et il suffit de v4rifier que n' + nq = n (Nak~yama). Modulo nq , 

2 ~ ~f'/~xi~ ~¢i+m on a f m x O ; modulo nq + (x) , on a xi+ met 5f/ ~ x. (I ~ i ~ m), 
I 

d'o~ l'assertion. 

Sous les hypotheses de 1.2.8, si k = k(y) , on d4signera par a un 

quelconque carr~ dans k 
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Lemme 1.2.9. Soient V un fibr~ vectoriel sur un schema S 

de ~s(V) localement fibre de rang 2 sur S . Alors, T 

une seule droite de ~s(V) 

, et T un sous-sch~ma 

est contenu dans une et 

Le probl~me est local (fppf) sur S ; on peut donc supposer que T/S 

admet une section. Par translation, on peut supposer que T contient la section 0 

Soit n l'id~al de T qui d~finit 0 : n est localement libre de rang un sur S 

Chaque forme lin~aire homog~ne v E V sur ~s(V) d~finit un ~l~ment de n , d'o~ 

un ~pimorphisme de V dans n . Son noyau d~finit la droite cherch~e. 

1.2.10. En particulier, si A est un sous-sch~ma radiciel de rang 2 de l'espace 

~k +I sur un corps k de caract~ristique 2, il existe a C k tel que, a f fine dans 

un syst~me de coordonn~es affines convenables, A ait pour ~quations 

2 
x ° - a = 0 , x.1 = 0 (I ~ i ~ n) . Ii suffit de prendre les x.l s'annulant sur la 

droite d~finie par A 

1.2.11. Prouvons 1.2.6 pour y d~g~n~r~ (p = 2 et n = 2m) . nous pouvons 

supposer et supposerons que k(y) = k(~a) , que Y est d~fini par une ~quation f 

dans un schema lisse Z , et qu'il existe ue syst~me de coordonn~es locales en y 

x = (Xi)o~i~2m : Z >E~ m+l qui envoye y en le point ferm~ (~a,O, .... O) , et 

t e l  q u e  J Y / k  s o i t  i s o m o r p h e ,  a u  v o i s i n a g e  d e  y , ~ ~ y  / ( x  - a , x 1 . . . .  ,X2m ) 

On a alors, quitte ~ remplacer f par un multiple 

f = (x 2 - a) + ~ a.. x.x. + R , oO 
o INiNj~2m lj i j 

(a) la forme ~ 2m variables ~ aij xix j est non d~g~n~r~e; 

(b) apr~s extension des scalaires ~ k , R est d'ordre e 3 

x i 

en x 
o 

- IFa et les 
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Soit Yo d~ fini par 

2 
Q = x - a + E a.. x.x. 

o lj lj 

comme en 1.2.4. 

Sur Y , on peut encore regarder le syst~me des x. comme un~ solution 
I 

approchf i e  de l ' f i q u a t i o n  Q(X i )  = 0 . C e t t e  f o i s ,  l ' i d f i a l  g image r f i c i p r o q u e  p a r  

n 
X de l ' i d ~ a l  engendr f i  p a r  l e s  ?Q/~X i v ~ r i f i e  ~¥ /6  ~ JY/k  , i e  e s t  

6 = (x~ - a , (xi) I N i ) en y 

Soit q l'id~al maximal qui d~finit y • Pour conclure comme dans le cas 

non d~g~n~r~, par une application du th~or~me des fonctions implicites, il faut v~ri- 

fier que 

(1.2.11.1) Q(x i) m 0 (mod 62q) sur Y 

Soit ~ l'id@al qui d~finit y , apr~s extension des scalaires ~ la cloture alg~- 

brique de k . On v~rifie que 

62~ n ~y,y = 62q , 

de sorte qu'il suffit de v~rifier 4.11.1 apr&s extension des scalaires ~ ~ : on peut 

supposer que a = 0 En y , on a alors 

62q = (X~ ,(X~ Xi)l~ i , (XoXi×j)iKi, j , (xixjXk)l~i,j, k) 

De i~, on tire que 62q ~ q5 et que 

62q) 62q ~ 4 x~f m x 4 (mod d'o0 + (x f) ~ q , 
o 

Xof - x 3 
o 

(mod 62q + q4) , d'o~a 62q +(Xof) ~ q3 
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On a enfin 

Q(~i ) m 0 (62q + (f)) sur z , 

ie 1.2.11.1. 

Remarque 1.2.12. Soit Q une forme quadratique non n~cessairement homog~ne ~ n+l 

variables, non identiquement nulle, et supposons que le sous-sch~ma Y de E~+I 

d'~quation Q pr~sente en un point y une singularit~ quadratique ordinaire. Par un 

changement lin~aire (non homog~ne) de variables, on peut alors mettre Y sous la 

forme 1.2.3 ou 1.2.4. Dans le cas non d~g~n@r~, k(y) = k , et il suffit de mettre 

y ~ l'origine des coordonn@es. Dans le cas d~g~n~r~, il suffit que le support de 

T$/k soit la droite = (l~i~2m) (of. 1.2.9.). sur x. O 
i 

1.3 Modules de singularit~s quadratiques 

La proposition suivante r@sulte du th~or~me de R. Elkik 1.1.4. et de cal- 

culs explieites laiss~s au lecteur (essentiellement contenus dans VI 6). 

proposition 1.3.1. 

n+l 
et soit Yo CEk(s) 

Soit S = Spec(A) un schema hens~lien local de point ferm~ s , 

un schema du type 1.2.3. ou 1.2.4. 

(i) Prenons Yo de type 1.2.3, d~fini par l'~quati0n 

Q(X) = ~ ~..x.x. = 0 (~ijE k(s)) 
-- i~j lj i j 

et relevons les ~.. en des ~l~ments a.. de A lj lj -- 

sel sur S des d~formations de la singularit~ de 

• Alors, le schema hens~lien ver- 

en Yo est Yo -- 

T = Spec(A[b}) 

la d~formation verselle ~tant l'hens~lis~ en Yo du _n+l d '~quat ion T-schema Y ~T 
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~ a . .  x .  x .  - b = 0 

(ii) prenons Y de type 1.2.4, d~fini par l'~quation 
o 

Q(x) = (x~ - ~) + ~ ~ij xi x. = 0 - - _ . J (a,aij C k(s)) 

et relevons les ~.. et ~ en des @l~ments a.. et a de A Alors, le sch@ma 1 j  -- 1 j  -- -- 

hens~lien versel sur S des d~formations de la singulaFit~ de Yo e_.~n Yo est 

T = Spec(A{b,c}) , 

la d4formation verselle 4tant l'hens~lis4 en Yo d__u_u T- schema Y c~+l d'~quation 

(x~ - a) + ~ aijxix j + bx ° + c = 0 

La proposition suivante r4sulte aussitOt de 1.2.6 et 1.3.1. 

Corollaire 1.3.2. Soit S = Spec(A) un sch4ma hens~lien local de point ferm~ s e t 

soit f : X ~ S un morphisme plat de presentation finie. On suppose qu'en le point 

ferm~ x d_~e X s , X s pr~sente une sinsularit~ quadrati~ue ordinaire, que k(x) 

est radiciel sur k(s) , et que X s est de dimension n 

(i) Pour x non d~g@ndr4 : il existe une forme q uadrique non d~$4n4r~e ~ n+l v a- 

riables Q , R coefficients dans A , et b dans l'id~al maximal de A , tel que 

l e S-schema hens~lis~ de X e__n_n x soit is0morphe ~ l'hens~lis~ en l'origine du 

n+l 
sous-sch~ma de E S d'~quation (1.3.1(i~ Q - b = 0 

(ii) Pour x d@g~n~r~ (n = 2m, car(k(s)) = 2) : il existe une forme quadratique 

non homog~ne ~ n+l variables, ~ coefficients dans A 

(4.14.2) Q(X)_ = x ° 4" bXo + c + ~ aij xix j , 

l-<i ~j N2m 
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. . . . . . . . . . . . . . .  x.x. telle que b soit dans l'id~al maximal, que la forme ~ 2m variables ~ aij i 3 

soit non d~g~n~r~e et que le S-schema hens~lis~ de X e_~n x soit isomorphe g l'hen- 

n+l d'~quation Q = O s~lis~ en (\~c,O,...,O) du sous-sch@ma de ~S 

Remarque 1.3.3. Dans le cas (i), si l'hens~lis4 x de X s est isomorphe par un 

n+l = 0 isomorphisme ~ ~ l'hens~lis~ en 0 de X ° cE k , d'~quation E ~ij xixj 

et si les a.. rel~vent les ~.. , on peut prendre Q = E a.. x.x. 
l 3 l 3 l 3 i j 

Dans le cas (ii), si l'hens~lisd en x de X est isomorphe par un iso- 
s 

morphisme q0 ~ l'hens~lisg en (~a,O, .... O) de X ° ~Ek +I d'~quation 

(X2o + ~) + E ~.lj xixj , et si les aij. referent les ~ij , on peut prendre 

Q = x 2 o + bXo+ c + ~2 aij x.x , avec c z-~ mod l'id~al maximal. 
i 3 

Dans les deux cas, l'isomorphisme promis en 1.3.2 peut @tre pris prolongeant 

Corollaire 1.3.4. Soit f : X ~ S cormne en 1.3.2. Ii existe un voisinage U de x 

dans X tel que les points de non lissit~ de f contenus dans U soient des points 

quadratiques ordinaires de leur fibre. 
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§2. Calcul des cycles 6vanescents dans un cas quadratique ordinaire standard 

2.1. Pr41iminaire : la cohomologie d'un cone. 

2.1.I. Soit Y ~ r une vari6t~ projective sur un corps alg4briquement clos k 

Posons les notations suivantes. 

X ~ ~r+l est is cone projetant affine, d'origine 

X(o ) est l'hens41is6 de X en 0 ; 

X ~ = X - [0] et X~o ) = X(o ) - [0] ; 

X 1 c~£+l est le cone projectant projectif de Y 

~' ' ~(0) ' ~I sont les 6clat6s de X , X(O ) , X 1 

Yo est l'image r6ciproque de 0 dans X ' ~(0) 

h : X'I ~ Y est la projection naturelle ; 

Yo 'y= : Y ~ ~i soi~t les sections de h d'image 

O ; 

; on a X = X 1 

en O ; 

ou ~I ; 

- y ; 

Y et Y ; 
o 

F est un groupe ab41ien de torsion premier A la caract6ristique de k ; tousles 

groupes de cohomologie consid4r@s seront ~ coefficients dans F , qui ne sera pas 

mentionn6. 

Notre but dans cen ° est de relier les cohomologies de X[o ) et Y 

Proposition 2.1.2. On a 

(i) Hi(x) ~>Hf(~o~ = 

(ii) H{o](X) > Hi(X)c 

I 
F s__!i i = O 

O s_!i i>O 

Cette proposition se d4montre par un argument d'homotopie, qu'il nous va 

falloir formaliser. 

Soit k un corps alg4briquement clos, U et 

A un anneau de torsion premier ~ la caract4ristique de 

L E Ob D+(V,x) 

V deux sch4mas sur k, 

k , K 60b D+(U,A) et 
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Appelons "morphisme" f de (U,K) dans (V,L) un couple form~ de 

f : U ~ V et de ~ : f~ ~ K Un tel morphisme induit sur la cohomologie 

f~ : H~(V,L) ~ H~(U,K) 

Disons que deux "morphismes" fo et fl sont homotopes s'il existe un 

schema connexe de type fini T sur k , deux points O et 1 de T et un "mor- 

~ K) dans (V,L) qui induise f et fl en prenant les phisme" H de (U × T , pr I o 

fibres en 0 et 1 

Lemme 2.1.3. __Si fo est homotope ~ fl , alors f~o coincide avec fl~ 

On sait qu'il existe une suite de points O = Xo,Xl,...,x n = I de T , 

des courbes lisses et connexes l~i et des morphismes a. : 7 ~. -~ T tels que x. et 
i l i 

xi+ 1 soient dans l'image de a.1 . Pour construire les •.i ' on normalise un sous- 

schema connexe de dimension 1 de T qui contienne O et 1 . Ceci nous ram~ne au 

cas o0 T est une courbe lisse. Soient 

U × T ~-~U 

Pr2 I I f 
t 

T >k 

En vertu du th~or~me de changement de base par un morphisme lisse, appliqu~ 

on a 

t~f~ K ~ > Rpr2~ ~ (pr~ K) 

t , 

L'application fJ~ (i = 0,I) se factorise alors en i 

Hn(V,L) H ~ 0 N ~ 
Hn(u X T,pr~ K ) >  H (T,R Pr2~ ~ (pr I K)) 

/ 
fibre H°(T,t ~ Hn(U,K)) en i 

~ H n ( U , K )  
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et est donc ind4pendante de i 

2.1.3. Prouvons 2.1.2. L'application identique de X est homotope (grace aux homo- 

th4ties) A l'application de X dans X constante de valeur 0 ; (i) en r4sulte. 

Utilisant des homoth4ties de rapport tendant vers l'infini, on voit que 

et (ii) se d6duit du lermne des 5 et du Y est un r6tracte par d4formation de X I 

diagramme 

i Hi(x~) b,,,,~ H H[o](X) ~ HI(Xl) 

l 1 
> Hic(X) ..... > Hi(xI ) > Hi(y) ~ > 

Corollaire 2.1.4. Hl(X 4~) > H (X(o)) 

On applique le lemme des 5 au diagramme 

i ° 
> H[o}(X) ' > Hi(x) H HI(X ~) ...... > 

"~1 (2.1.2([))[~ [ 
i ~ ~ i i ~ 

> H{o](X(o), i H (X(o 1) ~ H (X(o)) > 

2.1.5. Utilisant la suite spectrale de Leray de hlXI-Y O et hIXi-Y , on trouve 

que les morphismes de restriction 

Hi(~l_Yo ) ~ > Hi (y)  

Hi(~) ~ > Hi(y ) = Hi(y) 
o 

sont des isomorphismes. Via ces isomorphismes, les suites exactes longues de cohomo- 

logie des couples (~I-Yo,Y) , (~I-Y,Yo) sont les lignes d'un diagramme 
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(2.1.5.1) Hi-l(x ~) > Hi-2(y)(-1) > Hi(y) > Hi(x ~) > 
n 

Hi- l (x~  ) ,> u i - 2 ( y ) ( - 1 )  -/ Hi(y) > Hi(X ~) > --q 

Lerm~ne 2.1,6. Les fl~ches not@es ~ e_!t -~ de 2,1.5,1 sont les cup-produits avec la 

classe de cohomologie d'une section hyperplane. Le diagramme 2,1.5,1 est eommutatif, 

La premiere assertion r@sulte de ce que ~ (resp. -D ) est la restriction 

Y (resp. Yo ~ Y) de la classe de cohomologie du faisceau inversible @(Y) (resp. 

@(Yo )) sur ~I-Yo (resp. ~I-Y) 

Utilisons la suite spectrale de Leray de h : les deux lignes de (2.1.5.1) 

s'obtiennent en appliquant le foncteur H(Y, ) ~ des triangles distingu4s 

' IF et Yo~RYo F > R(h l-Y) F > R(h[X ~) F > 

les faisceaux de cohomologie non nuls des complexes sommets de ces triangles sont 

ceux d'indice (2), (0), (O et I) , de sorte que les fl~ches ~ et(~sont d~termin~es 

par leur effet sur les faisceaux de cohomologie. Ceci nous ram~ne au eas oO Y est 

un point. Ce cas est laiss~ au lecteur. 

2.1.7. La suite exacte longue du couple (~(o),Yo) est un analogue local de la 

2 e ligne de (2.1.5.1). On a 

Hi(~(O)) ~ Hi(Yo) 

(th@or~me de changement de base pour le morphisme propre ~(0) ~ X(O) ; la suite 

exacte longueen question s'@crit donc 
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( 2 . 1  7 . 1 )  Hi-I ~ Hi-2 -~] " ) > i ¢~ 
(X(o) )  > (yo)(-l) > Hr(Yo H (X(o) )  

J 
ui-l(x ~) > Hi-2(y)(-1) -q > Hi(y) > ui(x ¢'~) 

la seconde ligne de ce diagramme commutatif 4tant celle de (2.1.5.1). 

Le lemme technique suivant nous servira en 2.2.7. 

Lermne 2 . 7 . 8 .  Hn-l(y ) ~ Hn-l(~) 
o 

tl 
Hn-I (y) 

H n-I H~x}(X ) -----> Hn(Xs ) > (x ~) > 

. . . . . . . .  > Hn(Xs ) 

est anticommutatif. 

D'apr~s 2.1.7, il revient au m~me de prouver commutatif le diagramme 

H n - I ( x I _ [ O ] )  ~ n n > U[o](X I) = H[o](X) 

un-l(y) ~ Hn(x) 
c 

C'est i~ un general non-sense. 

2.2. Cycles 4vanescents . 

2.2.1. Soient S un trait hens41ien et s,~,s,~ comme en XIII 0.2.5 , 

n+l 
A = ~/k , avec k premier ~ la caract4ristique r4siduelle de S ' ~S 

affine type de dimension n+l sur S et X le sous-sch4ma ferm4 de E~ +I 

par une 4quation quadratique Q = O , non nulle modulo l'uniformisante 

I 'espace 

d~fini 
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Q(x) = E a.. x.x. + ~ b.x. + c 
i<j lj I j i i 

Si _n+l •S est le compl4ment dans ]PSn+I de l'hyperplan ~ l'infini H , 

alors X se d4duit de la quadratique X 1 de ]Ps +I d'4quation homog~ne 

(2.2,1,I) E a.. x.x. + ~ bixiz + cz 2 = O 
i~j 13 i j 

par soustraction de Y = Xln H 

Faisons les hypotheses suivantes, 

(a) Y est une quadrique lisse sur S , ie. la forme quadratique F a.. x.x. 
i~j lj i J 

ordinaire; 

(b) la quadrique X' est singuli~re, ie. X_ est un cone quadratique, 
s s 

est 

de 

On d4signe par x ° le point singulier de 

X sur S 

X , et par f la projection 
s 

Remarque 2.2.2. Si x est un point rationnel, on peut par translation le mettre 
o 

l'origine des coordonn~es. Si x ° 0 les b i et c sont divisibles par l'unifor- 

misante. 

Le s o u s - s c h 4 m a  A d e  X d'~quations ~-~ est concentr~ en x , Sauf 
S OX . O 

I 
dans le eas exceptionnel o3 k(s) est de earact4ristique 2 et o~ n+l est pair, ce 

schema est de degr4 un sur k(s) ,donc x est rationnel. Dans le cas exceptionnel, 
o 

il est ramifi4 sur k(s) et de rang 2, de sorte que k(x ) est soit k(s) , soit 
o 

une extension quadratique ins4parable de k(s) Les assertions faites sur A se 

v4rifient le plus ais4ment apr~s passage ~ la cloture alg4brique k(~) de k(s) 

Proposition 2.2.3. Sous les hypotheses de 2.2<I, les morphismes 
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Hi(x , A) '" ~ >~li(x ,R~ (A)) ~ > Ri~ (A) 
~ Xo 

C ~ IX O 

sont des isomorphismes, 

Que les fl~ches de gauche soient des isomorphismes r~sulte de 2.1.8.6 et 

2.1.10.5; que celles de droite en soient est un corollaire de 2.1.2; on dispose en 

effet d'un triangle distingu~ 

et 2.1.2 s'applique ~ (A sur X_) , tandis que R~_(A) est ~ support dans x 
s ~ o 

Corollaire 2.2.4. Si la fibre g~n~rale g~om~trique X_ est singuli~re, ie. est 

encore un cone quadratique, les faisceaux Ri~(A) sont tous nuls. 

D'apr~s 2.1.2, A = H°(X~s,A)> H°(x~,A) , et O = Hi(x~s,A) = Hi(~,A) 

On applique alors la suite exacte longue XIII, 2.1.8.9 (valide par XIII, 2.1.9). 

2.2,5. Supposons maintenant que 

(~) la fibre g~n~rale X est lisse. 
n 

Pour simplifier nous supposerons aussi S strictement hens~lien. Ii est 

facile de calculer les faisceaux de cycles ~vanescents ~ l'aide de 2.2.3 et XII 3.7. 

La cohomologie ~ coefficients dans A , consid~r~e ici, se d~duit de la cohomologie 

- adique de loc. cir. par la formule des coefficients universels (cf. 2.1.13) 

Voici les r~sultats. 

A. Cohomologie sans support, 

On a Ri~ (A) = O si i # O,n 
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I) si n # 0 : on a 0~(A) = A De plus, Rn~_(A)~ est (non canoniquement) iso- 

m o r p h e  a u  f a i s c e a u  A s u r  x p r o l o n g s  p a r  0 s u r  X 
o s 

2) n quelconque : on v~rifie que, m~me pour n = O ~I--(A) = O pour i # n , et 

que ~n (A) est (non canoniquement) isomorphe au faisceau A sur x prolongg par 
o 

O sur X 
s 

B Cohomologie ~ support dans x ° 

i 
On a H[xo}(Xs,R~__~A)) = 0 

phisme trace 

pour i # n,2n • On dispose de plus d'un mor- 

2n }(Xs,R@~(A(n)) ) > A (2.2.5.1) tr : H[x ° 

si n # O : le morphisme (2.2.5.1) est un isomorphisme De plus, H x ](Xs'R~(A())) 
o 

est (non canoniquement) isomorphe ~ A 

C. DualitY. Pour a E Rn~(A)xo et b E H nix o](Xs,R~(A(n))) , ,  posons 

(a,b) = Tr(a A b) , oh Tr est le morphisme XIII 2.2.6 

2n 
T r  : Hr ~(X , R ~ v ] ( A ( n ) ) )  > A 

t x  o 3 s 

Ii r~sulte de la dualit~ de Poincar~ sur X-- et des isomorphismes 2.2.3 que (a,b) 

n 
met en dualit~ parfaite les A - modules libres Rn~_(A) et Hr ~(X ,R~(A(n)) . 

x ° tXo3 s 

D. n = 2m>O. 

n Rn~(A(m)) Xo](Xs,R~_(A(m))) et ont D'apr~s XII 3.7, les groupes HI ~ Xo 

des g~n~rateurs naturels d~finis au signe pros, soit 6 et ~' Soit ~ l'appli- 

cation naturelle du premier de ces groupes dans le second. On peut normaliser les 

signes de 6 et 6' de sorte que 

(2.2.5.2) (616) = I on a alors 
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(2.2.5.3) ~0(6) = (-I)m.2.6 ' 

Soit Z l'extension quadratique ~parable de k(~) centre de la partie 

paire de l'alg~bre de Clifford de la forme quadratique (2.2.1.1). Soit e le carac- 

t~re correspondant d'ordre 1 ou 2 du groupe d'inertie I. Pour O E I , on a 

(2.2.5.4) ~6 = ¢(~)6 

(2.2.5.5) ~6' = ¢(~)6' 

Les formules (2.2.5.2) (2.2.5.3) (2.2.5.4) en cohomologie ~ coefficients 

dans ~/2k impliquent que la variation est 

(2.2.5.6) Var(O) (a) = ~ c  ~e~,__.____t~ (-I) m (a6).6 . 
2 

E. n = 2m ÷ 1 - Cycles ~vanescents. 

n Rn~(A(m+l))xo D'apr6s XII 3,7, les groupes H[xo](Xs,R~ A(m)) et ont 

des g6n6rateurs naturels d6finis au signe pros, soit 6 e~ 8' . Avec les notations de 

D , on peut normaliser les signes de 6 et 6' de sorte que 

(2.2.5.7) (~p6) = I ; on a 

(2.2.5.8) ~(6) = O 

F. n = 2m + 1 - La variation . 

Le groupe d'inertie I agit trivialement sur la cohomologie de X Ceci 

r6sulte de Xii 3.7 et du fait que I agit trivialement sur la cohomologie de Y 

Y ~tant propre et lisse sur S 

Pour o dans le groupe d'inertie, on a n~cessairement 

(2.2.5.9) D(O)(6') = ~(~).6 , avec ~(O) E A(1) 

La formule d'additivit~ (XIII, 1.4.3.4) s'~crit ici 

~(O~) = >(O) + ~(T) 

Soit e : I > A(1) = ~k l'homomorphisme tel que 
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k k 
a(~t) = c(a) Ft 

pour t une uniformisante. X est n~cessairement un multiple de ~ , vu la struc- 

ture du groupe d'inertie modern. La formule (2.2.5.9) se r~crit 

(2.2.5.10) Var(~) (a) = ~X.c(a)(a6)6 

pour %X C A convenable (d~pendant de X/S) . Nous d~terminerons ~X plus tard. 

2.2.6. Nous allons donner des cycles 6 et 6' de (D) et (E) une description de 

nature locale pour la topologie ~tale. 

Le cas oh n est pair est facile : si 2~k (A =~/k) , ~ 6 est carac- 

t~risd par (2.2.5.3) (2.2.5.4) , ie. par 

( 2 . 2 . 6 . 1 )  ( 6 , 6 )  = ( - 1 ) m .  2 

En g~n~ral, J 6 est l'image d'un quelconque cycle ~ , en cohomologie ~ valeurs 

darts ~/2ak (a grand) , qui v~rifie (2.2.6.1). 

Supposons n impair; x ° est alors un point rationnel (2.2.2). 

Soient Xs(o) l'hens~lis~ en x ° de X s , Xs(o) l'~clat~ de Xs(o) en 

Xo ' Yo l'image r~ciproque de x ° dans Xs(o) (une quadrique) et 

X ~ s(o) = Xs(o) - {xo} = Xs(o) - Yo . Consid~rons la fl~che compos~e (cf. XIII, 2.4.6.1) 

(2.2.6.2) 

Hn-l(Yo,A(m)) ~ Hn-l(X~s(o),A(m)) > Hn-l(i~(o), A(m)) 

N 
H{x ](Xs, R~'~(A(m) )) < H~x }(Xs,A(m)) 

n 
Lemme 2.2.7 La fl~che 2.2.6.2 identifie ~{x}(Xs,R~(A(m))) au quotient primitif de 

l a  c o h o m o l o g i e  de  d i m e n s i o n  2m de  l a  q u a d r i q u e  Y de  d i m e n s i o n  2m ; -+ 6 e s t  
o _ _  
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e..s..t l'image des g@n@rateurs naturels de ce quotient primitif. 

i 
Les cycles ~ 6 sont caract@ris6s par leur image dans Hc(~,A(m)) ; 

utilisant (2.1.7.1), ceei nous ram~ne ~ montrer que la fl~che compos6e 

Hn-l(Yo,A(m)) Hn-l(~s,A(m) ) 

sp n 

Hcn(X~, A(m) ) -< Hc(Xs, A(m) ) 

> Hn-I(x~,A(m)) 

1 n 
< H{x](Xs,A(m)) 

envoie les g6n@rateurs distingu6s du quotient primitif du premier groupe sur les g6- 

n@rateurs distingu6s du dernier groupe. 

Appliquons 2.1.8. La fl~che se r@crit (au signe pros) 

Hn-l(Ys,A(m) ) 3 > 14c(Xs,A(m)) 

H n - I ( y ~ , A ( m ) )  ....... > H~(X~,A(m))  

et 2.2.7 en r@sulte. 

§3. La formule de Picard Lefschetz 

3.1 R~sultats.pr@liminaires 

3 i.I. Soient S un trait hens@lien et f : X ~ S un morphisme plat de type fini, 

purement de dimension relative n . On suppose que la fibre sp@ciale X est lisse, 
s 

sauf en un ensemble fini de points Z' , o~ X pr6sente une singularit6 quadratique 
s 

ordinaire, 
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Soit E l'ensemble des points x E ~' tel que la fibre g4n4rale X soit 

lisse dans un voisinage de x Soit enfin A un anneau de torsion, premier ~ la 

caract4ristique r~siduelle de S 

Proposition 3.1.2. (i) Les faisceaux Ri}(i) sont nuls pour i # n. 

(ii) Le faisceau Rng(A) est seul en dehors de Y . Sa restriction ~ F est un 

faisceau de A - modules de rang I 

(iii) Pour tout point g4om4trique ~ de ~ , la forme (a,b) (2.2.5 (C)) met en 

n (Rn{~(A)) . Ceux-ci sont libres de dualit4 les A - modules (Rn~(A))~ e t H{~] q 

ran$ un pour n # 0 , de rang 2 pop[ n = 0 

Les assertions de 3.1.2 sont de nature locale pour la topologie 6tale. Ceci 

permet de ne traiter que le cas o0 S est strictement hens6lien, et o0 X est l'hyper- 

n+l d4fini par une 6quation quadratique v4ri- surface de l'espace affine relatif A S 

fiant 2.2.1 (a) (b) (appliquer 1.3.2). 

i 

f est lisse en tout point de X - Z , de sorte que R} = O en dehors de 
s 

~ . D ' a p r ~ s  2 . 2 . 4 ,  R~ e s t  m~me n u l  h o r s  de F On p e u t  m a i n t e n a n t  s u p p o s e r  2 . 2 . 5  

(~0.  Les a s s e r t i o n s  ( i i )  e t  ( i i i )  r f i s u l t e n t  a l o r s  de 2 . 2 . 5  (A) (g )  (C) 

3.2. Dimension relative paire. 

On conserve les notations de 3.1, en prenant pour n un entier pair 2m 

On suppose pour simplifier S strictement hensdlien (le cas g4n4ral s'obtiendrait 

par descente). 

n n 
Proposition 3.2.1. (i) Pour x C E , le $[oupe n[x](R ~ (A(m)) a un g4n6rateur 

n a t u r e l  6 , b i e n  d 4 f i n i  au s i g n e  p r o s ,  c a r a c t ~ r i s 4  p a r  l e s  c o n d i t i o n s  d ' @ t r e  n a t u -  

rel en A et de v4rifier 
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( 6 , 6 )  = (-l) m 2 

~our n = O , ajouter la condition Tr(6) = O~ . 

(ii) Pour un caract~re c : I ---> [J l} convenable (ind~pendant de 
x 

d'inertie I , la variation s'~crit 

A ) du groupe 

( p o u r  

Var(o) (a) = (-l)m(Cx (O)-I) (a6)6 

2 

a 6 Rn~--(A(m))) • Ii r~sulte que 

0 ( 6 )  = e (a).6 . 
x 

Passons A la limite pour ne traiter que le cas universel o~ A serait ~£ . 

Au signe pr~s,un seul 6 peut alors v6rifier les conditions de (i). Comme en 3.1.2, 

on se ram~ne alors au cas 2.2.5 (¢O, et on applique 2.2.5 (D). 

C ompl6ment 3.2.2. Si, en x E ~ , l'hens~lis~ X(X ) de X en x est isomorphe 

l'hens~lisE en x ° du schema projectif Q d'Equation, 

~ a.. X.X. = O , 
i~j l] i J 

alors, le caract~re ¢ est dEfini par l'extension quadratique separable 
x 

du corps des fractions (ceci rEsulte de 2.2.5 (D)). 

z(C+(Q)) 

3.2.3, En caractEristique r6siduelle # 2 , on peut rendre 3.2.2 plus explicite. 

Darts ce cas, I admet un seul caract~re non trivial e d'ordre 2. Pour t une uni- 

formisante, on a 

o(~t) = c(a)~t 

affine 

D'autre part, X(x ) est alors isomorphe ~ l'hensElis6 en O d'un schema 

189 



2 6 - XV 

>°~ a.. x.x. = b , 
l] i j 

o0 b est dans l'id@al maximal et o5 

t 
(b) definit l'image du sous-schdma de 

l'alg~bre de Clifford est isomorphe 

Ch 9, §9, n ° 4 Rmq finale), d'o~ 

Q(x) = F a.. x.x est non d~g~n~r~e. L'id~al 
lj i ] 

X(x ) support de jn _ . Le centre de 
X(x/S Ii~ 

k(~)(((-l)m+l.2b det(a.o)) ,z) (Bourbaki, Alg. 
lj 

v(b) 
x 

= La variation est nulle si b est de valuation paire, et siuon C x ¢ 

3.3. Dimension relative impaire 

Pour d~montrer la formule de Picard-Lefschetz en dimension relative impaire, 

nous devrons nous ramener au cas transcendant, trait~ en XIV 3.2.1.1. L'argument de 

sp~cialisation requis nous force ~ travailler sur une base qui ne soit plus de dimen- 

sion un. Nous le ferons par des arguments ad hoc, adapt~s au cas precis dont nous 

avons besoin : je ne dispose pas d'une th~orie serviable sur une base de dimension 

> 1 , et j'ai pr~f~r~ ne pas recouvrir mon ignorance de g6n6ralit6s. 

3.3.1. Soient S = Spec(A) un schema strictement local noeth~rien et f : X ~ S 

un morphisme plat de type fini, purement de dimension relative n , dont la fibre 

sp~ciale X n'a pour seuls points de non llssit~ que des points quadratiques non d~- 
s 

g6n~r~s. Soient s le point ferm~ de S , X s la fibre sp~ciale et Xo~ X s un 

point singulier. D'apr~s 1.3.2 (i), au voisinage de x ° , X/S est localement iso- 

n+l 
morphe ~ un S-schema d~fini par une ~quation Q-b = 0 dans A S , avec b dans 

l'id~al maximal et Q une forme quadratique non d~g~n~r6e. L'id~al (b) de A ne d~- 

pend que de (X/S,x o) : dans un voisinage de x , il existe une section s ~ X(A/(b)) 

n 
de X sur Spec(A/(b)) , tel que JX/S soit isomorphe ~ @s(Spec(A/b)) . On note 

s cette section et b(x) un quelconque g~n~rateur de (b) 
x 
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3.3.2. Supposons S normal, et soit b E A Pour n invertible dans A et 

(n) l'homomorphisme suivant du groupe de Galois du corps des b # 0 , nous noterons c b 

fractions de A dans ~/(n) (I) 

n 

(n)(o) = (o V-b)l ~-b e b 

, ( r im) .  TM ( n )  
On a ~e b ) = Cb Si A est un ~/n -alg~bre, on note encore Cb le com- 

pos~ Gal ----~/(n)(1) > A(1) II est ind~pendant de n 

Le caract~re Cb se factorise par 71 (S-(sous-sch~ma b = O)) 

3.3.3. Supposons que S soit un trait strictement hens~lien, et que n soit im- 

pair : n = 2m + 1 Soient x un point singulier de X darts un voisinage duquel 
S 

soit lisse, et XI/S un sous-sch~ma d'6quation Q - b = 0 de A~ +I comme en X 

1.3.2 (i). L'hypothAse sur x signifie que b , nul modulo l'id~al maximal, n'est 

pas O 

Soient Xs(x) l'hens61is6 de X s en x , Xs(x) l'~clat6 de ~s en 

Y la quadrique image r~ciproque de x et ~ s(x) = Xs(x) - Ix] = Xs(x) - Y Le 

morphisme compos6 

X 

Hn-l(y,i(m)) ,< Hn-l(~s(x)'A(m)) > Hn-I(X~s(x) ,A(m)) 

FI 

H)~x}(Xs,R,~(A(m)) <--- H{x~(Xs,A(m)) 

identifie ce dernier groupe au quotient primitif (XII 3.5), de la cohomologie de la 

quadrique Y D'apr~s (2.2.7), c'est en effet le cas dans une situation localement 

isomorphe. Les images des deux g~n~rateurs naturels de ee quotient (classes de coho- 

mologie des g~n~ratrices de Y ) sont deux vecteurs de base ~ 6 de 

n 

H{x](Xs,R~--(A(m))) 
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3.3.4. Revenons aux hypotheses plus g6n~rales de 3.3.1, avec n = 2m + i . Pour 

tout point singulier x de X s , nous noterons encore ~ 6 x les sections de 

Rnf~A(m) sur S image des g~nSrateurs du quotient primitif de Hn-l(y,A(m)) (m~me 

notation que plus haut) par le morphisme compos~ 

Hn-l(y,i(m)) < 

H°(S,Rnf!h(m)) < ~ H:(Xs,A(m) ) < 

> Hn-l(X~st'(x),A(m)) 
I 

H~x](X s,A(m)) 

+ 
6 est le cycle ~vanescent en x 
x 

Lorsque S est un trait, +_ 6 E H~(X~,A(m)). est l'image par XIII 2.1.8.4 

de la classe (3.3.3) T 6 E H~x}(Xs,R@~(A(m))) 

Nous prouverons simultan~ment les deux r~sultats suivants. 

Proposition 3.3.5. Pour S un trait hens~lien et X/S comme en 3.3.3, la variation 

est donn~e par 

Var(o)(a) = (-I) m+l ~b(x)(~)(a6)6 

Proposition 3.3.6. Soit S strictement local r~gulier et f : X ~ S un morphisme 

propre et plat de dimension relative n = 2m + 1 tel que X s pr~sente un et un seul 

point de non lissit~ x - suppos~ quadratique non d~g~n6r~. On suppose aussi que 

b(x) est un param~tre. Alors, Galois agit sur la cohomologie de la fibre g~n~rale 

g~om~triqu e par 

O(a) = a+(-l) m+l Cb(x)(O)(a6x)5 x 

(A) Soit k un corps alg~briquement clos de caract~ristique O , S l'hens~lis~ 
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de Spec(k[T]) en 0 Prouvons 3.3.5 lorsque b(x) est une uniformisante. 

Par le principe de Lefschetz, on se ram#ne ~ supposer que k = ¢ . La 

question #rant locale, on peut supposer que f : X ~ S se d#duit par changement de 

base de l'application E z~ de Cn+l dans ¢ . La construction donnde de ~ 6 a l 

un analogue transcendant, en cohomologique enti~re. Via XIV 2.1, J 6 correspond 

donc ~ un cycle ~vanescent transcendant, image de 

+ 6c4 E Hr-lO](Xo,Rt~cg,,..](Z~)) 

D'apr~s XIV 2.1 et la propri#t~ correspondante des cycles ~ 6 alg~briques, l'image 

de +_ 6c6 dans H~o}(Xo,R~c£ ( _  ~)) ®~ est un g~n~rateur de ce groupe. D&s lors, 

n 
+_ 6c6 sont deux g~n~rateurs de H[o](Xo,R~c£ (~)) , et coincident avec les cycles 

~vanescents de XIV 3.2. La formule 3.3.5 r~sulte donc de XIV 3.2.11 (en toute rigueur, 

il faudrait avoir v~rifi~ une compatibilit~ entre l'isomorphisme XIV 2.1 et les cup- 

produits et traces), 

(B) Prouvons 3.3.6 pour X/S comme en (A) (et de plus propre). 

Cela r~sulte de XIII 2.4.6.2, 

(C) Soient p un hombre premier et S l'hens~lis# strict de 
o 

(p,T) . Prouvons 3.3.6 pour X/S tel que b(x) = T 
o 

Spec(~[T]) en 

La restriction du faisceau Rif~ A ~ l'hens~lis~ strict de S en (T) 

est justifiable de (B). Ce faisceau ~tant localement constant sur le compl~ment du 

diviseur lisse T = 0 , qui est d'in~gale caract~ristique, (C) r~sulte de (B) et du 

lermme d'Abhyankar. 

(D) Dans au moins un cas o~ (C) s'applique, 

cohomologie g-adique. 

6 n'est pas un ~l~ment de torsion en 
x 
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Soient S 1 l'hens41is4 strict de Spec(~) en (p) et V cpr/s I une 

vari4t4 projective lisse sur S 1 , purement de dimension relative n+l . On suppose 

qu'il existe un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes pour la fibre sp~ciale 

Vp de V/S 1 (XVII, 2.5); ce pinceau est d4fini par une droite d' dans la fibre 

sp4ciale de l'espace projectif ~r/s I dual de pr/s I . Relevons d' en une droite 

Vr 
d de ~ /S 1 et soit X ~ d le pinceau des sections hyperplanes de V param~tr~es 

par d (XVIII 3.1). Le lieu exceptionnel ~ de d est ~tale sur S 1 (XVII 6) . 

Par localisation ~tale en un point de g c d , on obtient donc une situation (C). 
P 

Pour v4rifier que 6 n'est pas de torsion, il suffit de la faire apr~s 
x 

extension des scalaires de S 1 g ¢ . Prenons V = n+l , et le plongement projec- 

tif d~fini par @(N) . Pour N ~ 2 , on peut appliquer XVII 2.5 (valable pour tout 

N dans ce cas particulier). On applique alors le lemme suivant. 

Lemme 3.3.7. Pour un ~inceau de Lefschetz d'hypersurfaces de degr4 N grand dans 

n+l(¢) (N ~ 3 suffit), un cycle Evanescent (en ~g - cohomologie) est non nul. 

Ce lemme r~sulte de la th4orie des pinceaux de Lefschetz, par exemple de 

XVIII 6.6.1. II n'y a pas de cercle vicieux ~ utiliser ici ce r~sultat de XVIII, 

bas~ sur la "formule de Picard-Lefschetz", car nous disposons d4j~ de (A). On peut 

aussi utiliser la variante plus directe XIX n ° 4, purement transcendante et qui ne 

d4pend que de XIV 3.2. 

(E) Preuve de 3.3.5 en caract~ristique r4siduelle p pour (X/S, x 6 X s) 

Soit X /S comme en (D). D'apr&s 1.3.2 (i), il existe g : S "~ S tel 
o o o 

que l'hens41is4 en  x ° de  g ~  X ° = XoX S S s o i t  S - i s o m o r p h e  ~ l ' h e n s ~ l i s 4  de  X 
o 

en  x . I 1  s u f f i t  d o n c  de  p r o u v e r  3 . 3 . 5  p o u r  g ~  X ° . On d 4 d u i t  p a r  c h a n g e m e n t  de  

b a s e  de  (C)  p o u r  X / S  que  
o o 

C(a) = a - (-i) m Cb(x)(O)(a6x)6x 
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dans Hn(Xo~) , pour ~ dans le groupe d'inertie. Soit 

parons la formule ci-dessus avec (2.2.5.9), o~ E = c 

une uniformisante, com- 

On trouve que 

%X E~(~)(a6x)6x = (-l)m - %(x)(O)(a6x)6 x 

dans Hn(Xo~) Puisque 6 x n'est pas de torsion, nous pouvons simplifier cette 

formule par (a6)6 ; la formule 2.2.5.9, pour la valeur obtenue de ~X , n'est 
x x 

autre que 3.3.5. 

(F) Preuve de 3.3.6 (cas g~n~ral) 

3.3.6 se r~duit du cas g~n~ral de 3.3.5 comme (B) et (C) de (A). 

3.4. R~sum~ 

Les propositions 3.1.2, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 et 3.3.5 sont la"formule de 

Picard-Lefschetz". Cette formule est l'analogue alg~brique de XIV 3.2.11, mais prend 

une forme tr~s diff~rente selon la parit~ de la dimension relative. 

Dans le cas le plus int~ressant o~ X/S est propre, les r~sultats peuvent 

se r~sumer comme suit. 

Th~or~me 3.4 (Formule de Picard-Lefschetz). Soient S un trait strictement hensdlien 

e t f : X ~ S un morphisme propre et plat purement de dimension relative n = 2m 

on 2m + 1 On suppose que X est lisse et que X ne pr~sente que des singula- 
-- " , s 

rites quadratiques ordinaires. Soit Z le lieu singulier de X 
s 

(i) ~ chaque x E Z est attach~ un cycle ~vanescent @ 6 x C Hn(X~)(m) . Ces 6 x 

sont deux ~ deux orthogonaux. Pour n pair, on a (~,~) = (-l)m.2 

(ii) On a Hi(Xs ) ~ i~ Hi(x~) 

pour i # n , n+l et une suite exacte longue 
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Hn(x~) ( '6x) O > Hn(Xs ) > > G A(n-m) 

xEE 

Hn+ i. X "---> "I Hn+l'xi s ) > ~ ?]) O 

(iii) Des caract~res locaux du groupe d'inertie sont d~finis : 

n pair c : I > [~ i} 
X 

n impair e : I > A(1) 
X 

Pour X r4gulier en x , ils sont surjectifs; pour x non d4g~n~r4, ce sont 

l'unique caract~re d'ordre 2 et le caract~re canonique, 

L'action du groupe d'inertie Iest fournie par 

Cx(O)-I 
n = 2m c(a) = a + (-i) m ~ ~ (a6x)6 x 

xEl 

n = 2m + I ~(a) = a - (-I) TM ~ c (O)(a6)6 
X X X  

xE~ 

,En,,,,,,pa rticulier 

n pair 0(6 ) = e (0)6 
X X X 

n impair O(6 x) = 6 x 
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SGA 7 

Expos~ XVI 

La formule de Milnor 

par P. Delisne 

Dans cet expose, on transpose en caract~ristique p la formule donn~e par 

Milnor [3] (voir aussi [2]), qui permet dans certains cas de caleuler des dimensions 

d'espaces de cycles ~vanescents. La d~monstration est de nature globale, et ne per- 

met de traiter que le cas "g~om~trique" d'une base un trait hens~lien d'~gale caract~- 

ristique ~ corps r~siduel parfait~ 

I. Enonc~ du probl~me 

i.i. Soient S un schema r~gulier purement de dimension un, s un point ferm~ de 

S ~ corps r~siduel parfait, f : X ~ S un morphisme plat de type fini, x ° un point 

ferm~ de la fibre X s et T ° un point g~om~trique de X localis~ en x ° . On 

suppose que 

(a) x ° est un point de non lissit~ iaol~__ de f : il existe n et un voisinage U 

de x ° , purement de dimension relative n , tel que U - [Xo] soit lisse sur S ; 

(b) X est r~$ulier en x 
o 

Sous ces hypotheses, X est une intersection compl~te relative sur S en 

x O . On renvoie ~ l'expos~ Vl. 3.10 pour la d~finition de D I X/S .Dans le voisi- 

nage U de x ° , on a 

D I = HI(R Hom(LQx/s,@X)) = E×tI(~Ix/s,@ X) ; 
X/S -- 

i 
dans ce voisinage, DX~SI est de longueur finie et de support contenu dans [Xo] 
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D~finition 1.2. Le nombre de Milnor 

i 
d u (~X x -module  d g f i n i  p a r  DX/S 

~ O 

~(x/S,~o ) = de X/S e n x ° est la longueur 

Exemple 1.3. Prenons pour S une courbe lisse sur un corps alg~briquement clos k 

Rempla~ant X par un voisinage de x ° , on peut supposer X lisse sur k . Le com- 

plexe cotangent se r~duit alors ~ la r~solution suivante de A~I/S 

L©X/S = I t  f~S/k " f ~ / k  ] 

Choisissons une coordonn~e locale t : S ~E~ sur S en s (t ~tale en s ), 

d~signons encore par f le compos~ tof , et soit (Xi)l~iSn+ I~ un syst~me de co- 

ordonn&es locales sur X en x ° . Ace moment, en x ° , ~ ~°S/k a pour base df , 

et /k a pour base les dx.i DSs lors, DX/S s'identifie au quotient de @X par 

l'id~al engendr~ par les ~--f 
~x. 

i 

(I,3.1) U X'xo ~I .... ~X---n+l)) = dimk(~ /(~f ~f 

C'est i~ la d~finition qui figure dans Milnor. 

Exemple 1.4. Supposons que 

n+l 
tion g . Soit i : X ~S 

r~duit alors 

n+l d~fini par une ~qua- X soit le sous-sch~ma de E S 

le morphisme d'inclusion. Le complexe cotangent se 

. ~^i 

[(g)/(g)2 > i i~En+i/s ] 

1 
et DX/S est isomorphe au quotient de @X par l'id~al engendr~ par les 

( ~ g / ~ x i ) l N i N n +  1 , s o i t  e n c o r e  au q u o t i e n t  de % n + l  p a r  i ' i d ~ a l  engendrf i  p a r  

et les ~g/~x. 
i 

E xemple 1.5. Prenons pour S le spectre d'un anneau de valuation discrete V 

corps r~siduel parfait et de corps des fractions K . Soit X le normalis~ de S 
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dans une extension s4parable K' de K 

est alors isomorphe au quotient de @X 

point g~om4trique de X , localis~ en 
S 

donc 

I 
D'apr~s 1.4 et [5] III 7.14 pg 68, DX/S 

par la diff~rente ~/S . Si ~o est un 

xoE X s , le nombre de Milnor en ~o est 

(1.5.1) u =ag(¢x,Xo/~X/s) 

Soient ~ un point g~omdtrique de S localis~ au point ferm~ s de S , 

et soit dK,/K un dldment de V qui engendre l'id~al d~scriminant, de valuation 

V(dK,/K) . Ii r~sulte de 1.5.1 que 

F u(x/s,x). (1.5.2) V(dK,/K) = xEX(7) 

1.6. Gardons les hypotheses de 1.1 , d~signons par s le point g~omdtrique de S 

image de x ° , soit S(~) le spectre de l'hens~lis~ strict de @S,s en ~ , et 

soit X(~) l'image r~ciproque de X sur S(~) . Soient ~ le spectre d'une clO- 

ture alg~brique du corps des fractions k(D) de S(~) , et I = Gal(k(~)/k(~)) le 

groupe d'inertie. 

Soit 6 un nombre premier distinct de la caract~ristique r~siduelle de S . 

Dans un voisinage du point ~o de X~s , les faisceaux de cycles ~vanescents ~$(2Z/£)= 

Ri~Z/6) sur X_ , relatifs au faisceau constant ~/£ sur X sont concentr~s 
s c ~ )  

en x ; de plus, le groupe d'inertie I agit sur les ~/~ - vectoriels 
O 

~i ( ~/~,)_ 
Xo 

Ceux-ci sont de dimension finie (XIII 2.4.2). 

1.7. Soit I 1 un quotient fini du groupe d'inertie. Rappelons que le caract~re de 

Swan Sw de I I est la difference a - u du caract~re d'Artin a et du caract~re 

de la representation d'augmentation u . Rappelons aussi qu'il existe, ~ isomor- 

phisme pros, un seul ~£[Ii] - module projectif S(I I) de caract~re Sw (voir [6~. 
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Soit V un vectoriel de dimension finie sur ~/6 

I : ~ : I ~ GL(V) . Supposons que p se factorise par I I 

de V est alors 

, muni d'une action de 

• La dimension sauvase 

(1.7.1) dim Sw(V) = dim~/6 HOmll(S(l I) ®~/~/6 , V) 

Cet entier est ind~pendant du choix de I 1 , car pour H distingu~ dans I I , on 

a S(II/H) ~ S(II) H 

On pose de plus 

dim tot(V) = dim Sw(V)~ dim~/£(V) 

et on appelle ce nombre la dimension totale de V 

D~finition 1.8. Avec la terminologie de 1.6 et 1.7, on appelle hombre de cycles 

~vanescents de X/S en ~ (resp. nombre sauvage de cycles ~vanescents, resp. nom- 

- -  - -  o 

bre total de cycles ~vanescents) l'entier 

(-l)ndim ~ : dfn (-l)n ~ (-l)idim ~j ( ~/~)-- 
o i ~ Xo 

(resp (-l)ndim Sw ~x = dfn (-l)n Z (-l)idim Sw ~ ( ~/6)_ 
o i ~ Xo 

resp (-l)ndim tot ~x = dfn (-l)n ~ (-l)idim tot ~! (~/6)_ 
o i ~ Xo 

= (-l)n(dim ~x + dim Sw ~x ) ) 
o o 

Conjecture 1.9. Sous les hypotheses de i.I, le hombre de Milnor ~ de X/S en 

T ° est ~$al au nombre total de cycles ~vanescents de X/S en T ° 

Remarque I.i0. Soit S un trait hens~lien de corps r~siduel imparfait et f : X ~ S 
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un morphisme lisse sauf en x E X . On suppose X r4gulier en x . La d~finition 
o s o 

1.2 du nombre de Milnor ~ garde un sens sous ces hypotheses, mais je n'ai plus 

d'interpr4tation g~om4trique de U ~ proposer, 

i. II. Dans la suite de ce n ° , on suppose que S = Spec(V) est un trait hens41ien 

corps r~siduel al$~briquement clos, de point ferm~ s , que f : X ~ S est un 

morphisme plat de type fini purement de dimension relative n , que X est r4gulier, 

que x ° est un point ferm~ de Xs et que X - [Xo} est lisse sur S 

Ceci ne restreint pas la g~n~ralit~. 

PrOposition 1.12. 

(x/S,x o) 

S_!i n = 0 (ie. X/S fini)~ la conjecture 1.9 est vraie pour 

On peut supposer que X est le normalis4 de S darts une extension finie 

K' du corps des fractions K . D'apr~s 1.5, on a U = V(dK,/K) 

L'extension K' est d~finie par un sous-groupe ouvert H du groupe 

d'inertie I . Soit H' c H un sous-groupe distingu~ ouvert de I et I' = I/H' 

Soit si/H le caract~re de la repr4sentation de permutation de I' sur I/H , 

a I , le caract~re de la repr4sentation d'Artin, Sw I , celui de la repr4sentation 

de Swan et Ul, , celui de la representation d'augmentation. D'apr~s la "FUhrerdis- 

kriminantenproduktformel" d'Artin, l'id4al discriminant est le conducteur d'Artin de 

si/H ([5] VI 3 cor 1 pg iii) : 

= (ai,,si/H) = Ii'I -I ~ ai,(i)si/H(i) 
iEl' 
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On a 

al, = Ul, + Sw I, 

(ui,,si/H) = # I/H - 1 

(Swi,,si/H) = dim~/£ Homi(S(I') ®~ 

= dim~/6 HomI(S(I') 

m/~, m/6I/H) 

~62Z/~Coker( ~/~ ~m/6I/H)) 

et donc 

= (# I/H - i) + dim Sw (¢oker(~/i -~2Z/$I/H)) . 

On v~rifie aussitOt que ~i= 0 pour i # 0 et que 

~o 
x o 

= Coker( 2Z/£ ~Zg/6 I/H) 

la formule en r4sulte. 

proposition 1.13. --Si x s pr4sente en Xo une singularit~ quadratique ordinaire, la 

conjecture 1.9 est vraie pour (X/S,x o) 

Cas I. n = dim(X ) = 2m - i . 
s 

Le problgme est local pour la topologie 4tale sur X . On peut donc 

supposer que X est le sous-sch~ma de E n+l d~fini par une 4quation f : 
s S 

m 

x i xi+ m + a = O 
i=l 

a ~tant dans l'id4al maximal de V 

plus, pour que X soit r~gulier en 

uniformisante. D'apr~s 1.4, on a 

, et que x ° est l'origine des coordonn4es. De 

x , il faut et il suffit que a soit une 
o 

2m ~f 
U = 2~g(fgES / (f, -~ )) = I 

i 
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D'apr~s , #~ = O pour i # n , et ~n x est de dimension un, avec ac- 
o o 

tion triviale de l ' i n e r t i e .  Le nombre sauvage  de c y c l e s  f i v a n e s c e n t s  e s t  donc n u l ,  e t  

le nombre total de cycles ~vanescents est i, ce qui v4rifie 1.9. 

Cas 2. n = dim(X )= 2m , car(k(s)) # 2 
s 

Sous ces hypotheses, on peut prendre X c ~+I 

m 
2 

E xixi+ m + X2m+l 
i=1 

+a= 0 

"d4fini par une 4quation f 

a 4tant une uniformisante. Ici encore, U = 1 , ~i = 0 pour i # n et #i 
x x 
o o 

de dimension un. Cette fois le groupe d'inertie agit par + 1 sur ~n x , donc de 
o 

fagon mod4r4e. Le nombre sauvage de cycles 4vanescen~est encore nul, et 1.9 est 

v4rifi4. 

est 

Cas 3. n = dim(Xs) = 2m , car(k(s)) = 2 

Cette f o i s ,  on peu t  p r e n d r e  X C ~ S + I  d 4 f i n i  p a r  l ' 4 q u a t i o n  f : 

m 
2 

~ x i x i +  m + (X2m+l + aX2m+l + b) = 0 , 
i=1 

avec a et b dans l'id~al maximal. Pour que X soit r4gulier, il faut et suffit 

que b soit une uniformisante; pour que la fibre g~n4rique de X soit lisse, il 

2 
faut et il suffit que a - 4b # O 

i 
Le nombre de Milnor ~ de X/S coincide avec celui de X ° C~S 

p a r  l ' 4 q u a t i o n  f 
o 

d~fini 

(i) x 2 + ax + b = 0 

De m~me, les ~i sont nuls pour i # n ~n est de dimension un, I agit sur 
x ~ x 
o o 

~n 
x par ± 1 et le sous-groupe d'indice deux de I qui agit trivialement corre- 
o 

spond ~ l'extension de K d'~quation (i). Le nombre total de cycles ~vanescents de 
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X/S en x coincide donc avec celui relatif ~ X /S , et la validit~ de 1.9 
o o 

ce cas r~sulte de 1.12. Le nombre de Milnor est donn~ par (1.5) 

(1.13.1) ~ = v(a 2 - 4b) 

dans 

2. Le cas seometr ique" 

On se propose de montrer que la conjecture 1.9 est vraie en 4gale caract4- 

ristique. Le r4sultat g~om4trique clef est le suivant. La possibilit4 de l'utiliser 

m'a 4t4 sugg4r~e par des conversations avec B. Saint-Donat. 

Proposition 2.1. Soient S une courbe projective lisse et connexe sur un corps 

alg4briquement clos k , X une vari4t4 propre et lisse sur k , purement de di- 

mension n+l , e_!t f : X ~ S un morphisme lisse en dehors d'un ensemble fini F 

de points de X . Les caract4ristiques d'Euler-Poincar4 (en cohomologie ~tale) de 

S , X et de la fibre g4n4rique $~om4trique X de f v4rifient alors 

(2.1.I) k(X) = x(S) x(X ) - (-I) n ~ u(X/S,x) . 

xEF 

On sait que la caract4ristique d'Euler-Poincar4 de X coincide avecla 

trace (ou int4grale sur X ) de la derni~re classe de Chern du fibr4 tangent 

Posons 

i = (~ ~ (f~t _I.®-i. 1 
~2S) ) ~ f~ ~S 

1 
La classe totale de Chern du faisceau inversible f~ [~S est l'image r~ciproque de 

1 
la classe totale de Chern de QS sur S 
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c*<f* ~) = I + f*cl(s,~) 

I et les cup-puissances de c sont nulles : 

I i )n= i s (f* c (S,Qs) f.(cl(S,q )n)= O (n > i) 

On en d6duit que 

Si S est de genre g , alors Cl(S,~ ~) est 4gal ~ (2g - 2) fois la classe de 

c o h o m o l o g i e  d ' u n  q u e l c o n q u e  p o i n t  f e r m 4  s de  S , d ' o ~ ,  p o u r  X n o n  s i n g u l i e r ,  
s 

n I I]®-i). f*~(S,Q~) I = c (Qv ®(f*Q S ~ X 

fX n I i®-I = (2g-2). c (~X ® (f*Qs) ). f*c£(s) 

= (2g-2). /X cn(Xs'O~ (f~Q~)®-I ® @Xs ) 

S 

De plus, sur Xs, f*Ql S est isomorphe a ~Xs et ~ ®@X 

dans une suite exacte 

@X figure 
s 

O-~ f*©s 1 ® @X "~4 ® (gX ~ ©I -~ O 
S S S 

De I~, on tire que 

cn(Xs,~ ~ (f._l.®-l~s) ® (9 X ) = cn(Xs,Cal ) 
s s 

I = (2g-2). ~X cn(Xs'~s ) = (-l)n+l ~(S) X(X s) 

s 

e t  
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L'application canonique 

1 4 f* : f*O S : 

s'identifie ~ une section a de ~ ® (f.Ois)®-1 Une fois choisis des syst~mes 

~)®-I .n+l 
de coordonn~es locales sur S et X , ce qui identifie ~ (f~ a ~X ' 

les coordonn~es de a sont les d~riv~es partielles ~f ~x. . La section a ne s'an- 
l 

nule donc que sur F , et d'apr~s 1.3, la multiplicit~ du z~ro de a en x E F 

est ~gale au nombre de Milnor ~(X/S,x). 

Rappelons que si une section a d'un fibr~ vectoriel G de rang d sur un 

k-schema propre et lisse X purement de dimension d ne s'annule qu'en des points 

isol~s, alors la trace X cd(G) est ~gale au nombre de zdros de a , compt~s avec 

leurs multiplicit~s. On a ici 

II = ~X ®(f@OIs )@-I) = 
n4~l. i c ~p~ r u(x/s,x) 

xEF 

Regroupant les termes, on trouve 

x(X) = (-l)n+l(I + II) = X(S).X(X s) - (-I) n ~ ~(X/S,x) 

xEF 

d'oO 2.1 puisque x(X s) = ~(X_) 

Corollaire 2.2. S ous les hypotheses pr~c~dentes, si 

de cycles ~vanescents en x de X/S (1.8), on a 

n(x/s,x) est le nombre total 

u(X/S,×) = E n(X/S,x) 
x~F xEF 

La suite spectrale de Leray pour f fournit 

x(X) = E (-l)P+qdim ZZ/6 HP(s,Rqf# 2Z/~') = ~ (-l)q $((S'Rqf~/£) 
q 
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Pour tout faisceau constructible G de ~/£ - modules sur S , on a 

([ 4] ou SGA 5 X 7.2) 

x(S,G) = x(S) . dim~/£(~) - s~S~ C s ( c )  

oh,pour chaque s E S , si on identifie ~ & la cloture alg~brique du corps des 

fractions de l'hens~lis~ de S en s , on a 

(G) = dim(G_) - dim(C ) - dim Sw(G ) 
s ~ s 

pour s ~ S , on d~duit des suites exactes XIII 2.4.6.3 

"'" (Rqf~/6)s ~ (Rqf~l£)-- ~ G {q (~16) ~ ... 
xEF(s) ~ x 

que 

(a) ~ (-I) q dim(Rqf¢~2Z/g)_ - dim(Rqf¢~ZZ/£) s 

= T E (-I) q dim ~ ( ~/£)x 
xEF(s) 

(b) F (-I) q dim Sw(Rqf~/g)_ ~ (-I) q dim Sw ~ ( ~/~)x 
xEF(s) 

(c) (-I) q Cs(Rqf~/£) = Z dim tot 
xEF(s) x 

La formule d'Euler-Poincar~ se r~duit donc& 

$((X) = C (-i) q x(S,Rqf~2Z/~.) 

= ~ (-i) q (X(S).dim(Rqf~Zg/£)_ - E Cs(Rqf~2Z/£)) 
~ s 

= x(S). ~ (-i) q dim(Rqf~2Z/£)~ - T ~ (-I) q Cs(Rqf~Zg/~,) 
s 

= ~((S). x(X ) - 7s xEF~(s) dim tot ~x 

= X(S). X(X_) - (-i) n ~ n(X/S,x) 
I~ x~F 
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Comparant cette formule avec (2.1.1), on trouve 2.2. 

Corollaire 2.3. Sous les hypotheses et avec les notations pr~c4dentes, s i XoE F 

et si pour tout x E F distinct de x ° , la fibre de f passant par x pr~sente 

e nn x un point singulier quadratique ordinaire, alors 

~(x/S ,x  o) = n(X/S,x o) 

Pour x # x , on a d'apr~s 1.13 
O 

u ( x / s , x )  = n ( x / s , x )  , 

et il reste ~ appliquer 2.2. 

Th~or~me 2.4. Soient S un trait hens~lien d'~gale caract~ristique ~ corps r~siduel 

parfait, f : X ~ S un morphisme plat de type fini et ~ un point g~om~trique de 

X , d'imase dans X un point ferm~ x d__ee X s qui soit un point de non lissit~ 

isol~ de X/S . On suppose que X estr~Fulier en x . Alors, le hombre total (1.8) 

de cycles ~vanescents de X/S e j!n ~ coincide avec le hombre de Milnor ~(X/S,x) 

Soit S' le trait hens~lien d~duit de S par extension du corps r~siduel 

= S' L'assertion 2.4 pour X/S de k(s) ~ sa cloture s~parable, et soit X' X X s , 

~quivaut alors g 2.4 pour X'/S' . Puisque k(s) est d~j~ suppOs~ parfait, on peut 

donc supposer le corps r~siduel de S alg~briquement clos. 

Pour un tel S , soit S' le compl~t~ de S , et X' = X ×s S' . Le 

hombre de Milnor de X/S en x est le m@me pour X/S et X'/S' . D'apr~s XIII 2.4.2 

il enest de m~me du nombre total de cycles ~vanescents. Ceci permet de supposer que 

S est de plus complet, donc isomorphe ~ k[[t]] (avec k alg~briquement clos). On 

a alors, pour X s de dimension n en x : 

Proposition 2.5. II existe une y ari~t~ projective et lisse Y sur k , purement de 

, un morphisme f : Y ~ , lisse en dehors d'un ensemble fini F dimension n + 1 
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de points de Y e t yo E F tels que 

(a) si y E F , y # Yo ' a,!°r,s 

la fibre de f passant par y ; 

y eat um point sinsulier quadratique ordinaire de 

(b) on a f(yo ) = 0 , 8i a : S ~ eat l'isomorphisme naturel entre S et le 

compl~t~ de ~kl e_nn 0 , il existe un S-isom6rphisme entre l'hens~lis~ de X __en 

x et l'hens~lis~ de a~f e n Yo 

Montrons que 2.5 = 2.4. D'aprgs 2.3 et 2.5 (a), le hombre de Milnor de 

Y/T en Yo coincide avec le hombre total de cycles ~vanescents. Comme plus haut, 

d'apr~s XIII 2.4.2 , on ale m~me r~sultat pour a~/S , doric aussi pour (X/S,x), 

qui par 2.5 (b) eat localement isomorphe & (a ~ Y/S,y o) , pour la topologie ~tale. 

Prouvons 2.5. Le compl~t~ de l'anneau local @X,x eat isomorphe, en taut 

que kilt]] - alg~bre, ~ un quotient 

~X,x ̂ = k[[t,xl...Xn+l]]/(f) 

On d~duit alors du th~or~me des fonctions implicites XV 1.1.2 (= [i] lemme 5.10) 

qu'il existe un entier N tel que la condition 2.5 (b) soit v~rifi~e d~s que ~Y'Yo 

eat k[(t]] - isomorphe & k[~t,Xl...Xn+l]]/(f I) , avec fl f dams la puissance 

N i~me de l'id~al maximal m de k[[t,xl.--Xn+l] ~ . 

Si (to,t I) et (Xo, .... Xn+ I) sont lea syst~mes de coordonn~es homog~nes 

usuels sur ~I et n+l , on prendra pour y/~l la sous-vari~td de ~I ~n+l × 

d~finie par une Equation 

(2.5.1) g(to,t I ; x ° .... ,Xn+ I) = 0 , 

homog~ne de degr~ d' en (to,t I) et homog~ne de degr~ d" en lea x i . En termes 

plus intrins~ques, g sera une section de @(d',d") = pr~ @(d') ® pr~ @(d") 
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La condition (b) sera alors v~rifi~e si 

N 
(2.5.2) g(l,t ; l,x I .... ,Xn+ I) ~ f mod m 

Fixons d' et d" . Les g du type (2.5.1) sont alors les points (ra- 

tionnels) d'un espace affine A sur k . Soit u E 1 ~+i × . On d~signera par 

B(u,k) l'espace affine dont les points sont les k-jets de sections de @(d',d") en 

= alors pour d' et d" assez grand, u . Si u O (i,O;i,O,...,O) et si u # u ° , 

l'application de restriction 

(2.5.3) A + B(Uo,N) X B(u,2) , 

toujours lin~aire, est surjective. Soit C(u) c B(u,2) l'ensemble des 2-jets 

h E B(u,2) qui soient le 2-jet d'un germe ~ nul ou tel que 

(a) u se trouve sur la vari~t4 V d'~quation ~ = O ; 

(b) u n'est ni un point lisse, ni un point quadratique ordinaire de la fibre 

passant par u de V/~ 1 

On v~rifie facilement que C(u) est ferm~ de codimension n + 3 dans 

B(u,2) 

Soit D le sous-espace affine de A form~ des g v~rifiant (2.5.2). 

Pour u ~ u , soit D(u) le sous-espace de D form4 des g nuls ou tels que 
o 

g(u) = O et que u ne soit ni un point lisse, ni un point quadratique ordinaire, 

de la fibre passant par u de la vari4t~ V d'~quation g = O . Alors, si d' et 

d" sont assez grands pour que (2.5.3) soit surjectif, D(u) est de codimension n+3 

dans D . La r~union des D(u) pour u # u est donc de codimension 
o 

> 1 = (n+3) - (n+2) , et un ~l~ment g~n4ral g de D n'est darts aucun des D(u) 

Ii r~soud le probl~me pos~. 
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SGA 7 

EXPOSE XVII 

PINCEAUX DE LEFSCNETZ: THEOREME D'EXISTENCE 

par N. M. KATZ 

O. Introduction 

Dans le present expos~ (qul, dans le s4minalre oral, se 

plaqait avant les expos4s XIV, XV consacr4s ~ la formule de Picard- 

Lefschetz), nous introdulsons les "pinceaux de Lefschetz" de 

sections hyperplanes d'un sch4ma proJectlf et lisse, nous en donnons 

des conditions d'exlstenee; dans l'expos~ suivant, nous an falsons 

une ~tude cohomologique ~14mentaire, basle sur la structure connue de 

la cohomologie des vari~t~s 4clat~es. Le fait que certaines hypo- 

theses sur les pinceaux de Lefschetz que nous sommes amends ~ intro- 

dulre sont souvent satisfaites r~sultera de la formule de Picard- 

Lefschetz de Exp. XV, de nature moins 41~mentaire que les r~sultats 

du present expos~ et du suivant. 

Certains d~veloppements du present expos~ et du suivant se 

trouveront expos4s ailleurs dans un cadre plus g~n~ral (schemas de 

base g~n~raux, hypotheses de quasi-projectlvit4 au lleu de projecti- 

vii4, etc.), notan~ment l'4tude pr~-cohomologique des plnceaux de 

sections hyperplanes (et des pinceaux de Lefschetz plus particuli~re- 

ment) dans EGA V~ et l'4tude cohomologlque des schemas ~clat~s dans 
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l'expos~ de JOUANOLOO SGA 5 Vll; le lecteur trouvera ~galement dans 

EGA V des d~monstrations o~ la chasse aux diagraunues intrins~que 

remplace l'usage des coordonn~es, qu'affectlonne le r~dacteur du 

present expose. 

Je tiens ~ remercier P. DELIGNE et P. GRIFFITHS pour l'aide 

qu'ils m'ont apport~e dans la conception de cet expose. Dans tout 

cet expose, k d~signe un corps alg~briquement clos, sauf mention ex.. 

presse du contralre. 

1. Un rappel sur les sin~ul.arit~s quadrati~pes (cf Vl 6). 

I.i. Soit Y un k-schema purementde dlmension n . Un point 

s'appelle une sip~plarit~ quadratlque ordlnalre ferm~ y 6 Y 

de Y si : 

a) le compl~t~ Oy,y de l'anneau local de y dans Y est iso- 

morphe au quotient k[[Tl, .... Tn]]/(Q(T)) des series formelles 

en n=l+dlmkY variables par l'id~al engendr~ par un ~l~ment 

q(T) 

Q ne commence qu'en degr~ deux, et la sous-vari~t~ de ~-I b) 

d~finie par l'annulatlon de la partle homog~ne de degr~ deux 

de Q(T) est lisse sur k si n 2 2 , et la partie homog~ne 

de Q(T) de degr~ deux est non-nulle sl n = I 

Si In caract~ristlque de k est dlff~rente de deux, ou sl n 

est pair, la condition b) ~qulvaut ~ la condition 
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b') Q ne commence qu'en degr~ deux, et la matrice hessienne de Q 

I,,,,~2Q (o)I 
aTilT j iKi,j~n 

est Inverslble, 

Corame on volt en srappuyent sur le critare jaeobienne de lissit4. 

La "forme standard " pour la pattie homog~ne de degr4 

deux Q2 d'une s~rie Q v~rifiant b), forme qui peut ~tre 

obtenue apr~s un changement de variable lln~alre, est 

(1 .1 .1)  

[n/23 

~Q2(T) T21.1T2i n E si 
i=l 

4 

~ QR(T) = + ~ T2i_l T2i si n 
T 2 
n i= I 

est pair 

est impair, 

eomme on volt par la th~orle des formes quadratlque (Bourbakl, AIg.X). 

1.2. Un point ferm~ y 6 Y qui v~rlfle a), b) s'appelle 

sinsularit~ quadratlque non-d~n4r4e. Co,me le d~terminant de la 

matrlce hessienne est identlquement nul en caract~rlstlque deux sl 

n est impair, les slngularit4s quadratlques non-d4g~n~r~es en 

dimension n n'exlstent que sl, ou blen n est pair, ou bien si 

k est de caraet4ristique diff4rentededeuxcss dans lesquels ce 

sont exactement les singularit4s quadratiques ordlnalres. 
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2. Les plnceaux de Lefschetz : ~nonc~ des r~sultats 

2.1. D4slgnons par pr l'espace proJectif ~ r dimensions sur k , 

par ~r l'espace proJectlf dual des hyperplans dans ~r , et par 

Gr(l, ~r) la vari4t4 des droites dans ~r . Un point D 6 Gr(l, ~r) 

s'appelle un pinceau d'hyperplans dans ~r . Consld~rant D con~e 

une drolte dans ~r , on ~crlt, par abus de notation, D=[Ht}t6 D , 

les H t ~tant les hyperplans de ~r qui sont les points de la 

drolte D . On appelle axe de D la sous-vari~t~ lin~aire de ~r 

de codimenslon deux qul est l'intersection H o. H de deux ~l~ments 

dlstincts quelconques du pinceau. Consid~rant l'axe de D comme un 

point de Gr(r-2, ~r) , la vari~t~ des sous-vari~t~s lin~aires de 

dimension r-2 dans ~r , la fl~che D ) l'axe de D n'est autre 

que l'isomorphisme bien connu d'orthogonalit~ 

Gr(l, ~r) ~ , .... ) Gr(r-2, ~r) 

2.2. Solt X un k-schema, propre, lisse et irr~ductible, de 

dimension n ~ I , munl d'un plongement Xr ~ r . Un plnceau 

D = [Ht} t 6 ~ d'hyperplans dans IP r s'appelle un plnceau d@ 

Lefschetz (par rapport au plon~-m~at X~-----~F r) si 

a) l'axe de D coupe transversalement X (EGA IV 17.13.7); 

b) il existe un ouvert dense U de D tel que pour tout 

t 6 U , l'hyperplan H t coupe transversalement X ; 

c) pour toGD-U , H t coupe transversalement X sauf en 
O 
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un point, qui est un point singulier quadratique ordi- 

nalre de X. H t 
O 

Nous allons voir plus bas (3.2.1) que les pinc~ux de 

Lefschetz forment un ouvert de Gr(l, ~r) 

2.3. Le plongement XC- ~ ~r , s appelle un plon~ement de Lefschet z 

si les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dense dans 

Gr(1, ~r) ~). 

2.4. Rappellons maintenant la notion de multiple d[un plongement 

donn~ X ~ ~ ~r . C'est le compos~ du plongement donn4 X" ) ~r 
(r~d)-i 

et du d-i~me plongement de Segre, Sd : ~r~ ) ~ qui s'~crit 

en termes des eoordonn~s homog~nes Xo,...,X r dans ~r 

S d 
(X o ..... X r) ~ ( ..... X W .... ) 

W W 
o ..X o parcourt les mon0mes de degr4 d en o~ xW = Xo " r 

Xo,...,X r . Remarquons qu'une "section de X par une hypersurface 

de degr~ d " ~-~) pour un plongement donne n'est autre qu'une 

v r  ou plus correctement, dans l'ensemble des points ferm~s de Gr(I,P ). 

Nous nous permettrons par la suite de tels abus de langage. 

~)En Anglais, on dlt plus eommod~ment: hypersurfaee section of 

degree d . 

216 



- 6 - XVII 

"section hyperplane" pour le d-i~me multiple de ce plongement. 

Th~or~me 2.5. Solt X i rr~ductlble, prop[e et llsse sur k 

dimension n ~ I , munl d'un plongement i : X ~ ) pr . Alors 

de 

2.5.1. Tout multipl e d-i~me de i , avec d ~ 2 , est un_plon~e- 

ment de Lefschetz. 

2.5.2. S_._i k est de caract~rlstlque null_.e, le plon~ement donn~ i 

est un plongement de Lefschetz. 

La d~monstratlon se coupe en plusieurs morceaux, qui sulvent. 

3. La vari~t~ duale 

3.1. Soit I l'Id~al dans ~r qul d~finit X . On d4signe par 

N le faisceau conormal 1/12 , falsceau localement llbre de rang 

r-n sur X , et par ~(N) le flbr4 projectif au-dessus de X 

v = ~r 
form~ des droites darts N . (Pour X , P(N) est vide.) 

Le flbr~ ~(N) s'identifle ~ la sous-vari~t~ de X X ~r form~e 

des couples (x, H) tels que 

la fl~che P(N) v > X X ~r 

H soit tangent ~ X en x , par 

AF 
(3.1.1) IP(I/12)x ~ F ~) > (x, l'hyperplan d'~quatlon Y ~x)T i ), 

F d ~ s i g n a n t  u n e  s e c t i o n  l o c a l e  de  1 / 1 2  . On d ~ f i n i t  

( 3 . 1 . 2 )  (p : IP(N) ) IP r 

comme ~tant le compos~ !P(N) ~ } X X ~r Pr2 l~r 
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3.1.3. On d~signe par ~ l'image de ~ ; c'est l'ensemble des 

hyperplans qul ne coupent pas transversalement X ~ et sJappelle 

la vari~t~ duale de X (plong~ dans IP r par I) 

proposition 3.1.4. La vari~t~ duale X est irr~ductlble et .propre 

de dimension ~ r-I 

D~monstration. C'est l'image par ~ de :P(N) , lul-m~me irr~- 

ductible de dimension r-I si X @ ~r , et vide si X = ~r 

R@marque 3.1.5. II est possible de pr~eiser l'interpr~tation de 

~(N) de la faqon sulvante. Soit Y c X X ~r le sous-sch~ma de 

X X ~r "d'incidence" , dont la fibre en tout point H de ~r(k) 

est X.H. II est imm~diat que Y est lisse de dimension n+r-I , 

comme fibr~ projectif de dimension relative r-I sur X , donc 

y __~r fair de Y ureintersection eompl~te relative de dimension 

relative virtuelle (n+r-l)-r = n-I . Ceei pos~, le sous-sch~ma 

jacobien J n_l(!/~ r) (VI 5.2 ) n'est autre que ~(N) . Grace 

la compatibillt~ de la formation du sous-sch~ma jacobien d'une 

intersection compl~te relative avee tout changement de base, on en 

Vr 
d~duit que pour route drolte D dans ? , le sous-scb~ma jacoblen 

J_n_I(YlD) , oO X = X X ~r D , n'est cutre que ~(N) ~r D 

Propgsltlon 3.2. Le sous-ensemble B d_ee ~ form~ des hyperplans 

H tel Rue X-H alt un et un seul point sin~ulier, e t que ce point 

218 



- 8 - XVII 

soit quadratique ordinalre~ est ouvert 

C'est un cas particulier de XV 1.3.2, , s'appuyant la 

th~orie des "modules hens~llens" de R. ELKIK (XV 1.1.4). Le cas o5 on 

se restreint aux points quadratiques non d ~  (i.e. o~ 

car(k) ~ 2 ou n=dim X est paire)est d'ailleurs ~vident grace 

3.3 ci-dessous (dont la d4monstration n'utilise pas 3.2). 

Corollaire 3.2.1. Sous les hyp0th~ses de 3.2, d~signons par F 

de X . Alors les pinceaux de Lefschetz forment 

Gr(l, ~r) , et les conditions suivantes sont 

le ferm~ X-B 

un ouvert dans 

~quivalentes: 

3.2.2. Le plongement donn~ 

Lefschetz; 

i : X~-9~ r est un plongement de 

3.2.3. il existe un pinceau de Lefschetz d'hyperplans (pour 

le plongement donn~). 

3.2.4. La codimension de F dans ,~r est e 2 

D4monstration. Une droite D dans ~r est un pinceau de Lefschetz 

si et seulement si elle v4rifie: 

(3.2.5) L'axe de D coupe transversalement X , 

(3.2.6) D n'est pas contenue dans X , 

(3.2.7) D ne rencontre pas F 
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Les conditions (3.2.5) et (3.2.6) d~finissent des ouverts de 

Gr(l, ~r) , et, F ~tant ferm4 , il enest de m~me pour (3.2.7), 

done les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dans Gr(l, ~r) . 

Parce que dim X ~ r-I , l'ouvert (3.2.6) est non-vide, et donc 

dense. L'ouvert (3.2.5) est 4galement non-vide, donc dense. En 

effet, soit H un hyperplan qui coupe transversalement X ; un 

tel H existe car dim X N r-I . Parce que dim (X~-G) N r-i , 

il existe un hyperplan G 

par construction la droite 

qui coupe transversalement 

qui coupe transversalement X,H , et 

D passant par H et G a une axe 

X . Doric le plongement est de Lefschetz 

si et seulement si l'ouvert (3.2.7) est non-vide (et donc dense). 

Or, F ~tant fermi, (3.2.7) est non-vide si et seulement si F 

est de codimenslon ~ 2 dans ~r (cf. EGA V, ou Mumford, Intro- 

duction to Algebraic Geometry, p. 88, Cor 3). 

Corollaire 3.2.8. Sous les hypotheses de 3.2., supposons que 

i : X~ ~ r  s o i t  un p longemen t  de L e f s c h e t z .  S o i t  H ° un h~,per-  

~,r 
p l a n  qu i  coupe t r a n s v e r s a l e m e n t  X , e t  d ~ s i s n o n s  p a r  G r ( 1 ,  ~ )It 

o 

la sous-vari~t~ de Gr(l, ~r) fo.rm4e des droites passant par H O 

Alors les p i n c e a u x  de L e f s c h e t z  p a s s a n t  p a r  H ° f o r m e n t  un o u v e r t  

Vr 
dense  dans  Gr (1 ,  IP )H 

o 

D~monstration. D'apr~s (3.2.1), les-dits pinceaux forment un 

Vr 
ouvert dans Gr(1 ,  !P )H . L ' a r g u m e n t  q u ' o n  v i e n t  de d o n n e r  pour  

o 
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~tablir que les ouverts (3.2.5) et (3.2.6) sont non-vldes d4montre 

vr 
que leurs intersections avee Gr(1 ,  ~P )H s o n t  ~ga l emen t  n o n - v i d e s .  

o 
II reste ~ prouver qu'il y a des droites passant par H ° qui ne 

rencontrent pas F . Pour c e c i ,  s o i t  T u n  h y p e r p l a n  dans  ~ r  qu i  ne  

eontient pas H . On a un isomorp;ni~me 
o 

vr 
Gr(l, ~ )H ( ~ ~ ................ T 

o 

la droite passant par < ,-~ 
H et 
o 

vr 
donc Gr(l, ~ )H "est" un espaee projectif de dimension r-l. 

o 
Les droites la-dedans passant par un point de F y forment un 

ferm6 de dimension ~ r-2 , ~tant l'image du morphisme 

F 
v r 

> Gr(l, ~ )H 
o 

f ~ > la droite passant par H et par f 
o 

Proposit!o ~ 3.3. Le morphisme ~ : ~(N) >~r est net (= non 

ramif!~) ' en un point ferm6 (Xo, H) si et seulement si le point 

est une sin~ularit~ quadrati~e non-d~6n4r~e (1.2) d_~e X.H . E n 

particulier , le sous-ensemble de ~(N) form~ des points (x, H) 

tel ~ue x S01t une sln~ularlt4 ~uadratique non-d6~n~r~e de 

X'H est ouvert. 

x o 
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D~monstration. Nous pouvons nous borner au eas X #~r . Lea propri~tCs 

pr~tendues ~quivalentes ~tant ind~pendantes du cholx partlculler des 

coordonn~s, on peut les expliclter h l'alde de coordonn~s cholsies 

d'une fa~on tr~s partlculi~re. Or, X Ctant une sous-vari~t~ lisse de ~r 

de dimension n ~ I , on peut cholsir des coordonn~s homog~nes 

Xo,...,X r dans ~r de telle fa~on que 

3.3.1. le point x 6~r solt (I, O,...,O) ; 
o 

3.3.2. posant x i = Xi/X ° pour i = l,...,r , de sorte que le 

compl~t~ ~r s'Identlfle ~ k[[x I ..... Xr]] , l'Id~al d~finlssant 
~x O 

la trace de X dans Spec _8~r,x ° est engendr~ par des ~l~ments gi 

(i=l, .... r-n) dana O~r x qul, dans 8~r x s'~crivent 
o 

gi = Xn+i - hi(Xl"'''Xn) ' i = l,...,r-n 

oR les hi(Xl~...,Xn) sont des s~ries en Xl,...~x n seulement qui se 

trouvent dans le carr4 de l'id~al maximal de k[[Xl, .... Xn]] 

3.3.3. l'hyperplan H provient, via (3.1.1) de gn-r 

Ii r~sulte de (3.3.2) que, p~sant V = Spec(~X~Xo ), il y a une triviallsation 

(I/12)IV = ~-n 

n-r 

(3.3.4) (h' .... kr-n ~ > i klgn+i 

II r~sulte de ceci et de (3.3.3) qu'il existe un voisinage W de (x, H) 
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dans ]P(N) IV tel qu'on ait V X/A r'n-I --W , l'isomorphisme ~tant do~m# 

par 

n-r-I 
(3.3.5) (v,(~ I ..... ~r_n.l))6v×~r-n-I I > (v,(gr_n+ 1 ~ )~igi)6]P(I/12)IV 

~ l'on pose k i = Ai/ An_ r ). 

En particulier, le compl~t~ ~(N),(x,H) de l'anneau local de ~(N) 

en (x, H) s'identifie ~ k[[x I ..... Xn,~ 1 ..... ~r_n_l ]] Exprimong 

maintenant ~ en termes de ces coordonn4s, au niveau des compl4t~s: 

(3.3.6) ~<~O([x,k) = ~ (X 1 . . . . .  Xn,k 1 . . . .  ,k r_n_  1) 

= l'hyperplan d'~quation 
n+r 

~i(x,~)Ti = 0 
i=O 

Comme l'hyperplan image E ~i T i contient le point (x) , point qui 

s'~crit en coordonn~s homog~nes 

(3.3.7) (x) = (l,Xl, hi(x) , . (x) ...,X n, .. ,hr_ n 

on a 

n r-n 
(3.3.8) eo(X,X)= - ~, xi~0i(x,X)- ~ hi(X)~n+i(x,l) 

i=l i=l 

dans _O~(N),(Xo,H ) et, d'aprhs (3.1.1), pour 

D i = ~x i 6 Derk(O~r,xo, O~r Xo) : 

i ~ I , posant 

(3.3.9) 
r-n-I 

~9i(x,X) = Di(gr_n+ E ~i gi ) (x) 
i=l 

dans ~ ( N ) ,  (x H) 
o 
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Rappellant gi = Xn+i - hi(Xl'''•'Xn) , on a 

r-n-i 

(3.3.10) ~i(x,~)= - A--~(hr_n + ~ kih i) pour i ~ i ~ n 
i=l 

( 3 . 3 . 1 1 )  ~ i ( x , k )  = l t p o u r  I ~ i ~ n , 

e t  

(3.3.12) ~r(X,k) = 1 

A 

D~signons par m l'id4al maximal de ~(N), (Xo,H) 

2 
ce que h. E 0 mod m pour i = l,...,r-n , on trouve 

l 

2 
(3.3.13) ~o(X,l) ~ 0 mod m 

5h 
r-n mod m 2 

(3.3.14) ~i(x,X) - ~xi pour i=l,...,n 

• Compte tenu de 

Mettant ensemble les formules (3.3.11) - (3.3.14), on trouve que la 

matrice jacobienne de ~ en le point (Xo,H) est 
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(3.3.15) 
n r-n-I 

~2 h ~2 h 
- - ( 0 )  . . . . .  - - ( 0 )  . . . 0  . . . . .  0 

n 

i1 ~ ( o ~  .... _ ~-~-(o~ o .... o r t  n 

0 i 0 0 

r-n- I ~ O 

\ o 
0 0 O 0 . . O i  

J 

I {  o . . . . . . . . . . . .  o /  

Donc ~ est net en (Xo,H) si et seulement si la matrice hesslenne 

~2hr_ n 
( .(0)) 

i ] 
l~i, J~n 

est inverslble. D'autre part, (3.3.2) et (3.3.3) nous asmurent que le 

compl~t~ de l'anneau local de x en X-H est 
o 

(3.3.16) k [ [ x  I . . . . .  Xn]]  I (hr_n(X I . . . . .  Xn)) 
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et on conclut grace A la d4finition (1.2). 

Exemple 3.4. Supposons que X soit une hypersurface dans ~r 

par une ~quation homog~ne F(X ° ..... X r) = O . Alors ~(N) = X 

: X > ~r s'exprime, en coordonn~s homog~nes, par 

, d~ finie 

et 

bF bF 
(3.4.1) ~ ( X o , . . . , X r )  = ( bX " " '  bX' ) 

o r 

C'est le "n~rph!sme de GAUSS" 

Donnons un exemple o~ ~ est partout ramifie (i.e. non net). 

Pour ceci, soit p la caract~ristlque de k , r un entler ~ I , et 

prenons l'hypersurface X d'~quation 

r r+l 
(3.4.2) ~ X p 

i=O 
= O 

pour laquelle on a 

r r 
(3.4.3) g~;(Xo ..... Xr) = (xP '''''XPr ) 

de sorte que X est reduit ~ un point sl p = O , et X = X , avec 

le morphisme de Frobenius sl p > O . On observera qu'il r~sulte de 

3.3 (ou de 3.5.0 plus bas) que si p > 2 , le plongement envlsag~ n'est 

pas un plongement de Lefschetz. 

Reprenons le cas g~n~ral. 
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Proposition 3.5, Supposons que le morphisme ~ : P(N) : >~r soSt 

$~ndrlquement net (i.e. ne soit pas partout ramifi4). Alors ~ induit 

un morphisme birationnel de P(N) su__~r X . Plus pr4cisement, les trois 

ouverts suivants de X sont identiques: 

a) le plus ~rand ouvert de llssl.t~ de X , 

b) le plus stand ouvert V d__~e X tel que ~ : ~(N) ~ > X induise 

un isomorphisme qo'I(V) ~ > V , 

c) l'ouvert (cf. 3.2 ) d_ee X form~ des h[perpl@ns H tels que X-H 

alt un et un seul point slnsuller, ce dernier 4Cant quadratique no nTdd- 

$4n4r4. 

Corollalre 3.5.0 Supp0sons ear.k#2 o_Eu dim X paire. Le plonsement 

donn4 est un plonsement de Lefschetz si e t seul@ment si l'une des deux 

v 

conditions est satisfaite: a) ~ est $~n~riquement net, o u b) dim XNr-2 . 

En effet, la sufflsance rdsulte du crit~re (3.2.4), car, par 

v 

3.5, on a ou F = lieu sing(X) , done dim F < dim(X) = r-i , ou 

v 

dim(X) ~ r-2 . Pour la n~cessit~, on observe que si D 

de Lefsehetz et si dim X = r-I , il existe x 6 D A 

et la d~finition (2.2 c)) ~ est net en les points de 

g~ndriquement net, cqfd. 

est un pinceau 

, et par 3.3 

~o'l(x) ,donc 

D~monstration de 3.5 L'hypoth~se implique dim X = dim~(N)(=r-l) , 

d'o~ r~sulte (3.2) que X est une hypersurface irr~ductible dans ~r 
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Soit R le lieu de ramification de ~ , qui est par hypoth~se un ferm4 

de ~(N) de dimension au plus r-2 , de sorte que ~(R) est un ferm~ 

de X de dimension au plus r-2 . D4signons par V' l'ouvert dense 

de 

V' = (X - ~(R)) n (X - lleu sing(X)), 

son compl4mentaire dans 

(3.5.1) 

et par 

(3.5.1.I) F = ~(R) U lleu slng(X) 

Nous allons prouver d'abord que @ induit un isomorphisme de ~-l(v') 

avec V' par la m4thode naive de construlre un inverse ~ : V' .. > ~'I(v'). 

En effet, eonsid~rant ~-I(v') comme plong~ dans X X V' via (3.1.1) , 

de sorte que ~ s'identifie ~ pr 2 , on volt que la construction de 

~qulvaut ~ la construction d'un morphisme 

diagra~me 

(3.5.2) 

41 : V' , >]pr tel que le 

]P(N) D~O-I(v ') Go > V' 

X ~ .................. > ~r 

SOlt commutatif (on pose $(v) = (~l(V), v) 6~r X V') 

Pour ceci, remarquons que pour une hypersurface quelconque dans un espace 

projectif, le morphisme de ~I/IU$S (3.4.1) est "d~fini" en tout point 

llsse. Appliquons ceci a l'hypersurface X dans ~r ; comme V' est 
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contenu dans V , l'ouvert de lissit~ de X , le morphisme de GAUSS 

nous donne un morphlsme, not~ ~I 

(3,5.3)  ~1 : V' > ~ r  ~ p r  

II reste ~ v~rifier la eommutativit~ du diagramme (3.5.2). Solt alors 

(x o, H o) un point ferm~ ~-I(v') ; il faut v~rifler que x ° , consider4 

comme ~tant un hyperplan dans ~r , est tangent ~ X en H ° , i.e. on 

va d~montrer que pour (Xo, H o) C ~-I(v') , H O tangent ~ X en x ° 

= x ° tangent ~ X en H O . Cormne ~ est net en (Xo, H o) , et 

est lisse en H ° = ~(Xo, H o) , cp induit un isomorphisme des espaces 

tangents 

(3.5.4) ~(N)((Xo,Ho)) ~"~> T~ (H o) , 

de sorte que la premiere partie de la d~monstration s'ach~ve par le 

lemme sulvant. 

Lemme 3.6 (EULER). Soit (Xo, H o) un point ferm~ de ~(N) , e__tt 

d~si~nons .par T L le fibr~ tangent de l'hyper~lan L dans ~r d~finl 

par x ° . Alors dans T~r(H o) on a 

(~(N)((Xo, Ho))) c TL(H o) 

D4monstration. Cholsissons des coordonn~s hoz~g~nes Xo,...,X r 

IP r , en termes desquelles x ° devient le point A = (Ao, .... A r) 

dans 
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Un point de Tx(X o) est un point de ~r h valeurs dans 

(3.6.1) A + c B , 

k[~7t(~2), 

tel q u e  pour toute section locale H de I , on ait 

r 

(3.6.2) ~ Bi 5H 
i=o ~x-~ (5) 

= O 

Cholslssons de plus une section locale H de I qui donne lleu h H 
O 

par (3.1.1). Par la triviallt~ locale de ~(N) au-dessus de X , un 

p o i n t  de %(N) ((xo'Ho)) s e  repr~sente p a r  u n  p o i n t  

(3.6.3) (A + e B , H + e F) , 

oh F est une section locale de I , et 05  A et B sont comme 

ci-dessus. L'Image par ~ de (3.6.3) est l'hyperplan h coefficients 

dans k[e]/(e 2) d'~quation (c.f. 3.1.1) 

(3.6.4) 
r 

i=O7~ ~ (H+cF) (A+eB)T i 

de sorte que le lemme ~qulvaut h la formule 

r 

(3.6.5) Z A I ~ I=0 ~ (H+eF) (A+¢B) = 0 

2 
Compte tenu de ce que c = O , et la formule de Taylor, on a 

(3.6.6) ~i(H+eF)(A+CB) - _ ~H r ~-~i (A)+e ~i(A)+Ej~oBi ~2H 
_ _ = . ~ x j ~ x i  (A)  , 
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done il sufflt de v~rlfier les trois formules sulvantes: 

r 
BH 

( 3 . 6 . 7 )  s A i ~.,.-'-v-(A) = O 
i:O i 

r ~F 
(3.6.8) i=O~ At TX-i(A) = 0 , 

r 
(3.6.9) ~ AiB j ~2H 

i,J =0 ~Xi~Xj (A) = 0 

Or, H et F ~tant homog~nes de degr~ z~ro, la formule d'Euler donne 

(3.6.10) Z X i ~kl 0 ~ Xi ~ F  
' ~X I 

~H 
et, ~. 

] 

= O 

~tant homog~ne de degr~ -I , cette formule donne 

~2H AH 

i xl ~Xi~Xj ~X] 

de sorte que (3.6.9) se r~erit 

~H (3 .6 .11)  - ~ Bj ~ ( A )  : 0 , 
] ] 

qul n'est autre que (3.6.2). 

Ceel d~montre que ~ induit un isomorphisme 

(o - l (v  ' ) ~ ~ v '  ( 3 . 6 . 1 2 )  
F 
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dont l'inverse est ~ . Remarquons malntenant que le morphisme 

(3.6.13) I 
~ : V' .... > ~r X V' c ~r X 

~(v) = (~l(V),V) 

s'4tend en un morphisme 

(3.6.14) ~$ : V > mrx V 

o~ l'on d~signe par 

~I : V > (3.6.15) m r 

le morphisme de GAUSS, vu comme d~flnl sur 

On vlent de d~montrer l'incluslon 

(3.6.16) ,(V') c re(N) 

ce qui implique, V' ~tant dense dans V 

IP r X X , l'inclusion 

(3.6.17) 7(V) c m(N) 

II est 4vident qu'on a m~me 

(3.6.18) ~(V) C ~'I(v) 

Encore par "continuitY" , les relations 

V tout entler. 

, et ~(N) ~tant ferm~ dans 
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o ~ = Id V, 

impliquent les relations 

I 
S o ~= id -i 

(v) 

o ~ = i d  v 

ce qui d~montre que les ouverts 3.5 ~)~t 3 .5  e)sont identigues. 

D4montrons que les ouverts3.5 ~t 3.5 c) sont ldentiques. On remarque 

d'abord que, d'apr~s 3.3, l'ouvert 3.5 c) est le sous-enBemble U de 

d~fini par 

@-l(x) contlent exaetement un point, V 

(3.6.19) U = [ x 6 X 1 et en ce point ~ est net. } . 

0r ~lq) est normal (~tant lisse) et le morphisme induit 

: -I(£) ,> 

est bfrationnel (on l'a d~ja d~montr~), radfciel (par ddfinitlon de 

et propre. Done 

: -I(u) ~ 

u) 

est le normalis~ de U . En particulier, U est ~om~triquement 

unibranche . Comme ~ : ~p-l(u) ~ U est net , il s'en d~duft 

(EGA IV 18.10.1) qu'il est Stale . Par EGA IV 18.10.18, on conclut 

alors que c'est une immersion ouverte, done un isomorphlsme, done que 
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eat llsse, i.e. qu'on a l'incluslon 3.5 =) C 3.5 a~ D'autre part, 

(3.6.19) rend ~vidente l'Incluslon ~.Sb) c~.5~c)j et on conclut, compte 

t enu  de ce  que 3 .5c~)= 3 . 5  b ) .  

Nous pouvons maintenant d~montrer: 

3.7. Le theorize 2.5 est vral dans le cas car.k ~ 2 , alnsl que 

dans le cas X de dimension palre. 

D~monstration. Compte tenu de 3.5.0 et de 3.3, ii suffit de v~rifier : 

(3.7.1) Pour tout point ferm~ x E X, et tout entier d ~ 2, 
O 

il existe une hypersurface H de degr~ d tangente ~ X en 

x , telle que x soit une singularit4 quadratique ordinaire de X.H. 
O O 

Or, prenant convenablement des coordonn~s homog~nes Xo,...,X r , on 

peut supposer que x ° est le point (I~O,...,O) , et que les fonctlons 

Xl/X ° , i = l,...,n j donnent des coordonn~s locales sur X dana un 

volslnage de x ° . On prend pour H l'hypersurface d'~quatlon 

( 3 . 7 . 1 . 1 )  ~ -21~ 1 2 H = X X i Sl car.(k) # 2 
= 

( 3 . 7 . 1 . 2 )  
H Xd_2 n/2 

= o i i~ X i Xn/2+ i sl n est pair 

[n/23 
n ) el n eat impair . (3.7.1.3) H-- X d'2 (X + Z Xi X[n/2] +i 

0 i= I 
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Pour l'finonc~ 2.5.2, remarquons qu'ou bien ~ est gfin~riquement net, 

et 3.5.0 a'appllque, ou bien ~ est partout ramifi~, ce qui implique 

dim X N r-2 , k ~tant de caract~ristique nulle. Dans ce dernier cas, 

le crit~re (3.2.4) est trivialement vfirififi. 

4. Le ca~ $~n~ral 

Nous allons esquisser une autre m~thode de d~monstration de 

2.5 valable en toute caract~rlstique, en admettant l'~nonc~ suivant, 

voisin de 3.1, et cas particulier de XV 1.1.4. 

(4.1) Le sous-ensemble de ~(N) f_e:rm~ des points (x, H) tels que 

x solt une 8in~ularit~ quadratique ' ordinaire de X-H est ouvert. 

Remarquons que 4.1 r~sulte de 3.3, saul si car(k) = 2 et dim X impaire. 

4.1.1. D~signons par R 1 le ferm~ de ~(N) compl~ment de l'ouvert 

4.1, et par F I son image ~R I) c X c~ r 

Lemme 4.1.2. Si l'ouvert 4.1 est non-vide, alors codim~r(F I) ~ 2 

D~monstration. Par hypoth~se, dim(R I) < dim~(N)) = r-i , et 

F I = ~(R i) 

v 
4.1.3. D~slgnons par F 2 la partie de X form4e des hyperplans qui 

sont tangents ~ X en au moins deux points. On remarque que F 2 n'est 
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pas fermi, mais qu'on a 

4.1.4. l'adh~rence de F 2 c F 1U F 2 , 

ceci ~ cause du fair que F I U F 2 = F (cf. 3.2) est fermi. (L'inclusion 

4.1.4. "dit" qu'une confluence de deux slngularlt~s n'est pas 

quadratique ordinaire.) En tout cas la construction de 4.2.4. montrera 

que F 2 est constructible. Pour d~montrer 2.5.1 nous allons appliquer 

le crit~re 3.2.4. Pour ceci, il faudra savoir que codim (F~) e 2 et ~r 

que codi%r(F 2) ~ 2. D'autre part, 3.8.1 et 4.1.2 nous assurent que, 

remplaqant le plongement donn4 par son d-i~me multiple, d ~ 2 , on 

aura codi%r(F 2) ~ 2 . On conclut que 2.5.1 sera prouv~, une fois 

connue la 

Proposition 4.2. Soit X une sous-vari4t~ lisse et irr~ductible de 

IP r , de dimension n ~ 1 . Pour tout entier d ~ 2 , la partie 

(n+d. 1 

F 2 d~e ~ d ) -  = ~N form4e des hyRersur faces  de degr4 d dans ~ r  

qui sont tangentes ~ X en au moins deux points est de codimension ~ 2 

dans ~N 

4.2.1. Co~nencons par le cas sp4cial d = 2 et X une sous-vari4t~ 

lln~aire de ~r . Or, il suffira de trouver une droite dans ~N 

qul ne rencontre pas F (cf. 3.2.4). Choisissons des coordonn4s 

homog~nes Xo,...,X r dans ~r de telle facon que X soit d4fini par 
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Xn+l=...=Xr = O 

Pour n 

, et des coordonn~s homog~nes (%, ~) dans ~I 

pair, n = 2k , on prend le pinceau de quadriques 

(4.2.2) 
k-I 

H(k,gl) k Xo2+(kXk+~Xo)X2k+1521 = "= ( XXi'MDXi+I )Xk+ i 

pour n impair, n = 2k+l , on prend le pinceau 

k 

( 4 . 2 . 3 )  H(k,gl) = (kXl+giXo)X ° +i~l(kX2i+DXi)X2i+l  

Dans les deux eas, on ¢onstate que X-H(k,~/) est lisse pour 

(k,~) ~ (O,i) , et que X.H(o,I ) n'a qu'un point singulier, qui est 

m~me quadratique ordinaire, et done que le pinceau ne coupe pas F 

4.2.4. D~signons par Btgd(x) la sous-vari~t~ de ~N x(XXX-A(X×X)) 

form~e des triples (H, Xl, x 2) tels que H est une hypersurface de 

degr~ d dans ~r qui est tangente ~ X en x I et en x 2 , et 

x I # x 2 . L'image de Btgd(x) par pr I est l'ensemble F 2 de (4.2), 

de sorte qu'il suffira de d~montrer 

(4.2.5) dim Btgd(x) 

Pour ceci, d4signons par 

N-2 si d ~ 3 , ou si d = 2 et X n'est pas 

lin4aire. 

Lin(XxX) la sous-vari~t~ de X×X-~(XXX) 

(4.2.6) Lin(XxX)=[(Xl,X2)EXxX i Xl#X 2 , et la droite engendr4e par 

i est tangente ~ X en x I } 

[(Xl,X2)~XXXIxI# x 2 et x 2 E XnTg (Xl)] , 

Xl,X 2 
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On a ~videmment : 

4.2.7. S i X ~ s  une sous-varl~t~ lln~aire de ~r , alors 

dim Lin(X X X) < 2dim X 

Donc pour (4.2.5) il suffira de d~montrer que les fibres du morphisme 

(4.2.8) Btgd(x) Pr2'3 > X × X - A(X × X) , 

consid~r~s comme des sous-vari~t~s de ~N sont 

~de codlmension ~ 2dim(X)+l au-dessu~ de Lin(XxX) , l 
(4.2.9) 

L I 

de codimension ~ 2dim(X)+2 au-dessus de X×X-A(X×X)-Lin(X×X)] 

L'~nonc~ (4,2.9) est une consequence du lemme sui%~nt, en prenant pour 

L i l'espace tangent ~ X en x i , i=1,2 

Proposition 4.3. Soient x I __et x 2 deux .D°~nts ~.dlstlncts.,.. f, .....ferm~s..... de. 

~r , e t L I e t L 2 deux sous-esp, aces Ifn~aires de !P r te!s que 
~r+~) 

x I E L I et x 2 E L 2 Dans l'es~ ~N ~ d -d . ...... des h~persurfaces 

de. de@r~ d ,.le sousrespac ~ lin~aire form~ des h~persurfaces tangentes 

_~ L I e n x I et ~ L 2 e nn x 2 est de eodlmension 

la drofte (Xl~X 2) eontenant Xl,X 2 

dim Ll+dim L2+I si d=2 et LI[~L 2 contient la droite (Xl~X2)° 
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D4monstration. Pour d -> 3 , il faut prouver que dim L 1 + dim L2+2 

conditions lin~aires sont ind~pendantes , de sorte qu'il suffit de traiter 

le cas LI = L2 =]pr , i.e. de trouver "comblen" d'hypersurfaces sont 

singuli~res en x I et en x 2 . Or, en termes de coordonn~s homog~nes 

choisies de telle faqon que x I = (I,O .... O) et x 2 = (O,I,O...,O) , 

l'hypersurface d'~quation Z AwXW est singuli~re en (i,O,..,0) si et 

xd-Ix , i=O, ,rj sont tous seulement si les coefficients des monOmes o i "'" 

nuls, et elle est singuli~re en (O,i,0,..O) si et seulement si les 

d-I 
coefficients des mon0mes X I X i , i=O,...,r , sont tous nuls. Pour 

d-I i=O,.. ,r sont tous xd-Ix , i=O,.. ,r et X I Xi, d ~ 3 , les monOmes o i " 

distincts, ce qui donne l'~nonc~ voulu pour d ~ 3 

Pour d = 2 , le mame calcul donne l'in~galit~ 

codim ~ dim L I + dim L 2 + i , 

(car le monOme X ° X I est compt4 deux lois). 

V~rifions que si L 1 n L 2 ne contient pas la droite (Xl,X2) , alors les 

conditions de tangentialit~ sont ind~pendentes. On se ram~ne au cas 

LI = ~r , L 2 un hyperplan dans ~r qui ne contlent pas la droite 

(Xl~X 2) . On choisit des coordonn~s homog~nes X ° ..... X r de telle faqon 

que x I = (I,0 .... ,0) , x I = (O,i,O...0) et L 2 soit l'hyperplan 

Xo = 0 . Or, une quadrique i~jZ Aij X i Xj est singuli~re en (i,0,..,0) 

si et seulement si A . ~ 0 pour j = O,...,r , et tangente 
oj 
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= Aij = X ° 0 en (0,i,...,0) sl et seulement si = 0 pour j l,...,r 

ce qui falt ensemble 2r+l = dim Ll+dlm L2+2 conditions Ind~pendentes. 

Pourl~ tan o[~J3L 2 c~rLti-en~ la-4~ce£te ~l,X2), on s9 r~ne~= 

eas L 1 = L 2 = la droite (Xl,X 2) . En termes de eoordonn~s homog~nes 

dans lesquelles x I = (I,0,..,O) , x 2 = (0,i,O,...0) , la quadrique 

A. X i Xj passe par (i,0,..0) et y est tangente ~ L I si et seule- 
i~j ~J 
m e n t  s i  Aoo = Aol  = 0 ; e l l e  p a s s e  p a r  ( 0 , 1 , 0 . . . 0 )  e t  y e s t  t a n g e n t e  

L 2 s i  e t  s e u l e m e n t  s i  A l l  = Ao,  1 = 0 , c e  q u i  n e  f a i t  e n s e m b l e  

qu# 3 = d i m  L l + d i m  L2+1 c o n d i t i o n s .  

5. Le degrade la varlet6 duale par vole 'l~l~mentaire" 

(Cf. XVIII 3.2. pour une autre m4thode dans le cas oO dim X 

est pair ou car(k) # 2 .) 

Nous employons toujours les notations de 2.2, donc X > pr est une 

sous-vari4t~ lisse irr4ductible de dimension n 

5.1. Commengons par consid~rer le morphisme (3.1.1) 

(5.1.O) V : ~(N) > X x~r 

d'un point de vue plus "fonctoriel" . (Je tlens ~ remercler S. KLEIMAN 

pour m'avoir signal4 la formulation qui suit.) On a une suite exacte 
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de falseeaux coh~rents sur X 

(5.1.1) 

D'autre part, 

n~s homog~nes" 

(5.1.2) 0 

qui~restreinte 

o 

"~crivant les formes diff~rentlelles sur IP r en coordon- 

, on trouve une suite exacte de faisceaux sur ~r 

~]l~r/k----~ (Oip(-l))r+l ~ O~ ~ O 

X ~ donne alors une suite exacte 

1 I ) r+ l  
(5.1.3) 0 ~fl~r/k ~ X > (Ox(-l) 

Mettant ensemble 5.1.1 et 5.1.3, on trouve une inclusion 

v 

N ~ > (Ox(-l))r+l , (5.1.4) 

qui donne, par transposition, une surjection, 

OX(1) r+l ~ N ( 5 . 1 . 5 )  

d'o~ une immersion ferm~e 

(5.1.6) ~ : ~(N) ----~(Ox(1) r+l) = X ×~r 

qui n'est autre que (5.1.O). 

> 0  • 
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5.2. L'id~e du ealcul. 

Nous supposons ~ partir de malntenant que X = ~(]P(N)) est 

de dimension r-I ,donc que c'est une hypersurface dans ~r . Le 

calcul de son degr~ se fait naturellement en introduisant les classes 

de Chern [i] o 

Pour toute vari~t~ projective et lisse T , nous notons par 

CH(T) son anneau de Chow , qui est un anneau gradu~ (par la codimension 

d'un cycle). Etant donn~ un ~l@ment z E CH(T) , nous notons par 

T 

l e  degrg  de sa eomposante  de degr~ z~ro (qu i  e s t  un O - c y c l e ) .  La c t a s s e  

dans  CHI(T) d ' u n  f a i s e e a u  i n v e r s i b i e  L su r  T s e r a  not~ ~ga lement  

~ quand aucun c o n f u s i o n  n ' e s t  ~ c r a i n d r e  (pa r  exemple ,  quand e l l e  se 

t r o u v e  sous  l e  s i g n e  d ' i n t ~ g r a t i o n  I ) 
T 

Ceci pos~, notant par L la classe dans CH~ r) d'une droite, on a 

f~ 
(5o2 .1 )  deg(X) = , L'X 

r 

V 

Or, X est "ensemblistement" l'image de ]P(N) par cp 

Mais, du point de rue de l'homomorphisme "image directe" 

V 

9~ : CH@P(N)) - > CH(]P r) 

(3 .~.2) .  
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on a 

~(m(N)) = deg(¢)" X , 

de sorte que 5.2.1 se r~crit 

(5.2.2) deg(X) = I ~ 
r 

L'~(~(N)) ; 

par abus de notations, dans deg(~) , ~ d~signe ~videmment le 

morphisme ~(N) > X indult par (3.1.2), qui est un entier ~ 0 

nul si et seulement si dim X < r-I (=dim~(N)). 

Par la formule de projection pour ~ , cecl se r~crlt 

- 1 ! 2(L  
(5.2.3) deg(X) = 

~(N) 

D4signons par 

r-I 
L=~ , et 

6 CH(~r) la elasse d'un hyperplan, de sorte que 

(5.2.3) se r~erit 

i 
, 

i (.(~)[-i 
(5.2.4) deg(X) = deg(~) 

m(N) 

Calculons maintenant la classe ~(D)  en termes "concrets" 

Notons par ~ (resp. T) le faisceau inverslble canonlque ~(N)(1) 

sur ~(N) (resp. O~(O_x(1)r+l ) sur ~(Ox(1) r+l) ) Par fonctorialit4, 

nous avons (of. (5.1.6))  

(5 .2 .5)  
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~(Ox(l)r+l) D'autre part, moyenant l'identification _ = X x~r , on a 

~vldetm~ent, posant H = OX(1) , 

w 
(5.2.6) ~ = Prl(H) ® Pr2(~) 

D~slgnons par ~ : ~(N) > X le morphisme structural, on a 

I~ = pr I o 

pr 2 o ~ , 

d'ofi, appliquant & aux deux membres de (5.2.6), on trouve, par (5.2.5) 

(5+2.6) ~ = &~(T) = ~(H) ® cO~(~) 

Dans CH(~(N)) , on a donc 

(5.2.7) Ce(n) = ~ - 

et (5.2.3) se r~crit 

~(H) 

( 5 . 2 . 8 )  deg(X) = ~ O (~ - ~ (H)) 

m(N) 

Le deuxieme membre de 5 . 2 . 8  "se calcule" grace au lemme suivant 

( c f .  5 . 3 . 3 )  : 

Lemme 5.3. Soient X un@ yari4t4 ~uasi-proiective , lisse et connexe 

de dimension n , e__t M un. fa.isceau localement llbre de rang fini 

a sur X . Notons par ~ le faisceau inverslble O~(M)(1) sur ~(M) 
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et par ~ : ~(M) > X le morphisme structural. On salt que CH(~(M)) 

est un CH(X) module (via w ~ ) qui est fibre , de base I ,~,...,~a-i , 

o~ satisfait ~ l'~quation 

(5.3.1) ~a _ Cl~a-l+ c2~a-2 _ c3~a-3 .. = 0 , 

les c i ddnotant les classes de Chern dans CH(X) 

C(M) = I+CI+C2+... , la classe de Chern totale de 

inversible de CH(X) 

d_£e M . On pose 

M ; c'est un ~Idment 

Alors: 

(i) On a la formule 

F_ ~ a-I I 
(5.3.2) rr~('i--r'-=)1 + ~ = c(--F5 

(ii) S0it F(T) E CH(X) [T] un polynOme ~ coefficients dans CH(X) , 

tel ~ue le coefficient de T i soit un. dl~mlent homog~ne de degr~ 

n+a-l-i .Donc F(~) est un ~l~ment de de~r~ "maximum" n+a-l=dlm~(M) 

d@n ~ CH(~(M)). Ceci pos~, on a 

(5.3.3) 

~(M) X 

F(-1) 
C(M) 

Ddmonstration. Con~enqons par d4duire (5.3.3) de (5.3.2). 

Ecrivons 

I 
(5.3.4) ~ = F. b. bo=l bj de degr~ j dans 

jeO J ' ' 

b.=O pour j < O , 
J 

CH(X) 
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de sorte que ( 5 . 3 . 2 )  se r~crlt 

(5.3.5) ~(~a-l+j) = (-l)Jbj pour a-l+j ~ 0 , 

(eompte tenu que ~(~J) = O si j < a-I pour raison de degr~s). 

D~duisons-en (5.3.3). Par lin4arlt~, il sufflt de tralter le eas 

F(T) = uT a-l+j , u homog~ne de degr8 n-j dans CH(X) . Par (5.3.5) 

et la formule de projection pour ~ , on a 

M) ~(M) X X 

D'autre part, 

5"3"7" (-l)a-iIF(-l) = ~ = (-l)J~ Z (-I) a-I (-l)a-l+Ju 

C(M) i 

X X X 

u b. 
l 

et compte tenu de ce que deg(u) = n-j , et deg(b.) = i , on a l 

= O si u'b i 

X 

de sorte que (5.3.7) se r~crit 

F(-1) (5.3.8) (-1) a-1 ~ - -  (-1) j u.bj 

X 

i # j  , 

d'oO l'implication annonc~e. 

D~montrons maintenant (5.3.2), ou se qui revient au m~me, (5.3.5). 
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"en un point"), 

On salt que 

~,(~J) = 0 si j < a-i 

pour une raison de degr~, et que 

(_a-I. 
.~ ) = I X 

pour une raison g4om~trlque ( ~a-I rencontre chaque fibre 

de sorte que, par la formule de projection, on a 

a-i 

(5.3.9) ~.( E ~ (U.) ~i) = U. o 
j=O i ]-i 

Par (5.3.9), l'~nonc~ 5.3.5 est cons4quence du le~m~e suivant dans 

lequelle ~ devient T , et C i devient S i, compte tenu de l'~quation 

5.3.1. 

Lemme 5.4. Solt a un entier > 0 , et d~sisnon s par A l'anneau 

Z[[XI,...,Xa] ] des s~rles formelles en a ind~termin~eso D~signons 

par B l~a A-al$~bre 

a 

B = A[[T]] / (~(T-X£)) , 
i=l 

de sort e que B est un A-module libre , ~ base I,T,...,T a-I , 

(5.4.1) B = A T a-I @A Ta-2~...~A . 
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D~signons par S i 6 A l_aa i-i~me fonction sym~trlque 

> 
= / X&I... X& 

Si IK (ll<...< &i ~ a i 

de sorts que 
a 

(5.4.2) Z (-I) i S i T a'i = 0 dans B . 
i=O 

L'~14ment i + S 1 + S2+...+S a 

son inverse 

(5.4.3) I = Z a bj 

Z s i j~o 
i=o 

est inversible dans A , nous ~crivons 

, b .  homog~ne de degr~ j dans 
3 

b = I 
O 

A , 

D'autre part, pour tout entler j e 0 on d~finit un ~l~ment 

homog~ne de de~r~ j en ~crivant, par 5.4.1 

aj 6A 

(5.4.4) T a-l+j T a-I Ta-2+ . Ta-3+.. = a. + ? ~ .+ ? , les 
J 

C@ql pos~, on a pour tout j e 0 

(5.4.5) a. = (-I) j b. 
3 3 

?EA 

D~monstration. Compte tenu de la d~finition (5.4.3) des 

revlent ~ d~montrer qu'on a 

b. , tout 
J 
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(5,4.6) 

a = I 
O 

a 

E (-i) i s i 
i= O aj-i 

= O si j > O 

Or, on a ~vide~ment a ° = 1 , et la deuxi~me relation (pour j> O 

donn~) n'eat autre que celle d~dui~ ,en prenant le coefficient de 

T a'l (via 5.4.1), de la relation 

(5.4.7) ~ (-I) i S i T a-l+j-i = O dans B , 
i=O 

relation obtenue en multipliant 5.4.2 par T j-I , cqfd. 

CoroUaire 5.5. On a la formule 

(5.5.1) deg(X) = (-l)n I 

X 

D~monstration. 

(I+H) r-I 

C(N) 

On applique (5.3.3) (pour M = N 

de X&--->]P r) ~ (5.2.8). 

, le falsceau normal 

Ecrivons, pour une vari4t4 quasi-projective et lisse S , sa classe 

de Chern tota!e (cf. 5.3) 

dfn 
(5.5.2) C(S) ~ C(T S) 

o~ T S d4signe le fibr4 tangent de S . 
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La duale de la suite exacte (5.1.2) montre qu'on a 

(5.5.3) C(]pr) = (I + H) r+l dans CH(]pr) 

La duale de la suite exacte(5.1.1)montre qu'on a 

(5.5.4) C(N) C(X) = C( ~r) Ix dans CH(X) 

Mettant ensemble (5.5.3) et (5.5.4),(5.5.1)se r~crit 

Corollaire 5.6. On a la formule 

v (-i) r ~ c(x) 
(5.6.1) deg(X) = - -  

deg(~) ~X (I+H)2 

(5.7) Pour une varidt6 S 

tique d'Euler-Poincar6 par 

(5.7.1) x(S) = 

projective et lisse, on d~flnlt sa caract~ris- 

c(s) 

S 

Proposition 5.7,2. D6signons par 

e~ par A une section lisse de X 

de codimension deux. On a 

Y une section hyperplanelisse de 

par un sous-espace !in4aire de ~r 

X , 

(5.7.3) deg(X) (-l)n [x(X) + X(A) - 2~(Y)] 
deg~) 
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D~monstration. Notons i : Y e >X l'inclusion. On a 

4~ 

Ny.__> X = HIY = i H 

de sorte que la suite exacte 

O ---> Ty > i T X > i H > O 

donne 

c(x) 
(5.7.4) C(Y) = i ~ ( ) ?ffi- 

On a donc 

c(x) X(y) = i ~ ( ~ ) 

Y 

et, en appliquant la formule de projection 

(5.7.5) I ~ C(X) I H.C(X) 7(Y) = i~i ( ~ ) = i + H 

X X 

It4rant ce calcul, on trouve pour A 

(5.7.6) X(~) = I H C(Y)=I + H I i~(~ H(I+H) C(X)(I+H) ) =j - -  

~! Y Y X 

H 2 C(X) 

(I+H) 2 

de sorte que 

~(X) - 2x(Y)+x(A) = I C(X) [I - ~ g + l{___~_ 2 ] 
I+H (I+H) 2 

X 

= ~ C(X) 

(i + Hj 2 ~ 
X 

ce qul ach~ve la d~monstration, compte tenu de 5.6.1. 
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6. Le cas d'une base g@n4rale 

6.1. 

par une clSture alg~brique du corps r~siduel 

D~signons par IP r l'espace projectif ~ r 

Vr r 
~P l'espace projectif dual et par I c IP 

d'incidence. Soit D c ~r 

Soient S un schema et s un point g~om~trique de S, d~fini 

k(s) pour s E S. 

dimensions sur S , par 

~r 

X SIP la vari~t~ 

une droite, d~finie par un point ~ valeurs 

dans S d'une grassmannienne convenable, et A l'axe du pinceau 

d'hyperplans correspondant (cf. 2.1). 

Soit X un S-schema propre et lisse, purement de dimension n ~ i, 
N 

muni d'un plongement projectif XC > ~r . Soient X = (X XsD) A I 

le schema sur D de fibres les sections hyperplanes de X param~tr~es 

par D, et u la projection de X sur D. 

Notons par un indice s le changement de base par s > S. 

Supposons que ~s soit transverse ~ X--s " Alors, au-dessus d'un 

voisinage U de s dans S, A est transverse ~ X . On suppose dans 

N 

ce qui suit que U = S . Le schema X est alors lisse sur S , et un 

voisinage de l'inmge r~ciproque de g dans ~ est lisse sur D . 

Supposons de plus qu'une des sections hyperplanes de X-- 
S 

appartenant au pinceau D-- soit lisse. Alors, apr~s que l'on ait 
s 

remplac~ S par un voisinage convenable de s, le sous-sch~ma F de 

d~fini par l'id~al jacobien Jn-!(X/D) est fini et plat sur S . 
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6,2. 

relatif E de D/S d~fini par le 

sur S . Localement sur D, si @D 

est une presentation de u~@ F , E 

La formation de 

L e lieu exceptionnel du pinceau D est le diviseur de Cartier 

@D-Module U~@F, fini et plat 

V n 

> @D > u~@ F > O 

a pour 4quation det(v) = O. 

E est compatible ~ tout changement de base. 

Le diviseur E-- de D-- s'~crit E n(P).P, pour n(P) la 
S S 

somme des colongeurs de l'id~al jacobien jn-l(~/D) en les points 

critiques de u d'image P . 

Proposition 6.3. S_~ D~s est un pinceau de Lefschetz de sections 

hyperplanes de X~ , et si car k(s) # 2 ou que n est pair, i l 

existe un voisina~e U de s dans S tel que 

(a) Pour tout point g~om~trique ~ de U, D~t est un pinceau de 

Lefschetz de sections hyperplanes de x~ 

(b) Au-dessus de U, le lieu exceptionnel E est ~tale sur S. 

Pour prouver (a) et (b), il suffit de noter que, sous les 

hypotheses faites, D-- v~rifie la condition c) de 2.2 si et seulement 
S 

si le diviseur E~ est r~duit. On pourrait, en invoquant 3.3, 

n'utiliser que la moiti~ la plus facile ( >) de eette ~quivalence. 

6.3. La proposition devient fau~edans le cas d'exception cit~. 

Toutefois, si S est d e..caract~ristique 2 et que n est impair, il 

existe un voisinage U , de S au-dessus duquel (a) est vrai, et on peut 

d~finir un diviseur E' ~tale sur U tel que E = 2 E'. Nous ne ferons 

pas usage de ce r~sultat. 

R~ f~re nces 

[i] GROTHE NDIE CK, A. La th~orie des Classes de Chern, 

Bull. Soc. Math. France, 86, 1958, 137-154. 
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INTRODUCTION 

Dans le present expos4 nous donnons la structure cohomologique 

~l~mentaire des pinceaux de Lefschetz. Les sections 1-4 donnent les fairs 

"blen connus" sur la structure cohomologique des fibr4s projectifs et des 

~clatements. Dans 5 nous faisons l'~tude qui figure dans le titre, en 

supposant que X satisfait au "th~or~me de Lefschetz vache" (5.2), et 

que le pinceau Den question satisfait ~ une eertaine condition (A) 

de nature locale sur D (5.3). Les r~sultats principaux sont 5.6, 

5.7 et 5.8,7~ ce dernier intervenant de faqon essentielle dans la 

d4monstration du th4or~me de GRIFFITHS dans XX. Dans la derni~re 

section, de nature nettement molns ~14mentaire, nous nous appuyons 

sur llexpos4 SGA 1XIII de Mme. RAYNAUD sur le ~roupe fondament@! 

"modern", et sur la formule de Picard-Lefschetz (XVI) pour d4montrer : 

(i) La condition (A) est souvent satisfaite (6.3, 6.4) ; 

(2) Sauf dans le cas dim(X) impair et caract~ristique = 2 , !e 

groupe de monodromie d'un pinceau de Lefschetz 8git 

irr4ductiblement sur la "cohomologie 4vanescente", et 

transitivement (modulo signe) sur l'ensemble des 
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"cycles ~vanescents locaux" assoei4s (via la formule 

de Picard-Lefschetz) aux divers "points critiques" du 

pinceau (6.6 et 6.7). 

I. La cphomolo$ie d'un fibr4 projectif 

Th~or~me I.i. (DELIGNE). Soient f : X ~ Sun. morphisme propre, 6 u n 

premier !nversible sur S, u E H2(X,~6(1)) (resp. u E H2(X,~(1)) nombre 

une classe de cohomolo~ie sur X, e t ~ u__qn ~6-faisceau (resp. @~-faisceau) 

sur X , On suppose qu'il existe un entier n tel que pour tout entler j 

et tout entier i > O~ l'application 

i 
(I.i.I) --RH-if,(~(j)) A u ~ Rn+if,(~(j+i)) , 

soit un i@9morphisme de ~6-faiscea~(resp. de ~6-falsceaux) s~K S . 

Alors. pour tout morphisme g : S ----~ T, is suite spectrale de Leray 

EP,q = RPg.Rqf.(F) , ~ RP+q(gf).(~) 
2 

~st d~g~n~r~e. 

La d~monstration se trouve dans [i, Prop. 2.4]. On remarquera 

que, grace au th~or~me de changement de base pour un morphisme propre (SGA 4 

XII 5.2), l'hypoth~se se v~rifie fibre par fibre. 
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Th~or~me 1.2. (Cf. SGA 5 VII 2.2.1 ). Solt ~ > X un fibre vect0riel, 

loealement llbre de ran~ 1 + r. D~signons par f : ~(£) .... > X le fibr~ 

proJectif d~finl par g, et par u 6 H20p(g),~¢(1)) la premiere classe 

de Chern du falsceau inverslble canonic~ _~(£)(i). Alors , 2our 6 un 

nombre premier Inversible sur X, on a 

a) la suite spectra le 

(1.2.1) E~ 'q = HP(x,Rqf~6) ~ HP+q(~(g), ~6) 

d~n~re. 

b) la fl~che 

(1.2.2) @ Hq-2"J (X,~ ~(-j) ~ > Hq(]P(g), ~ ~) 
O~j~n 

d~fini par • Tq_2j ~ ~ E f~(Tq_2j) A u j 

est un isomorphisme. 

D~monstration. Les fibres de f ~tant des espaces projectifs de dimension r 

on u 

(1.2.3) Rif~% < N u 

pour i pair, 0 ~ i ~ 2r 

sinon 

Le th~or~me I.I s'appllque ~ la situation (f, 6, u, ZZ6, r), d'o~ a). 

D'apras 1.2.3 on a 
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_a,b 
(1.2.4) 52 

I a ~ -b 
. (x, pour b pair, 0 ~ b ~ 2r 

sinon~ 

donc le gradu~ associ4 de HqaP(g), ~L) pour la filtration provenant 

de la suite speetrale est @ Hq-2J(x,~6(-j)). On volt tout de 
O~j~r 

suite que, munissant ~ ~q-2J(x,~6(-j)) de la filtration 
C~j~r 

V i = ~ Hq-2J(x,m L(-j)), 

O~j~r 

q-2j~i 

la fl~che 1.2.2 est compatible aux filtrations, et qu'elle induit 

l'identit4 sur les gradu4s associ4s, d'o5 b). 

2. La cohomologie des vari4t4s 4clat4es (cf. SGA 5 VII 8) 

2.1. Soient X un sch4ma lisse sur un corps k, et ~ c X un sch4ma lisse 

partout de codimension i + r. On salt (EGA IV 19.4.9) qu'il existe un 
N 

sch4ma !isse X , muni d'un morphisme projectif 

(2.1.1) f : 

tel que, posant 

(2.1.2) ~ = 

f induise un isomorphisme 

(2.1.3) f / X - 

>X 

f-l(~) = ~ Xx ~ , 

: ~-Z -~ > x-~ 

v 

et qu'il existe un A-isomorphisme entre ~ et ]P(N~/x) , le fibr~ projectif 
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des droltes dans le flbr4 normal ~A/X 

diagramne connnutatif : 

(2.i.4) 

de A dans X. On a donc un 

v 

flZ /proJ =  onin e 

2.1.5. Dans le cas sp4cial X = Spec(A), A = Spec(A/l) o~ I = (go,...,gr), 

s'obtient par le proe~d4 de Hopf (cf. EGA IV 19.4.11) : 

On d4finit un morphisme de X - A dans ~r par 

x 6 X - A > (go(X) ..... gr(X) E~ r , 

et on consid~re son graphe F comme plongd dans X X~ r. Alors on ddfinit 

= l'adh4rence seh4matique de ~ dans X X ~r, le morphisme f : ~ > X 

s~obtient comme le compos~ 

C------>X X ~r Prl ~ X 

2.1.6. De faqon analogue (cf. encore EGA IV 19.4.11)~ si X est 

projectif, et si A est l'intersection de X avec 1 + r hypersurfaces,disons 

dl~quations G. = O, i = O,...,r~ on consid~re encore le morphisme 
l 

X - A .... >~r 

. . . .  (x) . . . . .  ~(x)), x6X- ~ > (G O 

et on obtient ~ comme l'adh4rence de son graphe dans X X IP r. De faGon 
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concrete, en termes des eoordonn6es homog~nes %o,...,%r dans~ r, 

smobtlent con~me le sehama de X ×~r dafini par les ~quations 

(2.1.6.1) %i %(X) - kjCi(Z) O~<j~r . 

On volt par ces ~quations que le point (x,~) se trouve dans ~ si et 
v 

seulement si x £ A ; autrement dit, ~ (N~/x) est le fibr4 projeetif 

trivial 

v 
~(N~/x ) "~ A X ~r 

(2.1.6.2) proj.eanonique~ / i  

On ale diagramme commutatif suivant 

(2.1.6.3) 
~ c > 

et l~incluslon compos4e A X~ r c --> X ×~r provient de ~C----->X 

par changement de base. 

Th4or~me 2.2. Solent X lisse sur un corp 9 k, A un sous-sch4ma llsse 

partout de codlmension 1 + r, e_tt f : ~ > x l'4clatement de X e__nn 4, Alors : 

(2.2.1) L a suite speetrale de Leray 

E~ 'q = HP(x,Rqf~ =-------~ HP+q(~ ° ~) 

d~g~n~re. 
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2.2.2. Ii existe un isomorphi_~sme additif 

Hq(~,m ~) <N, Hq(x,~ ~) G Hq (~, ~z &-Vlm Hq(A, m ~) N 

D4monstration. 

r 
@ Hq-2j(A,Z~6(-j)) ~ Hq(x,2Z~) 

j=l 

D4signons par 

(2.2.3) g : ~ > A 

la restriction de f ~ ~ , et par 

(2.2.4) 

~j : A c >X 

les inclusions, de fa~on ~ obtenir le diagrarmne cormmutatif 

(2.2.5) 

X < 

i 

g 

A 

Celui-ci induit un homomorphisme des suites spectrales de Leray pour 

les morphismes f et g, et le faisceau ~ sur X et ~ , 

(2.2.6) E p'q (f) (i~'J~) > EP'q(g) 
r r 

D'autre part, f induisant un isomorphisme de ~ - ~ avec X - A , nous 

avons, par le th4or~me de changement de base pour un morphisme propre, 
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Rqf, N (2 .2 .7)  ~ ~ -- 

Ii 6 si q = O 

,Rqg, ~6 si q > O 

d'o~ 
(i*,j*) 

(2.2.8) E~'q(f) ....... > E;'q(g) pour q # O 

Nous allons d~montrer par r~currence sur r que 

(i*,j*) 
(2.2.9) EP'q(f) ~ > EP'q(g) pour q # O, r m 2 

r r 

et 

(2.2.10) dP'q(f) = 0 pour r e 2 
r 

Admettons pour lJinstant la formule 

(2.2.11) dP'r-l(f) = O pour r ~ 2, tout p . 
r 

Commen~ons par r = 2 . Nous avons un diagramme commutatif 

( 2 . 2 . 1 2 )  

E;'q(f) , , 

d;'q(f) 

E72' q-l(f ) 

(i*,J*) 

(i*;~*) 

> E;'q(g) 

O = d~'q(g) 

> E72'q-l(g) 

Pour q ~ O, on a E~+2'q'l(f) = O, donc d;'q(f) = O . Pour q = I, on a 

d~'l(f) = O par (2.2.11), et pour q > i, les fl~ches horizontales dans 

(2.2.12) sont des isomorphismes, et on salt que d;'q(g) = O par 1.2 et 

2.1.4. Ceci donne (2.2.10) pour r = 2, et (2.2.9~ pour r = 2 n'est autre 

que (2.2.8). 
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Supposons connues (2.2.9) et (2.2.10) pour une valeur de r ~ 2 . 

P,q L'hypoth~se (2.2.10) implique EP'q(f)r ~ Er+l(f)' et pal: 1.2 on a 

Ep,q(g ) N Ep;q(g), de sorte qu'on ale diagranm~e commutatif 
r 

(2.2.13) 

(i~,j ~) 
EP'q(f) ,, > EP'q(g) 

(i%j~) 
~ ; ~ ( ~ )  . . . . . .  , ~ ;~ (~ )  

ce qui donne (2.2.9) pour r+l, compte tenu de (2.2.9) pour r. Pour 

d~duire (2.2.10) pour r+l, on regarde le diagramme oon~nutatif 

(2.2.14) 

(i~,J ~) 

i P'q I O = =PJq" " dr+l(f) ar+itg; 

(i~'J~) ~p+r+l,q-r 
-r+ImP+r+l'q-r(f) ~ -r+l (g) 

p+r+l~q-r 
Pour q ~ r-l, on a Er+ 1 (f) = O, donc dP'q(f)r = O . Pour q = r, 

on a (2.2.11), et pour q > r les fl~ches horizontales dans (2.2.14) 

P,q _ sont des isomorphismes, et dr+l(g)- O par 1.2, d'o~ la conclusion voulue. 

Ii reste ~ v~rifler (2.2.11), qui signifie que le "edge homomor- 

phisme" compos~ 

(2.2.15) ~,o(f) ......... > ~,o(f) > E~,0.) . .. ~,0(~) 

est un isomorphisme, i.e. que 

(2.2.16) f~ : HP(x,m~) > HP(~, ~6) 
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est inJectif. Or, il existe un inverse ~ gauche, savoir l~homomorphlsm£ 

de Gysin (~GA 5 IV) 

(2.2.17) f~ : HP(~, ~6) > HP(x,~6) , 

qui vdrifie en effet, 

(2.2.18) f~f~ = id. 

comme il rdsulte de la formule de projection, et du fair que f~(1) = I, 

f ~tant birationnel donc de degr4 un. 

Ceci d~montre (2.2.1). Quant ~ (2.2.2), remarquons que le 

diagramme (2.2.5) donne, par passage ~ la cohomologie, un diagramme 

commutatif 

(2.2.19) 

d'cnh un morphisme 

HP(x,~ 6) i~ .... > HP(~,~ 6) 

f~ g~ 

HP(x, 2Z 6 ) ]~ ~ HP(A,Z~ ~) , 

(2.2.20) HP(x,~6) (i~ j~ ) HP(~ ,~6) 

fa~HP ( X, ~ 6) gwHP( A, ~ 6) 

D4signons par F i les filtrations de H'(X,~6) et de H'(~,~6) provenant 

des suites spectrales de Leray, de sorte que (2.2.20) se r~crit 
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(2.2.21) HP!~'~6) (i%j ~) > HP(~'~6 ) 

FPHP(~,~Zg) HPFP(~,Zg~) 

Or, d'apr~s (2.2.9), le gradu~ associ~ ~ la flache (2.2.21) est un iso- 

morphisme, done (2.2.20) est un isomorphisme. D'autre part, (2.2.18) 

donne une d~composition en sormme direct 

f~+inclusion 
(2.2,22) H'(~,m~) ~ 

> 

fee(l-fWf~) 

H'(X,~6) • Ker f~ 

et (1.2.2) nous donne une decomposition en sormne directe 

(2.2.23) H'(~,~6) ( ......... ~ H.-2J(~,~6(.j) ) ; 
g*H'(~,~) 

INjNr 

mettant ensemble l'isomorphisme (2.2.20) et les decompositions (2.2.22) 

et (2.2.23), on trouve (2.2.2), cqfd. 

Remarque 2.2.24. Esquissons une deuxi~me d~monstration de (2.2.2) 

nettement plus simple, valable dans le cas o~ X est propre sur k. Plus 

g~nEralement, on trouve (sans hypoth~se sur X) le r~sultat correspondant 

(2.2.26) en cohomologie ~ support propre. Nous avons les suites exactes 

de"cohomologie ~ supports propres", notre H" , pour les couples (X,A) et (X,A) 
c 

qui forment un diagrsmme comanutatif 
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(2.2.25) ~ H i ( z - ~ , ~  - . .  ~ie(Z,~) ,~ IFo(Z,~) , ~+~(Z-~,=o ,)  

(2.2.2~) - - ,  ~ ( x - ~ , ~ )  > ~ i (x ,~ )  , ~ (  ~ , ~+~(x-~,~)e 

Or, le quotient du eomplexe acyclique (2.2.25) par le 

sous-complexe acyclique (2.2.26) nous donne le complexe acycli~ue 

(2.2.27) ~ O > "~ ~ O > 

f~H~ (X, %) g~H~ < 4, ZZ ~) 

i.e, on trouve, sans consid~rer des suites speetrales, que (2.2.20) est 

un isomorphisme. D~s lors, les raisonnements quTon vient de donner 

stappliquent pour donner (2.2.2). 

Corollalre 2.3. Posons 

On s 

(2 .3 .1 )  

(2.3.2) 

bq(X) = dim~ Hq(x,@6), 

r 

bq(~) = bq(X) + T 
j = l  

~(~) = ~(X) + r ~(A) 

X(X) = E(-1)qb (X) q 

b (A) , q - j  
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3. L'~clatemgnt associ4 A un pinceau 

3.1. Soient X projectif, lisse et irr~ductible sur un corps k alg4- 

briquement clos, de dimension u, et D = [HT] TE]p I un pinceau d'hyper- 

surfaces dont l'axe coupe transversalement X, en A . Consid~rons alors 

11~clatement de X en 4, que nous allons d4crire explicitement. 

En termes d'~quations, d4signant par (~,~) des coordonn4s 

ho~o~nes de ~I, et par F et G deux formes lin4aires tels que F = G = 0 d4- 

finlsse l'axe du pinceau, le pinceau s'4crit 

(3.1.1) % F - ~ G 

Le sous-seh~ma ~ est par d4finition IIintersection de X avec la 

sous-vari~t4 lin~aire G = F = O . D'apr~s 2.1.6, 

(3.1.2) ~ = {(x,(L~) 6 X Xm 1 I ~ F - ~G = 0 ] ; 

caest l~adh4rence sch4matique, dans X X~I, du graphe de l'application 

(3.1.3) X - ~ . . . . . . . . . . . . . .  > ~ i  

x ............. ~ (G(x),F(x)) 

La grande vertu de ~ est d'etre une vari4t~ projective 

(car plong~e dans X XIP I) et lisse(car ~ l'est) sur k, qui admet un 

morphisme p vers]P I, ~ savoir 

(3.1.4) p : ~ ~ > X X]P 1 Pr2 > ~i , 

dont les fibres sont les sections hyperplanes de X par les membres de 

notre pinceau 

d4f 
p-l(t ) = X t .... ,~ X.H t 
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3.2. Le de~r~ de la varl4t4 duale : m~thode topologique. 

Supposons en plus que le pinceau de 3.1 soit tel que 

(3.2.1) X test lisse pour tout t contenu dans un ouvert non vide de ]pl, 

(3.2.2) Si X test singulier, elle n'a que des singularit4s quadratiques 

non d~g4n4r4es (XVII I,i) ; 

ces conditions sont v4rifi4es en particulier pour un pinceau de Lefschetz 

(XVII 2.21) si car k # 2 ou si X est de dimension paire. 

Soient ~ le point g4n~rique de ]pl, ~ un point g~om~trique 

au-dessus~ n la dimension de X, et X la earaet4ristique d'Eu!er-Pincar4 

valeurs dans le faisceau 96 . Alors la formule d'Euler-Poincar~ XVI 2.1 

appliqu~e au morphisme S, nous donne 

(3.2.3) ~<(~) -- ~<0P I) ~ (X~) + (-I) ~] ~ i 
pts sing. 
des fibres 

formule qui, compte tenu de (2.2.2), se r~crit 

~nombre total des~ 
(3.2.4) (-i) ~ = X(X) + ~<(A) - 2 ~(X~) 

Lpoints singuliers~ 

On remarquera que la quantit4 X(X) + x(A) - 2 X (X~) est ind4pendante 

du choix particulierdu pinceau, et ne d~pend que du plongement de X 

dans unlP r, et m~me seulement de la classe de Chern de O__X(1) , 

cf. [XVII, 5.7.5 et 5.7.6]. 
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3.2.5. Explicitons eeci dans un cas eoncret. Prenons X =~2 , {H ] 

un pinceau de courbes de degr~ d dans~2 qui v4rifie (3.1), (3.2.1) 

et (3.2.2). On a 

(3.2.6) 

x(x) = 3 

X(x~) = -d (d-3) 

X(&) = d2 

(en vertu de 1.2) 

(cf. SGA 5 VII 7.3) 

d'o~ 

(3.2.7) le nombre total de points singuliers est 3 (d-l) 2 

Prenons le cas particulier d = 3~ et consid~rons la famille des 

courbes elliptiques (en caract~ristique ~ 3) 

(3.2.8) X 3 + y3 + Z3+ 3~ XYZ 

Les quatre fibres singuli&res sont au-dessus de ~ = racine cubique 

de l'unit~, et ~ = =, et chaque fibre singuli&re est l'union de trois 

droites conmae eeci ~ /  

(3.2.9)  

eta exactement trois points singuliers, tous quadratiques non-d~g~n~r~s. 

Cela fait ensemble douze points singuliers, et v~rifie (3.2.7) dans 

cet exemple. 
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Proposition 3.2.10. Soit X c >~r un plon$gment de Lefsehetz (XVII 2.3), 

et supposons que n = dim X soit pair, ou que car. k # 2 . Alors tout 

Vr pinceau de Lefschetz, consider4 comme droite dans~ , coupe ~ e n 

(3.2.11) (-i) n [ X(X) + X(A) - 2 X (X~)] 

points, et le coupe transversalement (EGA IV 17.13.7). 

D~monstration. Par hypoth~se, toute singularit~ d'une fibre du pinceau 

de Lefschetz est quadratique non-d4g~n~r4e, de sorte que (3.2.4) stapplique 

pour donner que le nombre des fibres singuli~res (chaeune contenant 

exactement un point singulier) dans le pineeau D est le nombre (3.2.11). 

v 
Or, la fibre X est singuli~re si et seulement si T 6 X ~ D . Pour voir 

la transversalit6 de lWintersection, on remarque que le hombre (3.2.11) 

est ind~pendant du choix particulier du pinceau de Lefschetz, et que, 

le pinceau g4n~rique 4tant un pineeau de Lefschetz, ce nombre (3.2.11) 

v v r 
est le degr4 de X (i.e. son degr4 comme hypersurface dans~ , qui est 

v 
(par convention) 0 si dim X~r-2). Or, si une droite D coupe une hyper- 

surface de degr4 d > 0 end points distincts x. (i~i&d), llintersection 
I 

est forc~ment transversale. En effet, la multiplicit~ dlintersection 

v v d 
~i = rg(D n Xlx i) de D et X en un x iest z i, done corame ~ ~i = d , 

on a ~i = i, pour tout i, i.e. D N X est lisse, ce qui, ~quivaut 

la transversalit4, comme on voit aussitSt. 
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Remarque 3.2.12. Pour un pinceau de Lefschetz D dont on suppose 
v 

d~j~ qu'il coupe X transversalement (condition v~rifi6een tous cas 

pour D assez g~n~rale), le r4sultat 3.2.10 peut 8ire consid~r~ aussi 

comme la conJonction de XVII 5.7.2 et du falt que deg ~=I, contenu 

dans XVII 3.5. Bien entendu, le fait que tout pinceau de Lefschetz D 

coupe X transversalement, ~tabli ici via la formule d'Euler- 

Poincar4 XVI 2.1 , peut aussi se v~rifier directement de fa~on 

~l~mentaire, en utilisant le fait que it axe de D coupe X transversalement. 

4. La c ghomolo~ie de l'4olatement associ4 ~ un pinceau 

4.1. Nous reprenons la situation 3.1, r~sum~e par le diagrarmme conm~u- 

tatif (of. 2.1.6.3) : 

(4.1.1) 

x x m I < f x o >~ 
i 

(g-gLPi) > ~ xlP 1 

Commengons par pr~ciser (2.2.2) dans ce cas. 

Proposition 4.2. Sous les hypotheses d e 3.1: 

(4.2.1) Les homomorphismes de ?Z~-modules 

f,6)(l-f*f.) 

H'(X, ZZ2) ~ ........ > H'(X,ZZ2) ~9 i~er(f,:H'{~,m2) --> H'(X,~2)) 

f~+ind I! 
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so nt des isqmorphismes , inverses l'un de l'autre. 

(4.2.2) Les homomorphismesde 2Z ~-modules 

fw~g~i ~ ) 
H'(~,~)< > H'(X,= 6) • H"2(~,=~(-I)) 

f~+i~,g ~ 

sont des isomorphismes~ inverses l~un de l'autre. 

(4.2.3) La structure d'al~bre sur H'(X,~L) G H''2(A,~6(-I)) d4duite 

p@r "transport de structure" par (4.2.2) du cup-produit dans H'(~,~L), 

s'exprime, en termes des ~14ments 

a,b 6 H'(X,~) , x,y 6 H'-2(A,~(-I) , 

par !es formules : 

(4.2.3.1) (0 ~x) A (O ~9 y) = - j~(xy) ~ 2xy Cl(OA(1)) 

(4.2.3.2) (a • O) /% (b E9 0 = ab ~ 0 , 

(4.2.3.3) (a ~ O) A (0 @ y) = 0 • j~(a)y , 

(4.2.3.4) (0 ~ x) F% (b @ O) = O ED xj~(b) . 

En par ticulier, pour 

a ~x 6 H'(X,~ t) ~9 H'-2(A, 2Z ~(-i) 

b ~ y £ H2n''(X,~Z~) E9 K2n-2-'(A, ZZ2(-I)) 
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on_.__£a 

(4.2.3.5) (a • x) A (b ~ y) = ab - j,(xy) 

sI~crit : 

Autrement dit~ la matrice d'interseetion totalede H'(~, ~6) 

0 t 
/la matrice totale~ 

- (des intersections) 
ksur A / . 

D~monstration. On a d~j~ d4montr4 (4.2.1) ;(cf. 2.2.22)). Pour (4.2.2), 

remarquons dlabord que, g : ~ > A 4rant un fibr~ projeetif de rang un, 

la suite 

(4.2.4) O ~ H'(A,~6) g* g~ " > H ' ( ~ ,  m 6 )  " > H ' ' 2 ( A ,  m 6 ( - 1 ) ) = ~ >  0 

est exacte (cf. (1.2.2)). Compte tenu de (2.2.26), on obtient le diagran~me 

eommutatif de suites exactes 

O > H" (X,ZZ 6) f* - i 

(4.2.5) I j~ 

o >H'(A, m6) ~ g*> 

g.i* 
H" (g,2Z 2) > H'-2(A, ZZ •(-i)) 

g .  
H" (Z,~Z Z) . . . .  > H ' - 2 ( & , m  ~ ( - 1 ) )  

~ 0  

273 



- 20 - XVIII 

Compte tenu du scindage (4.2.1), ceci donne un isomorphlsme 

(4.2.6) f~ @ g~ i ~ : H'(~,~) ~ ..... > H'(X,~g) ~H''2(A,~6(-I)) @ 

Le transpos~ de (4.2.5) donne un diagramme commutatif de suites 

exactes (apr~s le d~calage . -----~ 2n-.) 

(4.2.7) 

f~. ~ i~+g~ 
o < H'(X,ZZ~) < H'(X, ZZ~) <---------- 

g~ ~ g~ 
O ~ H'-2(A,2Z~(-2)) <--H'-2(~,%(-I)) <-- 

et on obtient un isomorphisme 

H'-2(A, ZZ 6(-I)) ~ 0 

H'-2(~,m 6(-I)) < 

Jr 
~'(~,m~) 

fw+iwgW 
(4.2.8) H'(X,~6) ~H'-2(~,mt(-I)) " 

II reste g d4montrer que le eompos4 

f~+i~g~ ~ f~(g~i~) 
(4.2.9) H'(X,m6) ~ H''2(~,~(-I~ ....... > H'(X,~) ~I'(X,~)~-2(A,~(-I)) 

est l'identit4. Or, on a 

fwfw = id sur H'(X,2Z 6) , par (2.2.18) 

par (4.2.5) 

par (4.2.7) 

geiWf W = 0 

fei~g ~ = 0 

de sorte qulil suffit de d4montrer 

(4.2.10) g~i~i~g~(X) = X pour X E H'(A, Zg2(-I)) 
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Pour v~rlfier (4.2.10), remarquons d'abord que i : ~ ¢ > ~ 6rant 

l'inclusion d'une sous-vari~t~ lisse de codlmension un, on a [SGA 5 VIII 

(4.2.11) i~i~(x) = cI(_N~A/~) x 

(4.2.12) i~(x)i.(y) = i,(xy cI(_N~A/~)) 

E~r~von~ ~ = Ox(1), ~ = o~(1) , ~1 = ~1(1), ~tc . 

En vertu de EGA II 8.1.7, on a, si ~ est l'Id~al ~ dans 

V 

(4.2.13) ~/~ ~ ~ 

o~ ~ est Interpr4t~ eormue ]P(~152), 5 ~tant l'Id~al de A dans X . Or 

on a un isomorphisme canonique ( A ~tant reprdsent~ eor~ne intersection 

de X avec deux hyperplans donn~s dans ]pV) , 

5152 ~ o2(_1) , 

qui donne naissance ~ l'isomorphisme 

C~ 

o~ ~ est Itlsomorphisme canonique EGA II 4.1.4. Par loc. cir. cet iso- 

morphisme trans forme 

_~(i) = ~(~/~2)(I) = ~p(o_~(_l))(1) en _~(O~)(i) ®O~ OA(-I)=~I(1) ~K OA(-I), 

de sorte que (4.2.13) s'~crit 

(4.2.14) N~ ~ (pO*(~(1)) ® g*(OA( -1 ) )  , 

dWo~ en prenant le c I des deux membres~ le 
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Lemme 4.3. On a 

¢l(_N~/g) : g * (gA)  - ( p i ) * ( ~ l )  

Reprenons i s  d~mons t ra t i on  de ( 4 . 2 . 1 0 ) .  D 'sp r~s  ( 4 . 2 . 1 1 )  e t  ( 4 . 3 ) ,  

il sufflt de d~montrer 

g.(g*(x)[(pi)* (Cl(glpl)) - g*(cl(~A) ]) : x 

Or, d'apr~s (4.2.4), gqrg * = O, et, compte tenu de ce que 

g~xPi ,> ~ x le  l , 

on 8 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

g~(g*(x) (p i )* (C l (  ~ p1 ))  : x 

g , ( g * ( x )  c I ( N ~ ) )  : - x . 

Calculons maintenant la structure d'alg~bre sur H'(X,~) ~ H'-2(~, 

d~dultedu cup-produit par transport de structure via (4.2.2). Soient 

a, b des ~l~ments de H'(X,~6), 

Commen~ons par (4.2.3.1). 

(0 • x) A (0 ~ y) = ? @ ?' 

? : f.((i.g*(x))(i.g*(y)) 

: f~(i.(g*(xy) c I (N~))) par (4.2.12) 

: j.g.(g*(xy) c I (N~)) 

= j.(-xy) par (4.3.2) . 

6(-I)), 

x,y des ~l~ments de H'-2(&,~6(-1)). 
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or~ 

?' 

(ci(~D~))2 

= -g~i~(i~g~(x)A i~g~(y)) 

= -g~i~(i~(g~(xy) Cl(~/~))) 

= -g~(g~(xy)(Cl(N~))2) 

par (4.3.2) 

par (4.3.2) 

= (g~cl(~A(l)) - (pi) ~ (Cl(~]pl))) 2 par (4.3) 

= g~((Cl(~A))2) - 2g~(cl(~A))(pi)~(Cl(~I)) 

( + (pi) ~ ((Cl(~l)) 2) = O ) , 

?' = - g~(g~(xy)g~(cl(~A)2)) + g~(2g~(xy)g~(cl(~A)Cpi)~(Cl(~ ~l)) 

? = 0 + 2xy Cl(~) par (4.2.4) et (4.3.1) , 

ce qui ~tablit (4.2.3.1). Quant ~ (4.2.3.2) : (a @O)A(b ~0) = ab G O, 

ceci exprime que f~ est un homomorphisme d'alg~bres. 

Prouvons (4.2.3.3). Or, la formule de projection implique 

Ker f~ nimage f~C Ker f~ , de sorte que 

(a@o) A (O~y) = o @ ? , 

o~ 

(4.3.3) ? = _ g~i~(f~(a) i~g~(y)) 
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= - g.(i*f*(a) g*(y) cI(N~A/~)) par (4.3.2) 

= - g.(g*(j*(a)) g*(y) Cl(_l_N~/~)) 

= j*(a) .y 

ce qui ~tablit (4.2.3.3). On remarque enfin que (4.2,3.4) se d4duit 

de (4.2.3.3) par l'anticommutativit4 du cup-produit. 

5. Etude cohomolo$ique d u morphisme p : ~' >IP I a~ssoci~ ~ un pinceau 

5.1. L'homomorphisme de restriction HW(~) ~ Hw(Y). 

D~signons par Y une des fibres lisses de p : 

Y = p-l(t o) = X.Hto . On ale diagra.m~e conmautatif 

]pl < 

Sp(k)=[t o ] 

Y 

P , R" ,: i - , ,~ 

x f< .i ....... ) ts 

~- ]pl disons 
J 

A xIP I 

~= idX[to? 
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~oposition 5.1.1. 

fibre lisse : 

Sous l@s hypotheses de (3.1), Y d~signant une 

(5.1.2) L'hgmomorphisme restrict!on 

s'exprime (via (4.2.2)) Pal 

H.(X,~Z4)G H. -2 (A,2Z4(_ l )  ) m*+h. ~ H.(y ,2Z4  ) • 

(5.1.3) La,fl~che de Gysin 

k. : H'-2(Y,~ 4(-1)) > H'(~,~ 4) 

s' expr ime Ear 

H'-2(Y,~ 4(-i)) 
m.e (-h*) 

H'(X,m 4) @ H"2(n,m 4(-i)). 

D4monstration. Les sous-schdmas lisses ~ et Y de X se coupent trans- 

versalement en A , autrement dit, le carr4 de sch4mas lisses 

(5.1.6) 

A 6 
>A 

h £ 
f 

Y > X  k 

est cart~sien, ce qui implique la formule [SGA 5~ IV 

(5.1.5) h.4* = k*i. , 4.h* = i*k. 
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Le compos4 

H'(X,~) • H'-2(~)m~(-l)) 

est la somme de k'f* = m* et de k*i~g* 

g.~ : id A , ee qui donne (5.1.2). 

Le eompos~ 

H'-2(Y,~ L(_I)) 

est la somme de f~. = m. 

ce qui donne (5.1.3). 

f*+i.g* 
H'(X) 6) >H'(Y)~6) 

= h.6*g* par (5.1.5))) et 

, f*~9(g* i*) 
k.> H'(X, =6) > H'(X,~ 6) @ H'-2(A,~6(-I)) 

et de -g.i*k. : g.6.h* : -h* , 

Corollaire 5.1.6. S ous les hyppth~ses de 5.1.1, pour i~n-l, les imases de 

m* : Hi(X,~L) > HI(Y,~ 6) 

et de 

k ~ : Hi(X,m 6) 

sont ~gales. 

D~monstration. D'apr~s le "th~or~me de Lefschetz faible" sur les 

sections hyperplanes (SGA 5 VII 7.1 ), pour iNn-i Is fl~che 

(5.1.7) Hi-2(X,~ 6(-1)) J* Hi-2( > ~,m 6( -1) )  

est un isomorphisme, de sorte que pQur i~n-l, itimage de h* est ~gale) 

grNce ~ (5.1.2), ~ la sonmae de celle de m* et de celle du compos~ 

Hi-2(X)~6(-1)) J* > Hi'2(A)EZ6(-I)) h* ~ Hi(y)~6) • 
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Or) par 18 formule de projection 

haj~(x) = h~(h~(mW(x)) = mW(x)h~(1) = % 

= m~(x % )  p u i s q u e  m~(~ X) = ~y 

d)o5  l W i n c l u s ¢ o n  Im k i c Im m i , c q f d .  

m~{x) 

5.2. Le "th~or~me de Lefschetz vache" (LV) 

5.2.1. Soit S projectif de dimension n, sur le corps k (alg. clos) 

muni d'un plongement projectif SC >~ . D~signons par 

u E H2(S,~(1)) 

la "classe de cohomologie d'une section hyperplane " (de sorte que u 

s)obtient cormne lWimage r~elproque par le plongement S~-->~ de la 

premiere classe de Chern de ~ (I), classe qui se trouve dans 

H2(]P ) ~(i))) et d~signons par 

Ls : H'(S,~I(j) > H'+2(S,~6(j+I)) 

I)op~ration "multiplication par u". 

5.2.2. On dit que S (muni de u) v~rifie (LV)) (le "th~or~me de Lefschetz 

vache") si pour tout (ou unjentier jet eout entier i > O) les applica- 

tions 

i L S : Hn-i(s,~(j)) > Hn+i(s,~(i+j)) 

sont des isomorphismes. 
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5.2.2.1. On conjecture que cette condition est v4rifi4e si S est lisse. 

C'est vrai si k est de caract~ristique nulle [6], d'o~ on conclut, 

grace au "th4or~me de sp4cialisation", SGA 4 XVI 2.2 quill enest de ~me 

si S, evec son plongement projectlf, se remonte en caract~ristique nulle. 

Donc on trouve que c'est v4rifi~ pour S une intersection compl~te lisse. 

On sait ~galement que c'est vrai pour S llsse de dimension ~ 2 [2], 

et pour S une vari~t~ ab~lienne (solt~"directement '' (LIEBERMAN [4] et [2]), 

soit par le th4or~me de MUMFORD [5] qui dit qutune vari4t4 ab41ienne 

polaris~e se remonte, avec sa polarisation, en caract~ristique nulle). 

Rappelons que pour une vari~t4 S projective, on d~finit pour i ~ n la 

"pattie primitive" de la cohomologie : 

(5.2.2.2) Primi(S,~(j)) = Ker (n n-i+l : Hi(s,~2(j)) -~ H2n-i+2(S,~+2n-2i~2)). 

S~i S v~rifie (LV), on a pour i<n la d4composition : 

(5.2.2.3) HI(S,~2(j)) < I+L~ Primi(S,~2/j) ) • Hi-2(S,~(j-I)) 

Proposition 5.2.3. Soit X pro~ectif et lisse, v~r£flant (LV). D~si~nons 

par 7 : Yc > X l'inclusion d'une section h~perplane ' lisse. Alors 

(5.2.3.1) Primn(x,~2(j)) = Ker(T~ : Hn(x,~(j)) ---~ Hn(y,@ (j))) 

D~monstration. On a, grace ~ la formule de projection pour m : Y ~ X, 

le diagrarmne corm~utatif 
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(5.2.3.2) 

Hn(X,%(j)) .... L ......... 5- Hn+2(X,~I(J+I)) 

Hn(y, ~6(j ) ) 

Par dualit~ et Lefschetz faible, 

• ~ : Hn(y,~(j)) > Hn+2(X,~(j+I)) 

est la transpos~e d~une isomorphisme, donc un isomorphisme, dto~ la conclusion. 

Ler~ae 5.2.4. Soient X pro iectif et l isse, e t ~ : yC > X l'inclusion 

dlune section hyperplane lisse. Alors X v~rlfie (LV) si et seulement si 

le@deux condition§ §uivantes sont v~rifi~es. 

5.2.4.1. Y v4rifie (LV) . 

5.2.4.2. La restriction du cup-produit Hn'I(Y,Q~) au sous-espace 

Im Hn-I(x,Q~) est unc forme non-d~n~r~e . 

D4monstration. On a 

(5.2.4.3) 

I L X = %~ 

= q-~T~ (par 4.2.11), 
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de sorte que 

(5.2.4.4) ~+I = T, Ly ~_ ~i 

Dans le diagram~ne cormmutatif 

(5.2.4.5) 

+i 
Hn-i-1 (X, ~6(j )) .... ~ Hn+i+1 (X, ~6(j+i+1) ) 

Hn_l_i(y, ~(j ) ) Ly ) Hn_l+i(y, ~z(j+i) ) 

on salt que ~-~ est un isomorphisme pour i ~ 1 par "Lefschetz faible", 

et que 7. l'est par dualitY. Donc X v~rlfle (LV) si et seulement si 

Y v~rifie (LV)j et la fl~che 

(5.2.4.6) L x : Hn-l(x,~6(j)) > Hn+I(x,~(j+I)) 

est un isomorphisme. Pour achever is d~monstration, il suffit de voir 

l'~quivalence de 5.2.4.2 et 5.2.4.6. Pour ceci, soit a, b E Hn-l(x,@g(j)). 

Par la dualit~ de Poincar~ sur X, (5.2.4.6) ~quivaut ~ : 

(5.2.4.7) La forme bilin~aire 

Hn-I(x,@~(j))× Hn-I(x,~(j)) > H2n(x,~g(2j+2) 

est non-d~g~n~r~e. 

(a,b) i ..... > a.Lx(b) 
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Mais par (5.2.5) et la formule de projection, on a 

a.Lx(b) = a.T.(q-g'(b)) = T~(~(a) .T~(b)) ,  

dmoh l l6qu iva lence  de (5 .2 .4 .7 )  e t  ( 5 . 2 . 4 . 2 ) .  

Corollaire 5.2.5. Soient x pro~ectif et lisse, de dimension n, e t 

: Y ~ > X l'inclusion d'un# section hyperplan lisse. Supposons que 

X satisfait ~ la condition (LV). Alors pour i ~ n, la fl~che 

: Hi(x,~6(j)) "i Hi(y,~i(j)) 

@st surjectiye. 

D4monstration. Par (5.2.4.3), on a, pour i ~ 0 

i 
= ~'~ LX T ~ ~ +I 

d'o~ le diagram_me commutatif 

i 
LX nn'i(x,%(j+i)) Hn'i(x,~(j+i+l)) 

% 

Hn-i-2(y,~6(j)) 

Li+l 

ce qui donne le r~sultat voulu, cqfd. 

"~ Hn+i(Y,@i(j+i+l)) 
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Lemm 9 5.2.6. S oit f : F > Bun mor phlsme propre et lisse, avec 

B connexe. Ddsignons par ~F(1) un module relativement ample sur F, 

et munissons ch@que fibre gdom~triqu e P~b du module, ample induit par O_F(1). 

Alors, si une des fibres g~gm~trjques satisfait la condition (LV), i l 

en est de mSme pour toutes les autres. 

D~monstration. Notons par ~F q H2(F,~6(1)) la premiere classe de 

i Chern de ~F(1). Cette classe, et ses puissances ~F E Hii(F,~6(i)) 

induisent des endomorphismes par cup-produit 

i : R~-i~(j) > R~+i@~(j+i) (5.2.6.1) ~F t~ ~ 

o~ n ddsigne la dimension relative des fibres. Par le th~or~me de 

changement de base pour un morphisme propre [SGA 4 XII 5.2], routes 

les fibres g4om~triques satisfont ~ la condition (LV) si et seulement 

si routes les fl~ches (5.2.6.1) sont des isomorphismes. Or, par le 

th4or~me de sp~cialisation [SGA 4 XVI 2.2], les faisceaux Rif#~(j) 

sont constants tordus, de sorte que les fl~ciles (5.2.6.1) sent des 

isomorphismes si et seulement ils le sont au-dessus dlun point 

g~om4trique donn~, cqfd. 

Corollaire 5.2.7. Soi___~t X p ropective et lisse. $i une section hyperplane 

lisse v~rifie (LV), il enest de m~me ~pur toute section hyper lane lisseo 

D~monstration. En effet, l a famille universelle des sections hyperplanes 

lisses de X v~rifie les hypoth&ses de 5.2.5. 
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5.3. La condition (A). 

5.3.1. Soit 

P : ~ ~I 

la "fibration" associ4e ~ un pinceau dont l'axe coupe transversalement X, 

et dont la fibre g4n~rique est suppos~e lisse. 

D~signons par U un ouvert non-vide de ~i au-dessus duquel p 

soit lisse~ et par 

(5.3.1.1) ~ : U ~ >~i 

l'inclusion. Compte tenu de ce que les faisceaux R~.(~(j)) sont 

constants tordus au-dessus de U, on volt que les faisceaux 

Ri.(~o (j) ) 

sont essentiellement ind~pendants du choix de U, et que les homomorphismes 

canoniques "dtadjonction" 

(5.3.2) R~Z(  j ) ~  " W ~W~ R~(~6(j)) 

sont aussi ind~pendants du choix de U . 

5.3.3. Remarquons que pour un pinceau ~uelconque de sections hyperplanes, 

le th~or~me de Lefschetz faible implique que pour i~n-2, laimmerslon 

F (fxp)> X>~pl donne lleu ~ un isomorphisme de faisceaux sur ~I 

Rip~(J ) < N" Hi(X,~(J )) ~i , i~n-2 
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R i i.e. p~(j) est un faisceau constant pour i~n-2 et, afortiori, 

les fl~ches (5.3.2) sont des isomorphismes pour i~n-2 . 

5.3.4. On salt, par la th~orie locale des cycles ~vanescents et 

notanm~nt la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4 ), que, pour un 

pinceau de Lefschetz, les homomorphismes 5.3.2 sont des isomorphismes pour 

i # n , et sont surjectif§ 9our i = n. 

5.3.5. On dit que 0 , ou le pinceau dont il provient, v~rifie la condition 

(A), si tousles homomorphismes (5.3.2) sont des isomorphismes (ou, 

ce qui revient au mSme, s'ils le sont pour tout i, et j = O) . 

On verra plus has (6.3, 6.4) que cette condition (A) a 

une nette tendance & 8tre v~rifi~e. 

Leme 5.4. Si une des sections hyperplanes lisses de X (donc route, 

par 5.2.7) v~rifie (LV) (~.ex. si X v~rifie (LV), cf. (5.2.4)), e t 

s i p v~Fifie l'hypoth~se (A), alors toute fibre (y compris toute 

fibre singuli~re) v~rifie (LV), et les faisceaux Rip~(QL(j)) so n,t 

constants pour i ~ n-i . 

D~monstration. D~signons par 

Ri+2 - . . L : Rip~(~(j)) > p~@~(j+l)) 

le morphisme multiplication par f~!(~X(1) E H2(~,~(1)); fibre par 

fibre~ crest l'op~ration envisag~e dans (5.2.1). Par hypoth~se, on a 
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un isomorphisme su-dessus de U 

n-l+i (5.4.1) ~*(L i) : v*Rn-l-ip.(~(j))--~-~R p.(~(j+i)) 

pour i > O, tout j . Appliquant le foncteur V. , on obtient des 

isomorphismes 

(~M~) L i : ~.~* Rn'l-lp.(~(j)) ~ ~ ~.V*Rn'l+i0.(@~(j+i)) , (5.4.2) 

qul, compte tenu de (A) s'identifient aux morphismes 

L i Rn-l-ip~@L (5.4.3) : (j) ~ > 

On conclut par 5.3.3. 

5.4.4. D~signons par Y une fibre lisse de ~ : 

"Lefschetz faible", la fl~che de restriction 

n-l+i 
R p~(j+i) 

IP I . Par 

Hn-I(x,~L(j) ) C m~ > Hn-l(y,~(j)) 

est injeetlf, et on a vu (5.2.4) que~ si X v~rifie (LV)~ le eup-produit 

sur Hn-I(Y,~(J)), restreint ~ m~ Hn'I(x,~6(j)), reste non d~g~n~r~. 

L'orthogonal de Hn-I(x,~(j)) dans Hn-I(Y,Q6(j)) est donc un sous-espace 

compl~mentaire de Hn'I(x,~(j)) dans Hn-I(Y,@~(j)), qu'on appelle, 

suivant la termlnologie classique~ l'espace de eohomolo~ie ~vanescente 

de Y . On d~finit un sous-faisceau eorrespondant de ~(Rn'ip~L(j)), 

o~ V : U >~I est un ouvert de lisait~ # ~ de p , le "faisceau de 

n-l cohomolo~le ~vaneseente" E p~@6(j) sur ~I, par 
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(5.4.4.1) 
En_l ~ ('" = ~l'orthogonal dans ~Rn'Ip~6(j) du 

n-i p.x.~ 6 Jl ~ ~sous-faisceau constant H (X,~6(J)) U 

Ii est clair que ce faisceau est ind~pendant du choix de U . 

Lermne 5.5. Si X v4rifie (LV) et si les fl~ehes~.3.2) sont des isomor- 

phismes pour i = n - I, ap_!!_ exemple sip Erovient d'un pinceau de 

Lefschetz (cf. (5.3.4)), on a u ne d4composition en sq~e directe 

Rn-I ~ (.. (5.5.1) P~-~ JJ ~ Hn-I(x,Q~(J )) ]pl 6) E n-I ~ ('~ 

D~monstration. Par (LV), on a une telle d~composltion au-dessus de U : 

n-I (5.5.2) ~)eR p~,(j) ~ Hn-I(x,Q~(j))u ~) v ~ E n-I ~ (" P~6 J~, 

h laque!le on applique ~ . 

XVIII 

Th~or~me 5.6. Soit X une vari~t~ projective, lisse et irr~ductible 

f qui v~rifie (LV) (5.2.2). Soit ~ [I ~ _'m pinceau d'hy~erplans dont 

l'~l~meDt ~n~rique et l'axe coupent transversalement X, e n X et en A 

respe.qtiyement. Supposons que l=2__pro]ection p : ~- >~I v~rifie la 

condition (5.3.2). Alors : 

(5.6.1) la suite spe~t~ale de Leray 

d~g~n~r e. (NB. ~eci reste valable si, au lieu de supppser ~ue X satisfait 

la condition (LV)~ on suppose seulement ~u'une section hyperplane lisse 

Y X satisfait.) 
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5 .6 .2 .  D~si~nons par ~ le point ~n~rique de ~I Ea r ~ l e  po!n ~ 

g~n~rique g~om~trique, par X~ la fibre g~n~riqueg~om~trique de p, 

et par ~ le group e de Galois de k(~)/k(~); 

Pou___~r q # n-i, on a des isomorphismes canon!ques : 

(5.6.2,1) ~2 'q (=H°~pI,Rqp~6)) = Hq(X~,~g) 

(5 .6 .2 .2 )  

(5 .6 .2 .3 )  

E~'q(fH2(IpI,Rqp~Q~)) ~ Hq(x~,@6(-I)) 

E~'q(fHP(IpI,Rqp~)) ffi O, p ~ 0,2 

Pour q = n-l~ on a 

(5.6.2.4) E~,n-l(=Ho(R~l Rn-lp~Q~)) ~ Hn-l~x.~,~_ )rf 

(5.6.2.5) 2,n'l(=H20pi,Rn-lp~6 ) 
E 2 

~Hn'l(x,~ 6) , 

~ Hn-I(x~,~(-I)) ~ 

Hn'I(x %(I)) 

(On trouvera la valeur manquante EI~ n-I dans 5.7 cf-dessous). 

D~monstration. Le th~or~me I.I stapplique~ par (5.4.3)~ pour donner 

(5.6.1). Quant aux trois premieres formules (5.6.2), e!les r~sultent 

du fait que les Rqp~6 pour q # n-I sont constants (5.4) ; pour (5.6.2.3) 

il faut utiliser bien sQr que~ Iest simplement connexe. La premiere 
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~galit~ de (5.6.2.4) r~sulte de ce que Rn-10~. ~ ~ ~Rn'I0~Q 6 , 

de sorte qu'on a H°(]PI,Rn'Ipw~ 6) ~ H°(U,V~Rn-lfw~i), et de ce que 

~)wRn-lfw@~ est un faisceau "constant tordu" sur U, done 4quivalent au 

n-i ~-module H (X~,~i). La deuxi~me ~gallt~ de (5.6.2.4) r4sulte de la 

d~g~nerescence, compte tenu de 5.1.6. 

Passons ~ (5.6.2.5). D~signons par F" la filtration d4finie 

sur H'(X,~ 6) par la suite spectrale. Par d~g~n~rescence, 

_2,n-I rlHn+l(~ ~ ) l,n F 2 Hn+I(x',(~) = 52 , et g '~4, = E 2 = 0 (5.6.2.3), de 

sorte que (of. 5.1.0) 

_2,n-I = FIHn+I(~,~) = Ker(Hn+l(~,Q6) (5.6.3) E 2 

(pa r  (A)) = Ker(k  ~ : Hn+l(~ ,~6)  > Hn+I(x~,Q6)) . 

Par (5.1.2), k~ se r~erlt 

m~+h~ 
(5.6.4) Hn+l(x,~) ~ Hn-I(A,~(-I)) 

et, par (5.2.2.3) se r~erit encore 

(5.6.5) Primn'l(x,~(-l) e Hn-3(x,@~(-2)) • Hn-I(A,~(-I)) 
m~L+m~L2h~ H n+l CX-- 

Or~ la fl~che 

Hn-3 (X,@~(_2) m~L 2 ~ Hn+l (X~, ~6) 

est un isomorphisme, par (LV), car m~ = ~_ • m~ (cf.(5.2.4) et (5.2.5)). 

Done le noyau de (5.6.8) slidentifie (par pr I • pr 3) h 
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Primn-l(x,~(-l)) ~ Hn'I(A,~6(-I)). Par (LV), 

L 
Hn-l(~,Q~(-l)) ~ ~ Hn'3(~,~(-2)) ~ ~ Hn-3(X,~(-2)), la derni~re 

par Lefschetz faible. Par (5.2.2.3)~ on a donc 

(5.6.6) E~ 'n-I ~ Hn-I(x,~6<-I)) , 

et llautre ~galit~ de (5.6.2.5) se d~duit en "tordant" (5.6.2.4). 

Remarque 5.6.7. On peut d~montrer (5.6.1) sous des hypotheses nettement 

plus faibles, comme DELIG~ m~a expliqu~: 

Th~or~me 5.6.8. 

clo§, e t 

Soient X lisse de dimensionl~llFun corps k al$4briquement 

p : X _ I i ]Pk 

un morphisme projectif, dont la fibre 84n~rique est. lisse. Supposons que : 

(5.6.8.1) la fibre g~n~rique g4om~trique, munie de la restriction du 

module relativement ample OX(1) ~ satisfait ~ la condition (LV); 

(5.6.8.2) les fl~ches (5.3.2) sont des isomorphismes pour i # n, e t 

sont sur~eetives pour i = n (condition satisfaite en particulier si p 

provient d'un pinceau de Lefschetz (cf. 5.3.4)). Alors, la suite spectrale 

de Lera~ 

d~g~n~re. 

E~'q : ~P(mi,Rqp~q~) ----->HP+q(x,~) 

Remarque : Le m~me th~or~me vaut, avec la m~me d~monstration, pour 
1 

]Pk remplac~ par une courbe projective lisse irr~ductible quelconque, 
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D~monstration, Nous allons identifier ,pour la d~monstration, le 

faisceau %(1) A ~ (possible car on a pris k alg~briquement clos). 

On peut ~videnm~ent supposer X connexe, et p surjectif, donc plat, 

fibres de dimension n-l. D4signons par 

la premiere classe de Chern de ~X(l ). Soit 

: U > ~i 

l~Inclusion d~un ouvert de lisslt~ de p . Par 5.6.8.1 et.5.2.6, les fl~ches 

de cup-produit 

sont des isomorphismes, pour i ~ I, de sorte que, en appliquant le foncteur 

v~ , on trouve des isomorphismes (compte tenu de 5.6.8.2) pour iz2 

_n-l-i ~ _n-l+i _ 

et, pour i = i, un isomorphisme 

Rn-2 . (5.6.8.4) ~ : p~w2. ' ~ > v~V~Rnp~ . 

Cette derni~re fl~che se factorise en 
fl~che 

% I~ d' adjonction n 
(5 .6 .8 .5 )  Rn'2pa.Qg, >R 0~5  > V,aV'aR p~{, , 
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de sorte qulon a une d~composltion canonique 

%+ind 

(5.6.8.6) ~ . . . .  ~Local ~6 

o~ l'on a pos~ 

(5.6.8.7) Localn~, = Ker(Rnp,~ > v@v*RnO~,) . 

de]P 1 On remarque que le falseeau Localn~ est concentr~ aux points 

o~ la fibre de p n'est pas lisse, de sorte que, compte tenu encore de 

(5.6.8.3), on trouve 

Rn-2-i ~ , (5.6.8.8) HJ~ i, p~J 
%_ 

HJ(]p I ' -I+i@6 ) R n si i,j z i 

D4montrons maintenant la d4g4n~rescence. Compte tenu de ce que 

E~ 'q = 0 saul pour p = O, 1,2~ il suffit de prouver que les operations 

d 2 : H°(~l,Rip~) ----~ H2( ~l,Ri~10~ ~) 

mgnt nulles. Pour q ~ n - I~ posons 

(5.6.8.9) Prim(E~ 'q) = Ker(~ "q : E~ 'q E~ '2n-q) . 

GrSce ~ (5.6.8.3) et (5.6.8.6), impliquant l'injectlvig~ de 

: Hp(]pI,Rn-2p@q2) ~ > Hp ( ]pl l~ip@QL), pour q ~ n - I, on a 

(5.6.8.10) E p'q I+~+~+... Prim (E p'q) • Prim(E p'q-2) 6)Prim(E~'q'4). 
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Pour volr qu'on a 

d~ 'q = O pour q K n - 1 , 

remarquon8 simplement que le diagrancae commutatif 

Prim(E~ p'q) .......... ~'q=o , Ep, 2n_ q 

dP,q dP,2n-q 

Ep+2,q-i 
~-l-(q-l) 

2 ~ ~ E2P+2~2n-q-i 

(la fl~che du bas 4rant un isomorphlsme grace ~ (5.6,8.8)), entra~ne 

que d~ 'q rue Prim(E~ 'q) pour q ~ n - i, et donc, par (5.6.8.10), que 

tue E~ 'q pour q ~ n - i. Par (5.6.8.3), ceci d 2 implique aussi que d 2 

E~ 'q pour q ~ n + i. Donc ilreste a prouver que l'homomorphisme tue 

_O,n _2,n-i 
d~ 'n : E 2 ~ E 2 

est nul~ ou, ce qui revlent au m~mejque 

_2,n-I _2,n-I 
(5.6.8.12) dim E 3 = dim E 2 

Nous avons d6j~ d4montr6 qu'on a 

(5.6~8.13) dim E~ 'q = dim E~ 'q pour (p,q) # (0,n), (2,n-l) 

et~ pour une raison de degr6s, 

(5.6.8.14) E~ 'q = E p'qm pour touto couple (p,q) 
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Par(5.6.8.14), on a 

= 4im Hi(x,~ 6) bi(X) 

et, eompte tenu de (5.6.8.13), on a 

= ~ dim E~ 'q " 
p+q=i 

c,n-i _l,n-2 .. 2,n-3 
(5.6.8.15) bn_l(X) = dim E 2 + dim E 2 + Glm 2 

et 

_O,n+l l,n 
(5.6.8.16) bn+l(X) = dim ~2 + dim E 2 

_2,n-I 
+ dim 53 

Par la dualit~ de Poincar~, on a 

(5.6.8.17) bn_l(X) = bn+ I(X) 

Remarquons d'abord que, par (5.6.8.8), on a 

_l,n dim _l,n-2 
dim E 2 = E 2 

de sorte que (par 5.6.8.17) la d4monstration de (5.6.8.12)estmrmin4e 

une fols connue 

2,n-3 dim _O,n+l (5.6.8.18) dim E 2 = E2 

O,n-i _2,n-i 
(5.6.8.19) dim E 2 = dim E 2 

Or, ces deux formules r~sultent de (5.6.8.2) at la dualit~ de Poincar~ 

pour les fibres lisses de p, cempte tenu du le~me sulvant, appliqu~ ~ ]pl 

et aux faisceaux Rn-3p~2 ~ et Rn-lp~2~ . 
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Le~me 5.6.9. (ef. SGA 5 I § 5 et SGA 4 XVIII ). Soit Dune courbe 

proPre , lisse et connexe sur u n corps k als~briquement clos. D~signons 

par i : ~ > D l'inclusion du point $4n~rique , et par F u_nn @6-faisceau 

eonstructible sur D tel qu e F ~ > i~i~F . Alors 

%/ 
o_~_fl F N i~( (iWF) v ). 

H2 (D, F) N HO(D, ~(_l))V , 

Corollaire 5.6.10. (Utilise Picard-Lefschetz). Soit p : ~ >]pl l_~a 

"flbration" provenant dtun pinceau de Lefschetz, et supposons que les 

fibres lisses satisfont ~ la condition (LV). Alors 

(5.6.10.I) Hi(X~,(~) ~ = Im (Hi(X,~2) > Hi(X~,~2)) 

D4monstration. Par 5.3.4 (qui utilise la formule de Picard-Lefschetz)) 

5.6.8 s'applique, et donne 

Hi(x=,@~) ~ = Image Hi(x,@ 6) 

II reste ~ voir que Hi(X,~2) et Hi(X,~g) ont la m~me image dens Hi(x~,~6). 

Or, ceci est vrai pour i~n-I par 5.1.6, et pQur i~n par 5.2.5. 

Passons maintenant au calcul le plus important : 

Th~or~me 5.7. Sous les hypotheses de 5.6, posant 

En-2(/~,Q6(J)) = orthogonal dens Hn-2(~,Q~(j)) de, l'ima~e de Hn'2(X,~2(j)) 

(partie "4vanescente" de la cohomologie de ~, of. 5.4.4), on a une 

d~eomposition en somme directe (cf. 4.2) 

l,n-I I~I, Rn-i P~ ) ~ (5.7.1) E 2 =H ~ ~'~ Primn(x,Q2)__ • En-2(A,~2(-I)) 

fw+iagw 
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D~mons tr ation. 

El,n-I 
2 

On a par (A) : 

n "~ (5.7.2) F I H (X,~2) 

Par d~g~n~reseence on a 

n ~ ~ / 2 nr~ @ F I H ( X , ~ o ) / F  :: . . . .  ) 

o K e r  > %)) 

(par 5.1.2) - ' '~- . ~  .... -. (Hn(X,~)~ ~ Hn-2.,A, Q6(_I) ) m~+h~ > Hn(x~,Q6)) . 

Par (LV), k~ se r~crit encore 

m~+m~L+h~ 
(5.7.3) Primn(x,@~) • Hn'2(X,Q6(-I)) • Hn'z(A,~6(-l)) q > Hn(x~,QL), 

et la fl~che du milieu 

(5.7.4) Hn-2(X,~(-l)) - m ' ~ ' L  7- Hn(x~,Q L) 

est un isomorphisme (cf. 5.2.3 et (5.2.2.3))~ de sorte que, d~signant par 

(5.7.5) ~ : Hn(x,@~) > Primn(x,Q 6) 

la projection sur la partie primitive, on a 

(5.7.6) F I Hn(~,~ 6) "~" > Primn(x,~ 6) ~ Hn'2(A,~L(-I)) 
(~ f~(-g~2~) 

Par (5.6.2.2) et d~g~n~resccnce, on a 

n ~ _2,n-2 ~ Hn-2(X~,~(_I)) (5.7.7) F 2 H (X,Q~) "~ ~2 
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n N 
part, (x,Q~) D'autre i'inclusion de F2HN(~,~I~,) = Hn-2(X~,~t(- l ) )  dana H 

est par la fl~che k~ de G~sin. ( En route riqueur, la fl~che de Gysfn 

nlest d~finie que comme une fl~che 

mais compte tenu de ce qulon aun isomorphisme canonfque (SGA 4 XII 5.4) 

pour tout corps K/k alg~briquement clos 

Hi(x'@~ ) ~ > Hf(x ~k K,~) , 

nous esp4rons que le lecteur nous permettra de tels abus.) D'spr~s (5.1.3), 

la fl~che de Gysin s'exprime par 

(5.7.8) Hn_2(X~,~(_l) ) m#~(-h~) Hn(x'~% ) • Hn_2(~,Q~(_I)) • 

Par Lefschetz faible, 

m~ Hn'2(X~,~(-I)) = m~m ~ Hn'2(X,~L(-l)) = LXHn-2(X,@L(-I)) 

est llorthogonal de la partie primftive~ de sorte qu'on ale diagramme 

commutatif 

(5.7.9) 

2 n~" F H (x,~) ¢ . . . . .  > FIHn(F,Q~) 

Hn-2(x.~,~(_l))  o • h~ ............. > eri~(X,Q~)e nn-2(~,QZ(-1)> 

ce qui donne bien (5.7.1), cqfd. 
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RemarRue 5.7.10. Dans 5.7, l'hypoth~se (A) peut-~tre remplac~e par celle, 

plus faible~ que pour q = n~ les fl~ches 

(5.7.11) 

et 

(5.7.12) 

Hq(x, %) > H°~P I , Rqp~6) 

Hq(x,~ 6) > Hq(x~,Q 6) 

alent m~me noyau~ corm'ae le montre notre d~monstration. En Itabsence 

de cette condition, la conclusion peut tomber en d~faut, cf. 5.9. 

5.8. L'homomorphisme de Griffiths. 

5.8.1. Soit f: T > Sun morphisme de schgmas. La suite spectrale 

de Leray d~finit une filtration (F i) sur les H'(T,~(j)). On d~finit 

(5.8.1.i) Prim'(T/S,~(j)) ~ FIH'(T,~(J)). 

Cr~ce au fait que la suite spectrale de Lersy eat contenu dans le 

"premier quadrant", on a 

(5.8.i.2) 

de sorte q~e 

(5.8.1.3) Prim'(T/s,~(j) 

Pour la m~me raison, on a 

(5.8.1.4) E l'' 

0,, 
EO, .~ C > E2 

C~ 

~= Ker (H'(T,~6(J)) > H°(S,R'f~6(j)) . 
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Le compos4 

(5.8.1.5) Prim i (T /S,~t(j ) ) = FIH i (T, @2(j ) ) > grlHi(T,(~6(j)) = El, i-I 

_ l , i - 1  

sere d~not~ 

(5.8.1.6) U i : Prim(T/s,~i(j)) > HI(s,R'-Ifw@6(j)) . 

5.8.2. Soit maintenant X projectiv~ lisse, et irr~ductible, D = [HT] 

un pineeau d'hyperplaradont l~41~ment g4n~rique et l'axe coupent trans- 

versalement X. D4signons par U V > ~i un ouvert de lissit~ non vide 

de la projection p : X >~i et soit ~IU = ~×F1U . On ale diagramme 

corauutatif 

(5.8.2.1) x p 01 u 

I < U 
v 
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Le morphisme plU : ~IU ....... > U ~tant propre et llsse, on a, par le 

th~orb~ne de la sp~ciallsatlon de la cohomologie (SGA 4 XVI 2.2) 

(5.8.2.2) Prlm'(~Iu/u,~(j) = Ker(~'(Flv~(j)) ..... > H'(X~,~6(J))) , 

doric, d'apr~s (5.2.3.1), on a 

Proposition 5.8.2.3. Sous les hypotheses (5.8.2),~2_uE x E Hn(X,~(j)), 

on a l'~quivalence 

(5.8.2.4) x E Primn(x,~(j)) -% ~. ~@f@(x) E Primn(~IU/U,~6(j)) 

Si de plus p vdrifie lWhypoth~se (A) de 5.3, on a 

(5.8.2.5) x E Primn(x,~6(j)) ~-> f~(x) E Primn(~/~l,~(j)) 

D~monstration.(5.8.2.4) est prouv~. Quant ~ (5.8.2.5), l'hypoth~se (A) 
V~ 

implique que H°(~ I R n " "" ,, , p~kJ)) ~ > H°(U,~@Rnp,~(j)), donc[f~(x) 

est primitlf rel. ~i ] ~&~f~(&) iZes t rel. ~ U . 

D~finitlon 5.8.3. Dans la situation 5.8.2, l~h0momoKphisme ' compos~=" 

(5.8.3.1) Primn(x,~(j)) ~f~ > Primn(~IUIU,~(j)) 

HI (U, ~tRn-i ~( j )) 

@'appelle l~homomorphisme de Griffiths (PPuE X,~elati~f. au pinceau donn~ D). 
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Ajoutons au diagra~nme (5.8.2.1) la famille constante au-dessus 

de U, de fibre X 

(5.8.3.2) 

~i < ~) U ~ 

Th4or~me 5.8.4. Supposons que X v4rifie (LV) (5.2.2), e t que p v4rifie 

l'hypoth~se (A) (5.3). Alors pour tout U V > ~I, ouvert de lissit4 # 

de p, !'homomorphisme de Griffiths "modulo pattie fixe", qui est, p_a~ 

d~finition, le ¢ompos4 

(5.8.4.1) Primn(x,~6(j)) Gri f H 1 (U,v~Rn-lp,~2( j ) ) 

HI(u, En-lp,(~(j)) ~ HI(u,v*Rn-lp*~6(J)) 

(f×plU)*HI(u,Hn-I(x,~6(j))u ~ 

est injectif. 
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D~monstration. 

(5.8.4.2) Rn-lp~(j ) 

et au-dessus de U~ on a 

(5.8.4.3) ~Rn-lp~(j)) 

Par (5.5.1), on a, au-dessus de lP I , 

---~ Hn'I(x, Q6(J)) ]pl @ En-lp~@~(J ) 

Hn-I(x'~ (J))U G V4tEn-lp~g(j) 

ce qui permet de r~crire (5.8.4.1) cormne Indiqu~ : 

(5.8.4.4) erimn(x, ~(j ) ) Grif~ Hl (U, V~Rn-I p~(j ) ) 

,1 
H I (U, V~En-I p~( j ) ) 

D'apr~s (5.7.1), la fl~che (qui n'est d4fini que grace ~ l'hypoth~se (A)) 

(5.8.4.5) u : Primn(x,Q~(j)) ~ HI@pI,Rn'Ip~Q~) 

est injective. La d~composition (5.8.4.2), compte tenu de ce que]P 1 

est simplement connexe, donne 

(5.8.4.6) Hl~pI,Rn-lp~g) ~ Hl(]pi,En-lp~g~j 7) , 

de sorte qu'on peut compl~ter (5.8.4.4) en un diagrarmme conmnutatif 
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(5.8.4.7) 

Primn(x,~2(j ) ) 
Grif > HI(u,v~Rn'Ip~%(J)) 

HI( , P@~kJ)) ................ ~, HI(u,v~En'Ipe~(j)) . ]pl En-i ~ , ~ 

Ii suffit maintenant de voir que la f!~che en bas est injeetivejce 

qui r~sulte du fait 

(5.8.4.8) En'ip~6(j) ~ v~En'Ip~g(j) 

par le lemme (bien eonnu l) suivant : 

Le~e 5.8.5. Soient V : A > Bun mor~hisme de topos, et soit Fun 

faisceau sur A. A!ors la fl~che canoni~ue 

(5.8.5.1) HI(B,~@F) > HI(A,F) 

est injeqtive. 

D~monstration. 

(5.8.5.2) 

Dans une suite spectrale du premier quadrant, on a 

EI,O __~ EI,O 
2 

Donc pour la suite spectrale de Leray 

E~ 'q = HP(B,Rq~F) ................... > HP+q(A,F) 
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on a 

_I)O HI(B,v~F) N E~,O FIHI(A)F) (5.8.5.3) ~2 ffi 

Prenant F = v'E, E un faisceau sur ~, on trouve 

(5.8.5.4) HI(B, ~v~) C > HI(A,xf~E) 

5.8.6. Soit L/k(~) une extension finie du corps des fonctions ration- 

nelles sur ~I et posons 

(5.8.6.1) S = le normalis~ de~ I dans L 

Faisons le changement de base S >]pl dans la situation (5.8.3.2) 

(5.8.6.1 bis) 

P 

CL S 
S I" 

~i < ~ S 

Pour tout ouvert V ~ ~ > S au-dessus duquel PS soit lisse, on obtient 

apr~s le changement de base V ..... ~ ~ > ~i dans (5.8.3.2), 

( 5 . 8 . 6 . 2 )  

S, V 
~[ < .... . .  

X V ~.~X~ v 

V , 
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et on a encore (cf. (5.8.2.3)) 

• n e~ 

(5.8.6.3) (~vf) ~ Primn(x,(~(j)) c Prim (Xv/V , ~g(j)) , 

de sorte quVon peut parler encore de l'homomorphisme de Grlffiths 

(5.8.6.4) prfmn(x,~g (j)) ............ Grif ~ HI (V,Rn-lpv~ ~g (j) ) • 

Corollaire 5.8.7. Avec les notations pr~c~dentes, et sous les hypoth&ses 

de 5.8.4, llhomomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe" 9 i.e. le 

compos~ 

(5.8.7.1) Primn(x, ~(j )) Grif ..... > HI (V,Rn-lpv ~(j) ) 

est in~ectif. 

HI(v,(~ ~)@En'ip~(~6(j))) 

HI(v,Rn-lpv~%(j)) 

(f×pv)~ HI(v,Hn'I(x,%(j))~ 

D~monstration. 

on a 

Par le th~or&me de la sp~cialisation pour Is cohomologie, 

Rn'Ipv~%(j) ) = (11 ~)~ Rn-lp~g (j) 
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de sorte que par la d~eomposition (5.8.4.2), (5.8.7.1) se r~crit blen 

eomme indiqu~ 

Prlmncx,@6 ( j))  Grif > HI(v, (H ~i)*Rn-lp,@~(j )) 

1 
HI(v, (H ~)* En-lp,@2jj)) 

II suffit donc de d4montrer l'injectivlt4 de 

Primn (X, ~6(j ) ) > HI(v,~ * ~ E n'l ~ (.,, p . ~  J J J 

pour V c ~ > S arbltrairement petit. On est ramen4 au cas 

Ii V > ]p1 

~v 
> U 

un ouvert de lissit~ de p 

le normalis4 de U dans L 

Du diagramme cor~nutatif eart4sien 

v C  .... ~a 

U C 

>S 

> !I n 
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on con¢lut que 

~1 ~ E n-I pw~(j ) 

de sorte que (5.8.7.3) se factorise 

Primn(x, %(j ) ) 

= ~ En-lp~ 

> HI(u,v ~ En-lp~6(j)) 

HI (V,~u ~ En-I pw@~,(j )) . 

Or~ il suffit, grace ~ (5.8.4), de v4rifier que 

I~ : HI(u,v ~ En'Ip~(j)) > HI(v,~ ~ En'Ip~2(j)) 

est injectif. Comme I~[; : V > U est fini et plat, la th~orie de 

la trace [SGA 4 XVII 6.2] nous fournit, pour tout ~-faisceau F sur U 

(p.ex. F = V ~ En-lp~@~(j)) une application 

tr~u: HI( V,~ ) > HI(u,F(j)) 

qui v~rifie 

tr~ o ~ = deg(~u).id , 

ce qui impllque llinjectivit~ de H~(U,F) > H~(V,~uF) , et ach~ve 

la d4monstr atlon. 
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5.9. Un exemple o~ l'hypoth~se (A) n'est pas v~rif~. 

Soit X une surface quadratique lisse dans~ 3. Alors X 

v~rlfie (LV) (5.2.4). Prenons un pinceau (de Lefschetz, si l'on veut) 

dShyperplarm dont lW~l~ment g~n~rique et It axe coupent transversalement X . 

Alors (comme mta falt observer Dellgne) la projection p : X >~I n e 

pas (A). En effet, R2p~¢ nlest pas constant, car v~rifie les fibres 

singuli~res sont des courbes coniques singul£~res~ donc sont r~ductibles~ 

et pour un pinceau de Lefschetz, sont chaeun la r~union de deux droltes 

qui se coupent en un point (crest la d~finition dlun pinceau de Lefschetz 

dans ce cas simple). Donc 

dim~ ( H 2 (fibre sing., Q~))= 2 

bien que 

dim~ (H 2 (fibre llsse, ~)~ = I . 

Do plus~ la conclusion du th~or~me 5.8.4 est ici fausse. D~slgnons par 

U r V > ~I un ouvert de lissit~ # ~ de p . Cormae les fibres de p 

au-dessus de U sont des courbes lisses de genre z~ro, on a 

v ~ R l p ~  = 0 

et donc 

HI(u,V*RIp,~¢) = O , 
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de sorte que Ithomomorphlmue de Griffiths 

Prim2(X,~) ........ Gr.if.. > Hl(u,v.Rlp.~) 

est nul. Mais sur une surface quadratique, on a 

dim~ Q Prim2(X,~) ) = I 

On volt de m~me que la conclusion de 5.7 est ici en d~faut. 

6. Application .de la th~orie locale des cycles evanescents (Picard-Lefschetz) 

Proposition 6.1. D~signons par Z une hypersurface dans llespace pro~ectif 

r 
~k J r ~ 2, k ~tant un corps al~brlquement clos. Soit 

i : D ~ ~ . ~r 
o o 

IVin¢lusion d'une droite qui ne coupe Z quten son ouvert de llssit4, 

et le coupe transversalement. Choissisons un point ~.om~triq.u.e ~ de 

D o - D O n z, et d4si~nons par 

mod- 
41 ~Do-D ° ~ Z, ~) 

l.e quotient de ~l(Do-Do n Z, ~)~qul classifie les rev@tements {tale~ 

de D o - D o n Z ~ul sont mod~r~ment r amlfi~s en tout point de D o n z . 

Alors 
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6.1.1. L'homomorphisme canonique 

(6.1.1.1) 

est surigctif° 

m o d -  
i : ~i (Do-D o N Z,~) O4~ 

mod. 
> ~i ki~r-z'~) 

6.1.2. Chaque~ choix d'un point ~om4triRue x ° ~ Do n z et d'un 

"chemin" dans D o entr_.._~e~ ° e._~t~ d~termine un hom0morp~isme 

(6.1.2.1) ~ ~(i) > ~od (Do_Do N Z,~) 
~#car(k) 

dont l'image est "l__ee" 8roupe d'inertie en L " Prenant le compos~ 

de ce morphisme et de i , on trouv e un homomor2hisme 
o~ 

mod. 
(6.1.2.2) ~ ~(I) > ~i t ~r-z) 

~#car(k) 

S~i Zest frr4ductible, to us ces homomorphismes sont conjuKu4s entre eux. 

D~monstration. D~signons par Tle sous-sch~ma de la grassmanniene form~e 

des droites dans lP r qui 

(i) passent par 

(ii) ne coupent Z qu'en son ouvert de lissit4, et IIy coupent 

transvers~Isment, par ~ son point g~n~rique, et par i : D R > ~r®kk(~) 

la droite correspondante (qui est donc une droite "joingnant a Bu paint g~n~rique 

r ,,). Choisissons aussi un point g~om~trique ~ au-dessus de ~, et de ~k 

notons par D- la droite "g4om~trique" correspondante. Soit o le point T 

correspondant ~ la droite donn~e D . 
O 
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D'apr~s (SGA i, Xlll 2.8), il existe un homomorphisme de 

sp~clalisation (d~pendant drun chemin entre ~ et O dans T, donc d~fini 

conjugaison pros) 

>o 
mod.~ mod. - D ~Z,~) 

(6.1.3) ~I (~ - ~ N Z), a) . > ~i (Do o 

tel que l'on alt : 

6.1.4. Les homomorphisme (6.1.2.1) de monodromle locale 

~T m g(1) > nl(D -D OZ,7) 
6#car(k) o o 

aWobtiennent en prenant le compos~ de la fl~che de sp~cialisation (fi.l.3) 

avec lea homomorphismes de monodromie locale pour ~ , 

mod- -- ~ ~o mod -- 
(6.1.4.1) ~--~ 7z6(I) > TT I ~ -D-- N Z,a) .......... ~ ~i (Do-DoNZ'a) 

~¢car(k) ~] 

(6.1.5) le diagramme sulvant est commutatif 

~ °d(Dq- D Q 

mod--r _ --. 
~I ~P -~, a) / 

n Z,a) i% 

mod. 
11'1 ( D9 "Do 

S 
n z,7) 

mod. ~-o-nz,a) T] 
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Admettons ceci, et prouvons dlabord 6.1.1. Or~ par la eommutativit~ 

de 6.1,5~ il suffit de d~montrer que IIhomomorphisme 

mod mod,_r _ --, 

est surjectif, et pour ceci il suffit de d~montrer que l'homomorphisme 

analogue des ~I immod~r~s 

(616  : - n > er- 

est surjectif, i,e. que pour tout rev~tement ~tale E >]Pr-Z, avec E 

connexe (et donc irr~ductible, ~r-z ~tant lisse, donc unibranche 

(EGA IV 18.10.3)), son image r~ciproque E-- = E X (D-- - D-- n z) au-dessus 
~r_ Z ~ 

de D- - D-- n Z reste g~om~triquement irr~ductible. Pour ceci, il suffit 

dlutiliser la variante suivante du th~or~me de Bertini (EGA V .... ) 

(pour la fl~che compos~ E ---->~r-zc--->~r, et s = I); 

6.1.6.1. Th~or~me de Bertini : Soit k un corps, ~r =]p~, et f : X >~r 

un morphisme non constantj o~ X est un schema alg~brique g~om~triquement 

irr~ductible. Pour chaque entier s < dim f(X), d~signons par L t le 

sous-espace lin~aire g~n~rique de codimension s de pr . Alors 

X t = f-l(L t) est g~om~triquement irr~ductible. 

Etablissons maintenant 6.1.2. DWapr~s 6.1.4, et la cormmutativit~ de 

(6.1.5)~ il suffit de d~montrer que tousles homomorphismes de monodromie 

locale (6.1.3) pour 

315 



- 62 - XVIII 

(6 .1 .7 .1 )  ~ L(1) .................. > mod.  

6#car(k) 

deviennent conjuguds apr~s la composition avec ithomomorphisme 

mod. (6.1.7.2) ~I (~ ~ n Z,~) > mod.~ - ~1 t ~  -D nz,~) . 

Pour prouver ceci, remarquons que pour tout K fini et galoisien sur k(~), 

k(~) C KC K(~ le sch4ma 

def 

D K D R X k(~) K 

est un rev~tement 4tale de D R , de sorte que D K - D K N Zest un revStement 

mod- 
mod4r4 de D R - D R N Z, d'o~ on d6duit une action de ~I (~ - D R n Z,~) 

sur le schema D K N Z . Nous prenons K sufflsament grand pour que tous 

les points de D K N Z soient K-rationnels, ceci 4rant possible ear 

par hypothAse le sch6ma D N Zest 6tale sur k(~). 

mod- 
II reste ~ ddmontrer que le groupe ~i (D -D N Z,~) agit 

de faQon transitive sur les points de D K n Z~ pour 4tablir la conjugaison 

des homomorphismes compos~s dlinertle locale 

mod,~ TT m~(l) >~1 ~u - D n z , T )  
6#car(k) ~ 

pour les divers points de D K N Z. Or, l'actlon sur D K N Z de 

~d(D R - D R n Z,q) se faetorise par le quotient canonlque 

mod,~ 
~1 <u R - D n n z , 7 )  > ~ l ( n , ~ )  = G a l ( / k ( R )  , 
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et l'actlon de Gal(Ik(~)) sur K K 

avec l'incluslon 

N Zest celle qui est compatible 

DK n z c >]Pk Xk K , 

o0 Gal(/k(~)) n'aglt sur~ X k K que via le deuxi~me facteur. Ceci pos~, 

on voit que l'4nonc4 voulu ~quivaut ~ ce que le schema D N Z nla qu'un 

point (i.e. que c'est le spectre d'un corps).Or, en termes terre ~ terre, 

ceci n'est autre que le fait suivant (du style Bertini) (o0 l'on prend 

pour Z une 4quation affine F = O, et on suppose que le point ~ est 

l'origine) : 

Fair 6.1.8. Soit k un corps al~4bri~uement clos, r a 2, et 

F(XI,...,X r) E k[XI,...,X r] un polxnSme irr~ductible. Alors le polynOme 

G(T) = F (X I T ..... X r T) E k (X I .... ,Xr)[T ] 

est irr4duetible (en rant que polynDme en T ~ coefficients dans k(Xl,...,Xr). 

Ceci termine la d4monstration de 6.1.2, cqfd. 

Remarque 6.1.9. Une autre m4thode de d4monstration de 6.1.2, vslable 

sous des conditions nettement plus g4n4rales, consisterait ~ s'assurer 

simplement d'une compatibilit4 g4n~rale pour les "homomorphismes de 

monodromie", disant que les homomorphismes compos4s de 6.1.2 sont 

conjugu~s de l'homomorphisme de monodromie relatif au point g4n4rique 

de Z (done sont conjugu4s entre eux !). 
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Corollsire 6.1.10. Soit X une vari~t~ projective, lisse et connexe 

de dimension n sur un cprFs k alg~briquement clos k. Supposons que 

n = dim X soit pair, 0u que card(k) # 2. Soit Dun pinceau de Lefschetz 

pour X, ~ son point g~n~rique, ~ un point ~om4trique au-dessus ~e ~ • 

Alors la repr~sentatipn naturelle de ~I(D - D N X, ~) sur Hn-l(x~,@6) 

mod- v 
se factorise par ~I ~D - D N X, ~). Si cette re pr~sentation est 

non trlviale, alors D n X # @ et le sroupe d'inertie en tout PP~q~ 

de D n ~ a$it non trivialement. 

D4monstration. Si dim (X) ~ r-2, alor D N X est vide, et il nly a rien 

prouver, compte tenu que ~i est simplement connexe. Sinon, X est 

une hypersurface dans~r (XVII, 3.1.4), et, par 3.2.10 et XVII 3.5, 

v 

6.1.1 s'applique (prenant X pour Z, D pour D ). Le fair que l'action 
O 

de ~I sur Hn-I(x~ , @6) soit mod4r4e a ~t~ rue dans la th4orie locale, 

avec la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4) , rappel~e plus has. 

modr_ 
Compte tenu du fait (non trivialI) que ~i k~ - D n X, ~) est engendr4 

v 

par les groupes d'inertie en les diff~rents points de D n x (SGA i XIII 2.16), 

on a la conclusion voulue. Nous allons utiliser le r~sultat prfic~dent 

pour ~tudier maintenant la condition (A) de (5.3.5). Rappelons d~abord 

le r~sultat suivant (XV 3.4) , consequence facile de la formule de 

Picard-Lefschetz : 
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Proposition 6,2. Soit X une vm'l~t~ p, rolective lisse et connexe de 

dimension n .sur le corps alg~briquement c los k. D~si~nons par D u~n 

pinceau de Lefschetz, ~ son point ~n~rique, ~ un point R~om~trl ~93~ 

au-dessus de ~] 0 Alors le pinceau D satisfait ~ la condition (A) 

si et seulement si le groupe d'inertie e n tout point de D ~ X _a~It 

non trivialement sur Hn-I(x--'@¢ )°13 

Th~or~me 6°3. Sous les hypotheses de 6.2, on a : 

(6.3.1) S~i n- dim X est impair, la condi.ti9 n (A) est v~rifi~e pour 

tout_pinceau de Lefschetzppur X. 

(6.3.2) S~p~osons que n = dim X soit pair, ou que car(k) # 2. Alor.~s 

les conditions suivantessont 4quivalentes : 

(i) D ne satisfai.t pas ~ ! a condition (A) (5.3.5) 

(ii) ~I(D-D n X) a~it trivialement sur Hn-I(x~,~), e_~t D n x # ~, 

(iii) i__I existe un point de D n X dont le groupe d'inertie agi~ 

trivialement sur Hn"I(X~,Q~)~ 
(iv) Le faisceau Rn'Ip~ est un faisc~au constant sur D e t D n X 

e@t non vide. 

(v) Le faisceau Rn-lp~61U est un faisceau constant s ur U 

(~ U est un ouvert non vide D au-dessus duquel p soit liase)~ e~t 

p ,n~est pas l isse. 
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(6.3.3) Si de plus X satisfait A la condition (LV) (5.2.2), qes 

conditions (i) -(v) s9nt aussi ~quivalentes ~ la condition : 

(vi) la fl~che de restriction 

Hn'l (X, ~) ..... > Hn-I (X~, ~) 

est sur~ective (donc un~somorphisme par "le th~or~me de Lefschetz faible'~). 

D4monstration. L'assertion 6.3.1 r~sulte de XV 3.4. 

Passons aux ~quivalences de 6.3.2 ; (i) ~.. (iii) par 6.2, 

(ii) <~ (iii) par 6.1.6, (ii) =C.~ (v) par tautologie, et (iv) ~ ) (v) 

par 5.3.4. Enfin, sl X satisfait A la condition (LV), 5.6.10 donne 

l'4quivalence (il) ~ ~ (vi), cqfd. 

RemarRue 6.3.4. On volt que la condition (A) ne d~pend pas du choix du 

plnceau de Lefsehetz D, mais seulement de l'irmnersion (de Lefschetz) 

i : X ........ >~r envisag~e. C'est en effet clair par (6.3.1) si dim X 

est impair, et sl dim X est pair, la condition (A) signifie aussi que 

le syst~me local sur ~r . X form~ des Hn-I(x n Hs, Qi) est constant, 

cormme il r4sulte du crlt~re (ii), et du falt que le syst~me local envi- 

eeg~ eat mod4r~ment ramifi~ en le point g4n~rique de X 

et de la surjectivit~ (6.1.2). 

Corollaire~ ~ 6.4. Sous les hypotheses, de 6.2, supposons que n = dim X 

est pair e, ou que car(k) # 2 et qU e X satisfait ~ I~ condition (LV). 

Alors il existe un entier d o tel que pour d ~ do, tout pfnceau de 
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Lefsehetz de seetionsde X par des hypersurf@ces de desr~ d satisfait h la 

condition (A). 

D4monstr@tion. D'apr~s l'~quivalence (1) < 2-(vl) de (6.3.2), ii 

suffit de volt que, d4signant par Y(d) une section hypersurface lisse 

de X de degr~ d, on a 

(6.4.1) dim Hn-l(y(d),~) > ~ pour d ..... > 

En effet, on ale r~sultat precis sulvant : 

Lermne 6.4.2. Soit X une varlet§ pro~ectlve, lisse, et connexe de 

dimension n ~ I su; un corps alg~briqu@msnt clos k, et d~signons par 

Y(d) une section hypersurface de dggr~ d. Alors il existe un pol~nOme 

f(T) 6 Z~[T] tel que 

(6.4.2.1) f(T) = deg(X) T n + un polyn0me de desr4 ~ n-I 

(6.4.2.2) pour d ~ I, f(d) = dim Hn-l(y(d), ~) 

D4monstration. DIapr~s (XVII 5.7,5), d~slgnant par C(X) la classe 

de Chern totale de X~ et par N la premiere classe de Chern d'un hyperplan, 

on a la formule suivante pour la caract~ristique d'Euler-Poincar4 de Y(d) 

(6.4.2.3) X(Y(d) = = (-l)i-ldi Hl'Cn i ' 

X X 
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On a, dtautre part~ par dualit~ de Polncar~ et Lefachetz faible 

(6.4.2.4) X(Y(d)) = (-l)n'idim Hn-l(y(d),~) + 2 Z(-l)n'l'idim Hn'l'i(X,~). 

Mettant ensemble (6.4.2.3) et (6.4.2°4) donne le r~sultat voulu. 

6.5. Un rappel sur la f0rmule de Picard-Lefschetz (XV 3.4). 

Sofent Sle spectre dtun anneau de valuation hens~lien strict 

son point g4n4rique, ~ un point g4om~trique 

au-dessus de 7], ets son point ferrY. Soit 

p : X  ...... > S  

u n  m o r p h i s m e  p r o p r e ,  a v e c  X un  sch4ma  r ~ g u l i e r  c o n n e x e  de  d i m e n s i o n  n ,  

tel que pest  lisse en dehors dtun point x, point qui se trouve dans 

la fibre sp~ciale, et qui eat une singularit~ quadratique ordlnaire 

de la fibre sp~ciale. 

D4signons par I le groupe dtinertie de Sen s. On salt 

(XV 3.4) que I agit trivialement sur Hi(x~,~ 6) pour i # n-l, 

et que son action sur H n'l (X~,~) est donn~e par les formul~s suivantes : 

6.5.1. S~i n = 2m+l, alors I agit ~ travers un quotient isomorphe 

/2Z~ (NB. sl car.k # 2, il y a un seul tel lluotient). II existe un 

Hn'I(x~,~2( m ))# uniquement d~termin4 au signe pros, qui ~l~ment 6 £ 

stappelle le cycle ~vanescent en le point s~ tel qu'on air 
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(6.5.1.1) 

(6.5.2.2) 

la sym~trie 

8.8=(-i)m2 dans H2n-2(X ~6 (n-l)) ---~ @6 

l'~l~mant non trivial ~ de ~/2~ aglt sur Hi(x~,@ 6) par 

O x= x- (-!)m(xs)8 

[L'~l~ment x.8 est dans H2n-2(X~,~£(m) ~ ~(-m), donc le 

produit (x.8)6 d~finit un ~l~ment de Hn'I(x~,~)~ 

6.5.2. S i n = 2m + 2 , alors I agit ~ travers son quotient canonique 

Ii existe un ~l~ment 8 E Hn'l(x~,~6(m) , ~l~ment canoniquement ~(I). 
m 

d~termin~ au signe pros et qui s'appelle le cycle ~vanescent en l e~in_t s, 

tel que ~ 6 ~(I) agit sur X 6 Hn-I(x~,Q~) par la transvection 

(6.5.2.1) o(x) = x - (-i) m ~.(x.6)6 

lEe produit x.0 est dans H2n-2(X~,~(m) --~ @~(-m-l), do~¢ ~on 

produit par a E ~(I) d~flnit un ~l~ment O.(x.6) E ~g(-m) , et cet 

~l~ment, multipli~ par 8 E Hn-l(x~,~(m) donne l'~l~ment 

a.(x.6)6 ~ Hn-l(x~,%).] 

Reprenons le cas global : 

Th~or~me 6.6. So it X une vari~t~ pro~ective l isse et connexe de dimension 

n sur un 9orps al~briquement clos k. On suppose n pair ou car k # 2. 

Soient Dun pinceau de Lefschetz pour X, ~ son point N~n~rique, ~ u nn 
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V 

p o i n t  ~om~trique au-dessus de ~, e t Sl,...,s N les pointsde D [~ X. 

Choisissons par chaque i un isomorphism e 2~ i entre ~ et le point 

~n~rlque g4om~trique de gi = le hens41is~ strict de Den s i , de 

s or re que le groupe I i d'inertie de 8 i e n S i asit sur Hn-I(x~,~g(j)) 

et d~finit le cycle 4vanescent (6.5) e nn s i 

I n-i si n impair 
5 i 6 Hn-l(x,~6(m) , m = 2 

n - I sin pair . 

mod,. ~ v 
On osuppose les 6i choisis de telle faqon ~ue les lic~ = ~I ~u-w N X,~) 

en~endrent topolo~lquement le ~rgupe ~i ~ce qui est possible, en vertu 

d~e SGA i XIII 2.10). Ceci pos4, on a : 

6.6.1. S..iX satisfait ~ la condition (LV), llespace de cohomolo~ie 

~vanescente En-l(x~,@~(m) ( dfn l'ortho~onal de Hn-l(x,Q6(m)) dans 

Hn'l(x~,~i(m), of. 5.4.4) est en~endr~ par les cycles ~vanescents 

8 i, i=l,...,N • 

6.6.2. Les cycles ~vanescents 5 i spnt co nju~u~s , au sign e pros, sous 

v 
le ~roupe de monodromie ~lobale ~I(D - D N X). 

D~monstration. Pour prouver 6.6.1~ notons que, par la formule de 

v 
Picard-Lefschetz 6.5~ on a, posant ~ = UI(D - D N X), et grace au 

fait que les I i engendrent ~ : 
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( 6 . 6 . 3 )  Hn-l(x~,%(m) n 

Par 5.6.10, on a 

(6.6.4)  Hn 

l'orthogonal dans Hn'l(x~,@6(m)) 

du sous-espace engendr6 par les 6 i . 

= Im(Hn-l(x ~¢(i))) 

de sorte que prenant les orthogonaux des deux membres de (6.6.3), on 

trouve 6.6. i. 

Pour prouver 6.6.2, on remarque simplement que le cycle 

~vanescent 6. est d~termin~ au signe pros, par l a representation du 
l 

gro~pe d ' i n e r t i e  en s i . D o n c  on n ' a  quVa a p p l i q u e r  6 . 1 . 2 ,  qu i  donne 

mod~_r la c o n j u g a i s o n  darts ~1 ~ - X,~) des homomorphismes d ' i n e r t i e  composgs 

~(i)  > ~d(D - X, ~) D n 

mod. ~! v_ 
~1 k - X,q) 

Ceci donne la conjugaison (~ signe pros) des cycles ~vanescents qulils 
v %/ 

d~termlnent, par des ~l~ments de ~l°d( ]pr _ X, ~), et la d~monstration 

s~achgve par  6 . 1 . 1 ,  qui  donne l a  s u r j e c t i v i t ~  de 

mod,  
41 tu - D n X) > 
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Corollaire 6.7. Sous les hypotheses de 6.6, supposons que X satisfait 

la condition (LV). Alors : 

V 

6.7.1. La representation d 9 ~I(D - D n X) sur En-I(X~,~) est absolument 

irr~ductible. 

6.7.2. Sin est pair, tout sous-~rou e d ~ . . . . . .  p indice fini dans ~I(D - D n X) 

a~it de fa~on absolument i;r~d~¢tible sur En-l(x~,~). 

D~monstration. On peut 4videmment remplacer le module envisag~ par le 

tordu E = En-I(x~,@6(m). Soit E = m ®~ ~6 et soit X un ~l~ment # 0 de E. 
4~ 

Pour d4montrer 6.7.1, il faut prouver que le sous @q -vectoriel de 

engendr~ par X et ses conjugu~s sous ~ est ~ tout entier. D'apr~s 6.6.1 

et 6.6.2, il suffit de prouver que ce sous-module contient u n des cycles 

~vanescents 6 i . Mais comme X satisfait (LV), la restriction de la 

forme de cup-produit ~ Hn-l(x,~6(m)) C Hn-l(x~,@i(m)) est non 

d~g~n~r~e, donc aussi la restriction ~ l'orthogonal En'l(x~,~(m)), donc 

en vertu de (6.6.1) il existe au moins une valeur de i telle que l'on ait : 

x.6 i # O . 

Pour cet i, il existe par 6.5 un ~l~ment ~i du groupe dlinertie en s i 

tel que 

(6.7.3) ~i(x) - x = un multiple non nul de 6 i , 

ce qui ach~ve la d~monstration de 6.7.1. 
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Quant ~ 6.7.2, on a n-I impair, done 6.6 = O, et pour tou~puissance 

k.iAme de O i on a, en it~rant 6.5.2, 

k 
(6.7.4) ~.(x)l = X + k ~i(x.6i) 6 i . 

Done un sous Q~-module M de E est stable sous l'action de ~ si et seulement 

il iIest sous un sous-groupe dWindice fini, car les deux conditions 

~quivalent ~ la condition 

x q M ~ >-Vitel que le cup-produit ~.8. # O, alors 6. 6 M. 
l i 

Done on est ramen4 ~ l'4nonc4 6.7.1 d4j~ prouv4. 
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Ex os@ XIX 

Le th4or~me de Noether 

par P. Deligne 
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5. Les cas d'exception au th4or~me de Noether. ii 

I0 Enonc4 des th4or~mes 

Le pr@sent expos@ est une mise au goOt du jour de la d4monstration de 

Lefschetz [3] page 108 du th4or~me de Noether (1.2) ei-dessous. 

I.i Soit k un corps alg@briquement clos de caract4ristique p 

Soient d e 1 et a = (ai) I~ i ~ d une suite d'entiers ~ 1 . Une intersection com- 

pl~te V de dimension n et de multidegr@ ~ dans l'espace projectif ~n+d sur 

k sera dite g@n@rique si, sur une extension de k , elle est projectivement 

isomorphe ~ une intersection compl~te d@finie par des 4quations dont les coefficients 

sont alg@briquement ind4pendants sur le corps premier. Dans ce qui suit et sauf 

mention expresse du contraire, on suppose que d e I et que a i ~ 2 

Th@or~me 1.2 

multidesr@ 

trec@e sur V 

p2+d 

Soit V c~ 2+d une surface intersection compl~te $@n4rique de 

. On suppose que ~ # (2), (3), (2, 2) . Alors~ toute courbe (r@duite) 

est l'interseetion (seh4matique) de V et d'une hypersurface de 

Montrons que le th4or~me r4sulte de son corollaire 
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(1.2.1) Pie (~2+d) =~ ~ > Pic(V) 

Si C est une courbe trac~e sur V , (1.2.1) implique que ~C) ~ ~(n) 

• ) - 1 .  ( c ,  H) > 0 pour n convenable; si H est une section hyperplane, n = (~ a l 

Ii reste ~ prouver que le syst~me lin~aire induit sur V par In H I est complet. 

Ecrivons V comme intersection d'hypersurfaces H i de degr~ a i et soit 

V i = HIA ... n H i ~ On v~rifie par r~currence sur i que le syst~me lin~aire induit 

par In H I sur V i est complet: dans la suite exacte 

H°(Vi , @(n)) --> H°(Vi+I, ~(n)) -->HI(vi , ~(n - ai+l)) 

le dernier groupe est nul (FAC) o 

Th~or~me 1.3 Soit V CF 2n+d une intersection compl&te de dimension paire 

2n # 0 et de multidesr~ ~ g~n~rique. On suppose v~rifi~e l'une des conditions 

suivantes 

(a) k n'est pas de caract~ristique 2 , e_!t (2n; ~) est distinct de (2n; 2), 

(2n; 2, 2) , (2; 3) 

(b) le nombre de Hodse h 2n'O est non nul, i.e. ~ (ai-l) > 2n 

Alors I route classe de cohomologie alg~brique dans H2n(v, ~(n)) 

est un multiple rationnel de la classe n des sections lin~aires. 

D~duisons 1.2.1 de 1.3. L~cas d'exceptions dans 1.2 sont exactement ceux 

pour lesquels H(d i -i) ~ 2 ; on peut done appliquer 1.3 (b) ~ la surface V de 

1.2. On salt que PicT(V) = 0 (XI 1.8); done que Pie(V) s'injeete dans 

H2(V, ~(I)) . D'apr~s 1.3, tout ~l~ment de Pie(V) est un multiple rationnel de la 

classe ~ de @(i) , et on conclut par (XI 1.8). 

Ii est clair que la validit~ de 1o2 et 1.3 ne d~pend pas de l'intersection 

compl~te g~n~rique choisie, mais seulement de p, n et 
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Th4orgme 1.4o Soit X ~ une vari~t~ projective lisse purement de dimension 

k . Soit 6 ~ un p!nceau de Lefschetz de sections hyperplanes de 

de caract~ristiqne 2, on suppose que ~ est m@me un pinceau de Lefschetz 

2n + 1 sur 

X . Pour k 

g4n~riqueo 

On suppose que X v~rifie (LV) 

Soit V la section hyperplane 

deux conditions suivantes est v4rifi~e. 

(XVIII 5.2.2). 

g4n~rique dans le pinceau ~ . L'une des 

(a) Aucune classe de eohomologSe # O dans la partie 4vanescente Ev(V, ~g(n)) d__u_u 

groupe de eohomologie H2n(v, ~$(n)) n'est alg~briqqe. 

(b) Les classes de cohomologie alg4brique engendrent Ev(V, ~g(n)) 

(a) Soit 

Appelons "point g~om4trique" 

ment clos dans G 

Tout point g~om~trique s ~ G 

Pr~cisons le sens du mot g~n4rique dans 1.4. 

G la grassmanienne des droites de l'espace projectif ~ dual~de 

de G un morphisme du spectre d'un corps alg~brique- 

d4finit un pinceau de sections hyperplanes ~ de la 

vari4t~ d~duite de X par extension des scalaires de k ~ k(s) . On dit que 

est g~n~rique si s est localis~ au point g4n4rique de G 

(b) Soit ~ un pinceau de sections hyperplanes (une droite de ~ ). Tout point 

g4om4trique s ~ ~ d4finit une section hyperplane de la vari4t~ d~duite de X par 

extension des scalaires de k ~ k(s) . On dit qu'elle est g~n4rique si s est 

localis~ au point g~n~rique de 

Soient ~ comme ci-dessus, d'image dans ~ le point g4n~rique s et 

S c ~ l'ensemble fini des points de £ dormant lieu ~ une section hyperplane 

singuli~re. Le groupe de monodromie ~i(6 - S, s) , quotient de Gal(k(s)/k(s)) , 

agit sur Ev(V, ~(n)) . Si k n'est pas de caract4ristique 2, cette action est 

irr4ductible (XVIII 6.7); au n ° 2 ci-dessous, on montrera que ce r4sultat reste 

valable sans hypoth~se de caract~ristique pour un pinceau g~n4rique. Le sous-espace 

de Ev(V, ~(n)) engendr~ par les classes de cohomologie alg4brique est stable sous 

le groupe de monodromie (i.e. sous Galois); c'est donc tout ou rien, ce qui prouve 1.4. 
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Corollaire 1.5 Soit V c~ 2n+d une intersection compl&te de dimension paire 2n 

et de multidegr@ ~ g~ngrique. On a soit 

(a) Toute classe de cohomologie alg~brique dans H2n(v, ~(n)) est multiple rationnel 

de n 

(b) H2n(v, ~(n)) est engendr~ par des classes de cohomologie alg~brique. 

S i (b) est v~rifi~ pour toute intersection compl&te de dimension 2n e__tt 

multide$r~ ~ sur un corps alg~briquement clos. de caract~ristique p , H2n(v , ~$(n)) 

est ensendr~ par les classes al$~briques. 

On applique 1.4 pour X une intersection compl&te de dimension 2n+l et 

de multidegr~ (al...ad_ I) g~n~rique et pox 6 un pinceau g~n~rique de sections de 

X par des hypersurfaces de degr~ a d (cf. XVII 2.4). En fait, on pourrait aussi 

prendre X de multidegr~ (al...a d) et $ un pinceau g~n~rique de sections hyper- 

planes. La remarque finale r~sulte de ce qu'une classe de cohomologie alg~brique reste 

alg~brique par sp~cialisation. 

2. ComplEment & XVIII 

Prop@sition 2.1 Soient X c~ une vari~t~ projective lisse purement de dimension 

paire 2n sur un corps alg~briquement clos k , e t ~ c~ un pinceau de Lefschetz 

~n~rique de sections hyperplanes de X . Soient s un point $~o~n~trique de £ , 

H s la section hyperplane eorrespondante, S c 6 l'ensemble des valeurs exception- 

nelles du pinc eau et ~I($ - S, s) le sroupe de monodromie. 

On suppose que X v~rifie (LV) 

Alors, la representation de ~i(~ - S, s) sur la cohomologie ~vanescente 

EV(Hs, ~$) cH2n(Hs , ~6) est absolument irr~ductible. 

Rappelons que EV(Hs, ~$) est l'orthogonal de l'image de H2n(x, ~g) 

dans H2n(Hs, ~) , image ~gale au sous-groupe des invariants sous le groupe de 

monodromie (XVlII 5.6.10). 

331 



5 XIX 

La droite projective ~I est simplement connexe Le groupe ~i(~ - S, s) 

est done (topologiquement) engendr~ par les sous-groupes d'inertie en les points de 

S - et leurs conjugu~s. Son image dans GL(Hn(Hs , ~4)) est done (topologiquement) 

engendr~e par les x --> x - (-l)n(x 6)6 , pour 6 conjugu~ ~ un cycle ~vanescent. 

L'image de H2n(x, ~) dans H2n(H ~6) est done l'orthogonal du sous-espace en- 
s~ 

gendr~ par les cycles ~vanescents et leur conjugu~s: EV(Hs, ~g) est engendr~ par 

les cycles 4vanescents et leur conjugu4s. 

Pour un pinceau de Lefschetz $~n~rique , les arguments dun ° 6 de XVIII 

montrent encore que les cycles ~vanescents 6 relatifs aux diff~rents points de S 

sont conjugu~s entre eux. 

Soit V CEV(Hs ' ~) un sous-espace invariant # 0 . Ii existe un conjugu~ 

6 d'un cycle ~vanescent et v E V tels que (v, 6) # 0 (c'est ici qu'on utilise 

(LV)). Puisque v - (-l)m(v 6)6 E V , on a 6 E V . Le sous-espace V , contenant 

un cycle 4vanescent (et tous ses conjugu~s) coincide avec EV(Hs, ~6) 

Cet argument reste valable apr~s extension du corps de coefficients ~ , 

d'oO l'absolue irr~ductibilit~° 

Remar~ue 2.2 Lorsqu'on omet l'hypoth~se (LV) , les arguments qui precedent 

prouvent encore que tout sous-espace invariant de H2n(Hs , ~g) contient Ev(H s, ~) 

ou est contenu dans l'image de H2n(x, ~6) . Le m~me r~sultat vaut pour X de 

dimension paire (et tout pinceau de Lefschetz). 

3. Preuve de 1.3 

3.1 Ii s'agit de prouver que, sous les hypotheses du th~or~me, 1.5 (b) n'est pas 

v~rifi~. Le cas o~ h 0'2n # 0 sera trait4 par Katz en XXI 4.1 (la condition hO'2n# 0 

4quivaut ~ ~ d. - (2n + r + i) e 0 , ce nombre ~tant l'entier m tel que 
l 

nv2n~ ~m) ). Les r~sultats du present exposd ne servirons plus dans la suite de 

s~minaire, de sorte qu'il n'y a pas de cercle vicieux. 
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3.2 Lorsque k = ~ , on d~montre 1.3 en notant que si 1.5 (b) est v~rifi~, la 

cohomologie de V est purement de type (n,n) , la cohomologie alg~brique ~tant de type 

(n,n) . Ceci niest le casque dans les cas exceptionnels exclus de 1.3 (XI 2.9). Par 

le principe de Lefschetz, 1.3 est donc vrai en caract~risitque O 

Proposition 3.3 

Soit Ev(V, 4) l e ~-sous-espace vectoriel de Ev(V, ~6(n)) 

de cohomologie algdbrique. 

(a) On a Ev(V, ~) ® ~ > Ev(V, ~g(n)) . Su___~r Ev(V, ~) 

section est rationnelle d~fini% de signe (-I) n 

(b) Les cycles ~vanescents et leur eonjugu~s sont dans 

un syst~me de racine irr~ductible de type A, D o__uu E 

(c) Le $roupe de monodromie (image de ~l(g - S, s) 

c'est le groupe de Weil du syst~me de racines (b) 

Plaqons-nous sous les hypotheses de 1.4, et supposons (b) v4rifi4. 

en$endr4 par les classes 

, la forme d'inter- 

Ev(V, ~) ; ils y forment 

dans GL(Ev(V, ~)) ) est fini~ 

Saul le caract~re d~fini de la forme d'intersection, (a) r~sulte de ce que la 

forme d'intersection est non d~g~n~r~e sur Ev(V, ~(n)) (par (LV)) et rationnelle 

sur Ev(V, ~) 

La condition 1.4 (b) ~quivaut ~ dire qu'il existe sur V des cycles al- 

g~briques modulo ~quivalence num~rique non invariants par la monodromie. Cette con- 

dition est donc ind~pendante de ~ . Soit x un tel cycle alg~brique, et 6 le 

cycle ~vanescent relatif g s E S et ~ un chemin ch de s (d~finissant V ) 
o 

s . Pour ch convenable, ~ 6) # O . Le transform~ galoisien ~(x) = x-(-l)n(x6)6 
O 

de x est encore alg~brique; (x6) 6 est donc alg~brique, image d'un cycle y in- 

d~pendant de g . Le nombre rationnel (-l)n(y, y) = (x6) 2 est donc ind~pendant de 
2 

6 ; c'est un carr~ dans tousles corps 46 ,donc un carrY, et ~ (x, 6) est dans 

et ind~pendant de 6 . Ceci montre non seulement que 6 6 Ev(V, ~) , mais encore 

que le cycle alg~brique modulo ~quivalence num~rique J 6 = (O(x) -x)/(x, 6) , est 

ind~pendant de 
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Un cycle alg~brique sur une vari~t~ V est toujours d~fini sur une exten- 

sion finie de tout corps de d~finition de V . Ii en r~sulte que ~i(~ - S, s) 

agit sur Ev(V, ~) via un groupe fini. Ce groupe est engendr~ par les r~flexions 

associ~es aux cycles ~vanescents 6 et leur conjugugs (XVIII 6.6.1 et n ° 2). Les 6 

et leur conjugu~s forment donc un syst~me de racines de groupe de Weil le groupe de 

monodromie. De plus, toutes les racines de ce syst~me de racines sont conjugu~es sous 

le groupe de Well: il est de type A, D ou E 

La forme d'intersection est, ~ un facteur pros, l'unique forme invariante 

sous le groupe de Well. Elle est donc d~finie. Son signe se d~termine en ealculant 

(6, 6) = (-l)n.2 

proposition 3.4 si k = ¢ , et sous les hypotheses de 1.4, les conditions suivantes 

sont ~quivalentes 

(i) le sroupe de monodromie est fini; 

(ii) la cohomolo$ie ~vanescente Ev(V) est purement de type (n, n) 

Soit ~--> ~ le fibr~ de fibres les sections hyperplanes appartenant au 

pincean ~ , et V la fibre en s E £(~) . Les Ev(V ) forment une variation al- 
s s 

g~brique de structur~ de Hodge sur g . D'apr~s le th~or~me de la partie fixe [2] 

4.1.2 appliqu~ ~ un rev~tement fini de g (cf. [2] 4.1.3.3), (i) implique que la 

structure de Hodge des Ev(V s) est localement constante. Le groupe de monodromie 

agit donc par automorphismes de la structure de Hodge° Pour T une transformation 

de Picard-Lefschetz, Im(T-l) est une sous-structure de Hodge de rang un, donc de 

type (n, n) , engendr~e par un cycle ~vanescent 6 . Les cycles ~vanescents ~tant 

de type (n, n) , Ev(V ) tout entier l'est. 
s 

R~ciproquement, si Ev(V) est purement de type (n, n) , la forme 

d'intersection sur Ev(V) est d~finie et le groupe de monodromie fini (cf. [2] 

4.1.3.3)o 

334 



- 8 - XIX 

Remarque 3,5 Si les conditio~quivalentes de 3.3 sont v~rifi~es, on volt comme 

en 3.3 que les cycles ~vanescents (et leurs conjugu~s) forment un syst~me de raeines 

de type A, D ou E dont le groupe de monodromie est le groupe de Weil, 

3.6. Prouvons 1.3 pour k de caract~ristique finie # 2 . Soient S = Spec(V) 

le spectre d'un anneau de valuation discrgte d'in~gale caract~ristique de corps 

, c 2n+d intersection compl~te de dimension relative 2n+l r~siduel k et X ~S une 

et de multidegr~ (al...ad_ I) sur S . Soit ~ un pinceau de Lefschetz de sections 

hypersurfaces de degr~ a d de X (en fibre sp~ciale, gs est un pinceau de Lef- 

~ --> g ~ le fibr~ de fibres les sections du pinceau. schetz pour X s ) Soit f 

Le lieu exceptionnel T c ~ est ~tale sur S (XVII 6; on utilise ici que p ~ 2 ). 

Le faisceau R2nf~ ~ est localement constant sur $ - T ; il est donc mod~r~ment 

ramifi~ et sa monodromie est la m~me en caract~ristique p et en caract~ristique 0. 

Si 1o5 (b) est v~rifi~, on d~duit donc de 3.3 (c) et 3.4 que le groupe de cohomologie 

H2n(v) des intersections compl~tes complexes de dimension 2n et multidegr~ 

est purement de type (n, n) , ce qui n'arrive que dans les cas exclus par 1.3 

(XI 2.9). 

4. Deuxi~me compl~ment ~ XVIII 

Dans ce num~ro, nous travaillons sur ~ et en cohomologie enti~re (trans- 

cendante). Nous reprenons, avec des m~thodes plus proches de celles de Lefschetz, 

certains des r~sultats de XVlII. Dans XVIII, ils n'~taient prouv~s qu'apr~s tensori- 

sation avec ~ (on plutOt ~6 , ce qui revient au m~me). 

4.1 Soient X C~ une vari~t~ projective complexe lisse purement de dimension 

n + I et 6 un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X , d'axe A 

On d~signe aussi par ~ l'espace des param~tres du pinceau, isomorphe ~ pl 

Soit S c 6 l'ensemble des valeurs exceptionnelles. Pour s E g , on notera H s 

la section hyperplane correspondante de X (de dimension n). 
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Soit T(A) un voisinage tubulaire ferm~ de A n X dans X , de bord 

transverse ~ tousles H 
s 

Soient O, = deux points dans ~ - S , et soit g un diff~omorphisme 

orient~ de g - S vers pl(¢) envoyant 0 sur 0 , = sur ~ et S dans la 

cireonf~rence de rayon un centr~e en 0 . Le compos~ car de g et de la projection 

sur g fait de X - T(A) ° un fibr~ singulier en varidt~s ~ bord sur ~I(¢) (une sin- 

gularit~ au-dessus de chaque point de &(S) ). Nous noterons c le segment de 
s 

droite joignant 0 ~ ~(s) 

Omettant la mention de ~ , on a la figure 

Sq s I 
Au voisinage de s C S et du point singulier x de H cX , on se 

s s 

trouve (dans des coordonn~es locales convenables) dans la situation ~tudi~ en XIV 3.2, 

Si & est choisi holomorphe pros de s , on peut m@me trouver des coordonn4es 

2 g-l(c 
locales sur X et 6 telles que f s'4crive E z i et que s ) soit 

" z r4el positif" o Au-dessus de l'intersection d'un voisinage de s et de 

g-l(c ) - s , on peut alors eonsid4rer le fibr@ en sph~r~r4elles A, cX 
s s 

par " z I. reel" . Pour t ~ s , la fibre A'st de A's en t tend vers 

On notera As la r4union de __{x s } et d'un fibr4 en spheres au-dessus de 

~-l(c ) - {s} , contenu dans 
s 

plongd dans X , de bord H 
o 

6 en s ~ t r a n s p o r t ~  dans  
s 

, d~fini 

x S 

X - T(A) et qui prolonge &' . & est un disque 
s s 

A & une s p h e r e  q u i  r e p r ~ s e n t e  l e  c y c l e  ~ v a n e s c e n t  
s 

H le long du chemin ~-l(c ) 
o s 

Appliquons la th~orie de Morse g la fonction ''lOll 2 , pour ~tudier 

comment change l'homotopie de 

[x E X I x E T(A) OU I(~f(x) I 2 -<r} 
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lorsque r croit. Soit 

X- = [x E X ] x E T(A) ou C~ f(x) # ¢o ] 

On trouve que l'inclusion 

H U I )~J A ~ > T(A) UH hI~ L% ~, > X" 
o sES s o sES s 

est une ~quivalence d'homotopie. On salt, encore par la thdorie de Morse, que 

X - X peut se r~tracter par ddformation sur un sous-complexe de dimension r~elle 

n . Au total, on a donc le rdsultat suivant 

Th4or~me 4.2. Ii existe un sous=complexe 

de H~ ff = H = A tel qu e l'inclusion 

H U ~J ~ >X= Z 
o s ES s 

compact et de dimension (r~elle) ~ n 

soit une ~quivalence d'homotopie. 

4.3 La soustraction de ~ est sans effet sur les groupes de cohomologie, 

d'homologie ou d'homotopie d'indice i ~ n de X . Puisque H o U ~j ~ se 
sE S 

d~duit de H en attachant des n+l-disque le long de spheres repr~sentant les 
O 

cycles ~vanescents, on trouve en homologie 

ZZ S --> Hn(Vo) > Hn(X) > 0 

La suite exacte analogue en cohomologie, et celle qui s'en d~duit par dualit~ de 

Poincar~, forment un diagramme commutatif 
Zg S 

'I 6s) En6 (' 
(4.3.1) ZZ S s s>Hn( V ) > Hn+2(X) 

T ° 
H n (x) 

T 
o 

> 0 
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5. Les cas d'exception au th~or~me de Noether 

Dans ce num~ro, nous persistons g travailler sur ¢ , en cohomologie 

enti~re. 

5.1 Soient 2n, d et a = (a I .... ,ad) (d e I, a i e 2) tels que la cohomologie 

de dimension 2n des intersections compl~tes lisses V de dimension in et de multi- 

degr~ ~ soit purement de type (n, n) . En d'autres termes, n = O ou (2n; a) 

est ~gal g (2n; 2), (2n; 2, 2) ou (2; 3) (XI 2.9 ). 

Supposons que V se d~duise d'une intersection compl~te X c~ 2n+d 

(resp. X C~ 2n+d+l) de dimension 2n + i et de multidegr~ (al,...,ad_ I) (resp. 

(a I ..... a d) ) en prenant une section par une hypersurface de degr~ a d (resp. une 

section hyperplane) appartenant ~ un pinceau de Lefschetz 

La partie ~vanescente Ev(V) de H2n(v) , ~gale g la pattie primitive 

de cette cohomologie est, d'apr~s 4.3.1, engendr~e sur ~ par les cycles ~vanes- 

cents. C'est l'orthogonal de la puissance n de la classe de cohomologie ~ d'une 

section hyperplane. 

Puisque sur H2n(v) la forme d'intersection est unimodulaire, et que 

2n n'est pas le multiple by (b > i) d'une autre classe de cohomologie (XI 1.6 

(iv)), le discriminant de la forme d'intersection sur Ev(V) est ~gal 

(~, ~) = ha. 
i 

Soit R le systgme de racines dans H2n(v) form~ des cycles ~vanescents 

et de leurs conjugu~s. On a sur R les informations suivantes 

(a) R est vide ou de type A, D ou E ; 

(b) le rang de R est donng en XI i. IO ; 

(c) le discriminant est ~a. .Dans les tables, ce discriminant est l'ordre du 
i 

centre du groupe simple simplement connexe complexe correspondant. L'argument 

par lequel nous avons calcul~ le discriminant montre que ce centre, dual du 

quotient du r~seau des poids par celui des racines, est cyclique. 
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Dans tousles cas de figure, ces informations d@terminent R compl~tement 

si n # 0 . On trouve: 

Proposition 5.2 (i) Pour V uhe quadrique de dimension paire, R est de type 

(ii) Pour V une surface cubique, R est de type E 6 

(iii) Pour V de dimension 2n , et l'intersection de deux quadriques, R est de 

type D2n+3 

A I 

5°3. 

Ev(V) 

que R 

paramgtres de routes les intersections compl~tes V c]P 2n+d 

L'image de ~i dans GL(Ev(V)) est le groupe de Well de R 

de figure, c'est le groupe d'automorphismes du triple 

(H2n(v), n , forme d'intersection). 

i 
Supposons que n # 0 . L'ensemble R des vecteurs de longueur J 2 dans 

est aussi un syst~me de racine, ayant les m@mes caraet@ristiques (a) (b) (c) 

• On a donc R = R I . Soit ~I le groupe fondamental de l'espaee des 

du type consid@r@. 

. D a n s  tousles cas 

5.4. Avec R remplac@ par R 1 de 5.3, le r@sultat 4.2 (ii) est bien connu 

[I] et pour les petites valeurs de n , 4.2 (iii) ~tait connu, au moins par 

Manin (n = 0 est trivial; une surface intersection de deux quadriques est une sur- 

face de del Pezzo). Une ~tude d@taill@e de l'intersection de deux quad~iques a @t~ 

faite par M. Reid [4]. Ii d~duit 4.2 (iii) d'une ~tude de la g~om@trie des sous- 

espaces lin@aires de dimension n sur une intersection de deux quadriques 

V c~ 2n+2 
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SGA 7 

EXPOSE XX 

LE THEOREME DE GRIFFITIIS 

par N, ~TZ 

O. Introduction 

On d~montre le th4or~me de GRIFFITHS [I], qui donne une facon 

syst~matique (bien que non-constructive) de "trouver" des cycles 

alg~briques qui sont @6-cohomologues ~ z~ro, mais donc aueun multiple 

n'est alg~brlq,ement ~quivalent ~ z6ro. La d~monstration donn~e ici 

(due ~ GROTHENDIECK) est la traduction en termes purement alg~briques 

de la d6monstration originelle, plus au molns transeendante, de 

GRIFFITHS. Dans toutes les deux, c'est le th~or~me d'irr~ductlbilit~ 

XVIII 6.7 qui est un point-clef (cf. 3,1.6 et 3.2). 

i. Le formalisme des classes primitives 

Dans toute la suite, on suppose fix4 un nombre premier • . Tousles 

schemas envisages sont suppOs4s & caract4ristiques ~ 6 . 

Consid~rons la situation 

( 1 . 0 . 1 )  X rr  , ,, > y 

S 

dans laquelle on suppose 
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( 1 . 0 . 3 )  f, g lisses de dimensions relatives $ d Iet d 2 , 

( 1 . 0 . 4 )  ~ propre • 

Compte tenu de ce q,~e X et Y soni: lisses sur S ~ la propret~ 

de ~ nous donne -n morphisme de G~sin (SGA 5 IV ) 

(I.O 5) ~ : Hq(x, 06(i)) -> }~q-2(dl-d2)(Y, Q~(i-(dl-d2))) • 

Localisant sur S (au sens ~tale), on obtient ~galement un morphisme 

de faisceaux sur S 

(1 0 . 6 )  ~ : Rqf~(~6(i) 

et, appliquant le foncteur 

> Rq-2(dl-d2 ' g~(~(i_dl_d2)) , 

HP(s, ) , un morphisme 

(1.O.7) F~: HP(s,Rqf~@~i)) > HP(s,R q-2(dl-d2) g~(~i-dl+d2))) 

D~finition 1.0.~. Soient (E p'q d p'q) et ('E p'q 'd p'q) de2x 
r ' r -- r ' r 

suites spectrales (dans une cat6gorie ab~l~_enne donn4e), e t 

(a, b) 6 2Z X YA. Le d~calage de ('E p'q , 'd p'q) par (a, b) est 
r r 

la suite spectrale ("E p'q, "d p'q) avec 
- r ' ........ 

(1.0o9) I 
,E ,q = ,EF a,q+b 

.dPr, q = dPr+a , q+b 
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I.O.IO. Un morphlsme de suites spectrales de (EP'q ' dP'q)r dans 

("EP'qr , "d rp'q) s[a~pelle un morphisme de ...... bidegr~ (a, b) de 

(E p'q d p'q) dc~ns ( 'E p'q 'd p'q) 
r r r r 

Le lermae suivant est une consequence trivi.ale de Io th~orie du 

mor__~hisme de GysJ_~n (SGA 5, IV). 

Lemme 1 i, Ii exlste un morphisme canoniqu ~ 

d@s suites spectrales de Lera ! 

~ de bidegr~ (a,-2(dl-d2)) 

(1 ,1 ,o)  

e t  

(1.1.1)  

RP&~Rqf~6(1) ----7-',> RP+q(~f)~ @~(i) 

RP~Rqg~@6(i-dl+d2)---~RP+q(~g) ~ @~(i-dl+d 2 ) 

qui sur le terme E 2 e__sst donn~ par (1.O.7), et sur l'aboutissement 

p_~ ( 1 . 0 . 5 ) .  

1.2. Consid~rons maintenant la situation 

(1 .2 .1)  X Y 

T 
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dans laquelle S, X, f, Y, g sont comme dans (1.0.2) - (I~O.4), 

mais en supposant maintenant ~galement f propre. 

Soit 

(1.2.2) z ~ Ha(x ×S Y, @$(b)), 

Alors z induit une application (encore notre z ) 

(1.2.3) z : llq(x, @~(i)) .. > Hq+a-2dl (Y, @6(i+b-dl)) 

par la formule 

(1.2.4) z(x) = Pr2 (z A pr I (x)) , 

o~ Pr2~ est l'homomorphisme de Gysin Par localisation ~tale sur 

z d~finit ~galement 

(I~2.5) z : Rqf~@~(i) ~> Rq+a-2dl g~ (@~(i+b-dl)) , 

et, appliquant HP(s, - ) , des ~pplicatlons 

HP(s, Rqf~£(i)) .... > HP(s, Rq+a-2dl g~(~(i+b-dl)) . (1 2.~) 

Lemme 1 3 L~ classe z d4finit un morphisme de bidesr6 (O, b-2d I) 

de___s suites spectrales de Leray 

(1.2.7) HP(s,Rqf~ ~(i)) = HP+q(x, @{(i)) 

et 

(I 2.8) HP(s,Rqg~ @~(i+b-dl))., = HP+q(Y, ~£(i+b-dl)) 

S , 
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qui sur les termes E 2 est donn~ par (1,2.6), et par (1.2.3) sur les 

aboutissements. 

D~monstration. Compte tenu de la formule (i 2.4) et de ce que la 

"multiplication par z " d~finit un morphisme de bidegr~ (0, a) de 

suites spectrales de Leray 

(1.2.9) 

(1.2.10) 

HP(s, Rq(pr 1 f)~ ~6(i))  ~ IlP+q(x XsY, @6(i)) 

HP(s, Rq+a(Prl f)~ ~ ( i + b ) )  ~ HP+q+a(x XsY, Q~(i+b)) 

on n'a qu'R appliquer I I. ~ la situation 

(1.2.11) 

Pr 2 
X XsY ~ Y 

S 

Corollaire 14. 

(I 23) 

Dans la situation (I 2.1) - (i 2,2), le mor~hisme 

> Hq+a-2dl (y, @6(i+b-dl)) 

5.8.1) en classe primitive, e_! 

(1.4.1) z : aq(x, ~g(i))  

transforme classe primitive (XVIII 

le diagramme suivant est commutatif. 
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Z 

Primq(x/s, ~(i)) > Primq+a-2dl(y/s, @~(i+b-dl)) 

u l ( s ,  -1 ,f~ . ~ I t l ( s ,  Rq+a-2dl- i  g ~ ( i + b _ d l )  ) 

(9~ uf, Ug so nt les homomorphismes canoniques de XVIII 5.8.1). 

1.5. Soit ~ un point g~om~trique de S (au-dessus d'un point 

de S ), et soit 

(I 5.1) z~ ( Ha(x~ X k(~)Y~ , @g(b)) 

la classe induite par z sur la fibre g~om~trique correspondante de 

(1.5.2) X X S Y ~ S 

Proposition 1.5 3. Supposons f, g propres , S annexe, et soit 

q C ~ . Si la classe z- indult l'homomorphisme nul 

(1.5.3) O = z- : Hq-I(X - , ~6(i)) > Hq+a-2dl-l(Y~, ~ ~6(i+b-dl )) 

alors, P0U~ tout X E Primq(x/s, @$(i)) Orl 

(1.5.4) Ug(Z(X)) = O dans ~!l(s,Rq+a-2dl-lg~Q~(i+b-dl)) 
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D4monstration Par la conmlutativit~ de (1.4,2), il sufflt de voir 

que z induit 1'homomorphisme nul 

O 
(I 5 5) z: Rq'If ~(i) -----> R q+a-2dl-I g~£(i+b-d I) 

Or f et g ~tant propres et lisses, les faisceaux R'f~@£(-) ec 

R°g~Qg(')sont conmtantstordus (SGA 4 XVI 2,2), donc ~quivalents ~ leurs 

valeurs en ~ , vus comme modules sous nl(S, ~) 

1.6. Une Construction de Manln 

Supposons donn4es deux sections de f : X----->S : 

t 
I 

(1.6. O) S <----f X , 

t 2 

chacune on associe sa classe de cohomologie 

(1 ~.1) c l ( t  i)  = t i  (1) E H 2dl (X, Q£(dl)) 

Si les fibres de f : X > S sont g~ol~triquement connexes, (plus 

g4n4ralement si pour s E S , f(s) et g(s) appartiennent h la m~me 

composante connexe de X s ) on volt bien que 

(1.6,2)  c l ( t  1) - cl(t 2) E Prim 2dl (X/S, Q4(dl)) 
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On d~signe par 

(1.5.3) 

son image par 

(i.6.4) 

uf(tl-t 2) E HI(s, R2dl-lf~@~(dl )) 

uf : Prim2dl(x/s, ~(dl)) ) HI(s, R2dl-lf~@~(dl )) 

(C'est un analogue ~(t I - t 2) 

[5]). 

de cet ~l~ment que Manin ~tudie dans 

1.6.5. Soit maintenant z un cycle alg~Drique sur X × S Y de co-- 

(~) 
dimension ~ b sur chaque fibre de X X S Y , qui d~termine une 

classe de cohomologie (SGA 5 IV ): 

(1.6.6) cl(z) E E2b(x X S Y, ~(b)) 

Cette classe d~finit un~ e~plication (cf (1.2.3)) 

(1.6.7) cl(z) • H2dI(x, ~£(dl)) > H2b(y, ~6(b)) , 

et si les cycles z(t I) et z(t 2) sont d~finis, on a (grace ~ la 

compatibilit~ SGA 5 IV du cup-produit avec les intersections de 

cycles): 

(~) Si S est lisse sur un sch4ma T (p. ex. T=Spec k, k un corps), il 

suffirait de supposer z de codimension e b sur chaque fibre au-dessus de T . 
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(1o6.8) cl(z) (cl(t I) - cl(t2)) : cl(z(t I) - z(t2)) . 

La commutativit~ de (I 4~2) nous donne 

(1.6.9) cl(z) (uf(tl-t2)) = Ug(Cl(z(t I) - z(t2))) 

Com~ne corollaire de 1.5.3 , on ~ alors: 

Pr__oposition 1 7. Soient t I e~t t 2 deux sections de f : X----> S , 

f ~tant suppos~ ~ fibres connexes, et soit z u__n cycle alg~bri~ue 

suy X × S Y de codimension b , tel que le cycle alg~brique 

(1.7.2) 

alors 

( t  7.3) 

( 1 . 7 , 1 )  z ( t  1) - z ( t  2) 

soit d~fini. Alors sa classe de cohomologie est primitive (XVIII 5.8.1). 

S! !e cycle alg~brique Z~ su_ r X~ × Y~ induit l'homomor~hisme n>l 

z~ : H 2dI-I (X~, ~(el)) _O.. > li2b-i(y~, ~(b)) 

Ug(Z(t I) - z(t2)) = 0 dans HI(s, R2b-lg, @g(b)) , 

(o~ u est l'homomorphisme de XVIII 5.8.1 intervenant dans 1.4). 
-- g 
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2, 

2.O.1. Soit X propre et lisse sur un corps 

On s vu (1.2.3) que, pour tout 

(2.0.2) T propre, lisse et connexe sur k de dimension d , 

et tout 

(2.0.3) cycle alg~brique z de codimension b sur T X X, 

la classe de cohomologie 

(2.0.4) el(z) E H2D(T × X , ~4(b)) 

donne lieu aux applications 

(2.0.5) cl(z) : Hq(T, Q4(i)) > H q+2b'2d (X, ~4(i+b-d)) , 

On d~finit la filtration par le co Tniveau (N j) de Hq(X,~6(i)) 

(2.0.6) NJHq(X,~(i)) = ~__ images cl(z):Hq-2J(r,~(i-j)) 
(T,z) 

la sonde ~tant ~tendue aux couples 

(2~O.7) (T, z) T/k 

z cycle alg~brique sur 

11 faut remarquer qu'on parle parfois de la filtration 

"par le niveau" , d~fini par 

( 2 . 0 . 8 )  F j Hq(x, ~ 6 ( i ) )  = N Hq(x, @i( l ) )  . 

Un rappel sur le niveau (Cf. [2], 9.7, i0. i] ) 

k alg~briquement clos. 

--> Hq(X,~(i)), 

propre lisse et connexe de dimension d 

TXX de codimension j+d. 

F j croissante 
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Remplaqant (T, z) par ( ~I× T, [pt] × z) , on voit que 

(2.0.9) N j Hq(x, ~6(i)) C NJ-IHq(X, ~6(i)) 

Evidemment on a: 

Propositiqn 2,1, Soient X pro..pre, lisse et. g~om~triquement conn exe 

sur un corps k , k une cloture alg~brique de k , >~ = X~kk 

Alors gal(k/k) , a__$issant sur Hq(x~, ~£(i)), preserve la filtratio__nn 

par le co-niveau. 

Des raisonnements standards (of [2]) montrent les ~nonc~s suivants, 

Pro~0sition 2.2, La filtration par le niveau est.invariante .par exten- 

sion des corps alg~br, iquement clos k'/k 

Proposition 2.3. Soient S un schema r~duit et irr4ductible, ~ point 

g4n6rique ~ , et 

: X----> S 

un morphisme propre et lisse, ~ fibres g4om4triquement connexes. Si, 

pour des entiers ~ e!t q donn4s, on a pour la fibre g~n4rique g4o- 

m~trique X- 

(2 .3 . : )  Hq(x~, ~ )  = N j Hq(x~, e£) , 

alors il existe un ouvert non-vide U c S tel queen tout point 

u E U , on ait pour la fibre g4om4trique X- 
u 

(2,3.2) Hq(X~, ~£) = N j Hq(x~, ~) 
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3, Application aux pinceaux de Lefschetz 

3,1. A partir de maintenant, on fixe : 

(3,1.0) k , un corps alg~briquement clos, 

(3.1.1) X c ~r , un k-schgma projectif, lisse et connexe de dimen- 

sion paire n , qui v~rifie (LV) (XVIII 5,2,2) . 

Prenons 

(3.1.2) D = {Ht}tE~l un pincean de Lefschetz d'hypersurfacesde degr~ d 

fibre g~n~rique 

(3.1.3) X , ~ = le point g~n~rique de ~I . 

Posons (cf, XVlll 5.4.4) 

(3.1.4) m : X- C > X ×kk(~) l'inclusion , 

(3.1.5) En-l(x~, @~(i)) = l'orthogonal de m~Hn-l(x,06(i)) dans 

Hn-I(x~,~6(i)) . 

Nous avons vu (XVIII 6.7.2) que la formule de Picard-Lefschetz 

(3.1.6) Si n est pair, tou~ sous-groupc d'indice fini dans 

gal(k(~)/k(~)) agit de fagon irr~ductible sur 

2n-i 
E (X~,~£(i)) 

un pinceau de Lefschetz, et supposons Proposition 3.2. Soit D = {Ht] 

n = 2m pair. Alors ou bien 

entralne 
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(3.2.1) 

ou bien: 

Hn-i (X~,@z(i)) ~ n-i . Cm H (X,~z(i)) + Nm-iHn-l(x~,~g(i)) 

(3.2.2) Pour toute courbe C propre et lisse sur k(~) , et tout 

cycle alg6brique z sur C X X~ de codimension m , l'homo- 

morphisme induit (1.2.3) 

(3.2.3) cl(z) : HI(c, @6(l+i-m)) > H2m-l(X~,@£(i)) 

~H2m-I 
a son image dans m (X,~£(i)) 

D~monstration. Supposons que l'image d'un tel homomorphisme (3.2.3) 

n'est pas contenu darts m i~ (X,~6(1)) , ou, ce qui revient au m~me, 

que son image dans En-l(x~,~(i)) = Hn-l(x~,~(i)) fln-l(x,Q~(i)) 

n'est pas nulle. Comme cette image est ~videmment stable sous les op6ra- 

tions d'un sous-groupe d'indice fini dans gal(k(~)/k(~)) , l'irr~- 

ductibilit~ (3.1.6) de En-l(x~,~(i) se r~crit en disant 

Hn-l(x~,Q£(i)) = m~Hn-l(x,QT(i)) + l'image de O.2.3) 

et, par d6finition, 

l'image de ~.2.3) = l'image par cl(z) de Hl(c,~6(l+i-m)) 

c Nm-iHn-1(X~,~g(i)) , 

de sorte qu'on a bien [rouv~ 

Hn-I(x~,Q£(i)) = m~Hn-l(x,@6(i)) + Nm-IHn-l(X~,~£(i)) 
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3.3. L a condition (B). 

3.3.1. On dira que l'inclusion 

m : X~ C > X Xkk(~) 

v~rifie la condition (B) slil existe 

(3.3.2) ~ , un cycle alg~brique de codimension n-i sur X~×(XXkk(~)) 

tel que l'application qu'il d~finit 

(3.3.3) V~ ; Hn-l(x~,Q£(i)) > Hn'l(x,~(i)) 

soit inverse ~ gauche de 

(3.3.4) m ~ : Hn-l(x,(~g(i)) ~ Hn-l(x],@£(i)) 

i.e. tel que l'on ait 

(3.3.5) V-- m ~ = id . 

(3.4). Cette condition (B) est v~rifi~e si l'op~ration A [4, 1.4o2.1] 

est alg~brique (cf. [4, 2.12 (ii)]. On conjecture que A est toujours 

alg~brique~ donc que la condition (B) est toujours v~rifi~e, et on seit le 

v~rifier dens de nombreux cas [4]. Elle est v~rifi~e trivialement pour X 

une intersection compl~te de dimension palre ear alors on salt (IX 1.6) que 

Hn-i (X, @o (i)) = 0 (3.4.1) 
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4. Le th~or~ne de GRIFFITHS 

Th4or~me 4.1. Soit X projectif, lisse et connexe sur k , de dimen- 

s_ion paire n = 2m z 4 Soit D un pinceau de Lefschetz de sections 

par des hypersurfaces de degr4 d . On suppose 

(4.1.0) 

(4.1.1) 

( 4 . 1 . 2 )  

(4.1.3) 

X v4rifie (L V) (XVIII 5.2.2), 

le pinceau D v4rifie l'hypoth~se (A) (XVIII 5.3) 

l e pinceau D v4rifie (3.2.2), i____ee~ (3.2) la cohomologie 

4vanescente En-I(x~,@£) n'est pas de niveau ~ I 

l'inclusion m : X- ~ > X ×kk(~) v4rifie l'hypoth~se (B) (3.3). 

Alors, si un cycle algfibrique z de codimension m sur X est tel 

~ue sa restriction(en tant que cycle alg4brique) ~ X- satisfasse 

(4.1.4) z 6 = z!X~ est alg~briquement ~quivalent ~ z~ro 

Alors (4.1.5) z es___tt Q2-coho~olo~ue ,,~ z~ro, i.e. cl(z) g H2m(x,@6(m)) 

est nulo 

4.2. Une remarque sur le cas off X est une intersection compl~te= 

Conmle on a d~j~ remarqu~ (cf. XVII! 5.2,5, et (3.4)), les hypotheses 

(4.1.O) et (4,1.3) sont alors automatiquement v~rifi~es. Quant 

l'hypoth~se (4.1.1), on a vu (XVI!I 6.3.4, 6.4) qu'elle est v4rifi4e pour 

un pinceau d'hypersurfaces de degr~ d > 2n D'autre part, on va 

prouver dans le prochain expos4 la condition (4.1 2) pour un pinceau 

"g4n~ral"d'hypersurfaces de degr~ d > 2n (XXI 5.2 )~ Doric un pinceau 

"g~n~ral"d'hypersurfaces de degr4 d > 2n v~rifie toutes les hypotheses 

du th~or~me 4.1. 
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4.3. Revenant au cas oh X est quelconque, il semble tr~s plausible 

que pour un degr~ d assez grand, routes les conditions de 4.1 sont 

v~rifi~es pour D , du moins pour D assez g~n6ral On a d6j~ vu que 

c'est le cas pour (4,1~I) (XVIII 6.4), et on a signal~ qu'on conjecture 

que (4~I.0) et (4.1.3) sont v~rifi~s en tous cas (et c'est vrai en tous 

cas pour (4.1~0) si car k = O ). Quant ~ la condition (4.1~2), elle 

est v6rifi4e (grace ~ la th6orie de Hodge) pour d grand si car k-O, 

et des arguments heuristiques (que le lecteur trouvera en appendice 

l'expos~ suivant) rendent plausibles qu'il en est encore de m~me si 

car k > O. Plus g~n~ralement, ces arguments (th~orie de Hodge, resp 

cohomologie cristalline) prouvent (resp rendent plausible) que pour 

une vari~t~ projective lisse X de dimension n, et pour tout pinceau 

de Lefschetz D d'hypersurfaces de degr~ d assez grand (resp. tout 

pinceau D "assez g~n6ral" d'hypersurfaces de degr~ d ) la cohomologie 

4vanescente En-I(x~, ~£) est de niveau 6gal ~ n-I (i.e. n'est pas 

de niveau ~ n-3, i.e. n'est pas de coniveau 1 ). 

4.4. D6monstration du th~or~me de Griffiths. 

Soit z un cycle alg~brique de codimension n sur X , tel que 

(4.4.1) z~ = zlX ~ est alg6briquement 6quivalent ~ z~ro 

Par d~finicion, il existe 

(4.4.2) une courbe C- , propre, lisse et connexe sur k(~) , 
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(4.4.3) deux sectionm ti(~) : Sp(k(~)) > C , i=1,2 , 

(4.4.4) 

tels que 

(4.4.5) 

un cycle alg~brique Pn sur C- × X- , de codimension n , 
n 

z~ = P~(tl(~)) - P~(t2(~)) sur X~ 

Consid~rons le cycle P~ conm~e une correspondance alg~brique sur 

(C~, X~) , d~finissant une correspondanee cohomologique, encore notre 

P~, ou encore un homomorphisme 

U~+2(m-l)(x , (4.4.6) P~ : H (C~,~g(i)) ~ '-~ - @6((i+m-l)) 

Consid~rons de m~me la correspondanee alg~brique V- (3.3.2) sur 

(Xx,q X ®kk(~)) donn~e par l'llypoth~se (73) de (4.1.3), d~finissant 

(4.4.7) V~ : H (X~, @£(i+m-l)) --> H (X~kk(6), ~£(i+m-l)) , 

d'o~ une correspondance alg~brique compos~e Q~ = v- o P sur 

(C~, X,~kk(~)) , d~finissant 

(4.4.8) Q~ = V~ o P~ : H~(C~,@~(i)) -----> !i~+2(m-l)(X~kk(~),Qg(i+m-l)) 

Consid~rons l'inclusion 

m : x~ "~X%k(6) , 

donnant la correspondance alg~brique m sur (X ~kk(~), X~) , d'o¢~ 

la correspondance compos~e m Q~ ~ sur (C~, X~) , d~finissant 
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(4.4 9) m~Q~ =m~V~ P~ : H~(C~, ~g(i)) ---~ H~+2(m-l)(x~,~6(i+m-l)) 

Consid~rons la correspondance alg~brique 

(4.4.10) R~ = P~ m ~Q~ =(id-m~V-)P-~ ~ :H~(C~,~(i)), > H~+2(m'l)(X~,~2(i+m-l)). 

( i d-m ~ Comme V- est inverse ~ gauche de m , V-) est un projecteur 

dans H (X~, - )  , d o n t  l ' i m a g e  e s t  un s u p p l ~ m e n t a i r e  de 

Im (m': ~I (X ~kk(~),-) ~ H~'(X~,-)) Comme en vertu de l'hypoth~se 

(4.1.2) l'homomorphisme 

(4.4.11) R~ : HI(c~,~(i)) > H2m-l(x~,~2(i+m-l)) 

a son image dans Im m , on trouve que 

(4 4.12) l'homomorphisme (4.4.1].) est nul 

Choissisons maintenant une extension finie 

L/k(~) 

au-dessus de laquelle les objets 

C~, tl(~) , t2(6) , Q~ , R~ 

soieat d~jh d~finis, et 

U un ouvert # @ dans le normalis~ de ~I dans L. 

Prenant U assez petit, il existe une courbe relative propre et lisse, 

fibres g~om~triquement connexes 
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C > U , 

dont la fibre g~n~rique g~om~trique salt C- ~ et deux sections 

t, : U >C i= I, 2 
i 

dont les valeurs en ~ sont ti(~) 

Soient 

p : ~ > ~pl 

la projection (XVIII 3.1 4) dont les fibres sont les sections du pinceau, 

XU=•× U ~pl 
et 

M : XUC- ..... >X ×U 

l'i~mersion canonique de ~ dans X × U 

constante sur U de valeur X ) , 

(consid4r4 comme la famille 

z U = M Pri(z) , 

le cycle alg~brique sur X U , induit par z Prenant U assez petit, 

N 

il existe un cycle alg~brique R sur C XuX U dont la valeur en 

C- × X- est R- , et un cycle alg~brique Q sur C x X x U dont la 

valeur en C~ x(X ~,_k(~)) est Oz , tels que l'on ait 
H 

(4.4.13) z u = R(t I) - R(t 2) + (idxM)~[Q(tl) - O(t2)] 

Pour d~montrer i,-, theorY_me, il suffira, grace ~ l'injectivit4 de 
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l'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe" (XVIII 5.8.7) 

Prim2m(x,~(n)) grif ~ HI(u'R2m-I°u~g(m)) 

M~NI(u,I{2m-I(x,~£(m)) 

de d~montrer que l'image de z U par 

u0 : Prim2m(XU/u,@g(m)) .3, HI(u,R2m-lpu ~45(m)) 

se trouve dans M~(HI(u,H2m-I(x,@&(m)) 

Or, compte tenu de la d~composition (4.4.13), et de la commutativit~ 

de (i 4.2) 

4~ 
Prim2(C/U,~£(1)) ~ Prim2m(xXu/u,~£(n)) M Prim2m(XU/u,~£(m)) 

I l" 
HI(u,H2m-I(x,Q6(m) ) M .°~ HI(u,R2m-lou~g(m) ) 

il suffit de d~montrer 

uo(R(t I) - R(t2)) = O dans HI(u,R2n-lpu~6(n)) , 

qui est consequence de (4.3.12), grace ~ 1.7. 

5. Le Grou.pe de Griffiths 

5.0. Soit S propre et lisse sur un corps 

D~signons par 

k alg~briquement clos 
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(5.0~I) zi(s) le groupe des cycles alg~briques de codimension i sur S 

(5.0~2) Z i (S) le sous-groupe de Zi(S) form~ des cycles alg~Lrique- 

ment ~quiva!ent ~ z~ro, 

et, pour tout hombre premier ~ @ car (k) 

i 
(5.0.3) Z~_coh(S) le sous-groupe de zi(s) 

classe de cohomologie dans 

(On conjecture [4] que ce groupe est ind@pendant de 

vrai du moins si car.k=O . ) 

On pose 

(5.0 4) Grifi(S) i Z i (S) = Z~-coh(S)/ alg 

form4 des cycles dont la 

H2i(s,@6(i)) est nulle. 

, ce qui est 

Si de plus 

pose 

( 5 . 0 . 5 )  

S est projectif, et muni d'une immersion projective, on 

zi'prim(s) = le sous-groupe de zi(s) form~ des cycles qui 

sont primitifs (i.e. dont la classe de cohomologie 

l'est), 

2~ 
(5~O.6) Primalg(S,~6(i)) = le sous-@-vectoriel de H2i(s,@~(i)) 

engendr~ par des classes de cohomologie 

des cycles alg4brlques primitifs. 

Corollaire 5.1 Sous les hypotheses de 4.1, on a 

n 
5.1.i, dim~(~rif (X~)%~) ~ dimQ(Prim~g(X,~(n))) 

En effet, d'apr~s 4.1 5, le noyau de la fl~che compos~e 

aw~ Zn,prim(x ) rest. ~ X~ n 
....... . > ~ ® ~Z~_coN(X-)~ > Grifn(x~) 
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est co ntenu dans Z~_coh(X)$~ @ , de sorte que Prim2alg(X,@6(n)) 

est un quotient d'un sous-groupe de Grifn(x~ ) ®2Z ~ ' ca qui 

ach~ve la d~monstration 

Remarque 5.2. Pour X une hypersurface quadrique dans ~2m+l on a 

dim~ (Prim~g(X,~(n)) = 1 

En particulier (4.2), pour X une quadrique dans ~5 , la section de 

X par une hypersurface g~n~ri~ue de degr~ > 5 contient une courbe, 

Q6-cohomolog!e ~ z~ro, dont aucun multiple n'est al_g@briquement ~quiva- 

lent ~ z~ro. 
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EXPOSE XXI 
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O. Introduction 

Soient X une vari~t~ projective et lisse de dimension n m 3, 

une section par une hypersurface de degr~ d, et En'l(y(d),~£) Y(d) 

la cohomologie "~vaneseente" de Y(d) (XVIII 5.4.4). Le but du present 

expos~ et de d~montrer que pour d suffisamment grand, et Y(d) suffisa- 

ment g~ndrale, il n'est pas vrai que tout En'l(y(d),~£) "provienne" 

du H1(i < n-l) de vari~t~s alg~briques propres et lisses, par des 

correspondances alg~briques. En caract~ristique nulle, c'est une 

cons4quence triviale de la bigraduation de Hodge sur la cohomologie 

complexe~ et de ce que, pour la cohomologie coh~rente, on a 

dim Hn-l(y(d), ~y(d)) > ~ pour d 

La m4thode employ4e en caract~ristique pest encore de relier la 

coh4rente Hn-l(y(d), ~y(d)) (un vectoriel en ear. p) ~ la cohomol ogle 

cohomologle ~tale Hn[~(Y(d),~,). Pour ceci, on se place sur us corps 
~L 4~ 
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de base fini, off les deux sont li4s par la fonction C de la vari~t4 

Y(d), fonction qui s'exprime en termes de la eohomologie ~-adique, 

et dont la "r4duction modulo p" stexprime en termes de la cohomologie 

coh4rente (cf. XXII 3.9). Cette m~thode marche sans probl~me pour 

lea intersections compl~tes, grace ~ la connaissance d~taill4e des 

deux esp~ees de cohomologie (4tale et eoh~rente) dana ce cas~ et 

donne le r4sultat principal 4.2 cormne cons4quence dtun r~sultat 

(1.4) sur lea op4rations de Hasse-Witt (i.0). 

II existe des arguments heuristiques dQs A A. GROTHENDIECK et 

s'appuyant sur le yoga de la cohomologie cristalline, qui rendent 

plausible IV4nonc~ g4n4ral pour toute X projective et lisse, par 

essentiellement la m@me m~thode. 

~me dana le cas particulier des intersections compl~tes, 

la d4monstration utilise de fagon essentielle (2.2) le th4or~me d'in- 

t~gralit4 des valeurs propres de Frobenius 2.1, d4montr4 r4cen~nent 

par P. DELIGNE, et qui eat prouv4 dana l'Appendice I. 

i. La matt ice de Hasse-Witt dlun9 in teTseetion q ompl~te 

D4finition io0. Un sch4ma propr 9 sur un ' corps k dlexposant caract4ristique 

p s'appelle special si l'op~ration..additive p-lin~aire 

( I . 0 . i )  

induit une o,p~ration 

( 1 . 0 . 2 )  

(gX '> @X g l > gP 

"~p : Hdir°X(X,~x) > HdimX(x,~x ) 
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qui est nilpqtente (ou, ce qui revient au meme, posant 

M = dimk(HdimX(x,@x))) si l'op4ration pM-lin4aire 

M 
~M 

(1.0.3) ~p = ~ M : % > @X ' g ~ > gp 
P 

Cue HdimX(x, %). 

Rappelons [2] que pour tout i £ ~ , llhomomorphisme 

Hi(X,~x) Bp > Hi(X,% ) 

induit par (i.0.i) s'appelle classiquement l[homomorphisme de Hasse-Witt 

i 
dans H (X,@x). On notera que sip = i, dire que X est non-special 

signifie simplement que HdimX(x)@ X) # O. 

Th~or~me i.I. Fixon8 un exposant caract~risuti~ue p, une dimension 

n e I, un entier r ~ i et un multidegr_44(dl,...,dr). Si on a 

r 
(i.i.0) E d. ~ (n+r)+l 

i=l 1 

alors, parmi toute les intersections compl~tes (de dimension n) dans 

IP n+r de multidegr4 (dl,...,d r) en caract4rigti~ue p) un 414ment 

"assez ~n4ral" est non-special (i.0). 

D~monstration. D~signons par 

(I.i.I) f : X U ~ > U 

la"famille universelle" des intersections compl~tes dans ]pn+r de 
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multidegr~ (dl,...,d r) en caract~ristique p (muni des ~quations de 

d~finition), de sorte que U est un ouvert dans un produit de r 

espaces projectifs sur ~ j d'une dimension impressionr~nte. 
P 

On sait que le @U-mOdule 

(1.1.2) Rnf (~ 
~X U 

est localement libre, et sa formation cormnute ~ tout changement de base 

(XI 1.5 (i)) et, par l'hypoth~se (I.I.0), que son rang M est non nul 

(XI 2.5). Cela donne le th~ro~me sl p = i, pour toute intersection 

compl~te v~rifiante (i.i.O). 

Supposons p ~ 2. L~op~ration de Hasse-Witt it~r~e 

(1.1.3) ~ = ~ M : Rnf~X U > R~f~X U 
P 

n 
~tant pMlin~aire sur @i~ , et R f~x,~ ~tant localement libre, l'action 

(1.1.3) s~exprime localement sur U par une matrice H de type (MjM) 

valeurs dans % ~ de sorte que 

(1.1.4) [ u E U IXu est non-sp~ciale] est ouvert dans U 

(car c'est l~ensemble des u tels que H(u) # O)~ et, U ~tant irr~ductible, 

il suffit de trouver une valeur de u telle que X soit non sp~ciale, u 

ce quWon va faire sur un corps fini. 

Proposition 1.1.5. Soit X une intersection compl~te sur ~q. SiX 

n'a pas des pointS~q-FationDels, alors X est non sp~ciale. 
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Ddmonstration. En effet, il suffit 4videmment de prouver que pour X 

une intersection compl~te, on a l'implication 

(1.1.5.1) X sp4ciale ~ card(X(]F )) --=~i mod p 
q 

Or~ d~apr~s l a formule de l a trace (prouv6edans l'expos~ suivant 

XXII, 3.2), on a 

c~ard(X(~q)) =_ ~ (-l)itr(~qlHi(X,(~X)) 
leo 

Compte tenu de ce que Hi(x,%)=O si i#O~n~,~im(X) et H°(X,~x ) ~Fq 

(XI, 1.5 (iii)), ceci se r4crit 

card(X~ ~q)) ~i + (-l)ntr(~qlHn(X,~x)) . 

Si X est sp4ciale, alors par d4finition l'op4ration de ~q sur Hn(x,69 X) 

est nilpotente~ donc a une trace nulle, d'o~ l'implication (1.1.5.1) 

et la proposition. 

Proposition 1.2. Quelle ~ue soit la puissance q d~e p, s i 

r 
d. ~ n+r+l , l 

I 

il existe une intersection ¢,0mpl~te dans~ +r 
q 

q u i  e s t  s a n s  p o i n t  IF - r a t i o n n e l .  J q 

de multidegr4 (dl~...,d r) 

D4monstration. 

Cormnengons par le cas r=l. Pour tout d e n+2, il faut trouver une 

forme homog~ne de degr4 d 
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(t.2.1) 

telle que 

(1.2.2) 

H(X I) .... ,Xn+ 2) E ~q[X I, .... Xn+ 2] 

(¢~t . . . .  , % + 2  ) E ( IF )n+2 H ( %  . . . . .  %+2 ) = O ~ > Q. l= . . .=%+2=G q ~ 

Pour ceci, posons~ =~qd , et soient ~l,...,~n+ 2 des ~l~ments de~ qui 

sont lin~airement ind~pendant sur ~q . On prend 

n+2 

(1.2.3) H(XI .... 'Xn+2) = ~Fq ( i= IE ~i Xi) 

Dans le cas g~n~ral, compte tenu de ce que 

r 

(1.2.4) E d. 
l 

i 

on peut trouver r entiers 

n+r+l 

(1.2.5) i ~ a I < a 2 < ... < a r 

v6r i fi ant 

= n+r+l 

(1.2.6) 

o 

a 2 - a I 

a r - a r _  1 
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On prend, pour i = l,...,r, une forme homog~ne de degr~ d. 
I 

H i (X(ai_l+l), .... Xa ) 6 ~q[Xai l+l,...,Xa ] 
l - i 

en a i - ai_ 1 variable qui a la propri4t4 (1.2.2). Liintersection compl~te 

voulue est celle d~finie par les formes homog~nes 

HI(XI''"'Xal)' .... ' Hr(Xar-l' .... Xar ) 

Th4or~me 1.3. S oit X u n@ intersection compl~te , irr4ductible , de dimensi.._o~ 

n e i sur un corps k d'exposant ................. caract4ristique p. Pour tout entier 

d z I + n, une section as sez $4n~rale de X par une hypersurface de 

degr4 d est non-sp~ciale (i.0). 

D4monstration. Les sections X.H u de X (par des hypersurfaces) de 

degr~ d sont (param4t4ris4es par) les droites dans H°(X,~x(d)), i.e. par 

(1.3.1) ~(H°(X,@x(d)) = U 

et au-dessus de U, nous avons la "section universelle de X par une 

hypersurface de degr~ d " 

(1.3.2) f : X.H u > U 

soit U' l'ouvert des u6U te!s que dlm(X ) = n-l. Nous savons par 
u 

(XI 1.5 (i) et 2.5) que le ~U-module 

(1.3.3) Rn-lf~(~X.~ ) I u' 
u 
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est un faisceau locslement libre dont la formation commute ~ tout 

changement de base, et est de rang M e I. Cela donne le th~or~me 

sip = I) pour toute section par une hypersurface de degr~ e l+n . 

On suppose done que p > 0 ; l)op4ration ~ n s'exprime encore localement 

P 
en termes dtune matrice M X M ~ valeurs dans %) de sorte que 

(1.3.4) [ u £ U'IX.H u est non-sp~ciale] est ouvert dans U' 

II suffit done de d~montrer que iIensemble (1.3.4) est non-vide. 

Traitons d'abord le cas 

(1.3.5) k = F 
q 

Quitte ~ remplacer 
q 

(i .3.6) 

par une extension finie, on peut supposer 

card(X(~ )) > 0 q 

(1.3.7) il existe des coordonn4es homog~nes Xl)...)Xn+r+ 1 

_n+r telles que X ne dans Itespace ambiant ~k ' 

rencontre pas la vari~t4 lin~aire XI=...=Xn+ I = O. 

On prend alors une forme homog~ne de degr4 d 

(1.3.8) H(X I, .... Xn+ I) 6 ~q[Xl,..., Xn+l] 

qui a la propri4t4 (1.2.2) (ceci est possible car d ~ l+n). On prend 

pour H l)hypersurfaee dans ~n+r d'4quation H(Xl,.,.,Xn+ I) = O. Alors 
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l~intersection X.H est sans point ~ -rationnel par construction, ce 
q 

qui montre ~ la fois, grace ~ (1.3.6), que X ~ H, donc X.H est de 

dimension n-I (X ~tant irr~ductible) i.e. H E Uf~ et que X.H est 

non-special (1.5). 

Passons au cas g~n~ral. Regardant les ~quations qui d~finlssent 

X, on voit qu~on peut supposer que k est de type fini sur ~p~ et quWil 

e~iste un sous-anneau B de k, de type fini (cormne anneau) surf dont 
P 

_n+r 
le corps des fractions est k, tel que (1.3.9) X ~k est la fibre 

n+r 
g~n~rique dtune intersection compl~te relative ~C~B qui est, 

fibre par fibre, de m~me multidegr~ que X, et g~om~triquement 

~rr~d,~ctib!e. 

D~signons par 

(1.3.10) ~ : ~ > S = Spec(B) 

la projection, par 

(1.3.11) 

et par 

E, le aS-mOdule loealement libre p~x(d) , 

v 
(1.3.12) ~ : T = IP (E) > S 

le fibr~ associ~ des droites dans ~ . Notons que la fibre g~n~rique de 

(1.3.12) n'est sutre que U =]P(H°(X,~x(d)). Au-dessus de T nous avons 

la section universelle de X c--n+r~B par des hypersurfaces de degr~ d, notre 
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(1.3.13) ~ : ~.H T ~ > T 

Ces eoDstructions s'ins~rent dans le diagramme ~ earr4s cart~siens 

X.Hu = (~'HT) XU T 
N 

X.H T < 

T ~ (1.3.14) U = T ×S Sp(k) 

S < Sp(k) , 

et nous avons encore que le ~T-mOdule 

(1.3.15) R n-I "~ " 

au-dessus de IIouvert T I c T form4 des t tels que dim ~-l(t) = n-l, 

est localement libre, et se formation y co~nute ~ tout changement de 

base. Compte tenu de ce que les schemas T et U ont le m~me point g4n4rique, 

pour d~montrer que (1.3.4) est non vide, il suffit de v4rifier que 

l'ouvert de T' 

N 

(1.3.16) { t £ T' I X (t).H test non-sp4ciale} 

est non vide. Or, le cas (1.3.5) d~j~ trait4 ddmontre que pour tout point 
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ferm~ s E S, la fibre ~-l(s) a une intersection non vide evec l'ouvert 

(1.3.16), Q.E.D. 

Des raisonnements tout ~ fait semblables permettent de d4montrer: 

Th4or~m.....~e 1.4. S oit X c ~N un sch4me projectif de Cohen-Macaulay , 

~quidimensipnnel de dimension n ~ i, sur un c or~s k, alors il existe 

un entier d o tel que pour d ~ do, d~si~nant ar X.H i ~ > X l'in¢lusion 

d'une section par une hypersurface g~n~rale de degr4 d, l'action de 

(1.4.0) ~p sur Hn-I(x.H,~x.H ) / i~Hn'l(x,%) 

spit non nilpotente. 

D~monstration. On se ram~ne, tout comme ci-dessus, au cask =IFq) et 

au probl~me de trouver un seul H (pour un degr4 donn4 assez grand et tel que 

dim(Hn-I(x.H,~x.H)) soit ind4pendant de H ; cf. 1.4.4) qui rend vrai (1.4.0). 

Quitte ~ faire agrandir q , on peut supposer que les composantes irr4duetibles 

X. de X sont g4om4triquement irr4ductibles~ satisfont 
l 

(1.4.1) Card Xi(~q) ~ 2 , 

et qulon ait 

(1.4.2) il y a des coordonn~s projectives Xo,...,X N telles que X ne 

coupe pas la vari4t~ lin4aire X = ... = X = 0 . 
o n 

Par un th~or~me d'~vanescenee de Serre, ([I] ou SGA 2 XlI 1.4), il existe 

un entler d I tel que pour tout entier d ~ d I , on ait: 
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(1.4.3) Hi(X,Ox(-d)) = 0 si i # n = dim X 

D~signant par H une hypersurface de degr~ d ~ dl, on a (par 1.4.3) : 

Hi(X,~) ~ > Hi(X.H,~.II) si i ~ n - 2 

(1.4.4) 

Hn'l(x,~) ( > Hn-I(x.H,% H) injectif . 

Nous a!lons d~montrer le th4or~me en prenant do = max (l+N, dl). Pour 

tout entier d ~ do, il faut trouver une hypersurface H de degr4 d, 

d~finie sur ~q, qui ne contienne aucun Xi, et telle que 

(1.4.5) trace(~q sur Hn-I(x.H,Ox.H ) / Hn-l(x,~)) # 0 

Dtapr~s Is formule de la trace (XX, 3.2.1), on a 
n-1 

(1.4.6) card(X.H ~Fq))modpffi= Z (-l)itr(~q sur }{i(x.H/~.H) ) 
i=O 

(1"4"4)n'-i'_____ l)$tr "~ sur Hi(X,~)e(1)n'itr(~q 
i=O 

Hn-i (X. H, ~X~) 
sBr ( 

H n-I (X, ~O 

D4signons par a 6 ~/p 2Z, la quantit~ 

n-I 

Z ( -1 ) i t r (~q  sur Hi(x, %)) 
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II suffit alors, pour tout d ~ do, de trouver une H d~fini surlFq, de 

degr~ d, qui ne contient pas X, et tel que 

(1.4.7) Card(X.H (IFq)) ~ a mod p 

II y a lieu de distinguer deux cas. Si a # O, il suffit de prendre 

un H sur IF tel que (X.H) (~) soit vide, tout eormne dans (1.3.8). 
q q 

Un tel H v~rifie (1.4.7)~ et ne contient aueun Xi(par hypoth~se on salt 

q,.I,e "-car~(X.{~F ))~ 2 ) ,  
:t q 

Si a = O, il suffira de trouver un H tel que Card(X.H)@Fq)=l 

(1.4.7 sera v~rifi~, et X i ~ II, car Card(Xi)~F q) > 2). Pour ceci, on 

choisit des coordonn~es projectives Xo,...,X N telles que (i,0,...,0) 

soit un point de X. On prend H d'4quation H(XI,...,X N) = O, oh H 

est une forme homog~ne telle que (cf. (1.2.2)) 

(1.4.~) % ..... % ~mq, H(%,.,%) = o > %=...=% = o . 

Alors, lWhypersurface d~finie par H dans ~N nl a que le point (I,0,...,0) 

eormne point ~ valeurs dans ~q, done a fortiori~ X.H nta que ce point 

comme~q-pOint, cqfd. 
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2. Le coniveau darts le cas d'un corps de d~finltion fini 

2.0. Soit X un schema s~par~ de type fini sur ~q. Pour tout nombre 

premier ~ # car@Fq), on d~signe psr 

(2.0.i) H~(~,~$) 

lea groupes de eohomologie ~ supports propres de ~ = X @ ~q, qui sont 

des ~6-vectoriels de rang fini sur lesquels op~re le groupe de Galois 

GaI(//F ) de IF . D~signons par q q 

(2.0.2) ~q 6 Gal(/~q) l'automorphisme de Frobenius 

On sait (SGA 5 XIII 3.2.1) que la fonction z@ta de X (XXIi 3.0.1) 

est donn~ par la formule 

(2.0.3) Z(t,X//Fq) = i ~-~ 0 det (l-t ~ql- iH~(~,~6))(-l) i + l "  

DELI~E a d~montr6 r~cemment, en g~n~ralisant un r~sultat dQ ~ WASNNITZER 

dans le cas X projectif et lisse, le th~or~me suivant, qui est prouv~ 

dans l'appendice plus bas (5,5.3) : 

Th4orgme 2.1. Les valeurs ~ropres de --~ql dans I!~(~,@~) ~ sont des 

entiers alg~bri~ues, e t, a i ± > dim X~ elles sont divisibles (en rant 

i-dim X 
~u'entiers al~briques) par q 
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En particulier, on obtient (tautologiquement), 

~.i bis) les valeurs propres de <I dens H~(~,~6(-j))_ sont des entiers 

alg~briques divisibles par qJ . 

Corollaire 2.2. S oit X propre lisse et g~om~triquement connexe sUrFq 

Alors les v aleuts propres de ~i ~ans NJHq(~,~6 ) (notations de XX 2.0.6) 

sont des entiers alg~bri~ues divisibles par qJ . 

D~monstration. L'~nonc~ est invariant par extension finie ~q~l~q 

(qui revient ~ prendre les puissances. ~mes ~valeurs propres 

envisag~es). Quitte ~ faire un tel changement de base, on a, par 

d~finition un nombre fini de schemas T. projectifs, lisses, et 
i 

g~om~triquement connexes sur ~q, des dimensions di~ et de cycles 

alg~briques 

Z. sur T. >~ X de codimension ~ + d 
l ! ~ ~ i q 

te~que l lhomomorphisme de Gal(/]Fq)-modules 

~1(z) 
Hq-2J(~i ' ~z(_j) I ~ NJHq(g,~$) 

soit surjectif, et on conclut par 2.1 bis. 
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3. Application aux intersect$ons compl~tes 

3.0. Soit X une intersection compl~te dans ~N lisse de dimension n ~ 1 

sur un corps k. Pour ~ # car(k), on salt par "Lefschetz faible" et la 

dualit~ que (XI 1.6) 

(3.o.I) Hi(~,Q$) 

I O sii impair et i # n 

~ si i pair ~ 2n et i#n 

Hn(X,~) si i=n 

Pour k =~q, on obtient donc une formule pour la fonction z~ta : 

(3.0.2) Z(t,X/~q) ~i=O (l-qit) = det(l-t ~ql- I Primn(~,@~ ))('l)n+l 

(on s employ@ da d~composition primitive, et (3.0.1).) 

Corollaire 3.0.3. Sous les hypotheses 3.0, avec k =~ , on a une q 

congruence modulo p 

det(l-t ~I I Hn(~,Q6 )) det(l-t Bq I Hn(x,~ )) 

D@monstration. D'apr~s la formule de congruence (XXII, 3.2.1), et 

compte tenu de ce que 

(3.o.4) Hi(X,O x) ---~ I 
~q i = 0 

O i ~n- i 

O i ~ n+l 
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on a 

(3.0.5) Z(t,X~Fq) _~__ (l-t) -I det (l-t~qIHn(X,~)) (-l)n+l mod p 

de sorte que (3.0.5) et (3.0.2) donnent la congruence 

-1 n- (3.0.6) det(l-t ~q IPrim (X,~L)) det(l-t ~qlHn(X,~x )) mod p 

La conclusion voulue s'en d~duit, compte tenu de ¢e que 

~Primn(~,~ L) sin est impair 

(3.0.7) Hn(~'~) -~ ~Primn(~'QL) ~ Q~C~> sin est pair 

Corollaire 3.1. Soit X une intersection compl~te, lisse de dimension 

n e 1 sur~ . Si q --- 

(3.I.0) Hn(~,~) = NIHn(X,Q~) 

alors 

(3.1.1) ~p est nilpoten t sur Hn(x,~) 

D~monstration. D'apr~s (2.2), (3.1.0) implique qulon a 

(3.1.2) det(l-t ~i I Hn(~,~ )) 

et ceci, avec (3.0.3), implique qu'on a 

(3.1.3) det(l-t ~q I Hn(x,~ )) = 1 ~× 

I rood p (et m~me rood q) , 
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n 
ce qui implique que ~q est nilpotent sur H (X,@x) , et donc que ~p l'est, 

c q f d .  

Propositign 3.2. 

sur- un corps k. Si 

Soit X une intersection compl~te, lisse de dimension n _> ]. 

(3.2.1) Hn(~,~ 6) = NIHn(~,~L) 

alors X est sp4ciale, i.e. 

(3.2.2) % est nilpotente sur Hn(X,%) 

D4monstration. On peut suppos:u it de type fini sur ~ (le cas p = 0 
P 

4tant trivial)~ et qu'il existe une sous-~ -alg~bre B de type fini 
P 

de k, ~l~eque X/k soit la fibre g@n4rique d'une intersection compl~te 

lisse relative ~ : 

( 3 . 2 . 3 )  

Spec(B) = S 4 

<, , x = ~/ 

[ 
I"] = Sp(k) 

On sait que le B-module RnTT~(~) est localement libre, et sa formation 

commute ~ tout changement de base, donc l'ensemble des points 
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(3.2.4) [ S E S ! X s est sp4ciale ] 

est un ferm~ de S. 

Par (XX, 2.3), quitte & rapeti~s~r S, nous pouvons supposer que 

(3.2.5) V s 6 S, Hn(x~, %) = NIHn(X~,~) . 

Par (3.1), pour tout point ferm4 s de S, X s est special. II s~ensuit 

que le ferm~ (3.2.4) de S est S tout entier, donc, en particulier, que 

X = X est sp4cial. 

4. Les conclusions 

Mettant ensemble i.i et 3.2, on trouve : 

Th~or&me 4.1. Fixon~ une caract~risti~ue p, une dimension n, et un 

multide$r~ (dl,...,dr). D~si. snons pa r 

(4.1.o) X v > v 

if intersection compl~te lisse de dimension 

universelle en caract~ristique p. 

s__i 
r 

(4.1.1) ~ d. ~ n + r + I , 
i 

i 

alors il existe un ouvert dense U C V tel que 

n et multidegr 4 (d I , .... d r ) 

(4.1.2) pour u E U, on a Hn(x~,~ 6) # NIHn(X~,Q 6) 
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Mettant ensemble 1.3 et 3.2~ on trouve de meme . 

Th~orSme 4.2. S0it X une intersection compl~te, lisse de dimension 

n k I sur un corps k . Fixons un entier 

(4.2.1) 

D4signons par 

(4.2.2) 

del+n 

X.H > U 
U 

la famille universelle des sections de X par des hypersurfaees de degrd d, 

~ui sont lisses de dimension n - i. II existe un ouvert dense T c U 

tel Rue 

(4.2.3) pour t 6 T, on a Hn-I(x.H~,@ 6) # NIHn-I(x.H~,@6) 
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§ 5. Appendice , Th~or~mes d'int~$ral.it~. Par P. Deligne 

5.O. Soient pun nombre premier, q une puissance de p, ~ un corps 
q 

q ~l~ments, E le compl~t~ dtun corps de nombresen une place divisant un 

nombre premier ~ distinct de p, et Tun ensemble de hombres premiers 

(par exemple T = ~). 

Un 614ment ~ dVune cloture alg~brique de E est dit T-entier 

s'il est alg~brique sur @ et entier sur ~ [(i/r)rET]._ Un endomorphisme 

F d'un vectoriel de dimension finie sur E est dit T-entier si ses valeurs 

propres sont T-enti~res. 

Soient k un corps fini A q' 616ments, [une cloture alg~brique 

de k et ~ = qal(~/k) le groupe de Galois de k. On d~signe par f C Q la 

substitution de Frobenius, donnOe par 

f(x) = x q' 

et par Fle Frobenius "g~om~trique", inverse de f dans Q. Une represen- 

tation 0 de ~ dans un vectoriel de dimension finie sur E est dite T-entihre 

si o(F) est T-entier. Si X est un schema de type fini sur ~ et x un point 
q 

ferm~ de X, on d~signe par F x l~l~ment de Frobenius g~om~trique du groupe 

de Galois de k(x) ; six est un point g~om~trique de X localis~ en x et 

un E-faisceau sur X, F x agit par transport de structure sur la fibre @~x ' 

D~finitign 5.1. U__n.n E-faisceau constructible ~ sur un schema X de type fin~ 

sur~q est dit T-entier si, pour tout point $~om~trique ~ de X localisd 

en un point ferm~ x de X, F est un automorphisme T-entier de G ~- . 
X ................. "-X 
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Si a : X > Spee~Fq) est un schema de type fini sur Fq 

et ~ un E-faisceau constructible sur X, on d~signera par H_~(X,~) les 

E-faisceaux R~a~(G) sur Spec(]Fq)~t ; Si~q est une cloture alg~brique 

de ~ et si ~ est le schema d~duit de X par extension des scalaires de 
q q 

&~q, les H~(X,~) stidentifient aux groupes de cohomologie H~!(X,~), 

consid~r~s comme modules galoisiens, i.e. munis dlune action du Frobenius 

g~om~trique F. De m~e en cohomologie & support propre. 

Lemme 5.2.1. Soit Gun E-faisceau constructible sur un schema X de 

type f ini sur ~q et de dimension ~ n. 

(i) Ii existe une parti e ferm~_.~e Y de dimension 0 de X telle qu e la 

fl&che ~vidente de H°(X,G) dans H°(Y,~) soit in~ective. 

(ii) S i X est s~par~, et si U est un ouvert de X dont le compl~mentaire 

Zest de dimension < n, il existe une partie f eTm~e Y de dimension 0 de U 

o ¢  ¢ ~ H2n(X,G). et une fl&che surjective de ~ ~Y,~)~-n, dans 
---'C 

L'assertion (i) est ~vidente. Prouvons (ii). Quitte & remplacer 

X par Xre d et & r~tr~cir U s on peut supposer que U est lisse et que GIU 

est constant tordu. On a, puisque dim(Z) < n, 

0 = --cH2n-l(z'G)-- ''~ >~ n(U'~) ~ > --cH2n(X'G)-- > --cH2n(z'G) = 0 

et, par dualit~ de Poincar~ (SGA 4 XVIII et [2]) 

~2n(U,G ) ___~ ._ .o,  _ v  "J _ H kU,G (n)) 

On conclut par (i). 
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Th~or~me 5~2~2° Soient X un schema s6par~ de type fini sur ~ et de dimension 
q 

n, et Gun E - f a i s c e a u  c o n s t r u c t i b l e  T - e n t i e r .  A l o r s ,  l e s  endomorphismes  

F et qn-i F de H i (X,G) sont T-entiers° 
- -  C - -  

Le cas oh dim X ~ 0 est trivial, et les cas i = O et i = 2n 

du th~or~me r~sultent de 5.2.1. Soit Z(X,~,t) la s~rie formeile 

Z(X,~,t) = ~ det (I-F 
X 

x ~  
t deg(x) ; G x~ F[[t]] . 

D'apr~s (SGA 5 XV 3.2), on s 

(5.2.3) Z(X,~,t) = ~ det (l-Ft ; H~i(x,~)) ('l)i+l 

i 

Prouvons 5.2.2 pour n = I. On a slors ~ ~ i!c(X, . = O pour i > 2 

(SGA 4 X 4.3 ou XVll 5.2.8.1). Par hypoth~se, la s~rie formelle Z(X,~,t) 

est ~ coefficients T-entiers. D'apr~s les cas i = Oet i = 2n = 2 de 5.2.2, 

le prodult de Z(X,~,t) par 

det(l-Ft ; H~°(X,~)). det(l-Ft ; ~(X,~)) 

est encore g coefficients T-entiers. Ce produit n~est autre que 

; H~I(x,~)), et le thdor~me en r~sulte pour n = i. det(l-Ft 

Proc~dons maintenant par r~currence surn = dim(X). 

Soit U un ouvert de Zariski de X~ dont le compl~ment Z soit 

de dimension < n, et tel qulil existe un morphisme f : U > Y, de but 

une courbe et ~ fibres de dimension ~ n-l. 
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Y 

J >x< i ~%Z 

La suite exacte 

0 -------> j !j~G_ .......... >G > ili~G' > 0 

induit des suites exactes 

de sorte que par r4currence, il suffit de v4rifier le th4or~me pour 

le faiseeau G sur U. GrNce ~ l'hypoth~se de r6currence app!iqu~e aux 

fibres de f, et au th~or~me de changement de base pour un morphisme 

propre~ on ssit que les faiseea~x RiflG sur Y sont T-entlers, et que 

R1f~G(i-(n-l)) sont T-entiers. La suite spectrale de Leray les faisceaux 

pour f s'~crit 

En vertu de ce qui precede, et du th~orgme d~jg eonnu pour Y, les E~ q 

sont T-entiers, et les E~q(p+q-n) le sont aussi. Le th~orgme en r~sulte. 

Corollaire 5.3. Soient X u n schema de type fini sur ~q, de dimension ~ I, 

U un ouvert de X, j : U £~ ~ X le morphisme d'inclusion et Gun E-faisceau 

eonstructible sur U. Alors 
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(a) Si G est T-entier, alors ja~G est T-entier. 

(b) Si pour tout x E U, G vest T-entier, alors, pour tout x 6 X, --X . . . . . .  

(j~G)~est T-entier. 

On se ram~ne au cas X affine, puis X projectif. 

D4finissons H par Is suite exacte 

0 > J!! > j~qG > ~ > 0 

La suite exacte de cohomologie correspondante fournit, si Y est le 

support (fini) de lj, une suite exacte 

H°(U,GD > H°<Y,H~ > _Hlo~,_G> 

On sait, par 5.2.1 et par le th4or~me 5.2 que H_°(U, C2) et ~HIc(U,G) sont 

T-entiers ; il en r~su]te que ~I°(V,H) est T-entier, ce qui prouve (a) 

Si X test le normalis4 de la partie purement de dimension 

un de Xre d et U I un ouvert de U, dense dans le lieu lisse de dimension 

I de Ured, et tel que G restreint & U soit constant tordu : 

U I C > X l 

U C >X< 

J 

Dy 

alors -i P,~J~ ~ I Y j~GIY. II suffit donc d'~tudier le cas o~ X est 

V 
lisse de dimension un et o~ ~IU est constant tordu. Le faisce~u ~ est 

alors T-entier, de sorte qu'on salt d~j~ que pour tout x E X (j~ ~v) 
x 
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est T-entier. D4signnons par Qx le groupe de Galois du corps des fractions 

A 
de ~X,x pour x E X, et par ~x le groupe d'inertie. Le faisceau ~ ddfinit 

alors une representation, encore notre ~, de Qx' et le ~/'~x = Qal(k(x)/k(x))- 

module (j~,~qGV)x(resp (j~G)j) s'identifie alors au Qx/~'~x-module des inva- 

riants (resp. des coinvariants) dans G v. Ii reste ~ prouver : 

. . . . . .  $ u_P2_ Le~me 5.3.1. Soient K un corps local de corps r6siduel ~q, G son ~rou 

de Galois, I le groupe d'inerti@, e__tt p une repr6sentation continue de G 

dans un vectoriel V de dimension n sur E (cf. 5.0), V I llespace des 

invariants sous I, e t V I l~espace des coinvariants sou s I, consid6r~s 

cormne G/I-modules. Soient ~I ''" ~n les valeurs propres de F agissant 

sur V I. Alors, il existe des entiers m. a 0 tels que les valeurs propres 

__de F ~issant sur V I soient les ~i qm~. 

Soit i' le plus grand sous-group~ de I dTordre premier ~ ~. 

Le groupe p(I') est fini, 4rant un sous-groupe compact dlordre premier 

~ de GL(V). On a done 

! 

v I -~ (vP(I)~ 
" I 

et, remplagant V par V IT, on peut supposer que I' agit trivialement 

sur V. On a 1111 -~-~ ~(I) (en tant que G/l-modules) ; soit Tun 

g~n~rateur topologique de 1/! t , et, pour chaque ~, soit V ~ ie sous-espaee 

propre g~n~ralis~ de T dans V de valeur propre ~ : on a V = ~ V (&) ; 

et la d~composition V = V (I) e ~ V (~) est stable par G, et compatible 
~#I 
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au passage au dual ; on peut donc remplacer V par V (I), ce qui permet 

de supposer que I agit de fagon unipotente. 

Lemme 5.3.2. Soient V un vectoriel de dimension finie .sur un corps k 

de caraet4ristique O, I un .$roupe additif hun param~tre, p I .> GI(V) 

u ne....repr~sentation d e I dans V, N un.$~n4rateur ' infinit4simal de Iet 

posons 

V l'k == V I n Im(N k) 

Vl, k = Im(Ker(N k+!) > V I) 

Alo~[s, la fl~che N k in___duit u.n isomorphisme 

N k : Vi,k/VI,k_ 1 ........... ~ > 

et..d~finit d.e.s isomorphismes c anoniques 

Vi,k/Vi,k_ I ® I ®k 

V I c v k+l ,I/V ~, 

V I , k / v I ,  h+l 

Los representations V de I s'identifient, via N, aux k[T]-modules 

tu~s par une puissance de T. Ii suffit de v~rifier 3.2 lo~csque V correspond 

hun h[T]-modu!e irr~ductible k[T]/T k, ce qui est trivial. 

Achevons la d~monstration de 5.3.1. Le sorite 5.3.2 fournit 

des filtrations croisssntes et d4croissantes VI, k et V !'k de V Iet V I, 

et des isomerphismes de 'G/I-modules 

vI,k/vI, k+l ~ VI, ~ /VI,  k 1 (k) 

dto~ les assertions. 
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Th~or~me 5.4. Soient X un sch4ma de type fini sur ~q, s~par~ et de 

dimension n, e t  Gun  E - f a i s c e a u  c o n s t r u c t i b l e  sur  X. On suppose que 

v 
pour tout x ~ X, l[endomorphisme F x __de --xG __est T-entier. Alors l'endo- 

morphisme qlFVde Hi(X,G) v e s t  T - e n t i e r ,  a i n s i  que l 'endomorphisme qnFV 

de~(X,G) ~. 

On proc~de comme dans le th~or~me 5.2 pour se ramener su 

cas o~ X est une ¢ourbe lisse et o~ G est constant tordu sur X. Soit 

j itinclusion de X dans la courbe projective et lisse X'qui compactifie X. 

On sait (dualit~ de Poincar~) que HI(X', ~ j~G~ est dual de 

H2-i(x',j,~ GV(1)). En vertu du corollaire5o3 (a), le th4or~meS.2s'applique 

• G v 3~ : 

~°(X',J~G¢) ~ H2(X',j~G) (-I) est T-entier, 

] ¥ 
HI(X',j~G v) ~ H-(X',j~G) (-I) est T-entier, 

H2(X , v _ ,jug )(I)-~-~ H°(X',j~G) v est T-entier, 

ce qui prouve le th~or~me pour j~G. D4finissons H par la suite exacte 

O ~ > jiG---> j~tG > H > O 

La suite exacte de cohomologie fournit, si Y est le support de H, 

H~(X,G) C > _H°(X,,j~G) 

H°(Y,I{) > HI(x,G) ..... ~ EI(x',j,~G) 
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de sorte que le th~or~me pour (X,G) r4sulte du th~or~mc pour (X',j~G). 

5.5. La m~thode pr~c~dente de fibration en courbes permet aussi dtobtenir 

des majorations ~ la Lang-Weil [3] sur les valeurs absolues complexes 

des valeurs propres de Frobenius. 

Soient X un schema de type fini sur ~q, ~ un E-faisceau 

constructible sur X, et k 6~. Si, pour tout point x E X, avec~ k(x) ~ ~, 

les valeurs propres de F x agissant sur G x sont des nombres alg~briques 

dont toutes les valeurs absolues complexes v~rifient 

X 

on ~crira 

IG1 <-× 

Lemme 5.5.1. Soit X une eourbe sur~q, pa F quoi on entend ici un schema 

X de type fini sur ~q~ ~ar~ et de dimension K i. Soit Gun E-faisceau 

constructible sur X tel que log l~I ~ k avec X E IR. Alors les valeurs 

absolues complexes des valeurs propres ~ de F agissant sur HI(x,G) 
. . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . .  --'C 

v~rifient I~I N q~+l. 

Soit ~ un plongement complexe de E, ou simplement un plongement 

complexe de la fermeture alg~brique de ~ dsns E. 

Ii suffit de v~rifier que, quel que soit ~, les z~ros ~ de la 

fraction rationnelle o Z(X,~,t) v~rifient I~-II ~ qX+l. On sait d@j~ en 
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effet par 5.2.1 si &est une valeur propre de Frobenius agissant sur 

V4rifions que la s4rie 

log C~ Z(X,G,t) = I t_ k. I ~ Tr(F,x~,-G) est convergente pour 
k k x6X( IF k) q 

it I < q-i-I . Repr4sentant X cormme rev~tement ramifi4 de]pl on obtient 

trivialement une majoration 

X( ~qk ) ~ A.q k 

Par hypoth~se, on a d~autre part 

1 ~ Tr(F,x~G) I ~ B'(qk)k 

Le coefficient c k de t k dans ~ Z (X,G,t) v~rifie donc 

1 t Ckl ~ . . . . .  C. (ql+~.)k 
k 

et l'assertion en r~sulte. 

. . . . . . . . . . .  sfipsr@ et de Thfior~me 545.2. Soient X un sch@ma de type fini sur ~q, 

dimension £ n, et Gun E-faisceau constructible sur X tel que log!G i ~ 

avec X E N • 

Alors, les valeurs abso!ues complexes des valeurs ~ropres 

de Frobenius agissant su~ H~(X,G) v@rifient 

i~ I ~ q%+i e t 

I~ 1 ~ q~+n 
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Si n N O, 5.5.2 est trivial. Sin = i, les cas i = O et 

i = 2 de 5.5.2 r~sultent de 5.2.1, tandis que le cas i = i r~sulte de 

5.5.1. On proc~de alors par r6currence sur n, con~ne dans la d4monstretion 

de 5.5.2. 

Corollaire 5.5.3. Soit X un sch4ma s4opard de type fini de dimensio n n 

surlFq . Alors, les valeurs propres ~ de l'endomorphisme d e Frobenius 

g4om4trique F de <(X,~ 6) sont des entiers alg~bricLues. De plus 

(i) Pour ~' # p, c~ est une unit~ L'-adi~ue. 

i-n 
(ii) Pour i > n, ~ est divisible par q 

(iii) Pour inn, (resp. pour i>_n), qi -i (resp. qn c-l) est un entier 

alg~bri~pe. 

( iv)  Pour 0 < i, les v aleurs absolues complexes de & v~rifien t 

i-I 
10~l N q V e t  t(II N qn 

n-i 
D'apr~s 5.2.2, (1 et q C~ sont des entiers alg~briques. Les 

assertions (i) ~ (iii) r4sultent alors de 5.4. Pour i > n, (iv) r4sulte 

de 5.5.2. Pour obtenir (iv) quand i N n, il va falloir conjuguer 5.5.2 

l'hypoth~se de Riemann pour les courbes. Proc4dons par r4currence 

sur n, le eas n = 0 ~tant trivial. Si U est un ouvert de X, de compl~- 

mentaire Z de dimension < n, la suite exacte 

Hic(U,~ 6) ' >  H~(X,~) > ~ic(Z,~ 6) 

montre qu'il suffit de prouver 5.2.2 pour U. Quittc A remplacer 

au pr~alable X par Xred, ceci nous ram~ne au cas o0 X est lisse affine, 
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et tel qulil existe un morphisme lisse f : X 

conditions suivantes : 

(a) 

(b) 

> S v~rifiant les 

dim(S) ~ n-I 

les fibres de f sont purement de dimension i. 

Puisque les fibres de f sont des cnurbes affines, on a 

R°f! ~g = 0 

D'apr~s Well [4], on a 

(5.5.3.1) log Ixlf! ~61 ~ I/2 , 

et d'apr~s 5.2.1 applique sux fibres de f, on a 

(5.5.3.2) log IR2f! ~! ~ i 

La suite spectrale de Leray pour f se r4duit iei ~ une suite 

exacte longue 

H~-2(S,R2f,~) > ~(X,~) > H~-I(s,RIf,~,) 

D'apr~s (5.5.3.1) (resp. 5.5.3.2) et 5.5.2, les valeurs absolues com- 

plexes des valeurs propres ~ de Frobenius agissant sur --cHi-l(s'Rlf1~6) 

(resp. sur --cHi-2(S'R2fl~6)) v~rifient 

i-l+l i-I 
2 = 2 

(resp. IC~l ~ qi-2+l = qi-i ~ q 

Le corollaire en r~sulte. 
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Pour obtenir quelques r6sultats analogues aux pr6c~dents, 

en cohomologie ssns supports, il semble n4cessaire de disposer de Is 

r6solution des singularit6s. En dimension G i, la solution du probl6me 

est fournie par le corollaire 5.3. 

Th~or~me 5.6. Soit Nun entier, et supposons que Iron dispose de la 

r4sglution des sin~ularit~s , sous la forme, torte de Hironaka, pour les 

schemas de dimension N N de type fini sur Vq (jusqu'ici, on peut dgne 

prendre N = 2 [I]). Soient f : X ~ Y  un. morphisme de sch4ms@ de type 

fini sur Fq e t ~ u__nn E-faisceau constructible T-entier sur X. Alors, s i 

dim(X) N, lea E-faiscea~Rlf4~G sur Y sont T-entiers. 

La d4monstration proc~de par r~eurrenee sur la dimension 

nGN de X. Soit j : U > X un ouvert de X, lisse, affine, tel que 

restreint ~ U soit constant tordu et tel que la dimension de son compl6ment 

Z soit <n. Utilisant l'hypoth~se de r6solution, on ssit que les RIJ@(j~G) 

sont construetibles (SGA 5 1 , [2]); pour i > O, ils sont eoneentrds 

sur Z et, pour i = O, j~(j@G) ne diff~re de ~ que sur Z. IIen r6sulte~ 

d'apr~s l'hypoth~se de r@currenc% qu'il suffit de v4rifier le thdorAme 

pour le faisceau j~G et lea morphisme jet f j. I! suffit de v4rificr 

le th6or~me sous l'hypothgse additionnelle que X soit affine lisse et 

constant tordu (i.e. fourni par une representation continue du groupe 

fondamental de X dans un E-vectoriel de dimension finiS. 
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Soient R l'anneau des entiers de E, k une uniformisante, e 

e 
Itindice de ramification absolu et bun entier > ......... Puisque X est 

6-1 
lisse, donc normal et ~ groupe fondamental profini, il existe un R-faisceau 

~o constant tordu tel que ~.~.~ GO ®RE. Soit p : X' > X le rev~tement 

4tale de X qui trivialise le faisceau localement constant G_ ° ®RR/~ b. 

Le faisceau G est facteur direct de n ~G de sorte qu' il suffit de 

v4rifier le th~or~me pour p~,G et fop. II reste donc ~ traiter le cas 

o~ les hypotheses suivantes sont vdrifides. : 

G ° (~) X eat affine et lisse, et il existe un R-faisceeu _ , constant 

O 
tordu, tel que G "~ ~ ®R E et que le faisceau G_°QR R/~ b soit constant . 

Factorisons le morphisme fen un morphisme propre et une 

immersion ouverte f = ~ j : 

X c . . . . . . . . . . .  > X ~ 

Y 

Le thdor~me a d4j~ 6t4 4tabli pour "{ (5.2), de sorte qu'il suffit de 

l'4tablir pour j D'apr~s la r~solution des singulerit~s, appliqu4e g X ~ 

on pGuvait supposer que X' soit lisse et que X soit le compl4ment d'un 

diviseur ~ croisements normaux de X', r4union de diviseurs lisses. 

L'hypoth~se (~)implique que le faisceau G est moddr4ment ramifi4 le long 

de ce diviseur. On a alors : 
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Lemme 5.6.1. Soient X un sch4ma lisse de type fini sur]Fq, Dun diviseur 

croisements normaux dans X, r@union de diviseurs lisses Di~ j : UC > X 

le compl4ment de D dans X et Gun E-faisceau constant tordu sur U, mod@- 

rdment ramifi~ le long de D. Alors, si G est T-ent.ier, les faiseeaux 

R-j~qG sont T-entiers. 

On admettrs (cf, SGA I XIII ) : 

Lemme 5.6.2. (i) Sous los hypotheses 5.6.1, soient D' une composante 

d__e_e D, D ~ la r4union des .autres eomposantes , U' = X-D" e~t D '° = D'NU' ; 

D '° g .......... > D' 

3D 

o0  
1 

U ~ > U' C. > X 

Jl J' 

Alors, la fl~che de changement de base 

i* Rj~ (~ljl * G) . . . . . .  > Rj~ i °* (Rjl }) 

est un isomorphisme, et les faisceaux i°*Rj G sont constant tordus, 

mod~rement ramifies le long de D' - D '°. 

(ii) Si C est une courbe lisse sur X, transversale ~ Den un point 

!isse x de D, 

C ~ q U  ........ 

U 

Jc 
>C 

k 

>X 
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a 1 ors , la £1~che de changement de base 

k~ Rja~G > RJc ~ k'~ 

est un isomorphisme en x. 

D4duisons 5.6.1 de 5.6.2 en raisonnant par r~currence sur la 

dimension, et en admettant provisoirement 5.6.1 dans le cas des courbes. 

II r~sulte de 5.6.2 (ii) et de cette hypoth~se, que les faisceaux 

T Rlja~G sont _-entlers en tout point lisse de D. En particulier, avec 

les notations de 5.6.2 (i)~ les faisceaux Rijl _GG sont T-entiers, de 

sorte que, dI~pr~s 6.2 (i) et l'hypoth~se de r~currence appliqu~e 

i °~ RJI~_G et_ ~ j~ , les faisceaux i~ Rij~G sont T-entiers, quelle que 

soit la composante choisie D' de D. Ceci prouve Is conclusion de 5.6.1. 

Reste le cas des courbes. Pour une courbe, sous les hypotheses 

5,6.1, si x est un point de X - U, si Q est le groupe de Galois du corps 

A 
des fractions de @x~X et ~ le groupe d'inertie, si on d4signe encore 

par ~ la representation de ~ d4finie par ~ et sl x est un point g~om4tri- 

que de X localis4 en x, on a des isomorphismes de ~/~-modules galoisiens : 

(Rij~G) x = O si i ~ 2 

et l'assertion r4sulte de 5.3 (a) et 5.3.1. 
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SGA 7 

E X P O S E XXII 

UNE FORMULE DE CONGRUENCE POUR L A FONCTION 

par N. KATZ 

O. Introduction 

Soit X un schema propre sur ~ . Sa fonction z~ta, consid4rSe 
q 

cormme 414ment de ~[[T]], peut-~tre r~duite modulo p ; on veut is calculer 

modulo p. On trouve une expression du type auquel on pouvait s'attendre 

depuis les formules de points fixes du type "Woods Hole", comme produit 

altern4 de polynOmes caract~ristiques d'un "Frobenius ~ convenable agissant 

sur l'un quelconque des trois espaces de cohomologie suivants : 

I) la cohomologie coh4rente Hi(X,Ox ) (3.1.1) 

i i 
2) la cohomologie de De Rham HDR(X) =~ (X,~) (3.1.1) 

3) 18 cohomologie ~tale H~t(X,~/p~) (3.1.2). 

Cette expression doit ~tre vue cormne une amelioration dlun cas special de 

la formule des traces de Woods Hole : celui du faisceau structur61 et de 

lWendomorphisme de Frobenius. Ce cas est, en effet, un corollaire de la 

formule de congruence (cf. 3.2.1). 

La mSthode de cet expos8 est compl~tement naTve ; elle consiste 

se ramener au cas dtune hypersurface, ensuite ~ ~duire modulo p" 
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le calcul de DWORK pour la vraie fonction z~ta d'une hypersurface. En 

"r~duiaant" soigneusement, on trouve l'am~lioratlon 5.0.6 due A AX [I] 

(et ~galement ~ DWORK dans le cas lisse [4, § 7])du th4or~me bien connu 

de WARNING-CHEVALLEY [8]. 

Une autre m~thode, enti~rement cohomologique et dans l'esprit 

de SGA 5p slappliquant ~galement ~ des "coefficient tordus"~ vient dt~tre 

trouv~e par DELIGNE, et devrait figurer dans la r~4dition de SGA 5 ; elle 

repose sur la formule des traces type "Woods Hole", et la"formule de 

K~nneth sym4trique" de DELIGNE (SGA 4 XVII 5.5.21). 

i, Un rappel sur les operations "p-lin~aires" 

I.O. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de 

caract4ristique p > O. D4signons par q une puissance de p. Una application 

(i.0.I) ~ : V > V 

s~appelle q-lin~aire si elle additive et si elle v~rifie 

(1.0.2) ~0(~v) = kqq0(v) V ~ E k, v 6 V . 

1.0.3. On fera attention au fait que l'it4r4 n'i~me q)n d'un endomorphisme 

q-lin~aire est qn-lin~aire, et que, si k n'est pas parfait, leimage [Q(V) 

d'un endomorphisme q-lin~aire n~est pas n4cessairement un k-sous-espace 

vectoriel. 

1.0.4. Pour chaque extension K/k, un endomorphisme q-lin~aire ~ de V 

donne lieu ~ un unique e~domorphisme q-lin4aire ~K de V K = V~kK, satisfsisant 

la formule 

(1.0.5) ~K(~ ® v) = ~q~(v) pour U E K, v E V. 
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1.0.6. On dit qu'un endomorphisme q-lin~aire ~ de Vest semi-simple 

si son image eng~ndre V conm~ k-voc~oriel, et qu'il ~st nilpotent 

slil admet un it~r@ nul~ 

On d~finit des k-sous-espace stables par 

(1.0.7) V 
SS 

= rh 
nml 

(le k-sous-espace engendr@ par q0n(v)) 

= ~ (le noyau de n : V ) V) 
(i.0.8) Vnilp n m I 

& Vnilp 

Evidermment, ~ restreint & Vss est semi-simple, et ~ restreint 

est nilpotent. S~ k est parfait, on a 

(1.0.9) V = Vss • Vnilp , 

mais, si k n'est pas parfait, (1.0.9) devient inexact, car il y a des 

endomorphismes q-lin~aires qui sont injectifs sans 8ire semi-simples. 

Pour une extension K/k quelconque, on a 

(i.0.I0) (VK)ss = Vss ~k K 

Proposition I.I. S£i t ~ un endomorphisme q-lin~aire d'un espace vectoriel 

V de dimension finie sur un corps s~srablement clos k. S i ~ est. semi-simple 

alors, posant 

V I-¢p = les ~ -vectoriel form~ des points fixes de 
q 

= Ker(l-~), 

on a 

(i.I.i) V < (vl-q°) ®IF k 
q 
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Corollaire 1.1.2. V l-lpn < ~ (VI'KP) ®IF ~qn . 
q 

D4monstration. (LANG, el. [6], p. I19). 

Soit e une k-base de V, et ~crlvons 

(1.1.3) ~(~) = A~ , A E GL(n,k) 

D4signons par 

(1.1.4) F : GL(n,k) > GL(n,k) 

la fl~che "41@vation des coordonn4es ~la q'i~me puissance", Alors pour 

g 6 GL(n,k), g~ est une base de V form4e de points fixes de ~ si et seu- 

lement si 

-i 
(1.1.5) F(g) A g : i 

D~signons par [une cloture alg4brique de k. Le groupe GL(n,~) agit sur 

la varidt~ GL(n,~) par 

(1.1.6) I GL(n,[) X GL(n,~) ...... > GL(n,~) 

(g,A) I > F(g)Ag -I 

Pour A fix4, la fl~che 

-I 
(1.1.7) g l > F(g) A g 

est 4tale comme on voit en calculant son application tangente, donc les 

orbites sont ouverte$.Cormue GL(n,~) est irr4ductible, il nWy a qu'une orbite ; 

autrement dit, la fl~che 

(1.1.8) G!(n,~) > Gl(n,~) 

g > F(g-l).g 
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est surjective. Parce qu'elle est aussi 6tale, il s'ensuit, k 4tant s6para- 

blement clos que la fl&che 

(1.1.9) GL(n,k) .... 9 GL(n,k) 

g > F(g-l).g 

est surjective, ce qui veut dire que V admet une k-base form4e des points 

fixes de ~. II est alors clair, ~ 4tant q-lin4aire, que tout point fixe de 

se trouve dans le ~ -vectoriel engendr4 par une k-base form4e des points 
q 

fixes de ~, ce qui prouve I.I. 

Corollaire I.I.I0. ~oit ~ un endomorphisme q-l in, sire d'un espace vectoriel 

V de dimension finie sur un corps s~parablement clos k. Alors on~a un iso- 

morph.isme eanonique 

(i.i. II) Vss < ~ V I-~ @~ k 
q 

Ii suffit en effet d'sppliquer i.i & V 
SS 

Prooosition 1.2. Soit ~ un endomorDhisme q-lin4aire d'un espace veetoriel 

de dimension finie sur un cords s~arablement clos k. Alors l'applicatio n 

additive 

1 -£0 : V .... >V 

est sur~ective. 

D~monstration. On a une suite exacte de groupes ab~liens 

O > Vss > V > V/Vss > O, 
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sur laquelle agit 1 - ~. Par le "lemme du serpent ~', il suffit de traiter 

Vss , ~vident par i.i en employant une base form4e des points fixes, et 

V/Vss , sur lequel ~ est nilpotente, donc sur lequel i - ~ est inversible. 

2. C ghomolo$ie coh~rente et eohomolo$ie ~tale 

Proposition 2.0. Soit ~ un schema propre sur un corE.s k s4parsblement clos, 

et d~signons par 

(2.0.1) ~ : H'(~,@~X) '> H'(~,~X) 

l'application p-lin~aire induite par 

(~.o.2) ~p : +fx 

D~sisnons par 

> ~XX ' WUp (f) = fp 

Het(~ , 2Z /p 7z) 

les ~rouDes de eohomologie....Jtales ~ coefficients d.ans le faiscesu constant 

/p Z~ Alors on a des is0morEhismes canoniques : 

(2.0.3) Hit(~,~ /pZ8 ) "~ (Hi(~,@~X))I-~ 

D~monstration. On a une suite exacte de faisceaux sur 
et" 

(2.0.4) O > ~ /pZg > ~X !-~ > ~ ...... > O 

qui donne une suite exacte de cohomologie 

i -- F > i -- (2.o.s) ... > Rit(L=/p= ) > Het(X'~ ) 1-~_ Het(X,~xx) > ... 

i ~ i- 
On 8 Her( ,~X ) N H (X,~X) ; c'est un k-vectoriel de dimension finie 

4rant propre. En appliquant 1.2, on trouve des suites exactes 
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(2.0.6) O > P.it(x,~ /D~ ) > Hi(~,~ ) 1-~,p> Hi(~,~X) > C , 

¢qfd. Utilisant i.i. IO, on conclut de (2.0) : 

Corollaire 2.1. Pour ~ propre sur u n corps s~parablement..elos ~ k, 

i -- .~ -- H~t(~,~ /p~ ) % k (2.1.1) H (X,(~V)ss < 
P 

2.2. Soit maintenant f : X > Spec(~q) un scheme propre sur ~q. 

D~signons par k une cloture algdbrique de ~q~ et posons 

(2.2.1) ~ = XXIF k 
q 

Le fsisceau ~tale Rife(2Z /pZg) sur Sp(~q) s~iJentifie 

Hi(~,ZZ /pZg ) , vu cormae Gal(k/ IF ) module. D~signons par 
q 

7 4 
(2.2.2) ~ : H'(X,8 X) % Hi(x,:$X ) ~q 

l'op~ration lin4aire (elle est q-lin~aire, mais on est sur~ I) indui~par 
q 

(2.2.3) 5q : @X >@X ' 5q(f) = fq . 

PKoposition 2.2.4. D~si~nons nar ~q E Gal(k/ ~q) Ir~l~ment de "Frobenius', 

~q(k) = k q et soit i C ~ . On a.~me identit~ de polyn~mes caract~ristiques 

(2.2.4.1) det ~ (l-t~0; I ,.i .~ .i ~et (~,Z~ /p•)) = detlF (l-t ~qlH (X,~x)) 
P q 

-I 
o~ le premier membreest le oolynOIne caract~_ristique de l~l~ment ¢pq d a~s 

171(Sp@Fq)) agissant sur le module galoisien Hi(~,ZZ /p~ .  

En effet, 2.2.4 est un corollaire de la 
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Proposition 2.2.5. Soit X propre sur Spec( • ) 
q 

canoqique 

• II y aun isomorphisme 

(2.2.6) Hi(X,@x)ss%~ k ~ l~elt(~,Zg /p2g) %7 k 
q P 

qui t ransforme l'automorphisme ~q~ k du premier membre en l'automorphism ~ 
q 

~0ql~ k ~u second (qu'on peut aussi interpreter comme l'endomorphisme 

fr~ W ~k, o~ frX : ~ ...... > [est le k-endomorphisme de Frobenius. 
-- q ....... 

P 
cf. SGA 5, XVIII, 2.3.4)• 

D4monstrntion. Compte tenu de ce que 

(2.2.7) H (X,~X) ~ H (X,~ X) ~IF k 
q 

on a, par 1.0.I0~ 

i 
(2.2.8) Hi(~,f~X)ss ~ H (X,@x)ss ~ k , 

q 

de sorte qu'on obtient l'isomorphisme 2.2.6 enc=nposant les isomorphismes 

2.2.8 et 2.1.I. 

Compte tenu de 2.2.7 l'op~rstion q-lin~aire 

i ~ i 
(2.2.9) ~q : H (X,:3 X) > H (X,~ X) 

admet une extension q-lin~aire (cf. 1.O.5)) 

(2.2.10) ~q : Hi(~,~) > Hi(~,~X ) , 

et admet aussi une extension k-iin&aire, not4e encore ~q 

: i -- 
(2.2.11) ~q Hi(g,~X ) > H (X,~) 
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On d~siBne par 

i -- ~ i -- H (x., ~x-) (2.2.12) ~q : H (X,r~X) ~ . 

f~x ~ ~ Les op4rateurs l'op4ration q-lin~aire dont les pointes fixes sont ~ , , X'" 

~q, ~q et ~ moyennant (2.2.7), s'4crivent aussi ~q~ idk, id~q, ~ ® ~k' Uq' 

done commutent entre eux, et on s 

et ils comrautent tous ~ ~p , de sorte que ~q et ~q agissent sur Hi(~,f~x)l-~q 

et sur Ri(X,~X)I-~ p. Or, ~q et ~q sont des inverses l'une g l'~utre %ur 

Hi(~,~x)l-~q, par (2.2.13). Donc l'opdrstion de ~q sur 

Hi(~,~X)ss --~ Hi(~,~x)l-~q ~ k (cf. I.i. II) 
q 

est l'inverse de l'oD~ration de ~q®k sur 

Hi(x,~X)I-~q ~ k 
q 

Ecrivant 

(2.2.14) Hi(~,~x)l-~q ~ ~- ~ 1-% (x,~ X) %~q ' 

I ' automorphisme q)q de H(X/9~) 1-% devient, via 2.2.14, i ' automorphisme 

~0q @]Fq de ~i(X,~X)I-% ~ IFq, de sorte que l'automorphisme ~q~k de 
D 

Hi(~,~X)ss devient, via 2.1.I, l'automorphisme ~0q~k de Hist(X, ZZ /pZ~ )~F ~' 
P 

ce qui ach~ve la d~monstratfon (2.2.5). 
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3. La formu!e de cqq~ruence:4non94s et 4quivalences 414mentaires 

Je tiens ~ remercier Grothendieck et Deligne pour m'avoir expliqu~ les 

variantes (6.1.2), (3.1.1.2) et (3.1.3) de (3.1.1). 

3.0. Soit X un schema de type fini sur IF . On d~finit le degr~ d~un point 
q 

ferm~ y E X com~e le degr4 de son corps r6siduel ~q(y)/~q. On d~ffnit la 

fonction z~ta de X/IF comme 6_14ment de~[[t]], par la formule (cf. aussi 
q 

SGA 5 XIII 3.1) 

(3.0.1) Z(t,X/IFq) = I~ (i - tdeg(y)) -I 

Y 

Par la "fonction z~ta modulo p" on veut dire toujours l'image de 

~,-~q) Z( ~ ":" dans IFq[[t]] par la fl~che de "r~duction modulo p ~. [[t]]" 

~z [[t]] > i~q[[t]] 

Thgorgme 3.1. Soft X un schgma propre sur ]Fq. Alors 

(3.1.I) z(t,X/iFq) ~___ ~ det (1-t ~qIHi(X,~x)) (-l)i+l 
i_>o 

rood p 

o__uu , ce qui est ~quivalent par (2.2.4). 

(3.1.2) 
• (-i) i+i 

Z(t,X//Fq) ------ II det(l-t ~0qll Helt(X, Zg/p~ )) mod p 
ieO 

Corollaire 3.2. Soit X un schema propre sur IF . - -  q 

Alors 

(3.2.1) Z (-I) i trace(~qlHi(X,@x)~X~ ) .  mod P 
i~O q 

o u, ce qui est 4~uiyalent par (2.2.4) 

410 



- ii - XXII 

(3.2.2) ~ (-l)itr(~zl1~t(~,~/p~ ))--__--~X~q) ~,~o~I p 
leo 

On prend les coefficients de t dans les congruences (3.1.1) 

et (3.1.2). 

_ i ~: Th4orAme 3.3. Soit X u.n.sch~ma ' propre sur ]Fq on d~si$~e p~l- }DR(X/IFq) le__~s 

• q-vectorielslqi(X,%~/lFq), sur lesquels ~q a$it. O1% a 

(_z) i+ I  
(3.3.1) Z(t,X~/Fq)~___ ]~-det (l-t ~ IHDR(X~F )) nod p. 

En effet, utilisant la suite spectrale 

(3.3.2) 
q 

sur laquelle _ ~q agit (via l'endomornhisme ~ ~q = fr x~ d~duit de frX:x >X) en 
p q 

tuant ~P'q pour q # O, on voitqua (3.3.1) 4quivaut ~ (3.!.I). 

Donnons u~i petit compl4ment. 

La formation de is '~partie semi-simple '~ (cf. 1.0.7) 4rant un foneteur exact, 

on d4dult de(3.3.2) une suite spectrale 

(3.3.3) (EIP' q) SS > HPRq (X/JFo) s 

Com~e (E p'q) = O pour q # O, on en d~duit pour tout { un isomorphisme 
1 ss 

(3.3.,O ~(X~-q) ~ > i:i(X,ax)ss 
com~nutant ~ [~q, dSo{i 

(3.3.5) t i -  v IT-:-" (X/~)) = det (l-t ~qlX t~,,@X)) det(l-t ~q,_~DR "-q 
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Th6or~me 3.4. Solt X un s ch4ma s6:~ar4 de t~pe finl s::r Fq. Alors d6signant 

U i la cohomologie 6tale ~ suppor~pro reS(SGA 4 )[VII 5 1.9 (iii)), on a ~a._..Er~ e . . . . .  P 

~I " (-I) i+l 
(3.4.1) Z(t,X/IF )_~ det (l-t IH~(X,~ /p~ )) mod D. 

q i~O 

Commen~ons par d~montrer l'~quivelence de (3.4.1) et (3.1.1). 

Ecrivons, pour le moment 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

Z(X) au lieu de Z (t,X/~F) q 

Z'(X) au lieu de I] det(l-t q0qllHc(X,Z~ /pZg )) (-I)I+I 

Len~ne 3.5. S__!i [Ui} est un recouvrement fini de X par des sous%sch~mss ouverts 

on a 

(3.5.1) z'(x) = : [ z'(u. N...nu. ) 
i i. 

.~n o j j~O l£io<...<i j 

(-1) j 

D4monstration. R~sulte facilement de la suite spectrsle de loc81isation 

(SGA 4 XVII 6.2.10) 

E: a'b = ~ Ha(:. r]...~. ,ZZ /pZ~ ) ===>H-a+~:,ZZ /pZZ ). 
io<...<ib c Io Zb c 

On p e u t  a u s s i  l ' o b t e n i r  p a r  r ~ e u r r e n c e  s u r  n ,  e n  a p p l i q u a n t  3 . 6  c i - d e s s o u s .  

Lermne 3.6. S_~i U est un ouvert de X, Y le ferm4 X-U, 

(3.6.1) Z'(X) = Z'(U) Z'(Y) 

D4monstrstion. R~sulte de la suite exacts de cohomologie 

H~(:,m/p~ ) > H:(~,m~ /p= ) ........ > H:(Y,m /pro ) ....... (3.6.2) ---> 
C 

> 
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Lemme 3.7 (Moebius). Soit Bun ensemble fini, {Ai] un recouvrement fini 

par des sous-ensembles. Alors 

(3.7.1) card(B) = Z (-I) J Z card(A, n...PA~ ) 
j~ i <...<i. lo -j 

o j 

D~monstration. On a la suite spectrale de Leray pour la cohomologie 

rationnelle de l'espace discret E et le recouvrement ouvert [Ai} 

E~ 'q = O HP(A. N.°.f~A. ,Q) ~ HP+q(B,~) 
i I 

q o q 

et on calcule la caract~ristique d'Euler-Poincar4 de B. 

Lemme 3.g, S_~i {Ui} est un recouvrement fini de X par des sous-sch4mas, 

alors 

(-i) j (3.6.i) Z(X) = ~ I] Z(U, N...~U. ) 
j~O i <...<i o 

o j 

D4monstration. On a la formule 

(3.8.2) card(X(]F n)) = I r.card[y E Xldeg(y) = r] 
q rl n 

qui entralne 

o (3.o.3j Z(X) = ex< ~ card(X(]F n)) tn ~ 

n~l q n ' 

et on ccnclut par 3.7.1. 

Lemme 3.9. Supposons que la formule (3.4.1) (ou ce qui revient au m~me, 

(3.1.2) ~.!. (3.1.1)) soit vraie pour X une hypersurface projpctive. Alors 

@lleest vraie pour tout X s4par4 de type fini. 
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D~monstration. Par 3.8 et 3.6, (3.4.1) est vraie pour le compl~mentaire 

d'une hypersurface, ]pn-H. Compte tenu de ce que ~(]pn-H.) =]pn . U H. est 
i i l 

e~core le compl~ment dlune hypersurface, le recouvre~ent ouvert 

~pn-Hi} de ]pn _ n H i permet d'appliquer 3.8 et 3.5 pour d~duire (3.1.3) 

pour ]pn _ ~ Hi . Par 3.8 ct 3.6, (3.4.1) est vrai pour N Hi, i.e. pour tout 

X projectif. Une nouvelle application de 3.8 et 3.5 donne 3.1.3 pour tout X 

quasi-projectif, en particulier pour tout X affine. Finalement~ pour X 

s4par~ de type fini, on prend un reeouvrement fini par des ouverts affines, 

et on applique 3.8 et 3.5. 

4. Le caleul de la fonction z~ta d'une hypersurface ~ Is Dwork 

4.0. Soit 

(4.0.1) f(X) = f(X I .... ,Xn+ 2) E ~q[X] homog~ne de degr4 d, 

dont l'annulation d4finit l'hypersurface V c~n+l, et d4signons par V* 
n+2 

l'ouvert de V o~ ~ X. est inversible, V* le c~ne affine de V*. 
i= 1 l aff 

Choisleaoms un caract~re additif non-trivial 

(4.0.2) X : ]~qV ....... > ~p(C), 

C ~tant un corps alg. clos fix4 de car. nulle (p.ex. C = ~), de sorte 

quVon a 

(4.0.3) pour X 6]Fv E X(xY ) = 5qVr si ~< = 0 

q y~Fqv [ 0 si X # 0 

Pou~ x -  (x I . . . .  x~+ 2) 6 ~ v  )n+2 • ,on a donc 
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(4.0.4) i 
Xo6 ]F~v X•o•FqvX(Xof(X)) 

] fqV si f(x)=o 

X(Xof(yO) = = 

L 0 sinon . 

En sommant (4,0.4) sur I 6 (]F~M)r~2 on obtient 

(4.0.5) card V~f f (~q V) = i > )n+2[ I 
q~a x E OFq~ 

et, compte tenu de ce que 

+ ~ X(Xof(X)) } 

o ~ q  - 

(4.0.6) 

(4.0.5) se r~crit 

card V~ff(]Fq~) = (~M-I) card V~(]Fq~) 

i > (4.0.7) (q~-l)cardV~(]Fq~) = (q~-l)n+2 + • -X(xff (x)) ~..)n+3 o " qV qv (Xo,X)C( $, 
Ecrivons explicitement la forme f(X) comme somme de mon6mes 

(4.o.8) f(x) = E a x w , 
w 

o~ 

w = (Wl,...,Wn+ 2) avec Z w i = d, X w dfn~ X~ I ... Xn+2Wn+ 2 

de sorte que (4.0.7) se r~crit 

(4.0.9) (~i) card V*( Fqv)= 
q V + qV (Xo,X) E(]Fq~ +3 w X(awX°xW)" 

4.1. II faut maintenant expliciter notre '~caract&re additif ~ valeurs 

en caraet~ristique z~ro".On a envie de prendre simplement 

tSF (x) 
v/iv(x ) = gp qvlm P (4.1.0) X : x i----~ exD(2~ i tr IFq 

P 
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D~signons par 

(4.1.1) 

(4.1.2) 

la cloture alg~brique de @p 

ord : ~ .......... > Q l'ordinal, normalisfi par ord(p) = I 

(4.1.3) ~p E ~ une racine p-i~me primitive de l'unit4. 

On constate (cf. [2]) qu'il existe 

1 
(4.1.4) ~ E @.p(~ ) , ord(~) = p-i 

n 

rT p 
(4.1.5) tel que E - -  = 0 , 

n 
n2f} p 

(NB. On c o n s t a t e  a u s s i t ~ t  que le  p remier  membre converge dans Qp(.~p).) 

On d4finit l'expenentielle d'Artin-Hasse 

n 

( 4 . 1 . 6 )  E(X) = ex~0 X - - [ ) E  Qp[[X]] 
p 

qui, oh miracle, se trouve dans ~ p[[X]]. On d4finit 

(4.1.7) ®(X) = E(~ X) , 

dont les propri4t~s fondamentales sont r~sum4es dans le lemme suivant : 

Leone 4.2. 

X n B = 1 A I = F ord(B ) ~ ..n (4.2.1) ®(X) = E B n ' o ' n p-I 

(4.2.2) ®(i) = ~p, une racine p'i~me primitive de l'unit4. 

(4.2.3) Soit t E Q , et supposons que, pour un entier a > O donna, 
a 

D 
t = t" ( i . e .  t e s t  un ~'repr~_sentant de TeichmII l le r"  darts N~(1F ) c ~-?). 

a-1 tP j q 
Alors ~ C ~ZD, de' sorte qulon peut d~_finir la s~rie formelle 

j=O 
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a-Iz t pj 

(®(X)) J=O et on s une identit~ de s~ries formelles 
a-i 

a-i 
(4.2.3.1) ~ ® (tPJx) = (®(X)) j~O tj 

j=O 

D~monstration. Compte tenu de ce qui E(X) 6~p[[X]], (4.2.1) se d~duit de 

la d~finition. 0uant ~ (4.2.2), on a 

{4.2.4) log (®(I)) = O par le choix de ~ (4.1.5) 

et 

(4.2.5) ord (®(i) -I) = I ..... par (4.2.1). 

p-I 
n 

Par (4.2.4), il existe un entier n ~ 0 tel que e(1) p = i, (c'est la 

caract~risation du noyau du logarithme) et (4.2.5) entralne que n = I. 

Quant ~ (4.2.3.1), en prenant les logarithmes, il r4sulte d'un calcul 
a-I 

~vident, une fois prouv4 que l'on a bien Z t pj E ZZ . Or on voit aussit~t 
• j=0 P 

que lest p2 (0 -< j ~ a-l) sont les conjugu4s de t E ~I(~F a ) sur Z~ , done 
P q 

a-I tP j 
Z = TrW'--~U~ )/m (t) E 2Z W 

j=O a p P 
q 

En prenant is valeur en X = I des deux membres de (4.2.3.1) nous 

trouvons le 

8 

Corollaire 4.3. Soi t t E ~ v6.rifiant t p = t. D~signons par ~ E IF s 

P 
sa classe r4siduelle. Alors on a 

(7) a-i " tr~F /IF 

(4.3.1) [l ® (t p3) = ~ pa P 

j=O P 
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4.4. Rappelons que le corps r4siduel de l'anneau des entiers de Qp(gp) 

est IF . Soient 
P 

(4.4.0) K = l'extension non-ramifi~e de ~p(gp) ~ corps r~siduel ~q, 

(4.4.1) T E Gal <K/Qp(gp)) le "Frobenius", i.e. l'automorphisme 

se r~duisant suivant l~automorphisme de Frobenius de ~q/IFp, x; > xP~ 

(4.4.2) Soit F(X) = ~ A W X W le relfivement en K[Xl; .... Xn+2] de 

f(X) dont les coefficients v~rifient ~ = ~4 " Mettsnt ensemble (4.3.1) 

et (4,0.9), on trouve (compte tenu de la definition (4.1.0) de X) : 

Qq~l) card V~@F ~ - (q~l)n+2 
q 

q 

(4.4.3) 

qV (Xo,X) 6 QDqM~Q)) n+3 

Dgfinissons 

ord(qV)- I  

®(~PJxPJx pj~) 
W j=0 ~ o 

H(X) = H(X ° ..... Xn+ 2) E K [IX ° ..... Xn+2]] 

par 

(4.4.4) H(x) = II 
W 

® (AwXoX~I k Wn+2" 
" ' "  n+2 ) 

Nous faisons agir Gal(K/@p(gD)) sur K[[Xo,...,Xn+2] ] ~ travers son 

action sur les coefficients ; IIaction composante de C E Gal(K/@p(gp))Sera 

notge 

( 4 . 4 . 5 )  G(X) I > Ga(X) 
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On a en particulier 

HTJ(X) 
TJ 

Compte tenu de ce que A%j 

® (A( j XoX wn+2" 
= ... Xn+ 2 J 

W. 
pJ 

= ~ , (4.4.3) se r~crit alors 

(4.4.6) (qV-l)Card V~CaFqv) = 

ord(q~))-i 
"~''n+2 1 > 
~ q  - ~ ,  + - - ~  , 

qV q (Xo,X)6(glqXa_l(~)) h+-~ j=O 

ti$ J (xP a ) 

4.5. Nous allons maintenant exprimer la somme dans (4.4.6) comme une trace. 

Pour cheque b E ~, on d~finit une K-alg~bre de Banach p-adique 

(4.5.1) L(b) = le sous-anneau de K[[Xo, .... Xn+2] ] form~ des s~ries 

qui st~crivent 

U I xUn+2 
(4.5.2) > BU xU° XI n+2 

O "'" 

d U = E U i 
o iml 

(U = (Uo,...,Un+2)) 

et qui v~rifient 

(4.5.3) inf (ord(B U) - b U o) >- 
U 

C'est une slg~bre de Banach p-adique pour la fonction d'ordinal (l'oppos~ 

du logarithme de la norme) 

(4.5.4) inf (ord (B U) - bO o ) = ord ( E B U X U) 
U 

On v~rifie sur 4.4.4 et (4.2.1) qua l'on a 

tt(X) E L <p_~-~ 
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Introduisons des op~rateurs. 

Pour choque entier k > O, on introduit un op~rateur continu 

d'espaces de Banech sur K 

(4.5.5) 

I ~k : L(b) > L(k b) 

B U Yk (~ BU XU) = ~ kU X 

Pour zhaque couple (b,b'), b' < b, il y a un op~rateur de 

"restri.c.tipn" qui est compl~tement continu (i.e. une limite uniforme des 

op4rateurs de rang fini) 

(4.5,6) Ii 
(b .."restriction" 

B~UI .... 

> L(b') 

Cheque ~l~ment G de l'alg~bre L(b) donne l'endomor~hisme continu 

de la multiplication par G 

G : L(b) " > L(b) 

( 4 . 5 . 7 )  

~ b ...... > ~ G  

Ces op~rateurs sont li~s par le lenmne suivsnt, dont la d~monstration se 

t r o u v e  d a n s  [ 2 ]  ( c f .  a u s s i  [ 4 ] ) .  
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Lermne 4.5.g (ou lermne de la trace (~4ORK)). Soient b E @, b > O, 

k E Zg, k ~ 2, et G E L(b/k). A!ors le compos4 

L(b) ~restricti°n> L(b/k) X G > L(b/k) K > L(b) 

not~ ~k o G, est compl~tement continu, et sa trace [cf. [4]] est donn~e 

par la formule 

(4.5.9) tr(~ k o G) 
(k_l) n+2 

G(X) 

X E ~_i(~)) n+3 

Appliquant ce lermne au c~s 

I 
= q V  

ord(q~))-I 
(x) = 

b I ) = 7  
( 4 . 4 , 6 )  se r~ . c r i t  

H ~j (X p j )  E L < o (p-i)qvfi 

, ~)~ ~n+2 (q_~l)n+3 °rd(q%~)'l J J I ~ 
(4.5.10) (q-l)card V¢(~q.M)=i~-i)qV + qV tr x.(~qj~o.= HT (Xp)IL ~ pl~). 

Soit L°(b) l'id4al des ~16ments de L(b) qui "s'annulent en @'i.e. "sans 

terme constant". II est stabile sous w ~G, et on a 4videmment 

(4.5.11) tr(~kOG) = G(O)+ hr (~k°G IL °) 

Compte tenu de ce que H(O) = I, (4.5.10) se r~crit 

(4.5.12) card V~(]Fq~)) =- (q~-l)n+l+ (q~l)n+2_ / ord(~)-I j j o I 

q x .  q ~=0 
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Consid~rons maintensnt l'op~rateur T-l-lin~aire 

(4.5.13) -i o ~ o H(X) : L(b) > L(b) 
P 

On constate que ses it~r~s sont donn~s par 

a-i a-I 
(5.4.14) (T-lo T oH(X)) a = T-soY oH(X)H~(xP)...H T (X p ) , 

P a 
P 

et on note que, si ord(q) la , on a -a = id . Ceci pos~, on d@finit une 

operation ' r ' l - l in~ aire 

Ii : L° ~ L° 1 

(4.5.15) 

= 1 -1o ~ o M(x) 
P P 

de sorte que (4.5.12) se r~crit 

(4.5.16) card V~(]FqV) = (q~-l) n+t + (q~l)n+2tr((~)°rd(qV)lL° ~ ~-1~- 

D~signons par 

(4.5.17) S = l'ensemble {I, .... n+2} 

Pour tout sous-ensemble A c S, A # ~, on d~finit un sous-espace de L(b) : 

(4.5.18) LA(b) = ensemble des s~ries Z B~ U E L(b) telles que, pour cheque 

mon~me X U avec B U # O, les U. > 0 sont exacte~nt U et les U. , j E A. 
! o j 

On 8 

(4.5.19) L°(b) = ~ LA(b) 
AcE 
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et, pour chaque sous-ensemble 

BcS, B 4 ~  , 

on a 

(4.5.20) ~ LA(b) = L(b) n l'iddg! ( iq X;) K[[X]] 
A~B iEB 

Evidemment chaque sous-espace ~ LA(b) est stable par ~ ; il en r~sulte 
AcT~B 

quail en est de m~me pour q~ LA(b), qui est somme de sous-espaces du type 

precedent. 

On d~finit 

(4.5.21) % 
J 

ADB 

Explicitement, on ~bti~nt ~B par is formule 

-i 
T 

(4.5.22) ~B = 
P 

o~ HB(X) se d~duit de 

i~{C]UB. 

= l~endomorphisme T-l-lin~aire induit par C~ sur 

L B ( ~ .  

HB(X) , operation sous laquelle L Best stable, 
P 

H(X) en y fsisant IB substitution X i = C pour 

R~crivons encore (4.5.16) 

(4.5.2.3) card V*(/FqV)= (q~l) n+l + (q~l) n+2 E 
~S 
A#¢ 

D~finissons, pour A c S, A # ~, l'hypersurfsce 

tr((~A )°rd(qv)) . 

(4.5.24) V A c ]peard(A)-I ~ Ipn+if]{Xi=O Vi ~ A} 

d~finie par fA(X), le polynOme d~duit de f(X) y faisant la substitution 

en X i = 0 pour i ~ A. 
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Compte tenu de la compatibilit~ de Is formation de la s~rie H & partir 

de f(X) & IIop~ration de substitntion de O pour certaines des variables 

(4.5o23) donne, pour chaque A ~ S, A #~ 

(4.5.25) card (VA~FqV))= (q-~l)car(A)'l+(qV-l) card(A) E tr((~B)) °rd(q~)) 

D'autre part, on a 

~) = E card V~(]FqV) (4.5.26) card V(IFq 
A~ 
A#¢ 

Apr&s une sommation facile, (4.5.25) donne alors 

V(card(S)-l) (4.5.27) card V~F ~) = i + q~+ q2v+ ... + q 
q 

+ z 

B#¢ 

Notons que &donc les ~B ~tant T -I lin@aire, les &~rd(q) sont K-lin~aires. 

D~finissons alors les s~ries caract~ristiques 

~(t) E 1 + t K[[t]] 

(4.5.28) 

LBf I ~ ~B(t) = det ~i - t ~rd(q) I ~ p--~jj 

Introduisons des endomorphismes de i + tK[[t]] 

(4.5.29) ~ : g(t) l > g~(t) = g(qt) 

et 

(4.5.30) 6 = i - ~ : g(t)>----> g6(t) = g(t)/g(qt) 
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Compte tenu de ce que 

(4,5.31) 

et 

(4.5.32) 

(4.5.27) se r~crit 

n+l 
(4.5.23) Z(t,V/IFq) 

i=G 

Z(t ,  V/IFq) = exp Q ~ card (V(1F#)) ' tv ) 

det(l-t c~°;d(q)>--exp Q ~ tr((O~) ~°rd q) t~ > - ) 
• >-1 v 

(l_qit) = 
n+2 
[I C I~ ~(t)7 r(~j~n+2 j 

j=l car~B)=j 

4.6. Nous allons ~tudier m~int~nant l'int~gralit~ dcs s@ries &B ' Posons 

(4.6.1) @ = l'anne~u des entiers de K 

et d~finissons une filtration sur 1 + t @[[t]] par 

(4.6.2) 

On a 

(4.6.3) 

(4.6.4) 

(4.6.5) 

Lemme 4.6.6. 

(4.6.7) 

alors on a 

(4.6.8) 

Fi(l + t @lit]I) = 1 + qit ~[[qit]] 

= ~i(l+t @lit]]) 

~(F i ) C F i+l 

6(F i ) C F i 

6 induit l'identit~ sur Fi/F i+l 

~(t) E 1 + t ~;[[t]], et si un entier j v4rlfie 

jd < card(B) 

~(t) E FJ(I + t @lit]I) 
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Bf I ~ ,idu D~monstration. Les espaces de Banach L ~ T J  sont tous type B(1) '~ 

au sens de Serre [7], i.e. ils admettent des "bases orthonormales", 

savoir~ les mon8mes 

U U U I Un+ 2 
(4.6 9) ~ o X o XI 

• o "'" Xn+2 

qui y appartiennent. 0ue c' 

d~finition qu'on a 

U U 
(4.6.10) ord(E C U ~ °X~ o° 

Soit 

une base "orthonormale ~ veut dire par 

U 
X n+2) 

''" n+2 = min ord(C U.) 
U 

R B = le 6~-sous-modnle de L_I\_~__ ~ B /  form~ des ~l@ments (4.6.11) 
p-i j 

d~ordinal e 0. Pour d~montrer le lem~e, il suffit de d~montrer 

(4.6.12) si jd < card(B), alors (O.B)°~d~qj R B c qJR B 

ou~ a fortiori~ de d@montrer 

(4.6.13) si jd < card(B), alors &B(RB) c pJt% 

Or, on a (4.5.22) 

( 4 . 6 . 1 4 )  OL B 

Compte tenu de ce que 

-1 
~7 = 

~p ~ HB(X) 

(4.6.15) H(X) E L p-- '~"j,  ord(H(X))  ~ 0 

on a 

(4.6.16) HB(X) • RB c R~ 

et ~videmment 

(4.6.17) 
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de sorte que (4.6.13) sera consequence de 

(4.6.18) si jd < card(B), alors Yp(R B) c pj÷iR B 

V~rifions (4.6.18) monDme par monOme. On a 

i Y U U Un+2. A sauf si Yi PlU i p(~ o X o... Xn+2 ) = o, 

(4.6.19~et 

i~p (TTPU°x X n+2 ~U ° xPUn+2) (p_l)Uo U ° U ° U 
. ~ X " "" n+~/ "" n+2 - k.~._ o 

6 R B 

Uo xUn+2 6 LB<~_~ ~' 
Or, les conditions pour que l'on air Xo "'" n+2 

(4.6.20) 

d'o~, en particulier, 

i 
du = Z U, , 

i;~l i 

pour i ~ I, on a U i > O ~ i 6 B 

(4.6.21) dU ~ card(B) 
o 

On a donc 

(p-l)U card(B) 
(4.6.22) ord(~ o) = U ~ - - >  j 

o d 

et, comme U 6 ~Z, 
o 

(p-l)U 
(4.6.23) ord(~ o) = U e j + i. 

o 

Mettant eeci ensemble avec (4.6.19), on trouve (4.6.18). 

sont 
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5. Un th~or~me d'AX [i], (ef. aussi [4], section 7). 

Th~or&me 5.0. Soient V une hypersurface dans IP n+l 

d~finie sur ]Fq, et j un entier : si on a 

(5.O.1) j d < n + 2 , 

de desr4 d > O, 

alors 

n+l 
(5.0.2) Z(t,V/IFq) T~- (l-q it) E I + qJt m [[qJt]] 

i=O 
et l'inverse de tout z~ro ou e~e de 

(5.0.3) Z(t,V/ ~q) ]-T~ ( I - qit) 
i=0 

est de la forme qJ. (ull entier alg6briqug). 

Th~or~me 5.O.bis. Soit Vaf f une hypersurface dans~n+2 d~finie par une 

feFme homo$&ne de desr~ d, d~fJ~ie sur F . Si on a 
q 

(5.0.7) j d < n + 2 

slors 

(5.0.5) Z(t, Vaff/ IFq) C I + qJt 2Z [[qJt]] 

En par ticulier, 

card(Vaff(]17 )) ~ O mod qJ , (5.0.6) 
q 

et par suite 

(5.0.6 his) card(V (~F)) 2 £j-I > O 
q q-1 

(ce qu i am~liore le th. de CHEVALLEY-WARNING [8]). 
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D~monstration. L'implication (5.0.5) ~ (5.0.6) est claire, en prenant 

le coefficient de t dans la fonction z~ta. Les assertions (5.0.4) et (5.0.2) 

sont ~quivalentes, eompte tenu de ce que 

(5.0.7) 

d~o~ 

(5.0.8) 

et 

card Vaff(lFqV) = I + (q~-l) card V(]Fq~) 

Z(t, V/ ~ ) 

Z (t, Vaff~F q) = q 
Z(qt,V/ ~q)(l-t) 

(5.0.9) Z(t,V/ ~q) = ~ [(l-qif) Z(qit, Vaff/ ~q)] 
ieO 

Les ~nonc~s (5.0.2) et (5.0.3) sont ~quivalents encore, par le th~or~me de 

FatoU [3], grace & l a rationalit~ de la fonction z@ta. Comme on a 

~.0.I0) Z(t,V/~Fq) E ~[[t]] 

il suffira de d~montrer 

n+l 
(5.O.11) Z(t,V/ ~ ) ~ (l-qit) E FJ(l+t @[It]I) 

q i=O 

Compte tenu de (4.5.33) et (4.6.4) - (4.6.5), il suffit de d~montrer, pour 

B c {I ..... n+2}, B # @, qu'on a 

(5.0.12) AB(t) E F j+card(B)-(n+2) 

Nous pourrons terminer la d~monstration en appliquant le lemme (4.4.6), 

une fois d@montr~l'assertion : 

(5.0.13) si jd < n+2, alors (j+card(B)-(n+2)) d < card (B), 

qui se r~crit 
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(5.0.14) 

Mais 

si jd < n+2, alors (j-(n+2)) d < card(B) (l-d) 

inf 

B c (i ..... n+2] 
card(B) (i-d) = (n+2) (I-d) 

de sorte qu'il suffit de d~montrer 

(5.O.15) si jd < n+2, alors (j-(n+2)) d < (n+2)(~-d) 

ce qui est vrai. 

Remarque 5.1. La condition 

(5.1.1) jd < n+2 

admet une interpretation cohomologique. Soit 

de degr~ d 

~.i.2) 

oN Ea'b(v) 

V uue hypersurface lisse 

et de dimension n. Posons, comme dans XI 2.1~ pour a+b = n 

h~ 'b = dim llb(v, ~)- 6a, b = dim Ea'b(v) 

est la composante de bidegr~ (a,b) de la "cohomologie 

~vanescente de Hodge" (comparer XVII 5.4.4) 

(5.1.3) Ea'B(v) = Coker (HD( ~n+l, ~n+l )~ > Hb(v,_~) 

Alors, par XI, 2.8, 

- a~n-a ] 
(5.1.4) jd < n+2 <------> n O = 0 pour a < jet a > n-j , 

i.e. la condition signifie que le "niveau de Hodge" (XI 2.7) de la 

"cohomologie de Hodge 4vanescente" de V : 
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n 
E;R(V) = Coker (~dg (~n+l) C > HHdg (V)) 

est ~ n-2j, i.e. son co-niveau est e j. Dtautre part, la conclusion 

signifie aussi qua !as valeurs propres du Frobenius ~q operant sur la 

cohomologie ~vanescente 6-adique (6 # p) sont des entiers slg~briques 

(XXI A.2) divlsibles par qJ. Le r~sultat de AX 5.0. vient done ~ l'appui 

de la conjecture suivante, sugg~r~e par le yoga du niveau des motifs, et 

qui met en relations les classiques conjectures de HODGE [5] et de TATE [5] : 

Conjecture 5.2. Soient f : X > S un morphisme propre et lisse, avec 

S int~gre, de type fini sur Spec(~ ) et dominant Spec(~ ), i,j des entiers. 

Supposons que le co-niveau de Hodge du H i de la fibre $~n~rique de f 

soi t m j. Alors pour tout point s C S, le coniveau (Y~ 2.0.6) de Hi(Xs,@£) 

est ~ j, donc (XX 2.2) s i sest. un point ferm~ de S, les valeurs propres 

~g) sont des entiers alg~briques divisibles de Frobenius operant sur H-(Xs, . . . . . . . . . . . . .  

par qJ, o__~I q = card(k(s)). 

6. Fin de la d~monstration de la formule de congruence. 

Compte tenu de (4.6.6) et (4.6.3)-(4.6.4), (4.5.24) donne une 

formula de congruence 

(I) n+l 
(6.O.1) Z(t,V/ ~q)(l-t) ~As(t) - mod I + qt ~[[t]] 

Passons au calcul de Ls(t) modulo ~ ~[[t]]. D~finissons (cf. (4.6.11) : 

(6.0.2) W S = R B ®@Fq , 
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-i 
(6.0.3) ~S : Ws >w S l'op~ration ~ -lin~_aire induite par &S ' 

(6.0.4) R~(t) le sous-module de R S forme des ~l~ments de degr~ i en X 

(6.0.5) Ws(i) = Rs(i) ® @ ~q 

Prop ositign 6.0.6. On a l'inclusion 

aS(R S ) a RS(1) + p R S 

D~monstration. On a la factorisation (4.6.14) 

- 1  .... ~ ~ o ~(x) (6.0.7) &S = T o P P 

On salt (cf. (4.6.15)) 

(6.0.8) 

et ~vidermnen t 

( 6 . 0 . 9 )  

H(X). R S C R S , 

T'I(Rs(1) + p R S) = 

de s.~rte qu'il suffit de v~rifier 

( 6 . 0 . 1 C )  1 ...... Y R~ c Rs(1) + p R s p p ~ 

ce qui est clair par (4.6.19). 

RS(1) + p R s 

Corollaire 6.O.11. On a l'inclusion 

w s c Ws(1) 
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Corollaire 6.0.12. 0 9 a I a $on$ruenee 

~(t) --~_det(l-t(~s)°rd(q)IWs(1)) mod ~ @[It]] . 

Proposition 6.1. L'0p~ration ~l-lin~aire ~ : WS(1) >Ws(1) 

est ~gale &..l'op4ration 

(6.1.i) -Iy o (Xof(x))P-I 
P 

D4monstration. Ecrivons 

(6.1.2) H(X) = I + E H.(X) I 
i>l 

o3 

(6.1.3) H.(X) est de degr~ i en X i o 

D'apr&s (4.6.19) encore, on a 

.... I ~ Rs(i) c p R S si i # p (6.1.4) P P 

Compte tenu de ce que 

(6.1.5) Hi(Z), RS(j) C Rs(i+ j) , 

on a 

-i 
- T y !! (X))(R,,(1)) c p R S (6.1.6) ((~S p p p-i 

On a donc 

F(~ )ord(q) -l~p.Hp_l(X))Ord(q) ] 
_ T RS(1) c p R S ( 6 . 1 . 7 )  h S ( p 

Calculons maintenant Hp_I(X). On a (cf. (4.4.4)) 

433 



- 34 - XXII 

(6.1.8) H(X) ®(57o xw) 
W 

W n~O .pn 
n 

W nL>O p 

w 
H exp (~AwXoX) mod degr~ p 
W 

exp (~ ~ AwXoXW) mod degr~ p 

exp (~ X F(X)) mod degr~ p, 
o 

d'o~ 

(6.1.9) Hp_I(X) _ 

On constate f~cilement que 

~P-IxP-I 
o 

(p-l)l 

F(x)P -I 

@-1 
(6.1.10) -----i mod p 

donc 

-!--i Hp_I(X) ~ (X f(X) p-I mod p (6.1.11) P -- o 

ce qui ach~ve la d~monstration de 6.1. 

Corollaire 6.1.12. L'op4rateur lin~aire 

(~S)°rd(q) : WS(1) >Ws(1) 

n'est autre que ~q~(Xof(X~q'l. 
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D~monstrati0n. D'apr~s (6.1,i) 

(~s)°rd(q) = (~-l~p.(Xof(X))P-l)°rd(q) 

ord(a)-i 

= ~ ~ (X pj f~(xPJ)) 
q j=O o 

ord(q)-I 
= ~ ~ (Xof(~) pJ(p-I) 

q j=O 

= ~q= (Xof(X))q-i 

Mettant ensemble (6.1.12) (6.0.12), et (6.O.i), on trouve, 

p-i 

Corgllaire 6.1.13. On a 15 congruence mod p : 

z(t,V/~ ) ~-~ 
q 

det(l-t ~q(X°f(x))q-ll WS(1)) (-l)n+l 
. . . .  

i - t 

6.2. II reste ~ calculer les groupes de cohomologie de ~V " 

Posons 

(6.2.1) ~q = l'op~ration "~l~vation ~ la puissance q'i~me "dans ~V " 

Nous avons une suite exacte de faisceaux sur ~n+l =~ : 

(6.2.2) 0 ) ~(-d) f >- ~ ...... > % > .~ 

et le diagramme suivant est commutatif 

(6.2.3) 

o ..... > ~ ( - d ) -  f > ~ , ,  > %  ,, , > ,  

fq-l- ~q b 
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Compte tenu de ce que 

(6.2.4) ]pn+l, ~) = 0 

LHi( 1P n+l, ~(-d))= 0 

i # o  

i # O, n+l 

la suite exncte longue de cohomologie associ~ ~ (6.2.2), donne 

(6.2.5) 

IH H°(V' ~V ) -~ Vq 

Hi(v, @V ) = 0 si i # O,n 

n(v ' @V ) ~ Hn+l (]pn+l, ~(-d)) 

Le diagramme commutatif (6.2.3) donne alors 

(6.2.6) det ( I - t ~qlH°(V, ~V )) = i - t 

et 

(6.2.7) det(l-t ~qlHn(V,~v )) = det (l-t(fq-i~q) i Hn+10P n+l, ~(-d)) 

Ii ne reste qu'fi ~tablir 

(6.2.8) det(l-t(fq-l~q) IHn+Iopn+l,~(-d)) = det(l-t(Yq'(Xof(x))q-llWs(1)) 

ce qui est une consequence de la 

Proposition 6.3. II y a un isomorpilisme 

(6.3.1) WS(1) ~ Hom~ (Hn+l( IP n+l. ~(-d), ]Fq) 
q 

par rapport auquel l'op~rateur 

(6.3.2) ~qO (Xof (x)) q-I : Ws(1) > WS(1) 
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est ,le transpos@ de 

(6.3.3) f(x)q-l~q : Hn+l(~ n+l, ~(-d)) >Hn+l(~ n+l, ~(-d)) 

D4monstration. En calculant le groupe Hn+l( ~n+l, ~(-d)) & l'aide du 

recouvrement standard de ~n+l, on trouve 

W I Wn+ 2 
(6.3..4) Hi+I(]P n+l, ~(-d)) = le ~q-Vectoriel de base des monOmes X I ...Xn+ 2 

les W~ E ~v4rifiant Z W~ = -d 

le ~ -sous-vectoriel de base des mon~mes q 

W 1 
X I . X Wn+2 qui v4rifient en plus : 

"" n+2 

Z i tel que W. a 0 . 
1 

D'autre part, WS(1) 

(6.3.5) Rs(i) 

= RS(1) ®@~q, et on a 

= le ~-module libre de base les monOmes 

U I U 
(4 X o) X I . X n+2 v@rifiant Z U. = d, 

"" n+2 I 
U. >0 V.. 
l l 

L'accouplement 

(6.3.6) ( , ) : WS(1) x Hn+l( ~n+l ~(-d)) .... >~q 

d~fini par 
II si U. = -W i pour 

U I U W tout i £ .'n+2 .Wn+2 
(6.3.7) (classe de ~ XoX I XII. ) = • ..Xn+ 2 ~ ..Xn+ 2 

L~ sinon 

est ~vidermnent une dualit~ parfaite de ~ -vectoriels, et on constate q 

facilement que Yq.(Xof(K)) q-I est la transpos~e de f(K)q-l-fq, ce qui 

prouve 6.]. 
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