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INTRODUCTION.

1. Contenu du travail.
Ce travail présente une théorie à peu près complète sur le sujet indiqué par

son titre, à cela près que nous avons omis la plupart des démonstrations. Sa

véritable raison d’être réside dans les résultats du §3 et surtout du §4, nºs 2, 4,

5, résultats tout à fait nouveaux sur les classiques espaces L1, L2, L8, qui justi-

fient les développements un peu longs des §§1,2. Les idées directrices résultant

de façon assez naturelle de [4] (notamment Chap.1, §4, nº6 ; voir [5] pour un

résumé de [4]). En principe, ce travail est cependant autonôme et ne demande

pas la lecture de [4] et [5]. On peut même remarquer que la théorie des produits

tensoriels topologiques d’espaces localement convexes généraux gagne en clarté

et simplicité à être exposée d’abord pour les espaces de Banach. (En effet, la lec-

ture de [4] montrera que presque toutes les questions de la théorie générale, y

compris la théorie des espaces nucléaires, se ramènent en réalité à des questions

sur les espaces de Banach).

Jusqu’au §3, nº4 le texte ne contient presque aucune démonstration. La plu-

part de ses énoncés relèvent d’une technique assez standard, qui sera bien fami-

lière par exemple au lecteur de [4]. Certains résultats-clefs, notamment ceux du

§2, nº1, sont traités in extenso dans [4] (et les démonstrations se trouvent déjà

esquissées dans [5]). Tout au plus la démonstration de certains résultats du §3

(Notamment le th.2, corollaire 3, et le th.3) ne se borne pas à des redites ou à

une morne routine. - Par contre, j’ai donné des démonstrations essentiellement

completes pour les résultats fondamentaux difficiles (§3, nº5, th.4 et §4, nº3). Je

pense qu’à partir du §3, nº5, tous les raisonnements peuvent être sans difficulté

réconstruits par le lecteur attentif, à l’aide des indications détaillées du texte.

A défaut de démonstrations complètes, j’ai pris le plus grand soin à bien dé-

gager la suite logique des idées et des propositions (qui constituait l’essentiel du

travail de mise au point) et de montrer comment les unes étaient conséquences

naturelles des autres. Aussi je pense que ce texte devrait permettre au lecteur

attentif une domination rapide de la théorie.

Les besoins d’un cadre plus vaste que dans [4] et [5] nous ont obligés de
1
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revoir complètement la terminologie et les notations antérieurs dans la théorie

des produits tensoriels topologiques. Celles que nous avons, fini par adopeter

semblent posséder toutes les propriétés désirables de simplicité, cohérence et sy-

métrie.

Remarquons que nous aurions pu nous dispenser de développer tout le for-

malisme des b-normes (§§1,2,3) pour formuler et démontrer les résultats fon-

damentaux du §4. Mais il me semble que, comme en mainte occasion analogue,

cela aurait économisé encre et papier aux dépens de l’effort intellectuel du lec-

teur. En effet, ce n’est que par ces préliminaires que l’on arrive à donner les

énoncés sous la forme concise et suggestive qui permet de saisir, d’un seul coup,

les relations entre les très nombreuses variantes du théorème fondamental, et

qu’on parvient à une compréhension véritable de la théorie.

Signalons enfin que d’asses nombreux résultats dignes d’intérêt, mais non in-

dispensables pour une bonne compréhension générale, on dû être passés sous

silence. On espère qu’un exposé complet d’au moins une partie de la théorie,

avec des résultats divers en exercices, pourra trouver sa place dans un livre ac-

tuellement en préparation, en collaboration par L. Nachbin et l’auteur, sur la

théorie des espaces localement convexes.

2. Terminologie et notations générales.
Nous supposons une bonne connaissance de la théorie des espaces de Banach,

l’algèbre multilinéaire, l’intégration, et suivons de façon générale la terminolo-

gie de N. Bourbaki (voir notamment [1], [2]).

a. Généralités algébriques. Tous les espaces vectoriels envisagés sont des es-

paces de Banach, sur le corps des réels ou des complexes. Si E, F, G sont des

espaces de Banach, E 1 désigne le dual de E, LpE; Fq l’espace des applications

linéaires continues de E dans F, BpE, F;Gq l’espace des applications bilinéaires

continues de E ˆ F dans G ; si G est le corps des scalaires, on écrit simplement

BpE, Fq. Ces espaces sont munis des normes naturelles qui en font encore des

espaces de Banach. Si A P LpE; Fq, on désigne par tA la transposée de A, c’est

donc un élément de LpF 1;E 1q.

Si A P BpE, Fq, on identifiera aussi A avec l’application linéaire de E dans F 1

(et non de F dans E 11) qu’elle définit : si x P E, A.x P F 1 sera donc défini par

(1) xy,A.xy “ Apx,yq px P E, y P F, A P BpE, Fqq.

On désignera par tA la forme bilinéaire symétrique deA, forme sur FˆE donnée

par

(2) tApy, xq “ Apx,yq px P E, y P F, A P BpE, Fqq.
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Si, conformément à la convention ci-dessus, on regarde alors tA comme une

application linéaire F Ñ E 1, ce n’est autre que la restriction à F de la transpo-

sée de l’application A : E Ñ F 1 (ou encore la transposée tout court, pourvu

qu’on munisse F 1 de la topologie faible), ce qui montre que nos notations sont

raisonnablement cohérentes. Evidemment

(3) tptAq “ A pA P BpE, Fqq.

E b F désigne le produit tensoriel de E et F au sens algébrique général [1],

qui est donc engendré par les éléments du type x b y px P E, y P Fq. Pour tout

espace vectoriel G, les applications bilinéaires u de Eˆ F dans G correspondent

biunivoquement aux applications linéaires v de E b F dans G, à v corpondant

l’application upx,yq “ vpxb vq. En particulier, BpE, Fq est une espace de formes

linéaires sur Eb F, on a

(4) xxb y,Ay “ Apx,yq px P E, y P F, A P BpE, Fqq.

Eb F et E 1 b F 1 sont accouplés, on a

(5) xxb y, x 1 b y 1y “ xx, x 1yxy,y 1y px P E, y P F, x 1 P E 1, y 1 P F 1q.

Cela permet de considérer E b F comme l’espace des formes bilinéaires faible-

ment séparément continues de rang fini sur E 1 ˆ F 1, et E 1 b F 1 comme l’espace

des formes bilinéaires continues de rang fini sur Eˆ F :

(6) Eb F Ă BpE 1, F 1q E 1 b F 1 Ă BpE, Fq.

Avec les conventions faites plus haut, cela donne donc aussi des immersions

(7) Eb F Ă LpE 1; Fq E 1 b F 1 Ă LpE; F 1q.

Eb F est l’espace des applications linéaires faiblement continues de rang fini de

E 1 dans F, E 1 b F 1 l’espace des applications linéaires continues de rang fini de E

dans F 1. Plus généralement on a une immersion canonique

(8) E 1 bG Ă LpE;Gq

le premier membre est l’espace des applications linéaires continues de rang fini

de E dans G.

On a un isomorphisme de symétrie naturel noté u Ñ tu de E b F sur F b E,

donné par

(9) tpxb yq “ yb x px P E, y P Fq.

C’est la transposée de l’application donné par (2) compte tenu de l’accouple-

ment (4) :

(10) xu,Ay “ xtu, tAy pu P Eb F, A P BpE, Fqq.
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De plus, les identifications (6) sont compatibles avec les deux opérations u Ñ tu

et A Ñ tA, en ce sens que la première est induite par la seconde. Il est ab-

solument essentiel pour la suit que ces conventions (où "la droite et la gauche"

sont soigneusement distingués !) soient bien explicitées et respectées.

b. Applications et formes compactes et faiblement compactes. Prolongements
canoniques.

On appelle application linéaire compacte (resp. faiblement compacte) de E

dans F une application linéaire transformant l’image de la boule unité en une

partie relativement compacte (resp. faiblement relativement compacte). Pour

ceci, il faut et il suffit que la transposée tA P LpF 1;E 1q possède la même pro-

priété (en tant qu’application de l’espace de Banach F 1 dans l’espace de Banach

E 1 ; donc ici "faible" dans E 1 doit se référer à σpE 1,E2qq. Une forme bilinéaire

A P BpE, Fq est dite compacte (resp. faiblement compacte) si l’application li-

néaire A : E Ñ F 1 qu’elle définit l’est (même remarque pour le mot "faible que

ci-dessus). Il revient d’ailleurs au même de dire que l’application tA : F Ñ E 1

l’est.

Soit A P BpE, Fq, A s’identifie à un élément de LpE; F 1q, or F 1 est plongé dans

le dual de F2 (c’est l’espace des formes linéaires faiblement continues sur F2, en

entendant par topologie faible sur un bidual F2 la topologie σpF2, F 1qq. Donc

A définit canoniquement un élément de LpE, pF2q 1q, i.e. de BpE, F2q. D’où une

immersion canonique de BpE, Fq dans BpE, F2q. L’élément rA de BpE, F2q qui cor-

respond à une A P BpE, Fq est appelé le prolongement canonique de A à Eˆ F2.
rA est encore caracterisée par le fait d’être une forme continue sur E ˆ F2, fai-

blement continue relativement à F2, qui prolonge A. On définit de même le

prolongement de A à E2 ˆ F. On fera attention qu’en prolongeant A d’abord à

EˆF2, puis la forme obtenue à E2 ˆF2, on obtient en général autre chose qu’en

prolongeant d’abord à E2 ˆ F, puis à E2 ˆ F2. Pour qu’on obtienne la même

chose, il faut et il suffit que A soit faiblement compacte. On peut alors parler

sans ambiguité du prolongement canonique de A à E2 ˆF2. Elle est caractérisée

par le fait d’être un prolongement faiblement séparément continu de A à E2 ˆF2

(et un tel prolongement d’ailleurs n’existe que si A est faiblement compacte).

Exemple. Appliquant la première formule (6) à E 1 et F 1 au lieu de E et F, on

trouve E 1 b F 1 Ă BpE2, F2q. Cette immersion n’est autre que celle qu’on obtient

en composant l’immersion canonique de la deuxième formule (6) avec l’opéra-

tion de prolongement canonique aux biduals (qui a ici un sens, car une forme

bilinéaire continue de rang fini est compacte, et à fortiori faiblement compacte).

Des identifications de cette nature seront monnaie courante dans toute la théo-

rie des produits tensoriels topologiques (bien qu’on se l’explicitera guère dans

ce résumé).
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c. Espaces accessibles, métriquement accessibles.
Un espace de Banach E est dit accessible (resp. métriquement accessible) si

l’application identique de E sur E est limite uniforme sur tout compact d’appli-

cations linéaires continues de rang fini (resp. et de norme ď 1). La deuxième

propriété implique d’ailleurs la première. Une étude détaillés de ces propriétés

se trouve dans [4], Chap. 1, §5 (résumé dans [5], Chap. 1, Appendice 2). Signa-

lons que tous les espaces de Banach classique sont métriquement accessibles. Il

en est en particulier des espaces Lp p1 ď p ď `8q, C0pMq etc., ce dont nous

nous servirons sans autre référence (comme de tour les résultats rappelés dans

l’Introduction).

d. Espaces spéciaux.
C0pMq désigne l’espace des fonctions scalaires continues nulles à l’infini sur

l’espace localement compact M, muni de la norme uniforme. On écrit simple-

ment CpMq si M est compact. Lp “ Lppµq p1 ď p ď `8q est l’espace Lp

classique construit sur la mesure positive quelconque µ sur l’espace localement

compact M [2]. Chaque fois que dans un énoncé ou une formule, interviennent

des espaces notés C, resp. L, resp. H, il s’agira d’un espace du type C0pMq, resp.

L1pµq, resp. d’un espace de Hilbert (espaces que par abréviation on appelle res-

pectivement espaces du type C, espaces du type L, espaces tu type H). Si I est un

ensemble sans topologie spécifiés, on convient de le munir la topologie discrète

et la mesure µ masse `1 en chaque point. On écrit alors c0pIq, lppIq au lieu de

C0pIq, Lppµq. Si I est l’ensemble M des entiers ě 0, on sous-entend M dans les

notations, et écrit simplement c0, lp.
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§1 - LES b-NORMES

1. Normes raisonnables. Les normes z{ et {z. 1

Définition 1. Soient E et F deux espaces de Banach. Une norme α sur Eb F est

dite raisonnable si l’application bilinéaire x,y Ñ xb y de Eˆ F dans Eb F est

de norme ď 1, et si de même x 1,y 1 Ñ x 1 b y 1 est une application bilinéaire de

norme ď 1 de E 1 ˆ F 1 dans le dual de l’espace normé Eb F.

Désignant la norme de ce dual par α 1, ces conditions signifient que αpxbyq ď

αpxqαpyq et α 1px 1 b y 1q ď α 1px 1qα 1py 1q pour x P E, y P F, x 1 P E 1, y 1 P F 1. En

fait, cela implique même les égalités

αpxb yq “ αpxqαpyq; α 1px 1 b y 1q “ α 1px 1qα 1py 1q

E 1bF 1 s’identifie alors à un sous-espace vectoriel du dual de l’espace normé EbF.

La norme α 1 induite sur E 1 b F 1 par ce dual est aussi une norme raisonnable. -

On désigne par E
α
b F le complété de Eb F pour la norme raisonnable α.

Théorème 1.

1. Il existe sur EbF une plus petite norme raisonnable z{ et une plus grande

norme raisonnable {z.

2. Le norme z{ est la norme induite sur Eb F par BpE 1, F 1q :

|u|z{ “ sup
}x 1}ď1
}y 1}ď1

|xu, x 1 b y 1y| px 1 P E 1, y 1 P F 1q.

3. La norme {z est la norme polaire de la boule unité de B(E,F) :

|u|{z “ sup
vPBpE,Fq

}v}ď1

|xu, vy|.

Si A (resp. B) est la boule unité de E (resp. F), {z est aussi la norme jauge de

l’ensemble ΓpAb Bq enveloppe disqués de l’ensemble des xb y px P A, y P Bq,

et est donné par la formule

|u|{z “ inf
ÿ

i

}xi} }yi}

le inf étant étendu à toutes les représentations de u sous la forme d’une somme

finie u “
ř
i xi b yi.

Théorème 2. Quel que soit l’espace de Banach G, on a un isomorphisme mé-

trique LpEpbF;Gq “ BpE, F;Gq.
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(dont on laisse la définition au lecteur). En particulier :

Corollaire 1. Le dual de EpbF est BpE, Fq.

La définition de z{ dans le th.1, 2º implique que EqbF s’identifie à l’adhérence

de E b F dans BpE 1, F 1q. Si la forme bilinéaire u sur E 1 ˆ F 1 appartient à EqbF,
alors elle est compacte et faiblement continue, et la réciproque est vraie si E ou

F est accessible. Donc EqbF s’identifie aussi à un espace d’applications linéaires

compactes de E 1 dans F, continues pour σpE 1,Eq et σpF, F 1q, et on obtient ainsi

toutes les applications de ce type si E ou F est accessible. De façon analogue,

E 1 qbF s’identifie à l’adhérence dans LpE; Fq de l’espace E 1 b F des applications

linéaires continues de rang fini de E dans F, adhérence qui est une espace d’ap-

plications linéaires compactes de E dans F ; et on obtient ainsi toutes les appli-

cations linéaires compactes de E dans F si E 1 ou F est accessible. Enfin E 1 qbF 1

s’identifie à l’adhérence dans BpE, Fq de l’espace E 1 b F 1 des formes bilinéaires

continues de rang fini sur E ˆ F, adhérence qui est un espace de formes bili-

néaires compactes sur E ˆ F ; et on obtient ainsi toutes les formes de ce type si

E 1 ou F 1 est accessible.

Notons enfin que si E ou F est de dimension finie, toutes les normes raison-

nables sur E b F sont équivalences. Si par exemple E est muni d’une base finie,

Eb F est isomorphe à Fn.

2. Définition des b-normes.

Appelons espace normé numérique un espace normé dont l’espace vectoriel

sous-jacent soit un Rn, resp. Cn. L’ensemble de tous les espaces normés numé-

riques est donc défini.

Définition 2. On appelle b-normes une fonction α qui, à tout couple de deux

espaces normés numériques E, F, associe une norme raisonnable (voir Nº1, dé-

finition 1) sur leur produit tensoriel E b F, norme notée u Ñ |u|α, faisant de

E b F un espace normé noté E
α
b F, cette fonction étant assujettie à vérifier la

condition suivante : Soit ui une application linéaire de Ei dans Fi (i “ 1, 2, Ei
et Fi espaces normés numériques), et u1

α
b u2 l’application u1 b u2 considérée

comme application de l’espace normé E1
α
b E2 dans l’espace normé F1

α
b F2 ;

alors on a

}u1
α
b u2} ď }u1} }u2} .

Il s’ensuit que si u1 et u2 sont des isomorphismes sur, il en est de même de

u1
α
b u2. Cela montre qu’on peut définir Eb F si E et F sont deux espaces nor-

més de dimension finie quelconques (pas nécessairement numériques), et que la



RÉSUMÉ DE LA THÉORIE MÉTRIQUE DES PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES 9

condition énoncée dans la définition 2 reste vérifiée pour de tels espaces. No-

tons aussi qu’avec l’identification usuelle de E b F à LpE 1, Fq, comme E 1 peut

être regardé comme un espace normé numérique si E est un espace normé nu-

mérique, la donnée d’une b-norme α revient aussi à la donnée, pour tout couple

pE, Fq de deux espaces normés numériques, d’une norme raisonnable |u|α sur

LpE; Fq “ E 1 b F, la condition de la définition 2 s’exprimant maintenant par

|AuB|α ď }A} }B} |u|α

pour u P LpE; Fq, A P LpF;Gq, B P LpH;Eq (E, F, G, H étant des espaces normés

numériques quelconques).

Exemples. Si pour tout couple E, F de deux espaces normés numériques, on

considère sur E b F la plus petite norme raisonnable z{ (resp. la plus grande

norme raisonnable {z), on obtient une b-norme qu’on désigne encore par z{ (resp.

par {z). La norme |u|z{ sur un espace LpE; Fq n’est évidement autre que la norme

usuelle des opérateurs.

Opérations fondamentales sur les b-normes. Soit α une b-norme. Pour deux

espaces normés numériques E et F, considérons la norme u Ñ |tu|α sur E b F.

On voit aussitôt que la fonction ainsi définie, pour E et F variables est une b-

norme, qu’on note tα et qu’on appelle la b-norme transposée ou symétrique de

α. Elle est donc définie par |u|tα “ |tu|α. α est dite symétrique si α “ tα. - En

second lieu, pour deux espaces normés numériques quelconques, considérons

sur EbF la norme duale de la norme |u|α sur E 1 bF 1. On voit aussitôt que pour

E et F variables, on obtient ainsi une b-norme, qu’on note α 1 et qu’on apelle

b-norme duale de α. Donc par définition la norme |u|α 1 sur E b F est la duale

de la norme |u 1|α sur E 1 b F 1. On vérifie aussitôt les formules

tptαq “ α, pα 1q 1 “ α

et tpα 1q “ tpαq 1. On désigne aussi par qα la valeur commune :

tpα 1q “ ptαq 1 “ qα .

Relation d’ordre. Soient α et β deux b-normes, et λ ě 0. On écrira α ď λβ

si pour tout couple de deux espaces normés numériques E, F, on a |u|α ď λ|u|β

pour u P EbF. Cela implique évidemment λ ě 1. En particulier, la relation α ď

β est une relation d’ordre dans l’ensemble des b-normes. On a les équivalences

suivantes :

α ď λβ équivaut à tα ď λtβ et à β 1 ď λα 1 .

Soit pαiq une famille de b-normes. Pour tout couple pE, Fq de deux espaces

normés numériques, considérons sur E b F la norme |u|α borne supérieure des



10 PAR A. GROTHENDIECK (SÃO PAULO)

normes |u|αi (qui sont toutes majorées par |u|{z). On constate qu’on a ainsi

définie une b-norme α, qui est évidemment la borne supérieure de pαiq dans

l’ensemble ordonné de toutes les b-normes. Comme α Ñ α 1 est un isomor-

phisme de l’ensemble ordonné des b-normes sur le même ensemble muni de

l’ordre inverse, on voit donc que la borne inférieure d’une famille quelconque

de b-normes existe aussi. En d’autres termes, l’ensemble des b-normes est un

ensemble complètement réticulé.

Les propriétés élémentaires des b-normes z{ et {z dans ce contexte sont

résumées dans le

Théorème 3. z{ est la plus petite, {z la plus grande des b-normes. z{ et {z sont

symétriques, et duales l’une de l’autre : pz{q 1 “ {z, p{zq 1 “ z{.

3. Extension des b-normes aux espaces de dimension infinie.

Soit α une b-norme. Soient E et F deux espaces de Banach. Pour tout sous-

espace vectoriel de dimension finie M de E et N de F, MbN est un sous-espace

vectoriel de dimension finie de EbF, qui croit avecM etN, et lesMbN forment

une famille filtrante croissante de sous-espaces vectoriels de dimension finie de

E b F dont la réunion est E b F. Soit u P E b F ; si u P M b N, on désigne

par |u|
M
α
bN

la norme de u dans M
α
b N. Elle décroit quand M et N croissent,

posons

|u|α “ inf
M,N

|u|
M
α
bN

.

On voit aussitôt que la fonction ainsi définie sur EbF est une norme raisonnable

(Nº 1, définition 1). Si en particulier α “ z{ ou α “ {z, la définition de |u|α

donnée dans la formule ci-dessus est compatible avec les notations introduites

au Nº1 (i.e. notre formule redonne bien la plus petit resp. la plus grande des

normes raisonnables sur EbF). On désigne par E
α
b F le complété de EbF pour

la norme |u|α.

Soient Ei, Fi des espaces de Banach (i “ 1, 2), soit ui une application linéaire

continue de Ei dans Fi. Considérons u1 bu2 comme une application linéaire de

l’espace normé E1 bE2 dans l’espace normé F1 bF2, on aura encore }u1 bu2} ď

}u1} }u2}. Donc u1 b u2 se prolonge par continuité en une application linéaire

de norme ď }u1} }u2} de E1
α
b E2 dans F1

α
b F2, notée u1

α
b u2.

On aura encore la formule |u|tα “ |tu|α. D’autre part, si on désigne par }u}α

la norme sur E b F duale de la norme |u 1|α 1 sur E 1 b F 1, on aura }u}α ď |u|α,

mais on ne sait pas si on aura toujours }u}α “ |u|α. Ce sera le cas du moins

s E et F sont métriquement accessibles (voir Introduction, II). Disons que la b-

norme α est accessible si on a }u}α “ |u|α dans E b F chaque fois que E ou F

est de dimension finie. On montre facilement pour toutes les b-normes connues
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qu’elles sont accessibles ; si est accessible, il en est de même de α 1 et tα, donc

aussi de qα “ tpα 1q. Ceci posé, si α est accessible, on aura }u}α “ |u|α dans

E b F pourvu que E ou F soit métriquement accessible. - On dans tous les cas

}u}z{ “ |u|z{, comme on voit aussitôt. 2

4. Formes et applications de type α.
Soit α une b-norme, E et F deux espaces de Banach. Comme on a |u|α ď |u|{z

dans Eb F, on voit que le dual de E
α
b F s’identifie à un sous-espace vectoriel du

dual BpE, Fq de EpbF, avec une norme plus fine.

Définition 3.

1. Une forme bilinéaire u sur E ˆ F est dite de type α, ou une α-forme, si

elle appartient au dual de de E
α 1

b F. L’espace de ces formes sur E ˆ F,

i.e. le dual de E
α 1

b F, est noté BαpE, Fq, la norme sur cet espace est notée

}u}α (α-norme de u).

2. Une application linéaire u de E dans F est dite de type α, ou une α-

application, si la forme bilinéaire xux,y 1y sur E ˆ F 1 qu’elle définit est

de type α. La α-norme de cette dernière est aussi appellée α-norme de

u, et notée }u}α. L’espace des α-applications de E dans F, muni de la

α-norme, est noté LαpE; Fq.

3. Dans le cas α “ {z, on emploie les noms : forme bilinéaire intégrale,

application intégrale, norme intégrale.

On convient de regarder }u}α comme infini si la forme ou l’application li-

néaire u n’est pas de type α. - Si α “ z{, les α-formes (resp. les α-applications)

sont toutes les formes bilinéaires continues (resp. toutes les applications li-

néaires continues), et la α-norme est leur norme usuelle : }u}z{ “ }u}.

Propriétés générales des α-formes. Par sa définition, la boule unité de BαpE, Fq

est compacte pour la topologie faible définie par E
α 1

b F, laquelle topologie

coïncide donc sur cette boule avec la topologie faible définie par E b F, i.e. la

topologie de la convergence simple des formes bilinéaires sur Eˆ F. Donc toute

limite pour la convergence simple de formes bilinéaires de α-norme ď 1, (est

encore de type α et) a une α-norme ď 1.

Soit A une α-forme sur E ˆ F, soit u une application linéaire continue d’un

espace de Banach E1 dans E, v une application linéaire continue d’un espace

de Banach F1 dans F. On notera A ˝ pu b vq la forme bilinéaire sur E1 ˆ F1 :

Apux1, vy1q. Alors cette dernière est encore de type α, et on a

}A ˝ pub vq}α ď }A}α }u} }v} .
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En particulier, si E1 resp. F1 est un sous-espace vectoriel normé de E resp. F,

on voit (en prennant pour u, v les applications d’inclusion) que la restriction à

E1 ˆ F1 d’une forme de type α sur Eˆ F est de type α, et a une α-norme su plus

égale.

Soit A une forme bilinéaire sur E ˆ F, tA la forme transposée sur F ˆ E :

tApy, xq “ Apx,yq. Pour que A soit de type α, il faut et il suffit que tA soit de

type tα, et on a encore

}tA}tα “ }A}α .

Voici enfin un résultat élémentaire, mais moins trivial :

Théorème 4. SoitA une forme bilinéaire continue sur EˆF, rA son prolongement

canonique à E ˆ F2. Pour que A soit de type α, il faut et il suffit que rA le soit,

et on a alors

}A}α “ }rA}α .

Par polarité, ce théorème équivaut au

Corollaire 1. La boule unité de E
α
b F est dense dans la boule unité de E

α
b F2

pour la topologie faible définie par la dualité avec Bα
1

pE, Fq.

Cela implique de plus le

Corollaire 2. Les applications canoniques (produits tensoriels des applications

d’inclusion) E
α
b F Ñ E

α
b F2 et E

α
b F Ñ E2

α
b F2 sont des isomorphismes

métriques.

Le théorème 4 implique aussi que si on considère la norme }u}α induite sur

E 1 b F 1 par BαpE, Fq, c’est aussi la norme introduite avec la même notation à la

fin du Nº 3, i.e. la norme duale de la norme |y|α 1 sur E2 b F2.

Propriétés générales des α-applications. Ce sont les mêmes propriétés que

celles vues pour les formes, mises dans le langage des applications linéaires.

Toute application de E dans F qui est limite pour la convergence simple d’ap-

plications de type α et de α-norme ď 1, est de type α et a une α-norme ď 1. A

fortiori, LαpE; Fq est un espace de Banach pour sa norme }u}α. Si u P LαpE; Fq,

v P LpF;Gq, on a vu P LαpE;Gq, et

}vu}α ď }v} }u}α .

De même, v P LpE; Fq et u P LαpF;Gq implique uv P LαpE;Gq et

}uv}α ď }u}α }v} .

Soit u P LpE; Fq, pour que u soit de type α, il faut et il suffit que tu soit de

type tα, et on a

}tu}tα “ }u}α .
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Appliquant ce même résultat au transposé u 1 et à tα au lieu de u et α, on

trouve : pour que u soit de type α, il faut et il suffit que son bitransposé u2 P

LpE2; F2q le soit, et on a

}u}α “ }u2}α .

Soit u une forme bilinéaire continue sur E ˆ F, pour qu’elle soit de type α,

il faut et il suffit que l’application linéaire de E dans F 1 qui lui correspond le

soit, et les deux α-normes correspondantes sont égales (résulte du théorème 4).

Il s’ensuit que si u P LpE; Fq, pour que u soit de type α, il faut et il suffit que

l’application de E dans F2 qui lui correspond le soit, et alors des deux α-normes

correspondantes sont égales.

Relations entre α-applications et qα-applications. On a le

Théorème 5. Soit u P LαpE; Fq, v P LqαpF;Gq, α étant une b-norme accessible

(voir fin du Nº3) ou les trois espaces de Banach E, F, G étant supposés métri-

quement accessibles. Alors vu est intégrale, et

}vu}{z ď }v}qα }u}α .

On a d’ailleurs une réciproque. Soient en effet E, F deux espaces de Banach,

et u P LpE; Fq. Pour que }u}α ď 1, il faut et il suffit que v P F 1 b E implique

|vu|{z ď |v|qα ou encore que v P F 1 b E implique |uv|{z ď |v|qα. Si alors E (resp. F)

est métriquement accessible, il revient encore au même de dire que v P LqαpF;Eq

implique }vu}{z ď }v}qα (resp. }uv}{z ď }v}qα). (on suppose α accessible, ce qui

pratiquement n’est pas une restriction). Utilisant le théorème du graphe fermé,

on voit que pour que u soit de type α, il suffit déjà que pour toute v P LqαpF;Eq,

uv (resp. vu) soit intégrale.

5. Formes et applications α-nucléaires.
Soit α une b-norme. Soient E et F deux espaces de Banach. Comme dans

EbF, on a }u}α ď |u|α, on a une application linéaires canonique de norme ď 1

de EbF dans BαpE 1, F 1q. Cette application est biunivoque si E ou F est accessible

(et même un isomorphisme métrique si E ou F est métriquement accessible). En

tous cas, l’image de E
α
b F dans BαpE 1, F 1q s’identifie au quotient de E

α
b F

par le noyau de l’application précédente, et il y a lieu de la munir de la norme

quotient, qui sera notée Nαpuq. Pour u P Eb F, on aura donc

}u}α ď Nαpuq ď |u|α .

(En fait, on a dit que les deux membres extrêmes sont déjà égaux si E ou F est

métriquement accessible, donc dans tous les cas importants en pratique). Si E et

F sont des duals, mettons E 1 et F 1, on a aussi une application linéaire canonique

de norme ď 1 de E 1
α
b F 1 dans BαpE, Fq ; on passe de celle-ci à l’application
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définie plus haut, ici E 1
α
b F 1 Ñ BαpE2, F2q, en faisant correspondre à la forme

sur E ˆ F définie par une u P E 1
α
b F 1, (forme qui est compacte comme limite

pour la norme de formes de rang fini), son prolongement canonique à E2 b

F2. L’espace quotient envisagé plus haut peut donc aussi s’identifier ici à un

sous-espace vectoriel de BαpE, Fq ; sa norme Nα sera la norme induite pourvu

que E 1 ou F 1 soit métriquement accessible. On voit de même que le quotient

défini plus haut, peut pour une espace E 1
α
b F s’identifier à un sous-espace de

LαpE; Fq ; sa norme Nα sera la norme induite par LαpE; Fq pourvu que E 1 ou F

soit métriquement accessible.

Définition 4. Soit α une b-norme, E et F deux espaces de Banach.

1. On appelle forme α-nucléaire sur E ˆ F une forme qui appartient à

l’image canonique de E 1
α
b F 1 dans BαpE, Fq. Muni de quotient Nα,

l’espace de ces formes est noté BαpE, Fq.

2. On appelle application α-nucléaire de E dans F une application qui ap-

partient à l’image canonique de E 1
α
b F dans LαpE; Fq. Muni de sa norme

quotient Nα, l’espace de ces applications est noté LαpE; Fq.

3. Dans le cas α “ {z, on emploie les noms : forme nucléaire, application

nucléaire. N{zpuq est appelé norme nucléaire (ou norme-trace) de u.

Les applications nucléaires sont aussi parfois appelés applications de Fred-

holm, ou applications à trace.

Dans une large mesure, les propriétés générales des formes et applications

α-nucléaires sont les mêmes que celles des α-formes et α-applications (qui les

généralisent), parfois sous réserve que certains des espaces considérés soient ac-

cessibles. Toutesfois, le plus souvent la boule unité de BαpE, Fq ne sera pas com-

pacte pour la convergence simple même si α “ z{ ou α “ {z (son adhérence dans

BpE, Fq pour la convergence simple est contenu dans la boule unité de BαpE, Fq

et exactement égale à cette dernière si E ou F est métriquement accessible). P.

ex. les formes z{-nucléaires sont compactes, mais en général il existera sur Eˆ F

des formes bilinéaires continues (donc de type z{|) non compactes.

On a énoncés exactement parallèles À ceux du Nº précédent pour la com-

position de formes ou applications α-nucléaires avec des applications linéaires

continues, et sur les prolongements canoniques de formes ou applications α-

nucléaires. De plus, il résulte aussitôt des définitions que la forme u sur E ˆ F

est α-nucléaire si et seulement si l’application linéaire de E dans F 1 qu’elle défi-

nit l’est, et les normes Nα correspondantes sont les mêmes. - Soit maintenant u

une application α-nucléaire de E dans F, alors vérifie aussitôt que sa transposée
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tu est tα-nucléaire, et que

Ntα
`
tu

˘
ď Nαpuq .

Réciproquement, dire que tu est Tα-nucléaire, signifie que la forme bilinéaire

xux,y 1y sur E ˆ F 1 est α-nucléaire, ou encore que u est α-nucléaire en tant

qu’application das F2. Cela entraine que u est α-nucléaire (en tant qu’applica-

tion dans F) et qu’en fait l’inégalité donnée plus haut est une égalité, i]pourvu

qu’on suppose E 1 ou F2 accessible (ou qu’il existe une projection de norme 1 de

F2 sur F). Cela résulte de l’énoncé un peu plus général : Soit u P LαpF 1,Eq, conti-

nue pour σpF 1, Fq et σpE,E 1q, alors u provient d’un élément de norme Nαpuq du

quotient de F
α
b E par l’application canonique de cet espace dans LαpF 1,Eq,

pourvu que E ou F2 soir accessible. Cette dernière condition est peut-être in-

utile. 3

6. Comparaison des b-normes.
Soient α et β deux b-normes, et λ ě 0, tels que α ď λβ. Si E et F sont deux es-

paces de Banach, on a alors |u|α ď λ|u|α pour tout u P EbF, en d’autres termes

l’application identique de E b F se prolonge par continuité en une application

linéaire de norme ď λ de E
β
b F dans E

α
b F. Si d’ailleurs E ou F est accessible, ou

sait à priori que cette application est biunivoque (car tous les produits tensoriels

complétés E
γ
b F se plongent dans le même espace EqbF), on pourra alors écrire

E
β
b F Ă E

α
b F. - Appliquant ceci au couple β 1, α 1 qui satisfait à β 1 ď λα 1, et

transposant, on trouve de même que pour toute forme bilinéaire u sur E ˆ F,

on a }u}α ď λ}u}β, en particulier BβpE, Fq Ă BαpE, Fq. Le résultat analogue

s’ensuit aussitôt pour les applications de E dans F de type α resp. de type β,

en particulier LβpE, Fq Ă LαpE, Fq. On trouve de même BβpE, Fq Ă BαpE, Fq et

LβpE.Fq Ă LαpE; Fq, avec des inégalités analogues Nαpuq ď λNβpuq.

Si maintenant on a à la fois deux inégalités α ď λβ et β ď µα, on voit

que pour tout couple de deux espaces de Banach E, F, on aura un isomor-

phisme vectoriel-topologique E
α
b F “ E

β
b F, et des identités, respectant les

topologies, BαpE, Fq “ BβpE, Fq, LαpE; Fq “ LβpE; Fq, BαpE, Fq “ BβpE, Fq,

LαpE; Fq “ LβpE; Fq.

Il est alors naturel de dire que une b-norme α est dominée par une autre β,

s’il existe un λ ě 0 tel que α ď λβ, et de dire que α et β sont équivalentes si

chacune est dominée par l’autre. Il n’est d’ailleurs pas difficile de construire un

espace de Banach E (réflexif, séparable, métriquement accessible, isomorphe à

son dual) tel que pour deux b-normes quelconques α et β, E
β
b E Ă E

α
b E

implique que α est dominée par β (donc E
α
b E “ E

β
b E implique que α et



16 PAR A. GROTHENDIECK (SÃO PAULO)

β son équivalentes). Notons que les résultats essentiels de ce travail (§§ 3 et

4) peuvent s’exprimer précisément par des inégalités du type α ď λβ entre b-

normes particulières.

Relations entre b-normes réelles et complexes. Dans la théorie des b-normes

développés dans ce travail, il faut bien faire attention que le corps de scalaires

R ou C est fixé une fois pour toutes. Il faut donc distinguer entre l’ensemble

Cr des "b-normes réelles" et l’ensemble Cc des "b-normes complexes". Les re-

lations entre les deux ne semblent pas si simples qu’on pourrait s’y attendre.

Ainsi on remarquera que la norme intégrale d’une application linéaire d’un es-

pace de Banach complexe E dans un autre F est plus petite (et parfois strictement

plus petite) dans la "théorie complexe" que dans la "théorie réelle" (quand on

regarde u comme une application linéaire réelle entre les espaces de Banach

réels E0, F0 sous-jacents à E, F). (Il suffit à titre d’exemple de prendre l’applica-

tion identique du corps des complexes C sur lui-même). De positif, nous dirons

simplement ceci (que est tout à fait satisfaisant quand on s’intéresse à l’aspect

vectoriel-topologique plûtôt que métrique de la théorie). Soit Tr (resp. Tc) l’en-

semble des classes de b-normes réelles (resp. complexes) modulo l’équivalence

définie dans ce Nº. Alors il y a une correspondance biunivoque canonique entre

Tr et Tc définie ainsi. Supposons que α P Tr et β P Tc se correspondent. Alors

une application linéaire u d’un espace de Banach complexe E dans un autre F

est de type β, si et seulement si elle est de type α (en tant qu’application linéaire

réelle entre les espaces de Banach réels sous-jacents) ; et une application linéaire

u d’un espace de Banach réel E dans un autre F est de type α si et seulement si

l’application linéaire complexe du complexifié EC de E dans le complexifié FC

de F qui prolonge u, est de type β. - Bien entendu, cette identification entre Tr et

Tc est compatible avec les relations d’ordre, et avec les opérations usuelles sur

classes de b-normes, telles α Ñ tα,α 1, qα (ainsi d’ailleurs qu’avec les opérations

moins triviales étudiées au §2).

§2 - LES b-NORMES LIÉES AUX ESPACES C ET L.

1. Compléments sur z{ et {z.

Détermination des formes bilinéaires et applications linéaires intégrales. Soi-

ent E et F deux espaces de Banach. Par définition, les formes bilinéaires inté-

grales, de norme intégrale ď 1, sur E ˆ F, forment la boule unité du dual de

EqbF. Il résulte alors du théorème des bipolaires que ce sont aussi les formes qui

sont limites, pour la convergence simple, de combinaisons linéaires convexes de

formes "décomposées" x 1 by 1, avec x 1 P E 1 et y 1 P F 1 de norme ď 1. Par raison

de compacité, il s’ensuit que ce sont aussi les formes qui peuvent s’écrire sous
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forme d’une intégrale faible

u “

ż
x 1ptq b y 1ptqdµptq

où µ est une mesure positive de norme 1 sur un espace compact K (on peut

prendre pour K le produit des boules unités de E 1 et F 1, munies des topologies

faibles), t Ñ x 1ptq une application scalairement mesurable de K dans la boule

unité de E 1, t Ñ y 1ptq une application analogue de K dans F 1. La formule inté-

grale écrite plus haut signifie simplement qu’on a

upx,yq “

ż
xx, x 1ptqyxy,y 1ptqydµptq

pour tout x P E, y P F. On en conclut enfin facilement la réduction suivante à

un type canonique bien concret de formes bilinéaires :

Théorème 1. Soit u une forme bilinéaire sur EˆF. Pour que }u}{z ď 1, il faut et

il suffit que l’on puisse trouver un espace compact Kmuni d’une mesure positive

µ de norme 1, et des applications linéaires de norme ď 1 α (resp. β) de E (resp.

F) dans L8pµq, telles que l’on ait

upx,yq “ xαx,βyy px P E, y P Fq.

(Bien entendu, on pose xf,gy “
ş
fg dµ pour f,g P L8pµq. En interprétant en

termes d’applications linéaire, il vient :

Corollaire 1. Pour qu’une application linéaire u de E dans F soit de norme

intégrale ď 1, il faut et il suffit qu’elle se factorise en

E
α
−Ñ L8 β

−Ñ L1 γ
−Ñ F2

où α et γ sont de norme ď 1, et β l’application identique d’un espace L8pµq

dans L1pµq, pour une mesure positive µ de norme 1 convenable sur un espace

compact K.

Signalons un cas intéressant :

Corollaire 2. Soit µ une mesure positive sur un espace localement compact M,

u une application linéaire continue d’un espace de Banach E dans L1pµq. Pour

que u soit intégrale, il faut et il suffit que l’image par u de la boule unité de E

soit latticiellement bornée, et alors on a

}u}{z “ } sup
}x}ď1

|ux| }{z

(où pour f P L1, |f| désigne la (classe de la) fonction t Ñ |fptq|). (Voir [5],

Chap. 1, Nº 9 pour des variantes).
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Propriétés spéciales essentielles des applications intégrales. Elles son résumées

dans le

Théorème 2. Soient E, F, G trois espaces de Banach, u une application linéaire

de E dans F, v une application linéaire de F dans G. Si U est intégrale et v

faiblement compacte (resp. u faiblement compacte et v intégrale) alors vu est

nucléaire (§1, Nº 5, définition 4) et on a

N{zpvuq ď }v} }u}{z presp. N{zpvuq ď }v}{z}u}q

Corollaire. Si E ou F est réflexif, alors les applications intégrales, ou nucléaires,

de E dans F sont les mêmes, avec identité entre norme intégrale et norme nu-

cléaire.

Détermination de certains produits tensoriels topologiques. Voici les deux

cas les plus importants où un produit tensoriel topologique peut s’interpréter

de façon simple :

Théorème 3. Soit E un espace de Banach, M un espace localement compact

muni d’une mesure positive µ. Alors on a des isomorphismes métriques cano-

niques :

L1pµq b E “ L1
Epµq; C0pMqqbE “ C0pM,Eq.

L1
Epµq désigne l’espace des (classes de) fonctions intégrables pour µ à valeurs

dans E [2], et C0pM,Eq l’espace des fonctions sur M continues nulles à l’infini

à valeurs dans E, muni de la norme uniforme.

On se reportera à [4] et [5] pour des cas particuliers divers et certaines appli-

cations de ce théorème, (en particulier quand on fait M = ensemble discret des

entiers avec la masse `1 en chaque point, L1 et C0 devenant alors l1 et c0). De

nombreuses autres déterminations de produits tensoriels topologiques, dans le

cadre des espaces localement convexes généraux, sont donnés dans [4], Chap. 2,

nº 5 et [5], Chap. 2, passim. Signalons seulement encore que l1 b E s’interprête

comme l’espace des suites sommables (unconditionnally convergent) dans E, et

que si EpmqpKq désigne l’espace des fonctionsm fois continûment différentiables

sur le cube compact K dans Rn, avec sa topologie usuelle (qui est normable),

on a E
pmqpKqqbE “ E

pmqpK,Eq (espace des applications m fois continûment

différentiables de K dans E).

2. Propriétés vectorielles-topologiques fondamentales des espaces C et L.

On appelle espace C ou du type C (resp. espace L, ou du type L) un espace

de Banach métriquement isomorphe à un espace C0pMq constuit sur un espace
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localement compact convenable (resp. à un espace L1pµq construit sur une me-

sure positive convenable). Il est classique (Kakutani) que le dual d’un espace L

(i.e. un espace L8) est un espace C , et que le dual d’un espace C (i.e. l’espace

des mesures bornées sur un espace localement compact M) est un espace L .

L’importance à priori de ces espaces en théorie des opérations linéaires tient à

leurs propriétés vectorielles-topologiques très spéciales, (et qui les caractérisent

dans une large mesure 4) aperçus pour la première fois dans un cas particulier

important par L. Nachbin [9]. Ces propriétés découlent de façon naturelle de

la théorie des produits tensoriels z{ et {z, grâce au théorème suivant, dont la pre-

mière partie est une conséquence triviale de la première partie du théorème 3,

et la seconde s’en déduit facilement par dualité (en se ramenant d’abord au cas

où est de dimension finie) :

Théorème 4. Soit E un espace de Banach, F un sous-espace vectoriel fermé. 1.

Soit L un espace du type L. Alors l’application canonique LpbF Ñ LpbE est un

isomorphisme métrique du premier espace dans le second. 2. Soit C un espace

du type C. Alors l’application canonique CqbE Ñ CqbE{F est un homomor-

phisme métrique du premier espace sur le second.

(Bien entendu, les applications canoniques en question sont resp. le produit

tensoriel des applications canoniques L Ñ L et E Ñ E, et des applications

canoniques C Ñ C et E Ñ E{F). Transformant par transposition, le premier

énoncé équivaut à :

Corollaire 1. Toute forme bilinéaire continue sur LˆE se prolonge en une forme

bilinéaire de norme égale sur Lˆ E.

Interprétant en langage d’applications linéaires, on trouve

Corollaire 2. Toute application linéaire continue de F dans un espace L8 se

prolonge en une application linéaire de même norme de E dans L8. Toute ap-

plication linéaire continue de F dans un espace C du type C se prolonge en une

application linéaire de même nrome de E dans C2.

On notera qu’on ne peut remplacer C2 par C dans ce dernier énoncé : faisant

en effet E “ C2, F “ C, il faudrait en effet que l’on puisse trouver une projection

de norme 1 de C2 sur C, or on peut montrer p.ex. que si C est un espace du

type C séparable, il n’est pas facteur direct dans son bidual.

Par transposition, le corollaire 2 s’énonce aussi ainsi :

Corollaire 3. Soit L un espace du type L. Toute application linéaire continue de

L dans un quotient E{F se relève en une application de même norme de L dans

E2.



20 PAR A. GROTHENDIECK (SÃO PAULO)

(Pour donner une sens à cet énoncé, on regarde l’application donnée com-

me une application de L dans le bidual de E{F, lequel s’identifie à un espace

quotient du bidual E2 de E). Bien entendu, si E est un dual, et F un sous-espace

vectoriel faiblement fermé, on peut trouver un relèvement de même norme à

valeurs dans E lui-même. Mais on voit encore comme plus haut qu’il n’en est

plus ainsi dans le cas général : l’espace L étant donné, pour que toute application

linéaire continue de L dans un quotient E{F se relève en une application linéaire

continue de L dans E, il faut et il suffit que L soit isomorphe à un espace l1pIq

construit sur un ensemble d’indices I convenable.

Appliquant le théorème 4, 2º au couple pF0,E 1q au lieu de pF,Eq, on trouve la

variante suivante du corollaire 2 :

Corollaire 4. Toute application linéaire compacte de F dans C se prolonge en

une application linéaire compacte de E dans C de norme arbitrairement voisine.

Appliquant le théorème 4, 2º au cas où C est le dual d’un espace du type L,

on trouve la variante suivante du corollaire 3 :

Corollaire 5. Toute application linéaire compacte de L dans un quotient E{F se

relève une application linéaire compacte de L dans E, de norme arbitrairement

voisine.

En vertu de l’interprétation des produits tensoriels CqbE donné dans th.3, 2º,

la deuxième partie du th.4 s’énonce aussi ainsi :

Corollaire 6. Toute application continue nulle à l’infini de l’espace localement

compact M dans un quotient E{F se relève en une application de M dans E de

même nature, de norme arbitrairement voisine.

Signalons encore le fait bien connu : Tout espace de Banach est isomorphe à

un sous-espace d’un espace du type C (p.ex. l’espace des fonctions continues sur

la boule unité de son dual, munie de sa topologie faible), et à un espace quotient

d’un espace du type L (p.ex. l’espace l1pIq construit sur une famille d’éléments

de la boule unité de E dense dans cette boule). Toutes ces propriétés sont à la

base de l’utilisation intensive des espaces C et L dans la suite de la théorie, et des

propriétés plus profondes de ces mêmes espaces que nous exposerons au §4.

Remarque. Toutes les propriétés vectorielles-topologiques qu’on vient de voir

pour les espaces C resp. L sont manifestement encore vraies pour tout espace

facteur direct dans un espace du type envisagé (à condition de faire abstraction

du caractère métrique des énoncés). On on peut montrer que l’espace E
pmqpKq

envisagé à la fin du Nº 1 est isomorphe à un facteur direct d’un espace C (il est

isomorphe du point de vue vectoriel-topologique à un espace C lui même). Il

en résulte p.ex. que le résultat de relèvement analogue au corollaire 6 ci-dessus
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est valable pour les fonctions vectorielles m fois continûment différentiables

sur le cube K (d’où aussitôt le résultat analogue pour des fonctions vectorielles

définies sur un ouvert quelconque de Rn).

3. b-normes injectives, projectives.

Proposition 1. Soit α une b-norme. Les conditions suivantes sur α sont équi-

valentes :

a. Quels que soient les espaces de Banach E, G de dimension finie, et les

sous-espaces F de E, l’application canonique

F
α
b G Ñ E

α
b G

est un isomorphisme métrique dans.

b. Quels que soient E, F, G comme ci-dessus, l’application canonique

E
α 1

b G Ñ E{f
α 1

b G

est une homomorphisme métrique sur.

c. Toute α 1-forme sur FˆG se prolonge en une α 1-forme sur EˆG ayant

même α 1-norme.

d. Pour toute α-forme sur EˆG qui s’annule sur FˆG, la forme sur E{FˆG

qui s’en déduit par passage au quotient a même α-norme.

De plus, si ces conditions sont vérifiées, elles le sont encore si les espaces E, F,

G ne sont plus supposés de dimension finie.

Définition 1. On dit que α est injective à gauche (resp. à droite) si les conditions

équivalentes précédentes sont vérifiés pour α (resp. pour la b-norme transposée
tα). On dit que α est injective si α est à la fois injective à gauche et à droite.

Enfin α est dite projective à gauche (resp. projective à droite, resp. projective)

si sa duale α 1 est injective à gauche (resp. injective à droite, resp. injective).

Interprétant la condition d. en termes d’applications linéaires, on voit que α

est injective à gauche, si pour toute α-application d’un espace E dans un espace

G, qui s’annule sur un sous-espace fermé F, l’application de E{F dans G obtenue

par passage au quotient est encore de type α et a même α-norme. (Il revient au

même de dire que la α-norme de u ne dépend que de l’image par u de la boule

unité de E). Et que α est injective à droite si pour toute application linéaire u

d’un espace G dans un sous-espace fermé F d’un espace E, telle que l’application

ũ de G dans E qu’elle définit soit de type α, u est elle-même de type α et a même

α-norme que ũ. Sous réserve que certains des espaces qui interviennent dans ces
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énoncés soient accessibles, on peut d’ailleurs y remplacer "applications de type

α" par "applications α-nucléaires".

De même, α est projective à gauche, si toute application d’un sous-espace

F d’un espace E dans un espace G, peut se prolonger en une α-application de

même α-norme de E dans G2 (donc même dans G s’il existe une projection

de norme 1 de G2 sur G). Et α est projective à droite si toute α-application

d’un espace G dans un quotient E{F peut se relever en une α-application de

même α-norme de G dans E2. Les énoncés analogues avec "applications α-

nucléaires" au lieu de "α-applications" sont encore valables, à cela près qu’au

lieu de l’égalité des normes α-nucléaires, on peut seulement exiger que la norme

Nα du prolongement ou du relèvement cherché soit arbitrairement voisine de la

norme Nα de l’application donnée (en revanche, inutile de passer aux biduals).

Enfin, si α est injective (resp. projective) alors le produit tensoriel de deux

isomorphisme métriques dans (resp. de deux homomorphismes métriques sur)

est une application du même type pour les produits tensoriels complétés relatifs

à α.

Bien entendu d’après ce qui précède, z{ n’est projective ni à gauche no à droite,

donc {z n’est injective ni à gauche ni à droite. En revanche :

Théorème 5. z{ est injective, donc {z est projective.

L’assertion relative à z{ est en effet triviale. - On trouve donc d’intéressantes

propriétés de prolongement et relèvement pour les formes ou applications in-

tégrales (ou nucléaires), que le lecteur pourra expliciter. Notons d’ailleurs qu’il

n’existe malheureusement par de b-norme à la fois injective et projective.

Remarque. Soient E, G deux espaces de Banach, F un sous-espace vectoriel

fermé de E, α une b-norme. En général, l’application canonique F
α
b G Ñ E

α
b

G n’est pas un isomorphisme vectoriel topologique, l’application E
α
b G Ñ

E{F
α
b G n’est pas un homomorphisme sur, une α-forme sur E ˆ G nulle sur

FˆG peut donner par passage au quotient une forme sur E{FˆG qui n’est plus

de type α, enfin une α-forme sur F ˆ G peut ne pas admettre de prolongement

en une α-forme sur E ˆ G. (Ces deux derniers énoncés peuvent aussi s’inter-

préter en termes d’applications linéaires). On vient d’envisager des hypothèses

sur α pour que certains de ces énoncés deviennent positifs, quel que soient E,

F, G. Au Nº précédent on avait envisagé des conditions sur G (être du type C

resp. L) pour que certains de ces énoncés deviennent positifs quel que soit le

couple (F Ă E), α étant suivant les cas z{ ou {z ; on peut d’ailleurs voir que ces

conditions sont dans une large mesure nécessaires. Enfin, on peut aussi donner

des conditions sur le couple (F Ă E) pour que tous ces énoncés (α et G arbi-

traires) deviennent positifs : il suffit que F soit facteur direct dans E, ou aussi (ce
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qui est moins fort) que F2 soit facteurs direct dans E2 5. Ici encore, d’ailleurs, la

condition énoncé est aussi nécessaire. On peut construire un espace G simple (le

même que celui envisagé dans le §1, Nº6), tel que, si le couple d’un espace de

Banach E et d’un sous-espace F satisfait à l’une des propriétés : FpbG Ñ EpbG est

un isomorphisme vectoriel topologique, FqbF Ñ E{FqbG est un homomorphisme

vectoriel-topologique, ou l’une des deux variantes de ces propriétés, - alors F2

est facteur direct dans E2.

4. Formation de nouvelles b-normes.

Il est immédiat que la borne supérieure d’une famille quelconque de b-nor-

mes injectives à gauche (resp. à droite) est encore injective à gauche (resp. à

droite). En particulier, si α est une b-norme quelconque, il existe un plus grande

b-norme injective à gauche (resp. à droite) majorée par α. De même, par dua-

lité, il existe une plus petite b-norme projective à gauche (respectivement, à

droite) minorée par α.

Définition 2. Les b-normes précédentes sont notées respectivement {α, αz, α,

αz. (lire : pré-α gauche, pré-α droit, pro-α gauche, pro-α droit).

Le trait altérateur de α est incliné vers le bas (en partant de α) s’il indique

b-norme plus petite que α (injective à gauche ou à droite suivant que le trait

est placé à gauche ou à droite), et au contraire incliné vers le haut s’il indique

une b-norme plus grande que α. Les noms donnés se justifient d’eux-mêmes

par ce qui va suivre ("pro" signifie "prolongement"). L’une quelconque des 4

opérations sur b-normes qu’on vient d’introduire suffit d’ailleurs à déterminer

(au moyen des opérations α Ñ tα et α Ñ α 1) toutes les autres, au moyen des

formules suivantes (triviales à partir des définitions, et des propriétés de α Ñ tα

et α Ñ α 1 en relation avec la structure d’ordre) :

tp{αq “ ptαqz, tpαzq “ {ptαq, tpzαq “ ptαq{,
tpα{q “ zptαq, p{αq 1 “ zpα 1q, pαzq 1 “ pα 1q{,

pzαq 1 “ {pα 1q, pα{q 1 “ pα 1qz.

On vérifie (grâce à ce qui va suivre) que p{αqz “ {pαzq “ plus grande b-

norme injective majorée par α, on la note simplement par {αz et on la nomme

pré-α. De même pzαq{ “ zpα{q “ plus petite b-norme projective minorée par

α, on la note simplement par zα{, et on la nomme pro-α.

Pour que α soit injective à gauche (resp. . . . ) il faut et il suffit que α “ {α

(resp. . . . ).
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Théorème 6. Soient E un espace de Banach, C un espace du type C, L un espace

du type L, α une b-norme. On a des isomorphismes métriques :

C
{α
b E “ C

α
b E, L

zα
b E “ L

α
b E.

On en conclut aussitôt les formules analogues

E
αz
b C “ E

α
b C, C1

{αz
b C2 “ C1

α
b C2,

E
α{
b L “ E

α
b L, L1

zα{
b L2 “ L1

α
b L2

(où les Ci sont du type C, les Li du type L). En passant aux espaces duals des

produits tensoriels envisagés, on obtient les énoncés équivalents :

Corollaire 1. Pour tout forme bilinéaire u sur Cˆ E, on }u}zα “ }u}α.

De même, pour une forme u sur C1 ˆ C2, on a }u}zα{ “ }u}α. En termes

d’applications linéaires : Soit u une application linéaire L Ñ E (resp. E Ñ C,

resp. C Ñ L) alors }u}zα “ }u}α (resp. }u}α{ “ }u}α, resp. }u}zα{ “ }u}α).

Corollaire 2. Pour toute forme bilinéaire u sur Lˆ E, on a }u}{α “ }u}.

De même, pour une forme u sur L1 ˆ L2, on a }u}{αz “ }u}α. En termes

d’applications linéaires : Soit u une application linéaire L Ñ E (resp. E Ñ C,

resp. L Ñ C) alors on a }u}{α “ }u}α (resp. }u}αz “ }u}α, resp. }u}{αz “

}u}α).

Se rappelant que tout espace de Banach E est isomorphe à un sous-espace

d’un espace C, ou à un espace quotient d’un espace L (Nº 3), et utilisant le

fait que {α est injective à gauche, zα projective à gauche, le théorème 6 permet

le calcul explicite des produits tensoriels E b F pour deux espaces de Banach

quelconques, pour l’une quelque des b-normes {alpha, αz, {αz, zα, α{, zα{,

au moyen de produits tensoriels au sens de α :

Corollaire 3. E étant plongé dans l’espace C du type C, la norme |u|{α dans

E b F est celle induite par C
α
b E, donc E

{α
b F s’identifie à l’adhérence de E b F

dans C
α
b F.

On calcule de façon analogue E
αz
b F et E

{αz
b F.

Corollaire 4. E étant identifié à un quotient de l’espace L du type L, la norme

|u|zα dans EbF s’identifie à la norme |u|α de LbF par le noyau de l’homomor-

phisme LbF Ñ EbF, lequel se prolonge donc en un homomorphisme métrique

de L
α
b F sur E

zα
b F.
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On calcule de façon analogue E
α{
b F et E

zα{
b F.

Ces énoncés permettent alors de déterminer les duals des produits tensoriels

E
{α
b F etc., i. e. les formes bilinéaires de type zβ etc. (où β “ α 1). On trouve

aussitôt les deux théorèmes suivants.

Théorème 7. Soient E, F deux espaces de Banach, ϕ0 un homomorphisme mé-

trique d’un espace L0 du type L sur E, α une b-norme. Pour toute forme bili-

néaire u sur Eˆ F, les conditions suivantes sont équivalentes :

a. u est de type {α, et }u}{α ď 1.

b. La forme u ˝ pϕ0 b 1q sur L0 ˆ E définie par u est de type α et a une

α-norme ď 1.

c. On peut trouver un homomorphisme métriqueϕ d’un espace de Banach

E1 sur E de telle façon que la forme u ˝ pϕb 1q sur E1 ˆ F définie par u

soit de type α, et de α-norme ď 1.

d. Pour toute application linéaire continue ϕ d’un espace L (du type L)

dans E, la forme composés v “ u ˝ pϕb 1q est de type α, et de α-norme

ď 1.

En langage d’applications linéaires : L’application linéaire u de E dans F est de

{α-norme ď 1 (resp. de αz-norme ď 1) si on peut trouver un homomorphisme

métrique ϕ d’un espace E1 sur E tel que uϕ soit de α-norme ď 1 (resp. si on

peut trouver un isomorphisme métrique ϕ de F dans un espace F1 tel que ϕu

soit de α-norme ď 1). Dans cet énoncé, on peut supposer E1 du type L, F1 du

type C. Caractérisation correspondante pour les {αz-applications.

Une interprétation plus maniable de ces applications est donné par le

Corollaire 1. Soit u une application linéaire continue de E dans F. Pour que

}u}{α ď 1 (resp. }u}αz ď 1) il faut et il suffit que pour toute application linéaire

continue v d’un espace L du type L dans E (resp. de F dans un espace C du type

C) uv (resp. vu) soit de type α et de α-norme ď }v}.

Corollaire 2. Pour que }u}{αz ď 1, il faut et il suffit que pour toute application

linéaire continue v d’un espace L du type L dans E, et toute application linéaire

continue w de F dans un espace C du type C, wuv soit de type α, et de α-norme

ď }w} }v}.

Théorème 8. Soient E, F deux espaces de Banach, on suppose E immergé dans

un espace C0 du type C par un isomorphisme métrique ϕ0, soit α une b-norme.

Pour toute forme bilinéaire u sur E ˆ F, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
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a. u est de type zα, et }u}zα ď 1.

b. u se prolonge en une α-forme v sur C0 ˆ F, de α-norme ď 1.

c. Quel que soit l’isomorphisme métrique de ϕ de E dans un espace E1, u

se prolonge en une α-forme v sur E1 ˆ F, de α-norme ď 1.

d. On peut factoriser u en u “ v˝pϕb1q, où ϕ est une application linéaire

de norme ď 1 convenable, dans un espace C du type C convenable, et v

une forme sur Cˆ F de α-norme ď 1.

Interprétons une partie de cet énoncé en langage d’applications linéaires :

L’application linéaire u de E dans F et de zα-norme ď 1 (resp. de α{-norme

ď 1) si quel que soit l’immersion métrique de E dans un espace E1, on peut

prolonger u en une application de E1 dans F2 de α-norme ď 1 (resp. si quelle

que soit la façon réaliser F comme un quotient métrique d’un espace F1, u peut

se relever en une application linéaire de E dans F2
1 de α-norme ď 1). En fin,

}u}zα{ ď 1 signifie que quel que soit l’immersion métrique de E dans E1 et la

réalisation de F comme un quotient métrique d’un espace F1, u provient d’une

application linéaire v de E1 dans F2
1 , de α-norme ď 1. A cause de ces propriétés,

on pourra dire aussi que les applications de type zα (resp. de type α{, resp. de

type zα{) sont les applications qui ont la propriété de α-prolongement (resp.

de α-relèvement, resp. de α-prolongement-relèvement). Une interprétation plus

maniable des applications précédentes au moyen de factorisations typiques est

donnée dans le

Corollaire 1. Soit u une application linéaire continue de E dans F. Pour que

}u}zα ď 1 (resp. }u}α{ ď 1) il faut et il suffit que u se factorise en

E
ϕ
−Ñ C

v
−Ñ F2 presp. E

v
−Ñ L

ϕ
−Ñ F2q

avec }ϕ} ď 1, }u}α ď 1

Corollaire 2. Pour que }u}zα{ ď 1, il faut et il suffit que u se factorise en

E
ϕ
−Ñ C

v
−Ñ L

ψ
−Ñ F2

avec }ϕ} ď 1, }ψ} ď 1, }v}α ď 1.

On notera d’ailleurs que pour que u soit de type zα{, il ne suffit pas qu’elle

satisfasse simultanément aux deux conditions du corollaire 1. Par exemple, fai-

sant α “ z{, une application linéaire continue quelconque de L dans C satisfait

aux deux conditions du corollaire 2, mais nous verrons qu’elle n’est de type

zz{{que si elle est intégrale, ce qui n’est pas le cas en général.

Pour finir ces généralités, signalons la conséquence immédiate suivante des

critères qui précèdent (p. ex. sous forme des corollaires 3 et 4 du théorème
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6) : Soient α et β deux b-normes telles que α ď λβ (où λ est un scalaire

donné), alors on a aussi {α ď λ{β, αz ď λβz, zα ď λzβ, α{ ď λβ{ (donc

aussi {αz ď λ{βz et zα{ ď λzβ{).

5. Compléments sur {{z, {zz, {{zz, zz{, z{{, zz{{.

Appliquant les opérations précédentes α Ñ {α etc aux b-normes z{ et {z,

mais en tenant compte du théorème 5, on trouve exactement les 6 nouvelles

b-normes indiquées dans le titre du présent Nº. On posera pour abréger

(1) zz{ “ C, z{{ “ L pdonc tC “ L, tL “ Cq.

En vertu du théorème 8 corollaire 1, les applications linéaires de E dans F

telles que }u}C ď 1 sont exactement celles qui se factorisent en

E
ϕ
−Ñ C

v
−Ñ F2

avec }ϕ} ď 1, }v} ď 1, l’espace C du milieu étant du type C ; ou encore celles qui

ont la propriété suivante : quel que soit le sur-espace normé complét E1 de E, u

se prolonge en une application linéaire de norme ď 1 de E1 das F2. On dit aussi

que les applications de type C ont la propriété de prolongement (comparer avec

la terminologie introduite après théorème 8 ; ici α “ z{). On laisse au lecteur la

caractérisation des applications linéaires telles que }u}L ď 1 ; on dit aussi que

les applications de type L ont la propriété de relèvément. Enfin, les applications

de type zz{{ sont celles qui ont la propriété de prolongement-relèvement (ce qui

est plus fort que la conjonction des deux propriétés de prolongement et de relè-

vement, cf. Nº 4, avant-dernier alinéa).

Les b-normes duales de C et L sont respectivament

(2) C 1 “ {{z et L 1 “ {zz pdonc tC 1 “ L 1, tL 1 “ C 1q.

La duale de zz{{ est {{zz. Conformément à la terminologie générale, les C 1-applica-

tions (resp. les L 1-applications, resp. les {{zz-applications) sont appelées applica-

tions préintégrales gauches (resp. applications préintégrales droites, resp. appli-

cations préintégrales), les normes correspondantes sont appelées normes préin-

tégrales gauche (resp. . . . ). En vertu du théorème 7, une application linéaire u de

E dans F a une norme préintégrale gauche }u}C 1 ď 1 si et seulement si E est un

quotient métrique d’un espace E1 (qu’on peut alors supposer du type L) tel que

l’application de E1 dans F définie par u soit de norme intégrale ď 1. Énonces

analogues pour les applications préintégrales droites, et pour les applications

préintégrales.

Proposition 2. Soit u une application linéaire de norme préintégrale gauche

(resp. droite) ď 1, d’un espace de Banach E dans un autre F. Alors u peut se
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factoriser en

E
v
−Ñ L2pµq

i
−Ñ L1pµq

w
−Ñ F2

(resp. en E
v
−Ñ L8pµq

i
−Ñ L2pµq

w
−Ñ F ) où µ est une mesure positive

de norme 1 sur un espace compact K convenable, v et w sont des applications

linéaires de norme ď 1, enfin i est l’application d’injection.

(Il suffit par exemple de prouver le deuxième énoncé - dont le premier ré-

sultera par transposition - ; il se démontre en utilisant la caractérisation des

applications préintégrales droites au moyen des applications intégrales, la ca-

ractérisation de ces dernières donnée dans le Nº 1, théorème 1, corollaire 1,

et en utilisant enfin le fait que pour tout sous-espace vectoriel fermé de l’es-

pace de Hilbert L2pµq, il existe une projection de norme 1 de ce dernier sur le

sous-espace ; voir aussi [4], §4, Nº 6.

Corollaire. L’application composés de deux applications préintégrales gauches

(resp. de deux applications préintégrles droites) u et v, est nucléaire, et on a

N{zpvuq ď }v}C 1 ď }u}C 1 (resp. N{zpvuq ď }v}L 1 ď }u}L 1).

Prouvons par exemple la deuxième assertion. On peut supposer évidemment

}u}L 1 “ }v}L 1 “ 1. Factorisons v comme indiqué dans la proposition, vu s’écrit

alors le comme le composé de la séquence

E
u
−Ñ F Ñ L8 Ñ L2 Ñ G.

Mais le composé de des deux premières applications est de norme intégrale ď 1

(en vertu de théorème 6, corollaire 2, L8 étant de type C), donc le composé avec

L8 Ñ L2 est de norme nucléaire ď 1 puisque L2 est réflexif (Nº 1, théorème 2,

corollaire), d’où aussitôt la conclusion.

6. Tableau des b-normes naturelles.

On pose

(1) γ “ {C, λ “ Lz (donc tγ “ λ, tλ “ γ).

Les b-normes duales sont donc

(2) γ 1 “ C 1, λ 1 “ L 1 (donc tγ 1 “ λ 1, tλ 1 “ γ 1).

Cela donne 4 nouvelles b-normes. La caractérisation des applications de type

γ 1 ou λ 1 par factorisasions typiques est incluse dans le théorème 8, corollaire

1, et offre peu d’intérêt. Pour les applications de type γ 1 et λ, le théorème 7 se

spécialise facilement en la
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Proposition 3. Pour que l’application linéaire u de E dans F soit de γ-norme

ď 1 (resp. de λ-norme ď 1), il faut et il suffit qu’elle se factorise en

E
v
−Ñ γ

w
−Ñ F2 (resp. en E

v
−Ñ λ

w
−Ñ F)

où γ est un espace quotient normé d’un espace du type C, λ un sous-espace

normé d’un espace du type L, enfin v et w sont des applications linéaires de

norme ď 1.

En même temps, cet énoncé assigne une place remarquable, par leurs pro-

priétés vectorielles-topologiques, aux espaces quotients γ d’espaces du type C

et les sous-espaces λ d’espaces du type L.

Considérons la plus petit ensemble Φ de b-norme qui contient la b-norme

fondamentale z{, et est stable par les opérations α Ñ α 1, tα, {α. Φ sera aussi

stable sous les opérations α Ñ αz, zα,α{.

Définition 3. On applle b-norme naturelle une b-norme équivalente (voir §1,

Nº 6) à une b-norme de l’ensemble Φ précédent (engendré par z{au moyen des

opérations α Ñ α 1, tα, {α).

On notera qu’il existe des b-normes non dénuées d’intérêt qui ne sont pas

"naturelles" (il en existe même une infinité continue non équivalentes deux à

deux). - Nous verrons qu’en outre des 12 classes de b-normes déjà rencontrées,

saboir les classes des b-normes

z{, {z,C,L,C 1,L 1, zz{{, {{zz,γ, λ,γ 1, λ 1,

il n’en existe plus que deux autres, saboir les classes des b-normes zH et H{,

où H est la b-norme hilbertienne qui sera définie au §3, Nº 1 (et dont nous

verrons au §4 qu’elle est équivalente à la b-norme préintégrale {{zz). Comme

nous verrons (§3, Nº 1) que les applications linéaires u de E dans F de norme

hilbertienne }u}H ď 1 sont exactement celles qui peuvent se factoriser en E w
−Ñ

H Ñ F, avec }u} ď 1, }w} ď 1, H étant un espace de Hilbert convenable, le

théorème 8, corollaire 1, donne aussitôt une caractérisation correspondante des

applications de type zH resp.H{, applications appelées prohilbertiennes gauches

resp. prohilbertiennes droites. (On dit aussi que ce sont les applications ayant

la propriété de prolongement hilbertien, resp., de relèvement hilbertien). Ainsi,

la proposition 2 montre qu’on a les inégalités

(3) C 1 ě H{, L 1 ě zH.
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TABLEAU DES b-NORMES NATURELLES

{z intégrale
EÑ L8 Ă L1 Ñ F

γ1 “ C1 prolongement préintégral gauche
EÑ CÑ {{z Ñ F2

λ1 “ L1{ relèvement préintegral droit
EÑ {zz Ñ LÑ F2

C1 “ {{z préintégrale gauche
zz{{ prolongement relèvement

EÑ CÑ LÑ F2 L1 “ {zz préintégale droite

H{ relèvement hilbertien
EÑHÑ LÑ F2 ˚

zH prolongement hilbertien
EÑ CÑHÑ F

L “ z{{ relèvement
EÑ LÑ F2 {{zz préintégrale (équivaut àH)

C “ zz{ prolongement
EÑ CÑ F2

λ “ Lz prérelèvement droit
EÑ λÑ F

γ “ {C préprolongement gauche
EÑ γÑ F2

z{ norme usuelle
EÑ F



RÉSUMÉ DE LA THÉORIE MÉTRIQUE DES PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES 31

Explications. - 1. Désignations et factorisations typiques. Nous avons inséré

les diverses b-normes usuelles par leur signe usuel ou leur signes usuels (per-

mettant d’en reconnaitre la formation), ainsi que leur nom. Chaque fois que

pour une de ces b-normes, soit α, on peut caractériser les α-applications par

une factorisation typique, par exemple dans le cas α “ zz{{ par la factorisation

E Ñ C Ñ L Ñ F2,nous avons indique cette factorisation en dessous de la dé-

signation de la b-norme envisagée. Dans ces diagrammes, L, C, H désignent

respectivement des espaces du type L, du type C, ou des espaces de Hilbert, λ

un sous-espace L, γ un quotient d’un espace C. Dans la factorisation typique

pour {z, nous avons écrit L8 Ă L1 pour indiquer l’application d’inclusion de

L8pµq dans L1pµq, où µ désigne une mesure positive de masse 1 sur un com-

pact convenable. Dans la factorisation typique E Ñ C Ñ {{z Ñ F2 pour γ 1, la

deuxième flêche désigne une application de type {{z ; remarque analogue pou la

factorisation typique pour λ 1.

2. Symétries. Les b-normes du tableau, symétrique par rapport à l’axe verti-

cal, sont transposées l’un de l’autre. Les b-normes symétriques par rapport au

centre ˚ du tableau son duales l’une de l’autre. Cela se lit en effet aussitôt sur

le tableau, sauf le fait que les deux b-normes prohilbertiennes gauche et droite

zH et H{ sont duales l’une de l’autre ; en fait, on peut seulement affirmer que

chacune est équivalente à la duale de l’autre, ce qui est un résultat non trivial

qui sera obtenu au §3, Nº 5. - Des deux symétries précédentes résulte que deux

b-normes α et β, symétriques par rapport à l’axe horizontal du tableau, sont

contragrédientes l’une de l’autre : β “ αz{ “ tpα 1q “ ptαq 1 (cepedant pour zH

et H{, ce sera seulement vrai à une équivalence près). En d’autres termes, si on

compose une α-application et une β-application, on trouve une application in-

tégrale (§1, Nº 4, théorème 5 ; signalons qu’on montre que les b-normes de la

famille Φ sont accessibles - car si une b-norme est accessible, il en est de même

de celles qu’on en déduit par les opérations α Ñ {α etc -, de sorte qu’on est

bien dans les conditions d’applications de ce théorème).

3. Implications. Une flêche α Ñ β signifie que α domine β (§1, Nº 6), i.e.

qu’il existe un λ tel que β ď λα, ou encore que toute α-application est aussi

une β-application. Les implications indiques par les 4 flêches du carré central

ne seront établies qu’au §4 (elles sont équivalentes entre elles d’après les symé-

tries signalées plus haut, et signifient aussi, comme on vérifie facilement, que {{zz

est équivalente à la b-norme hilbertienne H comme nous l’avions déjà annoncé

plus haut. Toutes les autres flêches α Ñ β indiquent même des inégalités strictes

β ď α, et sont à peu près triviales grâce à ce qui a déjà été obtenu. (Par raison de

symétrie, il suffit par exemple de vérifier les implications données dans le carrée

supérieur gauche, ce qu’on lit facilement sur les formules (3) et les factorisations
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typiques, par exemple).

Pour vérifier que le tableau contient toutes les b-normes naturelles à des équi-

valences près, il suffit de vérifier qu’en appliquant à l’une quelconque d’entre

elles l’opération α Ñ {α, on retrouve à une équivalence près une b-norme du

tableau. Cela n’offre pas de difficultés, une fois admis les résultats fondamen-

taux du §4 signalés plus haut. On a donc exactement 14 classes (bien explici-

tées) de b-normes naturelles. (Il est cependant bien probable que l’ensemble Φ

lui-même, introduit avec la définition 3, est infini). Signalons aussi qu’on véri-

fie par des exemples (en considérant des applications particulières entre espaces

du type L, C ou H) qu’il n’y a pas d’autres implications entre les b-normes

naturelles que celles indiquées dans le tableau, sauf qu’il est possible qu’on ait

encore les relations C 1 Ñ C et L 1 Ñ L. Ce sont là deux conjectures équivalentes

(d’aprés les symétries du tableau des b-normes) ; on lit sur le tableau qu’elles

équivalent aussi à une réponde affirmative à la question : le composé d’une C 1-

application et d’une L 1-application est-il intégral ? (Comparer Nº 5, proposition

2). - En tous cas, de qui précède montre que les 14 classes de b-normes obte-

nues sont bien distinctes.

Pour finir, signalons que si l’un des espaces E, F est du type C, L ou H (rap-

pelons que "type H" signifie : espace de Hilbert), alors le nombre des classes

d’applications linéaires de E dans F qui correspondent aux diverses b-normes

naturelles se réduit, suivant les cas, au nombre de 5 ou 6 au plus ; et quand E et

F sont tous deux d’un des types C, L, H, ce nombre se réduit à deux ou trois au

plus : deux si E et F sont de types distincts (donc il n’y a à considérer dans ce

cas que les deux classes extrêmes de toutes les applications linéaires continues,

ou des applications intégrales de E dans F), trois si E et F sont du même type.

Dans ce dernier cas, la classe d’applications linéaires de E dans F intermédiaire

entre les deux extrêmes est la classe des applications hilbertiennes (= préinté-

grales) dans le cas où E et F sont tous deux du type C ou tous deux du type L,

et la classes des applications de Hilbert-Schmidt quand E et F sont tous deux

des espaces de Hilbert. Tous ces affirmations s’explicitent et se démontrent sans

aucune difficulté à l’aide de ce qui a été dit, à l’exception du dernier fait, qui

sera inclus dans les résultats du §3, Nº 6.

§3 - LES b-NORMES LIÉES À L’ESPACE DE HILBERT.

1. Définitions et généralités pour H et H 1.

Théorème 1. Il existe une b-norme H et une seule ayant la propriété suivante :

Si u est une forme bilinéaire sur le produit de deux espaces de Banach E et F

quelconques, on a }u}H ď 1 si et seulement si il existe des applications linéaires
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ϕ,ψ de norme ď 1 de E resp. F dans un espace de Hilbert convenable H resp.

son dual H 1, telles que l’on ait

upx,yq “ xϕx,ψyy (pour x P E, y P F).

Corollaire. Pour qu’une application linéaire u de E dans F satisfasse à }u}H ď

1, il faut et il suffit qu’elle se factorise en

(1) E
v
−Ñ H

w
−Ñ F

où H est une espace de Hilbert, et v et w sont de norme ď 1.

Définition 1. La b-norme introduite avec la théorème 1, sera toujours notée H,

et appellée b-norme hilbertienne. Les H-formes et H-applications seront dites

formes et applications hilbertiennes.

Il s’ensuit aisément que les formes hilbertiennes sur Eˆ F sont celles qui sont

encore continues quand on munit E et F de semi-normes préhilbertiennes 6 conti-

nues convenables (il suffit même que u devienne continue quand on remplace

que l’une des normes de E resp. F par une semi-norme préhilbertienne continue).

Les applications hilbertiennes sont celles qui se factorisent comme dans (1), où

H est un espace de Hilbert et v et w des applications linéaires continues.

De ce qui précède résulte aussitôt la

Proposition 1. H est une b-norme symétrique (tH “ H) et injective (§2, Nº 3).

Donc la b-norme duale H 1 est symétrique et projective.

On en conclut

(2) H ď {{zz, H 1 ě zz{{

(car {{zz est la plus grande b-norme injective, zz{{ la plus petite b-norme projec-

tive) ; par suite :

Corollaire. Une forme ou application u préintégrale (§2,Nº 5) est hilbertienne,

et on a }u}H ď }u}{{zz.

De même, les H 1-applications ont la propriété de prolongement-relèvement.

En utilisant les §1, Nº 4, th. 4 et la caractérisation des H-formes donnée dans le

théorème 1, on obtient la caractérisation suivante des H 1-formes :

Proposition 2. Soit u une forme bilinéaire sur EˆF. Pour que }u}H 1 ď 1, il faut

et il suffit que pour toute application linéaire ϕ de norme ď 1 d’un Hilbert H

dans E, la forme u ˝ pϕb 1q sur Hˆ F soit intégrale, de norme intégrale ď 1.

Dans cet énoncé, on peut supposer que H est l’espace de Hilbert l2 classique,

on peut aussi y échanger la droite et la gauche, ou donner l’énoncé "bilatère"
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correspondant, avec des applications linéaires ϕ et ψ de H dans E resp. F. On

laisse aussi au lecteur la caractérisation correspondante des H 1-applications.

Signalons comme conséquence du §2, Nº 1, th. 2 que le composé d’une H-

application u et d’uneH 1-application v est nucléaire (et non seulement intégral),

et qu’on a N{zpvuq ď }u}H}v}H 1 . Dans cet énoncé, on peut échanger H et H 1.

2. H-formes hermitiennes.

Soient E et F deux espaces vectoriels. Une fonction scalaire upx,yq sur Eˆ F

est dite forme sesquilinéaire si elle est linéaire par rapport à x et antilinéaire par

rapport à y. Cela signifie aussi que c’est une forme bilinéaire sur E ˆ F, où F

est l’espace vectoriel dont le groupe additif coincide avec celui de F, mais où

la multiplication par le scalaire λ est la multiplication par λ dans le vectoriel

F (de sorte que l’application identique F Ñ F est antilinéaire 7). Les formes

sesquilinéaires sur E ˆ F peuvent donc aussi être regardées comme les formes

linéaires sur le produit tensoriel E b F. Si maintenant E et F sont des espaces

de Banach, F est un espace de Banach, et si α est une b-norme, une forme

sesquilinéaire u sur E ˆ F est dite de type α, si elle est de type α en tant forme

bilinéaire sur EˆF. La α-norme de cette dernière est encore notée }u}α. L’espace

des formes sesquilinéaires de type α sur E ˆ F est donc le dual de l’espace de

Banach E
α 1

b F. - En particulier, si α est la b-norme hilbertienne H, le th. 1

montre que si u est une forme sesquilinéaire sur E ˆ F, on a }u}H ď 1 si et

seulement si on a upx,yq “ pϕx,ψyq, où ϕ et ψ sont des applications linéaires

de norme ď 1 de E resp. F dans un espace de Hilbert convenable H (où le

produit scalaire est noté pa,bq comme usuellement).

Supposons maintenant E “ F. On munit E b E d’une involution antilinéaire

naturelle v Ñ v˚, faisant correspondre ybx à xby (on désigne par une barre au

dessus de la lettre d’un élément de E, le même élément, mais considéré comme

élément de E). Dans l’espace des formes sur E b E, i. e. l’espace des formes

sesquilinéaires sur Eˆ E, il lui correspond une involution antilinéaire naturelle

u Ñ u˚, donnée par

xv˚,uy “ xv,u˚y

ce qui s’écrit aussi, en terme des formes sesquilinéaires :

u˚px,yq “ upy, xq

Un élément u d’un espace vectoriel P muni d’une involution antilinéaire u Ñ u˚

est dit hermitien si u “ u˚. En particulier, cela redonne ici la notion usuelle

de forme hermitienne sur E ˆ E. - Supposons maintenant que E est un espace

de Banach, alors pour toute b-norme α, l’involution v Ñ v˚ sur E b E est
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une isométrie pour |v|α, il en résulte que si u est une forme sesquilinéaire de

type β “ α 1 sur E ˆ E, alors u˚ est encore de type β et a même β-norme que

u. Donc, pour que u soit de type β, il faut et il suffit que ses composantes

hermitienne pu ` u˚q{2 et antihermitienne pu ´ u˚q{2 le soient. (Cela ramène

en principe la détermination des formes hermitiennes de type β, du moins dans

le cas des scalaires complexes, auquel on peut d’ailleurs toujours se ramener).

Enfin, signalons que, le dual de E
α
b E étant l’espace des formes sesquilinéaires

de type β “ α 1 sur E ˆ E, il en résulte aussitôt que le dual de sous-espace

hermitien de E
α
b E s’identifie, avec sa norme, à l’espace des formes hermitiennes

de type β sur Eˆ E.

On appelle forme positive sur E ˆ E une forme sesquilinéaire u telle que

upx, xq ě 0 pour tout x P E. Une telle forme est hermitienne. Si u et v sont

deux formes hermitiennes, on écrit u ! v ou v " u pour indiquer que v ´ u

est positive. On a là une relation d’ordre compatible avec la structure d’espace

vectoriel. Enfin, supposons de nouveau que E soit un espace de Banach, alors

un élément de E
α
b E est dit positif s’il est hermitien, et si la forme hermitienne

sur E 1 ˆ E 1 qu’il définit est positive.

Théorème 2. Soit E un espace de Banach.

1. Soit u une forme positive continue sur E ˆ E. Alors u est hilbertienne,

et on a

}u}H “ }u} “ sup
}x}ď1

|upx, xq|

2. Soit u une forme hermitienne sur Eˆ E. Pour que }u}H ď 1, il faut et il

suffit que l’on puisse trouver une forme positive v sur E ˆ E, de norme

ď 1, telle que ´v ! u ! v.

Ces énoncés résultent aussitôt du th. 1, quand on remarque que la relation

´v ! u ! v signifie précisément que |upx,yq| ď vpx, xq1{2vpy,yq1{2 pour tout

x P E, y P E, comme on vérifie sans difficulté.

Corollaire 1. Les formes hermitiennes sur E ˆ E qui sont hilbertiennes sont

exactement celles qui sont différence de deux formes positives continues, ou

encore celles qui sont majorées par une forme positive continue.

De façon précise, si u ! v avec v " 0, on a u “ v ´ pv ´ uq, où v " 0,

v´u " 0, d’où }u}H ď }v} ` }v´u} ď 2}v} ` }u}. - Variante utile du théorème

2 :

Corollaire 2. Soit u un élément hermitien de EqbE. Conditions équivalentes :

a. u P EqbE ;
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b. u est différence de deux éléments positifs de EqbE ;

c. u est majoré par un élément positif EqbE ;

d. Il existe un élément positif v dans EqbE tel que ´v ! u ! v.

- De plus, |u|H “ }u}H est la borne inférieure des |v| “ }v} pour les v envisagées

dans la condition d.7 bis

3. H 1-formes hermitiennes.

Par polarité, on tire du théorème 2 le

Théorème 3. Soit u une forme hermitienne sur E ˆ E. Supposons qu’il existe

une H 1-forme hermitienne v sur Eˆ E telle que ´v ! u ! v, alors u est de type

H 1 et }u}H 1 ď }v}H 1 . Réciproquement, si u est de type H 1, on peut trouver une

forme hermitienne positive intégrale v sur Eˆ E qui majore u.

En fait dans ce dernier énoncé, on peut même prendre v de la forme

(1) v “

ż

B

xb xdµpxq

où B est la boule unité de E 1 avec sa topologie faible, µ une mesure positive sur

B de norme ď }u}H 1 . (J’ignore si on peut même choisir cette v de façon de que

l’on ait ´v ! u ! v). Appliquant aussi la deuxième partie du théorème 3 à ´u,

on trouve :

Corollaire 1. Pour que la forme hermitienne u sur Eˆ E soit de type H 1, il faut

et il suffit que l’on puisse trouver une forme positive intégrale v sur E ˆ E telle

que ´v ! u ! v. On peut choisir cette v telle que

(2) }v}{z ď 2}u}H 1 .

En fait on peut même choisir v de la forme (1), avec }µ} ď 2}u}H 1 .

Corollaire 2. Soit u une forme hermitienne positive sur Eˆ E. Pour que u soit

de typeH 1, il faut et il suffit qu’elle soit majorée par une forme positive intégrale

v. }u}H 1 est la plus petite des normes intégrales de ces v.

C’est d’ailleurs aussi la plus petite des normes des mesures positives µ sur la

boule unité B de E 1, telles que u ! v, où v est donnée par (1). La deuxième

partie du théorème 3 se précise de façon remarquable dans le cas où e est une

espace C0pMq :

Corollaire 3. Soit u une H 1-forme hermitienne sur Eˆ E, où E “ C0pMq. Alors

il existe une mesure positive µ sur M, de norme ď }u}H 1 , telle que u ! vµ, où

on pose

vµpf,gq “

ż
fg dµ
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(pour f,g P C0pMq).

Noter d’ailleurs que vµ est précisément de la forme (1), où on identifierait M

à une parte de la boule unité du dual de C0pMq à la façon usuelle : vµ “
ş
M εxb

εx dµpxq (intégrale faible). (En fait, on peut démontrer d’abord directement le

corollaire 3, et on conclure aussitôt le th. 3 grâce au fait que,H 1 étant projective,

u se prolonge en une forme hermitienne de même H 1-norme sur un produit Cˆ

C, lorsqu’on plonge E dans un espace C tu type C). On trouve aussi l’analogue

du corollaire 1 : on peut trouver sur M une mesure positive µ telle que

(3) ´ vµ ! u ! vµ avec }µ} ď 2}u}H 1 .

La première inégalité s’écrit aussi :

(4) |upx,yq| ď

ˆż
|x|2 dµ

˙1{2 ˆż
|y|2 dµ

˙1{2

px,y P C0pMqq

en d’autres termes u se prolonge par continuité en une forme de norme ď 1 sur

L2pµq ˆ L2pµq. Si maintenant u est une H 1-forme sesquilinéaire quelconque sur

un produit C0pMq ˆC0pNq, soit P un espace somme topologie deM et N, alors

u est la restriction de la forme hermitienne Upx`y, x 1 `y 1q “ upx,y 1q`upx 1,yq

sur C0pPq ˆ C0pPq, forme qui satisfait à }U}H 1 ď 2}u}H 1 et à laquelle on peut

donc appliquer le résultat précédent. Cela donne :

Corollaire 4. Pour toute forme sesquilinéaire (donc aussi toute forme bilinéaire)

u de type H 1 sur C0pMq ˆC0pNq on peut trouver sur M une mesure positive µ,

sur N une mesure positive ν, de normes ď 2}u}H 1 , telles que u se prolonge par

continuité en une forme de norme ď 1 sur L2pµq ˆ L2pνq.

(A fortiori H est hilbertienne et de norme hilbertienne ď 2}u}H 1). Ces deux

corollaires ainsi que les suivants prennent tout leur intérêt en vertu des résultats

du §4, Nº 2, qui impliquent en particulier que toute forme continue sur le pro-

duit de deux espaces du type C est une H 1-forme.

Variante du corollaire 4 :

Corollaire 5. Soit u une forme bilinéaire (ou sesquilinéaire) de type H 1 et faible-

ment séparément continue sur L8pµqˆL8pνq, alors il existe une forme bilinéaire

v de norme ď 1 sur L2pµqˆL2pνq, et des éléments f resp. g de L2pµq resp. L2pνq,

de norme ď 2}u}H 1 , tels que l’on ait

(5) upx,yq “ vpxf,ygq px P L8pµq, y P L8pνqq.

On en conclut ceci :
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Corollaire 6. Soit u P L1pµqbL1pνq, alors il existe un v P L2pµqbL2pνq, |v|z{ ď 1

et des éléments f P L2pµq et g P L2pνq de norme ď 2}u}H 1 , tels que

(6) u “ vpfb gq

(où le produit est un produit multiplicatif ordinaire de classes de fonctions me-

surables pour µb ν).

4. Premières relations entre H, H 1, etc. .

Le corollaire 4 du théorème précédent donne facilement compte tenu que H 1

est projective, la

Proposition 3. On a

(1) H ď ρH 1

où la meilleurs constante possible ρ satisfait à 1 ď ρ ď 2.

(Il n’est d’ailleurs pas exclu qu’on ait même ρ “ 1). Comme H 1 est projective,

on en conclut, compte tenu de la fin de §2, Nº 4, les inégalités

(2) zH, H{, zH{ ď ρH 1

(ρ est encore la meilleurs constante dans chacune de ces trois inégalités). On a

donc le diagramme d’implications

H 1

��
??

??
??

??

~~~~
~~

~~
~

H{

  
AA

AA
AA

AA
H

����
��

��
��

H

où les flêches ont la même signification que dans le tableau du §2, Nº 6.

D’autre part, la démonstration de §2, Nº 5, prop. 2 prouve aussi la

Proposition 4. H{ est injective à gauche, donc zH est injective à droite :

(3) {pH{q “ H{, pzHqz “ zH

Conjuguant avec le première inégalité (2), on trouve zH ď ρH 1z, or H 1z “

pH{q 1 “ pzHqz{, d’où

(4) zH ď ρpzHqz{ “ ρpH{q 1 pdonc aussi H{ ď ρpH{qz{ “ ρpzHq 1q.

(Ici encore, ρ est la meilleurs constante). Au Nº suivant, nous obtenons des in-

égalités en sens inverse pzHqz{ ď σzH et pH{qz{ ď σH{, ce qui prouvera qui zH
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et H{ sont chacune équivalente à la duale de l’autre, i.e. à sa propre contragré-

diente, comme nous l’avions annoncé au §2, Nº 6.

5. Relations plus profondes entre les b-normes liées à l’espace de Hilbert.
Soit H l’espace Rn avec sa structure usuelle d’espace de Hilbert 8. Soit u la

forme produit scalaire sur H ˆ H, on va calculer }u}{H 1z, ce qui aussi la {H 1z-

norme de l’application identique de H sur lui-même. Soit G “ Opnq le groupe

des transformations orthogonales de H, muni de sa mesure de Haarm (mp1q “

1), soit a un point fixe de H de norme 1. Si f P L1pmq, soit Uf "l’opérateur de

composition"

Uf “

ż

G

fpsqs dmpsq

et posons

ϕpfq “ Ufa “

ż

G

fpsqs.admpsq.

On voit aussitôt que ϕ est un homomorphisme métrique de L1 sur H. Soit v la

forme vpf,gq “ upϕf,ψgq sur L1 ˆ L1, alors en vertu de §2, Nº 4, th. 7, on

(1) }u}{H 1z “ }v}H 1 .

On a vpf,gq “ pUfa,Ugaq “ pU˚
gUfa,aq “ pUrg˚fa,aq (où suivant l’usage, ˚

désigne le produit de convolution, et rgpsq “ rgps´1q). On obtient donc

(2) vpf,gq “ xrg ˚ f,αy où αpsq “ ps.a,aq.

D’après le théorème 3, corollaire 2, }v}H 1 est la plus petite des normes des

mesures positives µ sur la boule unité B du dual L8 de L1, telle que v ! vµ “ş
B fbf dµpfq. Comme la forme v est invariante par translation, os peut supposer

µ invariante par translation, alors on voit aussitôt que

(3) vµpf,gq “ xrg ˚ f,βµy où βµ “

ż

B

rf ˚ f dµpfq (intégrale faible).

Donc v ! vµ équivaut à α ! β (au sens de la relation d’ordre usuelle entre

fonctions de type positif sur le groupe compact G). Comme α est une fonction

de type positif "élémentaire", associée à la représentation unitaire irréductible

de G obtenue à partir de la représentation identique par complexification de

H, que βµ est de type positif, et que pour vérifier une inégalité α ! β il suffit

de vérifier que Vα ď Vβ pour toute représentation unitaire irréductible V de

G, dans le cas actuel l’inégalité envisagée équivaut simplement à Uα ď Uβµ
(inégalité entre opérateurs hermitiens dans H). Or Uα “ 1

n
a b a, où a b a

désigne la projection orthogonale de H sur la droite engendrée par a ; compte

tenu de l’expression (3) de βµ, notre inégalité devient :

(4)
1
n
ab a ď

ż

B

U˚
fUf dµpfq.
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}v}H 1 est la plus petite des normes de mesures positives µ sur B telles qu’on ait

(4). Or (4) implique, en calculant pA.a,aq quand A est l’un ou l’autre membre

de cette inégalité :

(5)
1
n

ď

ż

B

}Uf}
2 dµpfq.

Soit Mn la norme de l’application f Ñ Ufa de L8 dans H induite par ϕ. (5)

donne 1{n ď M2
n}µ}, i.e. }µ} ě 1

n
M2
n, donc

(6) }v}H 1 ě
1
n
M2
n

D’autre part, on va prouver l’inégalité en sens inverse. On aUfa “ Uf˚εsa pour

tout s P G tel que Uεsa “ a, i.e. s.a “ a. On en conclut aisément que pour

calculer Mn “ supfPB }Ufa}, on peut se borner aux f P B qui sont invariantes

par translations droites sous le groupe H stabilisateur de a, i.e. qui peuvent être

regardées comme des fonctions mesurables bornées de norme ď 1 sur l’espace

homogène G{H “ S (sphère unité de H), muni de la mesure m 1 image de m

(caractérisée par le fait d’être invariante par rotations, et de masse totale 1). On

a donc Mn “ sup
››ş
S fpxqxdm 1pxq

››, f par courant la boule unité de L8pm 1q.

On voit facilement, par raisons de symétrie, que le maximum est atteint pour la

fonction

(7) f0pxq “ sgnpa, xq

pour laquelle on obtient

(8) Uf0a “ Mna d’où Mn “ pUf0a,aq “

ż

S

|px,aq|dm 1pxq.

De plus Uf0 ˝ s “ Uf0 pour tout s P H, ce qui prouve que Uf est proportionnel

à ab a, donc compte tenu de (8) on obtient

(9) Uf0 “ Mnab a.

Prenons alors pour µ la masse 1{nM2
n au point f0 de B, le deuxième membre

de (4) est alors }µ}U˚
f0
Uf0 “ 1

n
a b a, donc l’inégalité (4) est vérifiée. Par suite

}v}H 1 ď 1
n
M2
n, d’où, compte tenu de (1) et (6) :

(10) }v}H 1 “ }u}{H 1z “
1
n
M2
n.

Le calcul explicite deMn par la formule (8) n’offre pas de difficulté. On prouve

Mn “
2

Sn´1

ż

S`

xn dσpxq “
2

Sn´1

ż π{2

0
senθ cosn´2 θSn´2 dθ “

“ 2
Sn´2

Sn´1

ż 1

0
xn´2 dx “

2
n´ 1

Sn´2

Sn´1
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(où dσ est la mesure euclidienne usuelle sur S, et où Sk désigne la surface de la

sphère euclidienne de dimension k). Cela donne

(11) Mn “
2

pn´ 1q
?
π

Γ
`
n
2

˘

Γ
`
n´1

2

˘

On en conclut, en utilisant les inégalités de convexité sur la fonction Γ :

(12)
1
n
M2
n ă

π

2
, lim

nÑ`8

1
n
M2
n “

π

2

Se rappelant qu’en vertu de (10), 1
n
M2
n est la {H 1z-norme de l’application iden-

tique de l’espace de Hilbert de dimension n sur lui-même, on conclut de (12)

le

Théorème 4. Soit H un espace de Hilbert. Alors la {H 1z-norme de l’application

identique de H sur lui-même, identique à la {H 1z-norme de la forme px,yq sur

H ˆ H, est finie et ď σ “ pi
2 , l’égalité ayant lieu si et seulement si H est de

dimension infinie.

Si α est une b-norme quelconque, l’inégalité α ď λH (ou encore H 1 ď λα 1)

est équivalente, en vertu de la caractérisation des H-applications, à l’assertion

que pour tout espace de Hilbert H, l’application identique de H sur lui-même a

une α-norme ď λ. Donc le théorème 4 équivaut au

Corollaire 1. On a

(13) {H 1z ď σH poù H 1 ď σzH{q

(σ “ π{2 est la meilleurs constante possible).

La deuxième formule implique à fortiori H 1 ď σzH, d’où H 1z ď σpzHqz.

Compte tenu de prop. 4, on a donc H 1z ď σzH, i.e.

Corollaire 2. On a

(14) pH{q 1 “ pzHqz{ ď σH{.

et la forme transposée

(14 bis) pzHq 1 “ pH{qz{ ď σH{

(Ce sont les formules promises à la fin de Nº 4). Il n’est d’ailleurs pas difficile

de voir que σ “ π{2 est encore la meilleure constante.

Corollaire 3. Sur le produit de deux espaces du type L (resp. de deux espaces

du type C) les H-formes et les H 1-formes sont les mêmes, et on a

(15) }u}H 1 ď σ}u}H, }u}H ď ρ}u}H 1 .
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(On voit en effet facilement que ces inégalités sont équivalentes respective-

ment au corollaire 1 précédent, et à la prop. 3). - Donc pour une application

linéaire d’un espace C dans un espace L ou d’un espace L dans un espace C, il

revient au même d’être de type H, ou de type H 1.

Soit u une application linéaire de norme ď 1 d’un espace C “ C0pMq dans

un espace de Hilbert H. Alors la forme pux,uyq sur Cˆ C a une norme hilber-

tienne ď 1, donc en vertu du corollaire précédent une H 1-norme ď σ, donc en

vertu du th. 3, corollaire 3, il existe sur M une mesure positive µ de norme ď σ

telle que pux,uyq ď
ş
xxdµ pour tout x P C. D’où aussitôt le

Corollaire 4. Soit u une application linéaire de norme ď 1 de C0pMq dans un

espace de Hilbert H, alors u se factorise en

C0pMq
i
−Ñ L2pµq

v
−Ñ H

où µ est une mesure positive de norme ď σ
`
“ π

2

˘
sur M, où i est l’application

canonique, et v une application linéaire de norme ď 1.

Par transposition, cela donne facilement :

Corollaire 5. Soit u une application linéaire de norme ď 1 d’un espace de Hil-

bert H dans un espace L1pµq, alors u se factorise en

H
v
−Ñ L2pµq

j
−Ñ L1pµq

où v est une application linéaire de norme ď 1, et où j est l’opération de multi-

plication par une f P L2pµq convenable, de norme ď σp“ π{2q.

Dans ces corollaires encore, on voit facilement que la meilleurs constante est

σ. Tous les corollaires qui précèdent sont en fait équivalentes au théorème 4,

dont on peut donner nombreux énoncés équivalentes ; nous en verrons encore

quelques-uns particulièrement intéressants au Nº suivant, th. 6.

6. Les classes naturelles d’opérations linéaires dans l’espace de Hilbert.
Si H est une espace de Hilbert, son dual H 1 s’identifie à l’espace H défini

au Nº 2, donc si E est un espace de Banach, H b E s’identifie à l’espace des

applications linéaires continues de rang fini de H dans E. Soit maintenant α

une b-norme ; pour tout couple H1, H2 de deux espaces de Hilbert |u|α est une

norme raisonnable sur H1 b H2, invariante par transformations unitaires dans

H1 et H2. D’après les résultats de Schatten [10] Chap.8 bis cette norme est de la

forme

(1) |u|α “ Nαppρipuqqq

où pour u P H1 qbH2, pρipuqq désigne la suite décroissante infinie des valeurs

propres de pu˚uq1{2 P LpH1q (chacune répétée suivant sa multiplicité ; on rajoute
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de zéros si la suite des valeurs propres est finie, i.e. H1 de dimension finie), et où

Nα est une "gauge-function" de Schatten, i.e. une norme sur RpNq (N, ensemble

des entiers naturels) invariante par permutations de N est par multiplication,

dans RpNq, par des suites "unitaires" (i.e. dont tous les termes sont de module

1). Nα est bien déterminée par si on veut la formule (1) soit valable pour tout

couple de deux espaces de Hilbert H1 et H2
9, et on vérifie aisément les formules

(2) Nα “ Ntα , Nα 1 “ pNαq 1

(où pNαq 1 est la norme de Schatten polaire de Nα, RpNq étant mis dualité avec

lui-même de la façon usuelle). On en conclut pour toute u P H1 bH2 :

(3) |u|α “ |u|tα “ |u˚|α “ |u˚|tα

d’où par dualité, pour des opérateurs u P LpH1,H2q :

(4) }u}α “ }u}tα “ }u˚}α “ }u˚}tα
10

Nous allons déterminer les diverses classes d’applications linéaires entre es-

paces de Hilbert, définies par les b-normes naturelles (§2, Nº 6). z{ ne demande

pas d’autre commentaire. D’autre par, le théorème suivant est bien connu :

Théorème 5. Soit u un opérateur linéaire de H1 dans H2. Si H1 “ H2 et si u

est hermitien, alors u est nucléaire (ou encore : intégral) si et seulement si il est

compact, et la suite (λi) de ses valeurs propres sommables. On a

(5) }u}{z “ N{zpuq “ |u|{z “
ÿ

|λi|

2. Si u est quelconque, u est nucléaire si et seulement si l’opérateur hermitien

pu˚uq1{2 est nucléaire, et on a }u}{z “ }pu˚uq1{2}{z.

En fait, pour toute b-norme α, et tout u P LpH1;H2q, on a

(6) }u}α “ }pu˚uq1{2}α

comme il résulte aussitôt du fait que chacun des opérateurs u, pu˚uq1{2 s’ob-

tient à partir de l’autre par multiplication avec un opérateur partiellement iso-

métrique.

Rappelons qu’une application linéaire u de H1 dans H2 est dite application

de Hilbert-Schmidt si pu˚uq1{2 est compact et la suite pρipuqq de ses valeurs

propres de carré sommable. On pose alors

(7) }u}2 “ }pρiq}2 “
´ÿ

ρ2
i

¯1{2
.

}u}2 est une norme sur l’espace L2pH1,H2q des applications de Hilbert-Schmidt

de H1 dans H2, qui en fait un espace de Hilbert. Le produit scalaire y est donné
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par pu, vq “ Tr v˚u, en particulier

(8) }u}2
2 “ Tr .u˚u “ }u˚u}{z.

Ces formules ont un sens, car (comme bien connu) le produit de deux applica-

tions de Hilbert-Schmidt u : H1 Ñ H2 et v : H2 Ñ H3 est nucléaire, et

(9) }vu}{z ď }v}2}u}2

Théorème 6. Soit u P LpH1;H2q. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. u est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

b. u est du type L (resp. du type C).

c. u est du type L 1 (resp. du type C 1).

De plus, on a les inégalités :

(10) }u}L “ }u}C ď }u}2 ď
?
σ}u}L “

?
σ}u}C

(11) }u}2 ď }u}L 1 “ }u}C 1 ď
?
σ}u}2

où σ “ π{2 est la meilleure constante possible.

Les deuxièmes inégalités dans (10) signifient aussi :

Corollaire. Tout composé H1
v
−Ñ E

w
−Ñ H2, où E est du type L ou C, est une

application de Hilbert-Schimdt et on a }wv}2 ď
?
σ}w} }v}.

Les formules (11) sont simplement transformées par dualité des formules

(10). On a }u}L “ }u}C en vertu de (4), il suffit donc de prouver }u}L ď }u}2 ď
?
σ}u}L. En vertu de (6), on est ramené au cas où u est hermitien positif. Si

u est alors du type de Hilbert-Schimdt, on se ramène aussitôt au cas où u est

l’opérateur de multiplication, dans H “ l2, par une suite de carré sommable

pρiq telle que }pρiq}2 “ }u}2. Mais alors, c’est même une application de norme

}u}2 de l2 dans l1 Ă l2 ; d’autre part l’application identique de l1 dans l2 est de

norme 1, d’où }u}L ď }u}2. Supposons maintenant }u} “ 1, d’où }u˚}C “ 1.

On a vertu de (8) }u}2
2 “ }u˚u}{z, or u se factorise en H Ñ L Ñ H, u˚ en

H Ñ C Ñ H (où les flêches désignent des applications linéaires de norme ď 1),

donc u˚u se factorise en H Ñ L Ñ H Ñ C Ñ H. L’application identique

H Ñ H ayant une {H 1z-norme ď σ (théorème 4), le composé L Ñ H Ñ C a

une H 1-norme ď σ, donc (comme H 1 “ Hz{) son composé avec l’application

hilbertienne H Ñ L a une norme intégrale ď σ. A fortiori }u˚u}{z ď σ, d’où

}u}2
2 ď σ, d’où enfin }u}2 ď

?
σ}u}L. Le même raisonnement en sens inverse

montre que es la meilleure constante possible dans cette inégalité.

Il est trivial que pour u P LpH1;H2q, on a }u} “ }u}H 1 , d’où }u}{z “ }u}H 1 .

De plus on a trivialement }u}zH “ }u}C et }u}H{ “ }u}L 1 , donc ces 4 normes
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sont égales, et équivalentes à }u}2. Enfin les b-normes λ, γ, λ 1, γ 1, se calculent

ici grâce au

Théorème 7. Soit H un espace de Hilbert. H est isomorphe (avec sa norme) à

un sous-espace d’un espace L du type L, ou encore (transposition) à un espace

quotient d’un espace C du type C.

Cela équivaut en vertu de §2, Nº 6, prop. 3 au

Corollaire 1. L’application identique ϕ d’un espace de Hilbert non nul sur lui-

même satisfait à }ϕ}λ ď 1 (donc à }ϕ}γ ď 1).

Pour le voir, on peut supposer H de dimension finie. Soit S sa sphère unité,

munie de la mesure m invariante par rotation et de masse totale égale à 1. Si à

chaque x P H, on fait correspondre la fonction fxpyq “ px,yq sur S, on obtient

un isomorphisme métrique de H dans L1pmq, ce qui prouve }ϕ}λ ď 1.

Conformément à la remarque qui suit l’énoncé du théorème 4, le corollaire 1

équivaut aussi au

Corollaire 2. On a

(11) H ě λ, H ě γ d’où

(12) λ 1 ě H 1, γ 1 ě H 1.

Le corollaire 1 implique aussi que si E ou F est un espace de Hilbert, on a

}u}λ “ }u}γ “ }u} pour toute application linéaire continue de E dans F. Par

dualité, cela donnée }u}λ 1}u}γ 1 “ }u}{z. - On peut énoncer le théorème 7 de

bien d’autres manières encore, par exemple la suivante :

Corollaire 3. Une application linéaire continue u d’un espace de Hilbert H

dans un espace C du type C a la propriété de relèvement, et }u}L ď }u}. Une

application linéaire continue u d’un espace L du type L dans l’espace de Hilbert

H a la propriété de prolongement, et }u}C ď }u}.

Pour finir, signalons que la détermination des {{zz-applications (applications

préintégrales) et des zz{{-applications d’un espace de Hilbert dans un autre résul-

tera de ce qui précède, une fois connu le résultat (qui sera établi au §4, Nº 2)

que {{zz est équivalente à H, donc zz{{ équivalente à H 1.

§4 - LES RELATIONS ENTRE LES DEUX GROUPES DES b-NORMES.

1. Fonctions de type α.
SoientM (resp.N) un espace localement compact muni d’une mesure positive

µ (resp. ν). Alors L1pµq bL1pνq “ L1pµbνq (§2, Nº 1, th. 3), donc l’espace des
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formes bilinéaires continues sur L1pµq ˆ L1pνq s’identifie au dual L8pµb νq de

L1pµb νq. La forme uf définie par f est donné par

(1) ufpϕ,ψq “

ĳ
fps, tqϕpsqψptqdµpsqdνptq.

Définition 1. Avec les notations précédentes, soit de plus α une b-norme. Une

f P L8pµb νq est dite fonction de type α ou une α-fonction, si la forme uf sur

L1pµq ˆ L1pνq qu’elle définit est de type α. On note }f}α et on appelle α-norme

de f, la α-norme }uf}α de uf 10 bis. En particulier, on dit que f est intégrale,

resp. hilbertienne etc. si α “ {z, resp α “ H, etc.

Signalons d’ailleurs qu’on a, en vertu de §2, Nº 4, th. 6, cor. 2 :

(2) }f}α “ }f}{αz.

Notons aussi que si ruf désigne la forme sesquilinéaire

(3) rufpϕ,ψq “ ufpϕ,ψq “

ĳ
fps, tqϕpsqψptqdµpsqdνptq.

on a aussi }ruf}α “ }uf}α “ }f}α.

Si M et N sont deux ensembles discrets, on dit qu’une fonction f sur MˆN

est de type α, si les conditions de définition 1 sont satisfaites, quand µ resp. ν

consiste en la masse `1 en chaque point de M resp. N en d’autres termes si f

est bornée, et la forme bilinéaire uf qu’elle définit sur l1pMq ˆ l1pNq est de type

α.

Proposition 1. Soient M et N deux espaces localement compacts, f un fonction

continue et bornée sur M ˆ N, wf la forme bilinéaire sur M
1pMq ˆ M

1pNq

définie par

(4) wfpµ,νq “

ĳ
fps, tqdµptqdνptq.

Considérons l1pMq et l1pNq comme des sous-espaces de M
1pMq resp.

M
1pNq, soit vf la forme restriction de wf à l1pMq ˆ l1pNq :

vfppλmq, pµnqq “
ÿ

pm,nqPMˆN

fpm,nqλmµn.

Alors (pour toute b-norme α) on a }wf}α “ }vf}α. Si µ est une mesure positive

surM de supportM, ν une mesure positive surN de supportN, uf la restriction

de wf à L1pµq ˆ L1pνq (donnée par (1)), on a aussi }uf}α “ }wf}α.

(En particulier, il revient au même de dire que f est de type α, en tant qu’élé-

ment de l8pMˆNq ou en tant qu’élément de L8pµb νq).

Proposition 2. Soient E, F deux espaces de Banach, pxiqiPI une famille d’élé-

ments de E dont l’enveloppe disquée fermée est la boule unité de E, pyjqjPJ une
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famille analogue dans F, α une b-norme, u une forme bilinéaire continue sur

E ˆ F. Soit fu la fonction sur I ˆ J définie par fupi, jq “ upxi,yjq. Alors on a

}u}{αz “ }f}α.

Cela résulte aussitôt de §2, Nº 4, th. 7, critère b (énoncé pour {αz au lieu de

{α) et du fait que E resp. F s’identifie à un quotient métrique de l1pIq resp. l1pJq.

Soit M un espace localement compact muni d’une mesure µ ě 0, et soit

f P L8pµ b µq. Considérons la forme sesquilinéaire continue ruf sur L1 ˆ L1

définie par (3). On di que f est hermitienne, resp. de type positif, si ruf est

hermitienne resp. positive. Si on ne suppose plus nécessairement donnée une

mesure µ sur M, et si f est une fonction continue bornée sur M ˆ M, on dit

que f est de type positif si la forme sesquilinéaire sur M1pMq ˆ M
1pMq définie

par f : rwf “
ť
fps, tqdµpsqdνptq, est positive. On a encore une proposition de

compatibilité analogue à la proposition 1, dont l’énoncé est laissé au lecteur. -

En vertu-de §3, Nº 2, th. 2, on a la

Proposition 3. Si f P L8pµ b µq est de type positif, on a }f}H “ }f} (voir

définition 1). Si f est un élément hermitien de L8pµbµq, alors f est hilbertienne

si et seulement si elle est différence de deux fonctions P L8pµ b µq de type

positif. Donc une f P L8pµ b µq quelconque est hilbertienne si et seulement si

elle est combinaison linéaire de fonctions P L8pµb µq de type positif.

2. Le théorème fondamental et ses variantes.

Théorème 1. (théorème fondamental de la théorie métrique des produits tenso-
riels). Soit H un espace de Hilbert. L’application identique ϕ de H sur lui-même

est préintégrale, et

(1) }ϕ}{{zz ď h

où h est une constante universelle. La meilleure valeur possible de h (égale à

}ϕ}{{zz quand H est de dimension infinie) satisfait à

π{2 ď h ď shπ{2 (théorie réelle)

(2)

π{2 ď h ď 2 sh
π

2
(théorie complexe).

(sh x désigne la fonction pex ´ e´xq{2).

Explicitant la notion d’application préintégrale (voir §2, Nº 4, th. 7), on

trouve les énoncés équivalents suivants :
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Corollaire 1. Une application u : L Ñ H (resp. v : H Ñ C) est préintégrale

droite (resp. préintegrale gauche) et on a

(3) }u}{zz ď h}u} (resp. }v}{zz ď h}v}).

Corollaire 2. Les applications composées L
u
−Ñ H

v
−Ñ C, H

u
−Ñ C

v
−Ñ L, C

u
−Ñ L

v
−Ñ

H sont intégrales, et on a

(4) }vu}{z ď h}v} }u}.

Les deux dernières applications sont d’ailleurs même nucléaires, en vertu §2,

Nº 1, th. 2, corollaire.

En vertu de la remarque qui suit l’énoncé de §3, Nº 5, th. 4, le théorème 1

équivaut aussi au

Théorème 2. On a la formule

(5) {{zz ď hH.

Par dualité, cette formule équivaut d’ailleurs à

(6) H 1 ď hzz{{.

Comparant avec §3, Nº 1, formule (2) on voit donc que {{zz est équivalente à

H, donc zz{{ équivalente à H’. En d’autres termes :

Corollaire 1. Il y a identité entre formes (ou application) préintégrales et hil-

bertiennes, et on a

(7) }u}H ď }u}{{zz ď h}u}H.

En particulier :

Corollaire 2. Sur le produit de deux espaces L1 et L2 du type L, les formes inté-

grales et les formes hilbertiennes sont les mêmes, et on a }u}H ď }u}{z ď h}u}H.

En d’autres termes, il y a identité entre fonctions f P L8pµ b νq intégrales et

hilbertiennes (Nº 1, définition 1), i.e. (si µ “ ν) les fonctions qui sont combi-

naisons linéaires de fonctions P L8pµb µq de type positif.

Pour une forme bilinéaire u sur un produit C1 ˆ C2 (C1 et C2 du type C) on

a }u}zz{{ “ }u} (§2, Nº 4, th. 6, cor. 1), d’où en vertu de (6) }u}H 1 ď h}u}. On

peut donc appliquer §3, Nº 3, th. 3, corol. 3, 4, 5, on trouve en particulier :

Théorème 3. Soit C “ C0pMq, soit u une forme hermitienne continue sur CˆC,

alors il existe une mesure positive µ sur M, de norme ď h}u}, telle que u ! vµ,

où vµpf,gq “
ş
fg dµ.



RÉSUMÉ DE LA THÉORIE MÉTRIQUE DES PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES 49

(on montre que h est encore la meilleure constante dans cet énoncé, qui n’est

qu’un transformé du théorème 1 par polarité).

Conjuguant (6) avec la formule H ď ρH 1 (§3, Nº 4, prop. 3) on trouve le

Corollaire 1. On a une inégalité

(8) H ď kzz{{ (ou encore {{zz ď kH 1)

où 1 ď k ď ρh ď 2 sh π2 .

En d’autres termes, une forme ou application qui a la propriété de prolon-

gement-relèvement est hilbertienne, et }u}H ď k}u}zz{{. Énoncé équivalent :

Corollaire 2. Toute application linéaire continue C Ñ L (C du type C, L du type

L) est de norme hilbertienne ď k}u}, i.e. se factorise en C
v
−Ñ H

w
−Ñ L, où H est

un espace de Hilbert et }v} }w} ď k}u}. (La constante k est celle du corollaire

1).

(On peut d’ailleurs expliciter encore v et w en appliquant directement §3, Nº

3, th. 3, cor. 4).

La conjonction des formules (5) et (8) donne le

Corollaire 3. On a une inégalité

(9) {{zz ď lzz{{ (où 1 ď l ď hk ď 2 sh2 π

2
).

En d’autres termes, toute application linéaire continue u : C Ñ L (C du type C,

L du type L) est préintégrale, et }u}{{zz ď l}u}. Donc des applications composées

L
u
−Ñ C

v
−Ñ L

w
−Ñ C et C

u
−Ñ L

v
−Ñ C

w
−Ñ L sont intégrales, et on a }wvu}{z ď

l}w} }v} }u}.

(En fait, la deuxième application est même nucléaire, comme on voit en fac-

torisant u en C Ñ H Ñ L (corollaire 2) et en notant que H Ñ C Ñ L est

nucléaire (th. 1, cor. 2)).

En vertu des formules

C1 pbC2 “ C1
{{zz

b C2, L1 qbL2 “ L1
zz{{

b L2

(§2, Nº 4, th. 6), on obtient, compte tenu du théorème 2

(10) C1 pbC2 “ C1
H
b C2

(11) L1 qbL2 “ L1
H 1

b L2

En particulier, dans le cas C1 “ C2, conjuguant (10) avec §3, Nº 2, cor. 2, on

trouve le
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Théorème 4. Soit M un espace localement compact. Alors C0pMqpbC0pMq

s’identifie à l’espace des combinaisons linéaires de fonctions f P C0pM ˆ Mq

de type positif.

De même, la formule (11) permet, compte tenu de §3, Nº 3, th. 3, cor. 5

de donner une interprétation de L1pµqqbL1pνq, en supposant connu l’espace

L2pµqqbL2pνq.

Signalons que chacun des résultats précédents était équivalent au théorème 1

(en y faisant abstraction, le cas échéant, de la valeur de la constante h). Au Nº

4 nous verrons encore diverses conséquences moins fortes. Notons seulement

ici que comme on a {H 1z ď {{zz, la formule (5) implique {H 1z ď hH : c’est le

théorème 4 de §3, Nº 4, sauf qu’on n’obtient pas ici la valeur de la meilleure

constante σ de ce théorème. On aura à priori σ ď h ; comme on a vu que σ “ π
2 ,

cela prouve h ě π
2 (première des inégalités (1)).

3. Démonstration du théorème fondamental.
Pour fixer les idées, on se placera dans la théorie "réelle". Soit hn la norme

préintégrale de l’application identique de l’espace de Hilbert H de dimension n

sur lui-même. Il faut prouver que h “ limhn ă `8, et la limite en question sera

la meilleure constante dans le théorème 1. hn est aussi la norme préintégrale de

la forme upx,yq “ px,yq sur H ˆ H, donc (Nº 1, prop. 2 et formule(2)) hn est

la norme intégrale de la fonction px,yq “ cos θpx,yq sur S ˆ S, où S désigne

la sphère unité de H, et θpx,yq l’angle compris entre 0 et π de deux vecteurs

unitaires x, y. Pour faire le calcul, reprenons la démonstration du §3, Nº 5,

th. 4. Nous y avons introduit de façon naturelle une fonction fo sur le groupe

orthogonal G de H, par

(1) f0psq “ sgn ps.a,a

(a, point fixé de S), fonction qui ne dépend que de s.a et peut donc aussi être

regardée comme une fonction de norme 1 sur la sphère unité S. (On avait vu

que

(2) ϕ !

ˆ
1

nM2
n

˙
rfo ˚ f0 !

π

2
rfo ˚ f0 où on pose ϕpsq “ ps.a,aq).

Calculons rfo ˚ f0. on voit aussitôt que rfo “ f0, d’où

rfo ˚ f0ptq “

ż

G

f0psqf0ps´1tqdmpsq “

(3)

“

ż

G

sgn ps.a,aq sgn pt.a, s.aqdmpsq “

ż

S

sgn pa, xq sgn py, xqdm 1pxq
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où x “ s.a, y “ t.a, m 1 désignant la mesure sur S image de la mesure de G

par l’application s Ñ s.a. L’intégrande dans le dernier membre ne dépend que

de la projection de la demi-droite Ox sur le plan E défini par a, y, qu’on peut

prendre pour plan coordonnées. On en conclut que l’intégrale est égale à

1
π

ż

S1
sgn pa, xq sgn py, xqdx “

2
π

ż π

0
sgn . cos λ sgn . cos pλ´ θqdλ

où on pose θ “ θpa,yq, S1 étant la circonférence unité du plan E. On trouve

aussitôt pour l’intégrale du dernier membre la valeur π2 ´ θ, d’où

(4) rf0 ˚ f0 “ f0 ˚ f0 “
2
π

´π
2

´ θ
¯

où θpsq “ θps.a,aq.

Or, de façon générale, si f,g P L8pmq, considérons la fonction rg ˚ fpt´1sq sur

G ˆ G, c’est la moyenne sur G, dans L8pG ˆ Gq faible, des translatées de la

fonction fb gps, tq “ fpsqgpsq, donc elle est intégrale (définition 1) et de norme

intégrale ď }f}8}g}8. En particulier, rf0 ˚ f0pt´1sq “ 2
π

`
π
2 ´ θps.a, t.aq

˘
est de

norme intégrale ď 1. De plus elle est de type positif. Comme elle ne dépend que

des classes s.a et t.a de s et t, on peut énoncer le résultat équivalent :

Proposition 4. Soit S la sphère unité d’un espace de Hilbert H. Considérons la

fonction

(5) ϕ0px,yq “
2
π

´π
2

´ θpx,yq
¯

sur SˆS, θpx,yq étant l’angle (compris entre 0 et π2 ) des vecteurs unitaires x, y.

Alors ϕ0 est intégrale et de type positif, et on a

(6) }ϕ0}{z “ 1.

(Il n’est d’ailleurs plus nécessaire maintenant de supposer H de dimension

finie). On a vu en effet que }ϕ0}{z ď 1, mais on a aussi }ϕ0}{z ě }ϕ0}8 “ 1,

d’où l’égalité dans (6). De (5) on tire

(7) px,yq “ cos θpx,yq “ sen
π

2
ϕ0 “

8ÿ

k“1

p´1qk`1 1
k!

´π
2
ϕ0

¯k
.

D’autre part, on vérifie sans peine que le produit de deux fonctions intégrales f,

g sur un produit M ˆ N est intégrale, et }fg}{z ď }f}{z}g}{z (en d’autres termes

l’espaces des fonctions intégrales surMˆN forme une algèbre normée complète

sous la multiplication ordinaire). De ceci (7) on conclut que la norme intégrale

de la fonction px,yq est

ď
8ÿ

k“1

1
k!

´π
2

}ϕ0}
¯k

“
8ÿ

k“1

1
k!

´π
2

¯k
“ sh

pi

2
.
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Comme nous l’avions dit au début, cela prouve h ď sh π2 , et achève la dé-

monstration du théorème fondamental. Signalons aussi que dans le cas où H est

de dimension finie, les formules (4), (5), (7) permettent d’exprimer la fonction

px,yq sur Sˆ S canoniquement à l’aide d’une mesure de norme sh π2 sur Bˆ B,

où B désigne la boule unité de L8pm 1q.

On a obtenu en passant, compte tenu de (2), (4) et de la définition (5), la

relation intéressante en elle-même

(8) 0 ! px,yq !
π

2
ϕ0px,yq

i.e. le premier membre de (7) est majoré, pour !, par le premier terme de son dé-

veloppement en série. (Rappelons d’ailleurs que ce résultat contient précisément

le th. 4 de §3, Nº 5).

4. Conséquences diverses dans la théorie des opérations linéaires.
a. Détermination des applications linéaires continues entre espaces C, L, H.
Elle est ramenée théoriquement à la détermination des opérations linéaires

continues entre espaces de Hilbert (qu’on est en droit de supposer connue |).

En effet, des théorèmes classiques permettent de déterminer concrètement les

applications E Ñ C et (de façon transposée) L Ñ E 1 d’un espace de Banach

quelconque E dans un espace C0pMq ou L8, et d’un espace L1 dans un dual

d’un espace de Banach 11. D’autre part, les applications C Ñ H et H Ñ L se

ramènent aux applications L2 Ñ H et H Ñ L2 grâce au §3, th. 4, cor. 4 et 5.

Les applications C Ñ L se factorisent en C Ñ H Ñ L (Nº 2, th. 3, corollaire), et

d’après ce qui précède C Ñ H et H Ñ L se ramènent à des applications linéaires

entre espaces de Hilbert.

De plus, comme signalé à la fin de §2, Nº 6, on sait maintenant détermi-

ner explicitement les diverses classes "naturelles" d’applications linéaires entre

deux espaces dont chacun est du type C ou L ou H, on trouve au plus deux ou

trois classes différentes (suivant les cas). Les applications de chaque classe se

concrétisent encore aisément de façon bien explicite.

b. Amélioration des opérateurs par composition.
Pour la commodité du lecteur, nous allons regrouper ici dans un tableau ré-

capitulatif les résultats obtenus dans ce sens. Pour simplifier, dans une même

séquence, telle H Ñ C Ñ H, la même lettre peut désigner deux espaces diffé-

rentes (du type indique par la lettre). Par ailleurs, la signification du tableau est

claire.

(1) H Ñ C Ñ H, H Ñ L Ñ H Hilbert-Schmidt (§3, Nº 6, th. 6, cor. 1)
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(2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

H Ñ C Ñ H Ñ C, C Ñ H Ñ C Ñ H

H Ñ C Ñ H Ñ L, C Ñ H Ñ L Ñ H

H Ñ L Ñ H Ñ C, L Ñ H Ñ C Ñ H

H Ñ L Ñ H Ñ L, L Ñ H Ñ L Ñ H

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nucléaires (§3, Nº 6, th. 6)

(3)
L Ñ H Ñ C intégral

H Ñ C Ñ L nucléaire

C Ñ L Ñ H nucléaire

(Nº 2, th. 1, cor.)

(4)
L Ñ C Ñ L Ñ C intégral

C Ñ L Ñ C Ñ L nucléaire
(Nº 2, th. 3, cor. 3)

On voit ainsi qu’en composant 4 (resp. 5) opérateurs linéaires entre espaces

du type C, L, H dont deux consécutifs appartiennent à des types différentes, on

obtient toujours une application intégrale (resp. nucléaire). En composant dans

les mêmes conditions un nombre plus élevé d’opérateurs, on obtient donc des

"opérateurs, on obtient donc des "opérateurs de puissance p.ème sommable",

avec p (0 ă p ď 1) d’autant plus petit qu’on aura composé plus d’opérateurs

([4], Chap. 2, §1, Nº 1 et Nº 3).

c. Caractérisations vectorielles-topologiques de l’espace de Hilbert.

Proposition 5. Soit E un espace de Banach, ϕ l’application identique de E sur

E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. La norme de E est équivalente à une norme hilbertienne.

b. ϕ est hilbertienne.

c. ϕ est préintegrale.

d. H est isomorphe à la fois à un quotient d’un espace du type C est à un

sous-espace d’un espace du type L.

En effet, a. équivaut à b. trivialement, b. équivaut à c en vertu du th. 2, cor.

1, a implique d en vertu de §3, Nº 6, th. 7, enfin d implique b en vertu de th. 3,

corollaire 2. - Il semble que les critères de la proposition 5 soient les premières

caractérisations vectorielles-topologiques (et non métriques) connues pour l’es-

pace de Hilbert. Signalons qu’il y a une variante métrique évidente pour l’équi-

valence de a et b ; il serait intéressant de prouver de même la variante métrique

de l’équivalence entre a et d (un Banach qui est métriquement isomorphe à un

quotient d’un espace du type C et á un sous-espace d’un espace du type L, est-il

un espace de Hilbert ?).

d. Le théorème de Littlewood.
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Le théorème 1, corollaire 1 prouve en particulier que l’application d’inclusion

l2 Ñ c0 est préintégrale gauche, et l’application d’inclusion l1 Ñ l2 (transposée

de la précédente) est préintegrale droite. La C 1-norme (resp. la L 1-norme) de

cette application est ď h ; en fait, une méthode directe tout à fait différente, qui

se trouve implicitement dans Littlewood [8], montre que cette norme est exac-

tement
?

2. L’énoncé obtenu peut s’énoncer d’ailleurs de bien d’autres manières

équivalentes, par exemple :

Théorème 5. (Littlewood) 12. Soit L un espace du type L. On a

(5) l1 qbL Ă l2 pbL

et l’application d’inclusion est de norme ď
?

2. A fortiori, toute suite sommable

dans L a une suite de normes qui est de carré sommable.

(Se rappeler l’interprétation de l1 qbE donnée au §2, fin du Nº 1). Dualement,

cet énoncé équivaut au

Corollaire 1. Soit C un espace du type C. On a

(6) l2 qb Ă c0 pbC

et l’application d’inclusion est de norme ď
?

2.

Signalons que dans l’énoncé du théorème 5,
?

2 est la meilleure constante

possible, même pour majorer la norme de l’application d’inclusion l1 qbL Ñ

l2L. - Comme l2 Ñ c0 est préintégrale gauche, sa composée avec l’application

d’inclusion l1 Ñ l2 est intégrale. Cela peut d’ailleurs se voir aussi directement

de façon bien élémentaire, on trouve même :

Corollaire 2. L’application d’inclusion de l1 dans c0 est intégrale, et de norme

intégrale 1.

(Voir [7], Nº 3 pour la démonstration et diverses formulation équivalentes

intéressantes).

Du théorème 5, on déduit par exemple très simplement la généralisation sui-

vante d’un théorème classique de Littlewood :

Proposition 6. Soit G un groupe abélien discret, f une fonction sur G telle que

le produit de f par toute fonction sur G ne prenant que les valeurs `1 et ´1 soit

combinaison linéaire de fonctions de type positif. (i.e. transformée de Fourier

d’une mesure sur le groupe dual pG. Alors f est de carré sommable.

On montre en effet par un raisonnement bien standard d’Analyse Fonctio-

nelle que la famille des fpsq.s, considérées comme fonctions sur pG, est sommable

dans L1p pGq. Donc la famille des normes qui est p|fpsq|q, est de carré sommable
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en vertu du théorème 5.

e. Compléments sur les fonctions intégrales.
SoientM etN deux espaces localement compacts, munis de mesures positives

µ resp ν. Soient 1 ď p,q ď `8. On vérifie que LppµqpbLqpνq peut se réaliser de

façon naturelle comme sous-espace de l’espace des fonctions localement µb ν-

sommables sur M ˆ N. Si donc g P LppµqpbLqpνq, et si f est une classe de

fonctions mesurables sur MˆN, fg est une classe de fonctions mesurables sur

MˆN.

Proposition 7. Sous les conditions précédentes, si 1 ă q ă `8, et si f est

une fonction intégrale sur M ˆ N (Nº 1, définition 1), alors LppµqpbLqpνq est

stable sous multiplication par f. Réciproquement, si la fonction mesurable f sur

MˆN est telle que L2pµqpbL2pνq est stable sous multiplication par f, alors f est

intégrale.

La partie directe résulte facilement du fait que f est limite faible dans L8pµb

νq de combinaisons linéaires convexes de fonctions gb h (g et h dans la boule

unité de L8pµq resp. L8pνq). Si réciproquement L2pµqpbL2pνq est stable sous

multiplication par f, cette opération de multiplication dans cet espace est conti-

nue (th. du graphe fermé). Utilisant §3, Nº 3, th. 3, cor. 6, on en conclut facile-

ment que f définit une forme linéaire continue sur L1pµq
H 1

b L1pνq, donc que f

est du type H. Or on sait que cela implique même que f est intégrale (th. 2, cor.

2).

5. Applications à l’Analyse Harmonique.
(Dans tout ce Nº, on se place dans la théorie avec coéfficients complexes).

Soit A une algèbre involutive, ϕ une forme linéaire sur A, on désigne par uϕ
la forme sesquilinéaire sur AˆA définie par

(1) uϕpx,yq “ ϕpy˚xq.

On a uϕ˚ “ puϕq˚ (où ϕ˚ est défini par ϕ˚pxq “ ϕpx˚q, et où u˚px,yq “

upy, xq). Par définition, la forme ϕ est dite positive, si elle est hermitienne et

si uϕ est positive. Si on suppose maintenant que A est une algèbre normée

complète involutive, et que la forme ϕ est positive et continue, alors uϕ sera

une forme sesquilinéaire positive continue, donc hilbertienne (§3, Nº 2, th. 2).

Donc uϕ sera encore hilbertienne si ϕ est une combinaison linéaire de formes

linéaires positives continues sur A. En particulier, supposons que A soit une

C˚-algèbre, alors il est connu que toute forme linéaire continue sur A est com-

binaison linéaire de formes positives (d’ailleurs automatiquement continues) 13.

Donc alors uϕ est hilbertienne pour toute ϕ P A 1. En fait, il n’est pas difficile
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de prouver qu’on a même

(2) }uϕ}H “ }uϕ} “ }varphi}

Soit A une ˚-algèbre normée complète, il est bien connu (Gelfand) que si

pour tout x P A, on pose ρpxq “ sup }Ux}, le sup étant pris pour toutes les

représentations unitaires U de A, ρ est une semi-norme sur A compatible avec

la structure d’algèbre involutive, plus petite que la norme donnée sur A, et

l’algèbre involutive complétée Aρ est une C˚-algèbre, qu’on pourra appeler la

C˚-algèbre enveloppante de A. On a une ˚-représentation canonique (de norme

ď 1) de A dans la C˚-algèbre Aρ(qui est "universelle" dans un sens évident),

l’image de A dans Aρ est dense. Donc l’application transposée est une applica-

tion linéaire biunivoque de norme ď 1 de A 1
ρ dans A 1, qui permet donc d’écrire

A 1
ρ Ă A 1. Les éléments de A 1

ρ sont des combinaisons linéaires de formes po-

sitives "unitaires et bornées" sur A 14, et si on suppose A2 dense dans A, c’est

la une caractérisation du sous-espace A 1
ρ de A 1. D’où une norme naturelle sur

l’espace des combinaisons linéaires des formes positives unitaires et bornées sur

A (savoir la norme du dual deAρ), qu’on notera }ϕ}H. Avec cette convention, il

est immédiat d’après (2) que l’inégalité }uϕ}H ď }ϕ}H sera valable pour toute

ϕ comme ci-dessus.

Dans le cas où A est l’algèbre de composition L1pGq sur un groupe locale-

ment compact unimodulaire G, les formes positives sur A sont automatique-

ment continues, unitaires et bornées, et celles s’identifient aux fonctions conti-

nues de type positif sur G. Ce qui précède définit donc une norme naturelle sur

l’espace des combinaisons linéaires de fonctions continues de type positif sur

G, norme notée encore }ϕ}H. D’ailleurs, si ϕ est un élément du dual L8pGq de

L1pGq, la forme sesquilinéaire uϕ sur L1 ˆL1 est définie par la fonction ϕpt´1sq

de L8pGˆGq par la formule usuelle :

(3) uϕpf,gq “ xrg ˚ f,ϕy “

ĳ
fpsqgptqϕpt´1sqdsdt.

On désignera donc encore par uϕ la fonction uϕps, tq “ ϕpt´1sq sur G ˆ G.

On voit donc que si ϕ est combinaison linéaire de fonctions continues de type

positif, alors la fonction uϕ sur G ˆ G est hilbertienne (Nº 1, définition 1) et

}uϕ}H ď }ϕ}H. Réciproquement, si uϕ est hilbertienne et hermitienne, alors il

existe une f dans L8pG ˆ Gq telle que ´f ! uϕ ! f et }f}8 ď }uϕ}H (§3, Nº

2, th. 2). L’ensemble des f qui satisfont à ces propriétés est d’ailleurs une partie

convexe faiblement compacte de L8pG ˆ Gq, invariante sous les translations

par le groupe diagonal G : τsfpr, tq “ fps´1r, s´1tq. Si alors on suppose que

le groupe G admet une "moyenne invariante" 15, on pourra dans ce convexe

trouver une f invariante que sous G, donc de la forme uψ, avec ψ P L8pGq.
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On aura alors ´ψ ! ϕ ! ψ et }ψ}8 ď }uϕ}H. ψ sera de type positif, et on

voit alors aussitôt que ϕ sera différence de deux fonctions P L8pGq de type

positif, et de façons plus précise qu’on aura }ϕ}H ď }uϕ}H. On a donc obtenu

(indépendamment des résultats des Nºs antérieures de ce §4) la

Proposition 8. Soit G un groupe localement compact unimodulaire, ϕ P L8pGq.

Si ϕ est combinaison linéaire de fonctions continues de type positif, alors la

fonction uϕps, tq “ ϕpt´1sq sur G ˆ G est hilbertienne, et }uϕ}H ď }ϕ}H.

La réciproque est vraie si on admet que G admet une "moyenne invariante",

en particulier si G est compact, ou abélien, ou admet une suite de composition

formée de tele groupes. Dans ce cas, si ϕ est hermitienne (ϕpsq “ ϕps´1q) on

aura même }uϕ}H “ }ϕ}H.

En transformant par dualité, on obtient une caractérisation des éléments de

la C˚-algèbre enveloppante de L1pGq :

Corollaire 1. L’application linéaire de L1pGq b L1pGq dans L1pGq définie par

l’application bilinéaire pf,gq Ñ g˚ f, se prolonge par continuité en une applica-

tion linéaire de norme ď 1 de L1pGq
H 1

b L1pGq dans la C˚-algèbre enveloppante

de L1. SiG admet une "moyenne invariante", c’est même là un homomorphisme

sur (qui induit un homomorphisme métrique pout les sous-espaces hermitiens).

Ce corollaire s’interprète de façon particulièrement concrète (laissée au lec-

teur) quand G est discret. Rappelons d’ailleurs que quand G est abélien, la C˚-

algèbre enveloppante de L1pGq n’est autre que l’espace "transformé de Fourier"

de C0p pGq (où pG est le groupe dual de G), qui s’interprète par exemple comme

un espace de distributions sur G 16.

Ces énoncés se transforment de façon remarquable, si on tient compte main-

tenant du th. 2 (Nº 2). Ainsi, sous les conditions indiquées, une fonction ϕ P

L8pGq est combinaison linéaire de fonctions continues de type positif si et seule-

ment si la fonction ϕpt´1sq sur G ˆ G est intégrale ; alors sa norme intégrale

est ď h}ϕ}H, où h est la constante du Nº 2 (qui est ici encore le meilleure

possible, car on voit que l’énoncé présent est en fait équivalent au théorème

fondamental du Nº 2). D’ailleurs, si G est abélien, les fonctions envisagées sont

(d’après le classique théorème de Bochner-Godement) les transformées de Fou-

rier des mesures bornées sur le groupe dual pG. Si ϕ est transformée de µ, on

a ϕpt´1sq “
ş

pG pspt´1sqdµppsq “
ş

pG pspsqsptqdµppsq, d’où uϕ “
ş

pG ps b ps dµppsq,
d’où aussitôt l’inégalité

(4) }uϕ}{z ď }µ}
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si ϕ est transformée de Fourier de la mesure bornée µ. On en conclut que si on

suppose ϕ hermitienne, on a même

(5) }uϕ}{z “ }uϕ}H “ }ϕ}H “ }µ}.

De même le corollaire 1 est encore valable si on y remplace L1
H 1

b L1 par

l’espace plus sympathique L1 qbL1, en vertu de Nº 1, formule (11).

Enfin, nous obtenons une dernière formulation équivalente intéressante du

théorème fondamental :

Corollaire 2. Soit G un groupe compacte, u une forme bilinéaire continue sur

CpGq ˆ CpGq invariante par translations gauches : upf,gq “ upτsf, τsgq pour

tout f et g P CpGq et tout s P G. Alors u peut s’étendre par continuité en une

forme bilinéaire continue v sur L2pGq ˆ L2pGq, de norme ď h}u}.

Soient en effet f et g deux éléments de CpGq, on a upf,gq “ xuqg˚fy, (on

pose qgpsq “ gps´1q où uqg˚f est regardé comme un élément de CpGqpbCpGq. Or

on a }qg ˚ f}H ď }f}2}g}2 comme il est bien connu 17, donc d’après ce qu’on a

dit }uqg˚f} ď h}qg ˚ f}H ď h}f}2}g}2. On en conclut |upf,gq| ď h}f}2}g}2}u},

c.q.f.d.

J’ignore si dans la proposition 8, deuxième partie, la restriction sur G est

nécessaire. De même, il est peut-être inutile de supposer ϕ hermitienne dans la

formule }uϕ}H “ }ϕ}H.

6. Quelques questions ouvertes.
Citons d’abord, pour mémoire, la plus importante de toutes :

1. Problème d’approximation : tout espace de Banach est-il accessible, ou

même métriquement accessible ? Cela semple improbable. Voir pour des détails

sur cette question et ses variantes les notes 2 et 3, ainsi que [4], Chap. 1, §5.

2. Relations entre b-normes naturelles. Rappelons qu’on ignore si C est do-

minée par C 1 (ou ce qui revient au même, L dominée par L 1), voir §2, Nº 6.

3. Meilleures constantes. Pour exprimer les relations entre les b-normes na-

turelles, nous avons introduit 5 constantes : ρ (§3, Nº 4), σ (§3, Nº 5), h, k, l

(§4, Nº 2). Seule la valeur σ “ π
2 est connue, pour les autres constantes on n’a

que des inégalités. D’ailleurs sauf ρ, aucune de ses constantes ne peut être égale

à 1. Il n’est d’ailleurs par certains que ces constantes soient les mêmes dans la

"théorie réelle" et la "théorie complexe".

4. Propriétés algébrico-topologiques des C˚-algèbres. Soit A une C˚-algèbre.

Le théorème 3 du Nº 2 suggère la conjecture suivante : Soit u une forme sesqui-

linéaire continue sur A ˆ A, peut on trouver une forme positive ϕ sur A telle

que u ! uϕ (où on pose, comme au Nº 5, uϕpx,yq “ ϕpy˚xq) ? S’il on était

toujours ainsi, on pourrait trouver une constante universelle λ (peut on prendre
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même λ “ h ?) telle que l’on puisse choisir cette ϕ de norme ď λ}u}. Il suffi-

rait de prouver alors l’énoncé sous cette forme le cas où A est du type LpHq, H

étant un espace de Hilbert de dimension finie. Cette conjecture peut s’énoncer

de diverses autres façons équivalentes dignes d’intérêt. Signalons qu’elle impli-

querait que toute forme bilinéaire continue sur le produit de deux C˚-algèbres

est hilbertienne. Quand l’une des deux C˚-algèbres est prise égale à c0, on ob-

tient facilement la conséquence suivante : toute suite sommable dans le dual A 1

d’une C˚-algèbre a une suite de normes qui est de carré sommable. Cela permet-

trait par exemple de prouver la proposition 6 du Nº 4 sans supposer le groupe

G abélien.

5. Réciproques diverses. On a vu un grand nombre de propriétés bien spé-

ciales pour les espaces C, L, H, λ, γ. On peut se poser la question si elles sont

caractéristiques dans une certaine mesure, par exemple : Si un espace de Banach

E est tel que l1 qbE Ă l2 pbE, l’application identique de E sur lui-même est-elle de

type L ? (Comparer Nº 5, th. 5). Un résultat très particulier de ce genre, mais

de nature métrique, est donnée dans [6]. On peut aussi remarquer que les pro-

priétés auxquelles il est fait allusion ci-dessus peuvent aussi s’exprimer comme

des propriétés pour des applications du type correspondant C, L, H, λ, γ. On

peut se demander pour chacune si elle implique déjà que l’application linéaire

en question est d’un type C etc. déterminé. De telles questions se posent de fa-

çon impérative quand on veut par exemple résoudre la question suivante.

6. Comparaison de EpbF et EqbF. Il est bien probable que si ces deux espaces

sont identiques, E ou F est de dimension finie. Des résultats partiels dans ce

sens sont donnés dans [7]. Une question plus fine, posée par la théorie des es-

paces nucléaires (voir [4], question non résolue 3 - après le Chap. 2 -), est la

suivante : Déterminer un entier n ą 0 tel que, si on a deux séquences d’opéra-

teurs linéaires continus entre espaces de Banach : E1 Ñ E2 Ñ . . .En Ñ En`1

et F1 Ñ F2 Ñ . . . Fn Ñ Fn`1 telles que l’application correspondante Ei b Fi Ñ

Ei`1bFi`1 soit continue quand le premier espace est muni de |u|z{ et le deuxième

de |u|{z (i “ 1, . . . ,n), alors le composé de l’une au moins de ces séquences est

intégral.

Alors que les résultats de ce travail, en dernière Analyse, concernent plûtôt

les espaces C, L, H que les espaces de Banach plus généraux, la solution des

questions 1, 2, 5, 6 apporterait des progrès décisifs dans la connaissance de

la structure vectorielle-métrique fine des espaces de Banach généraux. Jusqu’à

présent, l’unique résultat de ce genre est un théorème de Dvoretzky-Rogers, et

ses conséquences le plus immédiates [3], [7].
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REMARQUES

1. Les notions et résultats de ce Nº sont dûs à Schatten [10]. Ils avaient

été retrouvés indépendamment par l’auter. [10] est la première étude

systématique des produits tensoriels d’espaces de Banach.

2. Mais la question de savoir si }u}{z “ |u|{z offre déjà des difficultés essen-

tielles, et sa solution par l’affirmative dans le cas général équivaudrait

au fait que tout espace de Banach E est métriquement accessible ([4],

§5) d’où résulterait donc }u}α “ |u|α pour tout α, dans tous les cas.

3. La question est liée à la suivante : Soit E
α

rb F le quotient de E
α
b F

envisagé au début de ce Nº ; on a une application linéaire canonique

de norme ď 1 de E
α

rb F dans E
α

rb F2, est-ce même un isomorphisme

métrique ? Je l’ignore même si α “ {z, i.e. j’ignore si une application

nucléaire a même norme nucléaire que sa transposée. La théorie se

simplifierait beaucoup (grâce en particulier au Nº 4, th. 4, cor. 2) si

on savait qu’on a toujours Nαpuq “ }u}α i.e. que l’application cano-

nique E
α
b F Ñ BαpE 1, F 1q est un homomorphisme métrique. Il suffirait

d’ailleurs d’établir ce résultat pour α “ {z. Cela aurait de nombreuses

conséquences. Par exemple, tout espace de Banach accessible serait déjà

métriquement accessible.

4. Voir [6] pour plus de détails.

5. Il revient au même de dire que le polaire F0 de F est facteur direct dans

E 1. Cette condition est d’ailleurs suffisante dans la plupart des question

où d’habitude on exige l’existence d’un supplémentaire de F. Elle est par

exemple vérifiée chaque fois que F est un espace C0pMq (voir §2, Nº 2),

tandis qu’il se peut fort bien que C0pMq ne soit pas facteur direct dans

E. (Ainsi, si C0pMq est de dimension infinie et séparable, il n’est par

facteur direct dans son bidual).

6. On appelle semi-norme préhilbertienne sur un espace vectoriel E, une

semi-norme du type pupx, xqq1{2, où u est une forme hermitienne posi-

tive sur Eˆ E.

7. L’introduction de l’espace F, commode dans toutes les question d’antili-

néairité, est due, saut erreur, à J. Dixmier.

7 bis. Il ne faut pas croire cependant que tout élément hermitien de EqbE, tel

que la forme hermitienne sur E 1 ˆ E 1 qu’il définit soit hilbertienne, soit

dans E
H
b E. Cela est déjà faux dans le cas où E est du type C, par

exemple l’espace c0 ; en ce cas, nous verrons d’ailleurs - §4, Nº 2 - qu’on
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a E
H
b E “ EpbE, et les H-formes sur E 1 ˆ E 1 sont identiques aux formes

intégrales. Cela montre donc en même temps qu’une application linéaire

intégrale et compacte peut ne pas être nucléaire.

8. On va pour fixer les idées nous placer dans la théorie à scalaires réels. Le

résultat (th. 4) sera encore valable dans la théorie à scalaires complexes,

par une variante facile de la démonstration donnée ici.

8 bis. Une théorie de la dualité pour les opérateurs dans l’espace de Hilbert,

englobant les résultats de Schatten, peut se déduire par exemple bien

simplement de la formule suivante :
ÿ
ρipuvq ď

ÿ
ρipuqρipvq

(où u et v sont deux opérateurs compacts). Cette formule, sans doute

bien connue, se démontre simplement par l’élégante méthode de con-

vexité de H. Weyl [11]. L’exploitation systématique de l’idée de Weyl

a fait l’objet d’un séminaire à l’Université de São Paulo en 1954 (non

rédigé). Sa méthode, convenablement adaptée, peut servir aussi pour les

traces sur des algèbres involutives générales, voir le séminaire Bourbaki

Décembre 1954.

9. On montre que réciproquement toute "gauge-function" est du typeNα.

Cela montre en particulier qu’il existe une infinité continue de b -normes

non équivalentes.

10. En fait, on prouve que, sauf le cas où Nα est équivalente à la norme

sup |ρi|, i.e. }u}α équivalente à la norme usuelle des opérateurs sur

LpH1;H2q, les α-applications d’un Hilbert dans une autre sont com-

pactes, et que }u}α “ Nαpρipuqq, où pour une suite positive quel-

conque pρiq, on pose Nαppρiqq “ limnÑ8Nαpρ1, . . . , ρn, 0, 0, . . .q.

(Mais bien entendu, cela ne prouve pas que u soit α-nucléaire, bien qu’il

en soit ainsi dans le cas usuelle, notamment dans le cas des p-normes

classiques).

10 bis. Rappelons (§1, Nº 6) que dans le cas où f est réelle, }f}α n’est pas

la même suivant qu’on se place dans la théorie à scalaires réelles, ou

complexes.

11. Il s’agit notamment du théorème de Dunford-Pettis, valable par exem-

ple si E ou L1 est séparable. Remarquons qu’on n’a pas d’énoncé simple

correspondant pour les applications linéaires continues d’un espace L1

dans un espace de Banach quelconque. Déjà l’application identique de

L1 sur lui-même ne peut s’obtenir (si la mesure µ n’est discrète) par une

application mesurable de M dans L1.
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12. A la terminologie prés, ce théorème figure dans [8] pour L “ l1. Faute

d’une terminologie suggestive, Littlewood ne semble pas s’être aperçu

de la généralité de son résultat. Contrairement à son habitude, il ne

donne pas non plus la meilleure constante.

13. Ce résultat a été publié par Takeda, Proc. Japan Acad. 30 (1954), 90-

95. Il avait été obtenu à peu près simultanément par l’auteur, avec une

démonstration voisine, en même temps que divers résultats connexes.

14. Pour toutes ces notions, voir Gelfand-Naimark, "Rings with involu-

tion", . . . .

15. Nous dirons avec J. Dixmier qu’un groupe topologique G admet une

“moyenne invariante” si, dans le convexe faiblement compact formé des

formes linéaires positives de norme 1 sur l’espace C8pGq des fonctions

continues surG, existe un élément invariant par translations. Alors pour

toute représentation s Ñ Us de G par des opérateurs continus dans un

espace localement convexe E, telle que les fonctions xUsx, x 1y soient

continues pour tout x P E, x 1 P E 1, et tout ensemble convexe faiblement

compact K dans E stable sous G, existe dans K un élément invariant

sous G.

16. Ces distributions ne seront pas en général des mesures, si G n’est pas

discret. C’est pourquoi c’est surtout le cas G discret qui s’interprète de

façon bien simple.

17. En fait, d’après une formule de décomposition classique, toute fonction

f ˚ g (f et g dans L2pGq) est combinaison linéaire de fonctions du type
rh˚h (h P L2pGq) qui sont continues et de type positif. L’inégalité précise

}f ˚ g}H ď }f}2}g}2 est par exemple une conséquence de la théorie des

algèbres unitaires, voir Godement, Théorie des caractères, Annals of

Math. vol. 59 (1954) p. 55, th. 3.
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