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LA THEORIE DE FREDHOLM;

PAR

A. GROTHENDIECK.

INTRODUCTION.

1. Contenu du travail. — Comme I'a vu pour la premiére fois
A. Rustox [7], le domaine naturel de la théorie de Fredholm se trouve
dans les « opérateurs & trace » de Schatten, qui se définissent spontanément
dans la théorie des produits tensoriels topologiques. Le présent travail se
propose, comme [7 |, de donner la théorie dans ce cadre général. Comme il
a été concu indépendamment (), et différe de [7] autant qu'il est possible
pour deux exposés d’un sujet aussi limité, il ne m’a pas semblé inutile de le
publier. Bien entendu, on ne saurait, dans un sujet comme la théorie de
Fredholm, avoir de prétentions & 'originalité. Aussi cet article ne prétend-il
étre autre chose qu'un exposé didactique. Il présuppose une bonne connais-
sance ‘de I'’Algébre linéaire et multilinéaire, ainsi que les rudiments de la
théorie des espaces de Banach. (Nous suivrons la terminologie des Eléments
de Mathématique de N. BOURBAKI. )

Je me suis surtout attaché & développer le mécanisme algébrique de la
théorie de Fredholm de la facon la plus naturelle possible. Cela est fait au
chapitre I, qui est de nature purement algébrique. L’usage intensif de
produits tensoriels et de produits extérieurs, qui rebutera certains, est cepen-
dant au fond de la question et indispensable au bon entendement de la
théorie. La théorie de Fredholm proprement dite s’obtient alors au chapitre II
par d'immédiats prolongements par continuité, une fois posées les définitions
fondamentales relatives aux produits tensoriels (chapitre II, § 1). Enfin le
chapitre III montre comment, a I'aide de résultats généraux sur les produits
tensoriels topologiques, la théorie générale peut s’appliquer & des cas assez

(1) La premiére rédaction de cet exposé date de 1952. Le manuscrit définitif avait été
accepté en 1953 par Summa Brasiliensis Mathematice, mais, 3 la suite de longs délais
de publication, j’ai retiré mon manuscrit afin de le publier dans le présent journal.

Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin de cet article
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divers. Le cas classique est traité avec quelque détail, et divers cas non
classiques sont esquissés.

Pour finir, remarquons que I'exposé se simplifie considérablement si I'on
ne tient pas i traiter le cas singulier (zéros multiples du déterminant de
Fredholm). Si I'on veut méme se borner a l'existence et aux propriétés
fondamentales du déterminant de Fredholm (la partie la plus importante de
la théorie), il suffit de quelques pages, une fois connue la définition du
produit tensoriel topologique.

2. Applications multilinéaires et fonctions polynémes. Dérivation des
fonctions polynomes. — Nous considérons des espaces vectoriels sur un
corps k. Soient F, I5;(i =1, ..., n) des espaces vectoriels; I’ensemble des

applications n fois linéaires de IlE,- dans F' est un espace vectoriel, noté
i
B(E,, ..., E,;; F). Si u(a,, ..., z,) est une telle application, et si l'on
fixe p variables x;, par exemple z,, ..., x,, on obtient une fonction multili-
néaire par rapport aux n — p autres variables, & valeurs dans F, c’est-a-dire
un élément de B(E,.,, ..., E,; F); et cet élément dépend p fois linéaire-
ment de &, ..., x,. On obtient de cette facon un isomorphisme canonique
de B(E,, ..., E,; Fysur B(E,\, ..., Ep; B(Ep.y, ..., E,; F)). [ En parti-
culier, B(F, F; G) s’identifie 4 L(E; L(F; G)), donc (faisant G=1F)
Pespace B(FE, F) des formes bilinéaires sur E < F s’identifie a I'espace
L (E; F") des applications linéaires de £ dans le dual ¥’ de F.] Quand tous
les F; sont identiques & un méme espace /, I'identification précédente induit
aussi une identification des applications n fois linéaires symétriques de E™
dans F, & certaines applications p fois linéaires symétriques de EP dans
I'espace des applications n — p fois linéaires symétriques de K™ dans F.
Si les espaces Ej, F envisagés sont des espaces de Banach (sur les réels ou
sur les complexes), et si I'on désigne alors par B(E), ..., E,; F) I'espace des

applications n fois linéaires bornées de ]IEi dans ¥, muni de sa norme

1
naturelle

(1) Huii—_—_qS‘ulpéjlu(.rl,...,xn)“,

alors I'ilsomorphisme algébrique envisagé plus haut induit un isomorphisme
entre les espaces normés B(E,, ..., Ep; F)et B(E\, ..., Ep; B(Epiis .-os Ey)).

Supposons de nouveau le corps des scalaires quelconque, mais de caracté-
ristique o pour simplifier. On appelle application monéme de degré n de £
dans F, une application f qui est de la forme

(2) flz)y=u(x,...,x),

n

ou u est une application 7 fois linéaire de E™ dans F. Les applications
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mondémes de degré n de £ dans F forment manifestement un espace vectoriel ;
si F est muni d’une base (¢;), les applications monémes de degré n de £ dans
F sont celles qui s’expriment par des polyndmes homogénes de degré n (a
coefficients dans F) par rapport aux composantes A; de z suivant la base (¢;)
(polynémes éventuellement infinis, si la base est infinie). Si f est une appli-
cation monéme donnée par (2), on a aussi

flz)=v(x,...,x),

ou v est la fonction n fois linéaire symétrique de E™ dans F donnée par

: 1 O
O(Liye ooy Ty) = 1 2‘ U(Zg.1ry- -y Lo.n)

oceB,

(ou D, désigne le n-idme groupe symétrique). Ainsi, dans la représentation
(2), on peut toujours supposer que i« est une fonction n fois linéaire symé-
trique, ce que nous ferons par la suite. Pour abréger, si u est une application
n fois linéaire symétrique de £ dans F, on notera simplement 2 — u(z) la
fonction monéme de degré n qui lui correspond :

u(xz)=u(x,...,x),

notation qui ne risque pas d’entrainer confusion. Nous verrons plus loin que
réciproquement, la fonction 7 fois linéaire symétrique u(zy, ..., x,) est bien
définie quand on connait la fonction monéme u () correspondante.

On appelle application polynéme de degré —n de E dans F, toute
somme d’applications monémes de degré —~n de E dans F. Elle se met de
facon unique sous la forme

(3) Sf(z)=fol®)+...+ fu(x),

ou les f; sont des applications mondmes de degré i (noter que les espaces des
applications monémes des divers degrés sont linéairement indépendants).
Soit f une application polyndme de E dans F, soient z€ FE, h€ E; alors
f(x + Ah) est une fonction polynéme de la variable scalaire A, a valeurs
dans F et méme dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de F. Sa
dérivée pour A =o est donc bien définie, on 'appelle dérivée (partielle) de
f en x suivant h, et on la note f; (). Pour x et A fixés, cette dérivée dépend
linéairement de f, il suffit donc de la calculer pour ffonction mondéme de
degré n, donnée par (2) (« étant supposé fonction n fois lindaire symétrique).
On constate aussitét que

(4) uy(z)=nu(z,...,z, k).

n—1

On voit sur cette formule que f; (z) est, pour z fixé, une fonction linéaire
de A, [ c’est-a-dire un élément de L(E, F)]. On Vappelle dérivée (totale) de
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S au point x, et on la note f'(x). Donc, par définition,
(5) Ju(z)=f"(z)h.

D’autre part, on voit sur (4) que 'application x — f'(x) de E dans L(E, F)
est une application polynéme de degré —n—1 (si f est de degré —<n); cette
application est notée f’ et appelée fonction dérivée de f. On peut alors défi-
nir la dérivée seconde f” de f comme la dérivée de f'; pour z € E fixé, f"(x)
est un élément de L(L; L(FE; F)), ou encore un élément de B(E, E; F)
(voir les identifications ci-dessus), et z — f” (z) est une application polyndéme
de degré <~ n —2 de E dans B(F, E; F). De facon générale, on définira par
récurrence la dérivée p-iéme f 7 de f comme la dérivée de f»—1); c’est une
application polynéme de degré < n — p de E dans B(E, ..., E; F). Défi-

p
nissons par la méme méthode de récurrence les dérivées partielles successives

/i 1u(@); on aura :

(6) S (@)= fP(2) (s D).

Si f(x)=u(x)=u(x, ..., x) (u, application n fois linéaire symétrique
de E* dans F'), alors on voit de proche en proche, a 'aide de (4), que

(7) wP(x)(hy,...,hp)y=n(n—1)...(n—p+1)u(z,...,x k..., hp)
r=p

pour p £ n, et u'?)(z)=o0 pour p> n.On en conclut d’abord que f7 (x)
est (pour z fixé) une application p fois linéaire symétrique de EP dans F
(permutabilité de I'ordre des dérivations partielles), ce qui reste évidemment
vrai pour toute fonction polynéme. On en déduit aussi que la fonction n fois
linéaire symétrique u(xy, ..., Z,) est bien déterminée quand on connait la
fonction monéme qui lui correspond, puisque n!u(zx,, ..., ,) est égal, en
vertu de (7), a u™(z)(zy, ..., ,) (quel que soit d'ailleurs z€ E). On a
méme. une formule explicite « finie » [ et non plus «infinitésimale » comme
(7)] pour exprimer u(xy, ..., ;) a I'aide de u(z) :

(8) nlu(xi...,2s) =A7,,... x,u(0)

n

:2(_1)1’ 2 u(z,+&y+. . +xy, )

»P=0 Iéi‘<i,<...<i,,_,,én

Le deuxieme membre de (8) est une différence n-iéme de u(«) (pour
& =0), qui se définit par récurrence par

Aru(z)=u(x+=z) —u(x)
(considérée comme une fonction de z),
Doy () = Bz, (B, ...z, 0 (2)).

On vérifie immédiatement I’égalité des deux derniers membres de (8) (récur-
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rence sur n). L’égalité avec le premier membre est donnée par un raisonne-
ment classique.

Notons enfin qu'on a encore la formule de Taylor
(9) Sfle+h)=f(z)+[f(z)(h)+...+ ,f"’(x) (hyeo s ),

ou f est une fonction polyndme de degré < n. En effet, il suffit de vérifier
cette formule quand f est une fonction mondme de degré < n, et alors ce
n’est autre que la formule du binéme

u(z+h . ,x—%—/z)-Z( >u(x s &y Pyl
q

r—q

3. Applications analytiques d’un espace de Banach dans un autre. —
Si E et F sont des espaces de Banach, on se borne a considérer les applica-
tions mondémes et les applications polyndmes de £ dans F' qui sont continues.
Il revient au méme de dire que les fonctions multilinéaires symétriques qui
servent a les définir sont continues, ce qui (en vertu du théoréme du graphe
fermé) sera en effet pratiquement toujours le cas. Si u(z)=u(x, ..., x)
est une fonction mondme de degré n, on appelle norme de u la norme de la
fonction n fois linéaire symétrique u(zy, ..., x,) associée

Hu[]:vsuP [|w(zsy oy xa) ]l
1o [T«

La quantité SUP ||u(x)]|| est aussi une norme sur I'espace des fonctions
il <1

mondmes de degré n de £ dans F, mais moins commode ; elle est équivalente
a la précédente, car en vertu de (8) on a

(sup_llu(@) | <l ull<kn) sup llu@)ll,

ou
n I w1 n n 1 a_ 2n)"
(kn) :Zp—-—!(n i (n —p) &—’EZ(P)nPn P= ’—z—!(n—i—n) =1
p=0 r

d’ou (formule de Stirling) k(n) =o((2¢)"), et enfin

(10) sup |u(z) || <Ll|uli<Lk(2e)" sup jlu(z)],
x|l <1 Il |l <1

ou k est une constante universelle.

Une application f d’un ouvert U de E dans F est dite analytique, si pour
toutze€ U, on a

(11) f(w—i—ll)—_-zun(h)

n=0
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pour || & || assez petit, ot les u; forment une suite de fonctions mondmes (u,

de degré n), telle que la sériez || #» || 5™ ait un rayon de convergence non nul,
c’est-d-dire telle que

1
(12) %:E]]un||;<+oo

[d’ailleurs, l'inégalité (10) montre que pour vérifier (12), on peut remplacer
les |lu,|| par les quantités sup | u,(x)||]. Alors (11) converge en effet
Nx|l<t

absolument pour ||| < R, uniformément pour {|k||ZR' <R et f sera
continue. On constate de plus facilement que les u, dans (11) sont déter-
minées de facon unique. Interprétées comme des applications »n fois linéaires
symétriques de £ dans F, on peut considérer les n !u, comme les dérivées
n-iémes de f au point 2. On vérifie qu'avec cette définition, la dérivée p-iéme
de f est une application analytique de U dans I’espace de Banach des
applications p fois linéaires symétriques continues de £7 dans F, dont le
développement au point « s’obtient en « dérivant terme & terme » le dévelop-
pement (11).

Une application f de E dans F est dite analytique entiére, si elle est
donnée par une série

(13) f(@) =, un(),
n=0
ou les u, forment une suite de fonctions monémes (u, de degré n) telle que la
sériez || % || 5™ soit entiére, c’est-a-dire telle que
1
(14) lim || u, ||" =0
[ici encore, on peut remplacer || u, || p:alrII ilTPé 1|| up,(z)||]. Pour de telles

données,.le deuxi¢éme membre de (13) converge bien absolument, uniformé-
ment pour || z || L M (M quelconque), vers une f(x) qui sera une fonction
analytique dans E (au sens de la définition donnée plus haut); la dérivée
p-iéme de f est aussi une fonction analytique entiére sur £ (a valeurs dans
Pespace de Banach des applications p fois linéaires symétriques continues de
E? dans F), donnée par

(15) fP(@) =D up (@) =Y, uill,(2),

n=o0

soit, de facon explicite, par

(16)  FP(@) (huy- s hp) = D Uil () (Bry -, Bp)

n=o0

S (n+p)!
:Z(——n—‘p)_ Unip(Xy. .oy hyyoooy hp).

n=0 n
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(=13

CHAPITRE 1.

PARTIE ALGEBRIQUE.

1. Notations et rappels. — Soient £ et F des espaces vectoriels de
dimension finie ou infinie sur un corps & de caractéristique o; £’ le dual de
E (espace de toutes les formes linéaires sur £); (z, ' la forme bilinéaire
canonique sur £ < E'; L(E, F) Pespace de toutes les applications linéaires
de E dans F; L;(E, F)le sous-espace des applications de rang fini, qui peut
s'identifier au produit tensoriel E'@ F en faisant correspondre au tenseur
z' @ y Vapplication linéaire : x — {2, 2'>y [2]. Si = F, nous écrirons

L(E) et Ly(E). Le symbole éE( resp. /n\E) désigne la puissance tenso-
rielle (resp. extérieure ou antisymétrique) n-iéme de 5 ([2], § & et 5);

éE est. en dualité séparée naturelle avec éE' (qui s'identifie au dual

n . . . ’
de QFE si E est de dimension ﬁme), car on a pour des tenseurs décom-
posables

(1) (1@ QTny Ty, Q.- . Q& p) =L s, &, ... Ty ),

n n
De méme, A E est en dualité séparée avec A E’ (qux s'identifie au dual de

n
A E si E est de dimension ﬂme) car on a, pour des multivecteurs décompo-
sables,

(2) s Neo  ANZiy Ty N N\ ), > =dét({ 1",))
11 existe un homomorphisme canonique ¢, de éE sur 7\ I donné par
(3) (1@ - Q@ xn) =, A-. - A 2

n n
et un isomorphisme canonique a, de A £ dans @Z tel que sa transposée

n n
définisse l'isomorphisme canonique de @' sur A E’; des formules précé-
dentes, il résulte que a, est l'opérateur d’antisymétrisation classique

(!J) an(xl/\-n/\xn):E5oxc.1®---®‘1’o‘.m

o€,

ou B, est le n-iéme groupe symétrique et ¢, la signature de la permutation o.
Soient u,, ..., u,, n applications linéaires de £ dans un espace F; on
appelle produit tensoriel u,@...® u, de ces applications 1'application

n n
linéaire de @ E dans ) F définie sur les tenseurs décomposables par

(5) (@...Qu.) (x1Q...Qx))=u,2,Q...Qu,x,
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et produit cxtérieur des applications linéaires u; (noté Uy N A\ Un

ou A ul) I'application linéaire de /'{Edans /’{ F, telle que

1ZiZn
(6) (e Ao A u,,):—,—ll—!cp,lo(lt,@)...@u,,)oa”

olt g, et «, sont définis par les formules (3) et (4) (la premiére étant
considérée comme relative a F'). On vérifie immédiatement que u, A\ ... A u,
ne dépend pas de lordre des facteurs u, ..., u,; ainsi I'application
(tyy ooy Up)—>wi A\ ... A\ u, est une application »n fois linéaire symétrique

de (L(E, F))" dans L(;\E, 7\F) De plus, pour vy, —u,=...=u, =u,

n
en désignant le produit extérieur de ces n applications par A «, on obtient

(7) (/"\u)x,/\.../\x":uxl/\.../\ux,,,
ce qui redonne la notion classique de puissance extérieure d’une application
linéaire ([2], § 5). Donc l'application
(Ugye oy W) > Ao N Up
peut aussi se définir comme I'application rn fois linéaire symétrique de
(L(E, F))* dans (/"\ E, KF), associée a la fonction mondme de degré n
“w—> /'i « (Introduction, § 2). Si les u; sont décomposables
w=a,@b; (a; €E’, b€ F),
alors
@u,:A’@B, ou A’:@a}, B:@b,,
et (6) donne
A= 25 (0, A") @ (92 B) = ~79aA' @ 9 5,
soit

(8) (G@VINA- A ®ba) = (@ Ao NG R (B A--- A bn),

formule qui suffit pour calculer les produits extérieurs d’opérateurs de rang
fini, les seuls qui nous intéresseront par la suite.

Plus généralement, soient (p;, q;) (=1, ..., k) k couples d’entiers et,
pour tout 7, une application linéaire u; de 7\' FE dans 7\ F; on appelle produit
extérieur des «; (noté u, A\ ... A\ ou /z\ ui) I'application linéaire de /p\E

dans }/\ r (oil D :Zp,-, q :z 71) telle que

\

(9) UM ANUi= 7o (Ui®---®@U)eoa,

1
plpt...p



THEORIE DE FREDHOLM. 327

ot ¢ est 'homomorphisme naturel de @ l}{F sur 7\F déduit de l'appli-

1£ick
qi q
cation k fois linéaire (X, ..., Xz) = A1 A ... A Xx de H/\ F dans )\ F,
1Lizk

. . P Vi ,
et « 'isomorphisme naturel de AE dans @ A Z, tel que sa transposée
1£izk

. . Pi - .
définisse I’homomorphisme naturel de @ AL’ sur A L’'. Si les U; sont
1<Zizk

décomposables, Uy=Y! @ ¥, (X1 e A E', ¥,€ A F), on obtient immédia-

tement la formule explicite
(10) (M ¥HIA-. . ANX: @ Fy)

= ST (A A ATD®(Fi A AT,

Sur cette formule, on reconnait que le produit extérieur des U, est commu-
tatif (c’est-a-dire ne dépend pas de I'ordre des facteurs), et associatif c’est-
a-direquesitrLa<fB<...<y<k,ona

(11) UANUNAN...\NU
=(U A ANOD)A Usis Ae o AU Ao o A (Uya A -« AU

(du moins quand les U, sont de rang fini, en particulier si ' est de dimension
finie ; mais on se raméne toujours a ce cas, comme on le constate aussitot).

n
Prorosimion 1. — Soit ue L ,(E, F); alors \ u=—o pour n> rang de u.

n . , ,
En effet, la valeur de A « pour le multivecteur décomposable A x; est égal
i

au produit extérieur de n vecteurs ux; situés dans un espace vectoriel de
dimension << #, et est par suite nul.

ConoLLalRe. — Soient w,e€L,(E, F) (i=1, ..., n). 8 k des u; sont
identiques a un méme opérateur de rang <k, alors )\ u;=o.
i

En effet, en vertu de la commutativité et de associativité du produit
extérieur, signalées plus haut, on aura

k
/\ui:(/\u)/\ v,
. R . . . n—=k n—k__ k
ou I est une application linéaire de AL dans A F. Comme Auw=o, le
corollaire s’ensuit.
2. Les formes fondamentales.

DeFisiTioN 1. — Soit I un espace vectoriel. Pour tout entier n> o, on
appelle forme n-linéaire fondamentale sur (L,(E))* la forme linéaire
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symétrique a, sur (Ls(E))" définie par
(1) A (Uyy oo ytty) =Tr ug N\ ... A\ un.

Comme u, A ... A u, est de rang fini, sa trace est bien définie. Les formules
(2) et (8) du paragraphe 1 donnent, pour des u; décomposables,

1
n!

(2) all(x/1®wh---1x;z®xn): dét(<‘xi1 ‘rl/>)

. . %l ’;
ou, si chaque u; est mis sous la forme u,-:z zf, @ xp,

Pi

(3) (i, oy )= =3 N, AU @b, 7 D).

P1reves P

Les a, étant des formes n fois linéaires symétriques, on écrit selon I'usage
an(u) au lieu de a,(u, ..., u); donc

(4) an(u)=Tr /n\ u en particulier a;(«) = Tru.
Enfin, on convient de poser

(5) ag(u) =1 (élément unité de £).

Signalons la formule

(6) an(Auyy ..., Auy) = op(uy A, ..., u, A) (wieLs(E), A€ L(E)]

qui se vérifie immédiatement, au moyen de (2), en prenant des u; décompo-
sables et en notant que

Ao(Z Qx)=2'R Az, ('@ z)od =(Ax') R x.
Dans le cas ot 4 est inversible, la formule (6) peut s’écrire sous la forme
ap(Aus A=, oo, Aup A1) = a,(wyy .., Uy)

donc a, est invariante par les automorphismes de F, ce qui est trivial. On
P P ) q

prouve de la méme facon la formule suivante [ identique & (6) dans le cas ou

E est de dimension finie] :

(7) on(uAy ..., uAdy)=oa,(Au, ..., A,u) (ueL,(F), A;eL(E)].
Comme L;(F)=F'QFE, la forme n fois linéaire a, sur L ;(E') peut aussi
s’identifier 4 une forme linéaire sur é(E’@E), donc a une forme 2n fois
o 4 s 5 AT TR P | . . . .
linéaire sur £ x ['», & savoir i dét({ ziy ;). Cette derniére est alternée

par rapport & x4, ..., x, et par rapport a &\, ..., z,; nous dirons d'une
forme n fois linéaire sur (L (E))" qu’elle est bialternée si la forme 2n fois
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By

linéaire sur E" < E'® qu’elle définit est alternée a la fois par rapport aux
x; et par rapport aux z;. On voit qu'une telle forme »n fois linéaire est
aussi symétrique (considérer sa valeur pour des u;= x; @ x;). Il est alors
immédiat, d’aprés la définition axiomatique des produits tensoriels et des
produits extérieurs, que les formes 7 fois linéaires bialternées f(u,, ..., u«,)
sur (Ly(E))* correspondent biunivoquement aux formes linéaires g sur

AE'® A E par la formule
(8) Sy, o, ) =g(u, A\ ... \ug).
En particulier, si AEL( ;\E), Tr(Ao(u; A .../ u,) est une forme n fois
linéaire bialternée sur (L ,(E))", et 'on obtient ainsi toutes les formes n fois
linéaires bialternées quand £ est de dimension finie. Si 4 =1 (opérateur
identique dans 7\E), on obtient de nouveau a, (uy, ..., u&,).

ProrosiTion 2. — a, (uy, ..., u,) est, a un facteur constant pres, la seule
Jorme n fois linéaire bialternée sur (L ;(E))" qui satisfasse a Uégalité

ap(Auyy ooy Aup) =ap(, A, ..., u,A) [A, ;e L, (LE)].
a, est en effet bialternée, et vérifie (6) pour toute 4 € L(E)) (pas néces-

sairement de rang fini). Réciproquement, soit f une forme n fois linéaire
satisfaisant aux conditions de la proposition, elle est définie par une forme

n n
linéaire g sur A £'@ A £ au moyen de la formule (8). La condition sur &
s'écrit

(9) &(BU)=g(UB) [U.—_—/i\ui,B::/n\A, A,u,.eL/(E)]

(on vérifie en effet sur les tenseurs décomposés w; la formule, valable aussi
pour des opérateurs de rang infini,

Au, \. ..AAun:(KA></l\ u,»), u, AN . ../\u,L,l:(/_\u,-) (/“\A)

La formule (g) restera manifestement valable pour tout Ue /"\ E'R® ;)\E, et

n
pour toute combinaison linéaire B d’opérateurs du type A A [AeL,(FE)];
or, parmi ces combinaisons linéaires figurent tous les opérateurs du type

B=A A...NA4, [A,€eL,(E)],
d’aprés une propriété bien connue des fonctions mondmes associées a une
fonction symétrique [Introduction, § 2, form. (8)]. La formule (g) reste
. . n n N
encore vraie pour de tels B, et par suite pour tout Be A L'Q® A I£. Quand /-

n
est de dimension finie, introduisons F — A F'; g est une forme linéaire sur
L(F) qui satisfait identiquement a (9), donc g est proportionnelle a la forme
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trace, et f a a,. Cette conclusion reste valable si /' est de dimension quel-
conque; en effet, le calcul de f(u,, ..., u,), pour des u; donnés, ne fait
intervenir qu'un nombre fini d’opérateurs de rang fini u;; on est ainsi ramené
4 démontrer cette chose pour des u; s’annulant sur M et appliquant £ dans-
V'espace de dimension finie N, ot E—=M + N est une décomposition en-
somme directe fixée de £; de tels opérateurs correspondent biunivoquement
aux opérateurs de I'espace /V, de sorte que f définit une forme 7 fois linéaire
sur (L (/V))", ayant encore les propriétés de f, donc proportionnelle a a,. Il
est évident que la constante de proportionnalité ne varie pas quand on agrandit.
/N et diminue M, et est par suite constante. Notons en passant qu’on démontre
de la méme facon que a, est la seule forme n fois linéaire sur (L (E))*
bialternée et invariante par les automorphismes de £. [Quand £ est de
dimension finie, cela signifie que la condition de la proposition 2 est satis—
faite pour des 4 € L (E) qui sont inversibles].

Notons qu’en vertu de la définition 1 et du corollaire de la proposition 1,
%, (Uyy « .., W) est nul chaque fois que &k des w; sont identiques 3 un méme
opérateur « de rang << k.

3. Développement taylorien de dét(1 + «). — Supposons £ de dimensiom
n
finie m, alors les a, sont nuls pour n > m, puisque, dans ce cas, A £ estnul,

donc aussi 7\u. Pour n=nm, la définition de a, et celle du déterminant
([2], § 6) donnent
(1) a,(u) =détu (m=dimFE).

On a aussi
a,(1) =dim \ F

(ou 1 est I'opérateur identique dans £'), d’ou

(2) a,,(i):(’::'> (m=dimFE).
ProrosiTioN 3. — Soit I un espace vectoriel de dimension m ; on a
. m m
(3) Ap(ttyy ooy p, 1, ..., 1) = (( n >/<1) >> oty <oy 1),
n—p

Eu effet, comme le premier membre est une forme p fois linéaire sur
(L(F))? qui satisfait manifestement aux conditions de la proposition 2
(du moins pour A inversible, cas auquel on peut se borner en vertu du
principe de prolongement des identités algébriques), il est proportionnel &
a,(ty, .., uy); la valeur de la constante de proportionnalité s’obtient en
faisant v, —=...=w, =1 et en appliquant la formule (2).

COROLLAIRE. — Pour un opérateur u dans I, on a la formule fonda-
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anentale

%) dét(1-+ IL):Za,,(u).

La somme du second membre est en fait finie, puisque «,(«) est nul pour
n>m.Ona

dst(+ ) =ap(d+u)= ¥ <m>a,,,(u, vty 4, o 1)
i p —— i
oZLp<Lm P m—p

{formule du binéme), d’ou la formule (4) en vertu de (3).

Notons maintenant que si /' est un espace vectoriel de dimension finie ou
infinie, u un opérateur de rang fini m dans E, a,(«) est nul pour n > m, donc
le deuxiéme membre de (4) est en fait une somme finie, que nous prendrons
pour définition de dét(1 + u) dans ce cas général. Il est immédiat que c’est
-aussi le déterminant de la restriction de 1+« & tout sous-espace vectoriel F
de E qui contient (£ [ car sur la formule (2) du paragraphe 2, on voit que
@, (U, ..., u,) ne change pas quand on prend la restriction des «; & un sous-
espace vectoriel ' de £ contenant les u;(£) |. On en conclut que les propriétés
usuelles du déterminant restent valables, en particulier on aura

(5) dét(1+u)(1+¢)=dét(1+ w)dét(1+ v) [u, veL,(E)]

[Noter que (1+ u)(1+ ) a la forme 1+ w, ot w—uw+ ¢+ uv est de
rang fini].

Supposons £ de dimension finie pour simplifier, et désignons par
24y ..., A, les valeurs propres de u« dans une extension algébriquement close
du corps k; on sait que

dét(1 +zu) =1+ A,35)...(A +2,3)

(on met « sous forme d’'une matrice nulle au-dessous de la diagonale). En
comparant avec (4), on trouve, par identification des polynémes en =z,

dét(1+ su) et 1_[(1.+ sh)

(6) 1”(1[) = 2 l," )\[g. . ‘Am.
0§ <ig<oo <ip

k. Les D?(u) et R?(u). — Il y a lieu d’introduire la dérivée p-iéme de la
fonction u — a, («), dérivée qui est une application monéme de degré n — p
de L;(FE) dans I'espace des formes p fois linéaires symétriques sur (L /(F))”,
donnée par

(1) Al (W) (Cry veeyttp) =

n!

(n—p)!

U (Uy ooy Uy 8y oay O)
N — —

n--p
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(voir Introduction, § 3). 1l lui correspond l'application n — p fois linéaire
symétrique (&g, ..., Unp) —> L (U ..., Un—p) définie par la formule

n!
(2) ab(uyy oooytlyup)(¥1y ooy ¥p)= ma{”(ul, s Uy By ey 6).

Si I'on pose pour abréger
(3) D(u) = dét(1 -+ u),

il est naturel de considérer comme « dérivée p-iéme » de la fonction u—>D (i)
I'application « — DP(u) de L,(E) dans 'espace des formes p fois linéaires
symétriques sur (L (E))?, telle que

(4) Dr(u) =Y, ak(u),

c’est-a-dire de facon explicite

(3)  Dr(u) (e, ..., a,,):za;;(u)(c,, ey 9p)

n—o

L

Z n! an (e u, v )
pumeng '——;——' n y eesy ULy """"/)'

ll:o(n P)' "—p

Les deuxiémes membres de ces formules ont bien un sens, car le terme de
rang 7 est nul pour n — p > rang de « (de sorte qu’en réalité on doit prendre
une somme finie). Les af(u)(¢y, ..., ¢p), donc aussi les DP(u), sont des
formes p fois linéaires bialternées (voir plus haut § 2) sur Ly(E))?. On
aura les développements tayloriens

n
I

a, (1 + V):ZF al(u) (e, ..., 9),

(6) p=s i
. 1
D(u+4v)y=dét(1+u+v) :Z —DP(u) (9, ...\ 8)
P . S—
p=0 n—p

le premier n'est autre que la formule du binéme, et le second résulte du
premier d'aprés les définitions. On aura plus généralement un développement

taylorien de D”(u + ¢), que nous n’écrirons pas.
Nous allons aussi présenter ces résultats sous une forme légérement diffé-

rente. Si p et n sont deux entiers donnés, p >0, n>x0 et uy, ..., Uy,;
1y +++» Vp—t des éléments donnés de L,(F), considérons la forme linéaire
’ » _ (n+p)!

¢ —> “n+p(u1» e W) (Pry ooy Opgy 9) == 1 Opp (Tpty v ooy Upy Ppy oo oy 9)

sur L (E). Si IV est de dimension finie, elle est de la forme ¢ — TrA4¢, ou 4
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est un élément bien déterminé de L (E). Ceci reste vrai si LY est de dimen-
sion quelconque, c’est-a-dire, en changeant de notations, que la fonction
¢ = Uy (W1y ooy Wy ) est de la forme TrA¢ pour un A€ L (E) bien
choisi. Pour le voir, on peut supposer les w; de la forme

Wi— 1‘; ® Xy
on aura alors pour ¢ = 2'@ « [ chap. II, form. (1)]

(7) <xnm—l(“'n ceey Wiy ")

lay &) > Ly &, >y, 2>

) R R

= ——— dét ) . ~ |=Trde,
(m+1)‘ ¢ <x,,”.‘1/‘1>...<.z‘,,” .Z‘,"><.Z',,,,-Z'> Trds
Cxy &y Do Ly, 2y >y &'
ou A€ L (L) est donné symboliquement par le déterminant
Z,
SEEDTN B A vy e
8) A= mdet M K avec M= ({x;,x;>) (.
x, .2, 1

La formule
At (W1, ooy Wi, v) =TrAde

reste vraie pour toute v € L s(F), d’ou notre affirmation.
Revenant & af, ,(,, ..., &,) (91, ---y ¥p—1, ¥), NOUS pouvons déterminer sans
ambiguité un élément R2(u,, ..., up) (¢1 - - -, ¥p—1) de L(E) parla formule

(9) TreR(uyy ooy ) (915 oy p—t)
=af (oo oy Un) (9, ceey Vp—iy V)
n—+p)!
= (——n—-‘&)— Opyp(Uyy ooy Uny P14y vy ¥pogy ¥),

R? sera considéré comme une application n fois linéaire symétrique de
(Ly(E)) dans Pespace des applications p — 1 fois linéaires symétriques de
(Ls(E))r- dans L (E). On définira donc : R}, (v) = R} (u, ..., u) par
(r0) TroRR(u))wi, -y 9p1)==ah ,(u) (V1) -+ -y ¥p-1, ¥)

n+p)!
= (—n‘-’;anﬂ,(u, vy Uy Py ey Opty V)5

n

enfin, pour tout u€ L (E), on posera

(11) Re(u) =), RE(u);

n==0

(*) Le déterminant désigne le développement évident de la forme

détM‘l+Z wii ) @ ).
i,j
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de facon plus explicite, R’(u) est une application p —1 fois linéaire de
L (E)—1 dans L(E), donnée par

(12) Re (u) (94, ..., ;,,,-,):212,':(11)(01, e Ppa)e

Les sommes dans (11) et (12) sont en fait finies, car on vérifie sur (10) que
R (u) est nul si n>rang de u. Les formules (5) et (10) donnent aussitét

(13) TroRP(u) (915 «vvy Vpaa) =DP(U) (91, < vy Vp_1y ¥) (px1),

ce qui suffit & déterminer R” (u) & partir de Dr(u). Il y a lieu d’écrire pour
p=o

(14) Ry(wyy ..., wp)=a,(y, ..., uy)1 d’ou R (u) = a,(u)1,
(15) R (u)=D(u)1 [=dét(1 + w)1];

R} (u) et R'(u) sont, pour « donné, des éléments bien déterminés de L (E).

A cause de leur importance, on omettra en général I'exposant 4, et I'on
aura

R(u)=R'"(u) ::2 R, (u),
(16) n=0

TreR,(tey, ... up) = (0 1) Apgy (Uyy - v vy Upy ¥),
Tre R (1) = D' (u)v.

5. Relations récurrentes générales. Formules de Fredholm. — Voici
une formule permettant d’exprimer a,,, a I'aide de a,,, et d’ou résultera la
théorie de Fredholm :

ProrosITION k. — Pour n + 1 éléments u,, ..., un, v de Ly (E), on a
(1) (n41)on (Uyy ooy Uy, ¥)

n
\
= E U (Llyy ooy Wimgy WiWy Uipgy o ooy Up) + Ap(teyy ooy 1ty) Trw

i=1
n
:-——E U (Upy ooy Wimgy VUG Wigay o s oy Up) + Ap(Uyy ooy W) Tre.

i=1

Démonstration. — 1l suffit de démontrer la formule (1) pour

uy=x; @ z, v=2'Q =z,
3 ’ . . I
mais on constate qu’elle se réduit alors, au facteur jetau changement de
n!

notation prés, a la formule du développement du déterminant du deuxiéme
membre du paragraphe &, (7), par rapport aux éléments de la derniére ligne
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(resp. de la derniére colonne); on a en effet
upy =<z, 2y >x'Q xi, voruy=", &, ' >x; Q x.
CoroLiARE 1. — On a, pour tout ue L, (E),
(2) Ry(u)=oa,(u)l —uRp_(u) =ay(u)l — Ry (0)u
et plus généralement pour deux entiers n > o, p>o

(3) REF (u) (01, .oy vp) =— uRETI (W) (V1) « vy ¥p) + afp (@) (F1y o vy vp)l
P
—Eviﬁﬁ(u) (P1y vv ey Piy v vy 9p)
i=1
=—(RE(@) (915« - s 9p)) e+ aﬁ+p(u) (P1y -+ -y ¥p)1

p
—Z(Rﬁ(u) (P1y voes Bty ey ¥p)) 0
i=1

A

(Laccent ~ sur le v;, signifie que ce terme doit étre sauté).

Démontrons, par exemple, I'égalité des deux premiers membres de (3).
D’aprés la formule (1) et la définition des R{(u) [§ &, form. (10)], la trace
du produit a gauche des deux membres par une v € L ;(£) donne des quantités
égales et I'on en déduit I'égalité cherchée. D’ailleurs, cette démonstration
prouve que les formules (2) et (3) restent vraies pour n = o, a condition de
poser R, (u) = o. En sommant chacun des trois membres de (2) [resp. (3)]

pour n=o, 1, ..., on obtient le corollaire suivant, qui contient l'essentiel
de la théorie de Fredholm :

COROLLAIRE 2. — On a, pour tout ue L,(E),
) 1+ u)R(u)=R(u)(1+u)=dét(1+u)l
et plus généralement, pour p> o
(T4 w)RPF (U) (v1y v ooy ¥p)

»
= (DP(u) (¢4 .., v,,))1—~20,RP(u) (P1y «vey Py o vvy ¥p),
() -
(RP(w) (v1y oo vy 9p)) (1 + 1)

P
=(DP(u) (91, « ..y V,,))‘.l—Z(RP(u) (F1y ooy Py e vey ¥p)) 000

i=1

Des formules récurrentes (2), on déduit le calcul des R,(u) [R,(«¢)=1,
d’aprés la deuxiéme formule (16) du paragraphe 4]

6) { Ry(u) =1, R, (u) = (tru)1 —u,
Ry(u) = ap ()l — oy ()~ aps(u) > —. ..+ (—1)2ur.
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On pourrait, a partir de (6) ou directement de (1), trouver par récurrence
une expression de a,(u) en fonction des puissances de Tru, mais nous
obtiendrons I'expression explicite, en passant, au chapitre II[§ 3, form. (5)].

Supposons E de dimension m; pour tout z€k, on a

m

dét(s1 —u)=zm dét(l — iu) :Z(— o, (u)z""=P(s)

n=~0

[chap. 1I, form. (4)], ou P est un polynéme de degré m d’une variable s,
connu sous le nom de polyndéme caractéristique de u. On voit alors sur (6)
que

(—1)"Rp(u) =P(u),

d’ou il résulte que P(u)=o |[car Ryp(u«)=o0, d’aprés la deuxiéme for-
mule (16) du paragraphe 4]. Si E est de dimension infinie, Rn,(u«) est
encore nul si m est assez grand.

ProrosiTiox 5. — Soit «w un opérateur de rang fini dans E. Pour que
1 + u soit inversible, il faut et il suffit que dét (1 + u) 2 o et, dans ce cas,
on a la formule de Fredholm

I

(7) (1+’¢)”:m3(“)
u
._1.—“'&73?-——'(l+u)R(u)
— 2 n—1 yn— _( _ _l)nun
=1—u+w—...—(—1)"'u l+dét(x+u)R(u)'

SiA(1+u)=1,o0na
A=1—Au=1+v, on v=—AuelL,(FE).
Mais de
1+u)(1+v)=1
on tire, en passant aux déterminants,
dét(1 -+ u) dét(1 +v) =1,

ce qui implique : dét(1 + w«) 3£ 0. Réciproquement, si cette condition est
vérifiée, la formule (4) signifie que le deuxiéme membre de (7), qui est alors

défini, est un inverse de (1 + «). En tenant compte de ce résultat, on voit
que le produit du dernier membre de (7) par (1-+ «) est aussi identique a

1+ (—)rtwr+ (—1)yrur=A1,

ce qui achéve de prouver (7).
On retrouve ainsi ue les valeurs propres de « sont les zéros du polynéme
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en z dét(1 — su). On pourrait aussi facilement traiter le cas ou dét(1 + «)=o,
en utilisant la formule (5) au lieu de (4). Pour éviter les redites, nons nous

bornerons a le faire au chapitre I, paragraphe & dans le cadre des opérateurs
de Fredholm.

6. Les tenseurs d” (i) et r?(u). — Les formules (6) et (7) du paragraphe 2
donnent aussitét, en vertu des définitions, les deux groupes de formules de
commutation

alip(Au)(Aes, ..., Aep) =af (uA) (4, ..., 0pA4),

) Ri(Au)(Avy, ..., Avp_y) == RE(ud)(nA, ...,vp_1A),

() Dr(Au) (Ao, ..., Avy) = Dr(ud)(vid, ..., 0pA),
Rr(Au)(Avy, ..., Avp )= RP(ud) (1A, ..., 0p1A);

al ,(ud)(udy, ..., udp) =aof, (Au)(Aiu, ..., Apu),
RE(uAd)(uAdy, ..., ud, )= RE(Au)(Au, ..., Ap_u),

(2) Dr(uAd)(ud,, ..., ud,) = Dr(Au)(Aiu, ..., Apu),

Re(uAd)(uAd,, ...,ud, )= Rr(Au)(Au, ..., Apu)
[u, VieL./‘(E), A, A:EL )E)].
Si l'on fait 4 =1 dans la premiére et la troisi¢me des formules (2), on est

amené, pour u € L ;(F), 4 définir des formes p fois linéaires d2(u) (A, ..., Ap)
et dP(u) (A, ..., Ap) sur (L(E))P, ou encore des formes linéaires notées

df (), dP(u) sur éL(E), par les formules
(di(u), A\@-..QAp>=ual, (1) (uAy, ..., udp)

=af,,(u) (Aru, ..., Apu),

3) (dr(u), A/Q...QAp>= DP(u)(uAy, ..., uAdy,)
= Dr(u)(Au, ..., Apu).

On a donc .

(4) P (u) =Y, di(u),

n==0
la série du second membre étant en fait finie [df(«) = o si n > rang de «].

En particulier

(5) dj () = a,(u), d'(u) =dét(1 + u).

11 est imm édiat d’aprés (3), que I'application 2p fois linéaire
{dh(u), 2, @x1Q..-Qz,Qzp) -

associée & df(u) sur E'? < EP est alternée par rapport aux x; et par rapport
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aux z;; en d’autres termes, considérée comme une forme p fois linéaire sur
(E'Q E)?, d&(u) est bialternée (§ 2). Il en est de méme de d”(u).

Il y a lieu, pour les nécessités du calcul, d’introduire plus généralement
une application n + p fois linéaire

(U1y « oy Unip) > OB(Uty .oy Unyp)

de L (E)"*7 dans le dual de é L(E), telle que

(6) KR (ury vvvs tnip)y, A1Q@ ... Q Ap)
=af, (U ooy Up) (Unpa Aoy ooy UnipAp)
et I'application n + p fois linéaire symétrisée de 32, notée d2(u,, ..., unp),
I
(7) dﬁ(u,, ooy un+P) = m Z 6;:(”0’.1’ ey ua‘(u-q»p))-
6E€ESnsp

La forme d%(u) définie par (3) n’est autre que

(8) dP(u) =db(u, ..., u)=0%(u, ..., u).
\'n.\’_’r \-’”‘\W

Pour u;—=x; @ z;, on tire de (6)

9) HRZ@ @1 - o5 20y @ Znip)y, 4@ @ Ap > o
. < gy &y ) oo {Zay @) ALy iy D oo K ApZyy Ty ) >

{ Zpypy ') Dol Zrpy Xy D LA\ Zugpy Zpy oy oo LA pZnpy x;H_p)

Si nous mettons <é E) ® (é E’) en dualité séparée avec é L(FE), par
I'accouplement naturel

P
(10) {2®--Qz,Q,®...Q &, A,®...®A,,>:H<A,xi, >

la formule (g) montre que 63 (&4, ..., Un.p) est un élément de (éE)@(éE’),
donnée de facon abrégée par

(11) ST\ @ 1y -y Xty @ Tnap)

n [l BRI B S ®xln+1 ®"'®‘T;‘+p
 Znapy Xy Do L Znapy XD Tnipe - Lnap.

ou dét désigne le tenseur élément de éE obtenu en développant suivant
la formule

dét((aii )i,i_ém) - Z E5%g1,1- - Lg.m,m
L1
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dans laquelle 'ordre des facteurs est respécté et ou les produits désignent des
produits de tenseurs quand certains des a;; sont des vecteurs.

La formule (11) permet de calculer 02 (uy, ..., #,.p) pour des arguments
;€ E'Q E quelconques; donc par raison de linéarité 62 (u,. ..., tupp) est
toujours un élément de (é E) X (éE’) D’aprés (7) et (8), il en est de
méme de d” (uy, ..., 1, ) et df(u).

Pour des majorations ultérieures, il nous faut mettre (11) sous la forme
obtenue en groupant dans son développement explicite tous les termes qui ne
différent que par leur coefficient numérique < @g.1, 2} >...{ Zon, X, et
pour lesquels le facteur

Zoini1) Q-+« Q Zg(ni-p)

est le méme. Un calcul immédiat donne

(l?‘) 85(.%"1@5('“ M xllz+//®‘xﬂ+p)
1

:m< D ity U@y w/r;>>a,pé,,>x,-x®---®x.,)®x',,+,®---®x;+,,

iaensdp)

ou (iy, ..., i) désigne un systéme variable d'indices tous distincts, compris
entre 1 et 7+ p; Ji, ....J, la suite croissante des indices distincts des ¢,
compris entre 1 et 12 + p; et €0, la signature de la permutation

(Iy ey B=p)>(Jis ooy Jra Lty oo vy Ip)-
I1 est évident que les formes p lois linéaires sur (L (£))? définies par des

éléments de (é E) R (é E’) s'identifient & certaines applications p — 1 fois
linéaires de (L (£))?— dans I'@ E = L ;(E) [ considéré comme sous-espace
du dual de L(L)]. Par suite, la donnée des

&ty -y unp)e(RE)@ (& E)

implique celle d’applications p — 1 fois linéaires, notées r;(w,, ..., Unip),
de (L(FE))r—t dans L,(FE) telles que

(13) Trd,ri(uy, ooy tpyp) (Agy ooy Ap_y)
:<d]’;(u], ey u,,_,,,,), A1®. ..®Ap> [u,GLf(E), A(GL(E)J.

L’expression 5 (ity, ..., Unyp) dépend des w; de facon (n -i- p) fois linéaire
et symétrique et l'on a, en posant r5(u) =rf(u, ..., u),
TrApri(u) (Asy <oy Apy) =db(u) (A, ..y Ap);
or le second membre est, par définition
alp(u) (udyy ooy udp) =Tr(RE(u)(udy, ...,udp))udy,

ou
alp(u) (Asuy ooy Apu) =Tr(RE(u) (Ar4, ..., Ap_1u))Apu
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[form. (3) et § &, form. (g9)]; on en déduit

(14) rh(w)(Ay ooy Ap ) =RE(u) (udy, ..., ud, \)u
=uRf(u)(Ayu, ..., Ap_,u).
On pose enfin

(19) re(u) :er:(u)

n==o0

(la somme du second membre est en fait finie); on a ainsi une application
p — 1 fois linéaire de (L (£))?—* dans L ;( E) satisfaisant a

(16)A TrA,rP(u) (A .., Apy) =dP(u) (A, ..., Ap)
et liée a R par

(17) re(u) (A, ..., Ap_,):(Rl’(zt) (ud,, ..., uAd, \))u
=ulRr(u)(Au, ..., Ap,_,u)

(ces deux formules sont conséquences directes de (13) et (14), en sommant
par rapport a n). En particulier, nous écrirons r,(u) et r(u) au lieu de
ri(u) et r'(u) pour désigner (u« étant fixé) les éléments de L, (F') définis
par

(18) ry(u)=uR,(u)=R,(u)u, r(e) =uR(u)= R(u)u.

A4 priori, la considération des DP et Rr est plus naturelle et plus simple
que celle des dP et rP; mais ces derniers définissent de véritables tenseurs,
aussi sont-ils plus faciles & manier dans la théorie des équations intégrales,
car ils pourront s’exprimer par des « noyaux » simples. Signalons tout de
suite une autre expression ‘de la formule de résolution de Fredholm [§ 3,
form. (7)]

(19) 1+u)y"'=1-— (u)

I
det(i+u)

résultant de ce qne u R (u) =r(u) [form. (18)].
On pourrait aisément exprimer les D? au moyen des d?; nous nous dis-
pensons d’écrire la formule.

CHAPITRE II.

Tutorik DE FREDHOLM DANS LES ESPACEs DE Banach.

La théorie qui va suivre est une application immédiate des généralités algé-
briques qui précédaient. Les paragraphes 1 a & vaudraient sans modification
pour les espaces normés complets sur un corps valué complet de caracté-



THEORIE DE FREDHOLM. 341

ristique zéro quelconque (le chapitre I correspondrait au cas de la valuation
triviale). Pour ne pas géner certains lecteurs, nous supposerons cependant
qu'il s’agit d’espaces normés complets sur le corps R des réels ou le corps ('
des complexes, c’est-a-dire d’espaces de Banach.

Si E est un espace de Banach, E" désigne maintenant son dual topologique,
c’est-a-dire l'espace des formes linéaires bornées sur £, muni de sa norme
naturelle. Si F est un deuxiéme espace de Banach, L(E, F) désigne V'espace
des applications linéaires continues de E dans F, B(E, F) l'espace des
formes bilinéaires continues sur E < F; ces deux espaces sont munis de
normes naturelles bien connues.

1. Produit tensoriel topologique d’espaces de Banach. — Soient
Ei(i=r1,2,...,n) n espaces de Banach (n>2). Introduisons, avec
R. Scaarten [8], sur le produit tensoriel @ E; des /5, la norme w— ||« ||,

(1) llelli=in 3, f| &% || 112 )1+ | 2 I,

le inf étant pris pour toutes les suites finies (xf, x{, ..., x}), .y dans

I]E” telles que 'on ait
j

Il est immédiat que || «||; est une semi-norme sur @ £;; nous allons voir que
c’est une norme. Si F est un espace de Banach quelconque, et .4 une appli-
cation linéaire de @ E; dans F, continue au sens de la semi-norme |« ||,

Vapplication multilinéaire 4 qu’elle définit,
l(x,, e ) =A(21 Q... Q zn)
est continue et a une norme = || 4 ||, car on a évidemment
12:Q-- - @zl Ll 21 ]]- - .|| 2 ]l-

Réciproquement, si A est une application linéaire de ® E; dans F telle
que A soit continue, on voit d’aprés la définition (1) que A est continue et a

une norme é“ A ||- 11 en résulte que si e @I est tel que || u, || = o, toute
application linéaire de @ E; dans un espace de Banach F, définie par une

application multilinéaire continue de HE, dans Fs’annule sur «. 1l en sera
i

en particulier ainsi des formes linéaires définies par les éléments .de @ £ .

Or, la dualité entre E; et E; étant séparée en vertu du théoréme de
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Hahn-Banach (2), il en est de méme de la dualité entre @ E; et ® £, d’ou il
résulte que u est nul. Nous pouvons maintenant poser la

Dermvimiox 1. — Soient E;(i=1, 2, ..., n) n espaces de Banach. On
appelle produit tensoriel complété des E;, et lon note & E, lespace de

1zizn

Banach complété de Q E; pourla norme |\u||, définie par la formule (1).

1<Lizn
Les éléments de cet espace sont nommés noyaux de Fredholm.

Nous avons obtenu en passant le

TretoreME 1. — Soient F et E;(i=1, 2, ..., n) des espaces de Banach;
il existe un isomorphisme canonique (pour les structures d espaces vectoriels

normés) entre Uespace des applications n fois linéaires continues de I IE,

dans F et Uespace des applications linéaires continues de Q) E; dans F.

Ce théoréme justifie le nom de produit tensoriel topologique donné
aQE.
CoRroLLAIRE. — Le dual de ® E; est isomorphe (en tant qu'espace normé)

a Uespace des formes n fois linéaires continues sur I l.E’i.

On voit, soit directement, soit & I'aide du théoréme 1, que I'opération
« produit tensoriel complété » est associative (4 des isomorphismes cano-
niques prés). De plus, si ¢ € §, (n-iéme groupe symétrique), il lui correspond
canoniquement un isomorphisme de ®Ei sur ® E;;, noté encore o, donné
sur des tenseurs décomposables par

o(x1Q.. . Qxn) =26.1Q...Q Zg.n*

Soient maintenant £ et F deux espaces de Banach; il existe un isomor-
phisme naturel u—># de E'QF dans L(E,F), dont I'image est
I’ensemble des applications linéaires continues de rang fini de £ dans F.
L’application bilinéaire (', y) >2'@y de E' X F dans L(E, F) qui lui
correspond est de norme 1, donc l'application #—>% se prolonge par
continuité en une application linéaire de norme <1 de E'Q F dans L(E, F)
(th. 1), notée encore u — & :

(2) |l <2l

(2) Exceptionnellement, le théoréme de Hahn-Banach semble nécessaire pour prouver
que l’on a une vraie norme : j’ignore s’il en est encore ainsi si 'on part d’espaces normés
complets sur un corps valué complet arbitraire. Sinon, il convient de regarder le
quotient de ;@ E; par le sous-espace des éléments de norme nulle, muni de la norme

quotient, comme le vrai produit tensoriel topologique des E:.
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DeriniTiON 2. — Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle appli-
cation de Fredholm (ou application nucléaire, ou application a trace) de E
dans F, une application se trouvant dans l'image de l'application canonique

de E'Q F dans L(E, F). L’espace des applications de Fredholm de FE

dans F s'identifie donc d un espace quotient de E'Q F. La norme quotient
est appelée norme-trace, et notée encore u—> || u||;.

Dans tous les cas connus, I'application « — & de E'Q F dans L(E, F) est
biunivoque; alors I’espace des applications de Fredholm de £ dans F s’iden-

tifie 3 £'Q) F (avec sa norme), et sur E'® F la norme-trace est identique &

la norme induite par E'Q) F. Malheureusement, on ne sait pas s'i en est
encore ainsi dans le cas général (*), ce qui nécessite parfois quelques pré-
cautions. En tous cas, si ueE’® F, z € F, nous écrirons le plus souvent ux
ou u.x au lieu de &x, ce qui est évidemment licite.

Soient E;, F;(i =1, 2) des espaces de Banach, u; une application linéaire
continue de E; dans Fi(i=1, 2); «,@ u, est une application linéaire
de £, @ E, dans F, @ F,, correspondant & I'application bilinéaire

(21, x3) > w2, Q Uy x5

de £, < E, dans F,@ F,, qui est de norme || u,||.||us||. Donc (th. 1),
on a

(3) [l @ weol| < || r || || o]

et «;@ u, se prolonge par continuité en une application linéaire continue

de E, ®Eg dans Fl® F,, notée encore u,; @ u,, et qui satisfait a (3). Il est
immédiat que ©, @ u«, dépend bilinéairement des arguments «, et u, et qu’on
a la formule de transitivité

(4) (P1Q92) 0 (1@ us) = (vi0ur) @ (va0 uy)

qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter.

On remarquera que si u, et ¥, sont des isomorphismes vectoriels topolo-
giques, il n’en est souvent pas de méme de u; @ u,. En effet, dire que u, @ u.
est un isomorphisme vectoriel topologique signifie (en transposant) que
toute forme bilinéaire continue sur E; < E, peut se prolonger en une forme
bilinéaire continue sur F,; < F,, ce qui, en général, est faux. De plus, si «
est une application de Fredholm de [ dans F, qui applique &' dans un
sous-espace vectoriel fermé F, et qui s’annule sur un sous-espace vectoriel
fermé N, de E, les applications E/N,—> F et F— F, déduites de « ne
sont, le plus souvent, pas des applications de Fredholm. Cependant, si w,

(3) Voir [5]. chap. I, § 5, ou ce probléeme est étudié en détail et ou je -donne des
cas étendus ou il se résoud par l'affirmative.
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et u, sont des isomorphismes (resp. des isomorphismes métriques) et si
pour i =1, 2 il existe une projection continue p; de F; sur E; identifié & un
sous-espace de F; (resp. une projection p; de norme 1) u, @ ., est un iso-
morphisme (vesp. un isomomorphisme métrique) car, dans ce cas, p;@ p.

. . « 4 . . A
est une application linéaire continue (resp. de norme 1) de Fi\® F,
A . .
dans £, ® E,, inverse a gauche de 1, @ w..

Soient maintenant %, F', G, H des espaces de Banach,
uek'Q®F, AeL(G,E), BelL(F,H);
on pose
(5) wA=(AQNueG®L, Bu=1AQBueLEH.

Si ueE'QF, uudeGQRFE et B.ue E'® H ne sont autres que les
composés ordinaires, quand on interpréte u, w.A et B.u comme des opéra-
teurs de rang fini. On en conclut, en prolongeant par continuité,

(6) w.A—=1u.A, B.u=B.u.

En opérant de méme i partir de € £’ @ H, on trouve les formules d’asso-
ciativité

(7) B(u.A)y=(B.u)A
et
(8) A (As.u)=(A,.A5)u, (u.B))By=u(B,.B.)

que nous n’expliciterons pas.
Enfin, si E, F, G sont trois espaces de Banach, et si

ueE'QF, veF®G,
on a évidemment
e Pu=v.ueEl'®G

(car il suffit de le vérifier pour ve€ '@ F, v € F' @ G); on appelle cet élément
de E'® G le composé des noyaux de Fredholm ¢ et «, et on le note ¢.u ou

S—— A

simplement ¢u. On a ¢v.u =79.%; si, de plus, w€ G'Q I, on a la formule
d’associativité
w(rw) = (wv)u.

En particulier, si 2/ =F = G, on voit que E'Q E est une algébre normée
compléte. Si E est de dimension infinie, cette algébre n’a pas d’élément unité
car il devrait lui correspondre 'opérateur unité dans Z'; or, un opérateur de
Fredholm est toujours un opérateur compact (limite, pour la norme uniforme
des opérateurs, d’opérateurs de rang fini), donc la boule unité de E serait
relativement compacte et I serait de dimension finie. Aussi y a-t-il lieu de
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considérer, pour £ de dimension infinie, une algébre normée compléte
. . . 3 A
obtenue par adjonction d’une unité 3 E'Q E.

Bien qu'il ne nous soit pas nécessaire dans la théorie développée ici, signa-
lons le résultat suivant, qui concrétise les éléments d’un produit tensoriel

I3 I3 ~+ A ] nd A . .
complété ' Q F : Les éléments de E Q) F sont des sommes de séries absolu-
ment convergentes

u :2 )\,ul:‘,‘@)',‘,

ou (1;) est une suite sommable de scalaires positifs, et od (x;) [ resp. (y) | est
une suite d'éléments de la boule unité de E (resp. F'). Pour e > o donné, on

peut supposer que
N -
D+

[On notera d’ailleurs ue pour des données (3;), (.r;), (»;) comme ci-dessus,

la sériez A;x;® »; converge toujours absolument dans E® F vers un élément
L
de norme éz ).,-.]

Démonstration. — Soient 1 (resp. B) 'ensemble des éléments de 27 (resp. F)
de norme égale & 1, I =4 < B, i > x; et i—>); les projections de I sur les
facteurs A4, B; soit ['(I) l'espace de toutes les familles sommables de
scalaires (A;) dont I'ensemble d’'indices est . Il est immédiat que I'applica-

tion (7\[)—>Z hai®y: de I' () dans E®F applique la boule unité du

premier espace sur une partie dense de la boule unité du second. Il en résulte
qu’on a en fait un homomorphisme métrique du premier espace sur le second,
d’ou le résultat annoncé.

Dans la représentation u :2 2;2;@ 1; précédente, on peut d’ailleurs sup-

poser que z;—> o0 et )’;—> 0, en remplacant (4;) par une série moins rapidement
convergente, ce qui permet de multiplier la suite (;) et la suite (y;) par une
suite de scalaires tendant vers o. Il en résulte que la forme linéaire sur B(E, F)
définie par un «we I/ Q) F est continue pour la topologie de la convergence

uniforme sur les produits de deux compacts. [l est facile de voir que toute
forme linéaire sur B(E, F) continue pour la topologie précédente appartient
a I/ @ F, mais peu importe ici. | Notons maintenant que pour u€ E & F,
dire que la forme bilinéaire % sur £’ < F' définie par « est nulle, signifie
que u est orthogonal 4 £/ @ F'; donc, dire que % — o implique u = o, signifie
que E'Q F' est dense dans B([, F) pour la topologie faible définie
par E & F. D’aprés ce qui précéde, il suffit pour ceci que E'@F soit dense
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dans B( £, F) pour la topologie de la convergence uniforme sur les produits
de deux compacts. Mais pour avoir ce résultat il suffit que dans £ ou F,
I'identité puisse s’approcher, uniformément sur tout compact, par des endo-
morphismes de rang fini (ce qui permettra en effet, par composition avec une
forme bilinéaire continue A quelconque, d’approcher celle-ci par des formes
bilinéaires de rang fini, uniformément sur les produits de compacts). Cette
condition semble toujours remplie dans les cas que l'on rencontre pra-
tiquement.

2. Prolongement des fonctions fondamentales a £’ ) .

Prorosition 1. — Soit E un espace de Banach; pour n> o, p> o, les
applications n fois linéaires a,(uy, ..., u,) [resp. al,p(uyy ooy Ug), resp.
RE(uyy ooy un)] de (B'Q E) dans le corps des scalaires [resp. dans
lespace des formes p fois linéaires continues sur (E 'Q E)P, resp. dans
U'espace des applications p — 1 fois linéaires continues de (E' '& E)r—
dans L(E )] sont continues et se prolongent par suite en des applications

. o 4. vy A “ P .
n fois linéaires de (E'Q E)" dans le méme espace. De méme, les applica-
tions n~+p fois linéaires df) (w,, ..., wnrp) [resp. rf(uy, ..., Unip)]

de (II'Q E)=r dans (é) F>®((]§ E /> [ resp. dans Uespace des applica-
tions p— 1 fois linéaires continues de (L(E))»~* dans E' QF ] sont
continues et se prolongent par continuité en des applications n + p fois liné-
aires de (E'Q E)"*" dans le méme espace.

On a les majorations :

kn . kn
|| Op(Uyy « o os lly) || L . || wa]lr- -] wallsy i.e. || an “ém,
» knip . » Knip
oy s o) [ Z 2 Ll allis ieer (|l 2222
(n (R, e i Ry ||z Koo
” n+p(u17 ey Up) ”_. nl Hu1”1~~-”un”17 1. €. ” n ”_._ 1 4

ko
1z (s ot | Z (o p)ee (1) 2 e[l s

kn

(|72 (1t1s oo ttpap) | Z (2 4+ p) ... (R + 1)n ! [ eglls- -1} @niplts

od l'on pose

(I bl's) y A Sé] ) dét ((< Xy .T’] >)i,/’én)-
x; 4
.‘I’,‘}EE'"
TEARIEdIP2
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De plus, quel que soit u€ E'® E, les séries

D (u) _—_zan(u),

n=0

o

Dr(u) =Y ab,,(u),

n=0

©

(2) R/’(u):z R? (u),
dp(u,):zclg(u),

n=0

o

rP (u) :2 r?(u),

n=o0

sont absolument convergentes dans le corps des scalaires [resp. dans
lespace des formes p fois linéaires continues sur (E 'Q E)P; resp. dans
lespace des applications p — 1 fois linéaires de (E'&Q E)*~' dans L(E);

4 A (R
resp. dans <® E) X (® E' >; resp. dans Uespace des applications p — 1 fois

linéaires de (L(E))P—! dans E’' ®E] et Uon obtient ainsi des fonctions
entiéres de la variable ue E' ® E. Par suite, DP(u) n’est autre que lu
dérivée p-ieme de D(u) (voir Introduction, §3). De plus, les quantités
définies dans le précédent énoncé satisfont @ toutes les identités données
au chapitre 1.

Démonstration. — Nous commencerons par prouver les inégalités (1) pour
des u;€ E'® E; alors les applications multilinéaires considérées pourront se
prolonger et les formules (1) resteront vraies pour tout systéme de u;
dans E'& E. En vertu des définitions de afp (@, ooy tt) €8 RE (uy,y ..y 1),
les deuxiéme et troisiéme formules (1) résultent de la premiére; la cinqui¢me
formule (1) se déduit de la quatriéme car on vérifie immédiatement que

l'application p — 1 fois linéaire de (L (E))?—! dans E’ &® E définie par un

P P
élément W de <® E') ®(® E’) a une norme au plus égale a celle de W~
(d’aprés le théoréme 1, il suffit de le vérifier pour W décomposable).
Démontrons les premiére et quatriéme inégalités, lorsque les &; sont décom-
posables : u;— z; @ x; (le théoréme 1 permettra de passer au cas général);
dans ces conditions

I ’ ’
an(Uyy ooy Up) = ﬁdet(< iy X))
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.. ., k., .
et le deuxiéme membre est majoré en module par —"' si les #;, x; sont de
n!

norme =1, d’ou la premiére inégalité. En vertu de la formule (7) duw
chapitre I, (§6), on est ramené 2 démontrer la quatriéme inégalité
pour 02 (U, ..., Unyp) et la formule (12) du méme paragraphe nous donne
le résultat. Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que les séries
intervenant dans (2) sont des séries entiéres; les formules établies au cha-

pitre I se prolongeront trivialement par continuité. Or, de la majoration clas—
n

sique de HapaMARrD et de (1 bis) on déduit que &, < n?, d’ou, en vertu de la

1
- ne+g
formule de Stirling n!~vy2mn e 7,

(3) féfék-(52> i

ou k est une constante universelle facile a déterminer; il s’ensuit que les
séries (2) sont des séries entiéres.

En étudiant 'ordre du déterminant de Fredholm

D(— zu) =dét(1 — szu),

on peut voir que, dans le cas général, les majorations (1) et (3) ne peuvent
étre améliorées de facon substantielle. Cependant, si /' est un espace de
Hilbert, A, = 1 pour tout n.

Nous écrirons souvent dét(1 + «) au lieu de D(«) ou D°(u); la fonction
« dét » sera considérée, quand [ est de dimension infinie, comme une fonc-

tion définie sur Phyperplan 4 + £’ E de I'algébre 7' (obtenue par adjonc-
tion d’une unité & E'@ £'), hyperplan stable par multiplication, et I'on a =

(%) dét(1+ u) (1 +¢) =dét(1 + ) dét(1 +¢),
formule qui pourrait s’écrire
D(u+ ¢+ ue)=D(u)D(v).

Formules de transposition. — 11 existe une application linéaire canonique,

notée u—>‘u, de £'Q@ E dans E'@ E', définie sur les tenseurs décompo-
sables '@ z par ('@ x) =x @ 2’ (ou, dans le second membre, x est
considéré comme un élément de E”); c’est une application de norme <
de £'Q E dans E"@ E' (§1, th. 1)

(3) [l feeflo <1l ]l

et ' = '@ (il suffit en effet de le vérifier pour «=2'® x), ce qui justifie la
notation utilisée. Soit, de méme, une application linéaire naturelle, de
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P [ p " 0%
. A W) A A + A . A A 3 ,
norme 1, de <® El® (® E’) dans <® IL') X (@ b’>, notée encore
X —tX. Ceci posé, on a les formules de transposition
ay (‘teyy ooy ) = o (ttyy ooy 1), d’ou o, () = a,(u),
RE(faeyy ooy M) (100y oo 0, ) = RE (14 ooy 1) (9 oo oy 1)y
d’out RE (") ('ery ooy 0p) = RO (1) (01y « ooy ¥y 1)y
df (‘) = 'd} (u),

(6)

en particulier

(7) Tr/t = Tru, R,('v) ="'R,(u),
d’ou les formules « globales » .

DP () ("o, oony ) =DP(1L) (01, oo vy 9p),

8
(8) RP (') (101, ooy 0pay) = RP (1) (015 ooy 1),

en particulier

(9) dét (1 + ‘u) = dét(1 + w), R(tu) ="'R(u).

Toutes ces formules résultent aussitot, en vertu des définitions, de la
premiére formule (6) qui est évidente quand les wu; sont de la forme
;= x{ @ x; [appliquer la formule (2) du chapitre I, § 2], et qui reste vraie
quels que soient les u;.

Remarque. — Les fonctions fondamentales a, (), R,(w), ... n'ont été
. . A 7 ’
définies que pour un argument « € /' Q) I, et non pas quand « est un opéra-

teur de Fredholm, c’est-a-dire un élément d'un quotient de E'QE. On n'a
le droit de parler de la trace d’'un opérateur de Fredholm, que si I'on s’est

» . . . A -y . .
assuré que I'application canonique de £’ £ dans L (L) est biunivoque, ce
qui est d’ailleurs facile a vérifier dans tous les cas concrets connus (3).

3. Compléments sur le déterminant et la trace. — Considérons

Palgébre normée compléte 7' obtenue par adjonction d'une unité a E'QE.
On peut définir dans 7" la fonction exponentielle

3

N I
I expu :Z —u".
(r) p .

(?) En toute rigueur, la premiére formule (1) n’a pas de sens, car (1 + u)"!
et m}?(u) n’apparticnnent pas au méme espavce [le premier est un élément
de T, le second un élément de L(E)]. Mais il est facile de définir R(«) comme un
élément de T et non de L(E) [auquel correspond alors canoniquement un élément
de L(E)], de facon i rendre correcte la formule envisagée.
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Si ue E'Q E, on aura évidemment
expuel + E'QE,

donc dét(expu) sera défini. Dans ces conditions, on a encore la formule
classique

(2) dét (expu) = exp(Tru) (ueE’@E’)
d’ou, en appliquant cette formule & log (1 + «),
(3)  dét(1 +u) =exp(Trlog(1+ u)) (ueE’@E, ||u||1<1),

ol log (1 4+ u) est donné par la série

(4) log(i—*—u):z(—x)"*"%u” (el <1).

n=1

Pour prouver (2), on peut se borner a € £’ ® £ par raison de continuité,
ce qui nous raméne au cas ou £ est de dimension finie. Mais (2) est immédiate
pour les opérateurs « qui peuvent étre mis sous forme diagonale, et comme
ces derniers sont denses dans L (E) (quand le corps des scalaires est C, ce
qu’on peut évidemment supposer), (2) reste vraie pour tout «€ L (E). En
remplacant dans (2) u par zu (s parametre scalaire), et en identifiant les
deux membres comme fonctions entiéres de z, on obtient en passant les for-
mules (d’ailleurs sans intérét pratique)

(5) a,l(u):(—-—1)"Zi'!—.f—'l.—n—!<Tr%>l...<Trl;—)",

Iy

la somme étant étendue i tous les systémes d’entiers > o0, (i, ..., &), tels
que
L4 ...+ ni,=n.

Nous sommes obligés, pour la suite, de donner quelques renseignements

sur les éléments du noyau J de l'application canonique u— & de £'® E
dans L (E), bien qu’il se pourrait que ce noyau fut toujours nul. Les notions
nécessaires sont résumées dans le

Lemue. — Le noyau J de Papplication canonique u—>% de E'QFE
dans L(E) est identique a U'annulateur a gauche et o I'annulateur & droite
de lalgébre E' @ E, c'est-a-dire

veJ = u(E'QE)={o}=(E'QE)u=1{o}.
De plus, si ueJ, plus généralement si u*=o, on a

(6) dét(4 + w) = exp(Tru).
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Démonstration. — Comme
u(d' @ x) =2'Q ux, (£ Q@ x)u="'uzx’' R x,
on voit que #=—o équivaut au fait que uv —o0 ou encore ¢ =o pour
tout ¢ = 2’ @ «. Mais ceci implique uv — o0 et vz — o0 pour tout v€ L' Q F,

donc par continuité pour tout v € £’ E, d’ou la caractérisation algébrique

interne de J. On appellera J le radical de E'Q E. Si u€ J, plus générale-
ment si 2= 0, on aura pour 3 assez petit [form. (3)]

dét(4 + su) = exp(Trlog(1 + zu));
or, d’aprés (4)
Trlog(4 + su) =Trzu =z Tru,

et
dét(1 + su) =exp(z Tru)

pour z assez petit, donc, pour tout z, et en particulier pour =1, puisque
les deux membres sont des fonctions entiéres de .

Supposons que Z soit somme directe topologique de deux sous-espaces /7,
et £,; soient p, et p, les projecteurs correspondants (qui sont continus)
(7) Pi="ru Py =P P +p.=1,
pipr=p:pi=o0, p(E)=F, p(E)=E,.

Posons, pour ueE’® E,eti,j=1, 2,
(8) Pijju=pup;
(voir § 1 la signification du second membre); il résulte des formules (7) que
les P;; sont des projecteurs dans E’®E(P?j:P,-/), orthogonaux deux i
deux (P;jPyj=o si i ou j#ZJ') et ayant pour somme Iiden-
tité <2Pi/: '1>; en particulier, pour tout u GE’® R

ij

(9) U= P1Upi = PrUPz—+ Prutpr— Prup-
Or Trp,up,— Trp,p,u (propriété fondamentale de la trace) =Tro =o et,
de méme, Trp,up,—= o; il s’ensuit
(10) Triue =Tru,+ Tru, (u;=piup;)-

Nous allons montrer que si u« est tel que & laisse invariant E, ou E,, on a

(11) dét(1 + ) =dét(1 + ) dét (1 + w,) (w;=piup;).

En effet, supposons par exemple £, invariant; I'hypothése signifie
que p,&p,==o0 ou encore que p,up, appartient au radical J de E'QE
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(car pgup1=p._,up,). Posons

":[hltpl—f—PauPe -+ p1ups, W = p.UP1;
1+u=1+v+w=>1_14+v)(1+w)

(v.w = o, d’aprés la caractérisation du radical), d’ou
dét(1 + u) =dét(1 + v) dét(1 + w).
D’aprés le lemme ci-dessus,
dét(1 + w) —=exp(Trw) et Trw = Trp,up,=o;

par suite,
dét(1 +w)=1 et dét(1 + u) =dét(t +v),

ce qui nous améne 4 démontrer, pour u€ E'R) E,
dét(1 + prupy+ prups + prup,) = dét(1 + p,up,) dét(1 + p.up,).
Pour ceci, on peut se borner, par raison de continuité, a supposer

uelb'Q F, donc ¢ =p,up,+ pup,+ piup,€ E'Q E,

et la formule signifie que le déterminant de 1 + ¢ est égal au produit du
déterminant de 'opérateur défini par 1 + ¢ dans E, (restriction), et de I'opé-
rateur défini par 1 + ¢ dans E/FE, (passage au quotient), ce qui est bien
connu quand /7 est de dimension finie, et se vérifie immédiatement & partir
de Ia, quand £ est de dimension quelconque et ¢ un opérateur de rang fini
qui laisse E, invariant.

Pour utiliser les formules (10) et (11), il faut donner une autre interpré-
tation de Trp,up; et dét(1 + p;up;). Soit

=P (E'QE)=p(E'®E)p.

H, peut s'identifier 2 £ Q E; : en effet, identifions £/, au sous-espace
vectoriel de £’ orthogonal a FE,; je dis que Plapplication naturelle o,

de E\@ E, dans E'Q E, produit tensoriel des applications identiques, est
un isomorphisme du premier espace sur H,. Pour cela, on considére I'applica-

tion linéaire continue ¢, = p; ® p, de E'QE dans E,Q E,, en appliquant
le paragraphe 1, formule (4), on a

‘«!llcPi-': I, ‘?14’1:—1)117
ce qui prouve que @, est un isomorphisme de E]& FE, sur 'image H, du
projecteur Py,. On aura le méme résultat pour £, E,, immergé dans

-~ Ay . . . Pl y - I v
L' @ E par un isomorphisme ¢,. Si v, € E| Q) E}, ¢,u, sera'opérateur dans £
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qui coincide avec &, sur E; et qui est nul sur £;, ce qui donne une caracté-
risation symétrique des ¢, u,. Ainsi @, et ¢, sont des représentations d’algébre

de E,Q E, et E\Q E,, car elles le sont sur E;@Ei(resp. E;@Ez);
donc H, et H, sont des sous-algébres de E'Q E, canoniquement isomorphes
a E,Q E, et E,® E,, dont chacune est située dans I'annulateur de l'autre

(12) , H . .H,—H, H={o};
il suffit d’écrire, par exemple,
(prupy) (p2vps) = (prue) (P1p2) (¢P2) et. pip>—o.

Signalons encore que si-u€ II;, Tru [resp. dét(1 - u)] est égala Tru, [resp.

dét(1 + u;)], ou «; est I'élément de Ej Q E; correspondant 2 u (on se
raméne au cas de la dimension finie); d’olt une nouvelle interprétation des
formules (10) et (11).

Résumons I'essentiel de ce qui précéde :

ProrosiTiON 2. — Soient E un espace de Banach, E; et E, deux supplé-
mentaires topologiques dans E, p, et p, les projecteurs correspondants.

Alors E, Q E, et E, ® F, sidentifient respectivement aux sous-algébres
H=p(E'QE)p e H=p(EQE)p.

de E' Q E, qui sannulent mutuellement

(H,.Hy= H,.H,= {0 }).

Cette identification est compatible avec les fonctions Tru et dét (1 + u). De
plus, pour tout ue E'Q E,

Tru="Tru;+ Tru, (u;= piup;)
et st &t laisse invariant E, ou E,,

dét(1 + u) =dét(1 + 1,) dét(1 + w,).

k. La théorie de Fredholm.

ProrositioN 3. — Soit K un espace de Banach, u€ E'Q E. Pour que
1+ u soit inversible (dans Ualgébre T obtenue par adjonction d’une unité
d E'Q E), il faut et il suffit que 1 + & soit inversible dans lalgébre L(E). .
Linverse de 1+ u dans T est de la forme 1+, od v€ E'Q E.

Supposons que 1 + « admette un inverse dans. 7" qu’on pourra écrire sous
la forme 1+ ¢ (v€ T'). On aura’

1+u)y@+v)=1 ou (e +v¢+uv=o0)
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soit
= — uv, d’ou veb'QE

car (E'QFE est un idéal dans T') et 1+ est aussi un inverse de (1+ &)
dans L (FE). Réciproquement, supposons que 1 + & ait un inverse dans L (E),
le raisonnement précédent prouve que cet inverse sera de la forme 1+ ¥,
ou ¥ est un opérateur de Fredholm dans F, image canonique d'un certain
ve E'® E. La formule

A+a)1+7)=1

s'éerit &t + ¢ + &P — o, el signifie que w —u + ¢ + uy a une image nulle
dans L(E), c’est-a-dire appartient a I'annulateur de E'&) E (voir lemme du
paragraphe 3). De méme w'—u + ¢ + vu appartiendra i I'annulateur de
E'® E. On a donc

u+P—w)+u(yv—w)—=u-+v—w-+ur=o,
c'est-a-dire (1 + (v — w)) est inverse a droite de 1+ «. Pour la méme raison.

(24 (¢ — w')) est inverse a gauche de 1+ u» donc 1 + u est inversible, ce
qui achéve la démonstration.

CoroLLAaIRE. — Le spectre de u dans T est identique au spectre de @ dans
L(FE).

(Rappelons que le spectre d'un élément A d’'une algébre avec unité
est I’ensemble des scalaires p. tels que p4 — A ou, quand p.20,1— ::A’ ne

soit pas inversible). Il revient donc au méme d’étudier 'inversibilité de 1 + «
dans 7 ou celle de 1+ % dans L (E). Ce probléme est résolu par le

TutoreME 2. — Soit E un espace de Banach, ue E'® E. Pour que 1+ u
soit inversible (dans lalgébre T obtenue par adjonction d'une unité a
E'QE), il faut et il suffit que Uon ait dét(1 + u) £ o et, alors, on a la for-
mule de Fredholm (*)

o 1 . u
=l—u—+w—...+(—1)"turt 4 %ﬁ%]{(u).

(%) Nous supposons ici les scalaires complexes. Dans le cas contraire, on pourrait
encore dire que (1 — zu)~! est une fonction méromorphe de la variable réelle z, mais
on obtient un résultat plus précis en « étendant le corps des scalaires » de E aux
complexes (c’est-d-dire en considérant E comme un sous-espace vectoriel réel d’un
espace de Banach complexe F = E + {E), et en considérant ’espace L(E) comme un
sous-espace vectoriel réel de Pespace de Banach complexe L(F)= L(E)+i{L(E).
Alors (1 — zu)~! apparait comme une fonction méromorphe dans le plan compleze,
a valeurs dans L(F).
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La démonstration est identique a celle du chapitre I, (§ 5, prop. 5).
Appliquons ce théoréme 4 — zu au lieu de «; on trouve le

CoroutaRe. — Soit u€ '@ E; les scalaires non nuls appartenant au
s g 1 . . .
spectre de u <c’est—a-dzre tels que 1 — m u ne soit pas mvers:ble) sont les

inverses des zéros de la fonction entiére en z dét(1— zu) (déterminant de
Fredholm de u). La fonction (1 — zu)™', définie et analytique dans le com-
plémentaire de Uensemble des zéros de la fonction (1 — zu), est une fonction
méromorphe de z dans tout le plan complexe (*).

Passons a I'étude de I'équation (1 — su)x = y pour les valeurs exception-
nelles du paramétre s qui annulent le déterminant de Fredholm. Nous
poserons
(2) { Dr(z) = Dr(— su), dl’(.:):(—I)Pcl)’(—.:tt),

2

Re(z)=Rr(— zu), re(s)=(—1)Prr(— su)

et nous écrirons D(z) au lieu de D°(z) ou dét(1 — zu). Soit A un zéro de
D(z). Comme D7(2) (u,..., u) est, au signe pres, la dérivée ¢'*™* aupoint 2.
de la fonction entiére non identiquement nulle D(z) (D (0) =1), il existe un
plus petit g tel que D7(1) £ o, soit p

(3) Dr())#o,  Dri(l)=o,

ainsi p est le plus petit entier tel que RP (1) 2 o. Ecrivons les formules (5)
du chapitreI, (§5), en remplacant « par — Au, pour les deux valeurs consé-
cutives p — 1 et p de 'exposant. Il vient, en tenant compte dans la premiére
que Rr—1(3) =o,

(4) A—2u) RP(R) (015 <o vy Vpt) = (RP(X) (V1) -+ oy ¥p—1)) (A — 2u) =0,
A — Au) RP (X)) (914 « oy ¥p)

P .
= (DP(R) (91, -+ ¥p)) ‘I—Zv,- Re(X) (915 ooy Bty o vey 9p),
5 i=1
B (B (0 (0, . 0)) A )

p
= (DP(N) (01 s 0p)) L= D (RPN (01 ey Dy oo ) 0
i=1
D’aprés (4), I'image de chacun des opérateurs 1 — Au et R?(2) (¢, ...,
¢p—1) est contenu dans le noyau de 'autre. On va voir que le noyaude1 — 2«
est engendré par les images des opérateurs R?(1) (¢4, ..., v,—), pour des
systémes (v;) variables (¢,€ E'&Q) E) et que I'image de 1 — Lu est lintersec-
tion des noyaux des R” (1) (v, ..., vp—y). Pour celd, soient ¢y, ..., v, € E® E
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tels que D? (1) (¢4, ..., vp) Z 0 [ils existent, puisque D’ (1) £ o], 4
I'opérateur

1

. P
6) A= Dr(2) (¢4, - .-y Vp)E(Rp(D(V“ o B o))

Si (1 — Au).z = o, c’est-a-dire si = appartient 3 I'espace E; des vecteurs
propres de u correspondants a la valeur propre %on a = Ax [deuxiéme
formule (5)]; d’autre part [ premiére formule (4)], pour tout y € £,

1—2Au)dy=o ou Ay€eE,.
x

Donc A est une projection de E sur lespace E;. Prenons y € E tel que
: x

I'équation

(7) A—hu). 2=y |
ait une solution; en vertu de la derniére formule (4), il faut (et il suffit) que
(8) (R?(R) (4, ...761, e Pp))y=o0 =1, ..., p)

il est méme suffisant que
(9) (Vpr(l)(vh oy Pry ""VP))JZO (i=1, <y P)s

car, en vertu de la premiére formule (5), on aura la solution

1

(10) T D (e, e o)y

ce qui [ moyennant (g)] s’écrit aussi

(11) r—=y -+ DP(l)v,,l T vp)(luRl’“()\) (915 ooy ¥p))Y

Dans ce qui précéde, on peut choisir pour les v; des éléments v;—a;@ a
[car si DP(A) s’annulait sur tous les systémes de ce type, il serait identique-
ment nul |.

Ainsi les vecteurs

(12) = (R”(A)(%@an ) a@n e 4,Q “p)) -
appartiennent a E;; je dis qu'ils forment une base de cet espace (qui sera de
dimension p > o). AEn effet, E, = A(E), ou A est dpn'né par (6), et les xi
engendrent E_i; ils sont linéaixrement indépendants, car en vertu de (12),
@y d) = Tr(RPQ) (a', ®a,, ceny a@,, cees a},@ q,,)) a;Q a

FPS
=Dr(2) (a’,@a,, ey ®a ..., @, ap, a’l-®a,)
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et, comme DP(3)(2,@ 21, ..., 3, @ 5p) est bialternée (c’est-a-dire nulle si
deux des z; ou deux des zj, correspondant & des indices différents, sont iden-
tiques),

(13) < ay, a>=kdy, k=Dr(})(d\Qa, ..., 4,Qap) Z o0
(9, indice de Kronecker).

Utilisons maintenant les formules de transposition (8) et (9) de la fin du
paragraphe 2; A est aussi un zéro de

dét(1— ztu) = dét(1 — zu);

si I'on applique ce qui précéde a ‘« au lieu de u, on trouve le méme entier p
et 'on peut choisir les v;— a;® a; de maniére 4 obtenir une base

~
xy = (R/'(—— Au) (‘vi, ey Wy o lv,,)). a;

1 ’ 3
de Pespace E’; des vecteurs propres de ‘u correspondants a la valeur
A

propre % (en effet, DP(— Au) (Y04, ..., Wp) = DP(— du) (¢4, ..., ¢,) 5% 0), donc
N
(14) x’,::(‘BP(Z) (a'i Ray, .- qQay .., @,Q@ a,,)).a; ,

Enfin pour que y € E soit tel que I'équation (7) ait une solution [c'est-a-
dire y€ (1 — Au) (E)], il faut et il suffit que y soit orthogonal & E'}, soit
' : *

(15) {y,z;>=o0 (i=1, ..., p).
La condition est nécessaire, puisque
<y, i >=<{A—2u).z, z}> =z, (A — Nu).x;>=o0;

elle est suffisante, car les conditions (g) s’écrivent ici (avec v;= a;® «;)

< (RP(K) (a’1® Ayy oy @, ceny @@ a,,)).y, a;ya;=o0

et le facteur scalaire du premier membre est y, x; >, d’'aprés (14).
L’essentiel des résultats précédents est résumé dans la premiére partie du

Tueoriwg 3. — Soit E un espace de Banach, u€ E'Q E, } un zéro de
D(z)=dét(1— zu).

1° Soit p le plus petit entier tel que DP(1) £ o [ notations utilisées dans
les formules (2)]; il existe des a,€ E et des a;€ E' (i=1, ..., p) tels que

Dr(})(d\@ay, .-\ a,Qay) Fo.

Les vecteurs x; (resp. x;) donnés par (12) [resp. par (14)] forment une

base de lespace El(resp. E ’,) des solutions de Péquation(1 — Au).xz=o
- X X
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[resp.(1—2'u). x'=0]; ces deux espaces ont pour dimension p. Pour que
Uéquation en v

1—2u).z=y
ait une solution, il faut et il suffit que y soit orthogonal a L, c'est-a-dire
by
que y satisfasse aux conditions {y.x;> =0 (i=1, ..., p); une solution
particuliére est donnée par (10) ou (11), ou v; = a; @ a;.
20 On «
(16) Dr(}) =dr(d), Rr(2) =rr(2)

et, par suile, dans Uénoncé et les formules qui précédent, on peut rempla-
cer partout DP(}) par dp(}), Rr(}) par rP(}); p est aussi le plus petit
entier tel que dr(1) 7 o. Enfin, la formule de résolution (11) devient

1 + y " .
(7) CEI TN o, o T e )

Démontrons la deuxiéme partie du théoréme. La deuxiéme formule (16)
est contenue dans la premiére [ définitions, chap. I, § 6, form. (18)]qui, elle,
résulte du fait suivant : Dr(2) (¢, ..., v,) ne change pas quand on multi-
plie Uun quelconque des v,, @ gauche ow d droite, par hu; ainsi on pourra
multiplier un nombre quelconque de ¢; par A«. Prenons la multiplication a
gauche, et supposons qu’il s’agisse de ¢,; d’aprés la premiére formule (4)
(ou la deuxiéme si 'on multiplie 4 droite),

Te(RP (1) (815 o er 9 ) (Rep1e) =Te(RP(R) (915 ooy i) e

Comme D7(A) = o implique d¥(2) =0, p est le plus petit des ¢ tels que
d7 () #Zo. Enfin[en vertu de (16)] DP(R) (¢4, ..., ¢p) == DP(R) (A1 u, ..., Avpue)
et 'on peut remplacer dans (11) les ¢; par Ao, [on aura encore
Dr(2) (M, oy be i) Zo];
on obtient la solution
(—

= Dl)(7) (Z"lll, ceey )."‘];ll,) ((= )‘u)R/H.l().)(—)\vlu’ o —)J",,lt)).)’,

x

fornule identique a (17), car le dénominateur est égal & dr(2) (¢y, ..., ;)
et le numérateur & rP+! ()\) (F1y « v ey "',,) [chap. I, § 6, form. (17) appliquée a
— 2« au lieu de «]. Le théoréme 3 est ainsi entiérement démontré.

. -y D v . ~
CoRrOLLAIRE 1. — Soit ue L'Q® I, % un scalaire; 1 — )it est un homomor-
phisme topologique de IV dans I'. La dimension du noyau est finie, et é2ale
@ la codimension de l'image.

En effet, la formule d’inversion (10) montre que 'application v =1 — )&t

3

de ' sur ¢(J) a une application inverse & droite continue, donc ¢ est un
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homomorphisme topologique. De plus, avec les notations du théoréme, v (&)
est 'orthogonal d'un sous-espace vectoriel de dimension p de F', donc de
codimension p. ce qui est aussi la dimension du noyau de ¢. En particulier :

. ~ N v - [y I3
CoRoLLAIRE 2. "— Soit u€ L'Q L, 1 un scalaire. Pour que Uopérateur
1 — 2% dans I soit inversible, il faut et il suffit que son noyau soit nul.

Le théoréme 3 donne tous les renseignements désirables relatifs & la réso-
lution de 'équation (1 — Au)z =y, mais ne constitue pas une étude spec-

. . -
trale compléte de I'opérateur «, pour la valeur propre 3 Pour aller plus

. . . ’ ~p Ll ’ -
loin, il faut considérer les noyaux % des itérés (1 — Au)? de (1— Aw). Ces
*
espaces forment une suite croissante de sous-espaces de £/, qui est, soit stricte-
ment croissante, soit strictement croissante jusqu’a un rang &, a partir duquel
elle devient constante (*). Nous appellerons sous-espace spectral correspon-
. 1 . . P
dant & la valeur propre T de u, I'espace £, véunion des espaces L), et ordre
\ 7: 7\

1 . . ~ T
de liu valeur propre-» la dimension de E,. A priori, si Pordre n de la
\ =
I
1 . . c
5 est fini, on est dans le deuxiéme des deux cas envisagés ci-

dessus, on a A< n, et E, est identique au noyau de (1 — Aw)? pour tout

valeur propre

entier p X L, en particulier pour p =wn. Nous allons voir [sans utiliser la
théorie de Riesz des opérateurs compacts dans un espace de Banach (7)] que
n est ici fini, et de facon précise :

v w1 & PR ,
TueorkMe . — Soit I un espace de Banuch, uell’'Q I, J. un zéro
. . . .. . 1
d'ordre n de la fonction enticre dét(1 — su). Alors 3 est valeur propre
d'ordre n exactement de Uopérateur défini par u. Le noyaw I, et I'image

A
F, de l'opérateur (1 —lu)" sont supplémentaires topologiques dans I, et

1 .
(1 —2u) induit un isomorphisme de F, sur lui-méme.
"

) . . . 1 o
Démonstration. — Soit n' T'ordre de la valeur propre 3 c'est-d-dire

. . . o o a-
la dimension de I,—= \ ’ L1; montrons que n'<Zn, cest-da-dire que
- "

IS
r

(%) Ce fait. purement algébrique, se vérifie trivialement pour la suite des itérés d’un
opérateur linéaire U quelconque (ici U =1 ~ nu).

(7) Done la théorie exposée ici vaut en fait pour fes opérateurs de Fredholm dans un
espace norm¢é complet construit sur un corps valué complet quelcenque de caractéris-
tique o (alors que la théorie de Riesz devient inopérante, les opérateurs de Fredholm
pouvant n'étre plus des opérateurs compacls).
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dim E} < n pour tout p. L’espace F; est, par définition, le noyau de
X by

(1 — Au)?, or .
A= du)y =1+ v, avec v, € E'QFE

et le noyau d’un tel opérateur est de dimension finie (th. 3, cor. 1); ainsi
E’, est de dimension finie et admet un supplémentaire topologique F (*).
by

2

Soient p, et p, les projecteurs correspondants & cette décomposition en
somme directe. E” est évidemment stable pour u; il s’ensuit (prop. 2 du
b

paragraphe 3 appliquée a2 — zu)
(18) dét(1— zu) = dét(1 — su,) dét(d — zw,) . (wi=piups);

comme u, est un opérateur dans I'espace de dimension finie E}, ayant une

IS
1
seule valeur propre =, on a

A

-\
1—%\) = (—1)¥(s —A)Y, ot d=dimE?.

dét(1— suy) :(
Compte tenu de (18), on trouve que 2 est un zéro d’'ordre d au moins de
dét(1 —zu), d'ot dLn et n' <Zn. On ne peut avoir 1’ << n; en effet, faisons

dans ce qui précéde p =n (donc E} =E} ); il résulterait de (18) que 2 est
. ) Y Py
un zéro de dét(1+ su,), donc (th. 3,.cor. 2) il existerait un x € F non nul

tel que

(1 —Aus).z=o0, Cest-a-dire (1—iu).z€k,;

by
on en concluerait que (1 — Au)*"*'x—=o0 et x€k,, ce qui est absurde.
' b
Posons maintenant
A—=2u)r=1+v, on veE'QE;

il reste & montrer que le noyau /V et I'image M de 1 + ¢ sont supplémentaires
topologiques et que 1 — A« induit un isomorphisme de M sur lui-méme. On

sait que M est orthogonal au noyau /V' de 1+ v et que /V et /V' ont la méme
dimension (th. 3), je dis que la dualité entre /V et /V' est séparante; en effet,

(%) En général, cela exige le théoréme de Hahn-Banach, mais ici F admet un supplé-
mentaire a priori (méme si 'on n’est pas sur le corps des réels ou des complexes).
En effet, on a vu que si ¢ est un opérateur de Fredholm dans E, on peut trouver

une base z1, ..., z, du noyau de 1+ ¢ et des éléments a', ..., a, de E ‘tels

que { i, a’,- > = &;j [voir form. (13)]; alorsz a, ® x; est un projecteur continu de E

i
sur le noyau-de 1 + o.
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si y €V est orthogonal & /V' on a
y=A+v)x
et, comme (1 +¢)y =o

A+v).z=1—Au)".xr=o,

d'ou x€E, et (1—Au)*. =0 (c’est-a-dire y = o). Prenons dapns N et N’
A

deux bases duales (e;) et (¢;); P'opérateur 2(3}@ e; sera un projecteur

continu de £ sur /V, de noyau M, et /V et 'orthogonal M de /V' sont supplé-
mmentaires topologiques. Enfin, M est stable pour « donc pour1 — A« (puisque
c’est 'image de £ par 1+ ¢ = (1 — Au)", qui permute avec «) et tout élé-
ment de M appartenant au noyau de 1 —Au est nul car il appartient & V; il
s'ensuit (th. 3, cor. 2) que 1 — Au induit un isomorphisme de M sur lui-
méme.

Donnons, pour terminer, quelques indications sur l'allure de la fonction
méromorphe
- 1
A —s0)yt= mﬂ(— zu)
au voisinage d’un zéro A du dénominateur. Avec les notations précédentes,

N = E,=noyau de (1— Au)", M = image de (1 — Au)”

(ou n est I'ordre du zéro A); comme /V et M sont stables pour «, on aura
(19) U=—1,+ i,

(uy=piuhy, p; étant les projecteurs de E sur /V et M correspondant a la
décomposition £ —= /N + M). On en conclut

(20) 1—s0)"'=A—s0,) "'+ A—zk) ",

le deuxiéme membre étant considéré comme l'opérateur somme directe des
deux opérateurs définis respectivement dans /¥ et dans M. [Si I'on veut des
formules d’inversion dans 7" lui-méme et non dans L (E), il faut écrire (19)
sous la forme # = u,+ u,+ w, o « appartient au radical de E’® L, et
ajouter au deuxiéme membre de (20), ol les ~ sont supprimés, le terme
correctif w ]. Le deuxiéme terme du second membre de (20) reste holomorphe
pour z = A (th. &); pour évaluer le premier, posons

(21) 1— du,=N,, d’ou = %(1—No);
Ni=o, donc N, est un opérateur nilpotent dans /V et

s— A z
A— zu)=— A(L} lm)
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d'ou, en vertu de (1 — o) ' =1+ w ...+ o' si wh=—o,

2 3 n—
(22) (A — suy) |:_:——7.<1+- ;No+ —1—( _7> ljV'Ol—i).

)2
Remplacons . )\ par I+ —; nous obtenons le développement

(23) A—s)'=A, (= 2"+ N(s—2) 2. ..+ N, (55— h)™,

ot 4,=— 2+ /V, et ou les /V; sont des opérateurs nilpotents. Identifiant
les opérateurs dans /V a des éléments de L(E), il vient
(24) A,:—).P;—{—/V,,

. . N 1
ou Py = p, estle projecteur spectral correspondant a la valeur propre 3 deus;
3 \

les N; sont maintenant des opérateurs nilpotents dans £, qui appliquent £~

dans l'espace spectral /V = £\, s’annulent sur le noyau M de P1 et permutent
7

avec « (et entre eux); on a donc obtenu dans (23) la partle polalre du déve-
loppement de la fonction méromorphe (20) au voisinage de z =24 (qui est
effectivement un pdle). Ainsi

(25) A—su)'=p(s)+A(s—2) "'+ No(s— 22 +...4+N(z—2) 7,
ou 0(z) est holomorphe pour 5 =7 (c’est I'opérateur nul sur 'espace spec-

tral E1, qui coincide avec (1 — su)~! sur le sous-espace supplémentaire M)
P
et ou les autres notations sont les mémes que précédemment.
Ecrivons

R(:)=D(s)(1 —su);

de (25) on déduit l'allure des premiers termes de la fonction holomorphe
entiére R(z), au voisinage de 5 — ) [compte tenu de ce que X est un zéro
d’ordre n exactement de D(z)

(26) R(5)=Mo+M(5—1)+...+M, (5 — )"
+ By (5 — 1)1+ (35— M)"a(3),
avec

X
(7) Bo=kPieM,, k== pm)]s

ou les .M, sont des opérateurs nilpotents qui appliquent /' dans £ et qur
Iy

sont nuls sur M, permutant avec « et entre eux, et olt ¢(35) est une fonction

holomorphe entiére de s.

Des formules (24), (25), (26), (27), 220, k£ o, il ressort que L est
)
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Yimage de A, et de B,_, et que M est le noyau de 4, et de B,_,. Ceci per-
met de caractériser ces espaces puisque A, est le résidi au point A de la
fonction méromorphe (1 — 5%)~' et B,,, au facteur (n—1)! prés, la
dérivée (n —1)-itme de R(z) .au point s =A. Enfin le projecteur spec-

11—z

tral P est le résidu, au point 3, de lu fonction méromorphe —
%

Ll -

ou de la fonction méromorphe — uR(3) : il suffit de le montrer pour

ey
1

la premiére fonction \ qui est égale 4 — - — D( )u R(z) et a donc méme

résidu en A que — l)( )uR( )]; le résultat (*) s’obtient en exprimant

13

1 o L .
— —(1 —5&)~" au moyen de (22) et en notant que les résidus de tous les
termes de la somme obtenue sont nuls, sauf celui du premier terme qui est
égal 2 1.

Remarque. — L’entier p qui figure dans le théoréme 3 est au plus égal a

Yordre n du zéro 2 de dét(1 — zu), puisque

p= dimEal_, n=dimE; et En cE,.
» 2

I\ l.

s . . gl . qe .
On aura p = n si et seulement si Ii = Ei, c’est-a-dire si I'espace des vec-
P 3

. 1 T
teurs propres pour la valeur propre 3 est identique a I'espace spectral corres-

pondant. Dans ce cas, 'opérateur [V, de (21) (et, par suite, les opérateurs V;
et M;) est nul, de sorte que (25) et (26) deviennent

(28) (1—58) '=o(s)—aPi(s—2),
i

(29) R(3)=APi(5—1)""'"+ (5 — A)"o(s).

X
Il en est en particulier ainsi chaque fois que u est un opérateur de Fredholm
“hermitien ou méme seulement normal (c'est-a-dire permutant avec son
adjoint) dans un espace de Hilbert (puisque, dans un espace de Hilbert de

(?) Cela résulte aussi du fait plus général suivant, sans doute bien connu, et valable
pour un opérateur compact u dans E, admettant la valeur propre a : le projecteur spectral

de¢ w relatif & la valeur propre a est identique a 'intégrale de Cauchy ;%q—_ﬁi — u)-rd:.

prise sur un contour entourant @, cn sens dircct et ne contenant pas d’autres valeurs
propres (on peut calculer ainsi, plus généralement, le « projectcur spectral » correspon-
dant a une parlie 3 la fois ouvertc et fermée du spectre d’un élément u d’une algébre
normée compléte avec unité quelconque). On obtient & nouveau 1€ résultat donné dans

. 1
fe texte par le changement de variable 5->: -

*



364 A. GROTHENDIECK.

dimension finie, un opérateur normal qui n’a qu’'une seule valeur propre est
une homothétie). -

5. Généralisation aux espaces localement convexes. — Nous envi-
sageons maintenant exclusivement des espaces localement convexes séparés E
(sur le corps des réels ou des complexes). On appelle disque ou ensemble
disqué dans F tout ensemble convexe et cerclé. Si A4 est un disque borné
dans F, E 4 désigne I'espace vectoriel engendré par 4, muni de la norme
(1) ||z ||ls= inf |2].

x€lA N
C’est donc un espace normé, dont la boule unité est A4 si, par exemple, 4 est
fermé dans £, et qui est un espace de Banach (c’est-a-dire complet) si 4 est.
par exemple, complet. Si ¥ est un voisinage disqué de o dans F, on désigne
par F;-I'espace normé obtenu par passage au quotient a partir de la semi-
norme
(2) : | z|lp=_inf |2].

€NV

Son complété est noté £ Il existe une application linéaire continue natu-
relle de £ dans £)-; I'image réciproque de la boule unité est 'adhérence de J.
Soient E;(i=1, ..., n) n espaces localement convexes; on désigne par

B(E,, ..., E,) I'espace des formes n fois linéaires sur l I E; continues par

_rapport & chaque variable. Soit, pour tout i, 4; un disque borné dans E; tel
que (F})4, soit coihplet, et soit ue@(E’,-),,‘.. Toute forme n fois linéaire
“B¥

séparément continue f sur ]] E; induit une forme r fois linéaire séparément
i ’

continue fi4, sur le produit des espaces de Banach (£}),, forme qui est

continue, comme il est bien connu. Par suite, on peut considérer le produit

scalaire { «, fi4)>, qui est une forme linéaire de feB(F\, ..., E,).

DeriniTiON 3. — On appelle noyau de Fredholm, relatif aux espaces loca-
lement convexes E;(i =1, ..., n), toute forme linéaire sur B8(E,, ..., E,)
qui est définie comme ci-dessus par un élément d’un espace R (Ei) 4, [oti

i i
pour tout i, A; est un disque borné dans E; tel que (L) 4, soit complet|.
L’espace de ces noyaux de Fredholm est noté E,@E,@. .. Q E, ou @ E..
i

On vérifie que c’est bien 1a un espace vectoriel; il est en dualité naturelle
avec (£, ..., £,). On peut le munir d’une topologie localement convexe
naturelle donnant pour dual 8(E, ..., E,) ([8], Chap. I, § 3, n°s 1’ et 2),
mais il ne sera en général pas complet; cette topologie est inutile ici. Dans

< A vy I3 -
le cas ou les F; sont des espaces de Banach, on retrouve 'espace @ E; défini
i

au paragraphe 1.
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En utilisant le théoréme signalé a la fin du paragraphe 1, ou plutét sa
généralisation ( immédiate) a n espaces de Banach, on trouve facilement que :

tout élément de ® E; provzent d'un élément d’un espace ®(E})A ,ou les A;
sont des disques compacts dans les E;. (C'est vrai en effel si les K sont des
espaces de Banach.)

Soient maintenant £ et F' deux espaces localement convexes, munissons £’
d’une topologie localement convexe intermédiaire entre la faible et la forte.
Soit uy€ E3& F 4, ou A (resp. B) est un disque borné dans F (resp. E') tel
que F 4(resp. E3) soit complet; u, définit une application linéaire continue
X —>uy X de (E3) dans F,. Composée avec 'application naturelle z —> z
de E dans (E73), elle donne une application linéaire de £ dans F, notée
encore x — u,z. Par définition, on a pour x€F, y' € F'

Ctoz, y'> = o, y' > = oy 2s @y > =<ty @' >,
ou u est I'élément de £’ @ F défini par u,, et ou x @ ¥’ est considéré comme

un élément de B(£’, F). Donc, I'application « — u,x de £ dans F ne dépend

que de weE'® F; on peut la noter &% ou x - ux. Par définition,
(3) luz, y'>=Lu, z @y >.

Ces applications linéaires z —ux de £ dans F ne dépendent pas de la
topologie mise sur £’ car méme pour la topologie faible (qui @ priori don-

nera le plus d’applications) tout ueFE' Q@ F est défini par un u,€ E3@ Fy
ou B est un disque faiblement compact de E' (voir ci-dessus) et a fortiori
borné et complet pour la topologie forte sur £’. On pourra supposer B
compact pour la topologie forte, et A compact dans F.

DeriNITION k. — Soient E et F deux espaces localement convexes, E' le
dual fort de E. On appelle application de Fredholm de E dans F toute
application définie par un noyau de Fredholm, élément de E’ @ F, c’est-a-
dire par un u,€ Es® F4o00 A (resp. B) est un_disque compact dans F
(resp. E').

, Si £ et F sont des espaces de Banach, on retrouve la notion introduite
au paragraphe 1.

« Rappel. — Soit A (resp. B) un disque borné dans F (resp. £') tel que F,
(resp. Ep) soit complet, u,€E ',,@ F4; Yapplication de Fredholm définie
par u, est la composée d’une séquence

(4) ESESPF,
ou K, = En (B, polaire de B dans E), F. Fy o ety desxgnent les
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applications canoniques et 3 l'application de Fredholm de E, dans F,
définie par u,. Soit 7" une topologie localement convexe sur E, comprise
entre la topologie de Mackey 7(E, £”) et la topologie de la convergence
uniforme sur les disques fortement compacts de E'. D’aprés ce qui pré-
céde, les applications de Fredholm de K dans F sont les composées de
séquences (4) ou E; et F, sont des espaces de Banach, a une appli-
cation linéaire continue pour 7', v une application linéaire continue de F,
dans F, 3 une application de Fredholm de &, dans F;. A fortiori, une
application de Fredholm est toujours faiblement continue [car continue
pour la topologie 7(/[7, I') et la topologie donnée de F'], mais elle peut
ne pas étre continue. On appelle application nucléaire de E dans F une
application composée d’une séquence (4), o a est supposée continue;

elle provient donc d'un élément d’un espace Ep@ F4, o B est un disque
équicontinu faiblement fermé dans £’, et A un disque borné dans F tel
que F 4 soit complet. Une application nucléaire est continue. Les applications
de Fredholm de E dans F sont identiques aux applications nucléaires
de I/ muni de 7" dans F (on pourrait se borner 4 ne considérer que des
applications nucléaires).

Remarquons que la notion d’application de Fredholm de £ dans F ne
dépend que des systémes duaux (FE, E') et (F, F'). Bien plus, une fois
donné le systéme (F, '), elle ne dépend que de la connaissance de
'ensemble des parties bornées de F et méme seulement de I’ensemble
des disques bornés A tels que F, soit complet (ou de I'ensemble des
disques compacts de F'). En pratique, on ne trouve jamais deux topologies
localement convexes séparées sur un espace vectoriel F qui donnent
deux familles différentes de disques bornés A4 tels que F, soit complet
(c’est-a-dire pour lesquelles une application linéaire d’un espace de Banach /7
dans F peut étre continue pour I'une sans I'étre pour l'autre), aussi toutes
les topologies localement convexes que I'on pourra mettre sur un espace
vectoriel F conduiront-elles & la méme notion d’application de Fredholm
de E dans F ».

Pour simplifier, désormais tous les duaux seront munis de la topologie
forte. On définit, comme dans le cas des espaces de Banach, les com-

posés w. A, B.u, B.u. 4 (oil ueE'QF, ou A est une application linéaire
faiblement continue d'un espace localement convexe G dans FE, B une
application linéaire faiblement continue de ¥ dans un espace localement

convexe II): ce sont respectivement des éléments de G'Q F, I'Q H,
'@ H. Les propriétés d’associativité sont encore valables. Ceci permet de

composer deux noyaux de Fredholm ue E'® F, v€ F'® G; on aura

—

ruell!RQ G et Pu="v.u=y.u.
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En particulier, £'Q® E est une algébre (sans unité si E est de dimension
infinie).

Considérons la forme bilinéaire canonique e sur E' < [; elle est sépa-

rément continue et, pour tout # € '@ F, on peut poser
(5) Tru=<u,e.

~
Plus généralement, pour des w,;€e E'Q E(i=1, ..., n), on définira
? b b
®n (U4, ..., u,) de la facon suivante : tous les u; proviennent d’éléments «{ d'un

méme espace E’B® Ey; les an(oy, ..., v,), pour des arguments vieE’B® E,
répondent a la condition que

(L, R X1y + ey Ty @ ) = n%dét((xi, z,)

(xi€ By, x';€ Ep) et a,(uj, ..., u,) ne dépend que des «; (et non de 4, B,
et du choix des «}); ce dernier point résulte de ce que a, (2@ x, 05, ..., #4)

est une fonction bilinéaire f sur £’ < I, séparément continue, et

(915 ooy 9n) =< ¥, fa,4> (OU fp 4 est la restriction de fa Fpx< E )
=<y, f> (sl u; est 'élément de E’@E défini par ¢,),

donc nul si «,=o. La formule usuelle permet encore de définir a/, , & partir
des a,,.

Soient n, p deux entiers > 0; w;et v;(i =1, ..., n; j=1,...,p —1) des
éléments de E'Q E, x€E. Les u; et ¢; proviennent d’éléments «{, ¢% d’un
méme espace Eb@ E, et I'on peut supposer x € A. Comme il existe une
application linéaire continue naturelle de £z dans (£,)’, on obtient des élé-

ments %}, ¢} de (E4)'Q E,4 et I'élément R, (u}, ..., u,) (9}, ..., ¥)_,).&

de I, (donc de £) qui dépend linéairement de z € £ 4. Pour 2'€ £’, on a
CRE( ) (), &' =l (s ooy tny 015 o v ey 9poy T'Q T)

et cet élément ne dépend que des u;, ¢; et de = (non de 4, B, u/, v}). D'ou,

pour des u;, ¢; donnés, une application linéaire R (1, ..., ) (915 « ooy ¥py)

de F dans F

(6) CRE(1yeeeyn) (P1y ey ¥p ) Xy &' D=0 (1l eeey Un) (915005 ¥ p—1y ' Q2),

fonction multilinéaire et symétrique des u; et ¢;. On écrira R (u) au lieu

de R (u, ..., u); pour ueE' @ E donné, c’est une application (p — 1) fois
n

linéaire de (E’@ E)l"‘1 dans I'espace des applications linéaires de /£ dans Z.

Les applications linéaires obtenues dans E sont du type A.1-- 7,

ou ue E'Q® I, donc elles sont faiblement continues.
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On définit de facon analogue les quantités

di(uyy <oy Unyp) et dt(u)=d(u, ..., u),
n+p

o1 (5155 ) : -
éléments de \QE )/ Q\® £’ (pour des u,e E'Q F donnés) et les quantités

correspondantes

rh(uy, ooy Unyp) et ri(u)y=rf(u, ..., u),
n-+p
applications p — 1 fois linéaires de (8 (£’, £'))?—! dans E'QE.
De plus, on vérifie, par les calculs de majoration faits dans le paragraphe 2,
que les séries

o L

Y

Za,,(u), Zaﬁﬂ,(u)(v,, cea Vo),

n=0 n=0 )
o L -]

=

DRE(@) (01 ooy 0pry Dy dh(w) et P Ph(w) (01 ey 9pm)
n=o0 n=o0 T n=0

convergent : les deux premiéres sont des séries absolument convergentes de
scalaires, la troisiéme est une série absolument convergente dans un espace
L(E;, E4),ou V est un voisinage disqué de o dans £ muni de v(F, £') et 4
un disque compact dans F, la quatriéme provient d’une série absolument

R o Yo (B . .

convergente dans un espace (® 11,,)@9(@ EB), et la derniére d’une série
A P . . ’ .
absolument convergente dans un espace E3X) £ 4. On a ainsi défini

D(u)=dét(1 + u), Dr(u), RP(u), dr(u) et rr(u).

Toutes ces quantités satisfont aux identités données dans le chapitre I, en
particulier on a la relation

(7) (1+u)R(u)=R(u)(1+u)=dét(1+u)
et, plus généralement

[ (A 4+ w)PrR(u) ey ..oy 9p)

= (DP(u) (01, -y 9p))1 —EviBP(u)(v,, e Piy ey 00,

. ’ (RO (1) (01 -+, 9p)) (1 + )
P

- (Dp(u) (‘)la sy "/)))l—Z(Rp(u) (VU RS ] 617 U] Vp))‘;i'

i=1

Les formules (7) et (8) permettent de développer la théorie de résolution
de Fredholm exactement comme dans le cas des espaces de Banach, les théo-
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rémes 2, 3, & du paragraphe & sont valables tels quels. 1l y a lieu surtout de
retenir que les valeurs propres non nulles de u sont les inverses des zéros de
la fonction entiére dét(1 — zu), avec correspondance entre les ordres (ordre
d’une valeur propre défini au paragraphe % et ordre d’un zéro d’une fonction
analytique).

On aura une conception plus nette des éléments de F ® F en utilisant le
théoréme signalé a la fin du paragraphe 1 : les éléments de E ®F sont
donnés par des séries ZZ,-.’L‘,@ ¥ ok () est une suite sommable, et
ou (x;)[resp. (y:)] est une suite formée d’éléments d’un disque compact

de E (resp. F). En particulier, quand on représente les éléments de £’ QF
par de telles séries, les quantités a, (u,, ..., u,), ... s'explicitent facilement
par des séries.

CHAPITRE IlI.
APPLICATION AUX OPERATEURS INTEGRAUX.

1. Détermination d’opérateurs de Fredholm par des intégrales. — Soit M
un espace localement compact, |+ une mesure sur cet espace; on désigne
par £1(p) I'espace des fonctions (ou plutdt des classes de fonctions) sur M,
sommables pour p, muni de sa norme naturelle

lelh=["To(s)1d] (o),

qui en fait un espace de Banach. Si F est un espace de Banach, £4() est
Pespace des apphcauons (ou plutét des classes d’appllcanons) intégrables
de M dans E, muni de la norme

Tiflh=f 1141,

qui en fait encore un espace ‘de Banach. Pour tout o€ £'(.) et €k,
soit 9.a, la classe de la fonction ¢(s)a dans £4(p). On a

I9-alhiZliellliell

et (9, a)—> 9.a est une application linéaire de norme <1 de £'(p) < £

dans £ (p), donc définit une apphcauon linéaire de norme <1 de £ (p) QI
dans £E ().

TutoreMe 1. — Soient M un espace localement compact, . une mesure
sur cet espace, E un espace de Banach. L’application linéaire naturelle

de £'(p)Q E dans £4(p) est un isomorphisme métrique die premier
espace sur le second.
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L’'image du premier espace est dense dans le second, aussi suffit-il de
montrer que 'on a un isomorphisme métrique du premier espace dans le
deuxiéme. Soit F, le sous-espace dense de F — £'(u1) formé des fonctions

« en escalier »; F0® FE est'dense dans F® I; tout élément f de F,® I peut

W . .
se mettre sous la forme}_‘ 9.4,® a;, ou les ¢4, sont les fonctions caractéris-
i
tiques d’ensembles ingrables A;, disjoints deux a deux, et @, € /. Son
image f:EcpAi.ai dans £%(u) a pour normeE[‘u](A,-)[{u[il qui, @
b ] i

priori, est < la norme de f. Par définition de la norme de F ® E, on déduit

de f:Z 9.4, X a; que
= Nonlli el = el (Al el =17 [l

et 'application induite de F,@ / dans £4 () est une isométrie.

Ce théoréme est un des plus utiles de la théorie des produits tensoriels
topologiques et nous en donnons une démonstration différente et de
nombreuses applications dans [5], notamment au Chapitre I (§ 2), n° 2. Ce
qui précéde peut s’appliquer tel quel a l'espace /!(I) construit sur un
ensemble d’indices I quelconque, avec un corps de base valué complet
quelconque.

CororLaRe 1. — Soient M un espace localement compact muni d’une
mesure p, IY un espace de Banach; les applications de Fredholm u de I
dans £(p.)" sont celles définies par une application intégrable f de M
dans E', par la formule

(1) w.x(s) =<z, f(s)>.
La norme-trace de u est égale a la norme de f dans 25 (1)

lelli=11/ ll

Bien entendu, la formule (1) signifie en réalité que w.x est la classe de la
fonction s .z, f(s)>. Les applications de Fredholm de /' dans £'(u)
sont définies par les éléments de E&® £1(p), espace qui, d’aprés le théo-
réme 1, s’identifie & £}, (1); il s’ensuit la caractérisation des applications de
Fredholm de £ dans £!(p) etle fait que 'application naturelle de E® L)
dans I'espace des opérateurs continus de /7 dans F est biunivoque. d’ou la
détermination donnée de la norme-trace de u.
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CoRroLLAIRE 2. — Soit M un espace localement compact, C,(M) Cespace
des fonctions scalaires continues sur M, nulles a U'infini, muni de la norme
uniforme, E un espace de Banach. Pour toute mesure p.sur M et toute
application j-intégrable f de M dans I, I'application

(2) w0 = [ 3(5) £(5) dn(s)

de C,(M) duns E est une application de Fredholm et a pour norme-trace
f Hf(s)||d| ]| (s). Réciproquement, on obtient ainsi toutes les applica-
tions de Fredholm de Co,M dans F. '

D’aprés le théoréme 1, f définit un élément de £1(p)&® E, donc de
(G (M))’® E [ car £ () s’identifie & un sous-espace vectoriel normé du dual
de G,(M)] et il est évident que I'application de Fredholm qui lui correspond
est l;application u donnée par (2). L’application naturelle de ﬁ’(p)@]ﬁ'
dans m (M) & E[ou O (M) est I'espace des mesures bornées sur M, dual
de Gy (M))] est un isomorphisme métrique, car £! () s’identifie & un sous-
espace vectoriel normé de J1L*(M) et il existe une projection naturelle de
norme 1 de ON'(M) sur £'(p) (celle qui, & toute mesure bornée ¢ sur M,
fait correspondre sa « composante suivant [ » dans la décomposition de
Riesz de cette mesure) ; d’autre part, pour toute suite ;€' (M) il existe
une €M (M) telle que

L£L1(p)d> L () pour tout i

/

(on prend p _._V 25 H T [ e [); ainsi la réunion des sous-espaces £! (p)@lz’

de Jll’(]l!)@]?, qui est dense et compléte, est identique a 3]1’(M)® E.
Avec (2), on obtient toutes les applications de Fredholm de ¢,(M) dans E;
si « est nul, f€£L(p) est nul et I'application canonique de DTU(M)@F
dans l'espace des applications de Fredholm de ¢, (M) dans L est biunivoque.
D’ou I'expression donnée de la norme-trace de .

Les corollaires 1 et 2 permettent de déterminer les opérateurs de Fredholm
dans 'un espace £' () ou d’un espace C,(M). Signalons tout de suite un cas
particulier important.

Cororraire 3. — Soient M et L deux espaces compacts, . une mesure

sur L, K(s,t) une fonction continue sur M x< L. L’application linéaire
o—>K.o de C(L) dans C(M)

(3) K-ms):flf(s, £) 9 (¢) dp(2)
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est une application de Fredholm, de norme-trace égale a

[(supI K (s, 1)l 21 0).

L4

En effet, interprétons K (s, ¢) comme une application continue ¢—> K,
de L dans ¢(M); on a

K.o= [ (p() K. du(0)

ce qui est le cas du corollaire 2. )

Soient maintenant £ et F deux espaces de Banach, M un espace locale-
ment compact muni d’'une mesure p.

Désignons par £ (p) P'espace des applications scalairement mesurables
et scalairement bornées de M dans E’ [ c'est-a-dire des applications g(s) telles
que, pour tout z€FE, { z, g(s))> soit une fonction mesurable et bornée
sur M], prises modulo les fonctions scalairement localement négligeables;
une telle fonction g définit une application linéaire de E dans £=(.), conti-
nue d’aprés le théoréme du graphe fermé et dont la norme sera notée || 2||.-
Avec cette norme £5; (1+) est un espace de Banach. Pour tout g€ £g; (1) et

tout f€ £4(), nous allons définir un élément de E'& F, noté

fg(s) ® f(s)dp(s) (par abus de langage),

qui dépendra bilinéairement de f, g et dont la norme sera _4_ g les ce

sera une application bilinéaire de £g; () X< £k(p) dans E'@F. En vertu
du théoréme 1,

Li(p) =L (1) & F;
on est ainsi ramené a définir une application trois fois linéaire de

L£F, () x £1(pr) < F dans E’® F, de norme -Z1; pour cela, on fera corres-
pondre au triplet. (g, ¢, a) I'élément (g.9) @ a, ou I'on pose -

g.?:fcp(s)g(s) dp.(s) (intégrale faible dans £');

comme (définition de l'intégrale faible) ¢ —g.¢ est 'application de £ (p)
induite par l'application transposée de I'application linéaire naturelle de E
dans £ () définie par g, sa norme est égale a || g||., d’ou

Ng-ell<llgllellelh
et

l(g-)@all<lglllloll el
Soit A€ L(F, E), ‘A la forme bilinéaire continue sur £’ x F définie par A4;
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je dis que
(([ewr@san, 4 Y= (s @ s, 4> duo

(4) <:f<A./(s), g(s)>df*<~‘>>

[ce qui justifie en partie la notation intégrale utilisée : il s’agit d’une intégrale
faible dans £'® F mis en dualité, éventuellement non séparée, avec le sous-
espace L(F, E) de son dual ordinaire B(E', F)~ L(F, E")]. Comme
s—> A f(s) est une application intégrable de M dans F, la fonction { 4 f(s),
£ (s)> est sommable [approcher A4 f(s) par une suite de fonctions en-esca-
lier] et a dans £!(£) une norme < || 4 ||.|| & ||« || f]]:- - Pour vérifier I'égalité
des deux membres extrémes de (4), on peut donc se borner au cas ol f est
du type 9 @ a[9€ L (), a€ F] et la vérification est immédiate. En parti-
culier, siA=y' @z (y'eF', z€E), (4) donne

(3) <<fg(s)®f(s) dl-’-(s)>.xa ),I>£f< (&) ® f(5)). 2, y' > dp(s)
:f< z, g(s) > S(s), ' D dp-(s)

qui exprime'que I'opérateur de Fredholm défini par jg(s) R f(s) dp.(s) est

fg(s)@f(s) dp.(s) considéré comme intégrale faible dans L(E, F) (mis

en dualité avec £ @ F').
Soient alors n éléments de E'Q) E donnés par

(6) c:z:fg:(s>®ﬁ<s>dp<s>eE'®E [gi€ L3 (p), fi€ LE(p)];
en se ramenant au cas ou les f; sont décomposés, on trouve
(7) an(ury oovy ttn) = %f "fdét( {Sfils), 87 (s5) D) dp(s1) - - - dp-(su).

Appliquons la méme xx;éthode et la formule (11) du chapitre I (§6); on a

8) 6; (tyy - vy Un+p) :f”'fAign+t(5n+1)®"'
®gn+p<3n+p) dp(sy) - - dp(suip),
avec
—~—l—
A,:det <f1(s’)’g1(s’)>"‘ <f1(31), gn(s")> fl(sl)-wfj(sx)

...........................................................

<fn+p(sn+p)7 &1 (81) > -<fn+p(3n+]))) &n(Sn) >fn+p (Sn+p) oee fu+p(-3u+p)
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ou le déterminant A, figurant au second membre de (8) désigne un élément

2o - o aex s e . N TTE
de (® E ) ® (@ Iz’) qui a été explicité au chapitre I (§6) et ou l'intégrale
du second membre, en toute rigueur, devrait se définir explicitement comme
le symbole

f 2(5) @ f(5) dix(s)

plus haut; mais'si I'on se borne & considérer la forme 27 fois linéaire sur
E'Px Er_définie par 67 (uy, ..., tnip) (ce qui suffira pour 'usage qu’on
aura & en faire), le deuxi¢éme membre de (8) peut se lire comme une intégrale

fible dans B (2 ..., B, F, ..., Eymis en dualité avec (&F)e(&E)

\-’77~ >
Les formules (7) et (8) deviennent pour «,=...—=u

(9 a(w)= gy [ [da(CS), £ dir(s0) - i),
(10) ()= 77 [+ [ Bg(500) @ @8 (susy) dp(s)) .. dis(510),

avec

/ r
Kfs)sg(s0)> oo LS50 8(sa) > Sls) -+ [(s1)

..................................................

S i)y 8(80) >+ LS Snrp)s 8(50) DS (Suwp) -+ f(Snap)

En résumé :

A = dét

ProrosiTiox 1. — Soient I et F deux espaces de Banach, M un espace
localement compact muni d’'une mesure p.. On peut de facon unique, pour

toute g € Lf (1) et f€L£)(1), définir un élément u de E'®Q F, noté
fg(s) QR f(s) dp.(s), par la condition qu’il dépende de facon bilinéaire et
continue de g et f, et, pour f=0o @ a, (€L (W), a€F), soit identique d
g.9)Qa [ozi g.cg:fq)(s)g(s) dp.(s), intégrale faible dans E’]. bn a
la formule (4) pour toute A€ L(F, E), et Uopérateur de Fredholm défini
par u est égal a f &(5) ® f(s) dp-(s) considéré comme une intégrale faible
d'opérateurs [ intégrale faible dans L(E, F) mis en dualité avec EQ F").
Lorsque F = E, on a les formules (g) et (10).

Il semble que les représentations explicites d'opérateurs de Fredholm par
“des noyaux rentrent toutes dans le schéma de la proposition 1. Précisons
_maintenant sur un cas-type classique l'allure des formules de résolution de

Fredholm pour des opérateurs intégraux.
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2. Le cas classique : opérateur défini par un noyau continu. — Soit M
un espace compact muni d’une mesure |, K (s, ¢) une fonction continue sur
M < M; Vopérateur f-—K.f dans C(M) (espace des fonctions continues sur
M) défini par K

(1) K.f(s) = f K(s, ) f(t) dp(2)

est un opérateur de Fredholm (th. 1, cor. 3), noté encore K, qui peut s’écrire,
avec les notations de la proposition 1,

(2) K:fg,@K,dp.(t),

ou pour tout t€M, ¢ désigne 'élément du dual O (M) de C(M) tel que
{9, 8 >=0(t), et K, I'élément s—> K (s, t) de C(M). L’'application ¢—>¢,
est faiblement continue de M dans le dual On (M) de C(M) et t— K, une
application continue de M dans C(M); et la proposition 1 peut s’appliquer.
Comme nous I'avons déja dit, la distinction entre noyaux et opérateurs de
Fredholm est inutile ici et (2) peut étre prise pour uneintégrale d’opérateurs.
Explicitons les formules (g) et (10) du paragraphe 1; pour simplifier, nous
poserons, suivant I'usage classique,

(3) K(j;: ,:> — dét(K (50, £)ijns

P
. . . Ve
on obtient une fonction continue des 27 arguments s;, ¢; € M et (g) s’écrit

G wBr= gy [ R i) - dp(s),

Sty o nn

d'ou le déterminant de Fredholm

dét(1— sK) :2(_ 1o, (K) s

(o . . Sty vey §
De facon générale, toute fonction continue '/V( l“ ’ t") sur Mr < Mp
l, o0y p

définit une forme 2 p fois linéaire continue sur (IN(M)? < (N (M))?, par la
formule

() AN @ - QPpRU®- .. QD
= / ...f/\*(“’ j/”) dpi(8,) ... dpp(sp) dv,(8) ... dv, (L)

Ly ooy

d’ou, en composant avec l'application linéaire naturelle de ¢€(M) dans
£1(M)c Ot (M), une forme 2 p fois linéaire continue sur (I (M)? < (C(M))*,
explicitée par

(6) <AV, (1@ - @MBn®--- Q9
:f‘--//‘/(s“ ""s"> A (81)- - dpp (s) @1 (4) dp(8) -9, () Ap(2)-

Ly ooy tp
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Si dans la forme 2p fois linéaire (5) on fixe 2p — 1 arguments p;, v; (par
exemple tous sauf v,), la forme linéaire par rapport a 'argument qui reste
libre est faiblement continue [par topologie faible, nous entendons ici la
topologie faible du dual de ¢(M)] et, de facon précise, est définie par 1'élé-
.ment de C(M)

¢__>f...fjv<';" wrr Spty S”)dy.l (1) oo dp(sp)dv (&) oo dvyy (E)0).
1y

oy by 8

On en conclut que, si I'on fixe p — 1 couples d’éléments (;, v;), par exemple
ceux avec { =1, ..., p — 1, I'application linéaire de N (M) dans € (M) qui,
a tout v, €IN (M), fait correspondre la forme linéaire, élément de C(H),
définie par (5) (forme linéaire par rapport a I'argument ), est continue
pour les topologies faibles sur (M) et sur (M) ; cette application et, par
suite, I'application linéaire de € (M) dans €(M) qui lui correspond [en com-
posant avec I'application canonique de C(/M) dans IN(M)] est donnée par le
noyau

(7) AN ® B ®E® U Qv @ e

qui est une fonction continue des deux variables s et t€ M.
Posons maintenant

Sty o009 § 1 Ory eeey Tpy Spy ceey §
8) ar(" " ) =— (.| K P )du(e))...dp(s
( ) n tl, ey lp n!J U,,...,G‘,,,tl....,t,, ‘J.( l) P.(J"),
c’est une fonction continue des arguments s,, ¢;; je dis que la forme 2 p fois

linéaire sur (M (M))P < (€(M)P qui lui correspond n’est autre que d%(K).
Pour le voir, il suffit de calculer

A (K), p1Q-- - QR 9@ - Q9>

par la formule (10) du paragraphe 1; prenons pour variables d’intégration
Gry oey Gpy by ouny t,,;' explicitons les produits scalaires <K,,I,, B> et
{ Ky P> au moyen des intégrales

[Kswapdus) e [Ks 1) duisn

etintégrons dans I'intégrale (n-+2 p)-uple obtenue par rapport a dx(a,)...du(a,);
il reste alors a effectuer 'intégration '

[ofar(G ‘,‘;’)dm.c,) e dppp(5p) @ (8) dp(8) - 9p(8), dip(ty).

o vy

Donc
di(— 2 K) =(—1)P d};(3)

[avec les notations du chapitre 11, § &, form. (2)]est donné par le noyau [d’ordre
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Sty ey Sp

ap](—:)l'+"d{{< et d/,(3)parle noyau s#( — 1)"d?, StreeeaSp o).
iy eor A,

Considérant df(K) comme un élément de I'espace de Banach ¢ (MP < M»)

w

donné par (8), nous allons montrer que la série 2 (—1)"dl(K) z" est une
n=0

série entiére 4 valeurs dans cet espace de Banach, d’ou il résultera que d?(s)

est donné par le noyau continu

»

3> — P 2 (_ I)” d{:(ji, veoy S/;>;"'
y .

.
n=o

, Siy vy Sp
€9) . d"(t., cea ty

En effet, en vertu de la majoration de Hadamard, le premier membre de

(3) est majoré par n*|| K||% (ot || K ||.= sup | K (s, t)), d’ou [ déf. (8)]

n—p

I —_—
(10) ldille< oy (n+p) = [IK[LTP] il

(majoration qui pourrait étre améliorée, voir chap. II, § 2, mais qui nous
suffira) et, par la formule de Stirling
k) . nL’
(lldiD="=o (| K|l ]| —— >0
(nl)

Nous sommes maintenant en mesure de donner les formules de résolution
définitives, relatives au noyau K (s, ¢). Pour simplifier, nous supposerons
que le support de p est M tout entier; alors la forme 2 p fois linéaire sur

o . Sty +oey §
(M (M) < (C(M)P définie par un noyau continu /V( v ! ") est nulle

by ooy by

si et seulement si /¥ est identiquement nul [ car 'image de ¢(M) dans IN (M)
sera faiblement dense; donc la forme 2 p fois linéaire sur (O (M))? < (IN(M))”
définie par /V sera nulle, d’ou notre assertion en prenant p;=—¢,, v;=¢,]-

THEOREME 2. — Soit M un espace compact muni d'une mesure . de sup-
port M, K une fonction continue sur M <X M; considérons U'opérateur dans
C(M) défini par K [form. (1)], noté encore K. Pour que 41— AK soit
inversible, il faut et il suffit que d°(1)Zo et la solution de l'équation
JS—AK.f=g (ou f est Uinconnue) est donnée par

an) &) =g + g0y [@(;
I

Si, par contre, 1 est zéro d’'ordre n>> o de d°(z), 3 est une valeur propre

l)g(t) dp(t).
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d'ordre n de Uopérateur K. Il existe un plus petit entier p tel que l'on ait

d/)(s“ ey Sp )\>¢0

by cor by

pour un systéme convenable de valeurs s;, t;. Pour un tel systéme, on obtient
une base de Uespace des solutions de l'équation homogéne f-—AK.f—=o,
Jormée des p fonctions

)\>

et une base de l'équation transposée &— MK.g= o formée des p fonctions
!
(identifiés aux mesures de densité g; par rapport a ). Pour que l'équation
en f: f— )K.f=g ait une solution, il faut et il suffit que l'on ait

(12) _f,‘(S):d/)(SH ey i1y 8y Sigy ---asp
tn ---1ti—l, [ia li+17 MR tp

Sty vey Sicty Sty Sity o v Sp
13 Zi t):a’/’<
( ) bl( tiy ooty ti—la t) ti+11 RS tp

fggidp':o pour i =1, ..., p.
Une solution particuliére de cette équation est alors

(1) f5) = 8(8) + —rim—my f“”’*‘(j” e
d/'< 1y <+ 9p )) 1y =y Upy

Ly oos tp

1) g (0) dp(0)-

Compte tenu de la théorie de Fredholm générale développée au chapitre Il
(§ &, th. 2, 3, &), il faut seulement prouver que (12) [resp. (13)] fournit une
base de I'espace des solutions de f— AK.f—=o0 (resp. g — 1‘K.g=0) et que,

moyennant les conditions d’orthogonalité fggl dp-=o, la formule (14) donne

une solution de f— 1K .f=g. Pour tout syst¢tme d’éléments W, ..., y, de
M(M)eto, ..., q,de (M), élément
s> (A (2), @2 p®. - Q@@ .. 9> de (M)

[qui définit la forme linéaire 1, — dP(2), 1 @...Q 0, > sur IN(M)] est
solution de I'équation f—2 K. f — o; par raison de continuité faible, ceci reste
vrai si 'on remplace les ¢; par des v;€ (M) quelconques; faisant

=g, (i=2, ..., n), viz=g, (E=1,...,n),
on voit bien que f;(s) est solution de //'— 2K .f=o. Je dis, d’autre part, que
les f; sont linéairement indépendants et, de facon précise, que I'on a
j}(s,-) frmnd A‘Bi,-,

. Sty cvu, S
d;;, indice de Kronecker; k = dP< b 1o

7\>¢0.

by oa by
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Sty enyS L
’ e 7\> est une fonc-

Pour le voir, il suffit d’utiliser le fait (ue (l/’<

P 4
1y » &p
tion alternée des s;, c’est-a-dire change de signe quand on permute deux
arguments s; et, par suite, s’annule si deux des s; coincident; cette propriété
résulte en effet de ce que

CAr(A), Q- QU0 Q--- Q9>

est alternée par rapport aux . Ainsi les /i sont p solutions linéairement
indépendantes de Péquation f — AK . f=— o et comme I'espace de ces solutions
a pour dimension p (chap. II, th. 3) les f; en forment une base. On vérifie
aussitot que I'opérateur 'K dans O (M), transposé de K, induit dans (M)
un opérateur défini par le noyau

K(s, t)=K(t, s);
appliquons ce qui’précéde au noyau '
(s, 0) > K (¢, 5);

les g; donnés par (13) représentent, dans € (M), p solutions linéairement indé-
pendantes de I'équation g — A‘K.g=0. Comme I'espace des solutions
dans O (M) a pour dimension p, les g; forment une base de cet espace.

Enfin, on sait (chap. II, th. 3), que les conditionsfggi dp. == o sont néces-

saires et suffisantes pour que I'équation f— AK.f—= g ait une solution; alors,
-quels que soient les ;€ M (M) et les ¢,€ C(M)(i=1, ..., p) la fonction

d(s) =LA (R), Q- - @ )8 (5)
+ A (R), Q- QPR Q. Q¢ Q8)

est solution de 'équation
¢—AK.g=Cdr(A); u®-- - @ >8;

par raison de continuité faible, ceci reste vrai si I'on remplace les ¢; par
des v; € M (M) quelconques. Faisant alors

Pi= Es;» Vi— &, (I=1, ..., p),

on voit que la fonction f(s) donnée par (14) est solution de Péqua-
tion f — 7K. f=g. Ainsi le théoréme 2 est entiérement démontré.

REMARQUES COMPLEMENTAIRES. — Soit K (s, ¢) une fonction continue
sur M x M; elle définit de facon naturelle une application linéaire de I (M)
dans ¢(M) (indépendamment de la donnée d’une mesure p. sur M), faisant
correspondre a la mesure v € 1L (M) la fonction

(135) K.v(s) —_—fK(s, t)dv(t).
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On a manifestement

(16) VLK |

[oin || K ||« =sup|K(s,t) I] et, par ailleurs, pour v, 2€ 1 (M)
st

(17) ' (Ko, 2> =K.}, v>,

ou ‘K est le noyau symétrique de K. On en conclut que v — K.v est une
application linéaire faiblement continue de M (M) dans C(M), de
norme £ || K ||. [ par topologie faible sur O (M), nous entendons la topo-
logie faible du dual de €¢(M)], dont la transposée est 2 —‘K.2. On a donc
une application linéaire naturelle de (M x M) dans L(O (M), C(M)), de
norme < 1 [ faisant correspondre, & K€ C(M x M), l'opérateur v > K.v|,
n .
et comme les éléments du type Zf,®gi [fi,&i€C(M)] sont denses
i=1
dans (M < M) comme il est bien connu, et définissent des opérateurs de
rang fini et a fortiori compacts; il en résulte, par raison de continuité, que
les opérateurs v -> K.v sont compacts. [1l est d’ailleurs facile de voir qu’on
obtient méme un isomorphisme, respectant les normes, de C (M < M) sur
'espace des applications linéaires compactes et faiblement continues de O (M)
dans €(M); mais nous ne nous en servirons pas ici.] L’application f—> K.f
définie par (1) n’est autre que l'application composée de I'application natu-
relle f— fir de €(M) dans O (M) (définie par la donnée de p) et de 'appli-
cation précédente v—>K.v. On peut se proposer de résoudre, de facon
générale, I'équation

(18) v — AR .v =y,

ol vo€M (M) est un second membre donné, et ou l'inconnue est aussi
dans O (M). Ici, AK.v, qui est @ priori une fonction continue sur M, est
identifiée a la mesure qu’elle définit. Comme v — K.v est.le transposé de
I'opérateur dans C(M) défini par le noyau ‘K(s, t) =K (¢, s), on peul
appliquer la théorie de Fredholm (th. 2). On trouve aussitdt :

8i d°(}) # o, Uéquation (18) a une solution et une seule pour toute
v €M (M), donnée par

(19) v =g+ == d'(A) v,

d°(7)

oi d' (1) désigne le noyau continu (s, t) > d (‘:

7\)- Dans le cas singu-

lier d*(X) = o, si les entiers p et les s;, t; sont définis comme dans le théo-
réme 2, (18) a une solution si et seulement si v, est orthogonal aux g,€ C(M)
donnés par (13) et l'on a la solution particuliére .
1
).) Vo
St

d/)(sl, ceey Sp
by o by

Sty ooy Sy S

dp—H(
) I

(20) V=Yt

2
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(ou, dans le second terme du second membre, on fait opérer un noyau
continu en s, ¢, sur la mesure v,). Enfin, les f; donnés par (12), identifiées

aux mesures f; 1., forment unc base de U'espace des solutions de I’équation
homogéne

v—AK.v—=—o.

Notons que, si £ est un espace vectoriel quelconque intermédiaire
entre C(M) et N (M) et si, dans (19) ou (20), on fait vo€F, le premier
membre est dans /' [somme d’un élément de et d'un élément de ¢(M)C EF];
de méme, les f; sont dans F [puisque dans C(/M)] et les &; peuvent étre
considérés comme des formes linéaires sur. . Ainsi, la théorie de résolution
de Péquation (18) ou 1 — 2 K est pris pour un opérateur dans F est exacte-
ment la méme que dans le cas parncuher ol f_ch(M) Par exemple on
pourra prendre

= L£P(p), avec I p-+o0.

3. Exemples de cas non classiques. — Le formalisme développé au
chapitre II (§ &) et au chapitre III (§ 1) est assez souple pour englober des
formules de résolution de Fredholm explicites pour des opérateurs définis .
par des formules intégrales qui ne rentrent pas dans la théorie classique. Nous
nous bornerons a quelques indications sommaires sur quelques exemples.

Exenvie 1 : Opérateurs de Fredholm dans £'(p). — Soit M un espace
localement compact, muni d’'une mesure ¢+ (non nécessairement bornée); on
sait caractériser les opérateurs de Fredholm dans £! ((£) comme les éléments
de £1(p) & £= (i), espace concrélisé grice au théoréme 1. D’oli une classe
remarquable non classique de noyaux, définis par des applications inté-

grables s — K (s, ¢t) de M dans I'espace de Banach £=(); leur norme-trace
est

(1) (Vi Sup K (s, ) dis ).

On pourrait essayer de donner aux formules de Fredholm correspondantes la
méme forme que dans le théoréme 2. Ceci est possible, moyennant quelques
précautions pour avoir des énoncés non affectés par changement de K(s, ¢)
sur un ensemble de mesure nulle. En premier lieu, il faut donner au premier
membre de (8) (§ 2) considéré comme une classe de fonctions mesurables
sur MP>< M modulo les fonctions négligeables, un sens indépendant des
changements susdits de K(s, ¢); déja, pour n =1 et p —o, le deuxiéme

membre de’ (8) ne sera pas défini [car, pour calculer | K (s, s) du(s) il
faudrait connaitre les valeurs de K (s, s) presque partout, ce qui n’est pas le

. 3

cas], mais il n'est pas difficile, & I'aide de prescriptions précises pour le
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calcul de l'intégrale qui intervient dans (8), de donner au premier membre le
sens qui convient pour le développement des formules de Fredholm. En second
lieu, on pourra montrer seulement que, pour presque tout systéme (s;, t;) tel
que d/)<‘:" ceer Sp
par (13)] forment une base de l'espace des solutions de f—21K.f—o
(resp. g— MK.g=o0) et que la formule (14) donne une solution
de f—21K.f=g (lorsque la solution existe). Pour éviter ces difficultés, il
peut étre plus commode de garder les formules de résolution sous la forme
donnée au chapitre II (§ &), ce qui élimine le « presque partout ». Mais ceci
oblige & écrire, dans la formule (14), une intégrale multiple d’ordre p + 1
au lieu d’une intégrale simple. Ces ennuis techniques disparaissent si K (s,'¢)
est une fonction continue sur M < M,auquel cas 'énoncé du théoréme 2 est
valable tel quel. En effet, la formule (8) du paragraphe 2 définit alors sans
ambiguité les d comme des fonctions continues sur M? < MP, et la formule (g)

) . Sy o0 S
identifie les d/)< v r

7\> # 0, les fonctions f; (resp. g;) données par (12) [resp.

1y ooy Sp

‘ . :> a des fonctions continues sur M» x MP, dont
1y e vey Op ' !

les valeurs en chaque point sont donc définies.

ExempLE 2 : Cas des espaces nucléaires. Opérateurs de Fredholm dans (8).
— La considération des opérateurs de Fredholm dans les espaces localement
convexes généraux (non nécessairement normables) est surtout intéressante a
cause de la théorie des espaces nucléaires ([5], chap.II, §2et 3). Un espace
localement convexe /7 est en effet nucléaire si et seulement si toute applica-
tion linéaire continue de / dans un espace de Banach F est nucléaire (voir
définition des applications nucléaires au chapitre II, § 5, Rappel). Il en
résulte aussitdt que si £ est un espace localement convexe quelconque
dont les parties bornées et fermées sont complétes (espace appelé quasi-
complet), les applications linéaires de /' dans F nucléaires sont identiques
aux applications linéaires bornées (c’est-a-dire transformant un voisinage
convenable de o dans I en une partie bornée de F). A fortiori, toute appli-
cation linéaire bornée d'un espace nucléaire I dans un espace localement
convexe quasi-complet est une application de Fredholm. De plus, il résulte
de Ja théorie des espaces nucléaires que ces applications se concrétisent, dans
la plupart des cas pratiques, de facon simple, par exemple par des noyaux d’un
type déterminé ([5], chap. III, § 3). On trouve, si KF=F=86(U)=8§,
espace des fonctions indéfiniment différentiables sur I'ouvert U€ R*, muni de
sa topologie naturelle [qui en fait un espace (¥ ), nucléaire, d’aprés loc. cit.],
que les opérateurs de Fredholm dans & (c’est-a-dire les endomorphismes
bornés de &) sont les opérateurs ¢ — K.¢ définis par des noyaux-distribu-
tions K , [10] (distributions sur U < U) qui sont sommes finies de dérivées
multiples, par rapporta y, de fonctions continues f(z, ) sur U x U, dotées
de dérivées partielles en z de tous ordres, continues en z, y et nulles quand y
est dans le complémentaire d’un compact A’ c U, indépendant de =. Pour un
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tel noyau K, on définit comme au paragraphe 2 les noyaux 2 p-uples d?
et dP(z), qui sont (pour s donné) des distributions sur I”? x Ur de méme
type que K (avec U remplacé par UP). Les formules de résolution de
Fredholm s’écrivent immédiatement, mais il faut les prendre sous la forme
du théoréme 3 du chapitre II, (§%) [car l'énoncé du théoréme 2 du

chapitre III (§ 2) perd ici toute signification ].

ExempLe 3 : Espaces de fonctions holomorphes. — Soit U un ouvert de la
sphére de Riemann £, avec U g et U# Q, P(U) Vespace des fonctions
holomorphes sur U, nulles & P'infini si o0 € U, muni de sa topologie naturelle
qui en fait un espace (¥ ), sous-espace vectoriel topologique fermé de 1’espace
nucléaire &(U). L’espace P (U) est nucléaire ([5], § 2, n°2). D’aprés ([6], § 5,
prop. &), les opérateurs bornés (donc les opérateurs de Fredholm) dans P (U)
sont ceux définis & I'aide de fonctions holomorphes K sur un ensemble U x V,

ou V est un voisinage (dépendant de K) de CQ U, parla formule: f— K. f,
(2) K.f(s) :ﬁf(t)]((s, t) de

ou le deuxiéme membre est une intégrale de Cauchy sur le contour I', bord

orienté d’un domaine simple contenant c U et dont 'adhérence est contenue
Q
dans V. L’intégrale ne dépend pas de V (qu’on peut remplacer, pour K

donné, par un voisinage plus petit de CQU> ni de I'. Deux telles fonctions ¥

et G, définies respectivement dans U x V; et U< V,, définissent le méme
endomorphisme de P(U) si et seulement si elles coincident dans un

ensemble U < ¥V, ou V est un voisinage de CQ U contenu dans V', n V,.On

peut alors développer pour l'opérateur (2) des formules de résolution de
Fredholm identiques a celles données dans le paragraphe 2, & cela prés qu’on
intégre sur I (muni de la « mesure de Cauchy » dt) et ses puissances I'”, au
lieu d’intégrer sur I'espace U ou sont définies les f& P(U). Pour des géné-
ralisations possibles d’opérateurs du type (2), voir : Sur les espaces de solu-
tions d’une classe générale d'équations aux dérivées partielles (J. Anal.
Math., Jérusalem, t. 2, 1952-1953, p. 243-280).

Signalons pour terminer que les opérateurs nucléaires dans les espaces
nucléaires ont des propriérés trés spéciales, qui ne sont pas vraies pour les
opérateurs de Fredholm généraux, dans les espaces de Banach par exemple.
Ainsi, le déterminant de Fredholm dét(1 — zu) (défini sans ambiguité par
la donnée de 'opérateur nucléaire u) est d’ordre o, en particulier la suite
des valeurs propres de w est & décroissance rapide ([5], § 2, n® k).
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