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SUR LA CLASSIFICATION DES FIBRES HOLOMORPHES SUR LA
SPHERE DE RIEMANN.*

par A. GROTHENDIECK.!

Par. 1. Enoncé du théoréme principal. Soit X une variété holomorphe
(ou plus généralement un “espace analytique” [6]), nous considérons des
fibrés holomorphes sur X, de groupe structural un groupe de Lie complexe G.
Soit Ox(@) le faisceau des germes d’applications holomorphes de X dans @,
(c’est un faisceau de groupes, en général non commutatifs), nous désignerons
par H'(X,0x(@)) Densemble des classes de fibrés holomorphes sur X, de
groupe structural G. (Pour tout ce qui concerne la notation H'(X,F)—otu
F est un faisceau de groupes non nécessairement commutatifs sur X—et son
mécanisme algébrique, voir [4]). Nous n’exigeons pas que G soit connexe,
et désignerons par G, la composante connexe de 1’élément neutre, par &
son algébre de Lie. @ est dit réductif si son algébre de Lie & est réductive,
c’est- & dire somme directe de son centre et d’une algébre semi-simple. Par
abus -de langage, nous appellerons sous-groupe de Cartan H de G un sous-
groupe holomorphe conneze ayant pour algébre de Lie une sous-algébre de
Cartan ) de @. Si G est un groupe algébrique connexe, cette terminologie
coincide avec elle de [3]. Si Z est le centre de G, alors H contient Z,, et H
est I'image réciproque d’un sous-groupe de Cartan H, du groupe Gy = Gy/Z,
(qui est semi-simple dans le cas ou G est réductif), D’aprés la définition
générale des sous-algébres de Cartan [3], si NV est le normalisateur de H
dans @, le quotient W==N/H est un groupe discret (et méme fini si G/G,
est fini), on lappelle le groupe de Weyl de G.

Tout fibré holomorphe de groupe structural H définissant un fibré holo-
morphe associé de groupe structural G, on obtient une application canonique
H'(X,0x(H))—»> H*(X,0x(G@)). Dautre part, N opére par automor-
phismes intérieurs dans G et H est stable sous ces opérations, d’ott d’ensuit
que N opére aussi dans les ensembles H*(X,0x(H)) et H*(X,0x(G)) et
Papplication précédente est compatible avec ces opérations. D’ailleurs les
opérations sur le deuxiéme ensemble, correspondant & des automorphismes

* Received October 12, 1956.
1 La majeure partie de ce travail a été faite en 1955 alors que Vauteur était Visiting
Associate Professor a I'Université de Kansas, USA.
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122 A. GROTILENDIECK.

intérieurs de @, sont triviales, et pour la méme raison les éléments de H
opérent trivialement sur H*(X,0x(H)), de sorte qu’en fait le groupe de
Weyl W=N/H opére sur cet ensemble. On en déduit une application
canonique

(1) H(X,0x(H))/W— H*(X,0x(G))

ol le premier membre désigne 1’ensemble des trajectoires dans H*(X,0x(H))
sous le groupe de Weyl. IL’image de cette application est ’ensemble des classes
de fibrés holomorphes de groupe G dont le groupe structural peut se réduire
au sous-groupe de Cartan H. Le but du présent travail est la démonstration
du

TuiorEME 1.1. Soit G un groupe de Lie complexe réductif, soit X la
sphére de Riemann (c’est & dire une courbe algébrique compléte de genre 0).
Alors Vapplication (1) est bijective, en d’autres termes: Pour tout fibré
holomorphe sur X de groupe structural G, le groupe structural peut se réduire
au sous-groupe de Cartan H de G, et ceci de fagon unique & une opération
du groupe de Weyl W prés.

On peut expliciter ce résultat ainsi. On sait, puisque G est réductif, que
H est abélien, soit § son algébre de Lie. IL’homomorphisme h—> exp.Rirh
de b sur H identifie ’espace vectoriel § & un groupe de recouvrement de H,
soit P son noyau (“réseau unité” de ). La suite exacte 0 >P—>h—>H -0
donne une suite exacte de faisceaux abéliens 0 > P —> Ox()) > Ox(H) =0
d’ol une suite exacte de cohomologie

H'(X,0x(h)) > H(X,0x(H)) > H*(X, P) - H*(X, 0x (D) ).

Or il est bien connu que H#(X,0x) =0 pour i=1 (Ox étant le faisceau
des germes de fonctions holomorphes sur X) : c’est vrai chaque fois que X est
un espace projectif complexe [5]. Par suite on a aussi H¥(X,0x(h)) =0,
d’out

(®) H'(X,0x(H)) ~H?*(X,P) =P.

Ces isomorphismes sont “fonctoriels,” et en particulier compatibles avec les
opérations de W, donc on obtient:

COROLLAIRE 1. Sous les conditions du théoréme 1.1, Uensemble
H'(X,0x(@)) s'identifie & Uensemble P/W, ot P est le réseau unité dans
Palgébre de Cartan b correspondant au groupe de Cartan H, et W le groupe
de Weyl correspondant & H.

Supposons pour simplifier que G est connexe et semi-simple, considérons
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un systéme fondamental de racines (oy)isisr sur ) [2], et la “chambre de
Weyl” C formée des h € § tels que o;(h) =0 pour tout 7. On sait que tout
élément h de b tel que o;(h) soit réel pour tout ¢, est conjugué sous W a
un élément et un seul de C' (savoir le plus grand des transformés de h par W,
dans Vordre lexicographique relatif & une certaine base de § [2]). Donec:

CoROLLAIRE 2. Si G est connexe semi-simple, alors H*(X,O0x(@G))
s'identifie 4 U'ensemble des éléments du réseau unité P de G relativement
d b qui sont dans le chambre de Weyl C.

En un certain sens, la classification des fibrés holomorphes sur la sphére
de Riemann X, de groupe @G, est duale de la classification des représentations
linéaires de dimension finie de G [2]. Omn peut préciser ce point en donnant
un énoncé équivalent du théoréme 1.1 ne faisant plus intervenir de sous-
group de Cartan. Pour ceci, rappelons d’abord que le groupe H* (X, Ox(C*))
des classes de fibrés de groupe €*? sur une variété projective X, s’identifie
au groupe des classes de diviseurs sur X mod les diviseurs principaux, donc
au group Z des entiers rationnels quand X est la sphére de Riemann. Soit
dans ce cas L, le fibré vectoriel holomorphe sur X, de fibré € et de groupe C*,
correspondant & un diviseur de degré 1. Si @ est un groupe de Lie complexe
quelconque, et % un homomorphisme complexe de € dans @, on peut con-
sidérer le fibré holomorphe de groupe structural G associé & L, et & wu.
La classe de ce fibré ne change évidemment pas si on remplace u par
u(t) =gu(t)g* (car, comme on l'a déja remarqué, la permutation de
H*(X,0x(G)) définie par un automorphisme intérieur de G est l’identité).
En d’autres termes, désignant par Hom (C*, ¢)/G Dlensemble des classes de
homomorphismes complexes de €C* dans G, mod composition avec des auto-
morphismes intérieurs de @, on obtient une application naturelle

(3) Hom (C*, @) /G— H(X,0x(R)).

TaEoREME 1.2. Soit X lo sphére de Riemann, G un groupe de Lie
complexe réductif. Alors Uapplication (3) est bijective. En d’autres termes,
tout fibré holomorphe sur X de groupe G est associé au fibré fondamental L,
et & un homomorphisme complexe u de C* dans G, et ce dernier est unique
mod. composition avec un automorphisme intérieur de G.

La démonstration des théorémes 1.1 et 1.2 sera développée dans les
par. 2, 3, 4. Nous allons ici d’abord montrer que le théoréme 1.2 est bien

2 ¢ désigne le corps des complexes, C* le groupe complexe multiplicatif des nombres
complexes = 0.
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équivalent au théoréme 1.1. Prouvons d’abord que le th. 1.% est vrai si ¢
est un groupe abélien connexe H. Considérons alors le diagramme

Hom (C*, ) — H* (X, 0x(H))
N 7

ol P est le réseau unité de l’algébre de Lie §) de H, ot ’homomorphisme
horizontal est celui envisagé dans le th. 1.2, et I’homomorphisme vertical
droit est ’isomorphisme (2). Le troisiéme homomorphisme P — Hom (C*, H)
est aussi un isomorphisme, obtenu en remarquant que les homomorphismes
complexes de C* =C/Z dans H =}/P correspondent biunivoquement aux
homomorphismes de € dans ) appliquant Z dans P, c’est-a-dire aux éléments
de P. Le diagramme ainsi obtenu est commutatif, comme on voit aussitot,
d’ott résulte que I’homomorphisme horizontal est lui aussi bijectif.—Passons
au cas général ou on a un groupe de Lie complexe réductif G quelconque.
On a un diagramme commutatif d’applications naturelles:
’

o
Hom (C*, H)/W— Hom (C*, @) /G
g B
v “« A
(X, 0x(H))/W——H*(X,0x(G))
Le théoréme 1.1 (resp. 1.2) signifie que « (resp. B) est bijectif. Nous
venons de voir que Hom (C*,IT) — H*(X,0x(H)) donc aussi 8 est bijectif,
et nous allons démontrer ci-dessous que o« est aussi bijectif. Il en résulte
bien que les théorémes 1.1 et 1.2 sont équivalents. Il reste donc seulement
4 prouver ’énoncé suivant, sans doute bien connu, de la théorie des groupes
de Lie:

ProrosiTion 1.3. Soit G un groupe de Lie complexe réductif, H un
sous-groupe de Cartan, N le normalisateur de H dans G et W=N/H le
groupe de Weyl correspondant. Alors tout homomorphisme complexe de C**
dans G est conjugué par automorphisme intérieur dans G & un homomor-
phisme complexe de C** dans H, qui est unique o une opération de W prés.

Pour montrer que tout homomorphisme « de 4 = C*" dans G est con-
jugué & un homomorphisme complexe & valeurs dans H, on peut évidemment
supposer ( connexe (puisque u(4)C @), et ensuite G semi-simple (puisque
H est 'image réciproque d’un sous-groupe de Cartan de G/Z,, ou Z est le
centre de ¢). Alors @ peut &tre regardé comme un groupe algébrique linéaire
[8]. Comme toute représentation linéaire holomorphe de A est semi-simple
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(puisque A est la complexification d’un groupe compact 1), u(A4) est une
partie de G formée d’opérateurs semi-simples deux & deux permutables, donc
est contenu dans un sous-groupe de Cartan de G [3, Chap. 6, prop. 18], done,
puisque tous les sous-groupes de Cartan de G sont conjugués (loc. cité, th. 4),
il existe un g€ G tel que gu(4)g™ C H, ce qui établit notre assertion.
Prouvons maintenant que deux homomorphismes u, v” de 4 dans H qui sont
conjugués dans @, sont conjugués par un élément de N. Il revient au méme
de dire que si A, B sont deux parties de H et g€ G tels que gdg—* = B, alors
il existe un n € N tel que nan™* = gag-* pour tout ¢ € 4. (La démonstration
trés simple qui suit m’a été signalée par A. Borel). Ceci signifie qu’il existe
n € N tel que m = g~*n appartienne au centralisateur M de 4. Or A =g'Byg
est contenu dans H et H'=g¢'Hyg, donc M contient H et H’, qui sont
évidemment encore des sous-groupes de Cartan de M. Il s’ensuit (loc. cité)
que Von peut trouver un m € M tel que mH’'m=H, et il suffit de poser
n=gm.

Nous aurons besoin plus bas du résultat suivant, sans doute bien connu;
et qui contient prop. 1.3 dans le cas ol G est semi-simple connexe:

ProrositioN 1.4. Soit G un groupe de Lie complexe connexe semi-
simple, H un sous-groupe de Cartan, x et y deux éléments de H tels que
pour toute représentation linéaire complexe irreductible de dimension finie U
de @, on ait TrU(z) =TrU(y). Alors x et y sont conjugués sous le groupe
de Weyl.

Donnons la démonstration de ce résultat pour la commodité du lecteur.
H est une variété algébrique affine (isomorphe 4 C*7, ol r est le rang de G).
Soit A P’algébre des fonctions rationelles sur H, elle s’identifie 4 I’algébre
du groupe P° C ¥, réseau du dual §y de § “polaire” du réseau unité P de
H, & A€ P° correspondant la fonction f)(exp 2izh) = expRin(h,A>. W est
un groupe. d’automorphismes de algébre affine 4, que peut se définir soit
directement & partir des opérations de W sur H, soit par 'intermédiaire des
opérations de W sur le groupe P°. Soit AW la sous-algébre des éléments de
A invariants sous W, comme W est fini elle “sépare” les trajectoires de W
dans H, en d’autres termes deux points « et y de H sont conjugués sous W
si et seulement si on a f(x) =f(y) pour toute f€ AW. La proposition sera
done prouvée si nous prouvons que les restrictions & H des caractéres des
représentations linéaires irréductibles de dimension finie de G engendrent
Pespace vectoriel AW. Or AV est espace vectoriel engendré par les fonctions

o= w* fi, ot A€ P’ Choisissons une systéme fondamental de racines
weW
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relatif & 71, alors tout élément de P° est transformé par W d’un poids dominant
d’une représentation linéaire irréductible de G' [2], on peut donc se borner
4 prendre les A qui sont de tels poids dominants. Or on voit facilement
qu'une telle ¢, est bien combination linéaire & coéfficients entiers de carac-
téres de représentations linéaires irréducibles, grice au fait que dans la
représentation linéaire irréductible de poids dominant donné A, la multiplicité
de A (donc le coéfficient de f\ dans P’expression du caractére de la représen-

tation envisagée) est 1.

CoROLLAIRE. Soient u,w deuz homomorphismes complexes de A = C*»
dans H tels que pour toute représentation linéaire holomorphe irréducible U
de dimension finie de G, on ait TrUou=TrUow'. Alors u et u sont
conjuguées par une opération du groupe de Weyl.

Soit T' la circonférence unité dans C*, soit ¢ un élément de T engendrant
un sous-groupe dense, il suffit alors d’appliquer la prop. 1.4 & u(¢) et w/(¢).

Par. 2. Fibrés vectoriels. Nous allons prouver le théoréme 1.1 quand

G est le groupe linéaire Gl(r,C) des automorphismes de l’espace vectoriel

complexe Cr. Alors la classification des fibrés holomorphes de groupe

Gl(r,C) est aussi elle des fibrés vectoriels holomorphes. Notons que le

sous-groupe H de Gl(r,C) formé des matrices diagonales est un sous-groupe

de Cartan. Les fibrés holomorphes vectoriels & groupe structural H s’identi-
r

fient aux fibrés vectoriels £ avec une décomposition donnée E =X E; de F
i=1

en somme directe de sous-fibrés vectoriels holomorphes & fibre de dimension 1.

Le théoréme 1.1 s’énonce maintenant ainsi:

THEOREME 2.1. Soit X la sphére de Riemann. Tout fibré vectoriel
holomorphe E sur X est somme directe de sous-fibrés vectoriels holomorphes
F, (1=t=r) & fibres de dimension 1. Les classes des fibrés F; sont bien
déterminées a4 une permutation pres.

Si on se rappelle que la classe d’un fibré vectoriel holomorphe & fibre C*
est définie par son degré, qui est un entier rationel arbitraire, on obtient le

CoroLLAIRE. L’ensemble H*(X,O0x(Gl(r,C)) des classes de fibrés vec-
toriels holomorphes sur la sphére de Riemann X, s'identifie & Iensemble des
suttes décrotssantes ny =n,=- - -=mn, de r entiers rationnels, a une telle
suite correspondant la classe du fibré X, Ly, ow Ly est le fibré vectoriel holo-
morphe de fibre C sur X ayant le degré n.
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 La démonstration qui va suivre s’applique aussi bien dans le cadre de
la Géométrie Algébrique sur un corps de base algébriquement clos quelconque.
Notons d’abord que d’aprés Serre [6] la classification des fibrés vectoriels
analytiques, ou des fibrés vectoriels algébriques au sens de Weil [8], au
dessus d’une variété holomorphe projective (donc algébrique), est la méme.
Dans le cas ot X est une courbe sans singularités, toute application rationelle
de X dans une variété projective est réguliére (résultat élémentaire purement
local) d’out il résulte que plus généralement, toute section rationelle d’un
fibré algébrique localement trivial sur X de fibre une variété projective, est
en fait régulidre. Appliquant ceci au fibré associé au fibré vectoriel algé-
brique ¥, de fibré 1’espace projectif défini par C*, on voit qu’on peut trouver
un sous-fibré vectoriel algébrique F, de I & fibre de dimension 1: il suffit de
prendre une section rationelle s5£0 de E, c’est aussi la section rationelle d’un
fibré E, du type cherché, évidemment unique. (Le fait que E est un fibré
algébrigue nous sert précisément pour assurer l’existence de sections méro-
morphes non identiquement nulles!). Appliquant ce résultat au fibré vectoriel
E/E,, on construit de proche en proche une “suite de composition”
E,={0}CE,CE,C---CE.,=FE de E par des sous-fibrés vectoriels
holomorphes tels que les F;/E; , aient des fibres de dimension 1 (1=1=r).
Soit di=d(E;/E;1) le degré de fibré E;/E,,, on va pouver que l’on peut
choisir la suite de composition de telle sorte que la suite des d; soit décroissante.

LeMME 2.2. Les degrés des sous-fibrés vectoriels holomorphes L de E
@ fibre de dimension 1 sont bornés supérieurement.

De facon précise, on a d(L) = Supd;. En effet, soit ¢ le premier indice
i

tel que L C F;, soit s %0 une section méromorphe de L, s’ la section méro-
morphe de E;/E; , qu’elle définit. Les diviseurs de s et ¢’ satisfont évidemment
4 (s) = (¢), dou deg(s) = deg(s’) cest & dire d(L) = d(Ls), cqfd.

Pour construire maintenant les E; de fagon que la suite d; soit décrois-
sante, prenons d’abord pour F, un sous-fibré vectoriel holomorphe de E, de
fibré C, de telle fagon que d(Z,) soit le plus grand possible, construisons de
méme le sous-fibré E,/E, de E/E,, ete. Je dis que la suite des d; = d(E;/E;1)
est alors décroissante. On est ramené aussitdét & prouver que d.= d,, puis
en remplagant F par F,, au cas ou la fibré de F est de dimension 2. On
doit done prouver:

LemME 2.3. Soiwt E un fibré vectoriel holomorphe de fibre C? sur la
sphére de Riemann X, soit E, un sous-fibré vectoriel holomorphe a fibré C,
tel que d(E,) soit le plus grand possible. Alors d(E,) = d(E/E,).
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Nous allons prouver en effet que si d; < d,, alors il existe un sous-fibré
vectoriel holomorphe de F de degré > d,, c’est & dire qu’il existe une section
méromorphe s~ 0 de E telle que deg(s) > d;. Pour ceci, on peut supposer
dy=—1 d’olt d, =0, en remplagant au besoin E par son produit tensoriel
avec un fibré vectoriel holomorphe L_; 4 de degré —1-—d,. (En effet, les
sous-fibrés vectoriels holomorphes de % et de L ® F sont en correspondance
biunivoque par B, — LQFK,, et L ® E/E, est isomorphe & (LQE)/(LQ® E,),
enfin le degré de L® L, resp. L E/E, est égal & celui de E, resp. E/E,
augmenté de n ——1-—d,). Pour un fibré vectoriel holomorphe M quelcon-
que, désignons par Ox(M) le faiseau des germes de sections holomorphes de M.
On a alors une suite exacte de faisceaux 0 — Ox(F,) - Ox(E) —> Ox(E/E,)
— 0, d’olt une suite exacte de cohomologie

H°(X,0x(F))—> H°(X,0x(E/E,)) > H*(X,0x(E,)).

Or d’aprés le théoréme de dualité [7], H*(X,O0x(E,)) a méme dimension
que H°(X,0x(Lyq,)) ot k=2g—2 est le degré de la “classe canonique”
de diviseurs (g désigne le genre de X). Or on a g=0, d,=—1, d’ou
Lyqg=L_;; le diviseur d’une section méromorphe de L_, a pour degré —1,
donc ne peut étre = 0, donc H°(X,0x(L-,)) =0 et par suite H(X, Ox(E,))
=0, donc la suite exacte précédente prouve que toute section holomorphe de
E/E,; proyient d’une section holomorphe de E. Or, comme E/E; a un degré
d, = 0, il admet une section holomorphe non nulle, il en est donc de méme
de E. TUne section holomorphe non nulle s de F a un diviseur de degré
= 0 donc de degré > d, =-—1, ce qui achéve la démonstration du lemme 2. 3.3

Soit donc (E;) une suite de composition du fibré vectoriel E, telle que
la suite des degrés d; des E;/E;, (1 =t¢=r) soit décroissante, nous allons
prouver que F est isomorphe & la somme directe des E;/E; ;. On proctde
par récurrence sur r, l’assertion étant triviale pour r=1. Supposons la
démontrée pour des fibrés vectoriels de fibre € avec v =r—1 (r étant un
entier = 2), prouvons la pour F de fibre €. D’aprés I’hypothése de récur-

r-1
rence, E, , est isomorphe & X F;/E; ,, nous allons prouver que l’extension F
=1

du fibré vectoriel @ =IE/E,, par le fibré vectoriel P=F,, est triviale,
c’est & dire qu’il existe un homomorphisme holomorphe de @ dans E qui,
composé avec 'homomorphisme canonique F— @, donne l’identité. Soit @’

® Cette démonstration est due 4 J. P. Serre. La démonstration originale était
beaucoup moins transparente.—Le referee fait remarquer que ce résultat figure aussi,
sous une forme différente, dans Atiyah, Proe. L. M. S. 1955.
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le fibré dual de ). La suite exacte 0> Q" QP —> Q' Q®F— @' @ Q — 0 donne

\

naissance & une suite exacte de cohomologie
H°(X,0x(Q'®E)) > H(X,0x(Q'®Q)) > H'(X,0x(¢'®P)).

Or on a

OOP~ 21 (E/E,.) ® (Bi/Bis) z)_“; Lava,

r-1
ot HY(X, 0x(Q’ ® P)) = 3 H'(X, Ox(La,-a,)), et comme d;—dp =0 > —1,
i=1

un calcul déja fait montre que H*(X, Ox(Lg,-q,)) =0, d’ott H*(X, Ox(Q’ ® P))
=0. Donc le premier homomorphisme de la suite exacte écrite plus haut
est surjectif, en particulier I’automorphisme identique de ¢ (considéré comme
section holomorphe du fibré @ ® Q) appartient & cette image, i.e., peut se
remonter en un homomorphisme holomorphe de @ dans E.*

On a démontré la premiére partie du théoréme 2.1. Reste & prouver
que dans une décomposition en somme directe B = X F;, les degrés des fibrés
F; de fibré C sont bien déterminés & ’ordre prés. Ce fait pourrait se déduire
d’un théoréme du type Remak-Krull, df & Atiyah (non publié), affirmant
que la décomposition d’un fibré vectoriel holomorphe, sur un espace analytique
compact X, en somme directe de fibrés vectoriels “indécomposables,” est essen-
tiellement unique. Mais nous aurons besoin dans le cas actuel d’un résultat
plus précis, que voici:

ProrosiTioN 2.4. Soit E=TZF’,~ un fibré vectoriel holomorphe sur la

=1
sphére de Riemann X, somme directe de sous-fibrés vectoriels holomorphes

a fibré C, de degrés d;. Soit, pour tout entier rationnel k, E; le sous-fibré
vectoriel de E, somme directe des F; tels que d;=k. Alors Ey est égal au
plus petit sous-fibré vectoriel holomorphe de E contenant les sections méro-
morphes s de E dont le diviseur est de degré =k (en particulier, E; est
défini indépendamment de la décomposition donnée de E).

COROLLAIRE. Le nombre d'indices 1 tels que di="F est égal & la dimen-
ston de la fibre du fibré vectoriel E/Ey.., donc ne dépend pas de la décom-
position choisie de E.

La démonstration de la proposition 2.4 est immédiate, et laissée au
lecteur.

¢ Nous avons montré que si P et Q sont deux fibrés vectoriels holomorphes sur
Pespace analytique X, tels que H*(X,0x(Q ® P)) =0, alors toute extension holo-
morphe de Q par P est triviale. En fait, il n’est pas difficile de se convaincre que dans
tous les cas, les classes d’extensions holomorphes de @ par P correspondent biunivoque-
ment aux éléments de H*(X,0x(Q’ ® P)) (Serre).

9
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Par. 3. Fibrés orthogonaux.

ProrosiTioN 3.1. Soit X un espace analytique compact. L’application
canonique de H*(X,0x(0(r,C))) dans H'(X,0x(Gl(r,C))) déduite de
Pinjection naturelle O(r,C)— Gl(r,C) est injective.

En d’autres termes, deux fibrés vectoriels orthogonaux holomorphes sur

X, isomorphes en tant que fibrés vectoriels holomorphes, sont aussi isomorphes
en tant que fibrés vectoriels orthogonaux holomorphes. Pour le prouver,

on peut supposer que sur le fibré vectoriel holomorphe E, on a deux struc-

tures orthogonales holomorphes définies par la donnée sur toute fibre K,

(z€X) de deux formes quadratiques (a,b) et (a,b); non dégénérées,

(fonctions holomorphes du point z), et il faut montrer qu’il existe un auto-

morphisme holomorphe « du fibré vectoriel I, transformant la premiére forme

en la seconde, c’est & dire tel que (a,b), = (ua,ub) pour a,b€ E, Pour

toute fibre B,, on peut écrire (a,b), = (4.a,b), oi A, est un endomorphisme

de E, tel que 4 =A% (ou A* est 'adjoint de A relativement & la premiére

forme quadratique: (A%a,b) = (a,4b) pour a,b€ E,). A, est inversible,
et pour z variable, est une fonction holomorphe de z, donc définit un auto-
.morphisme 4 du fibré vectoriel Z. On cherche donc un automorphisme
vectoriel holomorphe u de E tel que (ua,ub) = (4a,b) c’est & dires 4 = u*u.

On va voir qu'on peut méme choisir » tel u =u*, et 4 —u*u=wu? Pour

ceci, considérons le polyndme caractéristique det(4—z-1) de 4, ses coéffi-
cients sont des fonctions holomorphes sur X, donc constantes puisque X est
compacte, pourvu qu’on suppose X connexe, ce qui est loisible. Donec le

polyndme caractéristique de A, est indépendant de z. Soient A,,- - -, Az ses

racines distinctes, de multiplicités o, - - -, ;. Pour tout z€ X, E, est

somme directe de sous-espaces E?, bien déterminés, de dimension o; sur

chacun desquels 4, induit un opérateur de la form A (1 -+ u?;), ol w?, est

nilpotent. Les %, sont orthogonaux deux & deux puisque 4 =A4*. Les K?,

et les u?, sont fonction holomorphes de =, donc F est somme directe de sous-

fibrés vectoriels holomorphes Ei (1=1=k), tels que la fibre de E* en z

soit B%,. Soit u; une racine carrée de A;, posons

vip— (1 4 )t

ot on pose (1 uin)t— S (1/B1) (3) (3—1) - - - (3—F 4 1) (uia)®. Alors
k=0

v%, est un endomorphisme de E?, fonction holomorphe de z, de plus on a
vt = (vi;)*. Soit v* ’endomorphisme de E* défini par les v, u leur somme
directe, on a w=wu* puisque les v* sont autoadjoint et les E¢ orthogonaux



LA SPHERE DE RIEMANN. 131

deux & deux, et de plus u®=A par construction, ce qui achéve la démon-
stration.

Remarques 1. La démonstration qui préeéde est encore valable en
Géométrie Algébrique sur un corps algébriquement clos quelconque de carac-
téristique ps%£2. TUne démonstration exactement analogue prouverait de
méme que lapplication canonique

HY(X,0x(Sp(r,€))) - H*(X,0x(6L(2r,C)))

est injective sous les mémes conditions. On pourrait en déduire directement,
comme pour le cas du groupe structural O(r,C) traité ci-dessous, la classi-
fication des fibrés symplectiques holomorphes sur la sphére de Riemann.
Cette démonstration a l’avantage d’8tre encore directement applicable en
Géométrie Algébrique (en caractéristique ps4R), contrairement a celle du
par. 4.

2. L’analogue de la Proposition 3.1 pour le groupe structural SO (r,C)
au lieu de @(r,C) est fausse déja si r=2 et quand X est la sphére de
Riemann.

En vertu de prop. 3.1, la détermination de H*(X,Ox(0(r,C))) revient
a la détermination de ’image de cet ensemble dans H*(X,O0x(Gl(r,C))).
On a alors:

TuitorEME 3.2. Sotent X la sphére de Riemann, E un fibré vectoriel
lolomorphe sur X. Pour qu’il existe sur E une structure orthogonale holo-
morphe, il faut et il suffit que E soit isomorphe au fibré dual E’. Alors le
fibré orthogonal dont il provient est bien déterminé & un isomorphisme pres.

La nécessité de la condition est triviale, et le résultat d’unicité est un
cas particulier de prop. 3.1. Reste & prouver que si F est isomorphe & F’,
E admet une structure orthogonale holomorphe. Mais soit (n;) la suite des
invariants de E (th. 2.1, corollaire) alors la suite des invariants de B’
est évidemment & lordre prés (—mn;), et I’hypothése signifie que ces deux
suites sont les mémes 4 une permutation prés, c’est 4 dire que la famille (n;)
est symétrique par rapport & 0. Dans la décomposition E =~ 3 Ly, on peut
donc grouper ensemble les composantes qui correspondent & des n; nuls, et
les I; correspondants & des n; opposés, donc E apparait comme somme directe
d’un fibré trivial E,, et de fibrés du type L + L’. E, peut évidemment se
munir d’une structure orthogonale, donc le théoréme résultera du

LemME 3.3. Soit L un fibré vectoriel holomorphe sur un espace ana-
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lytique X, soit L’ son dual. Alors le fibré L + L’ est muni d’une structure
orthogonale canonique.

11 suffit en effet, sur chaque fibré L, L’,, d’introduire la forme bi-
linéaire symétrique

(a+a,b40b") =<a, b’> +<b,a">

ol les produits scalaires du second membres sont relatifs & l’accouplement
naturel de L, et de son dual.

ProrositioN 3.4. Sotent X la sphére de Riemann, E un fibré vectoriel
orthogonal sur X, et soit pour tout entier rationnel k, Ey le plus petit sous-
fibré wvectoriel holomorphe de E contenant les sections méromorphes ayant
un diwiseur de degré =k (cf. prop. 2.4). Alors le sous-fibré vectoriel de E
orthogonal de Ey est E_y,,.

Par raison de symétrie, on peut supposer k=1. D’aprés le théoréme
3.2, E est de la forme

B=Fot 3 (Ln+Lon)

ou les facteurs By et (Ln, + L_s,) sont deux & deux orthogonaux, enfin les
L,, et L_,, isotropes et E, constant. La proposition résults alors immédiate-
ment de la prop. 2.4.

Par. 4. Démonstration du théoréme principal. a) Reduction du
group structural.

LemMmE 4.1. Soient X un espace analytique compleze compact, G un
groupe de Lie complexe, P un fibré holomorphe sur X de groupe structural
G, E le fibré associé adjoint de fibre Valgébre de Lie & de G (ot G opére
par la représentation adjointe). Supposons qu’on connaisse une Ssection
holomorphe s de I telle que, en au moins un point a € X, s(a) soit un élément
régulier [3, Chap. 6] de lalgébre de Lie E,, fibre de E en a. Alors s(z) est
un élément régulier de E, pour tout z€ X.

Les coéfficients a;(s(x)) du polyndéme caractéristique de ads(z) sont
des fonctions holomorphes sur X, donc constantes puisque X est compact.
Or dire que s(z) est régulier signifie que a,(s(z)) 540, ot r est le'rang
de . D’ou la conclusion.

CoroLrAIRE 1. Sous les conditions précédentes, on peut réduire le

groupe structural G de P au normalisateur N d’un sous-groupe de Cartan
H de G.
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LEn effet, soit pour tout z€ X, §(«x) la sous-algébre de F, centralisateur
de s(z). C’est une sous-algébre de Cartan puisque z est régulier, et elle est
fonction holomorphe de x comme con le vérifie sans difficulté. Soit § une
sous-algébre de Cartan de &, H le sous-groupe de Cartan correspondent de G.
Le normalisateur N de H est aussi identique & l’ensemble des g€ G qui
invarient f) dans la représentation adjointe de G. Donc l’espace homogéne
G/N est isomorphe & ’espace des sous-algeébres de Cartan de & (se rappeler
que deux sous-algébres de Cartan sont toujours conjugées!) et le fibré associé
4 P et de fibre G/N est celui dont la fibre, en un point z € X, est Pensemble
des sous-algébres de Cartan de ’algébre de Lie B,. Or nous avons construit
une section holomorphe z— §(z) de ce fibré, ou ce qui revient au méme,
nous avons réduit 4 N le groupe structural de P, ce qui prouve le corollaire.

CoroLLAIRE 2. St de plus X est simplement connexe, on peut réduire
le groupe structural au sous-groupe de Cartan H.

En effet, N/H est discret, donc le fibré de fibre N/H associé 4 un
fibré holomorphe de groupe N est trivial puisque X est simplement connexe,
donc le groupe structural peut se réduire & H.

Nous supposons maintenant que X est la sphére de Riemann, et allons
montrer que si G est un groupe de Lie holomorphe réductif, la condition du
lemme 4.1 est automatique satisfaite, c’est & dire qu’on peut trouver une
section holomorphe s de F telle que s(a) soit un élément régulier de E, pour
au moins un ¢€ X. On a =3+ & ol 3 est le centre et & 1’algébre
dérivée de &, et cette décomposition est invariante sous la représentation
adjointe de @. Il en résulte une décomposition analogue de Z en somme
directe de deux sous-fibrés dont la fibre en chaque point z est le centre resp.
Palgtbre dérivée de l’algébre E,. Comme un élément régulier de l’algébre
dérivée de E, est régulier dans F,, on voit aussitdt, en envisageant le fibré de
fibre @', de groupe Aut @&’ associé au fibré P et & la représentation de G dans
Aut® déduite de la représentation adjointe, qu'on peut se ramener au cas
olt @ est un groupe semi-simple (savoir Aut®’), ce que nous supposerons
désormais.

Soit alors Ej le sous-fibré vectoriel de E engendré par les sections
méromorphes dont le diviseur est de degré =% (cf. prop. 2.4). On vérifie
aussitot que [Ey, Ey] C Eyue car si s, & sont deux sections méromorphes
de E, le degré deg([s,s’]) du diviseur de la section [s(t),s’(t)] est mani-
festement = deg(s) -+ deg(s’), car ([s,5]) = (s) + (¢). Il en resulte en
particulie‘r que F, est un fibré de sous-algébres de Lie de E, et que si &,
est la fibre de E, cn un point fixé a ¢ X, et si on identifie & & la fibre E,,
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alors pour Y€ @®,, adgY est nilpotent. D’autre part, E est en fait un
fibré orthogonal (gréce & la forme de Killing sur @&, invariante par auto-
morphismes) et nous avons vu (corollaire au th. 3.2) que lorthogonal de
E, est forcément E,. Soit &, la fibre de F, en a, c’est donc l’orthogonal
de &, dans & pour la forme de Killing. Or on a:

LemME 4.2. Soient & une algébre de Lie complexe semi-simple, ©,
une sous-algébre telle que pour tout X € &, adg X soit nilpotent. Par suite
&, est nilpotent et & forliori contenue dans une sous-algébre résoluble
mazimale R de ©. Alors R est contenue dans Uorthogonal &, de &, (pour
la forme de Killing).

En effet, on sait quon a R=H+ N, ot ) est une sous-algébre de
Cartan, et N =N’ est le plus grand idéal nilpotent de RN. Il sensuit que
tout élément X de R tel que adgy X soit nilpotent est dans N (il suffit méme
que adg X soit nilpotent!) en particulier &, C ®. D’autre part, il est bien
connu aussi que R est orthogonal & N, donc & fortiori 4 &,, donc contenu
dans &, Le lemme 4.2 est démontré. Comme il existe des éléments
réguliers dans §), on obtient le

CoroLLAIRE. Sous les conditions précédentes, il existe un élément régu-
lier de & contenu dans &,.

Revenons alors 4 notre démonstration. D’aprés sa définition et prop.
.4, I, est isomorphe & une somme directe de fibrés vectoriels holomorphes
de fibre C, de degrés =0, d’ou résulte aussitét que pour tout élément u
de la fibré @&, de F, en @, il existe une section holomorphe s de E, prenant
la valeur  en a. D’aprés le corollaire précédent, on peut choisir « régulier.
Cela prouve que la condition du lemme 4.1 est bien satisfaite. En vertu
du corollaire 2 dudit lemme, nous voyons que le groupe structural de P
peut se réduire & H, ce qui démontre la premiére moitié du théoréme
principal 1.1: Papplication (1) du par. 1 est surjective. Reste & prouver
qu’elle est injective.

b) Résultat d’'unicité & une opération de W prés. Dans ce qui suit,
X sera toujours la sphére de Riemann. Supposons d’abord G semi-simple
connexe. Soit & un élément de H'(X,0x(H)), & son image dans
H*(X,0x(G)). On a vu au par. 1 que ¢ est la classe du fibré associ¢ au
fibré L, (de groupe €*) et & un homomorphisme complexe u de C* dans H
bien déterminé. Nous allons montrer comment la connaissance de &, déter-
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mine » 4 une opération de W prés. Pour toute représentation linéaire com-
plexe de G, on a une application naturelle

u*

HY(X,0x(G)) > H'(X,0x(GlL(r,C)))

(r étant le degré de la représentation), en faisant correspondre & un fibré
holomorphe de groupe G le fibré vectoriel associé (pour la représentation U).
Ce dernier est aussi associé a4 L; et la représentation linéaire Uowu de C¥,
donc la classe du fibré vectoriel associé & L, et Uow est connue quand on
connait ¢,. D’aprés le théoréme 1,2, déjd démontré (sous la forme équi-
valente 1.1) au par. 2 dans le cas du groupe linéaire général, on en conclut
que Uowu est connu 4 une similitude prés, & fortiori la fonction Tr U (u (%))
sur C* est connue. Ceci étant vrai pour toute représentation linéaire U de
dimension finie de @, on peut en conclure, en vertu de prop. 1.4, corollaire,
que ¥ lui-méme est déterminé & une opération de W pres.

Supposons maintenant G réductif et connexe.

LemME 4.3. Soit G un groupe de Lie complexe réductif connewe. Alors
il existe un sous-groupe fini z du centre de G tel que G/z soit isomorphe
au produit d’un groupe abélien par un groupe semi-simple.

Le groupe de revétement universel de G est isomorphe & un produit V X F,
olt V est un espace vectoriel complexe et F' un groupe semi-simple complexe.
G est donc isomorphe au quotient de ¥ X F par un sous groupe discret T'
du centre de ¥V X F. Ce centre est identique & ¥ X, ol = est le centre
de F, donc fini en vertu d’un théoréme fondamental de H. Weyl [2]. Il en
résulte que la projection L de T sur V est un sous-groupe fermé de V, de
méme rang que T, donc T est un sous-groupe d’indice fini de L X =. Posant
maintenant z== (L X «)/I, le lemme 4.3 est démontré.

Le théoréme 1.1 étant vrai si G est semi-simple connexe comme on a.
vu plus haut, ou si G est abélien connexe comme on a vu au par. 1, il s’ensuit
aussitot qu’il est encore vrai pour le produit de deux tels groupes, donc
pour le group G/z du lemme 4.3. Notons que H/z est un sous-groupe de
Cartan de G/z et N/z son normalisateur. Considérons le diagramme com-
mutatif d’applications naturelles:

ITI(X, Ox(H))-——>H|‘(X, 0x(G))

| |
H'(X,0x(H/2) —> H*(X,0x(G/2)).
Soient ¢, ¢ deux éléments de H'(X,0x(H)) ayant méme image dans
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HY(X, Ox(@)), alors leurs images &,, &, dans HY(X, Ox(H /z)) ont méme image
dans H*(X,0x(G/z)), donc d’aprés ce qu’on a dit, sont conjugués sous le
groupe de Weyl (N/z)/(H/z) de G/z, qui est isomorphe au groupes de Weyl
W=N/H de G. Par suite ¢ et ¢ sont conjugués sous Wmod un élément
du noyau de I’homomorphisme H*(X,0x(H))—> H*(X,0x(H/z)). Or ce
noyau est nul, en vertu de la suite exacte de cohomologie déduite de la suite
exacte 0—»>2—>H—> H/2—>0, puisque H*(X,2) =0 (X étant simplement
connexe). Cela démontre le th. 1.1 dans le cas ot G est connexe.

Supposons enfin G réductif quelconque. Soient &, ¢ deux éléments de
H'(X,0x(H)) ayant méme image dans H(X,0x(G)). Soient &, &,
leurs images dans H*(X,0x(G,)), & et ¢, ont méme image dans
H*(X,0x(G)), et sont par suite conjugués par une opération du groupe
H°(X,0x(G/G,)) =G/G, (en vertu par exemple de la “suite exacte de
cohomologie ” pour les faisceaux non commutatifs, développée dans [4]).
Un élément de G/G, opére sur H*(X,0x(G,)) en prenant un représentant
g€ G et considérant l’automorphisme g,— ggog* de Go. Or il existe un
représentant qui est dans N, comme on a vu & la fin de la démonstration
de prop. 1.3. On en conclut qu'en remplagant & par un conjugué de &
sous W, on peut supposer que & =¢;. D’aprés le théoréme 1.1 pour G,
on en conclut que ¢ et ¢ sont conjugués sous le groupe de Weyl de G, et
a fortiori sous W, ce qui achéve la démonstration.

Remarques finales. 1. On peut se demander si le th. 1.1 ou le th. 1.2
reste valable pour tout groupe structural de Lie complexe G. On s’apercoit
qu’il est déja en défaut quand G est le groupe des transformations affines
z—>az-+b (a,b complexes). On notera cependant que la technique de
“dévissage ” exposée dans [4], jointe aux résultats de ce travail, permettent
en principe de déterminer H*(X,0x(@)) pour tout groupe G donné. Je
ne connais toutesfois pas de description simple de H*(X,0x(G)) en termes
de théorie des groupes de Lie complexes.

2. Il semble plausible que la seule variété projective X sur laquelle
tout fibré vectoriel holomorphe soit décomposable en somme de fibrés holo-
morphes de fibre €, soit la sphére de Riemann. On note en tous cas que
si X est une courbe algébrique projective non singuliére de genre gs40,
i.e. telle que H*(X,0x) 540, il existe sur X un fibré vectoriel holomorphe
indécomposable & fibre €C?: si E, est le fibré vectoriel constant de fibre C,
il suffit de prendre un fibré I extension non triviale* de K, par F,. E est
indécomposable, car §’il était décomposé en la somme de deux fibrés ., E,
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de fibre C, on conclurait d’abord que chaque E; admet une section holomorphe
non nulle (puisque £ en admet une engendrant un sous-fibré qui n’est pas
“facteur direct”) donc a un degré =0; comme la somme de ses degrés
est identique & deg(F) = deg(E,) + deg(X,) =0, ils doivent étre nuls, ce
qui, joint & Pexistence d’un section holomorphe, implique que E; est constant,
done E est constant ; mais alors toute section holomorphe de E est constante,
done si elle est 540, la structure d’extension qu’elle définit sur £ est triviale,
contrairement & la construction de E comme extension non triviale. Notons
encore que si X est espace projectif complexe P» de dimension n = ®, alors
le fibré tangent n’est pas méme réductible 4 la forme triangulaire; autre-
ment, le fibré dual E le serait aussi, d’oi on conclurait aisément que
Hi(X,0x(E)) =0 pour 1540,n (car on sait que pour tout fibré vectoriel
holomorphe L de fibré € sur X =P» on a H{(X,0x(L)) =0 si 15%0,n
[3, Chap. 3, prop. 8]); or Ox(E) est le faisceau Q' des germes de 1-formes
différentielles holomorphes, et H*(X, Q') = H**(X,C) (cohomologie de type
(1,1) de X) ; mais il est bien connu que H*!(X,C) 540 pour toute variété
projective sans singularités X de dimension complexe =1. Pour finir,
prenons pour X la “variété des drapeaux” sur P? (isomorphe canoniquement
4 la variété des drapeaux dans lespace vectoriel €®), c’est donc un espace
fibré algébrique sur P? de fibre P! —sphére de Riemann. Le fibré tangent
de la base P? n’est pas réductible & la forme triangulaire, mais son image
réciproque E sur X Pest évidemment, F est cependant, indécomposable, comme
il résulte du fait plus général suivant: Soit p une application holomorphe
d’un espace analytique X sur un autre Y, identifiant ¥ & un “espace
analytique quotient” de X, i.e. telle que les fonctions holomorphes f sur un
ouvert U de Y soient celles telles que fop soit holomorphe sur p-*(U).
Supposons que pour tout y € ¥, p~*(y) soit compact et connexe. Soit £ un
fibré vectoriel holomorphe sur Y ; pour que E soit indécomposable, il faut et
il suffit que p* (&) le soit. De fagon plus précise, les décompositions de F
en somme directe de deux sous-fibrés vectoriels holomorphes correspondent
biunivoquement aux decompositions analogues de p=*(Z). Elles s’identifient
en effet aux systémes de deux projecteurs complémentaires de Yalgébre
H(Y,Oy(E'®E)) (B’ désignant le fibré dual de F), tandis que les
décompositions de p~*(F) s’identifient aux systémes de deux projecteurs com-
plémentaires dans Palgébre H°(X,Ox(p*(E'®E))), et il suffit de montrer
que si (fi,f2) est un tel systéme, alors chaque section f; provient d’une
section holomorphe de E’ ® E sur Y, ou encore (en vertu de I’hypothése sur p)
que sa restriction aux “fibres” p*(y) sont des sections constantes. Or, ceci
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résulte du fait que p*(E’®F) induit un fibré constant sur chaque fibre,
et de I’hypothése faite sur les fibres.’
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