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SUR LA CLASSIFICATION DES FIBRES HOLOMORPHES SUR LA 
SPHERE DE RIEMANN.* 

par A. GROTHENDIECK.1 

Par. 1. Enonce du th6oreme principal. Soit X une variete holomorphe 
(ou plus generalement un "espace analytique" [6]), nous considerons des 
fibres holomorphes sur X, de groupe structural un groupe de Lie complexe G. 
Soit OX(G) le faisceau des germes d'applications holomorphes de X dans G, 
(c'est un faisceau de groupes, en genleral non commutatifs), nous designerons 
par H1 (X, Ox (G)) l'ensemble des classes de fibres holomorphes sur X, de 
groupe structural G. (Pour tout ce qui concerne la notation H' (X, F) -oiu 
F est un faisceau de groupes non necessairement commutatifs sur X-et son 
necanisme algebrique, voir [4]). Nous n'exigeons pas que G soit connexe, 
et designerons par G, la composante connexe de l'ele'ment neutre, par 0S 
son algTbre de Lie. G est dit reductif si son algebre de Lie (S est reductive, 
c'est 'a dire somme directe de son centre et d'une alg bre semi-simple. Par 
abus de langage, nous appellerons sots-groupe de Cartan H de G un sous- 
groupe holomorphe connexe ayan-t pour algebre de Lie une sous-algTbre de 
Cartan b de (. Si G est un groupe algebrique connexe, cette terminologie 
coincide avec elle de [3]. Si Z est le centre de Go, alors H contient Zo, et H 
est l'image reciproque d'un sous-groupe de Cartan H1 du groupe G, G=o/Zo 
(qui est semi-simple dans le cas oiu G est reductif), D'apres la definition 
generale des sous-alg bres de Cartan [3], si N est le normalisateur de H 
dans G, le quotient W N/H est un groupe discret (et meme fini si G/Go 
est fini), on l'appelle le groupe de Weyl de G. 

Tout fibre holomorphe de groupe structural H definissant un fibre holo- 
morphe associe de groupe structural G, on obtient une application canonique 
H1(X,Ox(H)) -)H'(X,Ox(G)). D'autre part, N opere par automor- 
phismes interieurs dans G et H est stable sous ces operations, d'o'u d'ensuit 
que N opere aussi dans les ensembles H' (X, Ox (H)) et H' (X, Ox (G)) et 
l'application precedente est compatible avec ces operations. D'ailleurs les 
operations sur le deuxime ensemble, correspondant a des automorphismes 

* Received October 12, 1956. 
'La majeure partie de ce travail a t6 faite en 1955 alors que l'auteur &tait Visiting 
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122 A. GUI0TlLENDlECK. 

interieurs de G, solnt triviales, et pour la meme raison les elements de II 
operent trivialement sur H' (X, 0x (H)), de sorte qu'en fait le groupe de 
Weyl WV= N/Ii opore sur cet ensemble. On en deduit une application 
canonique 
(1) H' (X, Ox(IH))/1*T H'(X, Ox(G)) 

ol'i le premier membre designe l'ensemble des trajectoires dans H' (X, Ox (H)) 
sous le groupe de Weyl. L'image de cette application est l'ensemble des classes 
de fibres holomorphes de groupe G dont le groupe structural peut se reduire 
au sous-groupe de Cartan H. Le but du present travail est la demonstration 
du 

THEOR'EME 1. 1. Soit G un groupe de Lie complexe reductif, soit X la 
sphere de Riemann (c'est a dire une courbe algebrique cornplete de genre 0). 
Alor s l'application (1) est bijective, en d'autres termes: Pour tout fibre 
holomorphe sur- X de g-oupe structural G, le groupe structural peut se reduire 
au sous-groupe de Cartan 1i de G, et ceci de faNon unique a une operation 
du groupe de Weyl W pres. 

On peut expliciter ce resultat ainsi. On sait, puisque G est reductif, que 
H est abelien, soit l son alg bre de Lie. L'homomorphisme h -+ exp.2i7rh 
de l sur H identifie l'espace vectoriel b h un groupe de recouvrement de H, 
soit P son noyau (" reseau unite " de j). La suite exacte 0 - P --> t --> 0 
donne une suite exacte de faisceaux abeliens 0 -> P -Ox (I) -- Ox (H) O0 
d'oiu une suite exacte de cohomologie 

H' (X, Ox (b)) -->H'(X Ox (HZ) H2 (X, P) oH2 (X, OX(b)) 

Or il est bien connu que H$ (X, Ox)= 0 pour i ? 1 (Ox e'tant le faisceau 
des germes de fonctions holomorphes sur X): c'est vrai chaque fois que X est 
un espace projectif complexe [5]. Par suite on a aussi H'(X, Ox ()) 0, 
d'o'u 
(2) H'(X,Ox(H)) H2(XP) p 

Ces isomorphismes sont "fonctoriels," et en particulier compatibles avec les 
operations de TV, donc on obtient: 

COROLLAIRE 1. Sous les conditions du theoreime 1. 1, l'ensemble 
H' (X, Ox (G)) s'identifie a l'ensemble P/W, oui P est le reseau unite dans 
l'algebre de Cartan b correspondant au groupe de Cartan H, et W le groupe 
de Weyl correspondant a H. 

Supposons pour simplifier que G est connexe et semi-simple, considerons 
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un sysWime fondamental de racines (oh) sur b [2], et la "chambre de 
Weyl" C formee des h C b tels que c$(h) ? 0 pour tout i. On sait que tout 
el6ment h de j tel que aj(h) soit reel pour tout i, est conjugue sous W a 
un element et un seul de C (savoir le plus grand des transform's de h par IV, 
dans l'ordre lexicographique relatif a une certaine base de b [2]). Donc: 

COROLLAIRE 2. Si G est connexe semi-simple, alors HI1(X,Ox(G)) 
s'identifie a' 1'ensemble des e'le'ments du reseau unite P de G relcativement 
a j qui sont dans le chambre de Weyl C. 

En un certain sens, la classification des fibres holomorphes sur la sphere 
de Riemann X, de groupe G, est duale de la classification des representations 
lineaires de dimension finie de G [2]. On peut preciser ce point en donnant 
un enonce equivaleiit du theoreZme 1. 1 ne faisant plus intervenir de sous- 
group de Cartan. Pour ceci, rappelons d'abord que le groupe H1 (X, Ox (C*) ) 
des classes de fibres de groupe C* 2 sur une variete projective X, s'identifie 
au groupe des classes de diviseurs sur X mod les diviseurs principaux, donc 
au group Z des entiers rationnels quand X est la sphere de Riemann. Soit 
dans ce cas L1 le fibre vectoriel holomorphe sur X, de fibre C et de groupe C*, 
correspondant a un diviseur de degre 1. Si G est un groupe de Lie complexe 
quelconque, et uq un homomorphisme complexe de C dans G, on peut con- 
siderer le fibre holomorphe de groupe structural G associe a L1 et 'a U. 
La classe de ce fibre ne change evidemment pas si on remplace u par 
gu(t) gu(t)g-1 (car, comme on l'a deja remarque, la permutation de 
H1(X,Ox(G)) definie par un automorphisme interieur de G est l'identite). 
En d'autres termes, designant par Hom (C*, G) /G l'ensemble des classes de 
homomorphismes complexes de C* dans G, mod composition avec des auto- 
morphismes interieurs de G, on obtient une application naturelle 

(3) Hom (C*, G) IG -- >1-(X, Ox (G) ).- 

THEOREiME 1. 2. Soit X la sphere de Riemann, G un groupe de Lie 
cornplexe reductif. Alors l'application (3) est bijective. En d'autres termes, 
tout fibre holomorphe sur X de groupe G est associe au fibre fondamental L1 
et 'a un homomorphisrne complexe u de C* dans G, et ce dernier est utniqute 
mod. composition avec un automorphisme interieur de G. 

La demonstration des theoremes 1. 1 et 1. 2 sera developpee dans les 
par. 2, 3, 4. Nous allons ici d'abord montrer que le theoreme 1. 2 est bien 

2 C d6signe le corps des complexes, C* le groupe complexe multiplicatif des nombres 
complexes z 0. 
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equivalent au theoreme 1. 1. Prouvons d'abord que le th. 1. 2 est vrai si G 
est un groupe abelien connexe II. Conrsid6lerons alors le diagramme 

Hom (C*, EI) -* H' (X, Ox (H)) 

p 

ou P est le reseau unit' de l'algebre de Lie j de H, ou l'homomorphisme 
horizontal est celui envisage dans le th. 1. 2, et l'homomorphisme vertical 
droit est l'isomorphisme (2). Le troisireme homomorphisme P -> Hom (C*, H) 
est aussi un isomorphisme, obtenu en remarquant que les homomorphismes 
complexes de C* C/Z dans IIH 1 /IP correspondent biunivoquement aux 
homomorphismes de C dans f appliquant Z dans P, c'est-a-dire aux elements 
de P. Le diagramme ainsi obtenu est commutatif, comme on voit aussitot, 
d'oiu resulte que l'homomorphismne lhorizontal est lui aussi bijectif.-Passons 
au cas general ofu on a un groupe de Lie complexe reduetif G quelconque. 
On a un ldiagrainme commutatif d'applications naturelles: 

a' 
Hori (C*, [I) /V -> Hom (C*, G) /G 

/3' /3 

H'(X- Ox (H) )/W > 1-1 (X,Ox (G)) 

Le theoreme 1. 1 (resp. 1. 2) signifie que a (resp. ,8) est bijectif. Nous 
venons de voir que Hom (C*, II) - I' (X, Ox (H)) done aussi /3' est bijectif, 
et nous allons demontrer ci-dessous que a' est aussi bijectif. II en resulte 
bien que les theoremes 1. 1 et 1. 2 sont equivalents. Il reste done seulement 
a prouver l'Fnoncoe suivant, sans doute bien connu, de la theorie des groupes 
de Lie: 

PROPOSITION 1. 3. Soit G un groupe de Lie complexe reductif, H un 
sous-groupe de Cartan, N le noirmalisateur de H dans G et W -N/H le 
groupe de Weyl correspondant. Alors tout homomorphisme complexe de C*n 
dans G est conjugue par automorphisme interieur dans G a un homomor- 
phisme complexe de C*n dans H, qui est unique a une operation de W pres. 

Pour montrer que tout homomorphisme u de A - C*n dans G est con- 
jugue 'a un homomorphisme complexe 'a valeurs dans H, on peut evidemment 
supposer G connexe (puisque u (A) C G0), et ensuite G semi-simple (puisque 
H est l'image reciproque d'un sous-groupe de Cartan de G/ZO, o'u Z est le 
centre de G). Alors G peut etre regarde comme un groupe algebrique lineaire 
[3]. Comme toute representation lineaire holomorphe de A est semi-simple 
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(puisque A est la complexification d'un groupe compact TI), u (A) est une 
partie de G formee d'operateurs semi-simples deux 'a deux permutables, donc 
est contenu dans un sous-groupe de Cartan de G [3, Chap. 6, prop. 18], done, 
puisque tous les sous-groupes de Cartan de G sont conjugues (loc. cite, th. 4), 
il existe un g C G tel que gu (A) g1 C H, ce qui etablit notre assertion. 
Prouvons maintenant que deux homomorphismes u, u' de A dans H qui sont 
conjugues dans G, sont conjugues par un element de N. I1 revient au meme 
de dire que si A, B sont deux parties de H et g E G tels que gAg'1 B, alors 
il existe un n c N tel que nan-1 gag-1 pour tout a C A. (La demonstration 
tre's simple qui suit m'a ete signalee par A. Borel). Ceei signifie qu'il existe 
n E N tel que m g-'n appartienne au centralisateur 1M1 de A. Or A =- g'Bg 
est contenu dans H et H'-= g'Hg, donc M contient H et H', qui sont 
evidemment encore des sous-groupes (le Cartan de Mll. I1 s'ensuit (loc. cite) 
que l'on peut trouver uI n C 211 tel que n-1II'm =- H, et il suffit de poser 
n=gm. 

Nous aurons besoin plus bas du resultat suivant, sans doute bien connu; 
et qui contient prop. 1. 3 dans le cas oiu G est semi-simple connexe: 

PROPOSITION 1. 4. Soit G un groupe de Lie complexe connexe semi- 
simple, H un sous-groupe de Cartan, x et y deux elements de H tels que 
pour toute representation lineaire conplexe irreductible de dimension finie U 
(ce G, on ait Tr U(x) = Tr U(y). Alors x et y sont con jugues sous le groupe 
de Weyl. 

Donnons la demonstration de ce resultat pour la commodite du lecteur. 
H est une variete algebrique affine (isomorphe a C*r, ou r est le rang de G). 
Soit A l'algebre des fonctions rationelles sur H, elle s'identifie a l'algebre 
du groupe PO C j', reseau du dual j' de j "polaire" du reseau unite P de 
, a A C PO correspondant la fonction fx (exp 2iTh) = exp 2i7rh, A>. W est 
un groupe. d'automorphismes de b'algebre affine A, que peut se definir soit 
directement a partir des operations de W sur H, soit par l'intermediaire des 
operations de W sur le groupe PO. Soit A W la sous-alg bre des elements de 
A invariants sous W, comme W est fini elle "separe" les trajectoires de W 
dans H, en d'autres termes deux points x et y de H sont conjugues sous W 
si et seulement si on a f (x) = f (y) pour toute f C A W. La proposition sera 
donc prouvee si nous prouvons que les restrictions a' H des caracteres des 
representations lineaires irreductibles de dimension finie de G engendrent 
b'espace vectoriel AW. Or AW est l'espace vectoriel engendre par les fonctions 

=x E wv. fx, ofu A C PO. Choisissons une systeme fondamental de racines 
W 
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relatif i II, alors tout element de PO est transforme par WT d'un poids dominant 
d'une representation lineaire irreductible de G [2], on peut done se borner 
a prendre les A qui sont de tels poids dominants. Or on voit facilement 
qu'une telle Px est bien combination lineaire a coefficients entiers de carac- 
thres de representations lineaires irreducibles, grace au fait que dans la 
representation lineaire irreductible de poids dominant donne A, la multiplicite 
de A (done le coefficient de fx dans l'expression du caract,re de la represen- 
tation envisagee) est 1. 

COROLLAIRE. Soient u, u' deux hornomorphismes complexes de A- C* 
dans H tels que pour toute representation line'aire holomorphe irreducible U 
de dimension finie de G, on ait Tr U o u = Tr U o '. Alors ut et u' sont 
conjuguees par une operation du groupe de Weyl. 

Soit T la circonference unite dans C*, soit t un element de Tn engendrant 
un sous-groupe dense, il suffit alors d'appliquer la prop. 1. 4 'a u (t) et u'(t). 

Par. 2. Fibres vectoriels. Nous allons prouver le theoreme 1. 1 quand 
G est le groupe lineaire Gl (r, C) des automorphismes de 1'espace vectoriel 
complexe Cr. Alors la classification des fibres holomorphes de groupe 
Gl (r, C) est aussi elle des fibres vectoriels holomorphes. Notons que le 
sous-groupe H de Gl(r,C) forme des matrices diagonales est un sous-groupe 
de Cartan. Les fibres holomorphes vectoriels a groupe structural H s'identi- 

r 
fient aux fibres vectoriels E avec une decomposition donnee E=> Ei de E 

i=l 
en somme directe de sous-fibres vectoriels holomorphes a fibre de dimension 1. 
Le theoreme 1. 1 s'enonce maintenant ainsi: 

THEOREME 2. 1. Soit X la sphere de Riemann. Tout fibre vectoriel 
holomorphe E sur X est somme directe de sous-fibres vectoriels holomorphes 
Fi (1 ? i ? r) a fibres de dimension 1. Les classes des fibres Pi sont bien 
determinees a une permutation pres. 

Si on se rappelle que la classe d'un fibre vectoriel holomorphe a fibre C* 
est definie par son degre, qui est un entier rationel arbitraire, on obtient le 

COROLLAIRE. L'ensermble H1 (X, Ox(GIl(r, C)) des classes de fibres vec- 
toriels holomorphes sur la sphere de Riemrann X, s'identifie a l'ensemble des 
suites decroissantes n1 - n2 ? - nr de r entiers rationnels, a une telle 
suite correspondant la classe du fibre' Ln, oui L. est le fibre vectoriel holo- 
morphe de fibre C sur X ayant le degre n. 
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La demonstration qui va suivre s'applique aussi bien dans le cadre de 
la Geomentrie Algebrique sur un corps de base algebriquement clos quelconque. 

Notons d'abord que d'apres Serre [6] la classification des fibres vectoriels 
a-talytiques, ou des fibres vectoriels algebriques au sens de Weil [8], au 
dessus d'une variete holomorphe projective (donc algebrique), est la meme. 
Dans le cas oiu X est une courbe sans singularites, toute application rationelle 
de X dans une variete pi'ojective est reguliere (resultat elementaire purement 
local) d'ou il resulte que plus generalernert, toute section rationelle d'un 
fibre algebrique localement trivial sur X de fibre une variete projective, est 
en fait reguliere. Appliquant ceci au fibre associe au fibre vectoriel alge- 
brique E, de fibre l'espace projectif defini par Cr, on voit qu'on peut trouver 
un sous-fibre vectoriel algebrique E1 de E 'a fibre de dimension 1: il suffit de 
prendre une section rationelle s #A 0 de E, c'est aussi la section rationelle d'un 
fibre E1 du type cherche, evidemment unique. (Le fait que E est un fibre 
algebrique nous sert precisement pour assurer l'existence de sections mero- 
morphes non identiquement nulles!). Appliquant ce resultat au fibre vectoriel 
E/E1, on coiistruit de proche en proche une " suite de composition " 
EO {0} C El C E2 C C Er = E de E par des sous-fibres vectoriels 
holomorphes tels que les Ei/Ei-1 aient des fibres de dimension 1 (1 ? i r). 
Soit di = d (El/Ei-) le degre de fibre Ei/Es1, on va pouver que l'on peut 
choisir la suite de composition de telle sorte que la suite des di soit decroissante. 

LEMME 2. 2. Les degrcs des sous-fibres vectoriels holomorphes L de E 
a fibre de dimension 1 sont bornes superieurement. 

De fagon precise, on a d (L) ? Sup di. En effet, soit i le premier iildice 
i 

tel que L C Ei, soit s #& 0 une section meromorphe de L, s' la section mero- 
morphe de El/Ei-1 qu'elle definit. Les diviseurs de s et s' satisfont evidemment 
a (s) - (s'), d'ofu deg(s) ? deg(st) c'est a dire d(L) ? d(L,), cqfd. 

Pour construire maintenant les Ei de fagon que la suite di soit decrois- 
sante, prenons d'abord pour E1 un sous-fibre vectoriel holomorphe de E, de 
fibre C, de telle fagon que d (E,) soit le plus grand possible, construisons de 
meme le sous-fibre E2/E1 de E/E1, etc. Je dis que la suite des di = d(Ei/Es1) 
est alors decroissante. On est ramene aussit6t 'a prouver que d2 < di, puis 
en remplacant E par E2, au cas oiu la fibre de E est de dimension 2. On 
doit donc prouver: 

LEMME 2. 3. Soit E un fibre vectoriel holomorphe de fibre C2 sur la 
sphere de Riemcann X, soit E1 un. sous-fbre vectoriel holomnorphe a' fibre C, 
tel que d(E1) soit le plus grand possible. Alors d(E1) ? d(E/E1). 
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Nous allons prouver en effet que si d1 < d2, alors il existe un sous-fibre 
vectoriel holomorphe de E de degre > dl, c'est a dire qu'il existe une section 
meromorphe s ?= 0 de E telle que deg (s) > di. Pour ceci, on peut supposer 
d - 1 d'o'u d2 ? 0, en remplacant au besoin E par son produit tensoriel 
avec un fibr6e vectoriel holomorphe L-l-d1 de degre - 1 - di. (En effet, les 
sous-fibres vectoriels holomorphes de F et de LO E sont en correspondance 
biunivoque par E1- L 0 E1, et L ? E/E1 est isomorphe 'a (L 0 E) / (L 0 E1), 
enfin le degre de L 0 E1 resp. L ? E/E1 est egal 'a celui de E1 resp. E/E1 
augmente de n = -1- d1). Pour un fibre' vectoriel holomorphe M quelcon- 
que, designons par Ox(M) le faiseau des germes de sections holomorphes de M. 
On a alors une suite exacte de faisceaux 0 -* Ox (E,) -* Ox (E) -* Ox (E/El) 
- 0, d'o'u une suite exacte de cohomologie 

HO (X, x (E)) -> HO(X, Ox(E/l) E,) H'(X, Ox(El). 

Or d'apres le theoreme de dualite [7], H'(X,Ox(El)) a meme dimension 
que HO (X, Ox (Lkd1)) ou k 2g -2 est le degre de la "classe canonique" 
de diviseurs (g designe le genre de X). Or on a g =0, di = -1, d'oiu 
Lk-d L1; le diviseur d'une section meromorphe de L-1 a pour degre -1, 
donc ne peut etre > 0, donc 1H0 (X, Ox (L1)) 0 O et par suite H'(X, Ox (El)) 

0, donc la suite exacte precedente prouve que toute section holomorphe de 
E/E, provient d'une section holomorphe de E. Or, comme E/E, a un degre 
d2 ? 0, il admet une section holomorphe non nulle, il en est donc de meme 
de E. Une section holomorphe non nulle s de E a un diviseur de degre 
? 0 donc de degre > d1 = -1, ce qui acheve la demonstration du lemme 2. 3.3 

Soit donc (EI) une suite de composition du fibre vectoriel E, telle que 
la suite des degres di des E1/E>1 (1 ? i ? r) soit decroissante, nous allons 
prouver que E est isomorphe 'a la somme directe des Ei/Ei-1. On procede 
par recurrence sur r, I'assertion etant triviale pour r 1. Supposons la 
demontree pour des fibres vectoriels de fibre Cr' avec r'? r - 1 (r etant un 
entier >2), prouvons la pour E de fibre Cr. D'apres l'hypothese de recur- 

r-1 

rence, Er-, est isomorphe 'a ,E/E1, nous allons prouver que 1'extension E 
i=l 

du fibre vectoriel Q - E/Erl par le fibre vectoriel P = Er, est triviale, 
c'est a dire qu'il existe un homomorphisme holomorphe de Q dans E qui, 
compose avec l'homomorphisme canonique E--> Q, donne l'identite. Soit Q' 

3 Cette demonstration est due a J. P. Serre. La dmonstration originale etait 
beaucoup moins transparente.-Le referee fait remarquer que ce resultat figure aussi, 
sous une forme differente, dans Atiyah, Proc. L. M. S. 1955. 
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le fibre dual de Q. La suite exacte 0 -Q' P -Q' E-- Q'0 Q -- 0 donne 
naissance a une suite exacte de cohomologie 

HO (X,Ox (Q'0E) >HO(X, ,Ox(Q'0Q)) H1(X,Ox(Q'0P)). 

Or on a 
r-l V-i 

Q'0P I (E/Er1i)' 0 (EiE/ES) - z Ld,-d, 
j=1 j=1 

r-1 

d'oiu HI(X, Ox(Q' 0 P)) , H1(X, Ox (Ldird)), et comme d - dr 0 > - 1, 
j=1 

un calcul deja fait montre que H1(X, Ox(Ldj-d,)) = 0, d'oiu HI(X, Ox(Q' 0 P)) 
=- 0. Donc le premier homomorphisme de la suite exacte ecrite plus haut 
est surjectif, en particulier I'automorphisme identique de Q (considere comme 
section holomorphe du fibre Q' 0Q) appartient a cette image, i. e., peut se 
remonter en un homomorphisme holomorphe de Q dans E.4 

On a demontre la premiere partie du theoreme 2. 1. Reste a prouver 
que dans une decomposition en somme directe E - > Fi, les degres des fibres 
Fi de fibre C sont bien determines 'a l'ordre pres. Ce fait pourrait se deduire 
d'un theoreme du type Remak-Krull, d'u 'a Atiyah (non publie), affirmant 
que la decomposition d'un fibre vectoriel holomorphe, sur un espace analytique 
compact X, en somme directe de fibres vectoriels "indecomposables," est essen- 
tiellement unique. MIais nous aurons besoin dans le cas actuel d'un resultat 
plus precis, que voici: 

r 
PROPOSITION 2. 4. Soit E == Ei un fib-e vectoriel holomorphe sur la 

J=1 
sphe,re de Riemann X, somme directe de sous-fibres vectoriels holomorphes 
a fibre C, de degres di. Soit, pour tout entier rationnel k, Ek le sous-fibre 
vectoriel de E, sonrmme directe des F, tels que dik ?I. Alors Ek est egal au 
plus petit sous-fibre vectoriel holomorphe de E contenant les sections m,ero- 
morphes s de E dont le diviseur est de degr6 ? k (en particulier, Ek est 
defini independamrnent de la decomposition donnee de E). 

COROLLAIRE. Le nombre d'indices i tels que d, =kIc est egal a' la dimen- 
sion de la fibre du fibre vectoriel Ek/Ek+l, donc ne depend pas de la de6com- 
position choisie de E. 

La demonstration de la proposition 2. 4 est immediate, et laissee au 
lecteur. 

4Nous avons montre que si P et Q sont deux fibres vectoriels holomorphes sur 
1'espace analytique X, tels que H1 (X, Ox (Q' ? P)) = 0, alors toute extension holo- 
morphe de Q par P est triviale. En fait, il n'est pas difficile de se convaincre que dans 
tous les cas, les classes d'extensions holomorphes de Q par P correspondent biunivoque- 
ment aux 61ments de H1 (X, Ox (Q' ? P) ) (Serre). 

9 
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Par. 3. Fibres orthogonaux. 

PROPOSITION 3. 1. Soit X un espace analytique compact. L'application 
canonique de H1(X,Ox(O(r,C))) dans H1(X,Ox(Gl(r,C))) deduite de 
l'injection naturelle O(r, C) -> Gl(r, C) est injective. 

En d'autres termes, deux fibres vectoriels orthogonaux holomorphes sur 
X, isomorphes en tant que fibres vectoriels holomorphes, sont aussi isomorphes 
en tant que fibres vectoriels orthogonaux holomorphes. Pour le prouver, 
on peut supposer que sur le fibre vectoriel holomorphe E, on a deux struc- 
tures orthogonales holomorphes definies par la donnee sur toute fibre E, 
(x E X) de deux formes quadratiques (a, b) et (a, b)1 non degenerees, 
(fonctions holomorphes du point x), et il faut montrer qu'il existe un auto- 
morphisme holomorphe u du fibre vectoriel E, transformant la premiere forme 
en la seconde, c'est a dire tel que (a, b)1 (ua, ub) pour a, b E E,. Pour 
toute fibre E,, on peut ecrire (a, b)1 _ (A_a, b), oiu Ax est un endomorphisme 
de E. tel que A - A* (oui A* est l'adjoint de A relativement A la premiere 
forme quadratique: (A*a, b) (a, Ab) pour a, b E Ex). Ax est inversible, 
et pour x variable, est une fonction holomorphe de x, donc de:finit un auto- 
morphisme A du fibre vectoriel E. On cherche donc un automorphisme 
vectoriel holomorphe u de E tel que (ua, ub) = (Aa, b) c'est 'a dires A = u*u. 
On va voir qu'on peut meme choisir u tel u = u*, et A - u*u-- u2. Pour 
ceci, considerons le polynome caracteristique det (A - z 1) de A, ses coeffi- 
cients sont des fonctions holomorphes sur X, donc constantes puisque X est 
compacte, pourvu qu'on suppose X connexe, ce qui est loisible. Donc le 
polynome caracteristique de A. est independant de x. Soient A1, ,,Xk ses 
racines distinctes, de multiplicites c, , ch.. Pour tout xE X, EB est 
somme directe de sous-espaces Eix bien determines, de dimension aj, sur 
chacun desquels Ax induit un operateur de la form X, (1 +-i-x), oil Utx est 
nilpotent. Les EB, sont orthogonaux devix a deux puisque A ==A*. Les Et` 
et les ui, sont fonction holomorphes de x, done E est somme directe de sous- 
fibres vectoriels holomorphes Ei (1 ? i ? kI), tels que la fibre de Y" en x 
soit Bix. Soit u une racine carree de AX, posons 

vi, .-== ( i + q1 ft$) 

ou on pose (1+ 
ui-)? 

(1/k!)(4)(j-1) (I-7c?+ 1) (uia)k. Alors 
k=O 

vi, est un endomorphisme de EBi fonction holomorphe de x, de plus on a 
Vi=- (vi,,)*. Soit vi l'endomorphisme de Ef defini par les vi, u leur somme 
directe, on a u= u* puisque les vi sont autoadjoint et les Ei orthogonaux 
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deux a deux, et de plus u2 A par construction, ce qui acheve la demon- 
stration. 

Remnarques 1. La demonstration qui precede est encore valable en 
Geometrie Algebrique sur un corps algebriquement clos quelconque de carac- 
teristique p 6 2. Une demonstration exactement analogue prouverait de 
meme que I'application canonique 

Hi(X7,Ox(Sp(r,C))) H'(X,Ox(GI(2r,C))) 

est injective sous les memes conditions. On pourrait en deduire directement, 
comme pour le cas du groupe structural 0 (r, C) traite ci-dessous, la classi- 
fication des fibres symplectiques holomorphes sur la sphere de Riemann. 
Cette demonstration a l'avantage d'etre encore directement applicable en 
Geometrie Algebrique (en caracteristique p 7/ 2), contrairement 'a celle du 
par. 4. 

2. L'analogue de la Proposition 3.1 pour le groupe structural SO(r,C) 
au lieu de 0 (r, C) est fausse deja si r- 2 et quand X est la sphere de 
Riemann. 

En vertu de prop. 3. 1, la determination de H' (X, Ox (O (r, C))) revient 
a la determination de l'image de cet ensemble dans H' (X, Ox (GI (r, C))). 
On a alors: 

THE'OREME 3. 2. Soient X la sphere de Riemann, E un fibre vectoriel 
holomorphe sur X. Pour qu'il existe sur E une structure orthogonale holo- 
morphe, il faut et il sufit que E soit isomorphe au fibre dual E'. Alors le 
fibre' orthogonal dont il provient est bien determine a" un isomorphisme pres. 

La n6cessite de la condition est triviale, et le resultat d'unicite est un 
cas particulier de prop. 3. 1. Reste a prouver que si E est isomorphe 'a E, 
E admet une structure orthogonale holomorphe. Mais soit (nm) la suite des 
invariants de E (th. 2. 1, corollaire) alors la suite des invariants de E' 
est evidemment a l'ordre pres (- ni), et 1'hypothese signifle que ces deux 
suites sont les mermes 'a une permutation pres, c'est a dire que la famille (ne) 
est symetrique par rapport 'a 0. Dans la decomposition E - Y Lns on peut 
doinc grouper ensemble les composantes qui correspondent a des ni nuls, et 
les El correspondants a des ni opposes, donc E apparait comme somme directe 
d'uiI fibre trivial Eo, et de fibres du type L + L'. Eo peut evidemment se 
munir d'une structure orthogonale, donc le theoreme resultera du 

LE iMME 3. 3. Soit L un fibre' vectoriel holomorphe sur un espace ana- 
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lytique X, soit L' son dual. Alors le fibre L + L' est muni d'une structure 
orthogonale canonique. 

I1 suffit en effet, sur chaque fibre La, + L's, d'introduire la forme bi- 
lineaire symetrique 

(a-+ a',b+ b') = <a, b'>+<b, a'> 

ou les produits scalaires du second membres sont relatifs 'a 'accouplement 
naturel de l et de son dual. 

PROPOSITION 3. 4. Soient X la sphe're de Riemann, E un fibre vectoriel 
orthogonal sur X, et soit pour tout entier rationnel k, Ek le plUs petit sous- 
fibre vectoriel holomorphe de E contenant les sections meromorphes ayant 
un diviseur de degre ? k (cf. prop. 2. 4). Alors le sous-fibre vectoriel de E 
orthogonal de Ek est E-k+l. 

Par raison de syme'trie, on peut supposer k ? 1. D'apres le theoreme 
3. 2, E est de la forme 

E Eo + (Ln, + L Fn,) 
nt>o 

ou les facteurs E0 et (Lnl + L ) sont deux a deux orthogonaux, enfin les 
Ln4 et L, isotropes et E0 constant. La proposition results alors immediate- 
ment de la prop. 2. 4. 

Par. 4. Demonstration du theoreme principal. a) Reduction du 
group structural. 

LEMME 4. 1. Soient X un espace analytique complexe compact, G un 
groupe de Lie complexe, P un fibre holomorphe sur X de groupe structural 
G, E le fibre associe adjoint de fibre l'algebre de Lie 0S de G (oui G opere 
par la representation adjointe). Supposons qu'on connaisse une section 
holomorphe s de E telle que, en au moins un point a E X, s(a) soit un element 
regulier [3, Chap. 6] de l'algebre de Lie Ea, fibre de E en a. Alors s(x) est 
un elment regulier de E, pour tout x C X. 

Les co6flicients al(s(x)) du polynome caracteristique de ads(x) sont 
des fonctions holomorphes sur X, done constantes puisque X est compact. 
Or dire que s(x) est regulier signifie que ar(s(x)) 7#0, oiu r est le rang 
de 0S. D'ou la conclusion. 

COROLLAIRE 1. Sous les conditions prece'dentes, on peut reduire le 
groupe structural G de P au normalisateur N d'un sous-groupe de Cartan 
Hide G. 
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En effet, soit pour tout x C X, t (x) la sous-algebre de Ex centralisateur 
de s(x). C'est une sous-algebre de Cartani puisque x est regulier, et elle est 
fouiction holomorphe de x comme on le vcrifie sans difficulte. Soit b ulie 
sous-algebre de Cartan de (S, H le sous-groupe de Cartan correspondent de G. 
Le normalisateur N de EI est aussi identique a l'ensemble des g E G qui 
invarient b dans la representation adjointe de G. Done l'espace homogene 
G/N est isomorphe a 1'espace des sous-algebres de Cartan de (S (se rappeler 
que deux sous-algebres de Cartan sont toujours conjugees!) et le fibre associe 
h P et de fibre G/N est celui dont la fibre, en un point x E X, est 1'ensemble 
des sous-algebres de Cartan de l'algebre de Lie E,. Or nous avons construit 
une section holomorphe x -> f (x) de ce fibre, ou ce qui revient au meme, 
nous avons reduit a N le groupe structural de P, ce qui prouve le corollaire. 

COROLLAIRE 2. Si de plus X est simplement connexe, on peut reduire 
le groupe structural au sous-groupe de Cartamw H. 

En effet, N/H est discret, dolnc le fibre de fibre N/H associe 'a un 
fibre holomorphe de groupe N est trivial puisque X est simplement connexe, 
donc le groupe structural peut se reduire a H. 

Nous supposons maintenant que X est la sphere de Riemann, et allons 
niontrer que si G est un groupe de Lie holomorphe reductif, la condition du 
lemme 4. 1 est automatique satisfaite, c'est a dire qu'on peut trouver une 
section holomorphe s de E telle que s(a) soit un element regulier de Ea pour 
au moiiis un a E X. On a (0 == 8 + (S' oiui 3 est le centre et (S' l'algebre 
derivee de (5, et cette decomposition est invariante sous la representation 
adjointe de G. I1 en re'sulte une decomposition analogue de E en somme 
directe de deux sous-fibres dont la fibre en chaque point x est le centre resp. 
l'algTbre derivee de l'algebre Ex. Comme un element regulier de l'algebre 
derivee de Ex est regulier dans Ea,, on voit aussitot, en envisageant le fibre de 
fibre (I', de groupe Aut (S' associe au fibre P et a la representation de G dans 
Aut (' deduite de la representation adjointe, qu'on peut se ramener au cas 
ozi G est un groupe semi-simple (savoir Aut ('), ce que nous supposerons 
desormais. 

Soit alors Ek le sous-fibre vectoriel de E engendre par les sections 
meromorphes dont le diviseur est de degre > k (cf. prop. 2. 4). On verifie 
aussitot que [Ek, Ek'] C Ek+k' car si s, s' sont deux sections meromorphes 
de E, le degre deg ( [s, s']) du diviseur de la section [s (t), s'(t)] est mani- 
festement ? deg(s) + deg(s'), car ([.s, s']) ? (s) + (s'). I1 en resulte en 
particulier que E1 est un fibre de sous-algebres de Lie de E, et que si (5 
est la fibre de E1 en un point fixe' a C X, et si on identifie (S a la fibre E, 
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alors pour Y C 01, adg Y est nilpotent. D'autre part, E est en fait un 
fibre orthogonal (grace 'a la forme de Killing sur (S, invariante par auto- 
morphismes) et nous avons vu (corollaire au th. 3.2) que l'orthogonal de 
E1 est forcement E, Soit (O la fibre de Eo en a, c'est done l'orthogonal 
de (, dans (5 pour la forme de Killing. Or on a: 

LEMME 4.2. Soient 05 une algebre de Lie cornmplexe semi-simple, el 
une sous-algebre telle que pour tout X C 5,, ado X soit nilpotent. Par suite 
(0S est nilpotent et a fortiori contenue dans une sous-algebre resoluble 
maximale 9 de I. Alors R est contenue dans l'orthogonal 60 de 0S1 (pour 
la forme de Killing). 

En effet, on sait qu'on a = fj+ , ofu j est une sous-algebre de 
Cartan, et 91 = -9' est le plus grand ideal nilpotent de X. 11 s'ensuit que 
tout element X de 9 tel que ado X soit nilpotent est dans 9Z (il suffit meme 
que ad% X soit nilpotent!) en particulier (, C 91. D'autre part, il est bien 
connu aussi que ER est orthogonal A 91, donc 'a fortiori 'a 05, donc contenu 
dans 6, Le lemme 4. 2 est demontre. Comme il existe des elements 
reguliers dans j, on obtient le 

COROLLAIRE. Sous les conditions precedentes, il existe ull element r6gu- 
lier de ' contenu dans 0S0. 

Revenons alors a notre demonstration. D'apres sa definition et prop. 
2. 4, E0 est isomorphe 'a une somme directe de fibres vectoriels holomorphes 
de fibre C, de degres > 0, d'oli re'sulte aussitot que pour tout 6lement u 
de la fibre R, de EB en a, il existe une section holomorphe s de E0 prenant 
la valeur u en a. D'apres le corollaire precedent, on peut choisir u regulier. 
Cela prouve que la condition du lemme 4. 1 est bien satisfaite. En vertu 
du corollaire 2 dudit lemme, nous voyons que le groupe structural de P 
peut se reduire A H, ce qui demontre la premiere moitie du theoreme 
principal 1. 1: l'application (1) du par. 1 est surjective. Reste a prouver 
qu'elle est injective. 

b) Resultat d'unicite a une operation de WV pres. Dans ce qui suit, 
X sera toujours la sphere de Riemann. Supposons d'abord G semi-simple 
connexe. Soit t un element de H1' (X, Ox (H) ), & son image dans 
HI (X, Ox (G)). On a vu au par. 1 que $ est la classe du fibre associe au 
fibre L1 (de groupe C*) et 'a un homnomorphisme complexe u de C* dans H 
bien determine. Nous allons montrer comment la conniaissance de 4, deter- 
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mine it A une operation de Wv pres. Pour toute representation lineaire com- 
plexe de G, on a une application naturelle 

U* 

H' (X,Ox(G)) ->H'(X,Ox(Gl(r,C))) 

(r etant le degre de la representation), en faisant correspondre 'a un fibre 
holomorphe de groupe (G le fibier vectoriel associe (pour la representation U). 
Ce dernier est aussi associe a L, et la representation lineaire Uou de C*, 
done la classe du fibre' vectoriel associe a L, et U ou est connue quand on 
connait 4. D'apres le theoreme 1, 2, deja detmontre (sous la forme equi- 
valente 1. 1) au par. 2 dans le cas du groupe lincaire general, on en conclut 
que U o u est connu a une similitude pres, a fortiori la fonction Tr U (u (t)) 
sur C* est connue. Ceci etant vrai pour toute representation lineaire U de 
dimension finie de G, on peut en conclure, en vertu de prop. 1. 4, corollaire, 
que u lui-meme est determine h une operation de W pres. 

Supposons maintenant G reductif et connexe. 

LEAMMIE 4. 3. Soit G un groupe de Lie complexe reductif connexe. Alors 
il existe un sous-groupe fini z du centre de G tel que G/z soit isomorphe 
au produit d'un groupe abelien par un groupe semi-simple. 

Le groupe de revetement universel de G est isomorphe a un produit V X FY 
ou V est un espace vectoriel complexe et F un groupe semi-simple complexe. 
G est done isomorphe an quotient de V X F par un sous groupe discret r 
du centre de V X F. Ce centre est identique a V X r, oiu 7r est le centre 
de F, done fini en vertu d'un theoreme fondamental de H. Weyl [2]. Il en 
resulte que la projection L de r sur V est un sous-groupe ferme de V, de 
meme rang que r, donc r est un sous-groupe d'indice fini de L X vr. Posant 
maintenant z - (L X 7r) /r, le lemme 4. 3 est demontre. 

Le theoreme 1. 1 etant vrai si G est semi-simple connexe comme on a. 
vu plus haut, oU si G est abelien connexe comme on a vu au par. 1, il s'ensuit 
aussit6t qu'il est encore vrai pour le produit de deux tels groupes, donc 
pour le group G/z du lemme 4. 3. Notons que Ij/z est un sous-groupe de' 
Cartan de G/z et N/z son normalisateur. Considerons le diagramme com- 
mutatif d'applications naturelles: 

H' (XOx(H) 4 H'(X,Ox (G)) 

HSe(X, Oxd(Huz) H' mt(Xd OxH(GHz)) ) 

Soient , 'deux e'lements de H' (X, Ox (H) ) ayant m'eme image danls 
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H'(X, Ox(G)), alors leurs images 4,, 6'1 dans H'(X, Ox(H/z)) ont meme image 
dans H' (X, Ox (G/z)), donc d'apr6s ce qu'on a dit, sont conjugues sous le 
groupe de Weyl (N/z) / (H/z) de G/z, qui est isomorphe au groupes de Weyl 
W N/H de G. Par suite d et 6' sont conjugues sous W mod un element 
du noyau de l'homomorphisme H' (X, Ox (H)) -> HI (X, Ox (H/z)). Or ce 
noyau est nul, en vertu de la suite exacte de cohomologie deduite de la suite 
exacte 0 -* z -> H-> H/z --E 0, puisque H' (X, z) = 0 (X etant simplement 
connexe). Cela demontre le th. 1. 1 dans le cas oiu G est connexe. 

Supposons enfin G reductif quelconque. Soient 6, 6' deux elements de 
H' (X, Ox (H)) ayant meme image dans H' (X, Ox ( G)). Soient &,, 6', 
leurs images dans H' (X, Ox ( Go)), 4, et (', ont meme image dans 
H' (X, Ox(G)), et sont par suite conjugues par u-ne operation du groupe 
H0 (X, Ox ( G/Go)) = G/Go (en vertu par exemple de la "suite exacte de 
cohomologie" pour les faisceaux non commutatifs, developpee dans [4]). 
Un element de G/Go opere sur H' (X, Ox (G,)) en prenant un representant 
g c G et considerant l'automorphisme go--> ggog-1 de Go. Or il existe un 
representant qui est dans N, comme on a vu a la fin de la demonstration 
de prop. 1. 3. On en conclut qu'en remplagant (' par un conjugue de 6' 
sous W, on peut supposer que 6, = a'1. D'apres le theoreme 1. 1 pour Go, 
on en conclut que t et d' sont conjugues sous le groupe de Weyl de G, et 
a fortiori sous W, ce qui acheve la demonstration. 

Remarques finales. 1. On peut se demander si le th. 1. 1 ou le th. 1. 2 
reste valable pour tout groupe structural de Lie complexe G. On s'apergoit 
qu'il est dej'a en de'aut quand G est le groupe des transformations affines 
2-> az + b (a, b complexes). On notera cependant que la technique de 
"devissage" exposee dans [4], jointe aux resultats de ce travail, permettent 
en principe de determiner H' (X, Ox (G)) pour tout groupe G donne. Je 
ne connais toutesfois pas de description simple de H' (X, Ox (G)) en termes 
de theorie des groupes de Lie complexes. 

2. II semble plausible que la seule variete projective X sur laquelle 
tout fibre vectoriel holomorphe soit decomposable en somme de fibres holo- 
morphes de fibre C, soit la sphere de Riemann. On note en tous cas que 
si X est une courbe algebrique projective non singuliere de genre g # 0, 
i. e. telle que H' (X, Ox) # 0, il existe sur X un fibre vectoriel holomorphe 
indecomposable a fibre C2: si Eo est le fibre vectoriel constant de fibre C, 
il suffit de prendre un fibre E extension non triviale 4 de Eo par E0. E est 
indecomposable, car s'il etait decompose en la somme de deux fibr6s E,, E2 
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de fibre C, on conclurait d'abord que chaque Ei admet une section holomorphe 
non nulle (puisque E en admet une engendrant un sous-fibre qui n'est pas 
" facteur direct ") donc a un degre 0 0; comme la somme de ses degres 
est identique a deg(E) ==deg(Eo) + deg (E0) = 0, ils doivent etre nuls, ce 
qui, joint A 1'existence d'un section holomorphe, implique que Ei est constant, 
done E est constant; mais alors toute section holomorphe de E est constante, 
donle si elle est #/ 0, la structure d'extension qu'elle definit sur E est triviale, 
contrairement a la construction de E comme extension non triviale. Notons 
encore que si X est l'espace projectif complexe Pn de dimension n ? 2, alors 
le fibre tangent n'est pas meme reductible a la forme triangulaire; autre- 
ment, le fibre dual E le serait aussi, d'ou on conclurait aisement que 
Hi (X, Ox (E)) 0 pour i= 0, n (car on sait que pour tout fibre vectoriel 
holomorphe L de fibre C sur X =P, on a Hf(X,Ox(L)) =0 si i#0,n 
5, Chap. 3, prop. 8]); or Ox(E) est le faisceau 01 des germes de 1-formes 

differentielles holomorphes, et H1 (X, f21) - H1'1 (X C) (cohomologie de type 
(1, 1) de X) ; mais il est bien connu que H11 (X, C) =A 0 pour toute variete 
projective sans singularites X de dimension complexe ? 1. Pour finir, 
prenons pour X la " variete des drapeaux " sur P2 (isomorphe canoniquement 
a la variete des drapeaux dans 1'espace vectoriel C3), c'est donc un espace 
fibre algebrique sur p2 de fibre Pl = sphere de Riemann. Le fibre tangent 
de la base p2 n'est pas reductible a la forme triangulaire, mais son image 
reciproque E sur X l'est evidemment, E est cependant, indecomposable, comme 
il iesulte du fait plus general suivant: Soit p une application holomorphe 
d'un espace analytique X sur un autre Y, identifiant Y a un "espace 
analytique quotient" de X, i. e. telle que les fonctions holomorphes f sur un 
ouvert U de Y soient celles telles que f o p soit holomorphe sur p-1 (U). 
Supposons que pour tout yC Y, p-1(y) soit compact et connexe. Soit E un 
fibre vectoriel holomorphe sur Y; pour que E soit indecomposable, il faut et 
il suffit que p-'(E) le soit. De fagon plus precise, les decompositions de E 
en somime directe de deux sous-fibres vectoriels holomorphes correspondent 
biunivoquement aux decompositions analogues de p-'(E). Elles s'identifient 
en effet aux systemes de deux projecteurs complementaires de l'algebre 
HO(Y,Oy(E-' 0E)) (F' designant le fibre dual de E), tandis que les 
decompositions de p-1 (B) s'identifient aux systemes de deux projecteurs com- 
plementaires dans l'algebre H0(X,Ox (p-((E'0E))), et il suffit de montrer 
que si (f', f2) est un tel systeme, alors chaque section fi provient d'une 
section holomorphe de E' 0 E sur Y, ou encore (en vertu de I'hypoth&se sur p) 
que sa restriction aux "fibres" p-l(y) sont des sections constantes. Or, ceci 
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resulte du fait que p- (E' 0 E) induit un fibre constant sur chaque fibre, 
et de 1'hypothese faite sur les fibres.5 

UNIVERSITY OF KANSAS AND 
CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE. 

5 Comme me l'a fait observer le referee, la condition que la fibre soit connexe (et 
que j'avais malencontreusement omise) est essentielle pour la validate du resultat 
indique, un contre-exemple dans le cas contraire etant obtenu ainsi: on prend X = Y = 
courbe elliptique, p (x) = 2$ (au sens de la loi du groupe), de sorte que X devient un 
revetement a 4 feuillets de Y, et on prend pour E un fibre extension non triviale du 
fibre en droites defini par le diviseur (P) (P un point de Y) par le fibre en droites 
trivial. (Le fait que p-1 (E) est decomposable peut Utre prouv6 a l'aide des r6sultats de 
Atiyah, Proc. London Math. Soc. 1955). 
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