
SUR CERTAINS CLASSES DE SUITES DANS LES ESPACES DE
BANACH, ET LE THÉORÈME DE DVORETSKY-ROGERS.

PAR ALEXANDRE GROTHENDIECK (SÃO PAULO, PARIS).

TABLE DES MATIÈRES

1. Introduction. Notations et rapels sur les produits tensoriels

topologiques 1

2. Rappels sur certaines classes de suites. 3

3. Compléments sur les suites sommables. 9

4. Le lemme fondamental. 12

5. Théorèmes d’existence dérivés. 14

6. Application à un problème général sur les produits tensoriels

topologiques. 17

7. Sur une propriété remarquable des espaces de Hilbert. 21

Bibliographie. 22

1. INTRODUCTION. NOTATIONS ET RAPELS SUR LES PRODUITS

TENSORIELS TOPOLOGIQUES

Un théorème remarquable de Dvoretsky-Rogers [3] affirme qu’un espace

de Banach où toute suite sommable est absolument sommable, est forcément

de dimension finie. J’ai retrouvé ce résultat par une méthode complètement

différente [5, Chap. 2, fin du nº 2]. Ces deux méthodes on des champs d’ap-

plication très différents. Nous allons développer ici quelques résultats intéres-

sants de nature métrique qui se démontrent à l’aide du lemme fondamental

de [3], et dont quelques-uns on été signalée dans [5].

Je suppose connue la signification des symboles pb et qb introduits dans [4]

et son résumé [5] ; cependant, dans ces travaux, j’emploie encore le signe ppb au

lieu de qb (ce dernier est plus suggestif pour la dualité entre les opérations pb
et qb, et se prète d’ailleurs mieux à une extension systématique du formalisme

tensoriel-topologique). Pour simplifier, nous considérons uniquement des es-

paces de Banach, dans toute la suite. EpbF est le complété de E b F (produit

tensoriel algébrique ordinaire de E et F) pour une norme, notée |u|{z, telle que
1
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le dual de EpbF soit exactement l’espace BpE, Fq des formes bilinéaires conti-

nues sur E ˆ F, muni de sa norme usuelle. Il s’ensuit aisément que pour tout

espace de Banach G, il y a correspondance biunivoque canonique, préservant

les normes naturelles, entre applications bilinéaires continues de E ˆ F dans

G, et applications linéaires continues de EpbF dans G. EqbF est l’adhérence de

E b F dans BpE 1, F 1q, quand on interprète E b F comme un espace de formes

bilinéaires sur E 1 ˆ F 1. La norme induite sur EqbF par BpE 1, F 1q est notée |u|z{,

ou }u} (suivant l’usage général pour la norme d’une forme bilinéaire). Le dual

de EqbF sera note B{zpE, Fq, c’est un espace de formes bilinéaires continues sur

E ˆ F, appelées formes bilinéaires intégrales : B{zpE, Fq Ă BpE, Fq. La dualité

entre pb et qb s’exprime dans les énoncés suivants : La norme induite sur E 1bF 1

par le dual BpE, Fq de EpbF est aussi la norme induite par E 1 qbF 1, et de même

la norme induite sur E b F par le dual BpE 1, F 1q de E 1 pbF 1 est aussi la norme

induite par E b F. Dualement, dans tous les cas connus, la norme induite sur

E 1 bF 1 par le dual B{zpE, Fq de EqbF est aussi celle induite par E 1 pbF 1. De façon

précise, cet énoncé est vrai chaque fois que E 1 ou F 1 satisfait à la condition

d’approximation métrique [5, Chap. 1, Appendice 2], en particulier chaque

fois que E ou F est un espace Lp (1 6 p 6 8) construit sur une mesure quel-

conque, ou un espace C0pMq (espace des fonctions continues nulles à l’infini

sur l’espace localement compact M) ; plus particulièrement, ce sera vrai si E

ou F est un espace lp (1 6 p 6 8) ou l’espace c0. De même, si E ou F satisfait

à la condition d’approximation métrique (et pour ceci il suffit que E 1 ou F 1 y

satisfasse - loc. cité -), alors la norme sur E b F induite par le dual B{zpE 1, F 1q
de E 1 qbF 1 est aussi celle induite pas EpbF.

Signalons que les formes bilinéaires sur E 1 ˆ F 1 éléments de EqbF sont com-

pactes, i.e. les applications linéaires de E 1 dans F que leur correspondent sont

compactes (i.e. transforment la boule unité en une partie relativement com-

pacte de F) : elles sont en effet limites, pour la norme usuelle, d’applications

linéaires continues de rang fini. On voit d’ailleurs immédiatement que ces

applications sont aussi faiblement continues (i.e. continues pour σpE 1,Eq et

σpF, F 1q), et d’ailleurs ces deux propriétés caractérisent les applications li-

néaires de E 1 dans F définies par des éléments de EqbF, du moins si E ou F

satisfait la condition d’approximation métrique (loc. cité).

La norme |u|{z est plus fine que la norme |u|z{, d’où une application linéaire

canonique, de norme 6 1, de EpbF dans EqbF ; cette application est biunivoque

si E ou F satisfait à la condition d’approximation (loc. cité).

Soient Ei, Fi des espaces de Banach (i=1,2), ui une application linéaire

continue de Ei dans Fi, alors u1 b u2 est une application linéaire E1 b E2
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dans F1 b F2, qui est continue pour les normes pb, et aussi pour les normes
qb. Par prolongement par continuité, on obtient donc une application linéaire

continue u1 pbu2 de E1 pbE2 dans F1 pbF2, et une application linéaire continue

u1 qbu2 de E1 qbE2 dans F1 qbF2. On a d’ailleurs

}u1 pbu2} 6 }u1} }u2} }u1 qbu2} 6 }u1} }u2}.

Mais en général, u1 b u2 n’est pas continue pour les normes induites par

E1 qbE2 et F1 pbF2 (en particulier, prenant pour u et v les applications identiques

E Ñ E et F Ñ F, cela revient alors à dire qu’en général EpbF ‰ EqbF |).

Proposition 1. Soient Ei, Fi (i “ 1, 2) des espaces de Banach, ui une appli-

cation linéaire continue de Ei dans Fi. Supposons que E 1
1 et E 1

2 satisfasse à la

condition d’approximation métrique. Pour que u1 b u2 soit continue et de

norme 6 M pour les normes induites par E1 qbE2 et F1 pbF2, (i.e. se prolonge

en une application linéaire continue de norme 6 M de E1 qbE2 dans F1 b F2)

il faut et il suffit que l’application u 1
1 b u 1

2 de F 1
1 b F 1

2 dans E 1
1 b E 1

2 satisfasse

à la condition analogue.

Soit en effet v “ u1 b u2, si v définit une application linéaire de norme

6 M : E1 qbE2 Ñ F1 pbF2, alors sa transposée v 1 peut être considérée comme

une application linéaire de norme 6 M du dual BpF1, F2q de F1 pbF2 dans le

dual B{zpE1,E2q de E1 qbE2. Sur F 1
1bF 1

2, v 1 se réduit à u 1
1bu 1

2, appliquant F 1
1bF 1

2

dans E 1
1 bE 1

2, et comme les normes sur ces espaces, envisagées dans l’énoncé,

sont celles induites par BpF1, F2q resp. par B{zpE1,E2q (voir ci-dessus), u 1
1 bu 1

2

a bien la propriété annoncée dans l’énoncé. La réciproque se démontre de

façon exactement symétrique.

2. RAPPELS SUR CERTAINES CLASSES DE SUITES.

Si 1 6 p ă `8, on désigne par lp l’espace des suites scalaires de puis-

sance p.ème intégrable, muni de sa norme usuelle }pλiq}p “ p
ř

i |λi|pq1{p

qui en fait un espace de Banach. Pour p “ 8, l8 désigne l’espace des suites

scalaires bornées, muni de la norme }pλiq}8 “ supi |λi|, qui en fait un es-

pace de Banach. c0 désigne le sous-espace fermé de l8 formé des suites qui

tendent vers 0, espace muni de la norme induite. Plus généralement, si E est

un espace de Banach, et 1 6 p ă `8, on désigne par l
p
E l’espace des suites

pxiq dans E telles que la suite des normes soit dans lp, muni de la norme

}pxiq}p “ p
ř

i }xi}pq1{p, qui en fait un espace de Banach [2, Chap.4], de

même l8
E désigne l’espace de Banach des suites bornées dans E, muni de la

norme }pxiq}8 “ supi }xi}, et c0pEq le sous-espace formé des suites dans E

qui tendent vers 0.
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Soit toujours E un espace de Banach, et 1 6 p 6 `8. Une suite pxiq dans

E est dite scalairement de puissance p.ème intégrable (ou aussi scalairement

bornée, dans le cas p “ `8) si quel que soit x 1 P E 1, la suite pxxi, x 1yq est

dans lp. Désignons alors par ux 1 cet élément de lp, u est donc une applica-

tion de E 1 dans lp, manifestement linéaire, et de plus continue en vertu du

théorème du graphe fermé (car continue pour la topologie sur lp de la conver-

gence suivant les coordonées, qui est séparée et moins fine que la topologie

normée naturelle de lp). Supposant alors p ą 1, la transposée de u définit

une application linéaire continue de lp
1

´
1
p

` 1
p 1 “ 1

¯
dans E2. Comme on

voit aussitôt que u 1ei “ xi (peiq désignant la "base canonique de lp
1

), et

que l’espace vectoriel engendré par les ei dans lp
1

est dense (car p 1 ă `8),

on voit que u 1plp 1q Ă E. On peut préciser l’application linéaire continue

v : lp
1 Ñ E ainsi définie par la suite pxiq scalairement de puissance p.ème

intégrable : Pour tout λ “ pλiq P lp
1

, pλixiq est une suite sommable dans

E, et
ř

i λixi “ vλ. En effet (th. d’Orlicz) on sait que dire que pλixiq est

sommable revient à dire que pour toute suite pµiq P l8, la suite pµiλixiq est

sommable dans E pour la topologie faible, i.e. il existe un x P E (somme de

cette suite) tel que xx, x 1y “
ř

ixλiµixi, x 1y pour tout x 1 P E 1. Or il suffit de

prendre x “ vppµiλiqq, comme on constate aussitôt, et cela montre en même

temps, en faisant µi “ 1 pour tout i, que
ř

λixi “ vppλiqq. De plus, on a

une réciproque : Si 1 ă p 6 `8, toute application linéaire continue v de

lp
1

dans E est dé-par une suite pxiq dans E scalairement de puissance p.ème

intégrable, bien déterminée par v. En effet, les xi sont bien déterminés par

xi “ vei ; d’ailleurs, comme la suite peiq dans lp
1

est manifestement scalaire-

ment de puissance p.ème intégrable (le dual de lp
1

étant lp) il en est de même

son image pxiq dans E par l’application v. D’autre part, v coïncide avec l’ap-

plication pλiq Ñ
ř

λixi sur les ei, donc sur l’espace vectoriel fermé engendré

par les ei, qui n’est autre que lp
1

lui-même (car p 1 ă 8). En résumé, nous

avons obtenu

Proposition 2. Soit E une espace de Banach, et 1 ă p 6 `8, 1 6 p 1 ă `8,

1{p ` 1{p 1 “ 1. L’espace Lplp 1

,Eq des applications linéaires continues de lp
1

dans E s’identifie à l’espace des suites pxiq dans E scalairement de puissance

p.ème intégrable : à v correspond la suite pxiq “ pveiq, à pxiq l’application

vppλiqq “
ř

λixi (le deuxième membre est une série sommable dans E).

Si 1 6 p 6 8, nous désignons par Mpppxiqq la norme de l’application

linéaire u de E 1 dans lp définie par une suite pxiq dans E scalairement de

puissance p.ème intégrable ; dans le cas 1 ă p 6 `8, c’est donc aussi la
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norme de l’application linéaire de lp
1

dans E qui correspond à cette suite

(cette application n’étant autre que la transposée de u).

Supposant toujours 1 ă p 6 `8, l’espace lp qbE, adhérence dans Lplp 1

,Eq
du sous-espace lp b E formé des applications linéaires continues de rang

fini, s’identifie à un sous-espace vectoriel fermé de l’espace des suites dans E

scalairement de puissance p.ème intégrable. (Mais on voit, en faisant E “ lp
1

,

v “application identique de lp
1

sur E, application que n’est pas compacte,

donc non dans lp qbE - qu’en général lp qbE n’est pas identique à l’espace

de toutes les suites dans E scalairement de puissance p.ème intégrable). En

particulier, signalons que l8 qbE peut se caractériser comme l’espace des suites

relativement compactes dans E (nous ne nous servirons pas de ce fait, très

élémentaire). Plus intéressant est le

Corollaire. On a c0 qbE “ c0pEq ; cette identification préserve les normes na-

turelles.

Nous laissons la démonstration au lecteur (c’est aussi un cas particulier de

[5, Chap. 1, nº 5, th. 4]).

La prop. 2 ne dit rien sur le cas p “ 1. Il est bien connu en effet qu’une

suite scalairement sommable dans E n’est pas en général sommable (si E n’est

pas réflexif), donc ne définit pas d’application linéaire de l8 dans E ; et que

les combinaisons linéaires des ei n’étant pas denses dans l8, on ne peut pas

non plus espérer obtenir toutes les applications linéaires continues de l8 dans

E à l’aide des suites sommables dans E. (Voit corollaire qui suit pour la ca-

ractérisation des applications linéaires obtenues ainsi). On a cepedant :

Proposition 3. L’espace Lpc0,Eq s’identifie à l’espace des suites scalairement

intégrables dans E.

Cette correspondance se précise et se démontre exactement comme dans la

prop. 2 ; on se sert essentiellement du fait que l’espace vectoriel fermé dans

c0 engendré par les ei est c0 lui-même. D’autre part, le sous-espace l1 qbE de

Lpc0,Eq se précise ici de façon remarquable :

Corollaire. l1 b E s’identifie à l’espace des suites sommables dans E. Ce

dernier s’identifie donc aussi à l’espace des applications linéaires faiblement

continues et compactes de l8 dans E, ou aussi à l’espace des applications

linéaires compactes de c0 dans E.

(Par topologie faible sur l8, nous entendons sauf avis du contraire la to-

pologie faible σpl8, l1q du dual de l1). Cet énoncé est facile, et bien connu (je

le démontre explicitement dans [4, Chap. 1, §3, nº 3]). Signalons d’ailleurs
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qu’une application linéaire continue de l8 dans E est automatiquement com-

pacte en vertu du th. d’orlics (lui-même conséquence du fait bien connu que

dans l1, une partie faiblement compacte est déjà compacte).

Proposition 4. Soit E un espace de Banach, et 1 6 p ă `8. Alors on a

lp pbE Ă l
p
E Ă lp qbE.

Les deux applications d’inclusions sont de norme 6 1.

A toute λ “ pλiq P lp et x P E faisons correspondre la suite λ.x “ pλixq
dans E, on a évidement }λ.x}p 6 }λ}p }x}, donc pλ, xq Ñ λ.x est une applica-

tion bilinéaire de norme 6 1 de lp ˆ E dans lpE, donc définit une application

linéaire de norme 6 1 de l
p
E b E dans l

p
E (voir Nº 1). D’autre part, toute

pxiq P l
p
E est évidemment scalairement de puissance p.ème intégrable, et on

a Mpppxiqq 6 }pxiq}p. Ainsi l’application identique de l
p
E dans l’espace des

suites scalairement de puissance p.ème intégrable dans E est de norme 6 1, et

comme lp b E est dense dans lpE (p ă `8), elle applique l
p
E dans l’adhérence

lp qbE de lp b E dans l’espace des suites scalairement de puissance p.ème in-

tégrable dans E. Enfin, on constate aussitôt que l’application composée des

applications précédentes lp pbE Ñ l
p
E Ñ lp qbE est l’application canonique de

lp pbE dans lp qbE (car c’est en effet l’identité sur le sous-espace dense lp b E

de lp qbE), application dont on sait qu’elle est biunivoque (l’espace lp satisfait

la condition d’approximation). Par suite l’application lp pbE Ñ l
p
E est aussi

biunivoque, ce qui achève la démonstration.

Il n’existe pas, pour p ą 1, de caractérisation simple des suites dans E qui

sont éléments de lp b E. Pour p “ 1 on a cependant la

Proposition 5. On a l1 pbE “ l1E pour tout espace de Banach E (isomorphisme

canonique, préservant la norme).

C’est un cas particulier de [5, Chap. 1, nº 3, th. 3].

La proposition 4 ne dit rien sur le cas p “ `8. La démonstration donnée

vaut encore telle quelle pour l’inclusion l8 pbE Ă l8
E , mais la deuxième inclu-

sion est remplacée par l’inclusion inverse l8 qbE Ă l8
E (qui implique d’ailleurs

la première). En effet, en vertu du théorème de Banach-Steinhaus, le suites

bornées ou scalairement bornées dans E sont les mêmes, et s’identifient donc

aux éléments de Lpl1,Eq, d’où aussitôt l’inclusion annoncée. C’est d’ailleurs

une inclusion stricte si E est de dimension infinie, car alors il existe des suites

bornées dans E qui ne sont par relativement compactes, donc non dans l8 qbE.

L’énoncé naturel qui correspond ici à la proposition 4 est

c0 pbE Ă c0pEq “ c0 qbE.
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L’égalité est le corollaire de la proposition 2, tendis que la première inclusion

n’est alors autre que l’inclusion générale FpbE Ă FqbE (valable si F satisfait à

la condition d’approximation). c0 pbE est donc un espace de certaines suites

dans E tendant vers 0, qu’on appelle suites nucléairement convergentes vers

0. On verra plus bas que si E est de dimension infinie, c’est la une classe

strictement plus étroite que la classe c0 qbE de toutes les suites qui convergent

vers 0 dans F.

Proposition 6. Soit E un espace de Banach, soient 1 6 p,q 6 `8, soit r

définit par 1{r “ 1{p`1{q, on suppose 1 6 r 6 `8. Soit λ “ pλiq P lq, alors

l’application pxiq Ñ pλixiq est une application linéaire de norme 6 }pλiq}q
de lp pbE dans lr bE, de l

p
E dans lrE, de lp qbE dans lr qbE, enfin de l’espace des

suites scalairement de puissance p.ème-intégrables dans E, dans l’espace des

suites scalairement de puissance r.ème intégrable dans E.

Pour le cas lpE et lrE, il suffit d’appliquer les définitions, et l’inégalité de Höl-

der classique. Notons maintenant qui si u désigne l’application linéaire de lp

dans lr définie par uppµiqq “ pλiµiq, application qui est de norme 6 }λ}q
en vertu de l’inégalité de Hölder, alors upb1 est une application linéaire de

norme 6 }u} de lp pbE dans lr pbE, et uqb1 une application linéaire de norme

6 }u} de lp qbE dans lr qbE. Il suffit maintenant de noter que ces applications

transforment une suite pxiq en la suite pλixiq, ce qui est immédiat par pas-

sage à la limite, car c’est manifestement vrai pour pxiq P lp b E. Le dernier

cas envisagé dans la proposition peut se traiter de façon analogue en consi-

dérant l’application v Ñ v˝u 1 de Lplp 1

,Eq dans Lplr 1

,Eq, mais c’est aussi une

conséquence immédiate des définitions, compte tenu de l’inégalité de Hölder

classique.

Corollaire. Si pλiq P l8, alors la multiplication par pλiq est une opération

linéaire de norme 6 }pλiq}8 dans les espaces lp pbE, lp qbE, lpE et dans l’espace

des suites dans E scalairement de puissance p.ème intégrables.

Pour finir, rappelons une proposition bien connue :

Proposition 7. Soit H un espace de Hilbert. Alors on a

l1 qbH Ă l2H

l’application d’inclusion étant de norme 6 1.

Donnons la démonstration pour être complet. Soient d’abord x1, x2 P H,

alors on a

}x1}2 ` }x2}2
6 sup

λ1,λ2“˘1
}λ1x1 ` λ2x2}2
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car on a }λ1x1 ` λ2x2}2 “ λ2
1}x1}2 ` λ2

2}x2} ` 2λ1λ2ℜxx1, x2y, et il suffit de

prendre λ1 “ 1 et λ2 “ ˘1 de telle façon que λ2ℜxx1, x2y > 0. Prouvons

alors par récurrence sur n que si pxiq est une suite de n éléments dans H, on

a encore

(1)
nÿ

i“1

}xi}2
6 sup

λi“˘1

›››››
nÿ

i“1

λixi

›››››

2

En effet, d’après l’hypothèse de récurrence il existe des λi “ ˘1 (1 6 i 6

n ´ 1) tels que
řn´1

i“1 }xi}2 6 }x}2, où x “
řn´1

i“1 λixi, d’autre part il

existe deux nombres, égaux à `1 ou ´1, dont on peut d’ailleurs suppo-

ser le premier égal à `1 (sinon on multiplie par ce nombre), soient donc 1

et λn, tels que }x}2 ` }xn}2 6 }x ` λnxn}2. On aura alors
řn

i“1 }xi}2 6

}x}2 ` }xn}2 6 }
řn

i“1 λixi}2, ce qui prove (1) dans le cas général. il s’ensuit

qu’on a }pxiq}2 6 M1ppxiqq pour toute suite dans H dont tous les termes

sauf un nombre fini sont nuls, d’où aussitôt, par passage à la limite, la même

inégalité pour toute pxiq P l1 qbH.

Considérons la transposée de l’application d’inclusion de la prop. 7, on ob-

tient une application linéaire de norme 6 1 du dual de l2H 1 , qui est l2H 1 bien

connu 1, dans le dual B{zpl1,Hq de l1 qbH. Cette application applique l2 b H 1

dans l2 b H 1 Ă c0 b H 1, donc elle applique en fait l2H 1 , dans l’adhérence de

c0 b H 1 dans B{zpl1,Hq, qui est c0 pbH 1 (voir nº 1). Ainsi l2H 1 Ă c0 pbH 1, et

comme H 1 est isomorphe à H, on obtient le

Corollaire 1. Soit H un espace de Hilbert. Alors on a

l2H Ă c0 pbH

l’application d’inclusion étant de norme 6 1.

Corollaire 2. Soit H un espace de Hilbert, 1 6 p 6 2, soit q tel que 1{q “
1{p ´ 1{2 (donc 2 6 q 6 `8). Alors on a

lp qbH Ă l
q
H

l’application d’inclusion étant de norme 6 1.

En effet, soit pxiq P lp qbH. Pour toute suite paiq P lp
1

telle que }paiq}p 1 6

1, on a vertu de prop. 6 : paixiq P l1 qbH, M1ppaixiqq 6 Mpppxiqq “ Mp.

Donc d’après prop. 7 on a, en posant ci “ }xi} pour simplifier :
ř

|ai|2c2
i 6

M2
p. Par suite, posant |bi| “ |ai|2, on voit que pour toute suite pbiq de la

1. De façon générale, on voit facilement, grâce à l’inégalité de Hölder, que pour 1 6

p ă `8, le dual de l
p
E est l

p1

E1 , (l’accouplement étant évidemment donné par xpxiq, px 1

iqy “ř
xxi, x 1

iy).
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boule unité de lp
1{2, on a

ř
|bi|c2

i 6 M2
p, donc pc2

iq est dans lr, où 1{r `
2{p 1 “ 1, et y a une norme 6 M2

p, i.e. pciq est dans lq, où q “ 2r, et y a une

norme 6 Mp. Le q ainsi défini dans l’énoncé, comme on constate aussitôt,

ce qui achève la démonstration.

Du corollaire précédent on déduit, par la méthode usuelle de dualité, le

résultat suivant (qui inclut le corollaire 1) :

Corollaire 3. Soit H un espace de Hilbert, 2 6 p 1 6 `8, soit q 1 tel que

1{q 1 “ 1{p 1 ` 1{2 (donc 1 6 q 1 6 2). Alors on a

l
q 1

H Ă lp
1 pbH

l’application d’inclusion étant de norme 6 1.

Nous verrons au nº 4 que les inclusions de la proposition 7 et ses corol-

laires sont, dans un sens évident, les meilleures possibles.

3. COMPLÉMENTS SUR LES SUITES SOMMABLES.

Le résultat que nous donnons ici, intéressant en lui-même, nous servira

au nº 6. Rappelons qu’une application linéaire u : E Ñ F est dite application

intégrale si la forme bilinéaire correspondante xux,y 1y sur EˆF 1 est intégrale

(voir nº 1), et on appelle alors norme intégrale de u la norme de l’élément

de B{zpE, F 1q qui lui correspond. Une suite pxiq dans E est dire intégrale, si

elles est bornée, et si l’application linéaire de l1 dans E qui lui correspond

est intégrale, i.e. définit un élément de B{zpl1,E 1q, dont la norme est appelée

norme intégrale de la suite pxiq.

Théorème 1. L’application identique de l1 dans c0 est intégrale, et a une

norme intégrale 6 1.

Par définition, il revien au même de dire que la forme bilinéaire upλ,µq “ř
λiµi sur l1 ˆl1 a une norme intégrale 6 1. Soit G la partie de la boule unité

du dual l8 de l1 formée des x 1 “ px 1
iq tels que |x 1

i| “ 1 pour tout i. G, muni

de la topologie induite par la topologie faible, et la multiplication naturelle,

est un groupe abélien compact (isomorphe au produit d’une suite de groupes

tous isomorphes au groupe multiplicatif G0 des scalaires de norme 1). Soit

µ la mesure de Haar de G, normée par la condition µp1q “ 1. L’application

x 1 Ñ x 1 bx 1 de G dans le dual B{zpl1, l1q applique G dans la boule unité, et est

faiblement continue (car étant bornée, il suffit de vérifier qu’elle est continue

pour la topologie de la convergence simple sur l1 ˆ l1, ce qui est effet trivial).

On peut donc considérer l’intégrale faible v “
ş
G x 1 b x 1 dµpx 1q, qui est un
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élément de la boule unité de B{zpl1, l1q. Je dis que ce n’est autre que u. Pour

ceci, il suffit de vérifier que upei, ejq “ vpei, ejq pour tout pi, jq, i.e. qu’on a

(1) xei b ej,
ż
x 1 b x 1 dµpx 1qy “

ż
xei, x 1yxej, x 1ydµpx 1q “ δij.

Or pour tout i, x 1 Ñ xei, x 1y est une application continue multiplicative de

G dans le groupe multiplicatif des scalaires de norme 1, donc un caractère

de G, et deux indices i distincts donnent des caractères distincts. Par suite la

relation (1) résulte de la relation d’orthogonalité des caractères. Cela achève

la démonstration du th. 1. - Bien entendu, si on répugne à utiliser la mesure de

Haar sur un produit infini, on peut commencer par prouver que unpλ,µq “řn
i λiµi est une forme de norme intégrable 6 1 (car donnée par une intégrale

sur Gn
0 , qui est soit un tore à n dimensions - cas des scalaires complexes -

soit un groupe fini - cas des scalaires réels-), puis passer à la limite sur n.

Corollaire 1. Soit E un espace de Banach. Alors l1 qbE Ă c0 pbE, l’application

d’inclusion étant de norme 6 1. Toute suite scalairement intégrable pxiq dans

E est intégrale et de norme intégrale 6 M1ppxiqq.

Soit pxiq une suite scalairement intégrable dans E, en vertu de prop. 3

elle s’identifie à une application linéaire continue de c0 dans E, de norme

M1ppxiqq, qui en vertu du th. 1 induit donc une application de norme inté-

grale 6 M1ppxiqq de l1 dans E (il est en effet immédiat que la composée vu

d’une application linéaire intégrale u et d’une application linéaire continue v

est intégrale, et a une norme intégrale 6 }v} }u}{z, où }u}{z désigne la norme

intégrale de u). Cela signifie par définition que la suite pxiq a une norme in-

tégrale 6 M1ppxiqq, et prouve la deuxième partie du corollaire. Par raison

de continuité, il en résulte que l1 b E est contenu dans l’adhérence de l1 b E

dans B{zpl1,E 1q, donc dans l’adhérence c0 pbE de c0 b E, et que l’application

identique l1 qbE Ñ c0 pbE est de norme 6 1.

Corollaire 2. Soit E un espace de Banach, pxiq une suite scalairement inté-

grable dans E, px 1
iq une suite scalairement intégrable dans E 1, alors pxxi, x 1

iyq
est une suite sommable, et

ÿ
|xxi, x 1

iy| 6 M1ppxiqqM1ppx 1
iqq.

Cela résulte aussitôt du corollaire 1, et du

Lemme. Soit pxiq une suite scalairement intégrable dans E, et px 1
iq une suite

intégrale dans E 1, alors
ř

|xxi, x 1
iy| 6 MN, où M “ M1ppx 1

iqq et où N est la

norme intégrale de px 1
iq.
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Il suffit en effet de prouver que |
ř

λixxi, x 1
iy| 6 MN pour toute suite pλiq

dans la boule unité de c0, dont toutes les coordonnées λi sauf un nombre fini

sont nulles. Or λixxi, x 1
iy “ xλixi, x 1

iy et pλixiq est une suite sommable dans

E, M1ppλixiqq 6 M, et
ř

xλixi, x 1
iy est le produit scalaire de pλixiq P l1 qbE

avec l’élément px 1
iq du dual B{zpl1,Eq de l1 qbE, d’où aussitôt la conclusion.

Cas particulier du corollaire 2 :

Corollaire 3. Soit paijq P l1 b l1 la matrice d’une forme bilinéaire continue

sur c0 ˆ c0, de norme M, alors
ř

|aii| 6 M.

Soit A l’application linéaire continue de c0 dans l1 qui correspond à paijq,
on a alors aij “ xAei, ejy, en particulier aii “ xAei, eiy. Or peiq est une

suite scalairement intégrable dans c0, et M1ppeiqq “ 1, (c’est celle qui, dans

la correspondance signalés dans prop. 3, correspond à l’application identique

de c0 dans E “ c0), et pAeiq est une suite scalairement intégrable dans l1,

M1ppAeiqq “ M, de sorte qu’il suffit d’appliquer le corollaire 2.

Remarques.

1. Il est immédiat à priori que tous les énoncés précédentes (th. 1 et ses

corollaires) sont strictement équivalents.

2. Ces résultats restent manifestement valables si on remplace l1 et c0

par les espaces analogues l1pIq et c0pIq, construits sur un ensemble

d’indices I quelconque (qui peut être non dénombrable, ou au contra-

ire fini). Il en est de même de toutes les réflexions de cet article (en

remplaçant de même les lp par lppIq).
3. Dans le corollaire 3, la relation paijq P l1 qbl1 semple imposer une res-

triction inessentielle, mais on notera que toute forme bilinéaire conti-

nue sur c0 ˆ c0 appartient à l1 qbl1 (i.e. est compacte). Cela signifie

aussi que, si on pose E “ l1, alors toute suite scalairement intégrable

dans E est sommable (ou encore que toute application linéaire conti-

nue de c0 dans E est compacte). Mais c’est là un fait bien connu,

vrai plus généralement chaque fois que dans E toute suite de Cauchy

faible converge faiblement (comme on constate facilement). On sait

p. ex. qu’un espace L1 construit sur une mesure quelconque satisfait

à cette dernière condition.

4. Le théorème 1 étant "auto-dual", on ne peut malheureusement plus

le transformer par dualité !

5. Du théorème 1 on déduit facilement l’énoncé suivant, qui le contient :

Soient Ei, Fi des espaces de Banach, en nombre fini pour simpli-

fier l’énoncé (soit 1 6 i 6 n), soit E “
Ű

i Ei muni de la norme
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}x} “ supi }xi}, et F “
Ű

i Fi muni de la norme analogue. On sait

qu’on a une isomorphisme vectoriel-topologique EpbF “
Ű

i,j Ei pbEj.

Je dis alors que si u P EpbF appartient à la "diagonale"
ř

i Ei pbFi de

EpbF, on a |u|{z “ supi |uii|{z (où uii est la composante de u suivant

Ei pbFi). Démonstration : Il suffit de prouver |u|{z 6 supi |uii|{z “ M,

donc que A P BpE, Fq implique |xu,Ay| 6 M}A}. Mais on peut écrire

A “ pAijq, où Aij P BpEi, Fjq, alors |xu,Ay| “ |
ř

ixuii,Aiiy| 6

M
ř

i }Aii}, il suffit donc de prouver
ř

i }Aii} 6 }A} (qui n’est donc

qu’une autre forme du résultat annoncé). Mais pour ceci on est ra-

mené aussitôt au cas où tous les Ei, Fi sont de dimension 1, ce qui

n’est autre que le cas envisagé dans le corollaire 3.

6. L’application d’inclusion du th. 1 est de norme usuelle égale à 1, donc

de norme intégrale > 1, donc en fait de norme intégrale 1. Énoncé

analogue pour l’application d’inclusion du corollaire 1 (pourvu que

E ‰ 0 !). De façon générale, la plupart des inégalités sur les normes

d’applications d’inclusion données dans ce travail, sont en fait des

égalités, comme on vérifie trivialement sur chaque cas.

4. LE LEMME FONDAMENTAL.

Rappelons le lemme fondamental de [3] :

Lemme. Soit E un espace de Banach de dimension finie n. On peut trouver

des points xi P E (1 6 i 6 n) tels que }xi} “ 1 et que pour tout 1 6 r 6 n,

et tout pλiq P l2prq, on ait

(1)

›››››
rÿ

i“1

λixi

››››› 6 Mr}pλiq}2

où

(2) Mr “ 1 ` 1
n

p12 ` 22 ` . . . ` pr ´ 1q2q
1
2 6 1 ` r

?
r{3n.

Nous désignons par l2prq l’espace Rr muni de la norme

}pλiq}2 “
´ÿ

|λi|2
¯ 1

2
.

Dans [3], ce lemme est prouvé avec une valeur un peu moins bonne de Mr,

mais l’essentiel de la démonstration n’est pas changé : en considère un ellip-

soïde de volume maximum contenu dans la boule unité de E, et la norme

hilbertienne correspondante, notée }x}2 pour la distinguer de }x} ; donc

(3) }x} 6 }x}2
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puis on montre qu’il existe des points xi linéairement indépendants tels que

l’on ait

(4) }xi} “ }xi}2 “ 1

et que la projection orthogonale yi de xi sur l’espace engendré par x1, . . . ,

xi´1 satisfasse à

(5) }yi}2
2 6

i ´ 1
n

(c’est là la partie profonde de la démonstration). Posons alors zi “ xi ´ yi ;

les zi sont donc des vecteurs orthogonaux deux à deux }zi}2 6 1, et on a,

pour 1 6 r 6 n, pλiq “ l2prq :
›››››

rÿ

i“1

λixi

››››› 6

›››››
rÿ

i“1

λizi

››››› `

›››››
rÿ

i“1

λiyi

›››››

or en vertu de (3) :
›››››

rÿ

i“1

λizi

››››› 6

›››››
rÿ

i“1

λizi

›››››
2

“
˜

rÿ

i“1

λ2
i}zi}2

2

¸ 1
2

6

˜
rÿ

i“1

λ2
i

¸ 1
2

et en vertu de (5) :
›››››

rÿ

i“1

λiyi

››››› 6

rÿ

i“1

|λi| }yi} 6

˜
rÿ

i“1

λ2
i

¸ 1
2

˜
rÿ

i“1

}yi}2

¸ 1
2

6

6
1
n

˜
rÿ

i“1

λ2
i

¸ 1
2

˜
rÿ

i“1

pi ´ 1q2

¸ 1
2

d’où les inégalités (1) et (2).

Corollaire. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, soit k ą 1 et

r un entier ą 0. Alors on peut trouver des éléments xi de E (1 6 i 6 r) de

norme 1, tels que M2ppxiqq 6 k.

Soit en effet n un entier assez grand que 1 ` r
?
r{3n 6 k, soit F un sous-

espace vectoriel de dimension n dans E. Il suffit alors d’appliquer le lemme

à F. Du corollaire précédent, on conclut le résultat suivant (dont nous dédui-

rons tous les autres) :

Théorème 2. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, paiq une suite

de nombres tendant vers 0, 0 6 ai ă 1 pour tout i. Alors il existe une suite

pxiq dans E, élément de la boule unité de l2 qbE, telle que }xi} “ ai pour tout

i.
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Posons

(6) 1 ´ 2α “ sup
i

ai

on a 1 ´ 2α ă 1, i.e. α ą 0, car ai Ñ 0 et ai ă 1. Pour tout entier k > 1,

soit ik un indice tel que

(7) i ą ik implique ai 6 α{2k

on peut supposer la suite des ik strictement croissante. En vertu du corollaire

du lemme, on peut trouver pour tout k des éléments yi (ik´1 ` 1 6 i 6 ik)

de norme égale à 1, telle que M2ppyiqq 6 1{p1 ´ αq. Posons xi “ aiyi, on

aura donc }xi} “ ai, et de plus, pour k > 2, en vertu de (7) et du corollaire

de la proposition 6 :

(8) M2pXkq 6 α

2k´1

1
1 ´ α

pk > 2q

où on désigne par Xk la suite dans E nulle pour les indices 6 ik´1 et les

indices ą ik, et égale à xi pour ik´1 ` 1 6 i 6 ik. Désignant de même par

X1 la suite dans E nulle pour les indices ą i1, et égale à xi pour i 6 i1, on

obtient en vertu de (6) et du corollaire de prop. 6 :

(9) M2pX1q 6 p1 ´ 2αq 1
1 ´ α

.

De (8) et (9) résulte que pxiq est une suite abolument sommable dans l2 qbE,

dont la somme X a une norme M2pXq 6
1

1´α

`
1 ´ 2α ` α

ř8
k“2

1
2k´1

˘
“ 1.

Mais manifestement on a X “ pxiq, ce qui achève la démonstration.

Remarques. La condition ai Ñ 0 dans le théorème 2 est essentielle, puisque

l2 qbE Ă c0 qbE. On peut même dire que si on ne suppose par ai Ñ 0, il ne

sera pas possible en général (même si paiq est bornée) de trouver une suite

scalairement de carré intégrable pxiq dans E, telle que }xi} “ ai. Il en est ainsi

quand on sait à l’avance que toute suite scalairement de carré intégrable dans

E est déjà dans l2 qbE, i.e. que toute application linéaire continue de l2 dans E

est de toutes façons faiblement compacte (l2 étant réflexif), il suffit que dans

E toute partie faiblement compacte soit compacte, ce qui est par exemple le

cas pour E “ l1, comme il est bien connu.

5. THÉORÈMES D’EXISTENCE DÉRIVÉS.

Théorème 3. Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Soit 1 6 p 6

2, et q tel que 1{q “ 1{p ´ 1{2 (donc 2 6 q 6 `8). Alors pour toute suite

positive paiq P lq (resp. paiq P c0 si q “ `8) on peut trouver une suite
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pxiq P lp qbE telle que }xi} “ ai. On peut supposer Mpppxiqq 6 }paiq}q ` ε,

où ε ą 0 est donné à l’avance.

Ce théorème est implicitement contenu dans [3], où il est seulement énoncé

pour p “ 1, le cas le plus important (et où on ne donne pas la "meilleure

constante possible"). Pour p “ 2, l’énoncé n’est autre que le th. 2, on va

donc supposer p ă 2. Nous laissons au lecteur la vérification très facile du

fait suivant : Soit 1 6 q ă `8, paiq P lq et ε ą 0, alors il existe une suite

de nombres λi, 0 6 λi 6 1, tendant vers 0, telle que l’on ait }pai{λiq}q 6

}paiq}q `ε. - Soit alors, avec les notations du théorème, bi “ ai{λi, soit pyiq
une suite élément de la boule unité de l1 qbE telle que }yi} “ λi pour tout i

(théorème 2). Posons xi “ biyi, alors on a }xi} “ bi}yi} “ ai, d’autre part,

en vertu de prop. 6, on a pxiq P lp qbE, et Mpppxiqq 6 }pbiq}qM2ppyiqq 6

}paiq}q ` ε, ce qui achève la démonstration.

Enonçons à nouveau, à cause de son intérêt, le cas p “ 1 :

Corollaire 1. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, et soit paiq une

suite positive de carré sommable. Alors il existe une suite sommable pxiq dans

E telle que }xi} “ ai pour tout i (et on peut supposer M1ppxiqq 6 }paiq}2`ε).

Corollaire 2. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, et soit 1 6

p ă `8, alors lpE ‰ lp qbE, à fortiori il existe dans E des suites scalairement de

puissance p.ème intégrables, qui ne sont pas de puissance p.ème intégrable.

En effet, si 1 6 p ă 2, il suffit d’appliquer le théorème 3 en prenant une

suite paiq qui est dans lq et non lp (ce qui est possible car on a évidement p ă
q). Si 2 6 p ă `8, soit paiq une suite qui est dans c0 et non dans lp, alors

il existe pxiq P l2 qbE telle que }xi} “ ai pour tout i. On a à fortiori pxiq P
lp qbE, (puisque l2 Ă lp), mais pxiq n’est pas de puissance p.ème intégrable. -

Pour p “ `8, il est encore vrai que l8
E ‰ l8 qbE, comme nous l’avons déjà

signalé au nº 2, mais ici l’inclusion l8 qbE Ă l8
E est en sens inverse d’inclusion

correspondante vue dans prop. 4. L’égalité c0pEq “ c0 qbE montre aussi que

dans l’énoncé du corollaire 2, la valeur p “ `8 apparait bien comme valeur

exceptionnelle.

Nous transformons maintenant le théorème 3 par dualité :

Théorème 4. Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Soit 2 6 p 1 6

8, et q 1 tel que 1{q 1 “ 1{p 1 ` 1{2 (donc 1 6 q 1 6 2). Soit paiq une suite

positive qui n’est pas dans lq
1

. Alors il existe une suite pxiq dans E, telle que

}xi}ai pour tout i, et qui n’est pas dans lp
1 pbE.

Soient p, q définie par 1{p`1{p 1 “ 1{q`1{q 1 “ 1, on a alors 1{q “ 1{p´
1{2, comme dans les notations de l’énoncé du th. 3. Supposons que }xi} “ ai
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pour tout i implique pxiq P lp
1 pbE, alors }yi} 6 ai pour tout i implique

encore pyiq P lp
1 pbE, en vertu du corollaire de la prop. 6, car une telle suite

pyiq serait le produit d’une suite pxiq, avec }xi} “ ai pour tout i, par une

suite bornée de scalaires pλiq (prendre xi “ ai

}yi}yi et λi “ }yi}
ai

pour yi ‰ 0,

et xi “ 0, λi “ 0 pour yi “ 0). Donc, si à toute suite pxiq P c0 qbE (suite

convergente vers 0 dans E) on fait correspondre la suite paixiq, on obtient une

application linéaire u de c0 qbE dans lp
1 pbE. Cette application étant continue

quand on munit le deuxième espace de la topologie de la convergence simple,

topologie séparée et moins fine que sa topologie normée naturelle, sera aussi

continue pour les topologies normées naturelles (en vertu du théorème du

graphe fermé). Si v désigne l’application linéaire de c0 dans lp
1

definie par la

multiplication par la suite paiq (suite qui est en effet manifestement P lp
1

),

alors sur c0 b E on a u “ v b 1 (1 désignant l’application identique de

E sur lui-même). Appliquant la prop. 1 du nº 1, il en résulte que v 1 b 1,

application linéaire de lp bE 1 dans l1 bE 1, se prolonge par continuité en une

application linéaire continue de lp
1 qbE 1 dans l1 pbE 1 (le cas p 1 “ `8 n’offre

pas de difficulté, car en tous cas lp est au moins un sous-espace du dual de

lp
1

). Comme v 1 est encore l’application lp Ñ l1 défini par la multiplication

par la suite paiq, on voit aussitôt que v 1 b 1 transforme px 1
iq en paix

1
iq. On

a donc pour tout px 1
iq P lp qbE 1 :

ř
ai}x 1

i} ă `8. Mais comme paiq R lq
1

,

il existe une suite positive pbiq P lq telle que
ř

aibi “ `8, et en vertu

du th. 3 il existe dans l’espace de Banach de dimension infinie E 1 une suite

px 1
iq P lp qbE 1, telle que }x 1

i} “ bi pour tout i, donc on a
ř

ai}x 1
i} “ `8.

Cela est absurde, et achève la démonstration. - Enonçons à nouveau les deux

cas particuliers p 1 “ 2, p 1 “ `8 d’où q 1 “ 1 resp. q 1 “ 2 :

Corollaire 1. Soit E un espace de Banach de dimension infinie.

1) Pour toute suite positive paiq qui n’est pas sommable, il existe une

suite pxiq dans E telle que }xi} “ ai pour tout i, qui n’est pas dans

l2 pbE.

2) Pour toute suite positive paiq qui n’est pas de carré sommable, il

existe une suite pxiq dans E telle que }xi} “ ai pour tout i, et qui

n’est pas dans l8 pbE ; on peut supposer que cette suite dans E n’est

pas intégrale (voit définition début du nº 3).

On doit seulement prouver le dernier complément apporté au deuxième

énoncé. Or, si cette assertion était inexacte, on en conclurait comme plus

haut que pxiq Ñ paixiq est une application linéaire continue de c0 qbE dans

B{zpl1,E 1q, et par raison de continuité elle appliquerait c0 qbE dans l’adhérence
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c0 pbE de c0 b E dans B{zpl1,E 1q (voir nº 1), et à fortiori dans l8 pbE, ce qui

contredit la première moitié du corollaire 1, 2º.

Corollaire 2. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, et soit 1 ă
p 1 ă `8. On a alors lp

1 pbE ‰ l
p 1

E (et même c0pEq Ć l8 pbE si p 1 “ `8).

Si p 1 > 2, il suffit de choisir une suite positive paiq qui est dans lp
1

(resp.

dans c0 si p 1 “ `8) et non dans lq
1

(ce qui est possible, car alors q 1 ă p 1), et

d’appliquer le th. 4. Si 1 ă p 1 6 2, il suffit de choisir une suite positive paiq
qui est dans lp

1

et non dans l1, d’après le corollaire 1 il existe alors une suite

pxiq dans E telle que }xi} “ ai pour tout i (d’où pxiq P l
p 1

E ) mais qui n’est

pas dans l2 b E, et à fortiori pas dans lp
1 pbE. Bien entendu, ce corollaire 2

pourrait aussi se déduire du corollaire 2 du th. 3 par la méthode usuelle de

dualité.

Remarques.

1. Pour aucun 1 6 p 6 2, on ne peut améliorer le théorème 3 en rem-

plaçant l’exposant q par un exposant strictement plus grand, car si

E est par exemple l’espace de Hilbert, on a vu (prop. 7, corollaire 2)

que lp b E Ă l
q
E. De même, pour aucun 2 6 p 6 `8, on ne peut

améliorer le théorème 4 en remplaçant l’exposant q 1 par un expo-

sant strictement plus petit, comme il résulte aussitôt du corollaire 3

de prop. 7. On voit aussi trivialement que l’inégalité donnée dans le

théorème 3 est la meilleure possible.

2. On pourrait songer à préciser le théorème 4 de façon analogue que

dans son corollaire 1, 2º, en remplaçant dans l’énoncé lp
1 pbE par

B{zplp,E 1q. Mais pour p 1 ă `8 ce ne serait qu’une amélioration ap-

parente, car lp étant alors réflexif, toute application linéaire intégrale

de lp dans E provient déjà d’un élément de lp
1 b E [5, Chap. 1, nº 8,

th. 8, 2º].

6. APPLICATION À UN PROBLÈME GÉNÉRAL SUR LES PRODUITS

TENSORIELS TOPOLOGIQUES.

Soit E un espace de Banach, et 1 6 p ă `8, reprenons les inclusions du

nº 3, prop. 4 :

(1) lp pbE Ă l
p
E Ă lp qbE

et

c0 pbE Ă c0pEq “ c0 qbE
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(qui correspond au cas p “ `8). Supposons E de dimension infinie. Alors

pour 1 ă p ă `8, les deux inclusions dans (1) sont des inclusions strictes

(corollaires 2 des théorèmes 3 et 4). Si p “ 1, on a l1 pbE “ l1E, mais l1E Ă l1 qbE

est une inclusion stricte (th. 3, corollaire 2). Si p “ `8, on a c0pEq “ c0 qbE,

mais l’inclusion c0 pbE Ă c0pEq est une inclusion stricte (th.4, corollaire 2).

On en conclut la

Proposition 8. Soit E un espace de Banach, soit F l’espace lp (1 6 p ă `8)

ou c0. Si l’application linéaire canonique FpbE Ñ FqbE est une application

linéaire du premier espace sur le second, alors E est de dimension finie.

Il n’est pas difficile de déduire de la prop. 8 l’énoncé analogue quand F

est un espace Lp (1 6 p 6 `8) de dimension infini construit sur une mesure

quelconque, ou l’espace CpKq des fonctions continues sur un espace compacte

K. En fait, il est extrêmement plausible que si E et F sont des espaces de

Banach tels que l’application canonique EpbF Ñ EqbF soit une application

du premier espace sur le second, alors E ou F est de dimension finie. Cette

conjecture est un cas particulier d’une conjecture certainement beaucoup plus

durs sur une caractérisation des espaces nucléaires (si E et F sont des espaces

localement convexes tels que l’application canonique EpbF Ñ EqbF soit un

homomorphisme topologique, alors E ou F est-il nucléaire ?). Nous allons

donner un résultat dans cette voie, plus général que la prop. 8 :

Proposition 9. Soient E et F deux espaces de Banach tels que l’application

canonique EpbF Ñ EqbF soit une application biunivoque du premier espace

sur le second. Si F est de dimension finie, alors E satisfait aux conditions :

(1) l2 qbE Ă c0 pbE

(2) l1 qbE Ă l2 pbE.

(Rappelons d’ailleurs que si E ou F satisfait la condition d’approxima-

tion, l’application EpbF Ñ EqbF est automatiquement biunivoque). En vertu

du théorème des homomorphismes de Banach, l’application EpbF Ñ EqbF

sera-même un isomorphisme vectoriel-topologique. Pour prouver (1), il suffit

de prouver que toute pxiq P l2 qbE est une suite intégrale, i.e. que l2 qbE Ă
B{zpl1,E 1q, car alors il résulte comme toujours du théorème du graphe fermé

que l’application d’inclusion est continue, et par raison de continuité qu’elle

applique même l2 qbE dans l’adhérence c0 pbE de c0 b E dans B{zpl1,E 1q. Pro-

cédons par l’absurde, en supposant la suite pxiq P l2 qbE non intégrale. Alors
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il existe une suite px 1
iq P l1 qbE 1 telle que

ř
|xxi, x 1

iy| “ `8. Sinon, en ef-

fet,
ř

xxi, x 1
iy serait, pour px 1

iq variable dans l1 qbE 1, une forme linéaire, né-

cessairement continue en vertu du théorème de Banach-Steihaus (comme li-

mite de la suite de formes linéaires continues ϕnppx 1
iqq “

řn
i“1xxi, x 1

iy) ce

serait donc un élément du dual B{zpl1,E 1q de l1 qbE 1, et on constate aussi-

tôt que ce n’est autre que pxiq, contrairement à la supposition que cette

suite n’est pas intégrale. - On peut d’ailleurs supposer que xxi, x 1
iy > 0

pour tout i (en multipliant les x 1
i par des scalaires de norme 1 convenables).

Comme pxxi, x 1
iyq n’est pas sommable par construction, il existe une suite

paiq P c0 telle qu’on ait encore
ř

aixxi, x 1
iy “ `8. D’après le théorème 2,

nº 3, on peut trouver une suite pyiq P l2 qbF avec }yi} “ ai pour tout i.

Soit pour tout i, y 1
i P F 1 tel que }yi} “ 1, xyi,y 1

iy “ }y 1
i} “ ai. On a doncř

xxi, x 1
iyxyi,y 1

iy “ `8. Il va résulter du lemme plus bas que la suite pxibyiq
est sommable dans EqbF, et la suite px 1

i b y 1
iq sommable dans E 1 pbF 1. Comme

par hypothèse EqbF “ EpbF (isomorphisme vectoriel-topologique), pxi b yiq
est aussi une suite sommable dans EpbF. Comme E 1 qbF 1 est un sous-espace

normé du dual de EpbF, il résulte alors du nº 4, th. 1, corollaire 2, que la suite

pxxibyi, x 1
iby 1

iyq “ pxxi, x 1
iyxyi,y 1

iyq est sommable, ce qui est contradictoire

et achève la démonstration de (1). - Il reste à reporter le

Lemme. Soit 1 6 p ă `8, et p 1 donné par 1{p`1{p 1 “ 1. Soient E et F deux

espaces de Banach, soit pxiq P lp qbE, et soit pyiq une suite dans F scalairement

de puissance p 1.ème intégrable. Alors pxi b yiq est une suite sommable dans

EqbF.

(Ci-dessus, on appliquant ce lemme successivement pour p “ p 1 “ 2 et

les espaces E et F, et pour p “ 1, p 1 “ `8 et les espaces E 1 et F 1). Preuve

du lemme : Posons X “ pxiq, Y “ pyiq, upX, Yq “ pxi b yiq. Supposons

d’abord la suite X finie (i.e. tous les xi sauf un nombre fini nuls), alors upX, Yq
est une suite finie dans EqbF, prouvons M1pupX, Yqq 6 MppXqMp 1pYq. Cela

signifie aussi que si pλiq est dans la boule unité de c0, on a }
ř

λixi b yi} 6

MppXqMp 1pYq, i.e. que si x 1 (resp. y 1) appartient à la boule unité de E 1 (resp.

F 1) on a |x
ř

λixi b yi, x 1 b y 1y| 6 MppXqMp 1pYq. Or en effet, le premier

membre estˇ̌
ˇ
ÿ

λixxi, x 1yxyi,y
1y

ˇ̌
ˇ 6

ÿ
|xxi, x 1yxyi,y

1y|

6 }pxxi, x 1yq}p }pxyi,y
1yq}pMppXqMp 1pYq.

Ainsi X Ñ upX, Yq est une application linéaire continue, de norme 6 Mp 1pYq,
du sous-espace dense de lp qbE formé des suites finies, dans l’espace l1 qbpEqbFq
des suites sommables dans EqbF, et se prolonge donc par continuité en une
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application linéaire de norme 6 Mp 1pYq de lp qbE dans l1 qbpEqbFq. On vérifie

trivialement, par continuité, que cette application fait encore correspondre,

à X “ pxiq et Y “ pyiq, la suite pxi b yiq dans EqbF, ce qui montre bien que

cette dernière est sommable, et achève la démonstration du lemme.

Pour prover la formule (2) de la prop. 9, on voit aussitôt, en appliquant la

prop. 1 du nº 1, qu’il revient au même de prouver l’inclusion l2 qbE 1 Ă c0 pbE 1

pour E 1 (noter toujours que toutes ces applications d’inclusion seront auto-

matiquement continues, en vertu du théorème du graphe fermé). Dans le cas

où sait que E 1 ou F 1 satisfait à la condition d’approximation métrique, il suffit

de noter qu’il résulte de prop. 1 que l’application canonique E 1 pbF 1 Ñ E 1 qbF 1

est aussi un isomorphisme du premier espace sur le second (faire, avec les no-

tations de prop. 1, E1 “ E2 “ E, F1 “ F2 “ F, u1 et u2 étant les applications

identiques), et que par suite du résultat déjà obtenu, E 1 doit donc satisfaire

à (1), ce qui achève alors la démonstration. Dans le cas où on ne suppose

pas que E 1 ou F 1 satisfasse à la condition d’approximation métrique, on doit

répéter la raisonnement qui a prouvé (1), mais en permutant les rôles de E et

E 1, F et F 1.

On connait une classe importante d’espaces de Banach E qui satisfont à

(2) l1 qbE Ă l2 pbE : les espaces L1 construits sur une mesure quelconque, ainsi

que je l’ai annoncé dans [6, th. 1, cor. 3]. Plus généralement, on en conclut

que les espaces E dont le dual est isomorphe à un facteur direct d’un espace

L8 (ou, ce qui revient au même, dont le bidual est isomorphe à un facteur,

direct d’un espace L1), espaces que j’appelle "espaces du type λ0", satisfont

encore à la même propriété. Signalons que les espaces de type λ0 (ainsi que

la catégorie duale) s’introduisent de façon très naturelle dans la théorie des

produits tensoriels topologiques (que je développe dans le Séminaire Mathé-

matique de l’Université de São Paulo, 1954). Il semble assez plausible que la

propriété l1 qbE Ă l2 pbE soit une caractérisation des espaces du type λ0. Dua-

lement, l’inclusion l2 qbE Ă c0 pbE est une propriété remarquable des espaces

L8 et CpKq, plus généralement des espaces "du type γ0" (i.e. dont le dual est

de type λ0), et il semble donc même que cette propriété soit caractéristique

des espaces du type γ0. S’il en était ainsi, un espace qui satisfait à la fois aux

inclusions (1) et (2) de la prop. 9 serait à la foi λ0 et γ0 : il n’est pas diffi-

cile de voir que cela implique que E est même de dimension finie (c’est par

exemple une conséquence des résultats de [7]). Cela resoudrait donc en toute

généralité la question abordée dans ce nº.
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7. SUR UNE PROPRIÉTÉ REMARQUABLE DES ESPACES DE HILBERT.

Le nº 4 nous apprend essentiellement qu’il existe "beaucoup" d’applica-

tions linéaires continues d’un espace de Hilbert H donné dans un espace de

Banach E de grande dimension. Il est facile d’un déduire l’énoncé suivant

(équivalent au lemme de Dvoretsky-Rogers quant à l’essentiel) : Soit n un

entier ą 0, et soit ε ą 0, alors il existe un entier N tel que pour tout espace

de Banach E de dimension > N, on puisse trouver un sous-espace vectoriel

F de dimension n, et une norme sur Rn comprise entre }pxiq}2 et }pxiq}8,

fait donc de Rn un espace de Banach F1, enfin une application linéaire bi-

univoque de F sur F1, de norme 6 1, dont l’application réciproque soit de

norme 6 1 ` ε. De façon plus imagée, E contient des sous-espaces qui sont,

à près, isomorphes à Rn muni d’une norme intermédiaire entre }pxiq}2 et

}pxiq}8. Dans cet énoncé, peut-on même remplacer F1 par l’espace hilbertien

H “ l2pnq, en d’autres termes, pour n et ε donnés, tout espace de Banach

E de dimension assez grande contient il un sous-espace isomorphe à ε près

à l’espace H (espace de Hilbert de dimension n) : Si oui, cette propriété, ex-

primée pour un espace H fixe de dimension n, et ε ą 0 variable, serait une

nouvelle caractérisation métrique de l’espace de Hilbert de dimension n (car

la réciproque se voit sans difficulté essentielle, en prenant dans l’énoncé sou-

ligné des espaces de E qui sont des espaces de Hilbert). D’ailleurs, il ne serait

pas difficile d’en déduire une caractérisation métrique, ainsi qu’une caracté-

risation vectorielle-topologique, des espaces de Banach (de dimension finie

ou infinie) isomorphes à un espace de Hilbert. Pour donner l’énoncé précis,

assouplissons la notion de "dimension linéaire" de Banach, en disant que

l’espace normé E a un type linéaire inférieur à celui d’un espace normé F, si

on peut trouver un M ą 0 fixe tel que tout sous-espace de dimension finie E1

de E soit isomorphe "à M près" à un sous-espace F1 de F (i.e. il existe une

application linéaire biunivoque de E1 sur F1, de norme 6 1, dont l’applica-

tion inverse a une norme 6 1 ` M) ; et que E a un type métrique inférieur à

celui de F, si la condition précédente est satisfaite pour tout M ą 0. On peut

alors montrer que la conjecture envisagés ci-dessus implique qu’un espace de

Banach H est isomorphe comme espace vectoriel-topologique (resp. comme

espace normé) à un espace de Hilbert si et seulement si son type linéaire (resp.

son type métrique) est inférieur à celui de n’importe quel espace de Banach

de dimension infinie.En fait, bien entendu, la conjecture n’est pas nécessaire

que pour "seulement si", (et lui est même équivalent).

On peut remarquer, à l’appui de notre conjecture, qu’en effet un espace de

Hilbert a un type linéaire inférieur à celui de n’importe quel espace de Banach
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E de dimension infinie classique, en particulier pour E “ Lp (1 6 p ă `8),

espace Lp de dimension infinie construit sur une mesure µ par ailleurs quel-

conque. Dans le cas où µ est la mesure de Lebésgue sur le segment p0, 1q, on

sait en effet qu’on peut trouver, grâce à la théorie des séries trigonométriques

lacunais (voir p.ex. [8]), un sous-espace fermé H de dimension infinie de L2,

dont la topologie soit aussi celle induite par les espaces Lp (1 6 p ă `8),

d’où résulte que H, donc aussi tout espace de Hilbert, a un type linéaire infé-

rieur à celui de Lp (pour 1 6 p ă `8). D’autre part, il n’est pas difficile de

voir que pour 1 6 p ă `8 donné, tous les espaces Lp de dimension infinie,

construits sur des mesures, arbitraires, on même type linéaire (et en parti-

culier, ont même type linéaire que lp), de sorte que notre assertion sur les

espaces de Hilbert est bien établie pour 1 6 p ă `8. Quant au cas p “ `8,

il est bien connu que si on se fixe un espace E “ L8 de dimension infinie,

tout espace de Banach de dimension finie (ou même seulement séparable) est

isomorphe à un sous-espace normé de E (il suffit en effet de le montrer pour

E “ l8), d’où résulte que tout espace de Banach a un type métrique (et à

fortiori un type linéaire) inférieur à celui de E. (La même chose se présente

d’ailleurs si E est un espace CpKq de dimension infinie, comme on vérifie faci-

lement). Cela achève donc de prouver nos assertions relatives au type linéaire

d’un espace de Hilbert.

On fera attention cependant qu’il n’existe pas d’isomorphisme vectoriel-

topologique de l2 dans lp, pour 1 6 p ă `8 [1, page 205]. Cela illustre

donc la nécessité, dans certains questions, d’élargir la notion de "dimension

linéaire" de Banach comme nous venons de la faire.
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