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Introduction0

I. Contenu du travail. Ce travail a son origine dans une tentative
d'exploiter Panalogie formelle entre la theorie de la cohomologie d'un espace
a coefficients dans un faisceau [4], [5] et la theorie des foncteurs derives de
foncteurs de modules [6], pour trouver un cadre commun permettant d'englober
ces theories et d'autres.

Ce cadre est esquisse dans le Chapitre I, dont le theme est le meme que
celui de [3]. Ces deux exposes cependant ne se recouvrent pas, sauf dans le
seul N°l. 4. Je me suis attache notamment a donner des criteres maniables,
a Γaide de la notion de sommes et produits infinis dans les categories abelien-
nes, pour Γexistence de "suffisamment" d'objets injectifs ou projectifs dans
une categoric abelienne, sans quoi les techniques homologiques essentielles
ne peuvent s'appliquer. De plus, pour la commodite du lecteur, une place
assez large a ete faite a Γexpose du langage fonctoriel (Nos 1.1,1.2 et 1. 3).
L'introduction des categories additives au N° 1.3, preliminaire aux categories
abeliennes, fournit un langage commode (par exemple pour traiter des foncteurs
spectraux au Chapitre II).

Le Chapitre II esquisse les points essentiels du formalisme homologique
dans les categories abeliennes. La parution de [6] m'a permis d'etre tres
concis, les techniques de Cartan-Eilenberg se transportant sans aucun chan-
gement dans le nouveau cadre. Les numeros 2.1 et 2.2 ont ete ecrits
cependant de faςon a ne pas exclure les categories abeliennes ne contenant
pas assez d'objets injectifs ou projectifs. Dans les numeros suivants, nous
employons a fond les techniques usuelles de resolutions. Les Nos 2. 4 et 2.5
contiennent des complements divers et sont essentiels pour la comprehension
de la suite. En particulier, le theoreme 2.4.1 donne une faςon mecanique
d'obtenir la plupart des suites spectrales connues (et en tous cas toutes celles
rencontrees dans ce travail).

Dans le Chapitre III nous redeveloppons la theorie de la cohomologie d'un
espace a coefficients dans un faisceau, y inclus les suites spectrales classiques
de Leray. L'expose donne ici represente un assouplissement par rapport a
[4], .[15], en particulier en ce que tous les resultats essentiels sont obtenus
sans faire, a presque aucun moment dans ce Chapitre (pas plus que dans les
suivants), d'hypothese restrictive sur la nature des espaees envisages de sorte

1) L'essentiel des Chapitres I, II, IV et une par tie du Chapitre III a ete developpe au
printemps 1955, a Γoccasion d'un seminaire d'Algebre ίίomologique donne a ΓUniversite
de Kansas. —Les numeros entre crochets renvoient a la fin de cet article.
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que la theorie s'applique aussi aux espaces non separes qui interviennent en
Geometrie Algebrique abstraite ou en "Geometric Arithmetique" [15] [8]. Des
conversations avec R. Godement et H. Car tan ont ete tres precieuses pour la
mise au point de la theorie, et en particulier Γintroduction par Godement
des faίsceaux flasques et des faisceax mous, qui se substituent avantageusement
aux faisceaux fins dans bien des questions, s'est revelee extremement com-
mode. Un expose plus complet, auquel nous renverrons pour divers points
de detail, sera donne dans un livre en preparation par R. Godement [9].

Le Chapitre IV traite la question non classique des Ext de faisceaux de
modules, on y trouvera en particulier une suite spectrale utile qui relie les
Ext "globaux" et les Ext "locaux". La situation se corse au Chapitre V, oύ
de plus un groupe G opere sur Γespace X, le faisceau d'anneaux O donne
sur X, et les faisceaux de modules sur O qu'on considere. On obtient en
particulier dans 5.2 un enonce qui me semble etre la forme definitive de

la theorie cohomologique "Cechiste" des espaces a groupe (non topologique)
d'operateurs, pouvant avoir des points fixes. II s'exprime en introduisant de
nouveaux foncteurs fΓ*(X; G, A) (implicites deja dans bien des cas particuliers
anterieurs): on trouve alors deux foncteurs spectraux, a termes initiaux
remarquables, qui y aboutissent.

II. Applications. Faute de place, je n'ai pu donner dans cet expose
que tres peu duplications des techniques employees (notamment dans 3.4
et 3.6), me contentant d'en signaler quelques unes au passage. Signalons
encore les applications suivantes:

a) La notion de Ext de faisceaux de modules permet la formulation la
plus generale connue du "theoreme de dualite algebrique" de Serre: Si A est
un faisceau algebrique coherent [15] sur une variete algebrique projective de
dimension n sans singularites, alors le dual de HP(X, A) s'identifie canonique-
ment a Ext£-p(ΛΓ; A, ίl?zX ou O (resp. ίlw) est le faisceau des germes de
fonctions regulieres (resp. de w-formes regulieres) sur X.

b) Tout le formalisme developpe dans les Chapitres III, IV, V peut s'ap-
pliquer en Geometrie Algebrique Abstraite. Je montrerai ailleurs comment
il permet d'etendre aux varietes algebriques completes divers resultats prouves
par Serre [15] [16] [17] pour les vartietes project!ves.

c) II semble que les I F l ( X ; G , A ) soient Pintermediaire naturel pour une
theorie generale des puissances reduites de Staenrod dans les faisceaux, et
la cohornologie des puissances syαietriques d'espaces quelconques, theorie
qui s'applΐque aussi en Geometrie Algebrique en car. p.

III. Ijaeunes. Pour 113 pas allonger cet expose, j'ai passe sous silence
les questions de structures multiplicatives, quoiqu'elles soient tout a fait
essentielles dans Papplication des notions des Chapitres III, IV, V. Signalons
d'ailleurs qu'il ne se nble y avoir encore άd theorie satisfaisante des structures
multiplicatives en Algebra Homologique, ayant 1± degre de generallte et de
simplicite necessaire (le Chapitre II de [6] etant d'ailleurs une illustration
frappante de cet etat de choses) x bίs) Pour la multiplication en cohornologie
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des faisceaux, un expose satίsfaisant se trouvera dans [9]. De nornbreuses
autres lacunes se signaleront d'elles memes a Γattention du lecteur.

Pour terminer, je suis heureux d'exprimer mes remerciements a MM.
R. Godement, H. Cartan et J.P. Serre, dont Γinteret a ete le stimulant
indispensable pour la redaction du present travail.
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1 bis) M. P. Cartier vient de trouver une formulation satisfaisante generate pour les
structures multiplicatives en Algebre Homologique, qu'il exposera en son lieu.
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Chapitre I Generalites sur les categories abeliennes

1.1. Categories. Rappelons qu'on appelle categorie une classe non vide
C d'objets, avec la donnee pour A, B € C d'un ensemble Horn (A, B) (appele
ensemble des morphismes de A dans B), et pour trois objets A, B, C € C, d'une
application (dite composition des morphismes) (u, v) -> vu de Hom(A, B) x
Rom(B, C) dans Hom(A, C), ces donnees satisfaisant aux deux axiomes suivants :
la composition des homomorphismes est associative pour tout A £E C, il existe
dans Hom(A, A) un element 1A (appele le morphisme identique de A) qui soit une
unite a droite et a gauche pour la composition des morphismes. (Cet element
I A est alors determine de faςon unique). Enfin, il sera prudent de supposer
que la donnee d'un morphisme u determine ses objets de "depart" et "d'arrivee",
en d'autres termes que si (A, B) et (A, B') sont deux couples distincts d'objets
de C, alors Horn (A, .B) et Horn (A',-B') sont deux ensembles disjoints.

Si C est une categorie, on definit la categorie duale C° comme la categorie
ayant les memes objets que C, et oύ Γensemble Horn (A, B)° des morphismes
de A dans B est identique a Hom(£, A), le compose de u et v dans C° etant
defini comme le compose de v et u dans C. Toute notion et tout enonce
relatif a une categorie non precisee admet une notion ou un enonce dual
("procede de renversement des fleches"), qui sera tout aussi utile dans les
applications, mais dont Γexplicitation est laissee le plus souvent au lecteur.

Soit donne une categorie C et un morphisme u\ A-+B dans C. Pour
tout C € C, on definit une application v-*uv: Horn (C, A) -> Horn (C, B) et une
application w-*wu\ Horn (B, C) -» Horn (A, C). On dit que u est un monomor-
phisme ou que u est injectif (resp. que u est un epimorphisme ou que u est
surjectif) si la premiere (resp. la seconde) des deux applications precedentes
est toujours injective u est dit bijectif si u est a la fois injectif et surjectif.
On appelle inverse a gauche (resp. a droite) de u un v ^ Horn (B, A) tel que
vu = IA (resp. uv = IB) v est dit inverse de u s'il est a la fois inverse a
gauche et inverse a droite (auquel cas il est determine de faςon unique), u est
dit un isomorphisme s'il admet un inverse. Si u admet un inverse a gauche
(resp. a droite) il est injectif (resp. surjectif), done un iso.iiorphisme est
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bijectif (la reciproque etant en general inexacte).
Le compose de deux monomorphismes (epimorphismes) est un monomor-

phisme (epimorphisme) done le compose de deux bijections est une bijection;
de meme le compose de deux isomorphismes est un isomorphisme. Si le
compose vu de deux morphismes u, v est un monomorphisme (resp. un
epimorphisme) alors u (resp. v) Test aussi. Bien que le developpement de
tels sorites soft evidemment necessaire, nous nous dispenserons le plus souvent
par la suite de les derouler explicitement, et nous nous contenterons d'indiquer
avec soin les definitions.

Considerons deux monomorphismes u : B —> A et u': B' —>• A, on dit que
u majore ou contient u et on ecrit u <; u1', si on peut factoriser u en n'v, oύ
υ est un morphisme de B dans B' (qui est alors determine de faςon unique).
C'est la une relation de preordre dans la classe des monomorphismes a valeurs
dans A. On dira que deux tels monomorphismes u, u' sont equivalents si
chacun majore Γautre, alors les morphismes correspondants B -» B' et Bf —>• B
sont inverses Γun de Γautre. Choisissons (par exemple au moyen du symbole
a tout faire r de Hubert) un monomorphisme dans toute classe de monomor-
phismes equivalents: les monomorphismes choisis seront applies les sous-
trues de A. Ainsi un sous-true de A est, non un simple objet de C, mais un
objet B muni d'un monomorphisme u : B -> A, appele Vinjection canonique de
B dans A. (Neanmoins, par abus de langage, on designera souvent un sous-
true de A. par le symbole B de Γobjet <Ξ C correspondant). La relation de
majoration definit une relation d'ordre (et non seulement de preordre) sur la
classe des sous-trues de A. De ce qu'on a vu plus haut resulte que les sous-
trues de A contenus dans un sous-true B s'identifient aux sous-trues de B,
cette correspondance respectant les relations d'ordre naturelles. (Ceci ne
signifie pas toutesfois qu'un sous-true de B soit egaί a un sous-true de A, ce
qui exigerait en effet que Γon ait A = B).

Dualement, la consideration d'un preordre sur la classe des epimorphismes
de A permet de definir la classe ordonnee des trues quotient de A.

Soient A € C, et soit (uί)iel une famille non vide de morphismes uι : A ->
At. Alors pour tout BζC, les applications v-+UiV de Horn (B, A) dans
HonX-B, At) definissent une application naturelle

Horn (B, A) -> Π Horn (B, Ai).
ίel

On dit que les uι definissent une representation de A comme produit direct
des Ai, si quel que soit B, Γapplication precedente est bijective. S'il en est
ainsi, et si A est un autre objet de C represente comme produit des A't par des
morphismes u\: A' -> A'if (Γensemble d'indices etant le meme), alors pour toute
famille (υΐ) de morphismes vt: Aι -̂> A il existe un morphisme et un seul υ
de A dans A tel que utv = vim pour tout L On en conclut que si les vt sont
des equivalences, il en est de meme de v; en particulier, si les vι sont les
applications identiques IAi, on voit que deux objects A, A representes comme
produits de la famille des At sont canoniquement isomorphes. II est done
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naturel de choisίr alors parmi tous les (A, (ut)) comme ci-dessus, un systeme
particulier (par exemple au moyen du symbole r de Hubert) qu'on appellera
le produit de la famllle d'objets (Ai)ι€ι. C'est done, non un simple objet A de
C, mais un tel objet muni d'une famille (ut) de morphismes dans les At, appeles
les projections canoniques du produit sur ses f acteurs Aι. On note le produit

des At (s'il existe) parJJ At. Si 7 est reduit a un element /, alors le produit
ieί

s'identifie a Aι lui meme. On dit que C est une categorie avec produits si le
produit de deux objets de C existe toujours (alors, il en est de meme du produit
d'une famille finie non vide quelconque d'objets de C). On dit que C est une
categorie avec produits infinis si le produit d'une famille non vide quelconque
d'objets de C existe toujours. Nous avons vu que si on a deux produits A =
U At et B = U Bi correspondants a un meme ensemble d'indices 7, alors
ie/ ίeΓ

une famille (vt) de morphismes At —>Bt definit canoniquement un morphisme v

de A dans B, appele produit des morphismes vι et parfois note U vt. Si les
iel

vt sont des monomorphismes, il en est de meme de leur produit, mais 1'enonce
analogue pour les epimorphismes n'est pas vrai en general, (comme on voit par
exemple sur la categorie des faisceaux sur un espace topologique fixe).

Des considerations duales des precedentes permettent de definir la notion
de representation d!un objet A comme somme d'une famille d'objets At par
des morphismes ut: A i -» A (pour tout B € C, Γapplication naturelle

Hom(A,£)-> Π Horn (At, B)
ΐe/

est bijective), de somme directe ^ΰ A«, munie des injections canonique At ->
if l

^ft At (qui d'ailleurs ne sont pas necessairement des monomorphismes, malgre
ieΓ

leur nom), de morphisme somme d'une famille de morphismes unAί-tBt.
Si les ui sont des epimorphismes, il en est de meme de leur somme.

1. 2. Foncteurs. Soient C, C' deux categories. Rappelons qu'on appelle
foncteur covariant de C dans C' une "fonction" F qui a un objet A € C,
associe un objet F(A) de C', et a un morphisme u : A -> B dans C, un morphisme
F(u):F(A)-+F(B\ de telle faςon qu'on ait P(IA) = Irw et F(vu) = F(v)F(u).
Definition analogue pour les foncteurs contraυariants de C dans C' (qui sont
aussi des foncteurs covariants de C° dans C' ou de C dans C/0). On definit de
meme les foncteurs de plusieurs variables ou multifoncteurs, covariants en
certaines variables et contravariants en d'autres. Dans les generalites, nous
nous bornerons pour simplifier aux foncteurs d'une variable. Les foncteurs
se composent comme des fonctions, cette composition est associative et les
"foncteurs identiques" jouent le role d'unites.

Soient C et C' deux categories fixees, FetG deux foncteurs covariants de C
dans C', un morphisme fonctoriel f de F dans G (appele aussi ''transformation
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naturelle" de F dans G par certains auteurs) est une "fonction" qui associe
a tout A € C un morphisme f(A) de F(A) dans GXA), de telle f agon que pour
tout morphisme u : A -> B dans C, le diagramme suivannt

F(u)
F(A) - * F(B)

G(u)
G(A) - *- G(B)

soit commutatif. Les morphismes-de foncteurs F-» G et G— > H se composent
encore de faςon evidente, cette composition est associative, et le "morphisme
identique" du foncteur F est une unite pour la composition des morphismes
de foncteurs. (Done si C est un ensemble, les foncteurs de C dans C' forment
de nouveau une categorie). Notons enfin que le compose GF de deux foncteurs
F: C->C' et G.C' ->C" se comporte formellement comme un bifoncteur par
rapport aux arguments G et F: un morphisme fonctoriel G-+G' (resp. F-* F)
definit un morphisme fonctoriel GF-» GF (resp. GF-+GF').

Une equivalence d'une categorie C avec une categorie C' est un systeme
(F, G, φ, ψ) forme de foncteurs covariants :

G:C'-+C

et d'homomorphismes de foncteurs

φ: lc~»GF Ψ". lc'-+FG

(oύ lo' le' sont les foncteurs identiques dans O , resp. C') tels que pour tout
A € C, A' 6 Cr, les composes

F(φ(A)) ψ
F(A) - ̂  FGF(A) - - F(A)

G(A') - * GFG(A') - ̂  G(A')

soient Γidentite dans F(A) resp. G(A'). Alors pour tout couple A, B d'objets
de C Γapplication /-> F(f) de Horn (A, B) dans Horn (F(A), F(B)) est une
bijection, dont Γinverse est Γapplication g-+G(g) de Horn (F(A), F(B)} dans
Horn (GF(A), GF(B)) identifie a Horn (A, B) grace aux isomorphismes φ(A) :
A-*GF(A) et φ(B) :B~^GF(B). Les equivalences entre categories se com-
posent comme les foncteurs. Deux categories sont dites equivalentes s'il existe

une equivalence entre ces categories. On se permet alors couramment, dans
le langage, de ne pas distinguer entre Γune et Γautre. II importe cependant
d'observer la difference de cette notion avec la notion beaucoup plus stricte
d'isomorphisme (qui s'applique si on veut comparer des categories qui sont
des ensembles) : Soit C un ensemble non vide, soit pour tout couple d'objets
A, B € 0, un ensemble Horn (A, B) reduit a un element, alors C devient (pour
les uniques lois de composition possibles Horn (A, B) x Horn (B, C) -» Horn (A, C))
une categorie, et deux categories construites par ce procede sont toujours
equivalentes, mais elles ne sont isomorphes que si elles sont equipotentes.
Aucune des equivalences de categories qu'on rencontre en pratique n'est un
isomorphisme.
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1. 3. Categories additives. Une categorie additive est une categorie C
pour laquelle on s'est donne, pour tout couple (A,B) d'objets de C, une loi
de groupe abelien dans Horn (A, B), de telle faςon que la composition des
morphismes soit une operation bilineaire. On suppose de plus que la somme
et le produit de deux objets quelconques A, B de C existe. II suffit d'ailleurs
de postuler Γexistence de la somme ou du produit de A et B, Γexistence de
Γautre s'en deduit alors facilement et de plus A -f B est canoniquement
isomorphe a A x B. (Supposant par exemple que A x B existe, on considere
les morphismes A —> A x B et B —> A x B dont les composantes sont (IA, 0)
resp. (0, IB), et on verifie qu'on obtient la une representation de A x B
comme somme directe de A et B). Enfin, on postule Γexistence d'un objet
A tel que IA = 0, on Γappelle un objet nul ou zero de C. II revient au meme
de dire que Horn (A, A) est reduit a zero, ou encore que pour tout B € C,
Hom(A, B) (ou Hotn(#, A)) est reduit a zero. Si A et A! sont deux objets
mils, alors il existe un isomorphisme unique de A sur A' (savoir Γunique
element 0 de Horn (A, A')!), aussi on identifiera tous les objets nuls de C a
un seul, note 0 par abus d'ecriture.

La categorie duale d'une categorie additive est encore une categorie
additive.

Soient C une categorie additive, u : A -> B un morphisme dans C. Pour
que u soit injectif (resp. surjectif) il faut et il suffit qu'il n3existe pas de
morphisme non nul, qui compose a droite (resp. a gauche) avec u donne
zero. On appelle noyau generalise de u tout monomorphisme i:A'-+A tel
que les morphismes C->A qui sont diviseur de zero a droite de u soient

exactement ceux qui se factorisent en C—>-A'^A; un tel monomorphisme
est defini a equivalence pres (cf. N°l), done parmi les noyaux generalises de
u (s'il en existe) il y a exactement un qui soit un sous-true de A : on Γappelle
le noyau de u, et on le note Ker u. On definit dualement le conoyau de u
(qui est un true quotient de B, s'il existe), note Coker u. On appelle image
(resp. coimage) du morphisme u, le noyau de son conoyau (resp. le conoyau
de son noyau), s'il existe c'est done un sous-true de B (resp. un true quotient
de A) ltβ!) on les note Imu resp. Coimu. Si u admet une image et une coimage,

alors il existe un morphisme unique u : Coim u -> Im u tel que u soit identique
au compose A -> Coim u -> Im u-+B, ou les morphismes extremes sont les
morphismes canoniques.

Un foncteur Fd'une categorie additive C dans une autre C' est ait foncteur
additif si pour deux morphismes u,v: A->B dans C, on a F\u -f υ) = F\u) +
F(v). Definition analogue pour les multifoncteurs. Des foncteurs composes
de foncturs additifs sont additifs. Si F est un foncteur additif, F transforme
une somme directe finie d'objets At en la somme directe des F(A*)

1 ter) Une definition, plus naturelJe a vrai dire, de Pimage de u, serait de prendre
]e plus petit sous-true B' de B (s'il en existe) teJ que u provienne d'un morphisme de
A dans B'. Cette definition n'est equivalente a celJe donnee dans le texte que dans
le cas oil C est une categorie abέlie?ιne (cf. 1.4.)
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1. 4. Categories abeliennes. On appelle categorie abelienne une categorie
additive C satisfaisant aux deux axiomes supplemental res suivants (qui sont
autoduals):
AB 1) Tout morphisme admet un noyau et un conoyau (cf. 1. 3.)

AB 2) Soit u un morphisme dans C. Alors le morphisme canonique u \
Coim u-+lmu (cf. 1. 3) est un isomorphisme.
II en resulte en particulier qu'une bisection est un isomorphisme. Notons

qu'il existe de nombreuses categories additives satisfaisant a AB 1) et oύ les

morphismes u : Coim u -> Im u sont toujours bijectif s, sans etre necessairement
des isomorphismes. II en est ainsi par exemple de la categorie additive des
modules topologiques separes sur un anneau topologique donne, en y prenant
comrne morphismes les homomorphismes continus, ou de la categorie des
groupes abelien filtres. Autre exemple moins evident: la categorie additive
des espaces fibres holomorphes a fibre vectorielle sur une variete holomorphe
de dimension complexe 1. Ce sont done la des categories additives non
abeliennes.

Si C est une categorie abelienne, alors tout le formalisme habituel des
diagrammes d'homomorphismes entre groupes abeliens peut se developper a
nouveau en y remplaςant les homomorphismes par des morphismes dans C,
pour autant qu'on n'a en vue que des proprietes "de caractere fini", i. e. ne
faisant pas intervenir des sommes directes ou produits directs infinis (pour
lesquels des precautions speciales sont necessaires, voir N°5). Nous nous
contentons ici d'indiquer quelques f aits particulierement importants, renvoyant
pour d'autres details a [3].

Dans la suite, nous nous plaςons dans une categorie abelienne fixee C.
Soit A € C, et a tout sous-true de A faisons correspondre son conoyau (qui
est done un quotient de A), et a tout true quotient de A faisons correspondre
son noyau (qui est done un sous-true de A). On obtient ainsi une cor res-
pondance biunivoque entre la classe des sous-trues de A et la classe des trues
quotients de A, cette correspondance etant d'ailleurs un antiisomorphisme
pour les relations d'ordre naturelles. D'ailleurs, les sous-trues de A forment
une classe reticulee (done aussi les trues quotients): Si P et Q sont deux
sous-trues de A, leur sup est Pimage de la somme directe P 4- Q par le
morphisme dont les composantes sont les injections canoniques de P et Q
dans A, et leur inf est le noyau du morphisme de A dans le produit (AIP)
x (A/Q) dont les composantes sont les surjections canoniques de A sur A/P

et A/Q. (Conformement a 1'usage, on designe par A/P le quotient de A qui
correspond au sous-true P; une notation duale comme A\R pour le sous-true
de A qui correspond a un true quotient R semble naturelle). Oh a des
interpretations duales pour le inf ou le sup de deux trues quotient de A.

Soit u : A -> B un morphisme. Si A est un sous-true de A, on definit
Γimage de A par u, notee u(A), comme Im ui, ou i est Γinjectioti canonique
A r->A. Dualement, on definit Γimage inverse u~l(Bf) d'un quotient B' de
B, c'est un quotient de A. Si B' est maintenant un sous-true de B, on definit
Γimage inverse de B' par u, notee u~l(B'), comme le noyau de ju, ou j est
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la surjection canonique B-+B/B'. On definit dualement Pi mage directe u(A?)
d'un quotient A' de A, c'est un quotient de B. On demontre pour ces notions
toutes les proprietes formelles usuelles.

It V

Enfin, rappelons qu'un couple A —> B -> C de deux morphismes consecutifs
est dit exact si Ker v = Imu, d'oύ plus generalement la notion de suite exacte
de morphismes. Pour qu'une suite 0-> A->#->£ soit exacte, il faut et il
suffit que pour tout X ζ C, la suite d'homomorphismes de groupes abe liens
suivante soit exacte:

0 -> Horn (X, A) -> Horn (X, B) -+ Horn (X, C).

Critere dual pour qu'une suite C->jB->A->0 soit exacte. Pour qu'une suite
0 —> A -> A -> A" -> 0 soit exacte, il faut et il suffit que u soit un monomor-
phisme et que v en soit un conoyau generalise.

Soit F un foncteur covariant d'une categorie abelienne C dans une autre
C'. Suivant la terminologle introduite dans [6], nous dirons que F est un
foncteur semi-exact (resp. exact a gauche resp. exact a droite) si pour toute
suite exacte 0 -> A' -> A -> A!f -> 0 dans C, la suite de morphismes cor-
respondants 0 -> F(A') -> F(Aj -> F(A") -> 0 est exacte en F(A) (resp. en F(A)
et F(A'), resp. en F(A) et F(A")). F est dit un foncteur exact si F est exact
a gauche et a droite, i. e. transforme une suite exacte du type precedent
en une suite exacte alors F transforme toute suite exacte en une suite exacte.
Si F est exact a gauche, F transforme une suite exacte 0-»A^Z?->Cen
une suite exacte 0 -> F (A) —> F(B) -> F(C) enonce dual pour les f oncteurs
exacts a droite. Si F est un foncteur contravariant, on dit que F est semi-
exact (resp. exact a gauche etc.) si F Test en tant que foncteur covariant
de C° dans C'. Le compose de f oncteurs co variants exacts a gauche (resp.
a droite) est du meme type. Nous renvoyons a [6] pour d'autres sorites de
ce genre, et Γetude des proprietes d'exactitude des multifoncteurs. Comme
exemple important, notons que Horn (A, B) est un bifoncteur additif sur C x
C, a valeurs dans la categorie abelienne des groupes abeliens, contravariant
en A et covariant en B, et exact a gauche par rapport aux deux arguments
(c'est-a-dire un bifoncteur exact a gauche dans la terminologie de [6]).

1. 5. Sommes et produits infinis. Dans certaines constructions, nous
aurons besoin de Γexistence et de certaines proprietes des sommes directes
et produits directs infinis. Voici par ordre de force croissante, les axiomes
les plus utilises.
AB 3) Pour toute famille (Ai)«€r d'objet de C, la somme directe des A;, (cf.

N°ϊ) existe.
Get axiome implique que pour toute famille de sous-trues At d'un A ζ C,

le sup des At existe: il suffit de prendre Γimage de ]a somme directe © At
par le morphisme dont les composantes sont les injections canoniques A« ->
A. Nous avons vu que la somme directe d'une famille quelconque de
morphismes surjectifs est surjectif (N° 1); en fait, on voit meme que le

foncteur (Aϊ)ιe/->£ft At, defini sur la '"categoric produit" C7, et a valeurs
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dans C, est exact a droite. II est ineme exact si / est fini, mais pa's neces-
sairement si / est infini, car la somme directe d'une famille infinie de mono-
morphistnes n'est pas necessairement un monomorphisme, comme nous Γavons
remarque au N°l (pour la situation duale). D'oύ Γaxiome suivant :
AB 4) L'axiome AB 3; est verifie, et la somme directe dune famille de mono-

morphismes est un monomorphisme.
L'axiome suivant est strictement plus fort que AB 4) :

AB 5) Laxiome AB 3) est verifie, et si (Ai)ίζf est une famille filtr ante croissante
de sous-trues dun A ^ C, B un sous-true quelconque de A, on a

(On a note, conformement aux usages, 2 ^U le sup des Ai, et Pf]Q le inf
des sous-trues P et Q de A). AB 5) peut encore s'exprίmer ainsi : AB 3) est
satisfait, et si A €ΐ C est le sup dune famille filtrante croissante de sous-
trues Ai, et si pour tout i on se donne un morphisme unAi^-B tel que
pour Ai c Aj, Ui soit induit par Uj, alors il existe un morphisme u (evidemment
unique) de A dans B qui induise les uι. Notons enfin Γaxiome suivant qui
renforce encore AB 5), mais dont nous n'aurons pas a nous servir dans ce
travail :
AB 6) Laxiome AB 3) est verifie, et pour tout A € C et toute famille (Bj)jfJ

de families B' == (Bfitdj filtr antes croissant es de sous-trues Bj de A, on a

Γ\ (Σ Bi) = Σ (Γ\ BI)
(Get axiome inclut implicitement Γexistence du inf d'une famille queϊconque
de sous-trues de A).

Nous laissons au lecteur le soin d'enoncer les axiomes duals AB 3*), AB 4*),
AB 5*) et AB 6*), relatlfs aux produits infinis, des axiomes precedents.
Signalons a titre d'exemple que la categorie des groupes abeliens (ou plus
generalement, la categorie des modules sur un anneau avec unite fixe) satisfait,
relativement aux sommes directes, a Γaxiome le plus fort AB 6), elle satisfait
de plus aux axiomes AB 3*) et AB 4*), mais non a AB 5*). Les faits sont
inverses pour la categorie duale, qui par la dualite de Pontrjagin est isomorphe
a la categorie des groupes abeliens topologiques compacts. (Cela montre que
AB 5*) n'est pas une consequence de AB 4*), done AB 5) n'est pas non plus
consequence de AB 4)). La categorie abelienne des faisceaux de groupes
abeliens sur un espace topologique fixe X satisfait a Γaxiome AB 5) et AB 3*),
mais non a AB 4*), car nous avons deja remarque qu'un produit de morphismes
surjectifs n'est pas necessairement un morphisme surjectif . Remarquons pour
finir que si C est une categorie satisfaisant a la fois a AB 5) et AB 5*), alors
C est reduit aux elements nuls (car on voit alors facilement que pour A € C,
le morphisme canonϊque A(I} — > A1 est un isomorphisme, et on verifie que ceci
n'est possible que si A est nul).

Les axiomes precedents nous seront surtout utile pour Γetude des limites
inductives et projectives dont nous aurons besoin pour donner des conditions
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d'existence maniables pour des objets "injectifs" et "projectifs" (voir N°10).
Pour eviter des redites, nous allons d'abord etudier un procede tres general
et tres employe de formation de nouvelles categories a Γaide de diagrammes.

1. 6. Categories de diagrammes et proprietes de permanence. Un
schema de diagramme est un triple (7, Φ, d) forme de deux ensembles 7 et Φ
et d'une application d de Φ dans 7 x 7 . Les elements de 7 sont les sommets,
les elements de Φ les fleches du diagramme, et si φ est une fleche du
diagramme, d(φ) est appele sa direction, caracterisee par Γorigίne et
V extremite de la fleche (ce sont done des sommets du schema). Une fleche
composee d'origine / et extremite j est par definition une suite finie non vide
de fleches du diagramme, Γorigine de la premiere etant /', Γextremite de
chacune etant Γorigine de la suivante et Γextremite de la derniere etant /. Si
C est une categoric, on appelle diagramme dans C, de schema S une fonction
D qui associe a tout i C 7 un objet D(i) € C, et a toute fleche φ d'origine i et
extremite j, un morphisme D(φ) de D(ϊ) dans DC/). La classe de tels dia-
grammes sera note Cs, elle sera consideree comme une categorie, en prenant
comme morphismes de D dans Π une f amille de morphismes Vi : D(ΐ) -> D'(i)
telle que pour toute fleche φ d'origine / et d'extremite j, on ait commutativite
dans le diagramme :

Vi

D(ί) - *

Les morphismes de diagrammes se composent de faςon evidente, et les
axiomes d'une categorie se verifient trivialement. Si D est un diagramme de
schema S, alors pour toute fleche composee φ = (φι, . . . . , φk) dans S, on
definit D(φ) = D(φlύ).. ..D(φι), c'est un morphisme de D(ΐ) dans D(f) si i et j
sont resp. Γorigine et Γextremite de φ. D est dit un diagramme commutatif
si on a D(φ) = D(φ') chaque fois que φ et φ sont deux fleches composees
ayant meme origine et meme extremite. Plus generalement, si R est un
ensemble forme de couples (φ, φ') de fleches composees ayant memes origines
et memes extremites, et de fleches composees dont Γorigine egale Γextremite,
on considere la sous-categorie C s' 7i de Cs formee des diagrammes satisfaisant
aux relations de commutation D(φ) = D(φ') pour (ψ, φ') c /?, D(φ) = morphisme
identique de D(i) si φ C R a i pour origine et extremite.

On a a envisager encore d'autres types de commutation pour des diagram-
mes, dont la nature varie avec les categories envisagees. Ce qui suit semble
couvrir les cas les plus importants. Pour tout (/,/) <E 7 x 7, donnons nous
un ensemble Rij de combinaisons lineal res formelles a coefficients entiers de
fleches composees d'origine / et extremite /, et, si / = /, d;un element ei
auxiliaire. Si alors D est un diagramme, a valeurs dans une categorie
additive C, on peut pour tout L € Rij definir le morphisme D(L) : D(i)-+D(f),
en remplaςant dans Γexpression de Z, une fleche composee φ par D(φ\ et eι
par le morphisme identique de D(i). Si on designe par R la reunion des
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Rij, on dira que D est /?-commutatif si tous les D(L) (L € R) sont nuls.
Appelons schema de diagramme avec relations de commutation un couple (S, R)
= Σ forme d'un schema de diagramme et d'un ensemble R comme ci-dessus.

Pour toute categorie additive C, on peut alors considerer la sous-categorie
C2 de Cs formee des schemas #-commutatifs.

PROPOSITION 1. 6.1. Solent 2 un schema de diagramme avec relations de
commutation, C une categorie additive. Alors la categorie C2 est une categorie
additive, et si C est une categorie avec produits directs infinis (resp. sommes
directes infinies) il en est de mδme de C2. De plus, si C satisfait a un des
axiomes AB 1) a AB 6) ou des axiomes duals AB 3*) a AB 6*), il en est de
mδme de C2.

D'ailleurs, si D, Π € C2, et si u est un morphisme de D dans D', alors
son noyau (resp. conoyau, resp. image, resp. coimage) est le diagramme
forme par les noyaux (resp ) des composantes ut, les morphismes dans ce
diagramme (correspondants aux fleches du schema) se deduisant de ceux de
D (resp. D' ) de la faςon evidente par restriction (resp. passage au
quotient). On interprete de faςon analogue la somme directe ou le produit
direct d;une famille de diagrammes. Les sous-trues Π d'un diagramme D
s'identifient aux families ((Dr(i)) de sous-trues des D(i) telles que pour toute
fleche φ d'origine i et extremite j, on ait D(φ). D'(i) c: D'(f) alors D'(φ) se
definit comme le morphisme D'(ΐ) -> D'(f) defini par D(φ). Les trues quotients
de D se determinent de faςon duale.

Si S est un schema de diagrammes, on appele schema dual et on designe
par S° le schema ayant memes sommets et meme ensemble de fleches que
S, mais Γorigine et Γextremite des fleches de S etant intervertis. Si on donne
de plus un ensemble R de relations de commutation pour S, on gardera le
meme ensemble pour S°. Avec cette convention, pour une categorie additive
C, la categorie duale de C2 s'identifie a (C )2°.

Soient C, C' deux categories additives, 2 un schema de diagramme avec
relations de commutation. Pour tout foncteur F de C dans C', on definit de
faςon evidente le foncteur F- de C2 dans C'2, dit prolongement canonique de
F aux diagrammes. F~ se comporte formellement comme un foncteur par
rapport a Γargument F, en particulier un momorphisme fonctoriel F->F'
definit un homomorphisme fonctoriel F2 -^>F/2. Notons enfin qu'on a pour un
foncteur compose: (GF)2 = G2F2, et que les proprietes d'exactitude d;un
foncteur se conservent par prolongement a une classe de diagrammes.

1. 7. Examples de categories definies par des schemas de diagram-
mes. a) Prenons / reduit a un element, et Γensemble des fleches vide. Alors
les relations de commutation sont de la forme nie = 0, done peuvent se reduire
a une unique relation ne = 0. Alors C2 est la sous-categorie de C forme des
objets annules par Γentier n. Si n ~ 0, c'est C lui-meme.

b) Prenons / quelconque, pas de fleches, pas de relations de commutation.
Alors C2 s'Jdentifie a la categorie produit C^. Si on suppose donnees des
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relations de commutation, on obtient un produit de categories du type envisage
dans 1.

c) Prenons / reduit a deux elements, a et b, avec seule fleche d'origtne
a et extremite b: on trouve la categorie des morphismes u A -» B entre objets
de C. L'i introduction de relations de commutation reviendrait a se borner
aux A,Z?, u annules par certains entiers precises.

d) Categories de foncteurs. Soit C' une autre categorie, supposons qu'elle
soit un ensemble. Alors les foncteurs covariants de C' dans C forment une
categorie, en prenant pour morphismes les morphismes fonctoriels (cf. 1,1).
Cette categorie peut ^interpreter comme une categorie Cs, oύ Ton prend
7 = C', les fleches d'origine A' et d'extremite B' etant par definition les
elements de Horn (A', B'\ et les relations de commutation etant celles qui
expriment les deux axiomes d'un foncteur. Si C' est de plus une categorie
additive, les foncteurs additifs de C' dans C peuvent aussi s'interpreter
comme une categorie C2 (on rajoute les relations de commutation qu'il faut).

e) Complexes a υaleurs dans C. / = Z (ensemble des entiers), Γensemble
des fleches etant (dn)n€z oύ dn est d'origine n et d'extremite n 4- 1, les relations
de commutation etant dn+ιdn = 0. On peut encore rajouter des relations de
la forme en = 0 si on veut se borner aux complexes a degres positifs, ou a
degres negatifs. On obtient de faςon analogue les bicomplexes etc.

f) La categorie CG, (G un groupe). Soit G un groupe, C une categorie
(non necessairement additive). On appelle objet avec groupe doperateurs G
dans C, un couple (A, r) forme d'un objet A € C et d'une representation r de
G dans le groupe des automorphismes de A. Si (A'', r') est un deuxieme tel
couple, on appelle morphisme du premier dans le second un morphisme de
A dans A' qui permute aux operations de G. La classe C° des objets dans
C avec groupe d'operateurs G devient ainsi une categorie. On peut Pinter-
preter comme une classe C2, oύ on prend pour 2 = 2(G) le schema avec
relations suivant: Pensemble des sommets est reduit a un element iQ, Pensemble
des fleches est G, les relations de commutation sont (s) (t) ~ (st) (oύ le premier
membre designe une fleche compαsee) et (e) = eio (ou e designe Pelement unite
de G). En particulier, si C est une categorie additive, il en est de meme
de C^ dans ce cas, notre construction est contenue dans celle qui suit, (grace
a la consideration de Palgebre du groupe G).

g) La categorie C r(£7 un anneau avec unite). On considere la categorie
additive forme des couples (A, r) d'un objet A de C et d'une representation
unitaire de U dans Panneau Horn (A, A), les morphismes dans cette categorie

etant definis de faςon evidente. Elle s'interprete encore comme ci-dessus
comme une categorie CS(Γ7), oύ 2XC7) est le schema avec relations ayant un
seul sommet, U comme ensemble de fleches, et des relations de commutation
que nous n'ecrirons pas.

h) Systemes inductifs et systernes projectifs. On prend comme ensemble
de sommets un ensemble preordonne 7, comme fleches les couples (ι,j) de
sommets avec i g /, Porigine et Pextremite de (i, j) etant respectivement i et
j. Les relations de commutation sont (i,j)(j,k) = (i,k) et (ί, ί) = ̂ . Les
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diagrammes correspondants (pour une categorie C donnee, non necessairement
additive) sont connus sous le nom de syst ernes inductifs sur 7 a valeurs dans C.
Si on change 7 en Γensemble preordonne oppose, ou C en Cβ, on obtient les
syst ernes project if 's sur 7 a valeurs dans C. Un cas important est celuί oύ
7 est Γensemble des parties ouvertes d'un espace topologique X, ordonne par
la relation n> on obtient alors la notion de prefaisceau sur X (a valeurs dans
la categorie C).

1. 8. Limites induetives et projectives. Nous ne parlerons que des
premieres, la notion de limite projective etant duale de celle de limite
inductive. Soit C une categorie, 7 un ensemble preordonne, A — (Ai,Uij) un
systeme inducif sur 7 a valeurs dans C (utj est un morphisme Aj-tAi defini
pour i^j). On appelle limite inductive (generalised) de A un systeme forme

d'un A € C et d'une famille (ut) de morphismes uι : At ->• A, satisfaisant aux
conditions suivantes : a) Pour i <Ξ /, on a uι = ujUjt b) Pour tout B € C et
toute famille (vt) de morphismes Vι . At -> B, telle que Γon ait pour tout couple
(i,j) avec i^j, la relation v i = vjUji, on peut trouver un morphisme v et un

seul de AT dans B tel que Γon ait υ i — vui pour tout i € 7. Si (A, (««)) est

une limite inductive de A = (Ai,utj), et si (B, (#«)) est une limite inductive
d'un deuxieme systeme inductif B = (Bi, vij), enfin si w = (wι) est un morphisme

de A dans B, alors il exist e un morphisme w et un seul de A dans B tel

que Γon ait, pour tout i £Ξ 7: wui = vtWt. En particulier, deux limites induetives
d'un meme systeme inductif sont canoniqnement isomorphes (dans un sens
evident), aussi est-il naturel de choisir, pour tout systeme inductif qui admet
une limite inductive, une telle limite inductive (par exemple au moyen du
symbole r de Hubert), qu'on notera alors lim A ou lim At, et qu'on appellera

ie/

la limite inductive du systeme inductif donne. Si 7 et C sont tels que lim A

existe pour tout systeme inductif A sur 7 a valeurs dans C, il resulte de
ce qui precede que lim A est un foncteur covariant defini sur la categorie

des systemes inductifs de 7 dans C, a valeurs dans C.

PROPOSITION 1. 8. Soit C une categorie abilienne satisfaisant a Vaxiome
AB 3) (existence des sommes directes quelconques) et soit I un ensemble
preordonne filtrant croissant. Alors pour tout systeme inductif A sur I, a
valeurs dans C, la limite inductive lim A existe, et c'est un foncteur additif

exact a droite de A. Si C satisfait a Vaxiome AB 5) (cf. 1.5) ce foncteur est
mδme exact, et alors le noyau du morphisme canonique ut : Ai -+ lim A est le

sup des noyaux des morphismes Uji : Aι -> A] pour j |> /. (En particulier, si
les Uji sont injectifs, il en est de meme de Ui).

Pour construire une limite inductive de (At, utj), on considere S = At,
ie/

et pour tout couple (ij) avec i<^j, le morphisme Wi} de Aι dans S deduit
du morphisme A* -> At + Aj dont les composantes sont IAi et — u'μ. Soit Ntj
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= Wij(Aι\ soit N le sous-true de S borne superieure des Ntj (qui existe en

vertu de Γaxiome AB 3)), soit A = S/N, soit uι : At -+ A le morphisme induit

par le morphisme canonique S-ϊS/N, on constate aussitόt que (A, ut) est une
limite inductive de A. Nous laissons au lecteur la demonstration des autres
assertions de la proposition 1. 8., demonstration evidemment bien connue.

1. 9. Generateurs et cogenerateurs. Soit C une categorie, et soit (Ut)ιeι
une famille d'objets de C. On dit que c'est une famille de generateurs de
C si pour tout objet A € C et tout sous-true B =t= A, on peut troαver un i ^ 7
et un morphisme u : Ut -> A qui ne provienne pas d'un morphisme de U i dans
B. Alors pour tout A € C, les sous-trues de A forment un ensemble: en
effet, un sous-true B de A est completement determine par Γensemble des
morphismes d'objets Ut dans A qui proviennent d'un morphisme de Ut dans
B. On dit qu'un objet Γ7 € C est un generateur de C si la famille {£/} est
une famille de generateurs.

PROPOSITION 1. 9.1. Supposons que C soit une categorie abelienne satisfaisant
a ΐaxiome AB 3) (existence de sommes directes infinie), soit (Ut)teτ une famille
d'objets de C, U = © Ut sa somme directe. Les conditions suivantes sont
έquiυalentes \

a) (Ut) est une famille de generateurs de C.
b) U est un generateur de C.
c) Tout A € C est isomorphe a un quotient d}une somme directe Z7(/>

d'objets tous identiques a U.

Inequivalence de a) et b) est une consequence a peu pres immediate de
la definition, b) implique c), car il suffit de prendre pour 7 Γensemble
Hom(U, A) et de considerer le morphisme de U(T) dans A dont la composante
suivant chaque u c 7 est u lui-meme: Γimage B de ce morphisme est A,
puisque autrement il existerait un u £Ξ Horn (U, A) = 7 tel que u(A)ή:B, ce qui
serait absurde done A est isomorphe a un quotient de £7(2λ c) implique b),
car il est immediat que si A est un quotient de U(Γ), alors pour tout sous-
true B de A distinct de A, il existe un i tel que Γimage canonique dans A
du /. erne f acteur de U ( Γ ) soit φ B, d'oύ un morphisme de U dans A qui ne
provient pas d'un morphisme de U dans B. (On notera que la structure
additive de C n'a pas reellement servi ici).

EXEMPLES. Si C est la categorie abelienne des modules a gauche unitaires
sur un anneau U avec unite, alors U (considere comme module a gauche
sur lui-meme) est un generateur. Si C est la categorie des faisceaux de
groupes abeliens sur un espace topologique fixe X, et si pour tout ouvert
ί/dX on designe par Zσ le faisceau sur X qui est nul au dessus de C U
et identique au faisceau constant des entiers au dessus de U, la famille des
Zσ forme un systeme de generateurs de C cet exemple se generalise aussitόt
au cas oύ on se donne sur X un faisceau O d'anneaux, et oύ Γon considere la
categorie des faisceaux de O-modules sur X. D'autres examples sont contenus
dans la proposition suivante:
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PROPOSITION 1. 9. 2. Soit 2 un schema de diagrammes avec relations de
commutation (cf 1.6), et soient C une categorie abelienne, (Ut)ifι une famille
de generateurs de C. On suppose que pour toute flδche de 2, Γorigine et
I'extremite de la flέche sont distincts, et que dans les relations de commutation
ne figurent pas les morphismes identiques es (on s est un sommet)^. Alors
pour tout A € C, et tout sommet s du schema, le diagramme 8S(A) dont la
valeur est A au sommet s et 0 en tous les autres sommets, et dont la valeur
sur chaque flδche est 0, appartient a Cs. De plus, la famille des S*(Ui) (s et
i variables) est un systems de generateurs de C.

La verification est immediate, il suffit de remarquer, pour la derniere
assertion, que les morphismes de £$(A) dans un diagramme D s'identifient
aux morphismes de A dans D(s).

Nous laissons au lecteur le soin de developper la notion duale de famille
de cogenerateurs d'une categorie abelienne. On peut montrer que si C est
une categorie abelienne satisfaisant a Γaxiome AB 5) (cf. 1. 5.) alors Γexistence
d'un generateur implique Γexistence d'un cogenerateur (nous ne nous servirons
pas de ce resultat). Ainsi la categorie des modules unitaires a gauche sur
un an neau U avec unite admet toujours un cogenerateur: si par exemple
U = Z, on peut prendre pour cogenerateur le groupe des nombres rationnels
modZ (ou le tore T = R/Z).

1.10. Objets injectifs et projectifs. Rappelons qu'un objet M d'une
categorie abelienne C est dit injectif si le foncteur A -> Horn (A, M) (qui de
toutes faςons est exact a gauche) est exact, i. e. si pour tout morphisme u
dans M d'un sous-true B d'un A € C, il existe un morphisme de A dans M
qui le prolonge. Un morphisme A -> M est dit un effacement injectif (de A)
si c'est un monomorphisme, et si pour tout monomorphisme B —> C et tout
morphisme B -> A, on peut trouver un morphisme C—> M rendant commutatif
le diagramme

B * C

i i
A ^ M

Ainsi, pour que Γapplication identique de M soit un effacement injectif il
faut et il suffit que M soit injectif tout monomorphime dans un objet injectif
est un effacement injectif.

THEOREMS 1.10.1. Si C satisf ait a axiome AB 5) (cf. 1. 5.) et admet un
generateur (cf. 1.9) alors pour tout A € C, il existe un monomorphisme de
A dans un objet injectif M.

On va meme construire un foncteur M: A -» M(A) (non addΐtif en general!)

2) La categorie C2 des systemes inductifs dans C construits sur un ensemble d'indices
ordonne /, rentre dans ce cas. En effet il suffit alors, dans 1'exmple 1.7.h) de con-
siderer les fleches (ij) avec i<j, et les relations de commutation (i,j) (j,k) = (i,k),
oίi les eβ n'intervienent plus.
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de C dans C, et un homomorphisme / du foncteur identique dans M, tels que
pour tout A € C, M(A) soit injectif et /(A) soit un monomorphisme de A dans
M(A). La demonstration etant essentiellement connue, nous esquisserons
seulement les points principaux.

LEMME 1. Si C satisfait Γaxiome AB 5), alors Vobjet M €C est injectif
si et seulement si pour tout sous-true V du generateur U, et tout morphisme
v de V dans M, v se prolonge en un morphisme de U dans M.

II suffit de prouver que la condition est suffisante, soit done alors u un
morphisme d'un sous-true B d'un A €Ξ C dans M, montrons qu'il existe un
morphisme de A dans M prolongeant u. Considerons Pensemble P des
prolongements de u a des sous-trues de A contenant B (c'est bien un ensemble,
car en vertu de Pexistence d'un generateur, les sous-trues de A forment un
ensemble). Ordonnons-le par la relation de prolongement. En vertu de la
deuxieme formulation de Γaxiome AB 5) (cf. 1. 5) cet ensemble est inductif.
II admet done un element maximal, on est done ramene au cas oύ u est lui-
meme maximal, et a prouver qu'alors B = A. Prouvons done que si B Φ A,
il existe un prolongement de u a un B' Φ B. Soit'en effet j un morphisme
de U dans A tel que j(U) φ B, posons B' = j(U) + B (done Bf Φ B\ Soit
V = j~l(B) Γimage inverse de B par /, soit / . V'-> B le morphisme induit par

/ considerons la suite de morphismes V A U x B ̂  B' -> 0, oύ le morphisme
φ' a pour composantes Γapplication identique de V dans U et — /, et φ a
pour composantes / et P application identique de B dans Bf. On voit aussitόt
que cette suite est exacte, done pour definir un morphisme v de B' dans M,
il suffit de definir un morphisme w de U x B dans M tel que wφ' = 0. Or
soit k une extension de uf \ V -> M a U, et prenons pour w le morphisme de
U x B dans M dont les composantes sont k et u, on verifie aussitόt que
w;^/ = 0, et que le morphisme v \ B' -> Λf defini par w; prolonge w, ce qui
acheve la demonstration du lemme 1.

Soit A € C, soit /(A) Γensemble de tous les morphismes Ui de sous-trues
Vt de U dans A. Considerons le morphisme ® F« -> A x f/(/^1}) dont la
restriction au f acteur F* a pour composantes — ut: Vί —> A, et Γ injection cano-
nique de Vί dans le /.erne facteur de la somme directe U([A)}. Soit Mχ(A)
le conoyau du morphisme envisage, /(A): A -> Λfι(A) le morphisme induit par
Pepimorphisme canonique de A x U(T(Λ}) sur son quotient. Alors /(A) est un
monomorphisme (verification facile grace au fait que le morphisme canonique
φ Vί —> U(I(Λ^ est un monomorphisme en vertu de AB 4)) et de plus tout
morphisme uι \ Vt -> A se ''prolonge" en un morphisme £7->Mi(A) (savoir le
morphisme induit sur le i. erne facteur de U(I(Λ)} par Pepimorphisme canonique
de A x U(T(A^ sur son quotient Λfι(A)). Definissons par recurrence transfinie,
pour tout nombre ordinal /, Pobjet Λfί(A), et pαur deux nombres ordinaux
«</ un morphisme injectif Mi(A) -> Mj(A), de telle faςon que les MX A)
pour / < /o (i\) nombre ordinal fixe) forment un systeme inductif. Pour i = 0,
on prendra M0(A) - A pour / = 1, MΊ(A) et Λf0fA) -> Λίι(A) sont deja definis.
Si la construction est faite pour les ordinaux < i, et si i est de la forme j + 1,
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on poseraMt(A) = Mι(Mj(A)), et le morphisme Mj(A)~+ MJ+l(A) sera/(M/A))
(ce qui definit en meme temps les morphismes Mfc(A) -* M*(A) pour k S *)•
Si i est ordinal limite, on posera Mi(A) = lim. M/A), et on prendra pour

j<ί
morphismes M/A)-*Mί(A) (j < i) les morphismes canoniques, qui sont bien
injectifs (prop. 1. 8). Soit maintenant k le plus petit ordinal dont la puissance
est strictement plus grande que la puissance de Γensemble des sous-trues
de U, (prenons Λf(A) = Mfc(A)), tout revient a prouver que Mk est injectif,
i. e. satisfait a la condition du lemme 1. Avec les notations de ce lemme
prouvons que v(V) est contenu dans un des Mi avec i < k (ce qui achevera
la demonstration). En effet, de Mm = Sup Mi on tire V = Sup v~l(Mi) (en

ί<fc
vertu de AB 5)), or comme Γensemble des sous-trues de V a une puissance
< puiss. k, et que tout ensemble de nombres ordinaux < k et ayant pour

limite k a la puissance de k (car puiss. k n'est pas cardinal limite), il s'ensliit
que v'1 (Mi) reste constant a partir d'un iϋ < k, d'oύ V = er^Mi0), ce qui
acheve la demonstration.

REMARQUES. 1. VARIANTS DU THEOREME 1. 10. 1 : Si C satisfait aux axiomes
AB 3), AB 4) et AB 3*), et admet un cogenerateur T, alors tout A € C admet
un effacemerit injectif. Nous n'aurons pas a nous servir de ce resultat.

2. Le fait que M(A) soit un foncteur en A peut-etre commode, par
exemple pour prouver que tout objet A € C" (i. e. un objet A € C avec groupe
d'operateurs G — cf . 1. 7. exemple /— ) qui est injectif dans C^, est aussi
injectif dans C.

3. Dans beaucoup de cas, Γ existence d'un monomorphisme de A dans un
objet injectif peut se voir directement de faςon plus simple. Le theoreme 1 a
Γavantage de s'appliquer a des cas tres differents. De plus, les conditions
du theoreme sont stables par passage a certaines categories de diagrammes
(cf . prof. 1. 6. 1 et 1. 9. 2), oύ Γexistence de suffisamment d'objets injectifs
n'est pas toujours visible a Poeil nu.

4. On laisse au lecteur le soin de donner les enonces duals relatifs aux
objets projectifs et les effacement projectifs.

1. 11. Categories quotient. Bien qu'elles ne serviront pas dans la suite
de ce travail, les considerations de ce numero, qui systematisent et assouplis-
sent le "langage modulo C" de Serre [17], sont commodes dans diverses
applications.

Soit C une categorie, on appelle sous-cat egorie de C une categoric C' dont
les objets sont des objets de C, telle que pour A, B ζ C', Γensemble HomC'
(A, B) de morphismes de A dans B au sens de C', soit une partie de Pensemble
Home (A, B) des morphismes de A dans B au sens de C, la composition des
morphismes dans C' etant induite par la composition des morphismes dans
C, et les morphismes identiques dans C' |etant des morphismes identiques
dans C. Ces deux dernieres conditions signifient que la "fonction" qui a un
objet ou morphisme de C' associe le meme objet ou morphisme de C, est un
foncteur covarϊant de C dans C' (appele injection canonique de Cr dans C).
Si C, C' sont des categories addtives, C' est dite sous-cat^ gorie additive si en
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plus des conditions precedentes, les groupes Home' (A, B) sont des sous-groupes
de Home (A, B). Supposons que C soit une categoric abelienne, C' est appele une
sous-categorie complete si (i) pour A,Bζ C', on a Home' (A, B) = Home (A, B).
(ϋ) Si dans une suite exacte A-> .Z?-> C-> Z) —κ£ les 4 termes extremes sont
dans C', il en est de meme du terme median D. D'apres (i), C' est completement
determine par la classe de ses objets. (ii) equivaut a dire que pour tout
morphisme P-+Q avec P, Q 6 C' le noyau et le conoyau sont dans C', et que
pour toute suite exacte 0 -> R' -> R -> R' -» 0 avec R, R" dans C f , R est dans C'.
On verifie aussitόt, qu'alors C' est elle-meme une classe abeliennne, et que
pour un morphisme u : A -> B dans C', noyau et conoyau (done aussi image et
coimage) sont identiques au noyau et conoyau (resp ) envisage dans C.

La sous-categorie C' de C est dite cpaisse, si elle satisfait a la condition
(i) ci-dessus, et au renforcement suivant de la condition (ii): (iii) Si dans une
suite exacte A-+B-+C les termes extremes A, C sont dans C', // en est de
meme de B. Si C est la categorie abelienne des groupes abeliens, on trouve
la notion de "classe de groupas abeliens" de [17]. On voit comme dans [17]
que (iii) equivaut a la conjunction des trois conditions suivantes: Tout objet
nul est dans C', tout objet isomorphe a un sous-true ou un true-quotient d'un
objet C' est dans C', toute extension de deux objets de C' est dans C'.

Soit C une categorie abelienne, C' une sous-categorie epaisse, nous allons
definir une nouvelle categorie abelienne, notee C/C' et appelee categorie quotient
de C par C'. Les objets de C/C' sont par definition les objets de C. Nous
allons definir les morphismes dans C/C' de A dans B, appeles "morphismes

mod. C' de A dans B33. Disons qu'un sous-true A de A est egal mod. C' a
A, ou quasi-egal a A, si A/A' € C' alors tout sous-true de A contenant A
est encore quasi-egal a A, de plus le inf de deux sous-trues de A quasi-egaux
a A est encore quasi-egal a A. Dualement, on introduit la notion de quotient
de B qussi-egal a B: un tel quotient B/N est quasi-egal a B si N ξ C'. Un
morphisme mod. Cr de A dans B est alors defini par un morphisme f d'un
sous-true A de A quasi-egal a A, dans un quotient Bf de B quasi-egal a B,
etant entendu qu'un morphisme/" : A'-+B" (satisfaisant aux memes conditions),
definit le meme morphisme mod. C', si et seulement si on peut trouver A" <Ξ
InfCA', A'), B'" ^ Inf (Br, B"), A" quasi egal a A, B'" quasi egal a B, tels que
les morphismes A" —>B'" definis par/',/' soient identiques. Cette derniere
relation entre./7 et f est bien une relation d'equivalence, la definition precedente
des morphismes mod. C' est done coherente. Supposons que pour tout A € C, les
sous-trues de A forment un ensemble fee qui est vrai pour toutes les categories
connues), alors on peut considerer Γensemble des morphismes mod. C' de A
dans B, note Homc/cr (A, B). Home cr (A, B) apparait comme limite inductive
des groupes abeliens Homc(Ar, Bf) oύ A (Bf) parcourt les sous-trues de A
(quotients de B) quasi-egaux a A (B), et peut'etre considere par suite comme
un groupe abelien. On definit de meme un accouplement Ho:nc/c'(A, B) x
Honic/c' (B, C) -> Home/a- (A, C) de la faςon suivante. Soit u €1 Homc (A, B') un
representant d'une u' € Homc/o' (A, B), et v € Horned", C) un representant
d'un υ' € Homc/c' (B, C). Soit Q Pimage du morphisme canonique B" -> B' du
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sous-true B" de B dans le quotient B', Q est aussi isomorphe a la coίmage
de ce morphisme, et est done a la fois un sous-true de B' et un true-quotient
de B". En diminuant au besoin le sous-true A' de A et le quotient C' de C,
on peut supposer que u et υ proviennent respectivement de morphismes (notes
encore par la meme lettre) A'-> (? et Q-+C'. On peut done prendre le
compose vu € Homo (A', C'), et on verifie que Γelement de Honic/c'(A; C) qu'il
definit ne depend que de u' et υ' , on le notera v'u'. II n'y a aucune difficulte
a prouver que la loi de composition ainsi definie est bilinaire, associative, et
que la classe dans Honic/c' (A, A) de 1'application identique IA est une unite
universelle, done que C/C' est une categorie additive et enfin que c'est meme
une categorie abelienne. Nous ne ferons pas ici cette verification extremement
fastidieuse. Ainsi C/C' apparait comme une categorie abelienne, de plus le
foncteur identique F de C dans C/C' est exact (et permute en particulier aux
noyaux, conoyaux, images et coimages), F(A) est nue si et settlement si A €
C', enfin tout objet de C/C' est de la forme F(A), A € C. Ce sont ces faits
(qui essentiellement caracterisent la categorie quotient) qui permettent d'ap-
pliquer le langage "mod. C'" en toute securite, ce langage signifiant simplement
qu'on se place dans la categorie abelienne quotient. II est particulierement
commode pour exploiter, quand on a une suite spectrale (cf . 2. 4) dans C, le
fait que certains termes de cette suite spectrale sont dans C' : reduisant mod.
C' (i. e. appliquant le foncteur F) on trouve une suite spectrale dans C/C' oίi
les termes correspondants sont nuls, d'oύ souvent des suites exactes mod. C'
a Γaide des criteres usuels d'obtention de suites exactes a partir de suites
spectrales dont certains termes sont nuls.

Chapitre II Algebre Homologique dans les categories abeliennes.

2. 1. 3-foncteurs et 3*-foncteurs. Soient C une categorie abelienne, C'
une categorie additive, a et b deux entiers (pouvant etre egaux a + oo ou
— oo) tels que a 4- 1 < b. Un o-foncteur covariant de C dans C', a degres

a < z < b, est un systeme T = (TO de foncteurs covariants additifs de C dans
C', (a < i < b), plus la donnee, pour tout i tel que a < i < b — 1, et toute suite
exacte 0 -> A —* A -> A" -> 0 dans C, d'un morphisme

fThomomorphisme bord" ou "connecting homomorphism'O, les axiomes suivants
έtant supposes satisfaits :

(i; Si on a une deuxieme suite exacte 0 ->• Bf -> B" -> 0 et un homomor-
phisme de la premiere suite exacte dans la seconde, alors les diagrammes
correspondants

sont commutatifs.
(ii) Pour toute suite exacte 0 -> A ~> A ~> A" -> 0, la suite de morphismes

associee
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(2.1.1.) .... T(A') -+ T\A) -> T(Ά') -> Tί+l(A) -»....
est un complexe, i. e. le compose de deux morphismes consecutifs dans cette
suite est nul.

Definition analogue pour un 3*-foncteur covariant, la seule difference
etant que Γoperateur 3 diminue le degre d'une unite au lieu de Paugmenter.
Definition analogue pour les 3-foncteurs et 3*-f oncteurs contravariants les T{

sont alors des f oncteurs additifs contravariants et les operateurs bords vont
de Γ*(A') dans Tί+ί(A") ou Γ'-'CA"). Si on change de signe les degres i
dans T\ ou si on remplace la categorie C' par sa duale, les 3-f oncteurs sont
changes en 3*-f oncteurs. Ainsi, on peut toujours se ramener a Petude des
3-foncteurs covariants. Remarquons que si a = — oo, b = -f o°, un 3-foncteur
est une "connected sequence of functors" de [6, Chap. III].

Etant donnes deux 3-foncteurs T et T' definis pour les memes degres, on
appelle morphisme (ou transformation naturelle) de T dans T' un systeme
/= (/*) de morphismes f onctoriels /* : Γ*->T"% soumis a la condition naturelle
de commutation naturelle de commutation avec 3 : pour toute suite exacte
0 — >• A -> A *-> A!' -> 0, le diagramme

est commutatif. Les morphismes de 3-foncteurs s'ajoutent et se composent
de faςon evidente.

Supposons que C' soit aussi une categorie abelienne. Alors un 9-foncteur
est dit exact si pour toute suite exacte 0 -> A' -> A -> A!' ->• 0 dans C, la suite
correspondante (2. 1.1) de morphismes est exacte. On appelle foncteur
cohomologique (resp. foncteur homologique) un 3-foncteur (resp. 3* -foncteur)
exact defini pour tous les degres.

2. 2. 3-foncteurs universels. Soit T = (TO 0 <; i ̂  a un 3-foncteur
covariant de C dans C', oύ a > 0. T est dit un 3-foncteur universel si pour
tout 3-foncteur T = (T/0) defini pour les memes degres, et tout morphisme
fonctoriel /'° de T10 dans T'ίo, il existe un morphisme et un seul / de T dans
T" quΐ pour le degre ic se reduise a fi0. Definition identique pour un 3-
foncteur contravariant dans le cas des 3*-foncteurs il faut considerer des
morphismes de T dans T et non de T dans T '.

Par definition meme, pour un foncteur covariant F donne de C dans C, et
pour a, donne, a > 0, il ne peut exister, a isomorphismes canoniques pres,
qu'un seul 3-f oncteur universel defini en degres 0 <; i <Ξ a et se reduisant a F
en degre 0. Ses composantes sont alors notees S'F, et appelees foncteurs
satellites droits de F. Si i < 0, on posera aussi SiF = '̂'F, oύ les SiF sont les
satellites gaudies de F, definis comme S'F, mais par la consideration des
3*-foncteur universels definis en degres 0 <Ξ i <Ξ a, tels que T° = F. On verifie
aussitόt que pour i donne, si S?:F existe, il est independant du choix de a.

Dans tous les cas a ma connaissance, les foncteurs satellites d'un foncteur
additif quelconque F existent. D'ailleurs, si C, C' sont donnes, pour montref
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que pour tσut foricteur covariant additif F de C dans C', il existe un 3-foncteur
universe! defini en tous les degres et se reduisant a F pour le degre zero
(i. e. tous les satellites S*F existent) il suffit manifestement de prouver que
S1F et S-*F existent, en vertu des formules S^S'F) = S*+1F si /> 0, S-^&F)
= S^F si ί<Ξθ, (dont la verification a partir de la definition est triviale).
D'ailleurs, la recherche de S1F et S~*F sont deux problemes duals, ces deux
foncteurs se permutent si on remplace C et C' par les categories duales.

Un f oncteur additif F de C dans C' est dit effarable si pour tout A € C,
on peut trouver un monomorphisme u: A —> M tel que F(u) = 0 si C est tel
que tout objet A £Ξ C admet un effacement injectif (cf. 1.10 remarque 1)
il revient au meme de dire que F(u) = 0 pour tout effacement injectif u si
enfin C est tel que tout objet A € C admet un monomorphisme dans un objet
injectif M (cf. 1.10.1) il revient au meme de dire que F^M) = 0 pour tout
objet injectif M. Dualement, F est dit coeffarable si pour tout A €ί C, on
peut trouver un epimorphisme u \ P-+A tel que F(u) = 0.

PROPOSITION 2.2.1. Solent C, C' deux categories abeliennes, T = (T*)
0 < / < b un "d-foncteur exact (covariant ou contravariant) de C dans C', avec a > 0
Si T1 est effaςable pour i > 0 alors T est un 'd-foncteur universel, et la reciproque
est vraie si C est tel que tout objet A £Ξ C admet un effacement injectif (cf. 1.10).

II suffit pour la partie directe, de prouver par example que si (7"°, T'1)
est un 3-f oncteur defini pDur les degres 0,1 et /° un morphisme fonctoriel
T°->T"°, alors il existe un morphisme (Λ/1) unique de (T°, T1) dans (T/0, T1)
se reduisant a f° pour le degre 0 (nous avons suppose T covariant pour fixer
les ideas). Soit A € C, considerons une suite exacte U-*A~+M-*A'~+Q telle
que le morphisme TL(A) -> TL(M) soit nul. Si on a pu construire f1, on aura
un diagramme commutatif

T°(M) -> T°(Λ') -> T\A) -> Tl(M)

T'°(M) -> T/0(AO -> Tfl(A).
La premiere ligne etant exacte, on en conclut que le morphisme T°(A) -+TL(A)
est surjectif, et par suite que le morphisme fl(A): TL(A) -> T'l(A) est comple-
tement determine par passage au quotient a partie de f°(A): TQ(A ) —> T'°(A),
ce qui prouve Γunicite de fl(A). D'ailleurs, le diagramme precedent sans
fl(A), compte tenu du fait que le produit des deux morphismes de la deuxieme
ligne est nul, permet de definir un morphisme Tλ(A) -> Tfl(A) de faςon unique
par la condition que le diagramme reste commutatif. Des raisonnements
standarts montrent que le morphisme ainsi defini ne depend pas du choix
p articulier de la suite exacte 0-»A-»M->A'->0, puis le fait que ce morph-
isme est fonctoriel, et "permute a 3". Cela prouve done la premiere partie
de la proposition. La deuxieme partie est contenue dans le theoreme d'ex-
istence suivant:

THEOREME 2.2.2. Soit C une categorie abelienne telle que tout objet
A € C admette un effacement injectif (cf. 1.10). Alors pour tout f oncteur
additif covariant F sur C, les satellites S*F (i > 0) existent et sont des foncteurs
effarables pour i > 0. Pour que le "d-foncteur universel (S*F)i^o soit exact, il
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faut et il suffit que F satisfasse aux conditions suivantes F est semi-exact, et
pour PdQ^.R dans C, le noyau de F(Q/P) ->• F(/?/P) est contenu dans Vintage
de F(Q) -> F(QIP) (conditions toujours satisfaites si F est exact a gauche ou
exact a droite).t2b^

La demonstration est essentiellement contenue dans [6, Chap. III]. Pour
la premiere partie, il suffit de prouver Γexistence de SLF. Soit A € C,
considerons une suite exacte 0->A->M-f A'-> 0, ou le premier morphisme
est un effacement injectif de A, posons SLF(A) = F(A'}]lm(F(M)), on voit
comme dans [6] que le deuxieme membre est independant du choix particulier
de la suite exacte choisie, (modulo des isomorphismes canoniques) et peut etre
considere comme un foncteur en A. La definition de Γhomomorphisme bord,
la verification des axiomes (i) et (ii) du N°2.1, et du fait que le 3-foncteur
obtenu (F, S1F) est universel est aussi standart. De meme, nous omettrons la
demonstration du critere d'exactitude. — Signalons Γenonce dual: Si dans C,
tout objet admet un effacement project if, alors les satellites SlF(i <Ξ 0) existent, et
sont des foncteurs coeffaQables; la condition pour que le 'd-foncteur (StF)i.^Q soit
exact est la meme que dans Γenonce du theoreme 2. 2. 2. Par suite, si dans C
tout objet admet un effacement injectif et un effacement projectif, alors tout
foncteur covariant additif F admet des satellites S*F pour tout i, et pour que
le 3-foncteur universel (S*F) soit exact, il faut et il suffit que F satisfasse a
la condition donnee dans Γenonce du theoreme 2. 2. 2. Si F est un foncteur
contravariant, il faut, dans les enonces ci-dessus, permuter les cas / <Ξ 0 et
i > 0, et remplacer la condition d'exactitude par une condition duale.

REMARQUE. Signalons un autre cas, tres different de celui donne dans
le theoreme 2. 2. 2, ou on peut construire les foncteurs satellites d'un foncteur
arbitral re de C dans C': Supposons qu'on puisse trouver un ensemble C0 c C
tel que tout A € C soit isomorphe a un objet G C0, et supposons que C' soit
une categorie abelienne oύ les sommes directes infinies existent. Alors pour
tout foncteur additif F de C. dans C', les satellites (S*F) (i > 0) existent. De
plus, si C' satisfait a Γaxiome AB 5) (cf. 1. 5) et si F satisfait la condition
de la fin du theoreme 2. 2. 2, alors le 3-foncteur (S'F),^ est exact. Comme en
particulier la categorie des groupes abeliens satisfait a la condition AB 5),
on peut appliquer le resultat precedent au foncteur Horn (A, B) a valeurs
dans la categorie des groupes abeliens et definir ainsi les foncteurs Ext*
(A, E) comme satellites de Horn (A,B), considere soit comme foncteur covariant
en B, soit comme foncteur contravariant en A. (Mais il resterait a prouver
que ces deux procedes donnent le meme resultat). La condition envisagee
sur C est verifiee pour des categories dont les objets sont soumis a certaines
conditions de finitude (et ou en particulier des sommes directes infinies
n5existent pas en general). Exemple: la categorie abelienne des groupes
algebriques (non necessairement connexes) definies sur un corps k fixe de
caracteristique 0, qui sont completes en tant que varietes algebriques et
abeliennes en tant que groupes, i. e. la categorie des groupes algebriques

2 bis) (Note ajoutee pendant la correction des epreuves.) Cette condition est aussi
automatiquement verifiee si tout objet de C est isomorphe a un sous-true d'un objet
injectif, cf. [6, Chap. Ill]
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abeliens definis sur k dont la composante connexe de Γelement neutre est une
"variete abelienne". (On est oblige de supposer la caracteristique nulle,
sinon un homomorphisme bijectif ne serait pas necessairement un isomor-
phisme). Indiquons seulement qu'on demontre le resultat enonce ci-dessus en
construisant S1F(A) comme limite inductive des objets F(M/A) Im(F(M)) pour
"tous" les monomorphismes A —> M dans C, preordonnes en disant que A -*M
est " major e" par A—>M' si on peut trouver un morphisme M-+M' induisant
Γidentite sur A.

2.3. Foncteurs derives. Soient C et C' deux categories abeliennes.
La theorie des foncteurs derives d'un foncteur additif F de C dans Cf se
developpe comme dans [6, Chap. V], a cela pres qu'il faut supposer suivant
les cas que tout objet A <E C est isomorphe a un sous-true djun objet injectif,
resp. a un true quotient d'un objet projectif, ou les deux. Ainsi, pour pouvoir
definir les foncteurs derives droits d'un foncteur coυariant ou les foncteurs
derives gauches d'un foncteur contravariant, il faut supposer que tout objet
A € C est isomorphe a un sous-true d'un objet injectif, d'oϋ on conclut en
effet que tout A € C admet une resolution injective3): O-^A-^C0-^1-* ,
d'oύ la definition des /PF(A) = JFF(F(C)) (oύ C designe le complexe des C*>
Si on veut definir des foncteurs derives gauches d'un foncteur covariant ou
des foncteurs derives droits d'un foncteur contravariant, il faut de meme
supposer que tout objet A £Ξ C est isomorphe a un quotient d'un objet
projectif. Et enfin, pour definir des foncteurs derives d'un foncteur mixte en
plusieurs variables, il faut faire sur la categorie de chaque variable Γhypothese
appropriee. A cela pres, Γexpose de [6] se transporte tel quel. En particulier,
si F est par exemple covariant et si on peut former les foncteurs derives
droits /?F, alors (posant /PF = 0 pour i < 0) RF == (/PF) est un foncteur
cohomologique (dit foncteur cohomologique derive droit de F), et on a un mor-
phisme canonique de 3-foncteurs a degres positifs SF-> RF (oύ SF = (S'F) est le
3-foncteur universel a degres positifs satellite de F, qui existe en vertu de
th. 2. 2. 2.) ce dernier est un isomorphisme si et seulement si F est exact a
gauche. Notons qu'il semble que la consideration des R*F n'ait guere d'interet
que dans le cas oύ F est exact a gauche, i. e. quand ils coincident avec les
foncteurs satellites; cependant la definition simultanee des /PF par resolutions
injectives est plus maniable que la definition recurrente des S*F, et en
particulier se prete mieux a la construction des suites spectrales les plus
importantes (voir 2.4).

Soient Cι,C2,C' trois categories abeliennes, soit T(A,B) un bifoncteur
additif de C t x C^ dans C', que nous supposerons pour fixer les idees con-
travariant en A et covariant en B. Supposons que tout objet de C2 soit
isomorphe a un sous-true d'un objet injectif, on peut alors construire les

3) Une resolution droite d'un A -» C est par definition un complexe C a degres positifs,
muni d'un "homomorphisme d'augmentation" A -> C (A etant considere comme un
complexe reduit au degre 0), de f39011 que la suite 0 -» A -> O> -> C1 -> soit exacte.
On appelle resolution injective de A une resolution C de A telle que les O soient des
objets injectifs. Les resolutions gauches de A, et en particulier les resolutions projec-
tives de A, se definissent dualement.
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foncteurs derives partiels droits de T par rapport a la seconde variable B,

R2T(A, B) = H*(T(A, C(B)))
oύ C(B) est le complexe defini par une resolution droite de B par des objets
injectifs. Bien entendu, les Rί,T sont des bifoncteurs. Supposons maintenant
que pour tout objet injectif B dans C2, le foncteur A -> T(A, B) sur C^ doit
exact, nous allons montrer que pour tout B ζ C2 la suite (RλT(A, B)) peut-etre
considere comme un foncteur cohomologique en A. Soit en effet C(B) le
complexe defini par une resolution droite de B par des objets injectifs. Pour
toute suite exacte 0 -> A' -> A -> A" —> 0 dans C1? la suite djhomomorphismes
de complexes 0 -+ Γ(A", C(B)) -> T(A, C(B)}-+ T(A', C(B))-+ 0 est exacte (d'apres
Γhypothese sur T, les termes de C(B) etant injectifs), elle definit done une
suite exacte de cohomologie, c'est-a-dire une suite exacte

On verifie aussitόt que le morphisme 3 dans cette suite ne depend pas du
choix particulier du complexe C(B), et qu'il permute aux homomorphismes
de suites exactes, ce qui montre bien que (R2T(A, B)) pour B fixe est un
foncteur cohomologique en A; on verifie d'ailleurs aussitόt que pour un
morphisme B-*B' dans C2, les morphismes correspondants R!,T(A,B)->
R2T (A,B') definissent un morphisme de 3-foncteurs en A. Si on suppose que
dans Ci, tout objet est isomorphe a un quotient d'un objet projectif, et que
pour tout objet projectif A € CΊ, le foncteur T(A, B) est exact en B (on dit
alors, conformement a la terminologie de [6], que T est "right balanced"),
alors les RiT(A, B) sont aussi les foncteurs derives droits RίT(A, B) de Γ, et
coincident aussi avec les foncteurs derives partiels R(T(A, B) dans ce cas,
les homomorphismes bords construits ci-dessu^ ne sont autres que les homo-
morphismes bords naturels de R*T et Kyf par rapport a leur premiere
variable.

Les considerations precedentes ont ete developpees surtout pour le cas
d'une categorie abelienne C dans laquelle tout objet est isomorphe a un sous-
true d'un objet injectif, mais oft on ne suppose pas que tout objet soit isomorphe
a un true quotient d'un objet projectif. Prenons alors Ci = C2 = C, C; =
categorie des groupes abeliens, T(A,β) = Hom (A,B); par definition me me
d'un objet injectif, Horn (A, B) est exact en A si B est injectif. Designant
par Ext29 (A, B) les foncteurs derives droits par rapport a B, on voit que les
Extj> (A, B) forment un foncteur cohomologique en B et en A. On a
Ext°(A,-B) = Horn (AtB) puisque Horn (A,B) est exact a gauche, il est facile
de voir que Ext1 (A, B) peut encore s'interpreter comme le groupe des classes
d?extensions de A (quotient) par B (sous-true) [6 Chap. XIV].

Un cas important oύ la categorie abelienne C contient suίfisamment
d'objets injectifs, mais pas assez d'objets projectifs, est celui oύ C est la
categorie des faisceaux de modules sur un faisceau d'anneaux donne sur un
espace topologique X. Au Chap. IV, nous etudterons de faςon plus detaillee
les groupes Extp (A, B) dans ce cas.

2.4. Suites spectrales et foncteurs spectraux. Pour la theorie des
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suites spectrales, nous renvoyons a [6, Chap. XV et XVII], en nous contentant
de preciser notre terminologie, et de degager les cas generaux les plus utiles
pour la suite oύ Γon peut ecrire des suites spectrales.

Soit C une categorie abelienne. Soit A € C, une filtration (decroissante)
sur A est une famille (Fn(A)} de sous-trues de A (n 6 Z) avec FΛ(A) c FΛ'(A)
si n ̂  n', un όbjet filtre dans C est un objet de C muni d'une filtration. Si
A, E sont deux objets filtres de C, un morphisme u: A -> B est dit compatible
avec la filtration si u(FH(A)) d Pl(B) pour tout n. Avec cette notion de mor-
phisme, les objets avec filtration dans C forment un categorie additive (mais
non un categorie abelienne, car une bijection de cette categorie n'est pas
necessairement un isomorphisme !). On appelle gradue associe a un objet filtre
A la famille des Gn(A) = P\A)lFίl^(A), on la denote par G(A)4>. G(A) est
un foncteur covariant par rapport a Γobjet filtre A. Une suite spectrale
dans C est un systeme E = (E*>q, En) forme a) d'objets E?>q € C definis pour
des entiers p, q, r avec r > 2 (on pourrait remplacer 2 par un entier rQ quelconque,
mais dans les applications seul le cas r = 2 ou r = 1 semble interessant)
b) de morphismes d*q: E™-*E*+r'q~r+l tels que d»+r*q-r+l dp

r
 <l = 0 c) d'isomor-

phismes a*'' : Ker(d* η)/Im(d»-r>q+r-l)-+E»>q

1 d) d'objets filtres £"* dans C,
definis pour tout entier n on suppose que pour tout couple (p, q) fixe, on ait
d»'q = 0 et d»-r>'l+r-'1 = 0 pour r assez grand, d'oύ on conclut que E**q est
independant de r pour r assez grand, on note cet objet par Ep^q on suppose
de plus que pour tout n fixe, Fp(En) est egal a En pour ^ assez petit et egal
a 0 pour p assez grand; enfin on suppose donnes e) des isomorphismes βp>q:
Em-+Gp(Ep+q). La famille (En) (sans filtrations) est appelee Γaboutissement
de la suite spectral E. Un morphisme u dune suite spectrale E = (E^q, En)
dans une autre E' = (E'%'q ,E'n) consiste en un systeme de morphismes u*>q:
E*'q-+E'f.*q, et un:En-+E'n compatibles avec les filtrations, ces morphismes
etant assujetis a commuter aux morphismes d^'\ a^q et βp>\ Les suites
spectrales dans C forment alors une categorie additive (mais bien entendu
pas une categorie abelienne). On appelle foncteur spectral un foncteur additif
defini sur une categorie abelienne, a valeurs dans une categorie de suites
spectrales5). Une suite spectrale est dite suite spectrale cohomologique si
E^q est nul pour p < 0 et pour q < 0, alors on a E*>q = E^Ί des que r > Sup
(P, Q + 1), E>1 = ° P°ur w < 0, /^(E1*) = 0 si m > n, Fm(En) = En si m ̂  0.

4) Ces definitions ne sont pas autoduales. On retablit la dualite en associant a toute
"filtration decroissante" de A par des Fn(A), la "cofiltration decroissante associee"
par les F'n(A) —A/Fι-n(A). Alors, passant d'une categore a la categorie duale, ces
deux filtrations deviennent respectivemeiit une cofiltration decroissante et une filtration
decroissante associees. II est encore commode de poser Fn(A)=Fl~n(A), F'n(Λ) =
F' (A) (filtration et cofiltration croissantes associees aux filtrations precedentes), et
suivant les cas, c'est 1'une ou 1'autre parmi quatre filtrations ainsi associees dont la
consideration est la plus commode. Posant G^(Λ)=Coker. (Fn(A) -» F»-l(A))t

Gn (A)=Keτ(F'n(A) -» F'^A)), on aura Gw(A) = G_n(Λ). Les foncteurs Gn et Gn

s'echangent si on passe de C a la categorie duale.
5) II semble que pour tous les foncteurs spectraux connus, 1'aboutissement soit en

fait un foncteur cohomologique. II resterait a examiner les relations entre les homo-
morphismes bords dans 1'aboutissement, et les autres cόnstituants du foncteur spectral.
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Soit par example K un bicomplexe^ dans C,/f = (K*'q), et supposons qu'e
pour tout entier n, il n'existe qu'un nombre flni de couples (p, q) tels que
p -f q = ?2 et que /i?-7 Φ 0. Alors on peut trouver deux suites spectrales,
aboutissant toutes deux a H(K) .= •(#*(/£)), (cohomologie du complexe simple

(jfiΓn) associe a /ζ /Γ71 '= 2 ^P>'1) et dont les Pre™ers termes sont respective-
p+q = Π

ment

(2.4.1) 7?'%K) - H'ϊfttK) IP/ι(K) = HljH&K)
(en employant les notations de [6, Chap. XV, N°6]). Ces suites spectrales
sont des foncteurs spectraύx en K. Ce sont d'ailleurs des suites spectrales
cohomologiques si les degres de K sont positifs.

Soit F un foncteur covariant d'une categorie abelienne C dans une autre
C', supposons que dans C tout objet soit isomorphe a un sous-true d jun objet
injectif. Soit K = (Kn) un complexe dans C, limite a gauche (i.e. JΓn = 0
pour n assez petit). Alors les considerations de [6, Chap. XVII] s'appliquent,
et permettent de construire deux suites spectrales, (IF*'!'(K), IFn(K)) et
(IIFpPdQ, IIF"(K)\ aboutissant au meme true gradue ^F(K) = (^nF(K))
(pour deux filtrations convenables de ce dernier), et dont les termes initiaux
sont respectivement:

(2.4.2) IF*«(Kγ = H(R«F(K)) ΠF^"(K) = RPF(H'<(K))

(comme djhabitude, un foncteur applique a un complexe K designe le complexe
obtenu en appliquant le foncteur a chacun des termes de K). Ces suites
spectrales sont des foncteurs par rapport a K, et la variance des termes
initiaux et finaux est celle qui est evidente sur leur forme explicite. On a
ainsi defini deux foncteurs spectraux sur la categorie des complexes dans C
limites a gauche, on les appelle les foncteurs spectraux derives a droite de F
ou encore les foncteurs spectraux d'hyper homologie (a droite) de F. Les foncteurs
$tnF(K) sont appeles les foncteurs d'hyperhomologie de F.

Rappelons le principe de la construction, en nous bornant pour fixer les
idees au cas oύ K est a degres positifs. Soit L = (LP Ί) un complexe double,
a degres positifs, muni d'une augmentation K-+L (oύ K est considere comme
un bicomplexe oύ le second degre est nul), on suppose que pour tout p, le
complexe Lp* = (£2V0</ est une resolution de Kl), et que pour tout p,q, on a
R>1F(LP'(') = 0 pour n > 0. Voici deux faςons particulieres, toutes deux uniques a
une equivalence d'homotopie de bicomplexes pres, de construire un tel bicom-
plexe : a) On considere K comme un objet de la categorie abelienne R des
complexes dans C a degres positifs, et on prend pour L une resolution injective
de Fobjet K. On constate facilement que les objets injectifs dans 8 sont les
complexes A = (Af>) a degres positifs tels que chaque A* soit injectif, HP (A)
= 0 pour i > 0, et qui "se decomposent" (i. e. les sous-trues Z(A*) des cycles

sont facteurs directs dans les A*'). De plus, tout objet de £ΐ se plonge dans

6) Contrairement a la terminologie introduite dans [6], nous supposons que les deux
operateurs bord d' et d" d'un bicomplexe K commutent, et nous prendrons done comme
operateur bord total d=d' +d", oίi d"x=(~l)i>d"x pour x<^ K?,''.
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un objet injectif. b) On prend une "resolution .injective" de K au sens de
[6, Chap. XVII] (les guillemets sont necessaires, la terminologie de [6] etant
visiblement equivoque), i.e. on suppose que les Lp'q sont injectifs, et que
pour p fixe, si on prend les cycles (resp. bords, resp. la cohomologie) des
Z?'* par rapport au premier operateur differentiel, on trouve une resolution
injective de true forme des cycles (resp. les bords, resp. la cohomologie)
dans Kp. — Ceci dit, si L est comme ci-dessus, alors H*F(L} est essentiel-
lement independant du choix de Z, et s'identifie d'ailleurs a R*(F°H°)(K)
(oύ H° est considere comme un foncteur covariant exact a gauche Sϊ->C, et
F°#° est le foncteur compose $ -> C') Pour le voir, il suffit de prendre une
resolution injective L de K (au sens de a)), il y done a un homomorphisme
(unique a homotopie pres) de la resolution L dans la resolution Z', d'oύ un
homomorphisme F(Z)-+F(Z'), qui induite un isomorphisme I^Q(F(L))-> /iv/

(F(L')) (les deux membres s'identifient en effet a H*(R1F(K)}, done un isomor-
phisme de HF(L) sur HF(L'). Or ce dernir s'explicite grace a la seconde
suite spectrale du bicomplexe F(Z'): on a Hl(F(L')} = 0 pour q > 0 comme on
voit aussitόt, on trouve done HIIF(L') = Hn(H°{Lf*n)'), or le deuxieme membre
est par definition Kl(F°HQ) (A). D'oύ la definition et le mode de calcul general
de ΐhyperhomologie ^F(K) = 9t*(FH°) (K) du foncteur F par rapport au
complexe K, et de la premiere suite spectrale, de terme initial I^''F(K) =
Hί}(RQF(K)) qui y aboutit. Si maintenant on prend pour L une ''' resolution
injective" de K comme dans b), alors la deuxieme suite spectrale du bi-
complexe F(L) est essentiellement independante de ZCpuisque L est unique a
une equivalence d;homotopie pres), elle aboutit a 3tF(/T) et son terme initial
est celui donne dans (2.4.2) il suffirait d'ailleurs qu'on ait RnF(Lp q) = 0
pour n > 0 (au lieu de Lp>q injectif) dans 1'enonce des conditions b), pour que
la deuxieme suite spectrale du complexe F(L) soit celle envisagee dans
(2. 4. 2). Notons encore que, si les degres de K sont positifs, les deux suites
spectrales derivees de F sont des suites spectrales cohomologiques. On peut
encore definir les suites spectrales derivees de F sur K si on ne suppose
plus que K est a degres bornes inferieurement, pourvu que F soit de
dimension injective finie, i. e. RPF = 0 pour p convenable. Ce fait ne
semble pas contenu dans [6], mais comme nous ne nous en servirons pas
dans la suite, nous nous bornons a le signaler ici sans demonstration. —Bien
entendu, on pourrait definir aussi des foncteurs spectraux derives a gauche
de F, pourvu que C contienne assez d'objets projectifs, et on peut envisager
aussi le cas d'un foncteur contra variant. Dans [6], on envisage le cas oύ F
est un multifoncteur, mais nous n'aurons pas a nous en servir.

Soient C, C', C" trois categories abeliennes, considerons deux foncteurs
covariants F:C->C' et G:C ;->C". On suppose que tout objet de C ou C7

est isomorphe a un sous-true d'un objet injectif, ce qui permet de considerer
les foncteurs derives a droite de F, G, GF, on se propose d'etablir des relations
entre ces foncteurs derives. Soit A € C, soit C(A) le complexe associe a une
resolution droite de A par des objets injectifs, considerons le complexe
F(C(A)) dans Cr, il est determine a une homotopie pres quand on fait varier
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C(A). II s'ensuit aussitόt que les suites spectrales definies par G et ce
complexe F(C(A)) ne dependent que de A, ce sont done des foncteurs spectraux
cohomologiques sur C, ayant le meme aboutissement, appeles foncteurs
spectraux du foncteur compose G°F. Les formules donnees plus haut donnent
immediatement leurs termes initiaux :

Q«(A) - (R\(R1G)F)) (A) Π^(A) = RflG(R'F(A)).
De loin le cas le plus important pour Fobtention de suites spectrales non
triviales est celui oύ F transforme objets injectifs en objets annules par les
R*G, q ;>! (on appelle de tels objets G-acycliques), et oύ R°G = G (i.e. G est
exact a gauche) : alors I^q = 0 si q > 0, et se reduit a RP(GF) si q = 0, d'oύ
resulte que Γ aboutissement commun des deux suites spectrales s'identifie au
foncteur derive droit de GF. On obtient ainsi le

THEOREMS 2. 4. 1. Soient C, C', C" trois categories abeliennes, on suppose
que tout objet de C ou C' est isomorphe a un sous-true dun objet inject if.
Consider ons des foncteurs covariants F:C->C' et G : C'— > C", on suppose que
G est exact a gauche et que F transforme objets injectifs en objets G-acy cliques
(i. e. annules par les RqG) q > 0). Alors il existe une foncteur spectral coho
mologique sur C, a υaleurs dans C", aboutissant au foncteur derive a droite
3ϊ(GF) de GF, (convenablement filtre), et dont le terme initial est

(2. 4. 3) Eζ^A) =

REMARQUES 1. La deuxieme hypothese sur le couple (F, G) signlfie que
les foncteurs (K*G)F (q > 0) sont effaςables (cf . 2. 2), ou encore que pour
tout A £E C, on peut trouver un monomorphisme de A dans un M tel que
(R*G) (F(M)) = 0 pour q > 1 c'est sous cette forme que le plus souvent nous
verifierons cette hypothese.

2. On verifie aussitόt que pour calculer la deuxieme suite spectrale d'un
foncteur compose (i. e. celle dont il est question dans le theoreme 2. 4. 1) il
suffit de prendre une resolution C(A) de A par des Cί qui sont F-acycliques
(et non necessairement injectifs) et de prendre la deuxieme suite spectrale
d7 hyper homologie du foncteur G par rapport au complexe FC(A).

3. Notons deux cas particuliers importants oύ Γune des deux suites
spectrales d'hyperhomologie d'un foncteur F par rapport a un complexe K
degenere. Si K est une resolution^ dun objet A de C, alors $trnF(K) =
RnF(A), done Fob jet gradue (RnF(A)) est Γaboutissement d'une suite spectrale
de terme initial I»''(K) = Hi}(RΊF(K)). Si les K'1 sont F-acycliques (i. e. RmF(Kn)
- 0 pour m > 0) alors $tnF(K) = Hft(F(K)\ done Fobjet gradue (H'l(F(K)} est

Faboutissement d'une suite spectrale de terme initial IF^K) = RpF(Hq(K)).
Combinant ces deux resultats, on trouve done: st K est une resolution de A
par des objets F-acyliques, on a R'1F(A) = Ifl(F(fO). Les isomorphismes aίnsi
obtenus sont d'ailleurs aussi les morphismes deduits d'un homo norphisme de
K dans une resolution injective de A; par suite, ils coincident aussi, au
signe pres, avec les homo morphismes definis par le "iterated connecting
homo norphism" dans K [6, V, 7].
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2. 5. Foncteurs resolvants. Soient C et C' deux categories abeliennes,
on suppose que tout objet de C est isomorphe a un sous-true d'un objet
injectif. Soit F un foncteur covariant exact a gauche de C dans C'. On
appelle foncteur resolvant de F. un foncteur covariant F defini sur C, a
valeurs dans la categorie des complexes a degres positifs dans C', F(A) =
(Fn(A)), muni d'une augmentation F->F (i. e. d'un homomorphisme du foncteur
F dans le foncteur Z°F° des cocycles de F°), et satisfaisant aux conditions
suivantes: (i) Le foncteur F est exact (ii) F->Z°F° est un isomorphisme (iii)
si A est injectif, alors F(A) est acyclique en degres > 0.

Soit F un foncteur resolvant pour F. Considerons les foncteurs HnF(A)
sur C, a valeurs dans C'. A cause de la condition (i), ils forment un foncteur
cohomologique, a caus de (ii) ce dernier se reduit a F en dimension 0, enfin
en vertu de (iii) les HnF(A) pour n > 0 sont effaςables. Par suite:

PROPOSITION 2. 5.1. Si F est un foncteur resolvant pour F, alors on a pour
tout A € C des isomorphismes uniques H*1F(A) = RWF(A), definissant un
isomorphisme de foncteurs cohomologiques, et se reduisant en dimension 0 a
Γisomorphisme d1 augment at ion.

Nous allons donner une autre demonstration de la proposition precedente,
permettant un calcul commode de ces isomorphismes :

PROPOSITION 2.5. 2. Soit F un foncteur resolvant pour F. Soit A € C, et soit
C = (CP(A)) une resolution droitede A par des objets F-acycliques. Considerons
le bicomplexe FC(A) = (FqCp(A))p,q, et les homomorphismes naturels

(2.5.1) F(C(A)) -+ F(C( A)) <- F(A)

definis respect iυement par V augmentation F—tF et par V augment at ion A ->
C(A). Alors les homomorphismes correspondants

(2. 5.2) H*F(C(A)) = RnF(A) -> HnF(C(A)) *- H»F(A)

sont des isomorphismes, et I3isomorphisme correspondant HnF(A) = RnF(A) est
celui de la proposition 2. 5.1.

Nous considerons F(C(A)) (resp. F(A)) comme un bicomplexe dont le
deuxieme (resp. premier) degre est nul. La premiere suite spectrale de
F(C(A)) a pour terme initial H(F(C(A))) (car #?/F(C(A))) est nul pour q > 0 et
s'identifie a F(C(A)) pour q = 0, en vertu de prop. 2. 5.1 et du fait que les
C?)(A) sont F-acycliques), done le premier homomorphisme (2. 5.1) induit un iso-
morphisme pour les termes initiaux de la suite spectrale 7, done induit un
isomorphisme pour la cohomologie. De meme, Hi(F(C(A))V''q est nul pour
p > 0 et egal a F(A) pour p = 0 (puisque F est un foncteur exact et C(A)
est une resolution de A), done le deuxieme homomorphisme (2.5.1) induit
un isomorphisme pour les termes initiaux des suites spectrales 77, done ίnduit
encore un isomorphisme pour la cohomologie. Pour montrer que Γisomor-
phisme obtenu de .H"F(A) sur R1F(A) est bien celui de proposition 2.5.1, on
peut prendre une resolution injectίve C'(A) de A, un homomorphisme de C(A)
dans Cr(A), et envisager F homomorphisme associe du diagrarnme (2.5.2)
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dans le diagramme analogue relatif a C(A), ce qui nous montre que Γiso-
morphisme obtenu est independant du choix de CίA). D'autre part, se bornant
desormais a des resolutions injectives, on voit immediatement que les iso-
morphismes obtenus sont fonctoriels et permutent aux homomorphism.es
cobords, de plus ils se reduisent en dimension 0 a Γisomorphisme ά}augmen-
tation (ou plutόt son inverse), done ces isomorphismes sont bien ceux de la
proposition 1.

EXEMPLES. a) Considerons le foncteur identique 7 de C dans C, un foncteur
resolvant de / (appele aussi resolution de I'identite dans C) est done un foncteur
covariant exact C de C dans la categorie des complexes a degres positifs dans
C, muni d'une augmentation A -* C(A) qui soit un isomorphisme de A sur
Z°C(A), et tel que C(A) soit une resolution de A si A est injectif,- alors CCA)
est une resolution de A quel que soit A en vertu de proposition 2. 5.1 (puisque
le foncteur / etant exact, on a Rnl = 0 pour n > 0). Soient C une resolution
de Γidentite dans C, F un foncteur covariant exact a gauche de C cans C',
supposons RnF(C\A)) = 0 pour tout n > 0 (i. e. les C?;(A) F-acycliques). Alors
F(A) = F(C(A)) est un foncteur resolvant pour F. En effet ce foncteur est
exact, car si on a une suite exacte 0 —> A —> A -> A" —>• 0 on en conclut une
suite exacte 0 -> O'(A') -> C*(A) ->> O(A") -> 0 d'oύ, puisque R[F(O(A)) = 0, une
suite exacte Q-^ F^A'))-^ F(a(A))-> F(C{(A"))-+Q. Ainsi (i) est verifie il
en est de me me de fii) puisque F est exact a gauche et C est exact et de
meme de (iii; puisque on a (C(A) etant une resolution F-acyclique de A)
HH(C(A}) = R"F(A), qui est nul si n > 0 et si A est injectif. — Une faςon
commode de construire une resolution de I'identite dans C est de prendre un
foncteur exact C°(A) de C dans C et un πionomorphisme fonctoriel A ->• C°(A):
on definit alors par recurrence les C\A) (n > 0) et les homomorphismes dn"1:
C11-1 ->• Cn en prenant Cl(A) = C°(C°(A)/Im Aj, et, pour n ;> 2,
Cn(A) - C\Ol-l(A)jlm Cn-*(A)},dll-ι etant defini a Γaide de Γhomomorphisme
d'augmentation de Q = C9'-1(A)/Im Cn~-(A) dans C°(Q). On obtient bien ainsi
une resolution de Γidentite pour que les O(A) soient F-acycliques, il suffit
que les C°(A) le soient.

b) S^it P = (Pn) une resolution projective d'un objet A de C. SDit F le
foncteur F(B) = Horn (A, J5) de C dans la categorie des groupes abeliens.
Alors F ad met le foncteur resolvant Horn (P,B).

Nous allons maintenant montrer comment les suites spectrales les plus
importantes peuvent se calculer au moyen de foncteurs resolvants. Soit F
un foncteur resolvant d'un foncteur exact a gauche F de C dans C'. Soit K
un complexe dans C, a degres limites a gauche, considerons le bicomplexe
F(K) = (Fq(K»))t, <h il depend fonctoriellement de K, il en est done de meme
de ses deux suites spectrales et de leur aboutissement. Les termes initiaux
de ces deux suites spectrales s'ecrivent aisement en utilisant Γexactitude du
foncteur F et la proposition 2. 5.1, on trouve

(2.5.3) K*q(F(K)) = H*(R*F(K)) IP^(F(K)) = R»F(H\K».

Ce sont la des iso norphismes fonctoriels avec les termes initiaux des suites
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spectrales d'hyperhomologie (2. 4. 2) de F par rapport au complexe K.

PROPOSITION 2. 5. 3. Les isomorphismes (2. 5. 3) proviennent d3 isomorphismes
fomtoriels de la premiere (resp. la deuxίeme) suite spectrale du bicomplexe
F(K) aυec la premiere (resp. la deuxίeme) suite spectrale d'hyperhomologie du
foncteur F par rapport au complexe K.

Ces isomorphismes vont etre explicates dans la demonstration ci-dessous.
Soit C(K) = (C^q(K))p,q une "resolution injective" de K au sens de [6, Chap.
XVII] considerant K comme un bicomplexe a deuxieme degre nul, on a un
homomorphisme dj augmentation K-^C(K). Considerons le bicomplexe M(K)
= F(CPQ) donne par

q' + q"=q

M(K) n'est pas determine de faςon unique par K, cependant les deux suites
spectrales de M(K) et leur aboutissement commun le sont (puisque C(K) est
determine a une equivalence d'homσtopie de bicomplexes pres), ce sont des
foncteurs spectraux bien determines en la variable K. Posons L(K) = F(C(K))
les homomorphismes d'augmentation K-+C(K) et F->F definissent des
homomorphismes de bicomplexes

L(K) - F(C(K)) -> M(K} - F(C(̂ )) ̂ - F(K)
d'oύ des homomorphismes fonctόriels pour les suites spectrales correspondantes
(homomorphismes independants du choix de C(K)} :

definissant les memes homomorphismes pour les aboutissements

pour les ternies initiaux, les homomorphismes (2. 5. 4) donnent :

• ' Ί*<qL(K)-+ I

Nous allons prouver que les homomorphismes (2.5.5) sont des isomorph-
ismes, et que les isomorphismes correspondants entre les termes extremes
de (2. 5. 5) (qui sont les termes initiaux des suites spectrales d'hyperhomo-
logie de F pour K, resp. du bicDmplexe F(K)) sont ceux resultant des
formules (2. 5. 3) il en resultera que les homomorphismes (2. 5. 4) sont des
isomorphismes, d'oά des isomorphismes entre les termes extremes, ce seront
evidemment les isomorphismes cherches. Tout revient done a prouver que
les termes medians des lignes (2. 5. 5) ont respectivement la forme Hp(Rl(F(K)))
et RflF(H'(K)) (la verification que les homomorphismes dans (2. 5. 5) sont bien
les isomorphismes naturels etant alors purement mecanϊque, et d'ailleurs
implicitement contenue dans la demonstration qui suit).

On va demontrer Hιr(Mf>q = R*P(Kft) (d'oύ resultera aussitόt l*>q(M) =
HP(R1F(K))). Or pour p fixe, M2)* = (M^q\ est le complexe simple associe au
bicomplexe (F<"(CP *X«DV,*" = F(C(K>}))} oύ C(K*>) designe le complexe C»*(K),
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qui est une resolution injective de Kp. Par suite, HΊ(MP*) =
et le dernier membre s'identifie a K*F\KP) en vertu de prop. 2.5.2.

Reste a calculer le terme median de la deuxieme ligne (2. 5. 5). On a
tout d'abord

HD(F«"(C*l'(K)).
q'+q" = q

Comme F7" est un foncteur exact, on obtient pour le terme general de la
somme du second membra F7" (H»(C*q'(K))) = Fq" (C^H^K)}), oύ C(HP(K))
designe une resolution injective de H»(K) (se rappeler la definition d'une
"resolution injective" C(K) du complexe K !). On trouve done (Hn(Hr(M))Y^
= Hq(F(C(Hp(K))). qui s'identifie a R*F(HP(K)') en vertu de proposition 2. 5. 2,

cqfd.
F etant toujours un foncteur resolvant pour le foncteur exact a gauche

F de C dans C', supposons de plus qu'on se donne un foncteur covariant G
de C' dans une categorie abelienne C", et que dans C' tout objet est isomorphe
a un sous-true d'un objet injectif. Pour tout A € C, considerons la deuxieme
suite spectrale d' hyper homologie du foncteur G par rapport au complexe
F(A); c'est un foncteur spectral en A, dont le terme initial, ea vertu de
proposition 2. 5. 1, se calcule aussitόt :
(2. 5. 6) IW«G(F(A)) = R»G(R*F\A)).
Cest la un isomorphisme fonctoriel avec le terme initial de la deuxieme suite
spectrale du foncteur compose GF.

PROPOSITION 2. 5. 4. L} isomorphisme (2. 5. 6) proυient d'un isomorphisme
fonctoriel de la deuxieme suite spectrale d hyper homologie de G par rapport au
complexe F(K), avec la deuxieme suite spectrale du foncteur compose GF.

Soit C(A) une resolution injective de A, considerons F(C(A)) comme un
complexe simple dans C', et considerons les homomorphismes naturels (2. 5. 1),
d'oύ des homomorphismes correspondants pour les deuxiemes suites spectrales
d'hyperhomologie de G :

7/G(F(C(A))) -> 7/G(F(C(A))) 4- 7/G(F(A)).
Tout revient encore a montrer que ce sont la des iso nor phis mes, et pour
ceci, a montrer que les homomorphismes correspondants pour les termes
initiaux sont des isomorphismes. Or en vertu de proposition 2. 5. 1, les
homomorphismes Jf/(F(C(A)) -> Hί,F(C(A))) 4- H(F(A)) sont des isomorphismes,

d'oύ aussitόt la conclusion voulue.
Soient C, C', C", C"' quatre categories

abeliennes, on suppose pour les trois premieres
que tout objet y est isomorphe a un sous-true

d'un objet injectif. Considerons des foncteurs covariants F, G, F, G' (voir
diagramme ci-contre), on suppose donne un foncteur resolvant F pour F et
un foncteur resolvant F' pour Fr, satisfaisant aux conditions de commutation
F'G' = GF7>. Supposons de plus que F transforme objets injectifs en

7) II est entendu que cet isomorphisme est fonctoriel, et respecte 1'homomorphis me
cobcrcl dans les complexes ? ;F'G'(Λ) et GF(Λ).
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objets G-acycliques.

PROPOSITION 2.5.5. PlaQons-nous dans les conditions precedentes. Pour
un A C C, considerons les deux suites spectrales de hyperhomologie de G par
rapport au complexe F(A), ce sont des foncteur spectraux en A. Us sont
isomorphes respectivement au deuxieme foncteur spectral du foncteur compose
F'G' et GF.

L'assertion relative au foncteur compose GF n'est autre que la proposition
2.5.4. Quant a la deuxieme suite spectrale du foncteur compose F'G', c'est
par definition la deuxieme suite spectrale de F' par rapport au complexe
G'(C(A)) (oύ C(A) designe une resolution injective de A), done s'identifie en
vertu de proposition 2.5.3 a la deuxieme suite spectrale du bicomplexe
F'G'(C(A)) (dont le premier degre est celui qui provient de C(A)), or on a
F'G' = GF, il faut done calculer la suite spectrale 7/(GF(C(A))). Or pour
tout q fixe, FqC(A) est une resolution de Fq(A) (puisque Fq est exact) par
des objets G-acycliques, done F(C(A)) devient, apres echange de ses deux
degres, une resolution de F(A) par des objets G-acycliques. En vertu de
2.4, il s'ensuit que la deuxieme suite spectrale de G(F(C(A;)) s'identifie a
la premiere suite spectrale d'hyperhomologie de G par rapport au complexe
F(A).

COROLLAIRE. C, C', C", C'" et F, G, F', G' etant comme ci-dessus (voir
diagrammed on suppose donnes des foncteurs resolvants F, G, F', G' pour
F, G, F', G', on suppose F'*G'; = G'F* (isomorphismes fonctories compatibles avec
les operateurs de derivation dans les foncteur s resolvants), et que F (resp. G')
transforms objets injectifs en objets qui sont G-acycliques (resp. F-acycliques).
Alors pour tout A € C, les deuxίemes suites spect rales des foncteur s composes
FG' et GF pour A s'identifient a la premiere et deuxieme suite spectrale
d} hyperhomologie de G pour le complexe F(A), ou encore a la premiere et la
deuxieme suite spectrale d} hyperhomologie de F' pour le complexe G'(A), ou
enfin a Vune et Vautre des deux suites spectrales du bicomplexe G(F(A)) =

F'(G'(A))

Chapitre III Cohomologie a coefficients dans un faisceau.

3.1. Generalites sur les faisceaux. Soit X un espace topologique (non
necessairement separe). Rappelons (1.7 exemple h) qu'on appelle prefaisceau
densembles sur X tout systeme inductif d'ensembles defini sur Γensemble des
parties ouvertes non vides de X, ordonne par ID. II consiste done en la
donnee, pour tout ouvert U d X, d'uti ensemble F(U), et pour tout couple
d'ouverts non vides Z7, V avec U^V, d'une application de restrication
F(U) -> F(V), avec les conditions: φuu = application identique de
φwv φvu = φwu si U ID V ID W. On dit que le prefaisceau F est un faisceau si
pour tout recouvrement (Ut) d'un ouvert U de X par des ouverts non vides,
et toute famille (/«) d'elements ft € F(Ui) telle que φutjut ft = φutju/j pour
tout couple (ij) tel que Utj = UtftUj^Φ, ϋ existe un /€ F(ϋ) et un seul
tel que φ^uf ~fi pour tout i. Si dans les definitions precedentes, on suppose
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que les F\U) sont des groupes (resp. des anneaux etc.) et que les φvπ sont
des homomorphismes, on obtient la notion de prefaisceau (ou de faisceau) de
groupes (resp. d'anneaux etc.) plus generalement, on pourrait definir la
notion de prefaisceau ou faisceau a valeurs dans une categorie (cf. 1.1)
donnee. Les prefaisceaux, ou les faisceaux, sur X, a valeurs dans une
categorie donnee, f orment une categorie, les morphismes etant definis comme
morphismes de systemes inductifs. Les prefaisceaux ou faisceaux sur X,
a valeurs dans une categorie additive, par exemple la categorie des groupes
abeliens, forment une categorie additive, et dans le cas des prefaisceaux et
faisceaux de groupes abeliens, meme une categorie abelienne. (Pour abreger,
nous dirons faisceau abelien et prefaisceau abelien pour un faisceau ou
prefaisceau de groupes abeliens). Mais on fera attention que le foncteur
identique, qui a un faisceau abelien fait correspondre le prefaisceau abelien
correspondant, est exact a gauche mais non pas exact: si on a un homo-
morphisme de faisceaux u\ F-+G, son conoyau en tant quj homomorphisme
de prefaisceaux est le prefaisceau Q(U) = G(U)/lm F(£7), qui en general n'est
pas un faisceau; son conoyau en tant qu'homomorphisme de faisceaux est
le faisceau associe au prefaisceau Q (voir plus bas). Nous n'insisterons pas
plus sur ces questions, assez bien connues actuellement (cf. [4] et le livre de
Godement [9]).

Soit F un prefaisceau d'ensembles sur X, on pose pour tout x^X:
F(x) = Iim.F(U), la limite inductive etant prise suivant Γordonne filtrant des

vosinages ouverts U de x. Sur Γensemble F reunion des F(x), on met la

topologie engendree par Γensemble des parties de F qui sont de la forme
A(f), ofc pour tout ouvert U^X et tout /€ F(t/), on designe par A(f)

Γensemble des images canoniques f(x) de / dans les F(x), x^U. Quand F est

muni de cette topologie, ΓappHcation naturelle de F dans X est un homeo-

morphisme local (i. e. tout point de F a un voisinage ouvert applique homeo-
morphiquement sur un ouvert de X), nous dirons (en suivant Godement) que

Fest un espace έtale dans X. D'ailleurs un espace etale dans X, soit E, definit
un faisceau $(E) de faςon naturelle, savoir celui qui a un ouvert U associe
Γensemble des "section" continues de E au dessus de U; de plus Γespace etale

$(E) associe a $(E) sjidentifie canoniquement a E. Si on part d jun prefaisceau

F sur X, on a d'autre part un homomorphisme canonique F-^^CF), car

toute/€F(ί7) definit une section continue x-+f(x) de F sur U; cet homo-
morphisme est un isomorphisme si et seulement si F est un faisceau. Ces
considerations prouvent: (i) La notion de faisceau densembles sur X est
equivalente a la notion d'espace etale dans X (de faςon precise, nous avons
defini une equivalance de la categorie des faisceaux d'ensembles sur X, sur
avec la categorie des espaces etales dans X). (ii) A tout prefaisceau F sur X

correspond un faisceau $(F) et un homomorphisme F-+ι$(F), qui est un

isomorphisme si et seulement si F est un faisceau. (D'ailleurs, $(F) est un
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foncteur en F, et Γhomomorphisme F-*$(F) est fonctoriel). Si on veut
interpreter la notion de faisceau de groupes (ou de faisceau de groupes
abeliens etc.) en termes d'espaces etales, il faut se donner sur chaque
"fibre" de Pespace etale une loi de groupe (resp. de groupe abelien etc.) de
fagon a satisfaire a une condition naturelle de continuite: on retrouve alors
la definition de [4, XIVJ. — On voit immediatement sur les espaces etales
correspondants quand un homomorphisme F->G de faisceaux est un mono-
morphisme resp. un epimorphisme: il faut et il suffit que sur chaque "fibre"
F(ΛΓ), Γhomomorphisme correspondant F(x) —> G(x) soit un monomorphisme resp.
un epimorphisme. De meme, la fibre en x du noyau, conoyau, image, coimage
d'un homomorphsime de faisceaux de groupes abeliens s'obtient en prenant
le noyau, conoyau etc. du homomorphisme de groupes abeliens F(x) -> G(x).

Soit O un faisceau d'anneaux avec unite sur X, un faisceau de Q-modules
a gatiche ou bref un Q-Module a gauche sur X est un faisceau de groupes
abeliens F, avec la donnee pour tout ouvert U c: X d'une structure de O(ί/>
module unitaire a gauche sur F(Z7), de telle faςon que les operations de
restrictions F(U) -* F(V) soient compatibles avec les operations de O(U) et
O(V) sur F(U) resp. F(V). (On peut exprimer ceci aussi en disant qu'on
s'est donne un homomorphisme du faisceau d'anneaux O dans le faisceau
d'anneaux des germes d'endomorphismes du faisceau de groupes abeliens F).
On definit de faςon analogue les O-Modules a droite; pour abreger, nous
dirons simplement O-Modules au lieu de O-Modules a gauche. La notion de
homomorphisme de O-Modules, et de la composition et addition de tels homo-
morphismes est evidente, on obtient alors, la categorie additive des O-Modules
sur X, notee C°. Si par exemple k est un anneau donne avec unite, on peut
considerer sur X le faisceau d'anneaux constant correspondant, note kx. La
categorie des ^-Modules n'est autre que la categorie des faisceaux de k-
modules sur X\ si par exemple k = Z, on obtient la categorie des faisceaux
de groupes abeliens. Rappelons les faits suivants, signales en passant dans
1. 5 et 1. 9 :

PROPOSITION 3.1.1. Soit O un faisceau d'anneaux avec unite sur Vespace
X. Alors la catέgorie additive C° des O-Modules sur X est une categorie
abelienne satisfaisant les axiomes AB 5) et AB 3*), et admet un generateur.

Signalons que la somme directe S d'une famille (Ft) de faisceaux Ft se
construit simplement en prenant pour chaque ouvert U la somme directe des
Fi(U) et passant au faisceau associe au prefaisceau ainsi construit le procede
est le meme pour la construction du produit Pdes faisceaux Ft. La difference
essentielle dans les deux cas est que pour tout x ̂  X} S(x) est bien la somme
directe des Ft(x), mais P(x) riest pas le produit direct des Fι(x). On se convainc
aussi aisement que Γaxiome AB 4*) n'est pas satisf ait en general (en prenant
par exemple pour O le faisceau constant Zx). Enfin, rappelons que si pour
tout ouvert £7c:X, on designe par Ou le faisceau de O-modules dont la
restriction a C^" est nulle, et qui sur U coincide avec O [4, XVII, prop. 1],
la famille des Ou est un systeme de generateurs de C°, comme il resulte
facilement de la definition 1.9 et du fait que les homomorphismes de Ou
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dans un O-Module F s'identifient aux elements de F(U). Tenant compte de
theoreme 1. 10. 1, on trouve :

COROLLAIRE. Tout O-module est isomorphe a un sous-O-module d'un
O-module injectif.

Indiquons tine demonstration directe de ce corollaire, due a Godement.
Soit, pour tout x € X, Mx un O(#)-module, et soit M le faisceau sur X defini

par M(U) = 11 'Mx, les applications de restrictions, et les operations de
xeU

Q(U) sur M(C7), etant definies de faςon evidente. M est un O-Module sur
X, par construction isomorphe au produit des O-Modules Mx(x c X} qu'on
obtient en definissant MX(U) comme etant egal a Mx si x € £7, a 0 dans le
cas contraire. De cette remarque, on deduit aussifcόt que pour tout O-Module
F, les homomorphismes de F dans M s'identifient aux families (ux)xex, oύ
pour tout x ̂  X, ux est un O(#)-homomorphisme de F(χ) dans Mx. De ceci
on conclut :

PROPOSITION 3. 1. 2. Si pour tout x 6 X, Mx est un Ox-module injectif,
άlors le faisceau produit M dδfini ci-dessus est un Q-module injectif.

Soit alors F un O-module quelconque, il est classique (et resulte d'ailleurs
de th. 1. 10. 1) que pour tout x € X, F(x) peut se plonger dans un (Vmodule
injectif, soit Mx, et par suite on obtient un plongement de F dans . le
O-module injectif M defini par les Mx.

Signalons encore pour usage ulterieur :

PROPOSITION 3. 1. 3. Soit M un O-Module injectif sur X, U une partie
ouverte de X, Ou (resp.Mv) la restriction de O (resp. M) a U. Alors Mu
est un Oτr Module injectif.

Mu est evidemment un Oίr module. Soient F un Ofr-module, G un sous-
module, u un homomorphisme de G dans Mu, prouvons que u peut se
prolonger en un homomorphisme de F dans Mu. Pour tout O-Module H

sur U, soit H le O-Module obtenu, en termes d'espaces etales, en "prolongeant
H par 0 dans O" (cf W, XVII, prop. 1]), la donnee d'un homomorphisme de
Ocr-Modules u:G-+ Mπ est alors equivalente a la donnee d'un homomorphisme

de O-Modules G -> M. G etant un sous-module de F et M etant injectif, ^ΰ,

peut se prolonger en un homomorphisme de G dans M, qui induit Γhomo-
morphisme cherche de G dans Mu — On notera que la proposition 3. 1. 3
devient fausse si on suppose U ferme au lieu d'ouvert. On demontre de faςon
toute analogue :

PROPOSITION 3. 1. 4. Soit M un O-Module injectif sur une partie fermee
Y de X. Alors le O-Module Mx qui coincide aυec M sur Y, et est nul dans

est injectif.

3. 2. Definition des JHJ (JΓ, F). Soit X un espace topologique, nous desig-
nons par CΓ la categorie abelienne Cz

x des f aisceaux abeliens sur X. Si F est un
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tel f aisceau, A une partie de X, on designe par Γ(A, F) le groupe des sections
de F (considere comme espace etale) sur A, et on pose Γ(F) = Γ(X, F), (de
sorte qu'on a Γ(A,F) = Γ(F|A), oύ F\A designe la restriction de F a A).
Plus generalement, soit Φ un ensemble non vide de parties fermees de X,
filtrant croissant, et tel que A ζ Φ, B c A implique B C Φ : pour abreger,
nous dirons que Φ est un antifiltre de parties fermees de X. On designe
par Γφ(F.) le sous-groupe de T(F) forme des sections / dont le support
( = complementaire du plus grand ouvert dans X sur lequel la restriction de
/ soit nulle) est £Ξ Φ. On voit aussitόt que ΓΦ(F) est un foncteur exact a
gauche defini sur Cγ a valeurs dans la categorie des groupes abeliens. II
s'impose done de considerer ses foncteurs derives droits, identiques aux
satellites droits (cf. 2. 3), qui existent en vertu du corollaire a la prop. 3. 1. 1.
On les note H^X, F), (oύ p est un entier quelconque). D'apres la theorie
des foncteurs derives :

PROPOSITION 3. 2. 1. Le systeme des foncteurs H*(X, F) ( — oo < £ < — oo)
est caracterise par les conditions suivantes \ Us forment un foncteur cohomo-
logique sur Cx a valeurs dans la categorie des groupes abeliens, H^(X, F) est
nul pour p < 0, coincide aυec ΓΦ(F) pour p - 0, et est eff arable (c3est-a-dire
s'annule pour F injectif) si p > 0.

Pour calculer les H%(X, F), on prend une resolution droite de F par des
faisceaux Cf injectifs, ou plus generalement tels qu'on sache a Γavance que
les H"(X, CO sont nuls pour p > 0 (on dίt alors que les O sont Γφ-acyclίques),
on considere le complexe C(F) forme par les C*', et on aura alors

Pour appliquer cette methode, il est done important de connaitre des criteres
permettant d'affirmer qu'un faisceau est ΓΦ-acyclique, nous en indiquerons
plus bas (cf. 3. 3).

Soit / une application continue d'un espace X dans un espace Y, pour
tout faisceau F sur F, on definit de f aςon naturelle le faisceau image rέciproque
de F par /, (note f~l(F) par abus de notations) : si on considere F comme
espace etale sur Y, il suffit de reprendre la definition de Γimage inverse
d'un fibre. On obtient ainsi un foncteur covariant additif exact F->/~](F) de
Cr dans Cx, que nous allons designer par g. Pour tout F€C r , on a un
homomorphisme evident Γ(F) -> Γ(g(F)), d'ailleurs fonctoriel, i.e. on a un
homomorphisme de foncteurs ΓF->Γxg (oύ nous avons mis en exposant
Γespace relativement auquel on considere le foncteur Γ). Plus generalement,
considerons un antifiltre Φ de parties fermees de X et un antifilre Ψ de
partie fermees de Y tel que pour tout B £ ψ, on aitf-^B) € Φ. Alors pour
tout F€ CF,Γhomomorphisme Γ(F) ->Γ(g(F)) applique Γ*(F) dans Γφ(g(F)),
d'oύ un homomorphisme fonctoriel ΓV+Γφg . D'ailleurs, g etant un foncteur
exact, le foncteur (#Fφ)g peut etre considere comme un foncteur cohomologique
sur Cr, se reduisant a ΓJg en dimensions 0 comme le foncteur cohomologi-
que RT^ est "universel "(prop. 2. 2. 1) Phomomorphisme fonctoriel Γ£ -> ΓJg
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se prolonge de faςon unique en un homomorphisme de foncteurs cohomolo
giques RΓ* -> (R Γφ)g. On a done prouve :

PROPOSITION 3.2.2. Soint f une application continue d'un espace X dans
un espace Y, Φ (resp. Ψ) un antifiltre de parties fermees de X (resp. Y),
tels que B £Ξ Ψ implique f~l(B) ζ Φ. On peut de faςon unique trouver, pour
tout faisceau de groupes abeliens F sur Y, des homomorphismes

HI(Y,F)^HI(XJ-\F)) (-oo<£< +00.)

de foQon a obtenir un homomorphisme de foncteurs cohomologiques, se reduisant
a I'homomorphisme naturel en dimension 0.

Ces homomorphismes seront appeles homomorphismes naturels. De leur
unicite resulte une propriete de transitivite evidente, dont Γenonce est laisse
au lecteur.

En particulier, si Y est une partie de X, et si on pose H*(Y, F) =
H$(Y, F\ Γ), oύ F\ Y designe la ''restriction" du faisceau F a y, on a
des "homomorphismes de restriction'3 H^(X, F) -> H$ΠY(Y, F), oύ Φ Π Fdesigne
la trace de Φ sur Y.

3.3. Criteres d'aeyclicite. Les developpements de ce numero, tres
commodes pour la suite, sont dύs a Godement, et seront traites de faςon
detaillee dans le livre de Godement [9] cite dans Γlntroduction.

LEMME 3.3.1. Soit F unfoncteur covariant dune categorie abelinne C
dans une autre C7, on suppose que tout objet de C est isomorphe a un sous-
true dun objet injectif. Soit M une classe d'objets de C, satisfaisant aux
conditions suivantes . (i) Pour tout A ζ C, il existe un monomorphisme de A
dans un MCM (iί) Tout A C C, isomorphe a un facteur direct d}un M C M,
appartient a M (Hi) Pour toute suite exacte 0 -> M' -> M —> M" -> 0 dans C
aυec M et M dans M, M" appartient aussi a M, et la suite 0 -> F(M') ->
F(M) -> F(M" )-̂  0 est aussi exacte. Sous ces conditions, tout objet injectif de
C est dans M, et pour tout M € M, on a RPF(M) = 0 pour p > 0.

Soit d'abord 7 un objet injectif dans C, I se plonge dans un M € M en
vertu de (i), et est done isomorphe a un facteur direct de M (puisque 7 est
injectif), done est dans M en vertu de (ii). Soit M € M, prouvons R»F(M)
= 0 pour p > 0, pour ceci considerons une resolution droite de M par des

objets injectifs C* (i ^> 0), soit Z* le sous-true des cycles dans C', il suffit de
prouver que les suites 0 -> F(M) -> F(C°) ->> F(ZO -> 0, 0 -> F(Z°) -> F(C°) -> F^Z1)
->0 etc. sont exactes, et pour ceci il suffit de prouver en vertu de (iii) que
les Z*' et O sont dans M. On le sait deja pour les O puisqu'ils sont injectifs,
et pour les Z* cela resulte de (iii) par recurrence sur /.

COROLLAIRE. Pour tout A € C, on peut calculer les R2)F(A) a Vaide d'une
resolution (quelconque) de A par des O € M.

En effet, une telle resolution existe en vertu de (/), et elle permet de
calculer les RPF(A) puisque les O sont F-acycliques en vertu du lemme.
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Un faisceau d'ensembles F sur un espace X est dit flasque (resp. mou)
si pour toute partie A ouverte (resp. fermee) de X, toute section de F sur
A est la restriction d'une section de F sur X. Ainsi si on se donne pour
tout x € X un ensemble Ex, le faisceau E dont Γensemble des sections sur

un ouvert U est E(U) — \±EX (avec les applications de restrictions evidentes
XeU

comparer Γexemple traite avant prop. 3.1.2) est evidemment flasque et mou on
en conclut que tout faisceau d'ensembles se plonge dans un faisceau flasque
d'ensembles, de meme tout faisceau de groupes abeliens (resp. de O-modules,
si O est un faisceau d'anneaux sur X) se plonge dans un faisceau flasque de
groupes abeliens (resp. de O-modules). Notons que si une partie fermee A
de X admet un voisinage paracompact, alors toute section sur A d'un faisceau
F defini sur X est la restriction d'une section definie dans un voisinage de
A , il en resulte aussitόt que si X est paracompact, un faisceau flasque est
mou. — Soit maintenant Φ une famille de parties f ermees de X satisfaisant
aux conditions generates envisagees dans 3.2, un faisceau F de groupes
abeliens sur X est dit Φ-mou si pour tout A € Φ et toute section de F sur
A, il existe une /€ ΓΦ(F) induisant la section donnee. Disons que Φ est
une f amille paracompactifiante si, en plus des conditions deja envisagees, elle
satisfait aux conditions supplementaires suivantes (introduites d'abord dans
[4]): tout A 6 Φ est paracompact, et admet un voisinage B €Ξ Φ. On voit
alors facilement, comme ci-dessus, qu'un faisceau flasque de groupes abeliens
est φ-mou pour toute f amille Φ paracompactifiante, d'oύ resulte en particulier
que tout faisceau de groupes abeliens se plonge dans un faisceau Φ-mou
(puisqu'il se plonge meme dans un flasque). L'interet des definitions
precedentes tient a la

PROPOSITION 3. 3. 2. Soit X un espace topologique muni dune ufamille Φ".
Considerons le foncteur ΓΦ defini sur la catέgorie CP des faisceaux de groupes
abeliens sur X, et a valeurs dans la categorie des groupes abeliens. Alors les
conditions du lemme 3. 3.1 sont satisfaites dans chacun des deux cas suivants:

1) M est la f amille des faisceaux flasques sur X.
2) Φ est paracompactifiante, et M est la f amille des faisceaux Φ-mous sur X.

COROLLAIRE. Hζ(X, F) = 0 pour p > 0 si F est flasque, ou si F est Φ-mou
et la famile Φ paracompactifiante.

La condition (i) du lemme a deja ete verifiee, la condition (ii) se verifie
trivialement, seule la condition (iii) demande une demonstration, pour laquelle
nous renvoyons au livre de Godement (ou que nous proposons au lecteur a
titre d'exercice).

REMARQUE. Si la famille Φ est paracompactifiante, on verifie facilement
que les faisceaux fins [4, XV] sont Φ-mous, done verifient Hl(X, F) = 0. II
en rέsulte que la theorie de la cohomologie donnee dans [4] pour des families
Φ paracompactifiantes est bien un cas particulier de celle developpέe ici.
Nous renvoyons aussi au livre de Godement pour une definition, particu-
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lierement jolie, des faisceaux fins en termes de faisceaux mous.

Resolution de Videntite. Pour tout faisceau F, soit C°(F) le faisceau
produit defini par la famille des ensembles F(x), on a un homomorphisme
fonctoriel F->C°(F), d'ailleurs injectif. Si on se restreint a prendre F
dans la categoric des faisceaux abeliens sur X, la methode de 2.5, exemple
a), permet de construire une resolution de Γidentite, C(F) qui se reduit a
C°(F) en dimension 0 et est defini par C"(F) = C°(Cw-χF)/ImCw-2(F)) en
dimension n > 2. Les Cn(A) sont flasques, done Γφ-acycliques quel que soit
Γantifiltre Φ de parties fermees, done TΦC(A) est un foncteur resolvant pour
TΦ, et on a par suite H%(X,F} = Hn(T^C(F}\ C(F) est appelee la resolution
canonique de F, (introduite et utilisee systematiquement par Godement). Si
la famille Φ est paracompactifiante, on trouve un autre foncteur resolvant
pour Γφ en prenant une resolution fixe C du faisceau constant Z par des
faisceaux fins et sans torsion, et prenant pour tout F le complexe de faisceaux
F® C. C'est la une resolution de F (parce que C est sans torsion), c'est
un foncteur exact en F (meme raison), de plus les F®Cn sont aussi fins
done Γφ-acycliques done le foncteur Γφ (F®C) est un foncteur resolvant
pour Γφ, et on a par suite H$X,F) = H*(ΓΦ(F®C)). F® C sera appelee
la resolution de Cartan de F. On se rappellera qu'elle n'est utilisable que
si Φ est paracompactifiante.

Un exemple amusant. Un espace X est dit irreductible s'il n'est pas
reunion de deux parties fermees distinctes de lui-meme, c*est-a-dire si
Γintersection de deux parties ouvertes non vides est non vide; il revient
encore au meme de dire que toute partie ouverte de X est connexe. Alors
tout faisceau constant F sur X est evidemment flasque (la reciproque etant
d'ailleurs vraie si X est connexe, comme on voit en prenant un faisceau
constant a fibre non reduite a un point). En particulier, si F est un faisceau
constant de groupes abeliens sur I3espace iireductible X, on a HP(X,F) = 0
pour p>Q.

3.4. Applications a des questions de relevement de groupe
structural^. Soit X une variete algebrique irreductible sur un corps k
algebriquement clos (voir [15, Chap. II], dont nous suivons la terminologie),
O son faisceau djanneaux locaux (=faisceau des germes de fonctions
regulieres sur X), K le faisceau des germes de fonctions rationelles sur
X. K est un faisceau constant (loc. cit. prop. 9). Soient O* et K* resp.
les sous-faisceaux des O et K forme des germes inversibles; evidemment
K* est encore un faisceau constant de groupes abeliens, et O* en est un
sous faisceau. Le faisceau quotient K*/O* = D est le faisceau des germes
de diviseurs localement principaux sur X, et coincide avec le faisceau des
germes de diviseurs sur X si les anneaux locaux O(x) de X sont factoriels
(par exemple si X est sans singularites), ce que nous supposerons desormais.
D'autre part, il est immediat que le faisceau D des germes de diviseurs sur

8) La lecture du present numero est inutile pour la comprehension de la suite.
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X est flasque, car une section de D sur un ouvert non vide U d X est une
combinaison lineaire formelle 2^Fi d'hypersurfaces irreductibles Vt dans

U, et est done la restriction de la section ΣmVi de D sur X. Par suite,
la suite exacte 0 -» O* -> K* ->• D ->- 0 -> 0 -> est une resolution de O par
des faisceaux flasques (K* est flasque puisqu'il est constant et que X est
irreductible, (cf. fin de 3.3). On en conclut les valeurs des H*\X, O*) (on
omet le signe Φ quand on prend pour φ la famille de toutes les parties
fermees de X): H^X, O*) = Γ(D)/Im(Γ(K*)) = groupe des classes de diviseurs
modulo les diviseurs principaux (fait bien connu, et qui resulte d'ailleurs
aussitόt de la suite exacte de cohomologie), et H*(X, O*) = 0 si i 2> 2, (resultat
que j'avais obtenu d'abord, de faςon beaucoup moins simple, par la methode

V

des recouvrements de Cech). On notera d'ailleurs que ce resultat s'etend
sans changement au cas oύ X est un "schema de variete" au sens de [5
bis], plus generalement au cas de "varietes arithmetiques", definies par
"recollement" a partir de "spectres'' d'anneaux commutatifs [8]. L'applica-
tion ci-dessous peut aussi se formuler dans le cadre des varietes arith-
metiques :

PROPOSITION 3.4.1. Soit X une variete algebrique irreductible (sur un corps
algebriquement clos k) dont les anneaux locaux sont factoriels (par exemple une
variete sans singular ties), alors on a H*(X, O*) = 0 pour i ^> 2. Si E est un
fibre algebrique localement trivial sur X, de groupe structural le groupe
projectif GP(n —l,k) (cf. [20]), alors E est isomorphe a Vespace fibre associe a
un espace fibre algebrique localement trivial de groupe structural le groupe
lineaire Gl(n,k\

Pour tout groupe algebrique G, designons par O(G) le faisceau de groupes
des germes d'applications regulieres de X dans G. Alors la premiere
assertion de la proposition a demontrer s'ecrit H*(X, Q(k*)) = 0 pour i > 2, et
a deja ete prouvee, la deuxieme s'ecrit, en utilisant les notions et la termi-
nologie developpee dans [11]: Γapplication canonique

IP(X, 0(Gl(n, k)) -+ ̂ (X, 0(GP(n - 1, K))

est surjective. Pour le prouver, considerons la suite exacte de groupes
algebriques e -> k* -> Gl(n, k) -> GP(n — 1, &)-» e, oύ le premier homomorphisme
est Γisomorphisme naturel de #* sur le centre de Gl(n, k). On constate
facilement que la fibration de Gl(n, k) par le sous-groupe k* est localement
triviale (i.e. il existe une section rationelle), done la suite exacte precedente
donne naissance a une suite exacte de faisceaux

e -+O(&*) -> O(G/(w, Kf) -> O(GP(n - 1, k)) -+ e

ou O(ft*) est dans le centre de O(Gl(n,k)). La proposition resulte alors de
H*(X, O(**)) = 0, et du corollaire au resultat suivant, qui generalise [11,
prop. 5.7.2, corollaire], oύ nous etions obliges de f aire des hypotheses de
paracompacite:

PROPOSITION 3.4.2. Soient X un espace topologique, e -> F->»G -+H-+e une
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suite exacte de faisceaux de groupes sur X, aυec F abelien. Soient E un espace
fibre sur X a faisceau structural H [11, Chap. IV], FE le faisceau de groupes
associe a E et aux operations de H sur F definies a I aide des automorphismes
interieurs de G (qui operent sur le faisceau invariant F). On peut alors
definir un "element cobord" 3E € H*(X, F), de faQon "fonctorielle" ', de telle
faQon que la condition necessaire et suffisante pour que 'dE = 0, c'est que la
classe c(E) de E dans ^(X, H) [11, Chap. V] appartienne a Vintage de IP(X, G).

Get enonce se simplifie quand F est dans le centre de G, car alors
FE = F ne depend plus du fibre E, et on obtient :

COROLLAIRE. Soit e -> F-> G -> H-* e une suite exacte de faisceaux de
groupes sur Γespace X, avec F daus le centre de G. Alors on peut trouver
une application ('fonctorielle) 3: IP(X, H)-+H*(X, F) telle que 3-^0) =

DέMONSTRATiON DE PROP. 3. 4. 2. Plongeons tout faisceau M sur X dans

le faisceau M dont Γensemble des section sur Γouvert U est Γensemble

ΐίM(x); M est done un faisceau flasque et M s'identifie a un sous-faisceau
areΓ

de M. Si M est un faisceau de groupes (resp. de groupes abeliens) il en

est de meme de M. D'autre part, on verifie facilement que si L est un
faisceau flasque de groupes (non necessairement abeliens), alors IP (X,L)
est reduit a Γelement neutre (en d'autres termes, tout faisceau principal
sous L [11, definition 3. 4. 2] admet une section on construit aisement une
telle section par "zornification" sur Γensemble des sections construites sur
des ouverts de X). II resulte de ceci, que pour des faisceaux F de groupes
abeliens, le groupe JEPCX", F) tel qu'il est defini dans [11] (par la methode de
V

Cech) est le meme que celui defini axiomatiquement dans ce travail (savoir
le premier satellite droit SΦ du foncteur Γ sur OΓ). Revenons alors aux
conditions de prop. 3. 4. 2, on a un homomorphisme de suites exactes :

FΠ G = F

G et F sont des sous-faisceaux de groupes de G, F distingue. Soit F G le

faisceau de groupes de G engendre par G et F, posons:

P - FG, F' = F/F.

On definit de faςon evidente une suite exacte d'homomorphismes de fajsceaux
de groupes

Montrons que Vapplication correspondante IP(X, P) -> IP(X, H} est bijective.
C'est un monomorphisme en vertu de la suite exacte de cohomologie de [11,
prop. 5.6.2], compte tenu du fait que H}(X, L) est reduit a Γelement neutre
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si L est localement isomorphe a F (car on voit facilement qu'un faisceau
localemetit isomorphe a un faisceau flasque est flasquee). Cest un epimor-
phisme, car soit (htj) un 1-cocycle de H relatif a un recouvrement ouvert

(Ut) de X, comme IP(X, H) est reduit a Γelement neutre, il existe des hi €
T(Ut,H) telles que h t j ~ ~ t i f l h j , d'autre part on peut evidemment relever les

tit en des sections ~gι de G (il suffit de se rappeler de la definition de G et

H !). Posant ptj = grlgj, on voit aussitόt que la section de H sur Utj definie
par pij est htj, d'ou on conclut que pi3 <Ξ T(Uij,P\ done (ptj) est un 1-cocycle
de P definissant le 1-cocycle donne par passage au quotient.

Du resultat precedent on conclut que le fibre E est isomorphe au fibre
associe a un fibre Q de faisceau structural P, bien determine d'ailleurs a

isomorphisme pres. Notons d'ailleurs que faisant operer P = FGdG sur G

par automorphismes interieurs, F reste stable par ces operations (puisque

F opere trivialement sur F, et que F est invariant dans G), done P opere

dans F de faςon naturelle. De plus F est stable sous les operations de P,
et les operations de P sur F ainsi obtenues ne sont autres que celles qu'on
obtient en composant P-+H et la representation naturelle de H par des
operations dans F De ceci on deduit done que le faisceau associe FE

s'identifie aussi au faisceau associe Fρ. Par ailleurs, les operations de P

passent aussi au quotient F = F/F; les representations de P par germes

d' automorphismes de F, F, F' seront notees par σ. Notons maintenant qu'on
a une suite exact d'homomorphismes de f aisceaux :

L'homomorphisme G -> P = FG est Γhomomorphisme d'injection, done un
homomorphisme de f aisceaux de groupes, et Γhomomorphisme u:P->F' est

defini en faisant correspondre, a un produit fg(f €L F(x), g ζ G(x)) la classe

de / dans F'(x) (cette definition a un sens, grace au fait que G f| F~~ F).
Get homomorphisme ne respecte pas en general les structures multiplicatives,
mais satisfait aux conditions suivantes : (i) u est surjectif , et deux elements
de P ont la meme image si et seulement si ils sont congrus sous G operant
a droite (i.e. s'ils definissent le meme element de P/G) (ii) u est un homo-
morphisme croise de P dans F' (P operant sur F' comme indique plus haut),
i. e. on a, dans chaque fibre P(x), u(e) = e et u(pp') — u(p)σ(p)u(p'). Nous
allons de cette situation, et de la donnee du fibre Q a faisceau structural
P, deduire un element d(Q) € IPζX, FQ) (oύ F« est le faisceau associe a Q
et aux operations donnees de P sur F'), de telle faςon que la nullite de d(Q)
soit necessaire et suffisante pour que la classe c(Q) 6 If (X, P) de Q soit dans
Pimage de ^(X, G). Alors la proposition 3. 4. 2 sera prouvee (modulo des
verifications immediates de naturalite). En effet la condition trouvee est
necessaire et suffisante pour que la classe c(E) € EP(X, H) soit dans Γimage
de IP(X, G) (comme on voit aussitόt sur le diagramme commutatif
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oύ les fleches verticales sont des bijections) : et d'autre part IP(X, FQ) est
cannoniquement isomorphe a H*(X, FQ) = H*(X, F1*), puisque de la suite exacte

0->F-> F-» F-> 0 on deduit la suite exacte 0->F<2-»F<2->F<2-»0 et que,

FQ etant flasque puisque localement isomorphe au f aisceau flasque F, H*(X, Fρ)
= 0 pour i > 0. II suffira done de poser o(E) = —d(Q) € H*(X, F®) pour
satisfaire aux conditions voulues. II reste done a definir d(Q), ayant les
proprietes de fonctoralite et "d'exactitude" voulues. C'est ce qui va etre
fait sous les conditions plus generates qui suivent oύ les notations sont
legerement changees).

Soit P un f aisceau de groupes sur X,A un f aisceau de groupes sur
lequel P opere (a gauche), Γoperation definie par p €ΐ P etant designee par
σ(fi). Soitw un homomorphisme croise de P dans A, i.e. un'homomorphisme
de faisceaux tel que, sur chaque fibre F(x), on ait u(e) = e, u(pp'} = u(p)σ(p)
u(p') Alors le sous-faisceau G de P image inverse de la section nulle de
A par u est un sous-faisceau de groupes, et deux elements de P ont meme
image dans A si et seulement si ils definissent la meme classe a droite
mod. G. D'autre part, pour tout x€ X, p € P(x), a € A(x), posons

p(p)a = u(p) (σ(p)a).

Dire que u est un homomosphisme croise signifie precisement que la formule
precede nte definit une representation p de P par des germes d'automorphismes
du faisceau d'ensembles A. D'ailleurs P homomorphisme de faisceaux d' ensem-
bles A x A -> A defini par le produit dans A, est compatible avec les
operations de P operant respectivement par p,cr, p:

p(p)(ab) ^ (p(p)ά))σ(p)b\
On en conclut, pour tout fibre E a faisceau structural P, un homomorphisme
des faisceaux d' ensembles associes A(pY x A(σ)E -> A(p)E, et il est immediat
qu'ainsi A(p)E devient un faisceau dj ensembles sur lequel le faisceau de
groupes A(σ)E opere a droite, et plus precisement A(p)E est un faisceau
principal (a droite) sous A(σ)E. Nous pouvons considerer sa classe c(A(ρ)E)
€ HL(X, A(σ)E), que nous denoterons aussi par d(E). Son annulation est la
condition necessaire et suffisante pour qu'il existe une section du faisceau
A(p)E. Notons d'ailleurs que le monomorphisme PJG-+A deduit de u est
compatible avec les operations de P, operant sur P/G de la faςon canonique
et sur A par p d'oύ un monomorphisme naturel pour les faisceaux associes :
(PIG)E-+A(ρYJ, bijectif si et seulement si u est surjectif. Par suite, Γex-
istence d'une section de (P/G)E, qui est la condition necessaire et suffisante
pour que la classe c(E) € Hl(X, P) de E soit dans Γimage de IP(X, G),
implique Γexistence d'une section de A(ρYJ c'est-a-dire la nullite de d(A), et
la reciproque est vraie si u est un epimorphisme de P sur A. Ces consi-
derations achevent done la demonstration de la prop. 3. 4. 2.

REMARQUES. 1. On a mis le signe — dans la formule d(E) = —d(Q),
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donnee dans la demonstration de prop. 3. 4. 2, pour qu'on retrouve Poperateur
bord usuel de la suite exacte de cohomologie relative a la suite exacte
Q-+F-+G-*H-*Q, dans le cas oύ G (done aussi F et If) est abelien. Dans
ce cas, on a un diagramme de suites exactes horizontales et verticales

0 0 0
4, I 4,

0 0 0
d'oύ on conclut [6, prop. Ill 4.1] que le diagramme d'homomorphismes
cobords suivant est anticommutatif ':

Le premier homomorphisme vertical est surjectif, et on verifie que dans la
construction faite plus haut, d(Q) s'obtient a partir de la classe c(E) €
^(X, H) par passage au quotient dans Γhomomorphisme compose IP(X,IF)
-*&(X,F)-+H*(X,F), et est done egal a -3c(£).

2. On n'oubliera pas que pour appliquer prop. 3.3.1, a un fibre
algebrique projectif, il faut d'abord verifier qu'il est localement trivial.
Malheureusement, cette verification, quand on ne sait pas a priori qu'on
peut remonter le groupe structural semble souvent difficile. Exemple : Sur
une variete projective complexe sans singularites, on a un fibre holomorphe
E a fibre Γespace projectif (on sait, d'apres Kodaira-Borel, que E est aussi
une variete algebrique), provient-il d'un fibre holomorphe vectoriel? La
reponse est affirmative d'apres prop. 3. 4. 1. si E est localement trivial du
point de vue algebrique, i.e. si par tout point de la base passe une section
rationelle la reciproque est d'ailleurs vraie, car [16] tout fibre holomorphe
vectoriel sur X est algebrique localement trival.

3. La situation u:P-^A (u, homomorphisme croise de faisceaux)
decrite plus haut se rencontre dans diverses situations interessantes, par
exemple : X est une variete holomorphe, G un groupe de Lie complexe
ayant Γalgebre de Lie V, P est le f aisceau des germes d' application holό-
morphes de X dans G, A le faisceau des germes de 1-formes differentielles
holomorphes sur X a valeurs dans V, sur lequel P opere a Γaide de la
representation adjointe, et on pose u(g) = (dg)g-1. Ceci permet, a tout espace
fibre holomorphe E sur X de groupe structural G, de faire correspondre
une classe d(E] € ^(X, ίl̂ ad^))), ou ad(£) designe le fibre vectoriel (de
fibre V) "adjoint" de E et ίl̂ ad^)) le faisceau des germes de 1-formes
differentielles holomorphes a valeurs dans ad(E). Le noyau de u etant le
sous-f aisceau de P forme des germes d' applications constantes de Xdans G,
on voit que Γannulation de d(E) est une condition necessaire pour que le
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faisceau structural de E puisse se reduire au faisceau constant G, i. e, pour
que sur E existe une connexion holomorphe integrable et cette condition
est suffisante quand Xest de dimension cornplexe 1 (car alors u est epijective).
L'invariant d(E) a ete d'abord introduit par Weil [21] une definition plus
geometrique de Atiyah [1] prouve que Γannulation de d(E) est en tous cas
necessaire et suίfisante pour Γexistence d'une connexion holomorphe (non
necessairement integrable) sur E.

3. 5. La suite exacte relative a un sous-espace ferme. Soit Y un
sous-espace localement ferme (i. e. intersection d'une partie ouverte et d'une
partie fermee) de Γespace X. Pour tout faisceau abelien F sur Γ, il existe
un faisceau abelien et un seul sur X, dont la restriction a Y soit F et dont
la restriction a £Y s°it O Pour le voir, on est ramene aussitόt au cas oύ Y
est ouvert ou ferme, ou la verification facile est faite dans [4, XVII, prop.
1]. Ce faisceau sur X sera note FΓ. F-+ Fx est un foncteur exact CΓ ->• Cx,
de plus on a, si Zcz Y czX(Z localement ferme dans Y done dans X), et si
F est un faisceau abelien sur Z: (FΓ>Γ = F*. Si maintenant F est un faisceau
abelien sur X, on pose Fx = (F| Γ>Γ, c'est done le faisceau sur X caracterise
par la condition que sa restriction a Y est la meme que celle de F, et sa
restriction a £Y est nulle. FY est un foncteur exact CΛ->Cr, de plus on
a encore une propriete de transitivite (Fr)^ = Fz si Z a Y cr X sont comme
ci-dessus. Si on suppose Y ferme, done U = C^ ouvert, on a une suite
exacte bien connue

pour tout faisceau abelien F sur X. Rappelons que Γon a Γ(Fr) = Γ(Γ, F) =
Γ(F| F), tandis que Γ(Fcr) s'identifie au sous-groupe de Γ(F) forme des sections
dont le support est contenu dans U. Soit φ un antifiltre de parties fermees
de X; pour toute partie Z de X, soit φz Γantifiltre "induit" forme des
A € Φ qui sont contenus dans Z (ne pas confondre avec la trace Φ Π Z de
Φ sur Z !). On verifie facilement que si Z est localement ferme, et Φ
paracompactifiante (cf . 3. 3. ) alors Φz est aussi paracompactifiante. Si Z est
localement ferme, Φ quelconque, on deduit facilement des formules ci-dessus
la formule plus generale suivante (valable en particulier si Z est ouvert,
ou ferme) :

valable pour tout faisceau abelien F sur X; formule d'ailleurs equivalente a
la suivante :

valable pour tout faisceau abelien G sur Z. Comme Gx est un foncteur
exact en G, les HΪ(X, G*) forment un foncteur cohomologique sur Cz, et
comme le foncteur cohomologique universel (H*φ (Z, G)) coincide avec le premier

en dimension 0, on en conclut des homomorphismes canoniques

(caracterises par le fait de definir uα homomorphisme de foncteurs coho-
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mologiques se reduisant en dimension 0 a celui envisage plus haut) ou encore,
partant d'un faisceau F sur X\

TπέoREME 3. 5. 1. Les homomorphismes precedents sont des isomorphismes
dans chacun des deux cos suivants :

1. Z est ferme.
2. Φ est paracompactifiante, Z est ouvert.

DJBMONSTRATION. II suffit dans chacun de ces deux cas, de verifier que les
foncteurs H&X, G*) sur Cz sont effaςables pour p > 1. Si Z est ferme, cela
resulte du fait que si G est injectif , Gx est injectif (prop. 3. 1. 4). Si Z est
ouvert, et si Φ est paracompactifiante, il en est de rneme de φz, done tout
G € Cz se plonge dans un faisceau Φ^-mou (cf . 3. 3), il suffit alors de noter
que si G est Φ^-mou, alors Gx est Φ-mou, (fait dont la verification est
immediate), et d'appliquer le corollaire a prop. 3. 3. 2.

Revenons alors a la suite exacte Q-*Fσ— > F-> Fr -»0 relative a un sous-
espace ferme Y et son complementaire ouvert U, elle donne naissance a
une suite exacte de cohomologie, qu'on peut ecrire, grδce au theoreme
precedent :

(oύ pour simplifier, on a ecrit F au lieu de F| Y dans le troisieme terme).
Si Φ est paracompactifiante, on peut de plus remplacer les termes de la
forme EP(X, Fσ) par Hlπ(Ut F), et on obtient alors la suite exacte bien connue
de [4, XVII].

3. 6. Sur la dimension eohomologique de certains espaces8).

PROPOSITION 3. 6. 1. Solent X un espace topologique, (Tp) un foncteur
cohomologique covariant, defini sur la categoric OΓ des faisceaux de groupes
abeliens sur X, a valeurs dans une categorie Cr. On suppose que C' satisfait
la condition AB 4) (cf. 1. 5) qui implique que Von peut former dans C' des
limites inductives (prop. 1. 8), et on suppose que les Tp permutent aux limites
inductives. Soit F € C Γ, alors TP(F) appartient a toute sous-cat egorie epaisse
(cf. 1. 11) C" de C' stable par sommes direct es infinies, qui contient tous les
objets de la forme Tl(Zv), ou U est un ouvert arbitraire de X et ou i est egal
a p,p + 1 ou p -f 2.

(La signification de Zr/ est la meme qu'au numero precedent). Considerons
une f amille (/i)ie/ de sections de F sur des ouverts Ut chaque fi definit un
homomorphisme de Zut dans F, done (Λ) definit un homomorphisme de la

somme directe ^ft tLui dans F. Nous dirons que (/<) est un systeme de

generateurs de F si Γ homomorphisme precedent est un epimorphisme. II est
trivial qu'il existe toujours, pour F donnέ, une famille de generateurs, d'ou
resulte aussitόt que F est limite inductive d'une famille filtrante croissante
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de sous-faisceaux Fj dont chacun admet une famille finie de generateurs.
Comme C" est epaisse et stable par sommes directes infinies, elle est aussi
stable par limites inductives (car une limite inductive d'objets dans C' est
isomorphe a un quotient de leur somme directe) comme TP(F) = lim Tp(Fj),

~T
il suffit, pour prouver TP(F) € C", de prouver que Tp(Fj) € C" pour tout /,
ce qui nous ramene au cas oύ F admet une famille finie de generateurs
(/<)ιjs»gjfc. Designons alors par F« (0 :S n <; k) le sous-faisceau de F engendre
par les /i avec l^i^n. Les Fn f orment une suite croissante finie de sous-
faisceaux de F dont les quotients successifs Fn/Fn-i (l^n^K) admettent
chacun un generateur. Raisonnant par recurrence sur la longeur k de cette
suite, et utilisant le fait que Tp est semi-exact, on est ramene a prouver
que Tp(Fn/Fn-ι) €: C" pour tout n. Cela nous ramene au cas oύ Fest engendre
par un generateur, c'est-a-dire ou il existe une suite exacte de faisceaux

oύ R est un sous-faisceau de Zp done aussi de Z. On en conclut la suite exacte
Tp(Zϋ)-*Tp(F)-+Tp+1(R), et comme on a Tp(Zu) € C" par hypothese, on est
ramene a prouver que TP+1(R) € C". Or le sous-faisceau R du faisceau
constant Z est engendre par une famille (ft)tfτ de sections constantes nt de
Z sur des ouverts Uί. Procedant comme plus haut, on est ramene au cas
oύ cette famille est finie. On peut bien entendu supposer les nι > 0. Nous
pouvons supposer de plus les /i choisis de telle f aςon que peur tout x 6 X,
il existe parmi les nt pour lesquels Ut contient x, un generateur du sous-
groupe R(x) du groupe Z(x) = groupe Z des entiers. II suffit pour ceci, pour
toute partie (*\, — ip) de Γensemble [1,̂ ] des k premiers entiers > 0, de
considerer la section ftl ____ ίp de F sur U^ Π ---- ΠUip dont la valeur est le
pgcd de mlt ---- ,^ίpet d'adjoindre ces sections au systeme de generateurs.
Supposons done notre hypothese sur les /i satisf aite, et supposons nι ̂
#2 ̂  — S Wfc Si on designe par Rm (Q^m^k) le sousf aisceau de R
engendre par les sections^/i avec 1 <Ξ / ̂  m, les Rm forment une suite
croissante finie de sous-faisceaux de R, et on montre encore comme plus
haut, par recurrence sur k, et utilisant le fait que Tp+1 est semi-exact,
que pour prouver T^R) € C", il suffit de prouver Tp+1(Fm/Fm-ι) € C" pour
1 <; m < k. Or soit pour tout m, Vm la reunion des Uι pour l^ΐ<^m, et soit
Ym = Um{\ CVm-i- Je dis que Fm/Fm-ι est isomorphe a Zγm. En effet sa
restriction au complementaire de Vm est evidemment nulle (puisque celle de
Fm Test deja), il en est de meme de sa restriction a Vm-ι. II suffit de le
verifier en tout xζ Vm-ι f] Um, or par hypothese, parmi les m relatifs aux
Ui contenant x figure leur pgcd Λ/O, qui doit done diviser a la fois nm et un
nt avec i<m (prendre un indice i<m avec x € Ut, qui existe puisque x C
Vm-i). Alors ou bien t0 < m, ce qui prouve que fnm(x) € Fm-L(x), ou i0 >m
d'oύ nio > nm et par suite niQ = nm, done nm (divisant nι et > m) est egal a m,
d'oύ encore fnm(x) € F«-I(ΛΓ), done dans les deux cas Fm-ι(x) = Fm(x). Ainsi
la restriction de Fm/Fm-ι a la reunion de £Vm et de Vm-ι, i.e.' a CYm, est
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nulle. D'autre part, la restriction de Fm/Fm-ι a Ym = Z7TO ΠC^-i est isomorphe
a celle de F™ (puisque celle de Fm-\ est nulle) et y est engendree par la
restriction de la section /m, done elle est isomorphe au f aisceau constant Z.
Ceci prouve bien que Fm/Fm-ι est isomorphe a Zrm, et nous ramene a prouver
que Tp+1(Zr) € C" si y est une partie localement fermee de X. On a alors
y = Ffl C£Λ ou U et V sont deux parties ouvertes de X. Soit W la partie
ouverte de X reunion de U et V, on a une suite exacte evidente : O-^Zz/^
Zτr->ZΓ->0, d'oύ une suite exacte TP+1(ZW) -+ Tp+1(Zγ) -+ Tp+*(Zu). Par
hypothese, les termes extreme de cette suite exacte sont dans C", il en est
done de meme de Tp+l(ZY), ce qui acheve la demonstration de la proposition.

PROPOSITION 3.6.2. Soient C, C' deux categories abeliennes satisfaisant
ΐaxiome AB 5) (cf. 1. 5), on suppose que C admet un generateur (cf. 1. 9). Soit
T un foncteur covariant de C dans C'. Pour que les foncteurs derives droits
RPT commutent aux Hmites inductives, il suffit que :

a) T permute aux limites inductives
b) Si M = lim Mt dans C, ou les Mi sont injectifs, alors M est

I

T-acyclique, i. e. RPT(M) = 0 pour p>0.

(La condition b) est evidemment necessaire pour que la conclusion soit
valable, et de meme a) si T est exact a gauche done R° T = T). Notons
d'abord que les RPT sont bien definis, en vertu de th. 1. 10. 1. Soit (Ai)ier un
systeme inductif dans C, A sa limite inductive, on veut prouver que les
morphismes naturels lim RpT(Ai) -> RPT(A) sont bijectifs. On va montrer

d'abord qu'iY existe un systeme inductif (d)ί€r de complexes (a valeurs dans C)
et une "augmentation" (Ai)-*(Ci), de telle faςon que pour tout i ^ /, At ->C«
soit une resolution droite de A par des objets injectifs. En effet, considerons
la categoric 7(C) des systemes inductif s sur 7 a valeurs dans C, c'est une
categoric de diagrammes, qui d'apres prop. 1. 6. 1 satisfait aux memes
hypotheses que C. En vertu de theoreme 1. 10. 1, tout objet de cette
categorie admet done une resolution droite par des objets injectifs. Or, on
verifie aussitόt que si (Mi) est un objet injectif de 7(C), alors les Mi sont
des objets injectifs de C (c'est un fait general pour les categories de

diagrammes pour un schema 2 satisfaisant aux conditions generates de
prop. 1. 9. 2). Considerons alors une, resolution droite de (At) par des objets
injectifs de /(C), 0 -+ (At) -> (C?) -* (C}) -> ..... Soit, pour tout ί, d le complexe
0 *-> C? ^> C] -> ____ , on voit alors que le systeme (G) repond a la question.
Comme le foncteur lim sur 7(C) est exact (proposition 1. 8), on obtient

— >
une resolution C de A par les C2> = lim Cf . En vertu de la condition b), les

— >j
Cp sont T-acycliques, done on a RPT(A) = H»(T(C)). Comme T permute aux
limite inductives en vertu de a), on a T(C) = lim T(G), done, en vertu de

Γexactitude du foncteur lim sur 7(Cr) (resultant de Γaxiome AB 5) en vertu

de prop. 1. 8) on obtient Jf(T(O) = lim H»T(Ct)\ Or G etant le complexe
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associe a une resolution injective de At, on a HpT(Cι) = RpT(At), d'ou la
conclusion voulue RPT(A) = lim RpT(Ai).

—>•

PROPOSITION 3.6. 3. Soit X un espace topologique muni dun antifiltre Φ
de parties fermees. Alors les foncteurs H^(Xf F) sur Cx permutent a la limite
inductive dans les deux cas suiυants:

1. X est localement compact et Φ la famille des parties compactes.
2. X est un espace de Zariski, Φ la famille de toutes ses parties fermees.

(Nous appellerons espace de Zariski un espace dont toute suite decroissante
de parties fermee est stationnaire, cf. [15, page 223]). — II suffit de verifier
les conditions a) et b) de la proposition 3.6.2 pour le foncteur Γφ. La
verification de a) est un exercice facile de compacite et laissee au lecteur
(voir aussi [9]). La condition b) resultera du corollaire a prop. 3. 3.1 et du

LEMME. 3.6.4. Sous les conditions de 1) toute limite inductive de faisceaux
Φ-mous est φ-mou. Sous les conditions de 2, toute limite inductive de faisceaux
flasques est flasque.

Plaςons-nous les conditions de 1), soit (Ft) un systeme inductif de faisceaux-
mous sur X, F sa limite inductive, / une section de F sur un A € Φ, i e.
sur une partie compacte A. D'apres a) applique a Γespace compact A} f
provient d'une section ft d'un Fi sur A, et Fi etant Φ-mou, cette ft est la
restriction d'une gί € l\(Fi), done / est la restriction de la g € ΓΦ(F) definie
par gi. Le cas 2) se traite de faςon toute analogue, en remarquant qu'une
partie U d'un espace de Zariski est un espace de Zariski, done que a) lui
est applicable.

Nous dirons qu'un espace X est de dimension cohomologίque < n si H*(X, F)
= 0 pour i > n, pour tout faisceau abelien F sur X. Conjuguant prop. 3.6.1

et prop. 3.6.3 on trouve le

COROLLAIRE Soit X un espace qui est soit compact, soit un espace de
Zariski, soit n un entier > 0 Pour que X soit de dimension cohomologίque <i
n, il faut et il suffit que Von ait H*(X,Zu) = 0 pour i > n, et toute partie
ouverte U de X.

Nous en arrivons au resultat essentiel de ce N°. Soit X un espace de
Zariski, on dit que X est de dimension combinatoire <Ξ n si toute suite stricte-
ment decroissante de parties fermees irreductibles a au plus n + 1 elements.
Ceci dit: #

THEOREME 3.6. 5. Soit X un espace de Zariski de dimension combinatoire
<; n, alors X est de dimension cohomologίque <ί n, i. e. on a H*(X, F) = 0

pom' i > n, et tout faisceau ab&lien F sur X.

Nous raisonnons par recurrence sur la dimension combinatoire n de X, le
theoreme etant trivial si n = 0 (alors X est un ensemble fini discret).
Supposons le demontre pour les dimensions combinatoires ̂  n — 1, oύ n ̂  1,
et prouvons le si X est de dimension combinatoire <; n. Soient Xh les com-
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posantes irreductibles de X [15, Chap. II, prop. 2]. Si F est un faisceau
abelien sur X, on a un monomorphisme naturel de F dans la somme directe
des Ffc = Fxk, d'ou une suite exacte

oύ R est un faisceau dont le support est contenu dans F = \J Xk f| Xι, qui

est de dimension combinatoire <Ξ n — 1. On en conclut une suite exacte

IF-^X, R) -» H*(X, F) -> φ ^P(X; Ffc). Si ί > w d'oύ ί-l>w-l, on a ff-i(j)SΓ, /?)

= ff'KF, #) = 0 d'apres Γhypothese de recurrence, il suffit done, pour prouver
H*(X, F) = 0, de prouver que Hl(X, Ffc) = 0. Or on a H\X, F*) - #*(;&, F),
cela nous ramene a prouver le theoreme pour Γespace irreductible Xk. Nous
supposerons done X irreductible. En vertu du corollaire a la proposition
3. 6. 3, il suffit de prouver que Hl(X, Zu) = 0 pour i > n et toute partie ouverte
U de X. On peut supposer U Φ φ, alors Y = C U est une partie fermee Φ X
de X, done de dimension combinatoire fg n — 1. De la suite exacte 0 -> Z/j ^>
Z ^> Zr ->• 0 on tire, puisque Z est flasque (cf . fin du 3. 3), If(X, Zu) =
Hl~l(X, Zr) = IF~l(Y, Z), qui est encore nul d'apres Γhypothese de recurrence.

REMARQUES 1. Le theme precedent generalise un theoreme anterieur de
Serre [18],

2. On peut trouver des espace de Zariski de dimension cohomologique
nulle, et de dimension combinatoire infinie, ou finie arbitral rement elevee.
II suffit de considerer, sur un ensemble bien ordonne X fini ou infini, la
topologie dont les fermes sont les ensembles de la forme Xx, ou pour tout
x € X, XΛ designe Γensemble des y € X tels que y < x.

3.7. La suite spectrale de Leray d'une application continue. Soit
/ une application continue d'un espace Y dans un espace X. On suppose
donne dans Y un antifiltre Ψ de partie fermees. Pour tout ouvert U a X,
soit Ψ(t7) Γantifiltre de parties fermees dans f~l(U) forme des A<^f~l(U)
tels que, pour tout x C U, existe un voisinage V d U de x tel que Γadherence
de A Π/"W soit dans Ψ. En particulier, Ψ(X) designe un antifiltre de
parties fermees de Y. Soit F un faisceau de groupes abeliens sur F,
considerons, pour tout ouvert UczX, le groupe T*(u)(f~l(U),F). On verifie
facilement que, pour les applications de restrictions evidentes (relatives a
des inclusion Fc:C7), ces groupes forment un faisceau sur X, note / (F) et
appele image directe de F par f relativement a ΛP. Si Ψ est la famille de
toutes les parties fermees de F, on ecrit simplement /#(F) au lieu de Λ(F),
et Λ(F) est appele Vintage directe du faisceau F par f. D'ailleurs, dans ce
cas, λP(£7) est Γensemble de toutes les parties fermees de Γespace f~l(U),
done Γ(£7,/*(F)) = T(f~l(U),F) (definition qui a aussi sens si on suppose
seulement que F est un faisceau d'ensembles). — Par definition, on a dans
le cas general :

On verifie aussitόt la formule :



172 A. GROTHENDIECK

supp. x{φ) = adherence de /(supp. Yφ)

pour toute φ € Γ(/*(F)) = ΓVv/F) (dont on considere les supports dans X et
dans Y, qu'on distingue dans la notation en mettant Γespace en indice au
symbole supp.). Soit alors Φ un antifiltre de parties fermees dans X,
designons par Ψ J Γantifiltre des parties fermees A de Y qui sont dans ΨCX"),
et telles que Γadherence de f(A) soit dans Φ. Alors les formules precedentes
impliquent la formule:

ΓΦ(/*(F))-IV(F).

(Les families Φ et Ψ sont dites adapt ees (relativement a f) si on a Ψ = Ψ'.
C'est le cas par exemple si Φ et Ψ sont formes de toutes les parties fermees
de X resp. y).

f* est un foncteur exact a gauche de la categoric Cr des f aisceaux abeliens
sur Y dans la categoric CΓ, de plus la formule precedente designe un
isomorphisme fonctoriel. On peut Γecrire

IV = ΓφΛ
Nous voulons lui appliquer le theoreme 2.4.1, pour ceci il faut donner des
conditions moyennant lesquelles fa transforme un faisceau injectif en un
faisceau Γφ-acyclique.

LEMME 3.7.1.1) Si Ψ est I ensemble de toutes les parties fermees de Y,
fa transforme f aisceaux injectifs en f aisceaux injectifs.

2) Si Φ est paracompactifiante, alors fa transforme f aisceaux flasques en
faisceaux Φ-mous.

DEMONSTRATION. 1) Supposons que F soit injectif soit, pour tout y €ί Y,
M(y) un groupe abelien injectif contenant F(y), et soit M le faisceau produit
defini par les M(x) (cf. 3.1). F est un sous-faisceau de M, done un f acteur
direct de M puisqu'il est injectif, done Λ(F) est un facteur direct de Λ(M),
et il suffit de prouver que fa(M) est injectif. Or pour tout x € X, soit N(x)
le groupe produit des M(y) pour y €/~l(x), il resulte aussitόt des definitions
que f(M) est le faisceau produit N defini par la famille des N(x). Or chaque
N(x) est un groupe abelien injectif comme produit de groupes injectifs, done
N est injectif (prop. 3.1.2) done f(M) est injectif.

2) Supposons F flasque, prouvon& que fa(F) est Φ-mou. Soit done g une
section de/*(F)sur un B € Φ, oncherche une h € ΓΦ(/*(F)) = Γ /(F)dont la res-
triction a B soit g. Comme Φ est paracompactifiante, B admet un voisinage
Bf € Φ paracompact, done g est la restriction d'une section g' de fa(F) definie
sur un voisinage convenable U c Bf de B. B' etant normal il existe un voisinage
ferme Bλ de B contenu dans £7, soit U\ son interieur. Considerons g' comme
un element de l\(u) (f~l(U), F), son support A est une partie fermee de f~l(U),
done A []f~1(Bι)est une partie fermee de Y, done son complementaire dans
Y est ouvert. L'intersection de cet ouvert avec Γouvert f~l(Uι) etant contenue
dans C-̂ -7 9' y est nulle, done il existe une section gι de F sur Γouvert reunion
de f~l(Uλ) et de C(A Π/'K-Bi)) Qui coincide avec g' sur le premier et est nulle
sur le second. Enfin, F etant flasque, il existe une section h de F sur Y
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induisant gλ. Le support de h est contenu dans Af] f~l(Bι), d'ou il resulte
aussitόt qu'il est dans Ψ'. Done h peut etre considere comme un element
de ΓΦ(Λ(F)), induisant evidemment sur U\ la meme section que #', et par
suite induisant g sur B.

II resulte du corollaire a la proposition 3. 3. 1 que dans chacune des
conditions du lemme 3. 7. 1, on peut appliquer le theoreme 2. 4. 1 au foncteur
compose ΓV = ΓV/Ϋ : il existe un foncteur spectral cohomologique sur Or,
aboutissant au foncteur gradue (H£,(Y, F)), et dont le terme initial est

II reste a expliciter les faisceaux (/W*)(F). De faςon generate :

LEMME 3.7.2. Soit T un foncteur covaiiant d'une categoric abelienne C
dans la categorie C x des faisceaux abeliens sur X. On suppose que tout objet
de C est isomorphe a un sous-true dun objet injectif, de sorte que les foncteurs
derives droits R'T existent. Alorspour tout A^CJe faisceau R1T(A) s'identifie
au faisceau associe (cf. 3. 1) au prefaisceau qui, a tout ouυert U d X, associe
R\ΓσT)(A) (OH Yu designe le foncteur F->Γ(C/,F) sur CΛ>

En effet, soit C(A) le complexe associe a une resolution droite de A par
des objets injectifs, on a done R*T(A) = H'(T(C(A))). Or le q. erne faisceau
de cohomologie d'un complexe de faisceaux K = (Kl) n'est autre que le
faisceau associe au prefaisceau qui, a Γouvert U, associe le groupe H'(Γ(U,
K)) -, done ΛT(A) est le faisceau associe au prefaisceau U -> H'(Γ(U, Γ(C(A))))
= ^(ΓCΎ)(A), ce qui demontre le lemme.

Dans le cas actuel T = A, on voit done que Rlf (F) est le faisceau associe
au prefaisceau U -> RΊ(T %)(F) = RqΓ*(u)(F). Or nous avons deja remarque,
comme consequence immediate de prop. 3. 1. 3, que les foncteurs derives
de Γψ(σ ) (f-l(U},F} ne sont autres que les H^(U}(f-l(U),F). On obtient done:

THEORJEME 3. 7. 3. Soit f une application continue dun espace Y dans un
espace X, on suppose X et Y munis dun antifiltre de parties fermees Φ resp.
Ψ. Les notations Ψ(C7), Λ, W sont celles indiquees au debut de ce numero.
On suppose que Φ est paracompactiftante ou que Ψ est Vensemble de toutes les
parties fermees de Y. Alors il exist e un foncteur spectral cohomologique sur
la categorie CF des faisceaux abeliens F sur Y, aboutissant au foncteur gradue
(H$>(Y, F)\ et dont le terme initial est

Dans cette formule, R*fι.(F) est le faisceau sur X associe au prefaisceau qui, a
V ouυert U sur X, associe le groupe H^(U)(f~1(U)JF

t).

Le cas le plus simple est celui ou Φ et Ψ sont Γensemble de tous les
fermes de X resp. Y. Alors, sans aucune hypothese sur X, Y,f, on trouυe
un foncteur spectral aboutissant a (Hn(Y, F)), et dont le terme initial est
HP(X, RΊf(F)\ OH RΊf(F) est le faisceau associe au prefaisceau £/-> Hq(f~l(U\ F).
Get enonce peut s'appliquer par exemple utilement dans la theorie cohomo-
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logique des varietes algebriques (munis de leur topologie de Zariski).
Nous nous bornerons ici a cet enonce des conditions naturelles de validite

de la suite spectrale de Leray, dont nous ne pousserons pas Γetude plus
loin.

V

3.8. Comparaison avec la cohomologie de Ceeh. Nous renvoyons
a [15] pour la definition de "groupes de cohomologie" de X a coefficients dans

V

un faisceau abelien F, calcules par la methode des recouvrements de Cech.
V

Nous noterons ces groupes βp(X, F) par distinction avec les groupes HD(X, F)
definis au N° 2. (Pour simplifier, nous ne considererons pas d'autre "famille
Φ" que celle formee de Γensemble de toutes les parties fermees). Nous
noterons cependant que ces groupes peuvent se definir en supposant seulement
que F est un prefaisceau de groupes abeliens : pour tout recouvrement ouvert

U =(£/<) de X, on peut former le complexe C(U , F) = *Σ O\U , F) des
P

cochaines de U a valeurs dans le prefaisceau F, et poser £P(U, F) =
Hl\C (U, F)), puis prendre

H\X, F) = lim H»(U, F),

la limite inductive etant prise sur Pordonne filtrant des "classes de recouvre-
ments ouverts" de X (deux recouvrements ouverts etant consideres comme
equivalents si chacun raffine Γautre).

V

Malheureusement, les HP(X, F) ne forment pas en general un foncteur
cohomologique sur la categoric OΓ des faisceaux de groupes abeliens sur X

V V

(voir exemple a la fin de ce N°). Mais (H0,!!1) forme un 3-foncteur exact
V

[15], [11]. De plus, les Hp sont des foncteurs effoQables pour p > 0 : pour
ceci, il suίfit de montrer par exemple que si M est le faisceau produit defini

V

par une f amille (Mx\eχ de groupes abeliens, (cf . N°l), alors les HP(X, M)
sont nuls pour p > 0. En fait, on prouve meme HP(Ό, M) = 0 pour tout
recouvrement ouvert U de X, en se servant de Γoperateur d'homotopie bien
connu, employe classiquement dans le cas oύ M est fin et X paracompact.

V

II en resulte que, si X est tel que les Hp puissent etre consideres comme les
V

composantes d'un foncteur cohomologique, alors ces HD sont canoniquement
isomorphes oux foncteurs Hp. II en est ainsi si X est paracompact (cf . par
exemple [15, N° 25]), ou si X est quelconque mais en se bornant aux valeurs
p = 0 et p = 1, (comme nous Pavions deja remarque au N° 4).

Des resultats plus precis sont lies a la suite spectrale de Cartan-Leray
d'un recouvrement, comme me Γa fait observer M. Cartan, (dont je reprends
ici Γidee). Soit U un recouvrement ouvert fixe de X, posons C(F) = C(U, F)
pour tout faisceau F. On obtient ainsi un foncteur covariant exact a gauche
de C = C^ dans la categoric Cf des complexes de groupes abeliens, a degres
positifs. D'ailleurs, on a vu que les foncteurs ZP(C(F)) sont effaςables. On
en conclut facilement un foncteur spectral aboutissant au foncteur derive
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droit R(H°C) du foncteur H°C, et dont le terme initial est Eξ9 = H*(R'C).
On peut le voir, soit directement en prenant une resolution injective de
F € C et regardant les suites spectrales du-bicomplexe obtenu en trans-
f ormant cette resolution par C soit mieux, en remarquant que si on considere
EP(K) comme un foncteur covariant a gauche sur C', (a valeurs dans la
categoric des groupes abeliens), ses foncteurs derives droits sont les HP(K),
de sorte que notre suite spectrale est un simple cas particulier du theoreme
2. 4. 1. Bien entendu, (RqC)(F) est le complexe dont les composantes sont
les (R1CP)(F), si les Cp sont les composantes de C. II reste a expliciter,
dans le cas qui nous occupe, les R*CP. En vertu de

(le produit etant etendu a toutes les suites σp = (ί0, ---- ,ip) de p + 1 indices du
recouvrement U = (Z/ίW), on voit aussitόt que

IPCp(F) = Π R>(Γ(U*>, F)).

Or si V est une partie ouverte de X, les foncteurs derives droits du foncteur
Γ(F, F) = Γ(F|TO s'explicitent aisement, grace au fait que le foncteur re-
striction F-»F|F de Cx dans CF est exact, et transforme objets injectifs en
objets injectifs (prop. 3.1.3): on aura J?5(r(F,F)) = (ΛTO(F|F) = H*(V,F).
Denotons done par Hq(F) le prefaisceau sur X dont la valeur, sur un ouvert
V, est H'(V, F), on aura alors

= Π Γ(£7

Bien entendu, ^operation de differentiation de RΊC(F) = RqCp(F) est celui

de C(U, ĵ (F)), d'oύ en definitive E^q(F) = £P(U, ̂ y(F)). Quant a Γaboutis-
sement de la suite spectrale, c'est le foncteur derive droit de H°C(F) =
Γ(X, F), i. e. le foncteur (H>\X, F)). DΌu :

THEOREME 3. 8. 1. Soit X un espace topologique muni d'un recouvrement
ouvert U. Alors U existe un foncteur spectral cohomologique sur la categorie
Cx des faisceaux de groupes abeliens sur X, aboutissant au foncteur graduέ
(I?l(X, F)), et dont le terme initial est

ok Hq(F) designe (pour tout faisceau F € O*) le prefaisceau V -> H*(V, F) sur
X.

On notera que cette suite spectrale est etablie ici sans aucune hypothese
de paracompacite sur X ou de locale finitude sur U. La suite spectrale
precedente donne des homomorphismes fonctoriels

HP(Ό, F) -> H»(X, F)

et de plus :

COROLLAIRE 1. Les homomorphismes precedents sont des isomorphismes si
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tousles Uiϋ...ίp sont F-acycliques (c'est-a-dire satisfont EP\UiQ...ip, F) = 0 pour
ί>0).

Bornons nous maintenant aux recouvrement U = (Ux)X€χ indexes par les
points x de X, tels que x € U-G pour tont x, ordonnons les en ecrivantU <s U"
si C/fljCrZ/i pour tout x. Si Cu et Cv sont les foncteurs-complexes corres-
pondants sur OΓ, on aura alors un homomorphisme fonctoriel Cu "-> Cu', d'oύ
un homomorphisme pour les foncteurs spectraux correspondants. Un passage
immediat a la limite inductive donne alors le

COROLLAIRE 2. Soit X un espace topologique quelconque. II existe un
foncteur spectral sur la catέgorie C τ des faisceaux de groupes abέliens sur X,
aboutissant au foncteur gradue (H*(X, F)), et dont le terme initial est donne
par

Eξ>*(F) = IP(X, #(/(F))
(H*(F) etant le prefaisceau defini dans le th. 3.5.1). On a

E^\F) = 0 pour q > 0.

Cette derniere formule resulte de la definition de H°(X, Hq(F)) et du fait
suivant:

LEMME 3.8.2. Soit U un voisinage de x et soit cq 6 IP(U, F), alors U
existe un voisinage V d U de x tel que Vintage de cq dans Hl(U, F) soit nulle.

Pour le voir, il suffit de prendre une resolution injective de F\U, soit
C le complexe correspondant, et de representer cq par un element de
H*(Γ(U,C)), defini par un cocycle z € Γ(U,Cy); d'apres Γacyclicite de C en
dimension q, la restriction de z a un voisinage convenable V de x est un
cobord, d'oύ le resultat, en remarquant que C| V est une resolution injective
de F\V en vertu de prop. 3.1.3, done que #«(F,F) = #*(Γ(C|F)).

La suite spectrale du corollaire 2 donne des homomorphismes fonctoriels

H»(X,F)-+H»(X,F)
et la formule E$l = 0 montre que :

COROLLAIRE 3. Les homomorphismes precedents sont bijectifs si p = 0 ou
1 (ce que nous saυions deja) et des monomorphismes si p = 2.

V

On retrouve d'ailleurs le fait que si X est paracompact, alors Hp = EP,
plus precisement, les homomorphismes canoniques ci-dessus sont alors des
isomorphismes. En effet, on verifie dans ce cas (grace au fait que le faisceau
associe au prefaisceau (̂F) est nul si q > 0) que E%>q = 0 pour q > 0, cf. [9].

V

Le corollaire 3 se generalise ainsi: Si H*(X, Hq(F)) = 0 pour 0 < q < n,
V

alors Vhomomorphisme H*(X, F) *-* £F(X, F) est un isomorphisms pour i^n et
un monomorphisme pour i = n + 1. On en conclut (avec H. Cartan):

COROLLAIRE 4. Soit U un ensemble dΌuverts formant une base pour la
topologie de X, soit F un f aisceau abelien sur X tel que pour toute suite non



SUR QUELQUES POINTS D'ALGEBRE HOMOLOGIQUE 177

V

vide (Uι, .. ..£7fc) d'ouυerts de U, leur intersection U satisfait a #*(£/, F) = {0}
pour i > 0. Alors on a aussi IP(U, F) — {0}, et pour toute partie ouverte

V

V de X, Vhomomorphisme naturel H*(V, F) -> H*(V, F) est un isomorphisme.

II suffit de prouver H*(U, F) = {0}, car V admet des recouvrements
arbitrairement fins R par des ouverts de U, et on conclut du corollaire 1

V

que pour un tel R Fhomomorphisme H^R, F) -* H*(V, F) est un isomorphisme,
V

ce qui prouve en meme temps (R etant arbitrairement fin) que #*(F, F) — >•
.#*(F, F) est un isomorphisme. — Pour prouver Jf(Ut F) = {0}, on prouve
par recurrence sur n que ff(U, F) = {0} pour 0 < i ̂  n et tout U de la forme
indiquee. C'est trivial si n = 0, supposons w > 1 et Γ assertion demontree
pour »' = w — 1. II y a des recouvrements arbitrairement fins R de £7 par
des ouverts de U, pour un tel R on a C(R, H*(F)) = 0 pour 0 < # < n d'apres
Γhypothese de recurrence, a fortiori fP(R, Hq(F)) = 0 pour de tels #, d'oύ
V

(̂£7, Hq(F)) = 0 pour de tels, ce qui, en vertu de la remarque precedent
V

le corollaire 4, implique que H'l(U, F) = Hq(U, F) qui est nul.
Le corollaire 4 s' applique par exemple au cas oύ X est une variete

algebrique muni de sa topologie de Zariski, U Γensemble des ouverts affines
dans X, F un faisceau algebrique coherent sur X [15]. En effet, d'apres
[15], les ouverts affines forment une base de la topologie de X, et Γintersection
de deux ouverts affines est un ouvert affin si U est un ouvert aίfine, on a

£P(U, F) = 0 pour i > 0. On a done H*(X, F) = H*(X, F), de plus le corollaire
1 ci-dessus montre que Γon peut calculer les H*(X, F) a Γaide ά'un recouvre-
ment arbitrairement choisi de X par des ouverts affines.

REMARQUE. II y a d'autres cas que celui du theoreme 3. 8. 1 oύ la suite
spectrale de Leray est valable. Le plus connu est celui d'un recouvrement

localement fini de X suppose paracompact par des ensembles fermes (c'est le
cas envisage par Leray) il se traite le plus simplement comme ci-dessus
pour les recouvrements ouverts, grace au fait que la restriction d'un faisceau
mou a une partie ferme est encore un faisceau mou (remplaςant prop. 3. 1. 3).
Un autre cas, degage par Godement par une methode differente, est celui
d'un recouvrement fini de X par des ensembles fermes (sans hypothese de
paracompacite). Quand on est simultanement dans ces deux cas, les deux
suites spectrales obtenues coincident, fort heureusement.

UN EXEMPLE. Pour ter miner ce N°, nous allons indiquer uu exemple
V

simple oύ le monomorphisme H*(X, F) -» H\X, F) n'est pas un isomorphisme,

et oύ on a meme H\X, F) = 0, H*(X, F) Φ 0. Comme on tire du corollaire 2
au theoreme 3. 8. 1 une suite exacte

f, F) -> IP(X, F) -> Hl(X, mFJ) -> 0

il suffit a3 indiquer un cas OH H\X,F)ΦQ et H*(X, F) -> £P(X, H1 (F)) est un
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isomorphisme.
Soit Xun espace irreductible (cf. fin de 3. 3), Yι et F2 deux parties fermees

irreductibles de X se rencontrant en exactement deux points XL et x2 (par
exemple deux cercles secants dans le plan muni de la topologie de Zariski),
Y leur reunion. Par abus de notation, on designe par Z le faisceau constant
des entiers sur X, et on considere, avec les notations de 3. 5, la suite exacte
de faisceaux

Je dis que le faisceau F = ZV satisfait aux conditions voulues. Tout d'abord,
comme HP(X, Z) = 0 pour p> 0 d'apres la fin de 3. 3, on a H2(X, ZCr) =

^(X, ZY) = JH1(Yt Z), montrons que ce groupe n'est pas nul, et de f aςon precise
est isomorphe a Z. En effet, on a un monomorphisme naturel du faisceau
constant Z sur Y dans la somme directe des faisceaux Zr, et Zr2, d'oύ une
suite exacte de faisceaux sur Y :

0 -> Zr -> (ZΓl -{- Zr,) -> Zrιnr2 -> 0.

Or Yt etant irreductible, on a encore £P(Γ,Zrt.) = Hp(Yi,Z) = 0 pour £ > 0,
d'oύ /P(Y,Z) = Γ(ZrlΠr2)/Im(Γ(Zr2)), c'est le conoyau du homomorphisme de
groupes Z2->Z2 donne par (#ι, tta)-»(wι — wa, #ι — wa), c'est-a-dire un groupe
isomorphe a Z, d'oύ

#2(X, ZCr) = H1 (X, Z) - Z.
V V

II reste a prouver que HL(X, Hl(Z^) est isomrophe a Z (car compte tenu de
V

la relation precedent^ Γepimorphisme H*(X, F) -> H^X, Hl(F}} sera neces-
sairement un isomorphisme). Calculons ff(ZQΓ) pour tout ouvert V,
HL(V, ZCF) peut se calculer grace a la suite exacte suivante de faisceaux sur V:

0 -> ZOr ~> Z -> ZY, -> 0

oύ on a pose F' = F f| V. Comme V est aussi irreductible, on en conclut

ff(F,ZCr) - H°(Yf,Z)/ImH0(V,Z) = B*(Y',Z\ oύ le dernier groupe designe

le groupe de cohomologie entiere reduit de dimension 0, i. e. ici le groupe
abelien libre engendre par les composantes connexes de Y', modulo le sous-
groupe diagonal. Ici Y' = Y f j V est un sous-espace ouvert de Y = Yι[)Ys,
et a done 0, 1 ou 2 composantes connexes, le dernier cas se presentant
exactement si V rencontre a la fois Yτ et F2 sans rencontrer leur inter-
section done on a Hl(V9 ZCr) = 0, sauf dans ce dernier cas.

Pour calculer H[(X, H*(F}) - lim #'(U, Hl(F)}, on peut se limiter aux

recouvrements U = (U^x tels que chaque Ux rencontre au plus un seul
des deuxfermes PΊ et F2, sauf si ΛΓest Γun des deux points x^x* de Y1 f] F2

auquel cas on suppose qu;il ne contient pas Γautre. Pour un tel U, on voit
aussitόt C°(U, ^(F)) = 0, done (̂U, HL(F)) s^identifie au groupe Z^U, IP(Fj)
des 1-cocycles U a coefficients dans H^F), soient (fx, „)«., rx. Mais on a
Γ(UxΓ[Uy,H

1(F)) = 0 sauf si x^xlty = xΛ ou x = x*,y = Xι. Djoύ C^U^CF))
« Za, et on voit aussitόt, que les cocyles s'identifient aux couples («, — n)
Rentiers opposes (n = fxι, x<t). On a^donc fP(U, JEP(F)) = Z, d'oύ aussitόt a
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V

la limite HL(X, H^F)) = Z, ce qui acheve la demonstration.

3.9. Criteres d'acyclicite par la methode des recouvrements.8)

Soient X un espace topologique, © un ensemble non vide de parties de X. Pour
tout A € ©, on suppose donne un ensemble sJί(A) non vide de recouvrements
R de A par des ensembles qui sont dans © ainsi que leurs intersections finies.
On suppose que si B € R € 9Ϊ(A), alors la trace RB de R sur B appartient
a 8t(B). On suppose de plus que Γon est dans Γune des trois conditions
suivantes (qui permettent d'ecrire la suite spectrale de Leray-Cartan pour
chacun des recouvrements R £Ξ 9ΐ(A), avec A £Ξ ©: (i) les A £Ξ © sont ouverts
(ii) Les A 6 © sont fermes et les recouvrements R £Ξ «ft(A) sont finis (iii).
Les A € © sont fermes, X est paracompact, les R €• 3ϊ(A) sont localement
finis.

THJBOREME 3.9.1. Sous les conditions precedentes, supposons donnes un
faisceau abelien F sur X, et un entier naturel n^Q. Supposons les conditions
suivantes verifiees .

A(n): fl*(R, F) = 0 pour l^i^n et tout R € 5R(A), A € ©.
B(w - 1): P^r to^ί A € ©', toz^ c* € #*(Af F) (^z ^c 1 g i^ n - 1) il existe

une partie finίe L de 3ί(A) ί^//^ ̂ ,̂ si RL designe le recouvrement
"intersection" des recouvrements R ^ L, la restriction de cl a tout
ensemble B € RL ^5/ ^^//^.

So^s c^s conditions, pour tout A € © on a JET*(A, F) = {0} />owr 1 <; / ̂  n — 1,
et si cn € Hll(A, F), alors cn est nul si et seulement si on peut trouver une
partie finie L de sJί(A) telle que la restriction de cn a tout B ζ R1 soit nulle.

Enonςons tout de suite les corollaires les plus interessants:

COROLLAIRE 1. Avec les notations du theoreme 3.9.17 pour qu'on ait
H*(A, F) = {Q}pour tout Aζ&etl^i^n, il faut et il suffit que les conditions
A(n) et B(n) soient satisfaites.

En eίfet, la suffisance resulte aussitόt du theoreme. Reciproquement,
supposons jH*(A, F) = {0} pour A € © et 1 <; / g n, alors B(n) est trivialement
verifiee, verifions A(n) - la suite spectrale de Leray pour le recouvrement R
de A, (theoreme 3.8.1 et remarque de 3.8) aboutit a H*(A, F) et a pour
terme initial E^q = HP(R, H*(F)), qui est nul si 1 ̂  q ̂  n car C(R, H\F)) = 0
pour ses valeurs de q (les intersections finies d'ensembles <E R appartenant
a ©). On en conclut classiquement que Hl(A, F) = ff'(R, F) pour 0 ̂  i g n,
d'oύ '̂(R, F) = 0 pour ces i.

COROLLAIRE 2. Supposons (avec les notations du theoreme 3. 9.1) que pour
tout A € © et tout recouvrement ouvert de A, on puisse trouver un recouvrement
plus fin de la forme RL, o& L est une partie finie de 9ϊ(A). Alors pour que
H*(A, F) = {0} pour tout A € © et 1 S i S n, il faut et il suffit que H*(R, F)
= {0} pour tout R € 9t(A) (A € ©) et 1 ̂  i^ n.

En effet, la condition B(n) est verifiee (quel que soit n > 0) en vertu
du lemme 3.8.2 il suffit done d'appliquer le corollaire 1.
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COROLLAIRE 3. Supposons la condition prelίminaίre du corollaire precedent
satisfaite, supposons de plus que les recouυrements R ^ sJί(A) aient un nerf de
dimension <Ξ n. Alors les conditions equivalent es du corollaire precedent
impliquent m§me If (A, F) = 0 pour A <E @ et tout i > 0.

On aura en effet automatiquement #*(/?, F) = 0 pour R £ 9t(A) et i > w,
done pour tout i, c'est-a-dire la condition A(m) sera verifiee pour fowί m,
done il suffit d'appliquer le corollaire avec m grand.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. 9. 1. Nous procederons par recurrence
sur Γentier n, la proposition etant evidente si n = 0. Supposons done n > 1,
et theoreme demontre pour les entiers n' < n. De Γhypothese de recurrence
on tire d'abord aussitόt If (A, F) = {0} pour 1 <Ξ i <Ξ n — 1, il reste done a
prouver la nullite de cn ̂  HH(A, F), sous la condition qu'il existe une partie
finie L de 9t(A) telle que la restriction de c" a tout B ζ RL soit nulle. Soit
k le nombre d'elements de L, nous raisonnons par recurrence sur k. La
conclusion est triviale si k = 0, prouvons la pour & = 1. Par hypothese, il
existe R € 9ϊ(A) tel que la restriction de cn a tout B c R soit nulle. Comme
les 5 € R sont dans ©, <Γoύ #<(£, F) = {0} pour 1 < ί <Ξ n - 1, le terme β£ «
de la suite spectrale de Leray relative a R est nul pour 1 g q <Ξ n — 1. On
en conclut classiquement une suite exacte .if e(R, F) -> Hn(A, F) -> fi°(R, ^Z(F))
-> ---- Comme le premier terme est nul en vertu de A(n), le deuxieme homo-
morphisme est injectif, or par hypothese Γimage de cn par ce dernier est
nulle, done cn est nul. Supposons maintenant k ̂  2, et la conclusion demontree
pour les valeurs k' < k. Soit L = (R1, . . . . , Rfc). II suffit de prouver, d'apres
ce qu'on a vu, que la restriction cn

β de cn a tout B € R1 est nulle. Or pour
i = 2, ____ , &, la restriction R^ de R* a B appartient a $t(B), d'autre part la
restriction de c% a tout ensemble appartenant a Γintersection des recouvre-
ments Rβ (2 <Ξ z :§ )̂ est nulle par hypothese sur cn. Appliquant notre
hypothese de recurrence, pour k' - k — 1, a cn

B et J5, on trouve que cj* = 0, ce
qui acheve la demontration du theoreme.

PROPOSITION 3. 9. 2. L'hypothese preliminaire du corollaire 2 est satisfaite
dans le cas suivant : X est quasicompact , les A € @ sowί fermes, X ^ ©, /βs
R € 3f (X) so^/ finis et pour deux points distinct s x,y de X, il existe un R €

dont aucun ensemble ne contient a la fois x et y.

(Nous dirons qu'un espace est quasi-compact s'il satisfait a Γaxiome des
recouvrements ouverts des espaces compacts, sans etre neanmoins neces-
sairement separe).

DEMONSTRATION. Pour un recouvrement R de X et un x € X, designons par
^(R) (etoile de R en x) la reunion des A ^ R qui contiennent x, et soit OX(R) le
complementaire de la reunion des A € R qui ne contiennent pas x. On a
done x € O^R) d Ev(R), de plus pour tout y € O^R), on a β,(R) cz ̂ (R).
Si R est un recouvrement fini de X par des ensembles fermes, OX(R) est
un voisinage ouvert de x. Sous les conditions de la proposition, soit U un
recouvrement ouvert de X, soit x € X soit £4 <Ξ U avec Λ: <Ξ C/^ Γintersection
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des EX(R) pour R parcourant 3l(X) est par hypothese reduite a x, d'oύ on
conclut, par raison de quasi-compacite, qu'il existe une partie finie Lx de 3t(X)
telle que Γintersection des EX(R) pour R € Lx, i. e. Ex(R

Lx), est contenue dans
Ua . Les OX(RL*) forment un recouvrement ouvert de X, il existe done un
ensemble fini Y a X tel que les Ox(R

Lx) correspondants aux x € Y recouvrent
X. Soit L la reunion des Lx pour x € F, je dis que le recouvrement R7> de
X est plus fin que U. Soit en effet A € RΓ non vide, soit <z € A, il existe
x € Γ tel que <* € (^(R^dΌύ Ea(RLx) c ̂ (R^) c £7* et a fortiori A d Ea(RL)
cEa(HLt) est contenu dans C/α , ce qui demontre notre assertion. Appliquant
ce resultat, pour tout A €Ξ @, a Γensemble des recouvrements de A induits
par les recouvrements R €Ξ 9tCX"), la conclusion voulue apparait.

Le cas d'application le plus frappant du corollaire 3 est celui oύ X est
le cube compact 0 <; set ̂  1 de Rw, oύ ® est la f amille des cubes compacts
A du type ai<^Xi<^ bi contenus dans X, 3ϊ(A) etant la f amille des recouvre-
ments a ensembles deux A definis par des hyperplans paralleles aux hyperplans
coordonnees: Pour verifier que H*(A, F) = 0 pour / > 0 et tout A, il suίnt de
verifier que pour tout A, et toute section f de F sur Ai f| A2, on a / = /ι —/2,
oύ /t est une section de F sur Ai. C'est la reduction faite par H. Cartan
dans sa demonstration des theoremes fondamentaux sur les varietes de Stein
[5].

REMARQUE. Si n = 1, le theoreme 3.9.1 garde un sens, et se verifie
facilement directement, si on suppose que F est un faisceau de groupes non
necessairement abeliens. Cela permet de simplifier la demonstration du
theoreme [5, XVII] sur les matrices holomorphes inversibles.

3.10. Passages a la limite en cohomologie des faisceaux. Nous
ne donnerons que deux resultats dans cette voie, (dont Pun nous servira au
Chapitre 5, N° 7), cas particuliers du resultat general suivant d'algebre
homologique :

PROPOSITION 3.10.1. Soient C, C' deux categories abeliennes, on suppose
que tout element de C est isomorphe a un sous-true dun element injectif, et
que C' satisfait a Vaxiome AB 5 (cf. 1. 5), qui permet en particulier de prendre
des limites inductives dans C' (cf. prop. 1.8). Soit (Ft)ui un systeme inductif
de foncteurs additifs covatiants de C dans C', soit F = lim Ft le foncteur limite

inductive des Fi, defini par F(A) = lim Fί(A) pour tout A € C. Les homo-

morphismes Fi-+F definissent des Itomomorphismes de 'd-foncteurs (RpFϊ)->
(RPF), d'oύ un homomorphisme de 'd-foncteurs:

(3.10.1.) lim R2'Fi(A) -> R2ίF(A)

(les homomorphismes cobord pour la suite de foncteurs lim R^Ft se definisant
—>

comme limite inductive des homomorphismes cobords relatifs aux R2'Ft). Les
homomorphismes (3.10.1) sont des isomorphismes.

II suffit pour le voir de prendre une resolution injective C = C(A) de A,
le premier membre de (3.10.1) est alors lim H13(FίC(A)\ le deuxieme est
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H'}(lim FίC(AJ), ils sont done isomorphes puisque le foncteur lim sur la
— > —>

categoric des systemes inductifs sur / a valeurs dans C' est exact (prop. 1. 8)
et en particulier permute a la formation de homologies de complexes.

COROLLAIRE 1. Soft X un espacβ muni dune famille paracompactifiante Φ.
On a alors, pour tout faisceau abelien F sur X :

H»(X, F) = lim H»(X, Fu)p ->
TT

la lίrnite inductive etant prise suivant Vordonne filtrant des ouυerts U de X
dont V adherence est dans Φ. (Fu designe le faisceau sur X dont la restriction
a U est F\ U, et la restriction a C& est 0).

En vertu du theoreme 3.5.1. on a HP(X, Fu) = Hg^U, F), oύ Φσ est
1 'ensemble des parties de U fermees dans X. Posant ΓΦZ7(F) = H°(X, Fu), on

peut done aussi ecrire HP(X, Fu) = RPΓΦU(F) (compte tenu de proposition

3. 1. 3), d'oύ en vertu de prop. 3. 10. 1 : lim H»(X, Fu) = RPTΦ(F) puisque

lim ΓΦί7(F) = ΓΦ(F), cqfd. — Le corollaire precedent [est parfois utile pour

ramener la cohomologie "a supports dans Φ" a la cohomologie a supports
quelconques, et m'avait ete signale par M. Cartan.

COROLLAIRE 2. Soient X un espace topologique, Y une partie de X admettant
un systeme fundamental de voisinages paracompacts (il suffit par exemple que
X soit metrisable, ou localement compact et paracompact). Alors pour tout
faisceau abelien F sur X, on a

la limite etant prise suivant V ensemble ordonne filtrant decroissant des voisinages
ouυerts de U dans X.

En effet, il resulte de 1'hypothese que H°(Y,F) = lim H°(U,F) ([11], prop.

2.2.1), or les foncteurs derives de F-*H°(U,F) sont les Hp(U,F),de sorte
que le corollaire 2 est un cas particulier de la proposition. On notera que
Pan a aussi H°(Y, F) = lim H°(U, F), et par suite la validite du corollaire 2,

si Y estferme et admet un voisinage paracompact (demonstration analogue
a celle de [11]) dans loc. cite, on trouvera aussi un contre-exemple simple
(avec p — 0) relatif au cas oύ on ne fait pas d'hypothese de paracompacite.

A titre de complement, indiquons encore sans demonstration le resultat
suivant, cas particulier de resultats generaux sur les systemes projectifs.
Soit X un espace localement compact, considerons Γensemble filtrant croissant
des parties ouvertes relativement compactes U de X, alors pour tout faisceau
abelien F sur X, Jes homomorphismes de restriction H"(X, F) -> H*\U, F)
definissent des homomorphismes canoniques (qui sont evidemment des homo-
morphismes de 3-foncteurs) :
(3. 10. 2) H*(X, F) -> Jim ff>(U, F)

qui sont evide nαient bijectifs pour p = 0.
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PROPOSITION 3.10.2. Supposons I'espacelocalement compact Xdenombrable
a Vinfini. Alors les homomorphismes (3.10.2) (ok la limiteptojective est prise
suiυant Vensemble filtrant croissant des parties ouvertes relativement compactes
U de X) sont surjectifs. Si p > 1, pour qu'il soit bijectif, il suffit que pour
tout U ouvert relativement compact, en existe un autre V ID U tel que pour
tout ouvert relativement compact W contenant V, Γimage dans tP~l(U, F) de
H?~l(W, F) par Γhomomorphisme de restriction soit identique a celle de
ffp-i (V,F). Si p = l, pour que Vhomomorphisme ^(X, F} -> lim 1^(17, F) soit
bijectif, il suffit qu'on puisse munir les H°(U, F) de topologies de groupes
topologiques metrisables complets telles que les homomorphismes de restriction
soient continus, et que pour tout ouvert relativement compact U, en existe un
autre V ID U tel que pour tout ouvert relativement compact W contenant V,
Vintage de H°(W, F) dans fF(U, F) soit dense dans celle de H°(V, F).

(Bien entendu, on pouvait dans cet enonce remplacer les ouverts relative-
ment compact par des compacts). Cette proposition, qui se demontre par
un procede d'approximation a la Mittag-Leffler, est par exemple essentielle
dans la demonstration des theoremes fondamentaux sur les varietes de Stein
[5] Pour p = 1, elle reste vraie si F est un faisceau de groupes non neces-
sairement abeliens, sous la forme: si la condition d'approximation enoncee
(dans le cas p = 1) est vraie, tout element du premier membre de (3.10. 2)
dont Γimage est Felement neutre, est Γelement neutre.
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Chapitre IV Les Ext de faisceaux de modules.

4.1. Les foneteiirs Homo (A, i?) et Homo (A, B). Soit Xun espace topo-
logique muni d'un faisceau O d'anneaux avec unite, et soit C° la categorie
abelienne des O-Modules (a gauche) sur X (cf. 3.1). Si A et B sont deux
O-modules, nous designons par Homo (A ,B) le groupe des O-homomorphismes
du premier dans le second (ce groupe est en fait un module sur le centre de
Γ(O)). Si U est une partie quelconque de X, on posera

Homo(*7; A,B) = Ή.omO\π(A\U,B\U)

(oύ F\U designe, comme d'habitude, la restriction d'un faisceau F a £/)• Bien
entendu, si VaU, on a un homomorphisme naturel Homo (U A,£)->Homo
(V,AjB), et on verifie immediatment que si on se restreint aux parties
ouvertes U de X, les groupes Homo (£7; A, B) forment un faisceau sur X, note
Homo (A,B). Ainsi par definition, on a

(4.1.1) Γ (U, Homo (A, B)) = Homo (U A, B)

et en particulier, faisant U = X:

(4.1. 2) Homo (A, B) = Γ (Homo (A, B)\

D'ailleurs, Homo (A, B) peut aussi etre considere comme un faisceau de
modules sur le centre O* de O.

Rappeloπs que Homo (A, B) est un foncteur additif exact a gauche en les
deux arguments A, B € C°, a valeurs dans les groupes abeliens. On en con-
clut que Homo (A, B) peut aussi etre regarde comme un foncteur exact a
gauche en les deux arguments A, B € C°, a valeurs dans la categorie C r des
faisceaux abeliens sur X?(ou metne a valeurs dans la categorie Ooίl). Comme
d'habitude, tous les homomorphismes que nous ecrirons seront "fonctoriels".
Ce numero donne quelques proprietes auxiliaires des foncteurs envisages,
preliminaires a Γetude de leurs foncteurs derives.

Soient A, B € C°, et soit x € X Pour tout ouvert U contenant x, on a un
homomorphisme evident Homo (U;A,B)~-+ Homo^(A(x), B(x)), d'oύ par passage
a la limite inductive sur les voisinages ouverts de x, un homomorphisme
naturel

(4.1. 3) Homo (A, B) (x) ~> Horn© <»> (A(x), B{x))

que nous allons etudier. Nous dirons que A est de type fini en x si on peut
trouver un voisinage ouvert U de x tel que A | U soit isomorphe a un quotient
de (OI U)n (ou n est un entier fini > 0) A est dit pseudo-coherent en x si on
peut trouver un voisinage ouvert U de x, et sur U une suite exacte d'homo-
morphismes Om->On^>A->0 {m, n entiers finis > 0). Nous dirons que A
est de type fini (resp. pseudo-coherent) sJil Pest en tout point. Ceci pose :

PROPOSITION 4.1.1. ΣJhomomorphisme (4.1.3) est un monomorphisme si A
est de type fini en x, et un isomorphisme si A est pseudo-coherent en x.

Supposons A de type fini en x, alors, en se restreignant au besoin a un
voisinage convenable de x} on a une suite exacte Ow -> A —> 0 dJou une suite
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exacte 0 *-> Hom 0 (A, B) -• Homo (On. B), et une suite exacte On(x) ^ A(x) -> 0,
d'oύ une suite exacte 0 -> Homo <» (A(x), B(x))-+Rom0(xΛOn(x),B(x)). On en
deduit un homomorphisme de suites exactes:

0 ^ Homo (A, B) (x) > Hom 0 (On, B) (x)

0 ^ Homoc*, (A(x), B(x)) ^ Hom 0 C a ! ) (On(x), B(x)).

Or on a Homo (On, B) = Homo (O, B)n — βra, car on a un isomorphisme
canonique
(4.3.4) Homo (O, B) = B.

Les groupes dans la derniere colonne du diagramme s'identifient done res-
pectivement a B(x)n et Homo^ (O(x),&(x))n = B(x)n, done le dernier homo-
morphisme vertical est un isomorphisme, d'oύ on conclut aussitόt que le
premier homomorphisme est un monomorphisme. Supposons maintenant que
A soit pseudo-coherent en x, e'est-a-dire (en se restreignant au besoin a un
voisinage convenable de x) qu'on a une suite exacte Om -> On -)- A -> 0. Se
servant toujours de Γexactitude a gauche des foncteurs Horn, on en conclut
encore un homomorphisme de suites exactes:

0 ^ Homo (A, B) (x) ^ Hom o (On, B) (x) — Hom 0 (Om, B) (x)

0 -• Homoo (A(x), B{x)) -+ Hoαioc*) (Ou(x), B[x)) -> HomOCίlo (Om(x),

Nous avons deja remarque que les deux derniers homomorphismes verticaux
sont bijectifs. II en resulte aussitόt que le premier homomorphisme vertical
est un isomorphisme.

Supposons maintenant que B soit un objet injectif de la categorie abelienne
C°, peut on en conclure que B(x) e$t un O(^r)-module injectif? En vertu du
lemme 1 de 1.10., il suffit de verifier que pour tout ideal a gauche a de O{x)
et tout 0(#)-homomorphisme de a dans B(x), ce dernier peut se prolonger en
un O(#)-homomorphisme de O(x) dans B(x). Comme la restriction d'un O-
Module injectif a un ouvert est encore injectif (prop. 3.1. 3), il suffit pour ceci
que Γon puisse trouver un voisinage ouvert U de x, un sous-Module A de
O\U, enfin un homomorphisme u de A dans B\U, de telle faςon que A(x) = a
et que Γhomomorphisme de A(x) dans B{x) defini par u soit Γhomomorphisme
donne a.->>B(x). D'ailleurs, si A est pseudo-coherent en x} Γexistence de u
resulte automatiquement de prop. 4.1.1. Prouvons alors -.

LEMME 1. Supposons que O soit un fαisceαu coherent dαnneαux [15, Chap.
I, par. 2], soit M un O-Module coherent 0'fαisceαu coherent de modules" dans
la terminologie de [15]), et n un sous-module de type fini de Mix). Alors il
existe, sur un voisinage ouvert convenable U de x} un sous-faisceau coherent N
de M tel que N(x) = n.

Soit (m) un systeme fini de generateurs de n (l^i^k). Pour tout z, on
a m € Mix), done m —fdx), ouft est une section de M definie dans un voisi-
nage ouvert de x. On peut supposer tous les ft definis dans un meme voisi-
nage ouvert U, ils definissent alors au dessus de U un homomorphisme

On prendra pour JVTimage de ce homomorphisme, qui est coherent
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comme sous-module de type finΐ du faisceau coherent M. Tenant compte alors
des reflexions qui ont precede le lemme 1, on trouve:

PROPOSITION 4.1. 2. Supposons que O soit un faisceau coherent d'anneaux
noetheriens a gauche. Alors pour tout O-module injectif B et tout x € X, B(x)
est un O(x)-module injectif.

Enfin, signalons encore :

PROPOSITION 4.1. 3. Soient A et B deux O-modules. Si B est injectif alors
Homo (A,B) est un faisceau flasque (cf 3.3).

En effet, une section de ce faisceau sur Γouvert U s'identifϊe a un homo-
morphisme du O-module Au dans B (oύ la notation Merest celle de 3.5), done
(B etant injectif) se prolonge en un homomorphisme de A dans B, i. e. en
une section de Homo (A, B) sur tout X.

4. 2. Les fonoteurs Extg (X} A, B) et Extg (A, B) et la suite speetrale
fondamentale. En vertu du corollaire a prop. 3.1.1., on peut prendre les
foncteurs derives de tout foncteur covariant additif defΐni sur C°. En parti-
culier, cela p^rmet de construire comme d'habitude les foncteurs Ext1' (A, B)
dans C° comme foncteurs derives droits du foncteur B ->• Horn (A, B) dans C°,
a valeurs dans la categorie des groupes abeliens. Pour eviter des confusions
de notations, nous allons cependant noter ces foncteurs Extg (X; A,B), (indi-
quant dans la notation a la fois l'espace X et le faisceau d'anneaux O). Nous
poserons, pour toute partie U de X.

(4.2.1) Ext%(U; A,B) = Exto\u(U; A\U,B\U).

Compte tenu de la proposition 3.1.3 et du fait que le foncteur B-+B\U est
exact, on voit que les Extg(Z7; A,B) sont les foncteurs derives droits du
foncteur Z?-»Homo (U;A,B) sur C°. Les homomorphismes fonctoriels
Homo(Z7; A, 2?)-> Homo (V A,B) definissent par suite des homomorphismes
pour les foncteurs derives droits:

(4.2.2) • Extg (U; A, B)-> Extg (V;A,B) (VaU)

grace auquels le systeme des Extg (U; A,B), pour U ouvert variable, devient
un prefaisceau abelien sur X} note Extg ( — A, B).

On peut aussi considerer les foncteurs derives droits de Homo (A, B)
par rapport a B, on les note Extg (A,B). Ici, tenant compte de prop. 3.1.3
et de la relation evidente Homo (A, B)\U = Homoitr (A\U, B\U), on trouve
des isomorphismes
ί4. 2.3) Ext0 (A, B)\U= Extg,σ(A\U,B\U))

Γc'est pourquoi on se dispense de preciser dans la notation sur quel espace
on se place). De faςon imagee, les foncteurs Extg (A, B) sont de nature locale
(contrairement aux foncteurs Extg (X, A, B), essentiellement "globaux"). En
vertu de lemme 3.7.2, Extg (A, B) peut etre considere aussi comme le faisceau
associe au prefaisceau Ext£ ( — ;A} B) defini ci-dessus.

Les considerations de la fin de 2. 3 montrent que les Ext^ (X; A}B) resp.
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les Extg (A, B) forrαent non seulement des foncteurs cohomologiques covariants
par rapport a B, mais aussi des foncteurs cohomologiques contrevariants par
rapport a A, grace au fait que pour B injectif, les foncteurs A-*Homo(A,Z?)
et A ->• Homo (A, B) sont exacts. (Le deuxieme fait se verifie immediatement
a partir du premier, grace a prop. 3.1. 3).

Remarquons enfin, pour finir les sorites, que les Extg(X; A,B) sont des
modules sur le centre de Γ(O), et que les E x t 0 (A, B) sont des Modules sur
le faisceau d'anneaux O" centre de O.

La formule (4.1.2) peut aussi s'ecrire, en designant par HA resp. h 4 le
foncteur covariant de C° dans la categorie C des groupes abeliens, resp.
Cx, defini par

( 4 2 4 ) HA (B) = Homo (A, B), hΛ (B) = Hom0 (A, B):
hA = Γtu.

Done HA apparaϊt comme un foncteur compose, qui est justiciable de theoreme
2.4.1 en vertu de prop. 4.1.3 et du corollaire a la prop. 3.3.1. On obtient
done:

THEOREME 4.2.1. Soit X un espace topologique muni d'un faisceau d3an~
neaux aυec unite O, soit C° la categorie des O-Modules sur X. Soit A € C° un
O-module fixe. Alors il existe sur C° un foncteur spectral cohomologique,
aboutissant au foncteur gradue (Ext0 (X; A,B))t et dont le terme initial est

(4.2.5) If\A, B) = IP (X} Ext0 (A, B)).

On en conclut en particuiier des "edge homomorphisms"

H*(X, Homo (A, B)) -+ Extg (X; A, B)}

(4> 2 ' β ) Extg (X; A,B)-*EP (X, Exto(A, B))

(ce dernier etatit dJailleurs celui qui resulte de Γinterpretation de Extg(A,B)
comme le faisceau associe au prefaisceau Extg( — A, B)), et une suite exacte
a 5 termes:

(4.2.7) 0^flKJT,HomotA,B))^ExV0(X; A,B)^H°(X7ExtJ>(A,B))
-> mx, Homo (A, B)) -• Exto (X; A, B).

Cette suite exacte precise en particulier la structure du groupe Exto(Z; A, B)
des classes de O-Modules extensions de A (Module quotient) par B (sous-Module).

Pour pouvoir utiliser la suite spectrale obtenue, il faut preciser encore
le calcul des Extg(A, B). Comme le foncteur F^F(x) qui, a un faisceau
abelien F, associe son groupe ponctuel F(x), est exact, les Extg (A, B) (x)
peuvent etre consideres, pour A fixe et p, B variables, comme formant un
foncteur cohomologique covariant universel en B, se reduisant a Homo(A? ^XΛ:)
en dimension 0. De meme, les Extg(aj) (A(x), B(x)) forment un foncteur
cohomologique en B, se reduisant a Homoc^ (A(x), B{x)) en dimension 0. On
conclut done, du homomorphisme fonctoriel (4.1.3), (grace a la definion des
foncteurs cohomologiques universels) des homomorphismes

(4.2.8) Extg (A, B) (x) -> Extg ( s ) (A(x)} B(x))
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(qui sont caracterises par la condition de definir un homomorphisme de fonc-
teurs cohomologiques, se reduisant a Γhomomorphisme (4.1.3) en dimension
0). A etant fixe, pour que ces homomorphismes soient des isomorphismes
quel que soit p et B, il faut et il suffit que (i; ce soit le cas pour p = 0
(ii) Extg(a!) (A(x),B(x)) = 0 si p > 0 et B est unO-module injectif. Les proposi-
tions 4.1.1 et 4.1.2 ont visίblement ete faites expres pour verifier ces condi-
tions. On obtίent par suite:

THEOREME 4.2.2. Supposons que 0 soit un faisceau coherent άanneaux
noetheriens a gauche, et que A soit un O-moduIe coherent. Alors les homomor-
phismes (4.2.8) sont des isomorphismes quel que soit B et p.

Notons enfin le cas trivial suivant oύ les homomorphismes (4.2.8) sont
des isomorphismes, les deux membres etant nuls :

PROPOSITION 4.2.3. Supposons que A soit localement isomorphe a On (ou
n est un entier fini > 0 donne). Alors Extg (A, B) = 0 pour tout O-module B
et p>0.

En effet, en vertu de la nature locale de Extg(A,2?), on peut supposer
A = On. Mais alors Hom0 (A, B) = Bn est un foncteur exact en B, d'oύ la
conclusion.

COROLLAIRE. Si A est localement isomorphe a On, on a

Extg (X; A, B) = H*(X, HornoίA, B))

pour tout O-modύle B,

Cela resulte en effet aussitόt de la suite spectrale du theoreme 4.2.1.
En particulier, on trouve (faisant A = O):
(4.2. 9) H*(X, B) = Extg (X; 0, B)

formule valable sans aucune hypothese sur O ou le O-module B, et qui est
d'ailleurs triviale directement, les IP(X, B) etant les foncteurs derives, dans
C° (grace a prop. 4.1.3) du foncteur Γ(B) = Homo (O, B).

Pour terminer ce N°? nous indiquons une (ίmethode de calcuΓ de la suite
spectrale du theoreme 4.2.1, plus commode que celle qui resulterait de Pap-
plication pure et simple de la definition.

PROPOSITION 4.2.4. Soit L = (Li) une resolution gauche de A par des O-
modules Li localement isomorphes a des On<, considerons le foncteur h L sur C°,
a valeurs dans les complexes a degres positifs dans C, dέfini par hιJ[B) =
Hom0(L, B) posons de mime \LA (B) = Hom 0 (A B). Alors hL est une resolvante
(cf. 2.5) du foncteur h.A.

En effet, h L est un foncteur exact (prop. 4.2. 3), de plus H°{hh(B)) =
liAB) grace au fait que le foncteur C-> Homo (C, B) est exact a gauche en C,
enfin si B est injectif, hi (B) est un complexe acyclique en dimensions > 0,
puisque alors 3e foncteur C -± Hoίno (C, B) est exact.

COROLLAIRE 1. Sous les conditions de la proposition precέdente, on a
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(5.2.10) Ext"(A, B) = ^(HomoίL, B)) doit
(5.2.10 bis) E x m , JB)(*) = ExtS w (AO*r),

II suffit en effet d'appliquer prop. 2. 5.1.
Applΐquons manitenant prop. 2. 5.4, on trouve .

COROLLAIRE 2. Sous les conditions precέdentes, le foncteur spectral du th.
4.2.1 est isomorphe au foncteur spectral II Γ(Homo(L, β)), en particulier on a

Extg (X; A, JB; = 3tn Γ Homo (L, B))

{on le deuxieme membre est le n. erne groupe de hyperhomologie de Γ par
rapport au complexe Homo (L, B\ cf. 2. 4.).

Comme nous dίsposons aussi d'un foncteur resolvant pour Γ, par exemple
le foncteur ΓC(F) (oύ C(F) est la resolution canonique de F, cf. 2. 3), la suite
spectrale IΓ Γ (Homo (L, B)) s'explicite, c'est la premiere suite spectrale du
bicomplexe ΓC(Homo (IJ> B)) (oύ on a pris comme premier degre celui qui
provient de C). Or on a un isomorphisme fonctoriel

(4.2.11) C(Hom0 (L, B)) - Hom0 (L, C(B)).
En effet, on a pour tout O-Module L un homomorphisme (fonctoriel)

(4.2.12) CCHomo (Z, B)) -> Hom0 (L, G(B))

(oύ au deuxieme membre, C(B) e^t considere de faςon evidente comme un
O-Module), defini par recurrence sur la dimension des composantes de C a
partir de Γhomomorphisme naturel C° (Homo (Z, B)) -> HomofZ, G°(B)), deduit
des homomorphismes naturels Homo (L, B) (x) -> HomocaoίZ'*), B'x)). Ce dernier
est un isomorphisme si L est pseudo-coherent (prop. 4.1.1), d'oύ on conclut
que dans ce cas, (4.2.12) est un isomorphisme, ce qui etablit en particulier
la formule 4.2.11. On en conclut ΓC(Hom0 (I*,B)) = Homo (L, C(B)), dτoύ le

COROLLAIRE 3. L etant comme dans la proposition 4.2.1, le foncteur
spectral du theoreme 4.2.1. est donne par la premiere suite spectrale
7Homo(L? O(B)) du bicomplexe Homo (L, C(B)), ok G(B) est la resolution can-
onique {cf. 2.3) du faisceau abelien B (dont la graduation est prise comme
premier degre du bicomplexe). En particulier, on a

Extg {X; A, B) = /T(Homo (L, G{B)).

REMARQUES. 1) On peut aussi definir les foncteurs Extp

Oφ(X A, B) comme
les foncteurs deάves droits, par rapport a B, du foncteur Homo,^(A,^) =
Γ (Hom0 (A, B)) (φ etant un antifiltre de parties fermees de X). Les develop-
pements precedents sont encore valables. Nous n'aurons pas a nous en
servir.

2) II est essentiel dans le theoreme 4.2.2 que A satisfasse a une condi-
tion de finitude. Si par exemple A = 0 ( O oύ / est infini, alors le deuxieme
membre de (4.2. 8) est nul pour tout x et tout p > 0, cependant on n'aura pas
en general Ext o (A,#) = 0, car le foncteur B^Hoτno(0(T),B) = BΓ n'est en
genera] pas un foncteur exact.
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4.3. Cas d'ύn faisoeaΰ d'anneaux constant. Supposons que O soit
le faisceau d'anneaux constant defini par un anneau avec unite O. Soit M
un O-moduIe, et soit M le O-Module constant qu'il deίϊnit. Pour tout O-
Module A, on a alors un isomorphisme nature!

(4. 3.1) Homo(M, A) = HomofM, Γ(A)).

C'est la un isomorphisme fonctoriel, qu'on peut aussi ecrire

(4. 3.2) hu = hM V

oύ on pose, comme au nutnero precedent, hκ(A) = Homo (M, A), hJ,N) -
Homo (My N) pour tout O-Module A et tout O-module N. Γ est considere
comme un foncteur de C° dans la categorie C° des G-modules a gauche, et HM
comme un foncteur de C° dans la categorie des groupes abeliens. Le theoreme
3.4.1 s'applique, grace au

LEMME Si A est un O-Module injectif, alors Γ(A) est un O-module injectif.

II faut mcntrer que le foncteur M^Romo(M, T(A)) est exact, ce qui
resulte aussitόt de la formule (4.3.1), puisque M - * M est un foncteur exact.
On obtient done, grace au theoreme 3.4.1, et en remarquant que les foncteurs
derives de Γ sont les merries, qu'on considere Γ comme prenant ses valeurs
dans C° ou dans la categorie C des groupes abeliens :

TH6OREME 4. 3.1. Soient X un espace, O un anneau avec unite, M un
O-module, O et M les faisceaux constants sur X dέfinis par O et M. I! existe
alors un foncteur spectral cohomologique sur C°, aboutissant au foncteur gradue
(ExtgCX;M7A)); et dont le terme initial est

(4.3.3) UV(A) = Ext^M, H»(X, A)).

On en conclut comme d'habitude des "edge-homomorphisms" et une suite
exacte a 5 termes que le lecteur explicitera. Pour calculer 3e foncteur
spectral, nous utiliserons le corollaire 1 a la proposition 2. 5. 3, en utilisant
le foncteur resolvant ΓC(A) de Γ (qu'on considere ici comme foncteur cova-
riant de C° dans 0°), C(A) etant la resolution canonique de A (cf. 2. 3), et
le foncteur resolvant hL de h^ oh L est une resolution gauche de M par des
G-moduIes libres. On trouve la premiere partie de la

PROPOSITION 4. 3.2. Sous les conditions du theoreme 4. 3.1, choisissons une
resolution gauche L de M par des O-modules libres. Alors le foncteur spectral
du theoreme 4. 3.1 se calcule en prenant la deuxieme suite spectrale du bicom-
plexe Homo (L, Γ Of A)), ok C(A) est la resolution canonique de A (cf 2.3). Si
on suppose les Li isomσrphes a des Onι (m entier > 0), la premiere suite spectrale
de ce bicomplexe donne le foncteur spectral du theoreme 4.2.1.

Pour la derniere assertion, il suffit de considerer la resolution L d e M
deduite de L, et de lui applΐquer le corolίaire 3 a la proposition 4.2.4. La
proposition precedente ramene le calcul de Ext0 (M, A) et' de ses suites spect-
rales a un classique probleme du type Kΐinneth. Ainsi:
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COROLLAIRE 1. Supposons que A soit annuls, par uu idέal bilatere I de O
iel que O/I soit un anneau semi-simple K. Alors les deux suites spectrάles dn
bicomplexe Homo (L, ΓC(A)) sont triviales, etleurs termes initiaux sHdentifient
canoniquement a Vhomologie Exto (X; M, Λ) de ce bicomplexe, et on a plus
precisέment des isomorphismes canoniques:

(4.3.4) Ext&X; M,A)= 0 Horn*(Tor£(K, M), IP(X, A)).

En effet, C(A) et par suite ΓO(A) sera aussΐ annule par /, d'ou on conclut

(4.3.5) Homo (L, TG(A)) = Horn* {K®0L, Γ C(A))

et comtne K est semi-simple on peut applΐquer la version la plus simple du
theoreme de Kϊinneth (due au fait que Horn* est un bifoncteur exact): On trouve
la trivialite des suites spectrales, plus la formule H(Homκ (K ®o L, Γ C(A))
= Honiί (H(K ®o L), H(ΓG(A))), ce qui n'est autre que la formule (4.3.4).

Supposons toujours que A est annule par un ideal bilatere I, mais ne
supposons rien sur K = A/L On a (4.3.5), ce qui amene a considerer les
suites spectrales de hyperhomologie du bifoncteur Horn* relativement aux
complexes K0oL et ΓC(A). Dans la premiere le terme initial

Hp(Extη

κ(K®oL, Γ Of A)) est nul pour q > 0, puisque K®0 L est KΊibre.
Done Γaboutissement s'identifie canoniquement a H(JΛomκ{Kχ)oL} ΓOίAΛqu'il
s^agit precisement de calculer. Dans la deuxieme suite spectrale, le terme

initial est. Φ Eκt^(Hil'(K®0L)yIP'Ύ C(A)). Done:
q'+q"m<j

COROLLATRE 2. Supposons le O-Module A annule par un ideal bilatere I
de O, posons K = A/L Alors (ExtSCX"; M, A)) est aussi Vaboutissement dun
troisieme foncteur spectral, dont le terme initial est

(4.3.6) IHf(A) = 0 ExtίCTαr^iΓ, M), H*" (X, A)).

En particulier, si K est un "anneau hereditaire a gauche" [6,1.5] (par exemple
un anneau principal) on a une suite exacte canonique:

Extλ

κ{Tor°(K,M)9IP(X,A))

-> ExtgfX M, A) -> φ Hom^ (Tor« (K, M), H'(X, A)) ->• 0.
p+q=*n

REMARQΌES. 1. Supposons les Li isomorphes a des Ons alors (prop. 4.3.2)
la premiere suite spectrale d'hyperhomologΐe du foncteur Homo (M, — ) pour
le complexe ΓCCA) est celle du theoreme 4.2.1 dont le terme initial a done
interpretation remarquable (4.2.5). Mais on fera bien attention que ce fait
avait ete deduit du cor. 3 a prop. 4.2.4 et tient essentiellement a la formule
(4.2.11) e'est-a-dire au fait que le foncteur C "rSsolvante canonique'' permute
au foncteur Homo (L, — ), si L est un O-module isomorphe a un OΛ (grace a quoi
on est d'ailleurs dans les conditions du corollaire a la proposition 2.5.2). C'est
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cependant encore vrai, (pour d'autres raisons) si on remplace C(A) par la
"resolvaϊite de Cartan" AtyzF (oύ F est un "faisceau fundamental" sur X
suppose paracompact).

2. Soit x€i X, alors on a vu dans 4.2. qu'on a Extg(M, A)(x) = Km.

ExtgfZ7 M, A), la limite inductive etant prise suivant le filtre des voisinages
ouverts U de x. Or pour tout £/, on peut ecrΐre les suites spectrales 11 et
777, d'ou on conclut par un passage a la limite facile que (Extg(M, A)(x))P

est Vάboutissement de deux suites spectrales, dont les termes initiaux sont
respectivement

11™ =' lim. Ext£(M, H»(U, A))

lift" = 0 Mm. Ext£(Tor£ (K, M), Wf (U, A)).

(Dans la deuxieme suite spectrale, on suppose A annuϊe par un ideal bilatere
7, et 7Γ = 0/7). II en resulte que chaque fois que dans Γune de ses suites spect-
rales, on peut transferer le signe lim. sur H(U, A) dans chacune des compo-

—>
santes du terme initial, la formule Extg(M, A)(x) = Extg(M, A(x)) est valable
(dont la validite n'etait assuree a priori que si M admet une resolution
project!ve par d^s modules On* de type fini). Voicΐ deux cas typiques oύ
ceci a lieu: a) A est le faisceau constant defini par un O-module iV; X est
HLC (on regarde la premiere suite spectrale). b) A est annule par un ideal /
tel que Of I = K soit noetherien, et Jes Ύor%Ky M) sont de type fini sur K. — Sup-
posons que A soit le faisceau constant defini par un O-module N annule par
7, supposons K—OJI un corps pour simplifier: alors E x t J J ( M , N ) e s t le

faisceau associe au prefaisceau defini par l e s ^ p HonWror£(/f, M), H\U, N)).
ϊ) + g = W

It est facile de construire des exemples (avec M ~ N = K, p = I, O etant
Γalgebre K(G) d'un groupe G et 7 Γideal d'augmentation) oύ ce faisceau est
distinct du faisceau constant associe a Extg(Λf, N) ( = HP(G, K)) dans ce cas,
la conclusion du theoreme 4.2.2 est done en defaut.

4.4. Cas des faisceaux avee groupe d'operateurs. Soit G un groupe
et k un anneau commutatif avec unite, on pose O = k (G) (aϊgebre du groupe
G a coeίficients dans k), O est une algebre augmentee dont Γideal d'augme-
ntation sera designe par 7: done k s'identifie a ΓO-module O/7 Un O-Module A
n'est pas autre chose qu'un faisceau de ^-modules admettant G corame groupe
d'operateurs. Dire que A est annule par 7 signifie que G opere trivialement
sur A. A cause de leur importance pour le chapitre suivant, nous allons
reprendre rapidement les notations et resultats essentiels des numέros prece-
dents dans le cas actuel. Sous-entendant une fois pour toutes k dans les
notations (en pratique, k sera Γanneau Z des entiers, ou un corps), on dira
G-Module ou G-faisceau au lieu de O-Module. Si A, B sont deux G-faisceaux,
on ecrira HomG(B,A), HoτnG(B,A), ExtfJX B, A)et Extg(£, A) (en mettant
G en indice au lieu de O). Dans le cas oύ B = k (le seul important par la
suite) les objets precedents seront notes aussi Γff(A), AG, HP(X; G,A) et
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HP(G, A). Ainsi TG est le foncteur ha avec les notations precedentes, on a
ΓG(Λ) = Γ(A)σ (groupe des elements de Γ(AΪ invariants sous G) = Γ(Aβ), oύ A σ

designe le sous-faisceau de A forme des germes de sections invariantes sous
G. (Si G adtnet un systeme fini de generateurs, alors AG est aussi Γensembe
des elements de A invariants sous G). Les HP(G, A) ( — oo < p < -foo) sont
des faisceaux foncteurs de A, qui forment le foncteur cohomologique derive
de ΓQ(A) = AG. On a des homomorphismes canoniques

H*(G, A) (*) -• H*.(G, A(x))

qui sont bijectifs dans tous les cas que nous aurons a considerer, et en tous
cas si G est fini (en vertu de th. 4.2.2 ou du corollaire 1 a la prop. 4.2.4,
au choix!). Ces foncteurs sont de nature locale, c'est-a-dire permutent a
Γ operation de restriction a un ouvert. Les IP(X; GyA) forment le foncteur
cohomologique derive de ΓG(A). On a le

THEOREME 4.4.1. 11 existe deux foncteurs spectraux cohomologiques sur
la categorie des G-faisceaux, aboutissant au foncteur gradue (7iPϊ(X'; G, A)), et
dont les termes initiaux sont respectvement

P*«(A) = mx, &(Gt A)),
Hi* = HKG,mx>A)).

Ce sont aussi les deux suites spectmles du ilcornplexe a operateurs7J OCA), ok
C(A) est la resolution canonique de A, ou les deux suites spectrales de hyperco-
homologie de Vespace X par rapport au complexe C(G,A) des i(cochaines de G
a coefficients dans le faisceau A". Ces deux suites spectrales sont triviales si G
opere trivialement sur A et si de plus A est un espace vectoriel sur le corps
k alors on a un isomorphisme canonique: •

(4.4. 2) H\X GtA)= 0 Horn. (HP(G, ft), H*(X, A))..
ρ+q = n

Plus genemlement, supposons seulement que G opere trivialement sur A,
alors le corollaire 2 a la prop 4. 3.2 donne une suite exacte canonique :

(4.4.3)

REMARQUES. 1. Dans cette derniere formule, nous avions sous-entendu
que k = Z. Cependant cela n'a pas d'importance, car si k est quelconque et
A est un faisceau de ^-modules oύ G opere, alors les H*(G, A) et H*(Xt G,A)
sont les memes, qu'on regarde A comme un faisceau de k(G)-modυles ou
comrne un faisceau de Z(G>modules. Pour levoir on est ramene a prouver
que si A est un faisceau injectif de ΛίG)-modulesJ alors Ext^(Gί) (X; Z, A) et
Extg ( f l ) (Z, A) (oύ nous ecrivons Z et ZΓG) pour les faisceaux constants qu'ils
definissent) sont nuls pour n > 0. Pour le premier, cela resulte de la suite
spectrale //, qui montre qu'il est isomorphe a IΓ{G, Γ(A)), qui est nul puisque
Γ(A) est un ^-module injectif (pour lequel le resultat invoque est bien connu).
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Comme ExtS(G)(Z, A) est le faisceau associe au prefaisceau des Ext%(0)(U; Z, A)
qui est nul d'apres ce qui precede (puisque A\U est aussi injectifj, notre
assertion est demon tree.

2. Supposons que A soit Ie faisceau constant defini par un G-module Λf,
alors on ecrira evidemment IP(X; G,M) et HP(G, M) au lieu de HP(X; G,A)
et HP(G, A). Si G opere trivialement sur M, alors HP(X G, M) se calcule
done completement par la formlile 4.4. 3, ou la for mule 4.4.2 si M est un
space vectoriel sur un corps k. Dans ce dernier cas, et si X est un espace
HLC, on obtient merrie: H*(X,G,M) = espace des applications bilineaires de
H*(G,k) x H*(X,k) dans M. On fera attention qu'en general, HP(G, M) n'est
pas le faisceau constant defini par IP(G, M), cf. remarque 2 de 4. 3.

Chapitre V Etude cohomologique des espaces a operateurs.

5.1. Generalities sur les G-faisceaux. Dans tout ce Chapitre, nous
considerons un espace X oύ opere un groupe G (a gauche pour fixer les
idees). L Operation definie par un g <E G sera notee x-+g x. Nous n'exigeons
pas que G opere fidelement en particulier, nous aurons a considerer aussi
le cas oύ G opererait trivialement. Nous ecrirons X{G) pour X muni de la
structure supplemental definie par les operations de G. L'espace des tra-
jectoires X/G sera note Y, il sera muni de la topologie quotient. L'application
canonique de X sur Y sera notee /, e'est une application continue ouverte.
Y sera considere comme muni du groupe d'operateurs G operant trivialement,
on ecrira done Y(G) pour rappeler cette structure supplementaire sur Y.

Nous appelerons G-faisceau sur X = X(G) un faisceau (d'ensembles) A sur
X, dans lequel G opere de faςon compatible avec ses operations sur X. Pour
donner un sens a cette definition, on pourra par exemple considerer A comme
espace etale dans X (cf. 3.1); nous n'insisterons pas. On definit de meme
la notion de G-faisceau de groupes, d'anneaux, de G-faisceau abeHen ( = G-
faisceau de groupes abeliens) etc. De faςon imagee, on peut dire que si .X"
est muni de certaines structures et si un faisceau A sur X est defini en
termes structuraux, alors A est un G-faisceau de faςon naturelle si les
operations de G dans X sont des automorphismes. Ainsi, un faisceau cons-
tant peut toujours etre considere comme un G-faisceau (uG-faisceau trivial"),
de meme le faisceau des germes d'applications quelconques resp. continues
de X dans un ensemble donne, le faisceau des germes de functions holomor-
phes si X est une variete holomorphe et si les operations de G sotit des
automorphismes de la variete X, etc. On appelle G-homomorphisme d'un
faisceau dans un autre un homomorphisme de faisceau qui permute aux
operations de G. Si les faisceaux envisages sont des faisceaux de groupes
par exemple, on sous-entend que Γhomomorphisme respecte cette structure,
comme d'habitude. Avec cette notion d'homomorphisme, les G-faiεceaux
d'ensembles (resp. les G-faisceaux de groupes etc.) forment une categorie (cf.
1.1), qui a les memes proprietes que la categorie correspondante sans groupe
d'operateurs G, (qui en est d'ailleurs un cas particulier, correspondant au
cas oύ G est reduit a Γelement neutre).
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En particulier, les G-faisceaux abeliens forment une categorie additive,
dont nous allons indiquer les proprietes. Plus generalement, soit O un G-
faisceau d'anneaux avec unite, considerons les faisceaux A sur X qui sont a
la fois des G-faisceaux abeliens et des O-modules, les operations de O sur A
etant compatibles avec les operations de O (i. e. Γhomomorphisme naturel de
faisceaux d 'ensembles O x A ^ i etant un G-homomorphisme): un tel faisceau
sera appele un G-O-Module. Appelant G-O-homomorphisme un homomorphisme
de faisceaux qui est un O-homomorphisme et un G-homomorphisme, on voit
que la somme ou le compose de deux G-O-homomorphismes est un G-O-homo-
morphisme, done les G-O-Modules forment une categorie additive notee C0(Gf)

si O est le faisceau constant des entiers (avec les operations triviales de G)
on obtient de nouveau la categorie des G-faisceaux abeliens, notee CX(G). Si
G opere trivialement sur X, la categorie C 0 ( f f ) s'interprete comme la categorie
des O'-Modules, oύ O' est un faisceau d'anneaux convenable, si par exemple
G opere trivialement sur O, ou aura O' = O(g)zZ(G), (oύ Z(G) designe Γalgebre
de G par rapport a Γanneau Z des entiers, ou plύtόt le faisceau constant
qu'il definit). Les resultats de 3.1 restent valables a de petites modifications
pres:

PROPOSITION 5.1.1. Soit O un G/aisceau d'anneaux sur X. Alors la
categorie additive C0^ des G-O-Modules est une categoήe abelienne, satis-
faisant les axiomes AB 5) et AB 3*) de 1.5, et admet un genέrateur.9)

La verification est triviale, sauf Γexistence du generateur, dont nous
allons donner une construction maintenant, generalisant celle du 3.1. Pour
tout ouvert U de X, soit L(U)le O-module somme directe des O-modules O .̂tr
pour g € G. L(U) peut etre considere comme G-faisceau de faςon evidente,
de sorte que L{U) devient metne un G-O-Module. Si A est un G-O-Module
quelconque, un G-O-homomorphisme de L(U) dans A est connu quand on con-
nait sa restriction a Ou, qui est un O-homomorphisme de Ou dans A} qu'on
peut d'ailleurs se donner a Γavance arbitrairement. La donnee d'un tel
homomorphisme equivaut aussi a la donnέe d'une section de A sur U. Si B
est un sous-G-O-Module de A distinct de A, on peut trouver sur un ouvert
convenable U une section de A qui n'est pas une section de A. Par suite,
la fatnile de L{U) est une famille de generateurs de C0 ( f f ), et leur somme
directe (pour U parcourant tous les ouverts de X) est done un generateur.

De la proposition 4.1 resulte en particulier que tout G-O-faisceau est
isomorphe a un sous-faisceau d'un G-O-Module injectif. II importe pour la

9) Cette proposition, ainsi que divers resultats de la suite, peuvent s'enoncer aussi
dans le contexte plus general qui suit. On se donne une categorie C, un groupe G,
et une "representation de G par des foncteurs dans C": a tout g e G est associe un
foncteur Fg: € -> C, de telle %on qu'on ait Fβ=foncteur identique, FgFgt^Fgg> (du
moins a des isomorphismes fonctoriels donnέs pres, satisfaisant a certaines conditions
de coherence que nous n'expliciterons pas). Alors on peut construire la categorie Cσ

des "objets de C avec groupe d'operateurs G", tout comme QχW (pour un espace a
groupe d'operateurs X(G)) peut se construire a partir de C x. (Comparer aussi avec
le cas particulier, exemple 1.7. f). Beaucoup de proprietes vraies pour C se conser-
vent alors pas passage a C^.
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suite cΓobtenir line forme explicite commode pour "suffisatnment" d'objets
injectifs, en generalisant la construction faite dans 3.1. Soit (Ax)reχ une
famille de O(#)-modules Ax, considerons le O-Module produϊt qu'elle definit
(cf. 3.1). Pour y faire operer G de faςon a obtenir un G-O-faisceau, il sufϊit
pour tout x €Ξ X et g €Ξ G de se donner un homomorphisme a-+g.a du groupe
abaiieα Ax dans le groupe abelieα A0.X7 de faςon qu'on ait g*{ua)~ (g.u)
(g. a) pour u € O(x) et a 6 Ax, et que e.a~ a, g. (g\ a) = (ggr). a. Introduisant
alors ΓanneaU aUxiliaire Ux engendre par Γalgebre Z(GX) de Gx et Γanneau
O(x), soumis aux relations de commutation gug~ι - uQ pour u € O(x), g € Gx

(ou on note ug, pour eviter des confusions, le transforme de u par g € Gx), on
voit que les A* sont en fait des f/^-modules, et un g € G quelconque definit
un isomorphisme a -> g. a du groupe A* sur A ^ satisf aisant a g. (ua) = (̂ r. «)(p. β)
pαur u €" ί/ c, ^ € AjB- II en resulte facilement que, si on choisit un element
ξ(y) dans toute trajectoire y 6 Y, et si on pose Uv = C7f<v>, alors les donnees
precedentes sont equivalentes a la donnέe d'une famille (Ay)Ver de f/ -̂moduIes
Ay ( = Atm).

Les AK (xξy) peuvent se deduire de Ay de la faςon suivante. Soit Ay

le G-tnodule iniuίt pir le Gtf-module Ay, i.e. le G-moduΐe Hom^ (Z(G), Ay)
obteiu a partir du G -̂module Ay par ''extension c^Λtravariante des scalaires":

A>, s'identifie alors a un groupe quotient de Ay par un sous-groupe abέlien
stable par Gyt et Aϋ s'identifie au produit de tout les quotients transformed
g. Ay pour g 6 G/Gy. Introduisant de merae le G-module O^ induit par Oy =
O(ξ(y))j on constate aussitόt que Ay est un O -̂module sldeπtifiant au produit
des g. Oy-modules g. Ay pour g C GjGy. On a alors des isomorphismes cano-
niques g.Oϋ = O(g. ξ(y)\ g.Ay = Ag.^yy Dasignons par P(A) le G-O-faisceaU
sur Xdefini par la famille A = (Aj) άe C/̂ -modules A7. S3it B un G-O-faisceau
quelcoαque. Un O-homomorphisme d'un G-O-Module B dans P(A) s'identifie
a une famille (vx)xeχ de 0(Λr)-homomorphΐsmes B(x)^ Ax (cαmme nous Γavions
signale dans 3.1), et ce O-homomorphisme est compatible avec G si et seule-
ment si les v.Λ "permutent" a G; on voit alors tout de suite qu'il revient au
meme de se donner un G-0-homomorphisme de B dans P(A), ou une famille
(Vy)yey de Z7y-hornomorphismes B{ξ{y)) -> Ay. On en conclut aussitόt:

PROPOSITION 5.1.2. Soit {A>f),,eγ une famille de Urmodules injectifs, alors
le G-O-Moiuie P((Ay)) qu'elle definit est injectif. De plus, tout G-O-Module
est isomorphe a un sous-faisceau dun faisceau du type precedent.

Ce dernier fait (le plus important pour nous) est immediat, en plongeant
pour tout y, le module ponctuel B(ξ(y)) du faisceau donne B dans un Uy-moάa\e
injectif.

Images directes de G-faisceaux. Soit A un faisceau d'ensembles sur X,
rappelons qu'on a defini son image directe /*(A) comme le faisceau sur Y
dont les sections sur Γouvert UczY sont les sections de A sur f-\U). Si A
est un G-faisceau, alors T(f-ι(U),A) admet G comme groupe d'operateurs,
d'oύ on conclut facilement que Vintage directe /*(A) d'un G-faisceau sur X
est un G-faisceau sur Y (rappelons que G opere trivialement sur Y); bien
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entendu, si A est un G-faisceau de groupes ou d'anneaux etc., il en est de
meme de /"*(A). Si A est un G-faisceau, nous designerons par A& ou f% (A)
le faisceau ΓG(f*(A)) des invariants du G-faisceau /*(A) sur Y, c'est-a-dire le
faisceau dont ]es sections sur un ouvert Ucz Y sont Ies sections de A sur

f'ι(U) invariantes sous G; evidemment, si A est un G-faisceau de groupes, ou
anneaux etc, il en est encore de meme de AG = f%(A). D'aϋleurs f% peut etre
considere comme un foncteur covariant defini sur la categorie des G-faisceaux
sur X, a valeurs dans la categorie des faisceaUx sur Y (consideres comme
G-faisceaux oύ G opere trivialenent). Si O est un G-faisceau d'anneaux et
si on designe par O' le faisceaux fξ(O), alors pour tout G-O-Module A sur X,
Λ(A) est un G-O'-Module sur Y. Done/* est un foncteur covariant de C°CG!)

dans C 0 ' ^ , d'ailleurs additif et exact a gauche comme tout le monde /J
apparait alors comme le foncteur compose Γ % de GΊiG> dans la categorie C 0 '
des O'-Moduϊes sur F, Tσ designant le foncteur C° c<?:>-• C 0 ' associant a un.
G-O'-faisceau B sur Y le faisceau BG des germes de sections invariantes
sous G. Supposons maintenant pour simplifier que 0 done aUssi 0' est le
faisceau constant Z des en tiers fee qui revient a ne pas consider er de faisceau
d'anneaux du tout), on a alors :

PROPOSITION 5.1.3 /* transforms' objets injectifs de CA'(ff) en objets ίnjectifs
de Cr&K

En eίϊet, il suffit de le voir pour un G-faisceau abelien A defini par une
famille (Ay) de G^-modules injectifs (prop. 5.1.2). Mais reprenant Ies notations
de la construction qui a precede la prop. 5.1.2, on voit que f*(A) est le

faisceau produit defini par Ies groupes Ay = I I Axt et la structure de G-

faisceau sur /*(A) est celle definie par la structure de G-module de Άy. Or
ce dernier etant obtenu a partir du {^module injectif Ay par extension con-
travariante des scalaires, est evidemment lui-meme injectif [6, II, prop. 6.1. a].
Done /*(A) est injectif en vertu de prop. 3.1.2.

COROLLAIRE. Si A est un G-faisceau abelien injectif, alors T(A) est un G-
module injectif et AG est un faisceau flasque sur Y.

En effet, on a Γ(A) = Γ(f*(A)). f%(A) = ΓG(MA)), et il suffit alors d'ap-
pJίquer le lemme de 4.3 resp. la prop. 4.1. 3 (avec O = Z(G), O le faisceau
d'anneaux constant defini par O).

Images inverses et images directes. Soit B nn faisceau d'ensembles sur Y
(sans operateurs), alors son image reciproque f-HA) (envisagee dans 3.2) peut
itre regardee comme un G-faisceau de faςon natureϊle, pour des raisons
evidentes de ''transport de structure". Une section de B sur Un ouvert U
definit par image reciproque une section de f~ι(B) sur f"\U) inυariante sous
G, i.e. section de f%(f-χ(B)), d'oύ un homomorphisme naturel B~>f%(f-\B)\
dont on verifie aussitόt que e'est la. un isomorphisme
(5.1.1; ftίϊ'HB)) = B.

Inversement, par tons dun G-faisceau A slir X, considerons f-ι(f$(B)) • une
section de ce faisceau sur Un ouvert V consiste en la donnee d'une fonction
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g(x) sur V, dont la valeur en chaqUe x € V est Un element de f%{A) (f(x)) =
lim. Γ (f~ι(U), A)G, et telle que pour tout x € V existe Un voisinage ouvert

F' c F de Λ: et une section /? de /g(A) sur un voisinage U de /(#) (i. e. une
section invariante h de A sur f-\Uf)) telle qu'on ait g(#) = &(#) pour x ̂  V f]
f~ι{U'). On en conclut un monomorphisme canoniquel0) :

(5.1.2) f~\fl{A))^A

identifiant f'ι(f%{A)) a un sous-faisceau Af de A. II resulte de la formule
(5.1.1) ci-dessus que Γon a A' = A si et seulement si A est isomorphe a un
G-faisceau de la forme f~ι(B). S'il en est ainsi alors pour tout x € X, les
operations de Gx dans A(x) sont triviales. La reciproque est d'ailleurs vraie
si G satisfait la condition (D) plus bas (cf. 5.3;, comme on le verifie facilement
si done en plus les Gx sont reduits a ΐidentite (i. e. si aucun g 4= e dans G
n'admet de point fixe) les foncteurs f% et f'1 etablissent des isomorphismes
reciproques Vun de Γoutre de la categorie des G-faisceaux sur X et de la
catέgorie des faisceaux sur Y.

EXEMPLES D'IMAGES DiRECTES DE G-FAISCEAUX. Si A est le faisceau constant
sur X defini par un ensemble M oύ G opere trivialement, alors AG est le
faisceau constant sur Y defini par le meme ensemble M; mais si G n'opere
pas trivialement dans M, et si on n'est pas dans le cas ιίsans points ήxes",
alors fσ(M) n'est evidemment plus localement constant en general. Supposons
que la condition (D) de 5.3 soit verifiee, soit A le faisceau des germes
d'applications de X dans un ensemble M, alors AG est le faisceau des germes
d'applications de Y dans M. Dans cette correspondance, si X est une variete
differentiable (resp. Un espace analytiqUe reel, resp. un espace analtique
complexe) et si A est le faisceau des germes de functions (a valeurs dans
Un espace de meme nature) differentiables (resp. analytiques reelles, resp.
analytiques complexes) alors AG est le faisceau de meme nom relatif Y. Ce
dernier exenple est particulierement important, et Γenonce analogue est vrai
(par definition d'ailleurs, comme pour les precedents!) en Geometrie Algebri-
que abstraite, ou meme pour les varietes arithmetiques.

5.2. Les foneteurs JΓι(X;G,A) et Hn(G,A) et les suites speetrales
fondatnentales. Pour eviter des confusions, nous notons Γx et IV les fonc-
teurs 'sections'' definis pour des faisceaUx sur X resp. stir Y, et Γ^ le
foncteur M->MG faisant correspondre, a un ensemble M oύ opere G, Γen-
semble des invariants de M. Enfin, si A est un G-faisceau stir X, on pose

(5.2.1) Γ|(

done par definition, on a les formules

(5.2.2) Γf =

10) Plus generalement, si / est une application continue d'un espace X dans un
espace Y, on a, pour les faisceaux A sur X, des monomorphismes fonctoriels

f~Kf*(A)*) -• A, dont le monomorphisme (5.1.2) se dέduit immediatement, grace a
rinjection A$ ->/*(Λ)i
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Nous bornant maintenant a prendre A dans la categorie CX{G) des G-faisceaux
abeliens sur X, Γ£ est un foncteur additif exact a gauche de CXiG) dans la
categorie C des groupes abeliens, et f% est un foncteur exact a gauche de
QX(G) ( j a n s j a categorie C r des faisceaux abeliens(sans operateurs) sur Y. On
posera alors

(5.2.3) &KX; G, A) = 2?Tf(A)

(5.2.4) H»(G, A) = Λ !/S(A)

Ainsi, pour Un G-faisceau abelien, les H^iX; G, A)sont des groupes abeliens,
les H"(G, Λ) sont des faisceaUx sur Y. Les Uns et les autres forment des
foncteurs cohomologiques universels en A, se reduisant pour n = 0 a T%A)
resp. a A6'. Si G opere trivialement sur X, on retroUve les notions introduces
dans 4.4. — On voit encore facilement comme dans prop. 3.1. 3 que si U est
un ouvert de Y, et A un G-faisceau abelien injectif sur X, alors sa restric-
tion a f~ι(U) est un G-faisceau abelien injectif sur cet espace. On en conclut
comme dans 4.2 :

PROPOSITION 5.2.1. Soit A un G-faisceau abelien sur X} alors pour tout
ouvert UczY, on a W\G, A)\U = IF(G,

Cfest poUrqUoi on se dispense d'indiquer X dans la notation HP(G,A).
Une reduction plus poUssee du calcul des HP(G,A) s'obtient par le

CoROLLAiRE. Supposons que f'\ϋ) soit la reunion d'ouverts g.V(geG/G0)
disjoints deux a deux, ok V est un ouvert de X et G() un sous-groupe de G tel
que'ffo V=V pour g0 €'G0. Alors HP(G,A)\U = H*(G0,A\V) (moyennant
Videntification naturelle U = V/Go).

En vertu de la proposition 2.5.1, on peut supposer U = Y, d'oύ/~ ι(£θ =
X. On constate alors immediatement que la categorie des G-faisceaUx sur
X est isomorphe a la categorie des Go-faisceaUx sur V, cet isomorphisme
etant compatible avec les foncteurs f%, /|°. D'oύ aUssitόt la formule voUlue.
— Un calcul plus explicite sera donne plus bas. (cf. formule (5.2.11) et theoreme
5. 3.1).

Les formules (5.2.2) representent V% comme un foncteur compose de deux
faςons differentes, et dans Jes deux cas, le theoreme 2.4.1 s'applique, grace
aU corollaire de prop. 5.1. 3. On obtient done :

THEOREME 5.2.1. // existe sur la catέgorie CX(G) des G-faisceaux abeliens
sur X deux foncteurs spectraux cohomologiques, aboutissant au foncteur gradue

; G,A))> et dont les termes initiaux sont respectivement:

= H»(Y,H%X,A))

, A)).

Pour etablir la forme explicite de II£>*(A), il faut seulement montrer encore
que les foncteurs derives de Tx, considere comme foncteur de C Λ ^ dans la
categorie C^ des G-modules, sont bien les Hq(X, A). Or cela resulte immedi-
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atement du fait que tout G-faisceau abelien peut se plonger dans un
G-faisceau abelien flasque (comme nous avons vu au nUmero precedent),
qui annule done Ies Hq(X, A) pour q > 0.

Ces suites spectrales donnent lieu tout d'abord a des "edge-homomorphis-
mes" importants:

(5.2.6) Hn(Y, AG) -+ H\Xι G, A) -> IP(Y, H\G, A)),

(5.2.7) H\Gt IP(X, A)) -* H%X; G, A) -+ H\X, Aψ.

La deuxieme application (5.2.6) s'interprete immediatement si on note
qu'en vertu de lemme 3.7.2, H?l(G,A) est le faisceau sur Y associe au prefa-
isceau forme par Ies IPff-^U); G}A). Le compose du premier homomorph-
isme de la premiere ligne avec le deuxieme homomorphisme de la deuxieme
ligne est Γhomomorphisme f* associe a Γinjection naturelle (5.1.2) de/-1(A&)
dans A (cf. 3.2).

Les suites spectrales du theoreme 5.2.1 deίinissent aussi deux suites
exactes a 5 termes:

(5.2.8) 0 -• &{Y, AG) -> £P(X; G, A) -> H°(Y, ff(G, A)) -> H\Y} AG)

(5.2.9) 0 -+ HKG, ΓA) -> IP(X; G, A)) -+IP(Xt A)β-> H%G, ΓA)

II y a Une troisieme faςon de representer Y% comme un foncteur compose,
savoir T% = Γ?/#, et le theoreme 2.4.1 est encore appliquable en vertu de
proposition 5.1.3. Done, le foncteur gradue (H?ι(X; G,A)) est aussi Γaboutis-
sement d'une troisieme suite spectrale dont le terme initial est

Cette suite spectrale definit des homomorphismes fonctoriels
(5.2.10) H*(Y G, f* (A)) -> Hn(X; G, A).
L'interet de cette suite spectrale est limitee, car il apparait qu'elle est
pathologique dans les cas oύ elle n'est pas triviale, e'est-a-dire quand on n'est
pas dans les conditions de la proposition suivante:

PROPOSITION 5.2.2. Supposons le G-faisceau abelien A tel que Rf*(A) = 0
pour q > 0. Alors les homomorphismes (5.2.10) sont des isomorphismes, de plus
les deux suites spectrales du theoreme 5.2.1 sHdentifient alors aux deux suites
spectrales correspondantes pour le G-faisceau f*(A) sur Y, et on a
(5.2.11) W(G, A) = W{G, Λ(A)).

La premere assertion resulte aussitόt de la forme du terme initial de la
suite spectrale E definissant (5.2.10). Les autres assertions resultent de la
definition explicite des fermes qu'il s'agit de comparer, si on note que pour
toute resolution injective C(A) de A dans C**"̂ , le complexe f*(C(A)) est une
resolution de /*(A) (e'est ce que signifie Γhypothese Rgf*(A) = 0 pour q > 0!)
qui est injective en vertu de proposition 5.1. 3. — Notons que noUs avions
implicitement deίini les Rqf*{A) comme derives droits de /* considere comme
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foncteur de CX(σ) dans C Γ ; mais en vertti de calcul de ces foncteurs derives
par le le mme 3.7.2, et se rappelant qu'un objet injectif de CX(<?) est un
faisceau flasqUe, on voit qu'on trouve le meme resultat qtie si on considere

/* comme un foncteur de C^dans CΓ, i.e. R%(A) est le faisceau sur Y associe
au prefaisceau forme des Ift(f~l(U), A).

L'hypothese de la prposition 2.5.2 doit etre regardee comme Un equivalent
cohomologique de l'hypothese que G est Un ί(grouρe dίscontinu d'operateurs"
sur X. Un autre cas important est celui on Hq(G, A) = 0 pour q> 0, hypothese
qui doit etre regardee comme un equivalent cohomologique de la condition
usuelle que "G opere sans points fixes":

PROPOSITION 5.2. 3. Supposons que Hq(G, A) = 0 pour q>0. Alors IΓ(X;
G,A) est isomorphe a IP^Y^^), done H*(Y,A°) est Vάboutissement dune suite
spectrale cohomologique dontje terme initial est lfy(}(A) = IF(G,Hl{X,A)).

C'est une consequence immediate de la premiere suite spectrale du theoreme
2.5.1. On obtient ainsi la forme classique de la theorie des espaces a opera-
teurs [4]. Nous donnerons au numero suivant des conditions de validite de
cette proposition, G etant un ί(groupe discontinu sans point fixes d'operateurs
dans X'\ D'autres conditions de validite sont liees a la caracteristique d'un
corps de base k pour le faisceau A et les ordres des stabilisateurs Gy un
cas particulierement simple est le suivant(qui se demontre d'ailleurs directe-
ment tres facilement, et est sans doute bien connu):

COROLLAIRE. Supposons outre H%G,A) = 0 pour q > 0) que G soit un
groupe fini dordre m, que Γespace X soit separe, et que la multiplic ation
par m dans A soit un automorphisme de A(par exemple A est un faisceau
despaces vectoriels sur un corps de caracteristique ne diυisant pas m).
Alors on a Hn(Y, AG) = H%X, A)G, les deux membres etant isomorphes a Hn

(X;G,A).

Un dernier cas particulier interessant est le suivant:

PROPOSITION 5.2.4. Supposons H%X; A) ^Opour q>0, alors /f*(X; G, A)
= Hn(G, V(A)), et par suite H*(G, Γ(A)) est Vaboutissement dune suite spectrale

dont le terme initial est lξ>q(A) = Hq(Y, Hq(G} A)).

Cette proposition peut etre Utilisee pour le calcul de la cohomogie de
certains groupes, par exemple la cohomologie a coefficients constants de divers
groupes modulaires a une variable [10].

REMARQUES. 1. Supposons qu'on se donne un G-faisceaUx O, et qu'on se
borne a considerer des G-O-Modulesr Y% etant done considere comme Un
foncteur de C0{G) dans la categorie des modules sur T(O)G. Alors ses foncteurs
derives coincident avec les foncteurs HP(X; G, A) precedents; comme il resulte
aUssitόt du fait que tout objet injectif de C0(f f ) est annule par les ^(X G.A)
pour n > 0. Ce dernier fait sera prouve dans le lemme 5.6.1, plus bas (oύ
on remplace B par A, par O).

2. On peut; des deux suites exactes (5.2.8) et (5.2.9), eliminer H*{X;
G,A) de faςon a obtenir des relations entre la cohomologie de Y, celle de X
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O et celle de G. De faςon generate, supposons
donnees deux suites exactes a 5 termes comme
dans le cas actuel (cf. diagramme ci-dessous).
On a pose u = β'a, uf = βa!. On a A Π A! ~

\β P Y ό Ker u = Ker u\ On a des homomorphismes
naturels

jk,y ββ''1: Ker y ^ Coker u',

IS β'β'1: Ker 7->• Coker «.
Λ' Ces homomorphismes donnent lieu aux deux

suites exactes suivantes (oύ H1 ne figure plus):

(0 -> Ker M ^ Ά ' ^ Ker 7' -> Coker w' ->• C ->• £)',
(5.2.12) II

(θ->Ker ί

On trouve par exemple: Soit w Γhomomorphisme naturel de If^Y.A0) dans
mX,AY, u' Γhomomorphisme naturel de IP(G, Γ(A)) dans /P(y, H 1 ^ , A));
alors le noyau de u est isomorphe a celuί de uf, tandis que Vintage de u est
isomorphe au noyau de Vhomomorphisme naturel de Ker{H}{X, A)G -> H2(Gy Γ(A)))
dans Coker u'.

3. Les conditions de la proposition 5.2.2. sont verifiees dans la plupart
des cas qU'on rencontre dans la nature. Son interet reside surtout dans la
formule (5.2.11), qUi; lorsqUe G est fini, peut aUssi s'ecrire

(5.2.11 bis) W(G} A) (y) = ff(G,Λ(A) (y)) y€Y

et donne un calcul explicite des faisceaUx H%G, A). La proposition 5.2.2 est
appliqUable chaque fois que G est fini et X separe. Un autre cas important
est celui oύ G est un groupe fini d'automorphismes d'Une variete algebrique
abstraite X, tel que Y = X/G soit une variete algebriqUe (par exemple G est
le groupe de Galois d'Un revetement X, ramifie ou non, d'une variete normale
Y): les conditions de la proposition 5.2.2 sont alors verifiees si A est Un
G-faisceau algebrique coherent, ou si A est le faisceaU multiplicatif O% des
germes de fonctions regulieres inversibles sUr X. De plus, si X est non
ramifiee sUr Y, alors on montre que Hn(G, A) = 0 pour n > 0, qUand A est
un G-faisceaU algebriqUe coherent, ce qui permet d'appliquer prop. 5.2.3.
Dans le meme cas, on peut aussi montrer que IF(G, OJ) = 0. On poUrrait
aUssi considerer des varietes arithmetiques, les mέmes resultats sont valables.

5. 3. Cas d'un groupe discontinu d'homeomorphismes. PoUr abreger
et par abUs de langage, nous dirons qUe G est Un groupe discontinu d'homeo-
tnorphismes de X s'il satisfait a la condition suivante:

(D) Pour tout x € X, le stabilisateur Gx de x est fini, et il existe un
voisinage Vx de x tel que pour tout g €: G non dans Gx, on ait g. Vx f] Vx = φ.

On peut alors εUpposer evidemment Vx ouvert, et de plus g. Vx = Vx pour
9 € Gx (en remplaςant au besoin Vx par Γintersection des g. Vx, g € Gx). La
condition (D) est verifiee par exemple si G est fini et de plus X separe, comme
on volt aussitόt. Si X est une variete algebriqUe irreductjble muni de sa
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topologie de Zariski et G Un groUpe fini d'automorphismes de X, la condition
(D) riest pas verifiee (sauf si G opere trivialement).

TRISOREME 5.3.1. Supposons la condition (D) verifiee. Soit A un G-faisceau
abέlien sur X, soit y € Y, x un element de f'ι{y). On a alors des isomorphism
mes canoniques

(5 3.1) H"(G, A) (y) = fl*(Gβ,A(*)).

Prenant Vx comme dans Γenonce de la condition (D), et de plus Vx ouvert
et stable par Gx, on peut appliquer le corollaire a la proposition 5.2.1, ce qui
nous ramene au cas oύ G = GX,X = Vx done oύ G est fini. Montrons qu'alors
Rqf*(A) = 0 pour q > 0. On a pour tout y € Y :

R*MA) (y) = lim. H'(f~KU), A),
—>

la limite etant prise suivant les voisinages ouverts U de y. Or x et Vx etant
pris comme ci-dessus, et se bornant aux U^/(VX), on voit qUe f~ι(U) est
reunionfinied'ouvertsdisjoints deux a deux/;. Ux (g € G/Gx), oα Ux = V β Π / " 1 ^ ) ,
done Hq(f-\U),A) est somme directe d'Un nombre fini de groupes iso-
morphes a H\UX, A). Quand U parcourt un systeme fondamental de voisinages
de y} Ux parcourt Un systeme fundamental de voisinages de x, done on obtient
pour Rf^{A) la somme directe d'un nombre fini de groupes isomorphes a
lim Hq(Ux, A) or ce dernier est nul pour q > 0, en vertu du lemme 3.8.2.

On a done bien Rιf*{A) = 0 pour q > 0, done en vertu de proposition 5.2.2
le premier membre de (5.3.1) s'identifie a Hn(G,/*(A))O0, qui, G etant fini,
est egal a /P(G, Λ(A) (y)) (comme on Γa signale dans 4.4). Se rappelant
qu'on pouvait supposer X = Vx, done qUe f~Hy) est reduit a x, on a alors
/*(A) 0 ) = A(x)} ce qui acheve la demonstration.

COROLLAIRE. Supposons que pour tout x € X, Vordre nx du stabilisateur
Gx soit tel que la multiplication par nx soit un automorphisme du groupe A(x).
Alors H*(X; G, A) = H*(Y, AG), et par suite H*(Y, AG) est Vaboutissement dune
suite spectrale dont le terme initial est IIP/1 = HP(G,HQ(X,A)).

En effet, le theoreme 3.5.1 donne Hq(G, A) = 0 pour q > 0, done on est
dans les conditions d'application de la proposition 5.2.3. Le corollaire prece-
dent est sUrtout interessant dans le cas ou A est un faisceau d'espaces vect-
oriels sur un corps de caracteristique p ne divisant aucun des nx (ce qui est
toujoUrs le cas en caracteristique 0). Quand il n'y a pas de corps de base,
on pourra utiliser la variante suivante:

COROLLAIRE 2. Supposons que les ordres nx des Gx admettent un ppcm n soit
P Vensemble des diviseurs premiers de n> C(P) la categoric des groupes abeliens
dont chaque element a un ordre fini n'ayantpas dautres diviseurs premiers que des
p € P. Alors avec la terminologie introduite dans 1.11, H*(X;G7 A) est
isomorphe mod Q(P) a H*(Y,AG), done ce dernier est Γaboutissement modC(P)
dune suite spectrale cohomologique dont le terme initial est HP(G, H\X, A)).

En effet, reduisons mod C(P) les suites spectrales du theoreme 5.2.1.
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On a lξ>v = 0 mod C(P) pour q > 0, car en vertu du theoreme 5. 3.1 Hq(G, A)
est un faisceau annule par n, done HP(X, W(G, A)) est annule par n pour tout
p, done est nul mod. * C(P). Le corollaire 2 en resulte alissitόt.

Si les ŵ  sont tous reduits a 1, e'est a dire si tout g € G, g =t= £, nfa pas
de point fixe (on dit alors simplement que G opere sans points fixes) on trouve
ΊΓ(G, A) = 0 pour « > 0, done P ( I , G, A) = #*(Y, Aσ), ce qui est aussi
evident a priori, a cause de Γisomorphisme signale a la fin de 5.1 entre la
categorie des faisceaux sur Y et Ja categorie des G-faisceaUx sur X, quand
G est Un groupe discret d'homeomorphismes sans points fixes. On trouve done
dans ce cas Γenonce classique:

COROLLAIRE 3. Si G opere "sans points fixes'7, alors H*(Y, AQ) est Vabout-
issement dune suite spectrale cohomologique dont le terme initial est

REMARQUE. Par definition, la deuxieme suite spectrale du theoreme 5.2.1.
s'obtient en prenant une resolution C(A) de A par des faisceaux IVacycliqUes,
et en prenant la deuxieme suite spectrale du foncteur Γ^ par rapport au
complexe Γχ(C(A)). En general, la premiere suite spectrale de Γ^ par rapport
a ce complexe ne s'identΐfie evidemment pas a la premiere suite spectrale du
theoreme 5.2.1 (prendre une resolution injective de A!). II en est cependant
bien ainsi si on prend pour C(A) la resolution canonique de A (cf. 3.3), comme
on voit par un raisonnement analogue a celui de la proposition 4. 3.2. II en
est encore ainsi si X et Y sont paracompacts et si on prend pour C{A) une
resolution de Cartan de A, i. e. C(A) = A(ξ)zC, oύ C est un "faisceau fond-
amental" au sens de Cartan-Leray, comme on peut montrer par des raison-
nements asses differents (nous n'aurons pas a nous servir de ce fait). Par
suite, la suite spectrale I est bien la suite spectrale de [10] dont le terme
initial avait ete laisse non explicite.

5. 4. Transformation de la premiere suite speetrale. Nous supposons
toujours la condition (D) du numero precedent satisfaite (bien que ce ne
soit pas absolument essentiel). Soit Fo une partie fermee de Y contenant les
supports des Hn(G, A) pour n > 0 (il suίϊit par exemple, en vertu du theoreme
5.3.1, que Yo contienne Γensemble des y € Y tels que Gv Φ e). Soit Xo = f'KYo),
soit V le complementaire de Yt) et U le complementaire de Xo. Considerons
les suites exactes:

0 -> Air ->• A ^ AxQ ->• 0,

0 ̂  (A")r ->AG^ (AG)γQ -> 0.

Comme on a manifestement (Au)° = (AG)V, on obtient un diagramme com-
mutatif de suites de cohomologie

\ , ( ) ) \ , AG) (, (A)r0) HK
(5.4.1) ίi i I 1}

H*(X GA)H*(X GA)HlXX; G, Ax0)H
Or il resulte de Γhypothese sur Y() que Hn(G,Aσ) = 0 pour n > 0, car e'est
evidemment le cas dans Γouvert V, mais e'est vrai aussi sur YQ} car en vertu
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de theoreme 5.3.1. on a Hί?(G, Au) 0>) = Hn(G, Aviy)) pour y € Fo. En vertu
de proposition 5.2.3, Γhomomorphisme H*%Y, (AG)v)-+H"(X G, Au) est done
un isomorphisme pour tout n. On voit tout aussi facilement que ^(X; G, Aj0)
s'identifie a H»(XQ G, A), de plus on sait que H*{Y, (Aβ)r0) = H*(Y0, A

G). On
deduit alors du diagramme precedent, par un "diagram-chasing" evident, une
suite d'homomorphismes

(5. 4.2) -> IΓ'KX, G, A^IΓ-KXo ;G} A)/Im IP1'1 (Fo, A
G)-?

~^Hn(X; G, A)-^Hn(Xί) G, A)lira fl»(F0, AG) -+

qui est un complexe (le produit de deux homomorphismes conεecutifs est nul),
et exacte partout sauf eventuellement aux termes ^(YyA^, le defaut d'ex-
actitude Ker α"/Im d en ce terme etant isomorphe canoniquement au noyau
de Γhomomorphisme H"(YOf Aβ) -» Hn(X0 G, A). On obίient ainsi:

PROPOSITION 5.4.1. La suite dhomomotphismes (5.4.2) definit sur / ^ ( F , Λff)
wwe 5w/^ de composition de longueur 3, dont les quotients successifs sont
isomorphes respectiυement a Coker βn~ι = .fp"1 (JΓ0 G, A) I (Ira Ip-\X; G, A) +
Im H*-\YQ, AG)), a Ker (ZP(F0, A

G) -> fift(jy0 G} A)) et a Ker β» c: fi* (ΛΓ; G, A).

On peut done dire que Γutilisation de la premiere suite spectrale nous
donne un moyen de ramener la determination de H*(Y,Aσ) a une bonne con-
naissance de H*(X,G;A), H*(Xo GΛ\ H*(Y0.A

G) et des homomorphismes naturels
H*(X; G, A) -+ H*(Xo ;G,A)+- H*(Y0, A

G\ Or la determination des deux prem-
iers groupes pourra etre tente par utilisation de la deuxieme suite spectrale,
tandis que le calcul de H*(Y0, A

G) sera souvent possible si on a pu choisir
Fo assez petit. Un cas particuliement simple et important est donne par le

COROLLAIRE. Supposons que G opere trivialement sur Xo (done G est fini),
que A soit un faisceau d'espaces vectoriels sur un corps k, et que G opere
trivialement sur A\X0. Alors la suite (5.2.4) est exacte, et H^iXo, G, A) sΊdentίfie

canoniquement a φ i F ( G , K) ® H%X0, A).

En effet, la derniere assertion est un cas particulier de la derniere as-
sertion de theoreme 4.4.1. Par suite, Γhomomorphisme canonique de IP{YQ,
AG) = ^(Xo, A) dans Hn(X0 G, A) est injectif, done la suite (5.2.4) est exacte.

REMARQUES. Supposons que G soit un groupe fini d'ordre premier, alors
en prenant pour Γ̂o Γensemble des points de X fixes sous G, et Yo =f(Xo), F o

satisfait a la condition enoncee au debut de ce numero. Si alors A est un
faisceau d'espaces vectoriels provenant d'un faisceau sur F (i. e. tel que G
opere trivialement sur A\Xo) on est dans les conditions d'application du corol-
laire 1. On retrouve par exemple tres facilement le theoreme de P. A. Smith
relatif au cas oύ X est une sphere homologique mod. p de dimension finie (p
etant Γordre de G): alors Xo est une sphere homologique mod. p. D'ailleurs
cette demonstration "naturelle" par les suites spectrales generales est en fait
tres voisine de celle de Borel [2]; bien entendu, Γhypotheεe de compacite faite
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dans [2] est entierement inutile. On trouve encore plus facilement, comrae
application du corolla ire precedent, que si un groupe fini G d'ordre premier p
opere dans un espace X de dimension finie qui est acyclique mod. p, alors
Γensemble Xo des points fixes et Γespace quotient X/G sont acycliques mod.
p. Ii en resulte que si X est acyclique pour un corps de coefficients k (de
caracterΐstique quelconque, le cas de caracteristique Φ p etant trivial), il en est
de meme de X/G et k etant arbitraire, cet enonce reste valable en y rem-
plaςant k par Z. Une recurrence immediate montre que ces result a ts relatifs
a X/G sont encore valables si on suppose seulement G fini resoluble. Enfin, les
calculs de ce numero sont aussi utiles dans Γetude des puissances de Steenrod
dans les faisceaux et la cohomologie des puissances symetriques d'un espace.
Ce sont d'ailleurs des calculs analogues dans un manuscript de R. Godement
sur les puissances de Steenrod (non publie), qui ont inspire le present numero.

5.5. Caleul des IΓ\X; G,A) par les reeouvrements. Nous aurons a
nous servir de resultats auxiliaires:

LEMME 5.5.1. Soient Ci,C2, C3 trois categories abeliennes, on suppose que
dans les deux premieres tout objet est isomorphe a un sous-true dun objet
injectif Soient F et G des foncteurs covariants de d dans C2 et de C2 dans
C3 respectivement, on suppose que F transforme objets injectifs en objets G-
aycliques. Soit enfin K un foncteur covariant de Cx dans la categorie K(Cy
des complexes a degres posit ifs dans C2, satisfaisant aux deux conditions (i)
H°K(A) = F(A) (isomorphisme fonctorieΐ) (ii) K(A) est ayclique en dimensions
n > 0 quand A est injectif. Sous ces conditions, il existe sur ϋτ un foncteur
spectral cohomologique, aboutissant au foncteur gradue (I^(GF)(A))t et dont le
terme initial est
(5.5.1) El*(A) =

Designons par H° le foncteur covariant L-±H°(L) de ϋΓ(C3) dans C2ί on
a alors GF = G(H°K) = (GH°)K. Or si A est injectif, K(A) est (Gi?°)-ayclique,
i. e. on a ΈLnG(K(A)) = 0 pour n > 0 en effet, K(A) est une resolution de F(A)
en vertu de (i) et (ii), done RnG(K(A)) = iP*G(iF<A)) et le dernier membre est
nul en vertu de Γhypothese faite sur F. On peut done appliquer le theoreme
2.4.1 au foncteur compose (Gi2°)K, ce qui donne le foncteur spectral du lemme.

LEMME 5.5.2. C^C^Cg F et G έtant comme dans le lemme precedent, il
existe un foncteur spectral cohomologique sur la categorie K(d) des complexes
C a degrέs positifs dans C l f aboutissant au foncteur gradue (Rn(GF) (€)), et
dont le terme initial est

(5.5.2) Eξ>%Q = RPG(1FF (Q).

Indiquons par une barre au dessus d'un foncteur, le foncteur obtenu par

"prolongement" aux categories de complexes a degres positifs. On a alors

Rn(GF) - KXEPGF) = ^((IPGψl Or le foncteur F: K(C1)->K(C,) transforme

objets injectifs en objets (/PGO-acycliques, en d'autres termes, si C est un objet

injectif de K(d), alors ΈLnG(F(C)) = 0 pour n > 0 ; en effet, d'apres la cara-
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cterisation des objets injectifs dans K ( d ) indiquee dans 2. 4? C est acyclique
en dimensions > 0 et se "decompose", de plus les O et Z\C) sont injectifs,

d'oύ il resulte d'abord que F(C) est une resolution de F(Z°(C)) d'ou RnG(F(C))
= RnG(F(Z°(C))\ et comme Z\C) est injectif le deuxieme membre est nul d'apres
Γhypothese sur F. Ainsi, on peut appliquer le theoreme 2.4 au foncteur

compose (IPG)F, ce qui donne le foncteur spectral de Γenonce, compte tenu

que RΊF = RΊF (relation qui resulte immediatement des definitions).

COROLLAIRE. Sous les conditions precedentes, soit C une resolution dun
objet A € C i . Alors il existe une suite spectrale cohomologique, aboutissant a
Γobjet gr due (Rn(GF) (A)), et dont le terme initial est donne dans (5.5.2).

En effet, on a ici Rn(GF) (C) = Rn{GF) (A).
Revenons a Γespace X avec le groupe d'operateurs G. Soit U = {Ui)iki

un recouvrement de X, G operant dans Γensemble d'indices / de telle faςon
qu'on ait g. Ut - Ug.ί pour tout i € / : on dira que U est un G-recouvrement.
Si P est un prefaisceau abelien sur X dans lequel G opere, alors le complexe
C(U>P) des cochaines de U a coefficients dans P peut-etre considere comme
un complexe de G-groupes de faςon evidente. Nous poserons

(5.5. 3) IP(Ό G, P) = R T ^ U , P))

oύ le deuxieme membre peut done aussi s'expliciter comme le groupe
IP(C(G, C(U, P))), C{G, C(U, P)) etant le bicomplexe forme des cochaines de G a
valeurs dans le complexe C(U, P), bicomplexe qu'on pourra noter C(U G, P):

(5.5. 3 bis) Hn(ϋ G; P) - fl»(C(U G, P)).

Supposons d'abord le G-recouvrement U ouvert. Nous allons appliquer le
lemme 5.5.1 en prenant les categories CXiG), OG (categorie des G-modules),
C (categorie des groupes abeliens), et les foncteurs ΓΛ- et Γ^, et posant enfin
K(A) = QTJ, A). Γx transforme bien objets injectifs en objets Γ^-acycliques
(corollaire a la prop. 5.1.3), et les conditions (i) et (ii) du lemme sont satis-
faites, (i) parce que U est ouvert, et (ii) en vertu de ce qui a ete dit dans
3.8 (deuxieme alinea). II reste a expliciter RqK(A), le calcul est immediat
(et a dfailleurs ete fait dans 3.8) on trouve K*K(A) = C(U, H\A)\ oύ £P(A)
designe le prefaisceau Hι(A) (V) = H\V, A). On a done prouve:

TH&OREME 5. 5.3. Soit X un espace muni dun groupe G doperateurs, soit
U = (Ui) un G-recouvrement ouvert de X. Alors il existe sur la categorie CA(G)

des G-faisceaux abeliens sur X, un foncteur spectral cohomologique, about issant
au foncteur gradue {ΣFζX; G,A)), et dont le terme initial est

(5.5.4) El\A) = H»(U; G, H\A))

(ok H*(A) est le prefaisceau IP(A) (V) = fl*(F, A) sur X).

On en conclut comme d'habitude des "edge-homomorphisms"

(5.5.5) Ip(U; G, A) -+ B^(X; G, A)

et une suite exacte a 5 termes, montrant entre autres que Γhomomorphisme
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precedent est injectif si n = 1. De plus :

COROLLAIRE 1. Si les Uto..ip sont tous A~acycliques} alors les homomor-
phismes (5.5. 5) sont des isomorphismes.

COROLLAIRE 2. Le theoreme precedent est encore valable si U est un G-
recouvrement ferme, pourvu que Von soit dans Vun ou Γautre cas suiυant:
a) 17 est localement fini et X paracompact, b) U est fini.

Dans le cas a), en vertu de ce qui est cense avoir ete vu dans 3.8 (voir
remarque de 3.8), les conditions (i) et (ii) du lemme 5.5.1 sont encore satis-
faites (pour (i), c'est d'ailteurs trivial sans hypothese de paracompacite, grace
au fait que U est localement fini), et la formule TPKCA) = C(Ό, Hq{A)) est
encore valable. Dans le cas b), il faut suivre la methode de Godement (qu'il
developpe pour G reduit a Γunite), et que nous allons esquisser, a cause des
possibilites d'application a la Geometrie Algebrique abstraite. Tout d'abord,
on introduit, suivant une idee de P. Cartier, le complexe de faisceaux C(U, A),
dont le complexe des sections sur un ouvert V queϊconque est par definition
C(U|F, A\V) (oύ le signe | indique comme toujours qu'on prend la restriction
a Γensemble indique apres ce signe). On prouve que cfest la une resolution
de A (voir livre de Godement [9] pour des details). Nous allons lui appliquer
le corollaire au lemme 5.5.2 (les lettres dans Γenonce de ce lemme ayant
la meme signification que plus haut). II reste seulement a prouver que
RΨ(C) = Hq(X}C(Ό,A)) est isomorphe (fonctoriellement) a C(U, H\A)). Cela n'offre
pas de difiiculte, grace au fait que U est fini, et en utilisant le theoreme 3.5.1.

Nous dirons qu'un G-recouvrement U = (Uι)ui est "sans point fixe" si G
opere dans / sans point fixe, i.e. si g Φ e implique g.i =t= i pour tout /. Si
alors P est un G-prefaisceau quelconque; alors pour tout n, on a

(5.5.6) C^U,P)= Π TίP(g.Ut,...tp)ί

le premier signe H etant etendu a un systeme complet de representants (ί0(...,
in) de P+ι/G. Dans le deuxieme produit, tous les termes sont canoniquement
isomorphes a P(Uίo...,in), de sorte que ce produit s'identifie au groupe des
applications de G dans Je groupe fixe P(Uio...in), G y operant par translations
gauches. II est bien connu qu'un tel G-moduϊe est Γ"^acyclique? done il en
est de meme de Cn(Ό,P). On fera cependant attention que la formule (5.5.6)
n'est valable qu'en supposant que C(U, P) designe le complexe des cochaines
quelconques (non necessairement alternees) de U a coefficients dans P (alors
que les considerations anterieures valaient indifferemment pour les cochaines
quelconques, ou les cochaines alternees). En utilisant la premiere suite
spectrale d'hyperhomologie du foncteur ΓG par rapport au complexe C(U,P)?

on trouve alors:

PROPOSITION 5.5.4. Si U est un G-recouvrement sans points fixes, alors
on a pour tout G prS/aisceau P :
(5.5.7)
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ou C(U, P) dέsigne le complexe (a operateurs) des cochaines quelconques {non
necessairement alternees) de U a coefficients dans P.

Conjuguant avec le corollaire 1 du theoreme 5. 5. 3, il vient:

COROLLAIRE. U etant un G-recouvremβnt sans point fixe, on suppose que
U est ouυert, ou que U est ferme et de plus X paracompact ou U fini. Si A
est un G-faisceau tel que H'\Ui(>..Λp, A) = 0 pour tout (z«... .«„) e Ip+1 et tout
n > 0, alors on a des isomorphismes canoniques:

&%X; G, A) = W(C(Ό, Af).

Nous allons expliciter le complexe C(U, P)G quand U est un G-recouvrement
sans point fixe. Alors Γensemble d'indices de U est isomorphe (en tant qu'en-
semble oύ opere G) a un produit G x I oύ G opere par translations gauches sur
le premier facteur : </'•(#, i) = (g'g, z); nous identiίierons i a (e, i). Soit (fgQiϋ,...,gnin)
une w-cochaine invariante a coefficients dans P, posons

F est une fonction qui depend des n + 1 arguments ίO,...,ί» € / βί des w argu-
ments 0ι,...,ί7»€ G,a valeurs dans les ^(ί/ί0 fl ί/iίΛi Π Π <7ί»£/*„)» e t l a

cochaine invariante donnee est entierement determinee par la connaissance de
cette "cochaine non homogene" F, en vertu de

( 5 . 5 . 1 0 ) Λθ<0,-..,ffn«n = ^O -Ft'o,ί!'(Γ10lίl, - .ί7(ΓVi

f'n

cette formule deίinit d'ailleurs, quand on part d'une cochaine non homogene
F, une cochaine invariante /, et la cochaine non homogene associee a / n'est
autre que F. Reste a exprimer Γoperateur differentiel de C(U, P)σ directement
en termes de cochaines non homogenes. On trouve immediatement:

(5.5.11) 0F)io gιilr.. ί9n+ιίn+i = g\ Fiim~1g<ii<t,,..,gl~
1gn+1in+i

~\~ ^ | V ~" 1 ) *ίίo»fllίt, -ιffα'«.»- ιfl'n-»-iίn+i

oύ le signe Λ signifie que les Iettres placees en dessous doivent etre omises.
Un cas particulierement interessant est celui oύ / est reduit a Un element,

c'est a dire oύ on part d'une partie D de X telle que \J g D = X, et qu'on
Ue(r

considere le recouvrement {g D)geG. Alors les w-cochaines non homogenes sont
des systemes (Ffflι... fl(l), avec

F9lt...tθΛ € P{D(\gλ.D(\.... f]gn-D)

et la formule (5.5.11) devient

(5.5.11 bis) (BF)Qlt.t.,gn^ί = gι*Fgi-
ιQ*... fι~ιQn+\

l^Λ^α + l

Soit done L Γensemble des g € G tels que g D Π D Φ φ (ce sera un ensemble
fini dans les cas "raisonnables"), la formule precedente montre que le complexe
C(U, P)G donnant les groupes ZP(U , G} P) peut se construire en connaissant
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uniquement la loi de composition (g,gf)'-+g~1gf dans L (la ou elle est definie),
les intersections D[}g D(g€L), et bien entendu les groupes P(Df\g1 D[]....
ΓϊgwD) (les gt dans L)t leurs applications de restrictions et la faςon dont les
gι € L y operent.

REMARQUES I. a) Dans les conditions precedentes, su'pposons par exemple
que P soit le faisceau constant defini par un anneau commutatif k, et que
les DΓig^Df] f)gn D soient acycliques pour k, et connexes. Alors les valeurs
Fai - Λn s o n t simplement des elements de k (definis pour D(]gι D[\ (]gn"Dn Φ

φ), et le complexe de ces cochaines donne la cohomlogie H*(X; G,k). Cela
donne une methode explicite de calcul si on suppose Γensemble L ci-dessus
fini (ce qui implique que le complexe C(U, k)Cτ est libre de type fini en toute
dimension). II semble que ceci doive permettre par exemple la calcul de la
cohomologie des groupes modulaires a plusieurs variables (ici H*(X; G,Z) =
H*(G,Z), puisque X est un ouvert contractile de Γespace euclidien), quand
on connait un domaine fundamental assez simple D, (sans avoir a regarder
ce qui se passe aux points multiples comme dans la methode [10], qui semble
impratiquable pour un ensemble de points fixes trop complique).

b) Prenons D = X, done U = (g'X)geσ, on constate que la suite spectrale
du theoreme 5.5.3 n'est autre que la deuxieme suite spectrale du theoreme
5.2.1, de terme initial H%G, Hq(X, A)). On notera d'ailleurs qull y a en tous
cas un homomorphisme fonctoriel canonique de la suite spectrale du theoreme
5.5.3. dans la deuxieme suite spectrale du theoreme 5.5.1, comme on voit
en completant le lemme 5.5.1. resp. 5.5.2. dans ce sens.

Pour finir ce numero, nous allons donner quelques indications sur le calcul
"cechiste" des H*(X;G,A), generalisant les considerations de 3.8. Soient U
et V deux G-recoUvrements, V plus fin que U? on va definir des homomorphis-
mes canoniques

(5.5.12) Hn(ϋ G, P) -+ H%V G} P)

definis pour tout G-prefaisceau abelien P, et fonctoriels en P. Tout d'abord,
posant U = (Ut)uτ, V = (Vj)j€j, supposons qu'il existe une application ψ :J~^ I
telle que VjCzUφU) pour tout j€j, et qui commute a G. On en deduit clas-
siquement un homomorphisme φ: C(U, P) >̂ C(V, P)y et qui de plus ici com-
mute a G, d'ou en vertu de (5.5.3) un homomorphisme (5.5.12). Ce dernier
est independant du choix de φ. Si en effet ψ' est une autre application ayant
les memes proprietes, on construit classiquement une homotopie bien determinee
s de φ a ψ': ψ — ψf = 3s + s3, et pour des raisons evidentes de ''transport
de structure " s commute a G, dΌu resulte que φ et ψ definissent le meme
homomorphisme (5.5.12). Si on ne suppose plus que Ton peut trouver une ψ
comme ci-dessus, on comsidere Γensemble ϊ = G x / oύ on fait operer G par
g'igj) = (g;£t,i), et le G-recouvrement U' sans points fixes (f/'cί/^V,/)^*/ defini
par U\g,t) = Ug.t = gUi. L'application ψ(g,t) = g i a les proprietes requises
plus haut, et definit done un homomorphisme.

G, P) -> £Γι(Όf G, P)
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II suffit done de definir un homomorphisme canonique Hu(Όf G, P) ->
ϋP(V ;G,P), or on est maintenant dans le cas envisage au debut, grace au fait que
U' est un G-recouvrement sans points fixes moins fin que V. La definition des
homomorphismes (5.5.12) est ainsi achevee, de plus ces homomorphismes
jouΐssent de proprtetes de transitivite evidentes. II s'ensuit d'abord que si U
et V sont deux G-recouvrements equivalents, alors Γhomomorphisme (5.5.12)
est un isomorphisme, de sorte que Hn(U G, P) ne depend que de la classe
du G-recouvrement U (pour la relation d'equivalence definie par la relation
de preordre . V est plus fin que U). Posons alors

(5.5.13) H\X; G, P) = lim • £P(U G, P)

la limite inductive etant prise suivant Γensemble ordonne des classes de G-
recouvrements ouverts de X. Les homomorphismes (5.5.3) definissent des
homomorphismes fonctoriels

(5.5.14) H*(X; G, A) -+ Hn(X G, A)

pour A <E Cx(σ) on se propose d'indiquer des conditions sous lesquelles on a
la des isomorphismes. Un passage a la limite inductive dans Jes suites spec-
trales associees aux divers U (theoreme 5.5.3) montre que H*(X; G,A) est
Γaboutissement d'un foncteur spectral cohomologique, dont le terme initial est

(5.5.15) Ef\A) = IF(X; G} R>(A)\

les homomorphismes (5.5.14) n'etant autres que les "edge-homomorphisms'' de
cette suite spectrale. Or, on prouve:

LEMME 5.5.5 Supposons que Y soit paracompact, X separe et que G soit
un groupe discontinu dhomeomorphίstnes dans X (cf. 5.5.3). Si P est un
G-prέfaisceau abelien tel que le faisceau associe soit nul, alors IP(X G, P)
= 0 pour tout n > 0.

v
Dans le calcul de Hn(X; G,P) d'apres (5.5.13), on peut se borner a des

G-recouvrements U sans points fixes pour ceux-ci la proposition 5.5.4 s'ap-
plique, de telle faςon qu'il suffit de prouver ceci: si f>ι € Cn(U, P)Γr, oύ U est
un G-recouvrement ouvert sans point fixe, alors il existe un G-recouvrement
ouvert sans point fixe V plus fin, et une application φ.]-+I pour les ensem-
bles d'indices, satisfaisant aux conditions envisagees plus haut, et telle que
~φ(fn) = 0. On commence par montrer qu'il existe des G-recouvrements ouverts
arbirairement fins du type (gUi^twxz, ou (Z7<) est une famille d'ouverts de
X telle que, si Gf est le stabilisator de ύit Gt soit fini et g $ Gi implique
gut f\ Ui = 0. On supposera done cidessus que U est du type precedent.
Considerons la cochaine non homogene (Fίo,Γ/1ίt...,?„*„) qui correspond a fn.
Considerons / comme le nerf du recouvrement (f(Ut)) - (t/t-) de Y, et pour tout
simplexe 5 = (io,...Jn) de /, soit U = Z7̂ 0 ...,rft. Pour fout w-simplexe $ de /,
et tout y ^ ί/; soit W* un voisinage ouvert de y, contenu dans U's, et tel que

pour tout systeme g = (glt , gn) tel que USJ g = UtQ f][hUil f \ . . . . f]gnUtn

a i t u n e p r o j e c t i o n s u r Y q u i c o n t i e n t y , l a r e s t r i c t i o n d e Fi0l9ίiw..ygntn a
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Us, g Π/'KWy) soit nulle un tel W* existe grace a Γhypothese sur P, au fait qu'il
riy a quJun nombre fini de systemes g a considerer, et que les Us,g[)f~ι(W),
quand W parcourt un systeme fundamental de voisinages de y, parcourt
un systeme fundamental de voisinages de Γensemble fini des x € Us>g
se projetant sur y. Y etant paracompact, il resulte maintenant d'un
lemme bien connu en theorie de Cech, qu'on peut trouver un recouvrement
V' = (Vj^jsj de Y, une application φ';J->I telle que V'3 cz U'φ,m pour tout
j j , et telle que pour tout w-simplexe t de /, V[ soit contenu dans un au
moins des ensembles Wζ'{n. Soit alors Vj = UΨ>U) ( Q
(&'Vj){gjuGxj et considerons Γapplication φ : G x /->G x / definie par φf. On voit

aussitόt que (V, ψ) satifait aux conditions voulues, et notamment φ(F) = 0

d'oύ ψψ) = 0.

Le faisceau assoie au prefaisceau HQ(A), q>0, est nul (lemme 3.8.2).
Le lemme 5.5. 5 et la suite spectrale de terme initial 5. 5.15) montrent alors:

THEOREME 5. 5.6. Si G est un gtoupe discret dhomeomorphismes de X,
et si Y — XJG est paracompact, alors les homomorphismes

V

(5. 5.14) H*(X't G, A) -+ IΓ(X; Gy A)
sont des isomorohismes pour tout G-faisceau abelien A,

REMARQUES II. De la suite spectrale de terme initial (5.5.15) on tire,
sans aucune hypothese sur X> G, A} que

(etqueH%X;G,A)-+H*(X;G,A) est injectif, car on verifie que E^n = 0

pour tout n > 0). Or Hι(X\ G,A) peut ^interpreter geometriquement, comme
on constate facilement, comme Γenseαible des classes de G-A-fibres sur X
(i. e. de fibres sur X ua faisceau structural A" [11], et oύ G opere de faςon

V

compatible avec cette structure). D'ailleurs, Hι(X;G,A) est defini aussi, et
admet la meme interpretation geometrique, si A est un G-faisceau de groupes
non necessaΐrement commutatifs. Les developpement de [11], en particulier
du Chap. V, peuvent alors se transporter a peu pres mot a mot dans le
contexte plus general des G-fibres. II serait d'ailleurs indique de donner un
traitement d'αAlgebre Homologique non commutative," dans le contexte des
foncteurs et categories, qui englobe a la fois cette theorie des fibres, et le
mecanisme algebrique des questions d'extensions de groupes (de Lie et autres)
tel qu'il se trouve developpe par exemple dans des papiers de Hochschild et
de A. Shapiro [12,13,19].

5.6. Les Extg G(X; A, B). Dans ce numero, O desigπe un G-faisceau
d'anneaux fixe, et on considere la categorie abelienne CW) des G-O-Modules
(cf. 5.1). Le groupe des G-O-homomorphismes d'un G-0-Module A dans un
autre B sera note HomOlβ(A,B), ou Homo,(?(X; A, B) si on veut expliciter
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l'espace sur lequel on considere A et B (ce qui donne un sens aussi au
symbole RomOiσ(U A, B) si U est une partie de X stable par G). On a, en
notant que le faisceau Homo(A, Z?) est un G-faisceau, done le groupe
Homo (A, B) = ΓxHom0(A, B) un G-module, les formules

(5.6.1) Homo, $(A, B) = ΓjHom0(A f B) = FΉomoίA, B).

On pose:

(5.6.2) Homo, G(A, B) = (Homo A, B))*7

done Homo,e(A,B) est le faisceau sur F = JΓ/G dont les sections sur lJouvert
UczY forment le groupe Homo,<?(/*"*U; A, B) des G-O-homomorphismes de
Alf-KU) dans B\f~\U). Posons •!

ho.A (B) = Hom 0 (A, B), HO,A (B) = Homo (A, B)

ho,*,* (B) = Homo, (GA, B), ho1totA (B) = Homo.^A, B),

definissant ainsi, pour A fixe, quatre foncteurs exacts a gauche, les deux
derniers etant lies aux deux premiers (deja rencontres au Chapitre IV) par
les formules fonctorielles

(5.6.4) ho^Λ=fihOlΛ

(5.6.5) hotG,A = Γrho,β,4

Nous poserons:

(5.6.6) Extg)Γr(X; A,B) -

(5.6.7) ΈxtltG(X; A, B) = Λ' ho.β^ (B).

Ainsi, pour deux G-O-Modules A,S, les ExtS)ff(X; A,B) sont des groupes
abeliens, formant un foncteur cohomologiqUe Universel en B et se reduisant a
HomO)ff(Z; A,B) en dimension 0, tandis que les Ext^^(A, B) sont des fais-
ceaux abeliens sur Y, formant un foncteur cohomologiqUe Universel en B, et
se reduisant a Homo,σ(A}B) en dimension 0. D'ailleurs les Extg G (X A, B)
ne sont autres qUe les groupes Ext generaux dans la categorie C°iG). (Bien
entendu, nos definitions sont justifiees grace a la prop. 5.1.1). Comme Hom0ϊί?
(AjB) done aUssi Homo^(A,ΰ) est Un foncteur contra variant exact en A
chaqUe fois que B est Un objet injectif de 00{G\ il en resulte (cf. 2.3) qUe les
Έxt^G(X; A,B) resp. les Extg j f f(A,B) forment aussi un foncteur cohomologi-
que contravariant par rapport a A (pour B fixe). Notons enfin qu'on montre
facilement, comme dans 4.2 et 5.2 (qui sont des cas particuliers) que Γon a

(5.6.8) Bxt3 i ff(A, B)\ U = B x t ^ ^ Λ l / " 1 ^ B I Λ 1 ^ )

(nature locale des E x t par rapport a Γespace Y). On en conclut un enonce
analogue a celui du corollaire a la prop. 5.2.1, et qui permet, dans le cas
oύ G est un groupe discontinu d'homomorphismes (cf. 5. 3), de se ramener au
cas oύ G est un groupe fini. On montre alors; en reprenant les raisonnements
de 4.1, que les homomorphismes naturels

(5.6.9) Homo, ff(A, B) (y) -+ Hoπi^ (A(x), B(x)) (f(x) = y)

(oύ Ux est Γanneau, engendre par O(x) et Z(G), envisage dans 5.1) sont
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bijectifs lorsque O est un faisceau coherent d'anneaux noetheriens a gauche,
et A est coherent en tant que O-module et que sous ces conditions sur X, G,
O, le Ux~moάale B(x) est injectif chaque fois que B est un objet injectif de
C°<G\ (On remplacera dans la demonstration, les O-Modules libres de 4.1.
par des G-O-modules du type L(U) introduits dans la demonstration de prop.
5.1.1). On en conclut immediatement que les homomorphismes naturels

(5.6.10) Extglβ(A, B)(y) -> ΈxV>Uχ(A(x\ B(x))

dέduits des homomorphismes (5.6.9) sont des isomorphismes si on suppose le
groupe dhomέomorphismes G discontinu au sens de 5. 3, O un faisceau coherent
d'anneaux noetheriens a gauche, et A un G-O-Module, coherent en tant que
O-Module. Cet enonce contient a la fois les theoremes 4.2.2 et 5. 3.1 (le fais-
ceau d'anneaux constant Z etant coherent et noetherien!) et precise dans les
cas les plus importants la structure des Extg^A, B).

Des formules (5.6.4)et (5.6.5), on peut tirer autant de suites spectrales
par application du theoreme 2.4.1. Nous ne nous interesserons qti'a celles
deduites de (5.6.5), aboutissant a Extg σ(X; A, B). II faut encore verifier que
dans chaque de ces trois formules donnant ho,a,Λ comme un foncteur compose,
la condition d'acylicite usuelle est verifiee, cela resulte du

LEMME 5.6.1. Supposons que B soit un objet injectif de G0{G), alors
Hom0)<?(A, B) est un faisceau flasque sur F, Ή.omo(A, B) est un G-module ΓG-
acyclique, et Homo(A, B) est un G-faisceau Γ^-acycIique.

En vertu de proposition 5.1.2, on est ramene au cas ou B est le faisceau
produit defini par une famille (Bx)xeχ de f^-modules injectifs Bx. II en resulte
que le G-faisceau abelien H = Homo(A, B) est le faisceau produit defini par
la fatnille de G-modules Hx — Homo(x) (A(x), B(x)). Alors HOIΏ.OIG(A,B) est le

faisceau produit sur Y defini par la famille des groupes Hy = H (Hx)
Gτ (produit

etendu aux x tels que f(x) = y) done est fiasque. Admettons un instant que les
Hx sont des G^-modules Γfflί-acycliques, (ce sera prouve dans le corollaire ci-

dessous). Alors le G-module Ήx induit par le G -̂module HΛ par extension
contravariante des scalaires est Γff-acyclique comme bien connu, done

Homo(A, B) = Γ^H = Π ~Hφ est Γ^-acyclique. Enfin, H etant fiasque done IV
j

acyclique, il resulte de la deuxieme suite spectrale du theoreme 5.2.1 que
H*(X; G,H) = Hn(G, ΓA-H), qui est nul pour n > 0 d'apres ce qu'on a vu.
Cela acheve la demonstration du lemme 5.6.1, pourvu qu'on prouve le cas
particulier suivant:

COROLLAIRE. Soit O un anneau avec unite ou opere un groupe G, soit U
Vanneau engendre par O et Z(G), soumis aux relations de commutation <j\g~ι

= XQ pour g € G, λ ξ O. Soient A et B deux U-modules, B injectif. Alors le
G-module Homo (A, B) est Γβ-acyclique. (Ne pas croire quHl soit injectif \)

Soit B' = Homz(Z(G), B) le groupe des applications / de G dans B, nous
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y ferons operer G et O p a r

W) (ΰ) =fW), (V) iff) =

on constate aussitόt que B' devient ainsi un Z7-module, et qu'on definit un
Z7-homomorphisme inject if φ . B~+B} en posant

φΦ) (g) = g b

Ainsi B se plonge dans le E/-module B', et comme B est injectif, c'est un
facteur direct de B', done Hom0 (A, B) est (en tant que G-module) un facteur
direct de Hom0 (A, B'), et il suffit de montrer que ce dernier est Γ^-acyclique.
Posons H = Homo (A, B\ considerons H comme un G-module en y faisant
operer G par u\ά) = g u{g-ιa)\ on verifie alors immediatement qu'on a un
isomorphisme canonique

Homo (A, S') = Homo (A, Homz(Z(G), B)) = Homz(Z(G), Homo (A, JB))
en convenant de mettre sur le dernier membre H' = Homί?(Z(G)J # ) la structure
de G-module definie par fl'(g) = gff(ggf). On ecrit pour ceci, pour toute « ^
Homo (A, Homz (Z(G), B)), u(a)(g) = g W*(Λ), alors lesτ% sont des O-homomorph-
ismes de A dans B et u s'identifie a la famille des ug, identifiee a un element
de Homz(Z(G)? H). Considerons aussi le G-module H obtenu en mettant sur
Homz(Z(G), H) la structure de G-module definie par (g'f) (g) =f(ggf). On obtient
un G-isomorphisme ψ de If sur H" eu posant ψ(f)(g) = gf(g). Or il est bien
connu que IT est Γ^-acyclique, quel que soit le G-module H, il en est done
de meme de Hf, cqfd.

Le lemme 5.6.1 nous permet de tirer des formules (5.6.5) trois suites
spectrales aboutissant a Exto, G(X; A, B). Pour expliciter les termes initiaux
des deux dernieres, il reste a expliciter les foncteurs derives de HO,Λ et ho,.i
consideres comme foncteurs sur COί^}. Quand on les considere comme foncteurs
sur la categorie C° des O-Modules (sans operateurs) leurs foncteurs derives
sont par definition (4.2) les foncteurs ExtgCX A, B) resp. les foncteurs Extg(A
B). ίl en est encore ainsi quand on ies considere comme des foncteurs sur
O° σ ), comme il resulte aussitόt des definitions et du

LEMME 5.6.2. Si B est un G-O-Module injectif, c'est un O-Module injectif.

Comme dans le lemme 5.6.1, on est ramene au cas oύ B est le faisceau
produit defini par une famille (Bx)^χ de C/̂ -modules injectifs Bx. II suffit done
de prouver que les Bx sont aussi des O(x)-modules injectifs, ce qui nous ramene
au cas oύ X est reduit a un point x. En fait, la demonstration ne semble pas
plus simple dans ce cas, et celle que nous allons donner s.'appliquerait en fait
chaque fois qu'on a une categorie abelienne C (telle que C°) oύ ί£opere" un
groupe G, comme dans9), permettant de passer a la categorie C(G)(ici C0(Gί))
des <(objets avec operateur" correspondante on suppose que C satisfait AB 5)
et admet un generateur: alors tout objet injectif A de C(G) est aussi injectif
dans C. Pour le prouver, il suffit evidemment de prouver que tout objet A de
C(G) se plonge dans un objet M de C(G) qui est injectif dans C. Pour ceci;

il suffit d'examiner la construction donnee dans 1.10 pour Γimmersion de A
(considere comme objet de C) dans un objet injectif M d e C : on plonge A
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dans un module M(A), qui est un foncteur (non additif!) de A,, Γhomomorphis-
me A 4 Mι(A) etant fonctoriel , on itere le procede transfiniment, et on passe
a la limite inductive, ce qui nous donne un objet injectif M(A) qui est encore un
foncteur en A, et une injection A ->• M(A) qui est un homomorphisme fonctoriel.
Cette construction est bien definie, une fois choisi un generateur U de C et
un cardinal convenable. De plus, remplaςant au besoin U par la somme
directe de ses transfer mes par G (comparer avec la demonstration de prop.
5.1.1), on peutsupposer que U provient d'un element de C(G). On voit alors,
pour des raisons evidentes de "transport de structure", que si A est un objet
de C(G), G opere aussi dans M(A), qui se trouve done etre un objet de C(G)
en realite, et Γinjection A ->• M{A) est compatible avec les operations de G.
C'est Γinjection cherchee de A dans un objet de C(G) qui est injectif dans C.
Cela acheve la demonstration; le lecteur qui conserverait des doutes ex-
pJicitera la demonstration dans le cas C = C° envisage dans le lemme, en se
bornant s'il prefere au cas 'purement algέbrique" oύ X est rέduit a un point.

Nous sommes maintenant en measure d'enoncer le rέsultat principal de
ce numero, demontre dans les considerations qui precedaient:

THIOREME 5.6.3. $oit X un espace muni d'un groupe dΊiomeomorphismes
G et d'un G-faisceau danneaux O. Soit A un G-Q-Moduίe. On pent trouver,
sur la categorie C0(<?) des G-O-Modules, trois foncteurs spectraux cohomologiques,
aboutissant au foncteur gradue (Exto G(X; A,B)), et dont les te?mes initiaux
sont respectivetnent:

ψKB) = H*(Y, ExtSjG(Λ, B)),

(5.6.11) llψ\B) = H»(G, Extg(X; A} B)\

llll q(β) = H*{X>, G, Extg(Λ, B)).

Si O = A les deux premieres suites spectrales se reduisent aux suites
spectrales du theoreme 5.2.1, la troisieme suite spectrale est nouvelle. Si G
se reduit a Γelement neutre, alors les suites spectrales I et III sont iden
tique, et identiques a la suite spectrale du theoreme 4.2.1, tandis qUe la
suite spectrale II est triviale. Si X se reduit a un point, les suites spec
trales II et III sont identiques, et d'ailleurs non triviales en general (et, il
semble, utiles), tandis que la suite spectrale I est triviale. :n

On tire des suites spectrales precedentes des "edge-hornomorphisms" et
des suites exactes a 5 termes, que nous n'ecrirons pas. Nous n'expliciterons
qu'un seul cas particulier de degenerescence:

11) La suite spectrale non triviale obtenue aboutit a Extϊ/(A,β) et son terme initial
est /ίί»(G,Extg(Λ fβ)) QU gtant l'anneau engendre par Z(G) et le G-annean O, pour
les relations de commutation g\g~1=λσ pour λ £ θ , gζG). Signalons qu'on peut
obtenir cette suite spectrale plus facilement directement, en utilisant des resolutions
projectives de A au lieu de resolutions injectives de B. On voit en effet tres facile-
ment que si A est un ^/-module libre, alors A estun O-module libre, et H C ^ ^ )
est un G-module rff-acyclique,
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COROLLAIRE. Si le G-Ό-module A est localement isomorphe, en tant que

O-module} a On, alors on a des isomorphismes canoniques

(5.6.12) Ex^G(X; A, B) = H\XV G, Homo (A, B)).

Cela resulte de la suite spectrale III, puisque alors Exto(A, B) = 0 pour
q > 0 (prop. 4.2.3). En particulier, prenant A = O, on trouve :

COROLLAIRE 2. On a, pour tout GΌ-Module B, des isomorphismes fonc-
toriels:

(5.6.14) ExtO)(?(X; O, B) =

REMARQUES. Signaions encore, dans deux cas particuliers, deux autres
suites spectrales aboutissant a Extg)(?(X; A,B). Supposons que O soit le G-
faisceau d'anneaux constant defini par un anneau O on G opere, et que A
soit le G-O-faisceau constant M defini par un O-module M oύ G opere de
faςon compatible avec ses operations sur O: g*{\m) = g(λ>)g(m). Introduisons
Γanneau U engendre par O et Z(G) soumis aux relations de commutation
gXg'1 = g(\), M est done un {/-module. Considerons le foncteur HU,M sur la
catέgorie des CZ-modules, defini par hu,u{N) = Hom^M, N), on a alors pour
tout G-O-Module B . Homo,ff(M; B) = Ή.omπ{M, TAB)), i. e. on a Γidentite foncto-
rielle

(5.6.5 bis) hotGtM = hσ^Tx.

On verifie facilement de plus que Γx transforme objets injectifs de C0 ( f f )

en des {/-modules injectifs, de sorte que le theoreme 2.4.1 donne un foncteur
spectral cohomologique IV sur la categorie C0{G\ aboutissant au foncteur
gradue (Ext^G(X; M,B)), et dont le terme initial est

(5.6.11 bis) IV^XB) = Ext^(M7 IP(X, B)).

Si on suppose de plus que G opere trivialement sur M, alors on a aussi
Homo, ff(M,S) = Homιr(Af,Γί(S)) = Homo (Af,Γ|(B)), d'oύ la iformule foncto-
rielle

(5.6.5 ter) fto>ff)M = hotχT%

On peut encore montrer que Γjf transforme >bjets injectifs de C0(Gf) en O-
modules injectifs (en montrant que si N est un ^/-module injectif, alors NG

est un O-module injectif), et le theoreme 2.4.1. donne un cinquieme foncteur
spectral cohomologique, de meme aboutissement que les precedents, et dont
le terme initial est

(5.6.11 ter) V^\B) = Extg(Λf, H\X; G, A))

Si G est reduit a Γunite, les suites spectrales IV et V coincident avec la suite
spectrale du theoreme 4.3.1. Si X est reduit a un point, la suite spectrale
IV est triviale, mais la suite spectrale V n'est pas triviale en general, et ne
se reduit pas aux precedentesia).

12) Le terme initial de cette suite spectral est (avec les notations de 11))
E d » G B
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UN EXEMPLE. Supposons que G soit un groupe d'automorphismes d'une
variete holomorphe, ou plus generalement d'un £ίespace holomorphe" X, O le
faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X. Si A et B sont deux
faisceaux analytiques coherents oii G opere, comme tout faisceau analytique
extension de A par B est coherent, il s'ensuit que les classes de G-O-faisceaux
coherents extensions de A par B correspondent aux elements de Γespace
vectoriel complexe Ext̂ ^CX"; A,B). D?autre part, si n est un entier > 0,il y
a une correspondance naturelle entre les fibres vectoriele holomorphes E a
fibre Γespace Cn, et les faisceaux algebriques coherents M sur X qui sont
localment isomorphes a On: a E correspond le faisceau O(E) des germes de
sections holomorphes de E, et a M correspond le fibre holomorphe dont la
fibre en x <E Xest M(x) ®oe*oC (C etant considere comme un module sur Γalgebre
augmentee O(x)). II est alors immediat que dans cette correspondance, les
fibres vectoriels holomorphes a fibre Cn admettant G comme groupe d'opera-
teurs correspondent aux G-O-Modules qui sont, en tant que O-Modules, locale-
ment isomorphes a On. II s'ensuit que les classes d'extensions d'un fibre
holomorphe a operateurs E par un autre F correspondent de faςon naturelle
aux elements de Exto^CX"; O(E),O{F)), qui est isomorphe, en vertu du corol-
laire 1 au theoreme 5.6. 3 a l'espace vectoriel H\X; G, O(Ef®F)) (Er designant
le fibre dual de E). On peut aller plus loin si G est un groupe discontinu car
comme on est en caracteristique 0, on aura en vertu du corollaire 1 au theo-
reme 5.3.1: EP{X; G, L) =s H^iY, La) pour tout G-faisceau d'espaces vectoriels.
D'ailleurs si L est un faisceau analytique coherent, il en est de meme de LG

(voir [5, Chap. XII], en particulier O{Ef(x)FY est un faisceau analytique
coherent sur Y. On conclut par exemple, grSce a [7], que si Y est compacte,
alors l'espace vectoriel des classes de G-fibres vectoriels holomorphes extension
de E par F est de dimension finie. (En fait, la suite spectrale I montre que
si Y est compact, et A et B deux faisceaux analytiques coherents a operateurs,
alors les Έxt^σ(X; A, B) sont de dimension finie). On a des resultats analogues
en Gemetrie Algebrique abstraite, sauf qu'alors on ne peut ecrire H*(X; G,L)
= H*(Y7 L

G) que si par exemple Γordre de G est premier a la caracteristique,
ou si G opere 'sans points fixes".

5.7. Introduction des families Φ. Soit Φ un antifiltre de parties
fermees sur l'espace X, considerons le foncteur
(5.7.1) Γ$(il) = IVA)e

sur la categorie CX{G) des G-faisceaux abeliens sur X. On posera
(5-7.2) H»(X; G,A) = R}Tζ(A).

Si Φ est Γantifiltre forme de toutes les parties fermees de X, on retrouve les
foncteurs Hn(X;G, A) du 5.2. Soit Φ' Γensemble des parties fermees de X
contenues dans une partie fermee F € Φ invariante par G, alors il est evident
que Φ' est un antifiltre de parties fermees de X, et que Γ£ = Γ|,. On sup-
posera done par la suite que Φ = φ', ou ce qui revient au meme, que Φ est

Vensemble des parties fermees F de X telles que f{F) € Ψ, ou Ψ est un antifiltre
de parties fermίes de Y. On a alors les formules fonctorielles:
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(5.7.3)

Comme/£ transforme objets injectifs de CXiG) en faisceaux flasques, done ΓV
acycliques, la premiere formule donne encore un foncteur spectral cohomo-
logique sur CΣ{σ\ aboutissant au foncteur graduk (H\X\ G, A)), et de terme initial
(5.7.4) If%A) - H»pr, W(G, A)).

La seconde suite spectrale du theoreme 5.2.1 ne se generalise plus telle
quelle, car on ne pourra pas dire en general que si B est un objet injectif de
C^G\ ΓΦ(S) soit un G-moduIe Γff-acyclique. Mais supposons que tout ensemble
de ψ ait un voisinage qui soit dans ψ. Pour tout ouvert UczY, soit Au —
Af-Hu) le G-faisceau abelien sur X qui est nul dans C/~ W ) et coincide avec
A vsur f-^U). On a TΦ(A) = limΓχ(Au), oύ la limite inductive est prise suivant

— •

Γensemble ordonne filtrant des parties ouvertes U de Y telles que U ζΨ.
Comme les applications Γ^Au) -> Tx{Av) pour U c V sont injectives, le foncteur
TG passe a la limite inductive, et on obtient une identite fonctorielle:
(5.7.5)

d'ou, comme pour le corollaire 1 a prop. 3.10.1 :

(5.7.6) H&X; G} A) = lim &\X; G, Au).

Or pour tout U, H*(X; G, An) est Γaboutissement dfune suite spectrale cohomo-
logique ΐl(A, U) de terme initial

II(A, U)ζ>q = IP(Gy H*{X, Air)).

et pour U variable, ces suites spectrales forment un systeme inductif. On
conclut alors de (5.7,6) que H*(X; G, A), est Vaboutissement d'une suite
spectrale cohomologique de terme initial

(5.7.7) 11PΛA) = lim. HP(G, H%X, Aπ)).
u

Bien entendu, cette suite spectrale est meme un foncteur spectral en A. Dans
les cas les plus importants (que nous allons expliciter ci-dessous) on pourra
echanger les signes H*(G, — ) et lim.; et alors on obtient, puisque lim. Hq(X, Au)

= ϋΓΌX", A) (corollaire 1 de la proposition 3.10.1), la forme usuelle du terme
initial:

(5.7.7 bis) IIS* = IP(G, H*(X, A))

Conditions de υalidite de la formule (5.7.7 bis).
a) G est un groupe fini.
b) G opere trivialement dans les H*(X, Au), et les HP(G,Z) sont de type

fini.
c) Le systeme inductif (Hq(X, A u)) est "essentiellement constant" pour tout

q, i.e. on peut trouver un systeme cofinal (Ut) tel que les homomorphismes
HΊ(X, Au^-±Hq(X, Auj) soient des isomorphismes.



SUR QUELQUES POINTS DΆLGEBRE HOMOLOGIQUE 221

BlBLIOGRAPHIE

[ I ] M.F. ATIYAH, Complex analytic connections, Trans. Amer. Matq. Soc.85(1957)
181-207.

[2] A.BOREL, Nouvelle demonstration d'un theoreme de P.A.Smith, Commentarii
Math. Helv.29 (1955), 27-39

[3] D. A.BUCHSBAUM, Exact categories and duality, Trans. Amer. Math. Soc.80
(1955),1-34

[4] H.CARTAN, Seminaire E.N.S. 1950/51.
[5] H. CART AN, Seminaire E.N.S. 1951/52.
[5] bisH.CARTAN-C.CHEVALLEY, Seminbire E.N.S. 1955/56.
[ 6 ] H. CARTAN-S. EILENBERG, Homological Algebra, Princeton University Press

1956.
[7] H.CARTAN-J.P. SERRE, Un theoreme de finitude, C.R. Acad. Sci. Paris 237

(1953), 128-130.
[8] P.CARTIER (Reference non parvenue)
[9] R.GODEMENT, Theorie des faisceaux, en preparation.
[10] R.GODEMENT, Cohomologie des groupes discontinus, Seminaire Bourbaki,Mars

1954.
[II] A. GROTHENDIECK, A general theory of fibre spaces with structure sheaf,

University of Kansas 1955.
[12] G.HOCHSCHILD, Group extensions of Lie groups I, Ann.of Math, 54(1951),

96-109
[13] G.HOCHSCHILD, Group extensions of Lie groups II, Ann. of Math, 54-1951),

537-551.
[14] S.MACLANE, Duality for groups, Bull. Amer. Math. Soc, 56(1950), 485-516.
[15] J. P. SERRE, Faisceaux algebriques coherents, Ann. of Math., 61 (1955), 197-278.
[16] J. P. SERRE, Geometrie Analytique et Geometrie Algebrique. Anna Inst. Fourier

VI(1955-56)l-42.
[17] J. P. SERRE, Classes de groupes abeliens et groupes d'homotopie, Ann. of Math.,

58(1953), 258-294.
[18] J. P. SERRE, Sur la cohomologie des variete algebriques, Journ. Math, pures et

appl. 36(1957)1-16.
[19] A.SHAPIRO, Ann. of Math., 50 (1949), 581-586.
[20] A.WEIL, Fibre spaces in Algebraic Geometry (Notes by A.Wallace), Chicago

1952.
[21] A.WEIL, Generalisation des functions abeliennes, J. Math. Pures Appl. 17(1938),

47-87.


