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LE GROUPE DE BRAUER III EXEMPLES ET COMPLEMENTS 

par Alexander Grothendieck 

Le present expose continue les deux exposes " Le Groupe de 

Brauer I, II " (Seminaire Bourbaki, n °6 290 et 297), cites dans 

la suite GB I et GB II 

1. Corps de dimension ( 

Rappelons (31] qu 'un corps K est di t de dimension (. 1 si 

pour toute extension finie K' de K , on a Br(K') = 0 • Pour 

di verses caracteri sa tiona equi valentes de ces corps, cf. [31 , II 3 .1 J . 
Notons seulement que cette condition implique que la dimension co-

homologique cd(K) de K (toujours sous-entendu : pour la topolo-

gie etale et des coefficients de torsion) est ' 1 ' et la reciproque 

est vraie si K est de caracteristique nulle (loc. cit.) ; dans le 

cas general, on peut dire seulement que si t est un nombre premier 

distinct de car K , alors la relation cdt(K) ~ 1 equivaut a la 

condition suivante pour toute extension finie (ou plus generale-

ment, algebrique) K' de K Br(X)(t) (= composante t -primai-

re du groupe de Brauer Br(X)) est nul [31, II 2.3]. D'autre part, 

un corps K est dit (c
1

) si toute forme a coefficients dans K 



a n variables et de degre d ( n , admet un zero non trivial 

dans K • Un tel corps est de dimension~ 1 [31 , II 3. 2 J . Rappelons 

alors les theoremes de TSEN et de LANG [23] 

1) (TSEN) : scient k un corps algebriquement clos, K une 

extension de k de degre de transcendance 1, alors K est (c1 ) 

2) (LANG) : scient V un anneau de valuation discrete henselien 

a corps residual k algebriquement clos, K le corps des fractions 

de V, alors K est .(c1), du moins si Vest excellent, i.e. si le corps des 

fractions K de Vest separable sur K (*). 

On en conclut done : 

Theoreme (1.1). Soit K un corps du type defini dans 1) ~2) ci­

dessus. Alors Br(K) = 0 , plus generalement, pour tout i I 0 

on a Hi(K,G ) = 0 
-- -m 

La derniere assertion, pour i 9 3 , resulte par exemple de 

[31, I 3.2]. 

Corollaire (1.2). Soit X une courbe algebrique sur un corps k 

algebriquement clos, alors Br(X) = 0 

En effetj si 17 est un point maximal de X , on conclut de 

(1.1) que Br(k( ~ )) = 0 , et par suite on a Br(X) = 0 en vertu 

de (BR II 1 • 8). 

1.2.1. Notons que lorsque dans (1.1) ci-dessus, on remplace l'hy-

pothese que le corps de base reap. residual k soit algebriquement 

clos par celle que ce corps soit separablement clos, les conclusions 

(*) Cf. "Complements" p. 101. 
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(1.1), (1.2) tombent en defaut, du moins si on suppose que k est 

de caracteristique p~ 0 : dans ce oas, en effet, Br(K) peut 

~tre un groupe de p -torsion non nul, et en particulier Br(k [t]) 

n'est nul que si k est parfait, done algebriquement clos [7, 7.5]. 
Cependant 

Corollaire (1.3). Sous les conditions 1) ~ 2) ci-dessus, mais sup­

posant seulement k separablement clos, ~ cdt(K) = 1 pour tout 

nombre premier t f ~k , et par suite on a (par la suite exacte 

de Kummer) : 

0 pour i ~ 1 , en particulier Br(K)(t)=O 

D'ailleurs, manifestement pour l'assertion cdt(K)~ 1 lares­

triction t f p n'est necessaire ici que dans le cas 2), et dans 

le cas d'inegales caracteristiques (dans le premier cas, la dimen-

sion cohomologique n'est pas changee si on etend le corps de base 

a la cloture algebrique k ; dans le deuxieme, on applique le fait 

que cdp(K)~ 1 si car K = p) 0 [31, II 2.2]). Pour le cas 2), 

of. [4, X 2.3] • 

Remarque (1.4). En fait, la demonstration du cas 2) dans (1.3) prou-

ve ceci : soit A un anneau strictement local (i.e. henselien a 

corps residuel separablement clos) noetherian et de dimension 1, de 

corps residuel k , d'anneau total des fractions K , alors pour 

tout nombre premier t f car.K , on a cdt(K) ~ 1 d'ou 

Hi(K,G )(t) = 0 pour -m i~1 et en particulier Br(K)(t) 0 
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Rappelons aussi le theoreme de CHEVALLEY [10] : un corps fini 

On en conclut done l'enonce suivant, qui est d'ailleurs 

classique sous la forme du theoreme de WEDDERBURN [§ 11, n° 1, th. 1]: 

tout corps gauche fini est commutatif. En termes de groupe de Brauer : 

Proposition (1.5). Si K est un corps fini, on a Br(K) 0 d'ou 

Hi(K,G ) = 0 pour tout 
m 

2. Schemas de dimension 1 

. ' 1 J. ..y 

Soit X un preschema localement noetherian de dimension~ 1 

et soi t S le schema somme des Speo(k( '? ) ) , ou ~ parcourt 

les points maximaux de X i : S ~ X le morphisme canonique. 

Utilisant (1.4), on trouve 

( 2.1) Rni (G 
8

) = 0 pour i ) 0 
31: -m 

du moins si les corps residuals en les points fermes non isoles de 

X sont parfaits ; sinon, il reste vrai que pour tout nombre premier 

j distinct des caracteristiques residuelles de 

(qui sont de torsion pour n) 1 en vertu de 

X , les Rni (G 
8

) 
31: -m 

(BR II 1.5)) ont pour 

n~ 1 une composante j -primaire nulle. Il en resulte, par la sui­

te spectrale de Leray pour i 

(2.2) 

avec le grain de sel analogue si on ne suppose pas les corps residuals 
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des points fermes de X parfaits on a pose 

~~ = i*(2ro s) = faisceau des fonctions rat. inversibles 

sur X • Utilisant la suite exacte (BR II 1. (2)), on en conclut 

une suite exacte infinie : 

(2.3) 

modulo le grain de sel habitual, ou Div~ designe le faisceau des 

diviseurs (de Cartier) sur X . Compte tenu de la structure dis-

crete de ce dernier faisceau, (BR II 1. (3 bis)), on peut ecrire 

d'ailleurs, si X est noetherian 

(2.4) 

ou designe !'ensemble des points (fermes) de codimension 

dans X , et Div-:v­--"'-,x la restriction de a x = Spec(k(x)) 

Lorsque X est regulier, alors Div:v- n'est autre que le --"'-,x 

faisceau constant Z sur x • Utilisant la suite exacte 

et le fait que Hi(x,Q) = 0 pour i > 0 , on trouve 

(2.5) 

d'autre part (BR II 1.9) on a 

(2.5 bis) 0 

Mettant ensemble lea renseignements obtenus, on trouve 



Proposition (2.1). Soient X un preschema noetherian regylier in-

tegre de dimension 1, ~ 

des points fermes de X 

son point generique, x< 1) 

S . t t x , x< 1 ) • 1. pour ou ~ 

parfait, on a une suite exacte infinie 

l'ensemble 

k(x) est 

0 ~H2(X,G) -~ H2(n ,G)-~ _l_L( 1 )H 1 (x,g/~~ H3(x,G) -~ 
-m ~-m xt;:X -m 

~ H3(rt ,~) ~ 

La conclusion reate valable, sans hypothese sur les corps residuals, 

pour les composantes t -primaires des groupes envisages, pour tout 

nombre premier t distinct des caracteristiques residuelles de X 

Supposons par example que X soit le spectre d'un anneau de 

valuation discrete henselien A , de sorte que est reduit 

a l'unique point ferme x de X • On verifie (grdoe a l'hypothese 

henselienne sur A) que pour tout preschema en groupes oommutatif 

et lisse G sur X , on a 

(2.6) 

(ce qui, pour i = 2 et G = G 
-m 

, n'est autre essentiellement que 

le theoreme de AZUMAYA (BR I 6.1)). On trouve dono : 

Corollaire (2.2). ~ A un anneau de valuation discrete henselien, 

de corps residual k , corps des fractions K • Si k est parfait, 

on a une suite exacte infinie (*) : 

--~ ... 
(*) Cf. le complement donne p. 101. 
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La conclusion reste valable, sans hypothese sur k , pour les com-

posantes t -primaires des groupes envisages, pour tout nombre pre­

mier t distinct de la caracteristique de k 

Lea deux premiers termes de cette suite exacte ne sont autres 

que Br(k) et Br(K) , le troisieme est le dual Hom ( r. 1 (k) ,g/~.) 

du groupe fondamental 'X 
1 

(k) de k • Lorsque k est fini, on a 

Br(k) = 0 par ( 1.5), et ~ 1 (k) = ! (isomorphisme oanonique defini 

par la substitution de Frobenius). On en conclut done le resultat 

suivant, classique dans la theorie du corps de classes local : 

Corollaire (2.3). Soit A un anneau de valuation discrete henselien, 

a corps residual fini k et soit K son corps des fractions. Alors 

on a un isomorphisme canonique 

Br(K) 

Soit maintenant K un corps de nombres algebriques i.e. une 

extension finie du corps S. , et soit P l'ensemble des "places" 

(finies ou infinies) de K • Comme d'habitude, pour tout ~~ P 

on designe par K le complete de 
~ 

K 

tient un homomorphisme canonique 

(2.7) 

Pour 

s/! 

K = 
~ 

(2.8) 

~ 

Br(K) --~ L 
~ t: p 

fini, le calcul de Br(K ) 
~ 

; pour ~ infini, on trouve 0 

R en effet, on a 

Br(g) Y2! 

en ~ 

Br(K ) 
~ 

, de sorte qu'on ob-

est fait dans (2.3), on trouve 

si K ,...,.. c , et Y2! si 
~ 



par le theoreme de Frobenius [_8, par. 11, n° 2, th. 2]. La theo­

rie du corps declasse [3] nous apprend d'autre par~ que (2.7) ~ 

in,jectif, et que son image est formee des ( y P.?P.. E: p tels que 

~ f = o , ou. la somme 2._ f est definie comme un element 
p_ p_ p_ p_ 

de g/~ , en identifiant lea Br(~) soit a g/~ , soit a un 

sous-groupe de 9/~ de la fa9on indiquee. Soit maintenant A l'an­

neau des entiers de K , et X = Spec(A) ; alors lea elements de 

x< 1) correspondent biunivoquement aux places finies de K • Con-

juguant (2.1) et les resultats de la theorie du corps de classes 

qu'on vient de rappeler, on trouve : 

Proposition (2.4). Scient K un corps de nombres, X le spectre 

de son anneau des entiers. Alors Br(X) est un groupe de 2 -torsion 

~' isomorphe a (y2~r , ou r = Max(o,s-1) s e~ant le 

nombre de places reelles de K En particulier, si K est pure-

ment imaginaire, ou n'a qu'une seule place reelle (et dans ces cas 

seulement), on a Br(X) • 0 

En particulier, on a Br(Spec(~) = 0 

Remarques (2.5). 

a) On peut egalement calculer lea [5] ainsi, si 

K est purement imaginaire, on trouve 

pour i f 3 

en conjuguant (2.1) et lea resultats connus du corps de classes. 
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b) On a des resultats analogues pour une courbe reguliere com-

plete X sur un corps fini k , notamment 

Br(X) = 0 

qu'on peut etablir par la m~me methode, en ut~nt la theorie du 

corps de classes "geometrique". Donnons ici une demonstration direc-

te ; on utilise la suite spectrale de Leray E~'q = HP(k,Rqf*(~)) 

. :;> r(X,~) pour le morphisme structural f : X -~ Spec(k) 

ou ici Rqf (G ) = 0 pour q ~ 2 3E -m 
car en vertu de (2.1) et (1 .1) 

on trouve Hq(X,G ) 
-m 0 pour q ~ 2 On peut evidemment supposer 

X irreductible et k = H0 (X,~X) done f (G ) = G k , et on aura, 3E -m -m 

essentiellement par definition [J 6, v] R 1 f3E(~) = Pic:X/k restraint 

au site etale de k • On trouve done une suite exacte infinie 

(valable sans hypothese sur le corps de base). Comme k est fini, 

on a Hn(k,9m) = 0 pour n > 1 par (1.5), d'ou 

(2.10) 

ce qui (en vertu de cd(k) < 1) implique pour n~ 4 
?' 

D'autre part, on a une suite exacte canonique 

(2.11) 

ou Pic~/k est un groupe algebrique lisse et connexe sur k , d'ou 

resulte par un theoreme bien connu de LANG [24~ que 

(2.12) 



d'ou par la suite exacte de cohomologie relative a (2.11) 

(2.13) 

et par :;;ui te, d 'apres la structure connue du groupe f ondamental du 

corps fini k , ~ui impli~ue 

(2.14) 

la comparaison de (2.10), (2.13) et (2.14) donne si 

n = 2 9/e si n = 3 , d'ou pour conclure (ne supposant plus 

X irreductible) 

(2.15) 0 pour n f 0,3 

ou c designe l'ensemble des composantes irreductibles de X , et 

ou le dernier isomorphisme est canoni~uement defini. Observons que 

la m~me demonstration essentiellement etablit encore (2.15) sans 

supposer la courbe complete X reguliere ; il faut simplement dans 

(2.11) remplacer par un groupe z c 
=it 

tordu. 

c) En liaison avec des conjectures de SWINNERTON-DYER et de 

TATE [32] [33] , M. ARTIN a souleve la ~uestion s'il etait vrai que 

pour tout schema X propre sur Spec(Z) , le groupe Br(X) est 

fini. C'est ce ~u'on verifie, gr~ce aux resultats qui precedent, 

lors~ue dim X ~ 1 • Mais deja le cas [32] ou X est une surface 

projective non singuliere semble echapper aux moyens dont on dispose 

97 

actuellement. Signalons cependant que des resultats recents de TATE (*) 

etablissent la validite de cette conjecture lors~ue X est une ~ 

riete abelienne definie sur un corps fini, ou un produit de courbes 

algebriq_ues. 

(*) J. Tate, Endomorphisms of abelian varieties over finite fields, 

Inventiones Math. 2, 134-144 (1966). 
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3. Schemas fibres de dimension 2 Resultats locaux. 

Le resultat-clef est le suivant 

Theoreme (3.1). (M. ARTIN) : Soient f : X~ Y un morphisme pro-

pre et plat, ~ X regulier et de dimension 2 Y spectre d'un 

anneau de valuation discrete henselien japonais (EGA OIV 23.1.1 ), 

y le point ferme de Y Z un sous-schema de X dont l'ensemble 

f -1 (y) sous-jacent soit egal a 

Br(X) 

est bijectif. 

• Alors l'homomorphisme canonique 

Notons que dans le cas envisage ici, l'egalite entre les grou-

pes de Brauer cohomologiques et geometriques resulte de (BR II 2.2), 

compte tenu que X est regulier de dimension 2 et Z de dimension 1. 

Notons tout de suite le corollaire suivant, qui est l'application 

principale de (3.1) : 

Corollaire (3.2). §211 f : X ~ Y un morphisme propre et plat, 

avec X y localement noetheriens et reguliers, y de dimension 

1 et les fibres de f de dimension 1_. Supposons de plus les anneaux 

locaux de Y japonais. Alors on a 

pour i ~ 2 

Deduisons (3.2). Par le calcul habitual des Rif (SGA 4 VIII 
3f 

5.2) on est ramene au cas oil y est strictement local, et a prouver 

alors H1 (X,G ) = 0 pour ., 2 • Notons que le theoreme de chan--m 1~ 



gement de base pro pre ( SGA 4 XII 5. 5) montre q,ue pour tout fai sceau 

de torsion F sur X , si F 
0 

designe sa restriction a la fibre 

fermee X , on a des isomorphismes de restriction 
0 

Compte tenu q,ue dim X = 1 
0 

le deuxieme membra est nul si i > 2 

et m~me si i) lorsq,ue F done F 
0 

est de p -torsion, ou 

p = car k (k le corps residual) (SGA 4 X, 4.3 et 5.2) ; done on a 

cd(X) ~ 2 , et cdp(X) ~ 1 

ou cd designe la dimension cohomologiq,ue. Lea relations 

Hi (X,~) = 0 pour i ~ 3 resul tent main tenant du fait q,ue ces grou­

pes sont des groupes de torsion (BR II 1.4), et du: 

Lemme (3.2.1 ).. Soit X un preschema, t un nombre premier, n un 

entier tel q,ue cdt(X) ~ n • Alors Hi (X,~)(t) = 0 si i > n+1 

(resp. ~ i:> n , si t est premier aux caraoteristiq,ues resi­

duelles de X). 

Comme d'habitude, M(t) designe le sous-groupe forme des ele­

ments de t -torsion (i.e. annules par une puissance de t) du grou­

pe abelian M • Lorsq,ue t est premier aux oaracteristiq,ues resi-

duelles, on utilise la suite exacte de cohomologie assooiee a la 

suite exacte de Kummer (BR II 3) 

lorsq,ue on ne fait pas d'hypothese sur t , on introduit les fais-
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ceaux noyau et conoyau A , B de l'endomorphisme x ._. xtr dans 

G , qui sont des faisceaux de t -torsion, ainsi que le faisceau 
-m 

image de cet endomorphisme, et on utilise les suites exactes 

de cohomologie associees aux suites exactes de faisceaux 

0 -?A--? G ~ G' -? 0 -m -m 

Le lemme en resulte immediatement. 

Il reate a traiter le cas i 2 i • e • a prouver 

Notons que lorsque t est un nombre premier f car k , alors la 

relation 

est facile et s'etablit, comma le cas i) 3 , sans reference ~ 

(3.1), et sans faire appel a l'hypothese japonaise pour y ' ni a 

la regularite de X • Il suffit d'utiliser l'homomorphisme de sui-

tes exactes du type Kummer (BR II 3.1) induit par l'inclusion 

X -~ X 
0 

0 ...... T(X) 0 'ilf_l'!!t ---? 12(x, IPr) __,. r(X,Q,)(t) 

0 _....;,_, Pic(X) ® ~/Zy _ _, H2 (X ,ffJ..yoo) -~ H2 (X ,G ) (t) 
c -,. -~- *' u 1- 0 -m 

___.. 0 

-~ 0 

d'utiliser le fait que la fl~che verticale mediane est bijective, 

et la premiere fl~che verticale surjective (EGA IV 21.9.12) done 

bijective, d'ou resulte que la troisieme fl~che verticale est bijec-

tive. Or 2 H (X ,G ) = 0 
0 -m 'comma il resulte de (1.2) lorsque k est 



algebriquement clos (et non seulement separablement clos), et comme 

nous verrons plus bas (5.8) dans le cas general, utilisant le fait 

que X est propre, d'ou H2(X,G )(1) = 0 • (Notons que la m~me 
0 -m 

demonstration prouve l'assertion (3.1) pour les composantes 1 -pri-

maires des groupes envisages, pour tout 1 f car k , sans hypothese 

japonaise sur Y ni de regularite sur X.) Pour prouver la m~me re-

lation pour t = car k , i.e. pour prouver que 0 

doit cependant faire appel a (3.1), qui nous dit que 

et utiliser la relation deja invoquee 0 

Prouvons enfin (3.1). Posons I n+1 
Y = Spec(A), Y = Spec(A ~ ) n 

on 

~ etant l'ideal maximal de A X = Xx __ y • Done pour n assez n --y n 

grand, on aura z ex 
n 

, et z et X ont m~me ensemble sous­
n 

jacent, i.e. z est defini par un Ideal nilpotent sur X 
n 

. Un de-

vissage standard du faisceau 

ceaux ooherents additifs F 

pour i ~ 2 pour un tel F 

G 
-m xn 

sur Z 

en termes de 2m Z et de fais­

' joint a la relation Hi(Z,F)=O 

(provenant de l'hypothese dim Z ~ 1 
'-'::: 

et de ( SGA 4 VII 4. 3)) , preuve qu' on a 

des que Z C X 
n 

l'homomorphisme de 

Appliquant ceci au cas Z = X , on voit que 
0 

restriction H2(Z,G ) --~ H2(x ,G ) est egale-
-m 0 -m 

ment bijectif. On peut done, pour prouver (3.1), supposer 

Z =X 
0 
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Compte tenu du fait que les morphismes de transition Br(X 1 )-~ Br(X) n+ n 
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sont injectifs (en fait, bijectifs), l'injectivite de Br(X) ~ Br(X ) 
0 

est contenue dans le lemme suivant : 

Lemme (3.3). Soit f : X ~ Y un morphisme propre et plat, ~ 

Y spectre d'un anneau de valuation discrete henselien japonais. Avec 

la notation habituelle Xn , supposons que le systeme projeotif 

(Pio(Xn))n£! satisfasse la condition de Mittag-Leffler (EGA OIII 

13.1), par example que lea morphismes de transition y soient sur-

jectifs. Alors l'homomorphisme oanonique 

Br(X) ~ lim Br(X ) 
~ n 

n 

est injectif. 

Soit ! une algebra d'Azumaya sur X , dont la olasse dans 

Br(X) est dans le noyau de l'applioation envisagee dans (3.3), i.e. 

telle que pour tout n , on ait un isomorphisme 

(3.2) 

oil V 
-n 

u A ~ End(V ) n -n --n 

est un Module looalement libre sur X 
n • Un tel V n'est -n 

determine par !n que modulo tensorisation par un Module inversible 

L 
-n 

sur X 
n , mais utilisant la condition que 

tisfait la condition de Mittag-Leffler, on oonstate faoilement qu 1on 

peut ohoisir lea 

teme projeotif 

(3.3) 

v 
-n U de telle fa9on qu'ils formant un sys­n 

Q.x 
n 

les isomorphismes (3.2) formant eux-m~mes un systeme projectif. Soit 



X= Spec(A) le complete de Y , et designons par X, ! lea 

transformes de X, ! ... par le ohangement de base Y ~ Y 

Compte tenu de (EGA III 5.1.4), la donnee d'un tel systeme de (Yn,un) 

revient a la donnee d 1un Module localement libra V sur X , et 

d'un isomorphisme 

A 

(3.3) u A~ End (y) 

Lorsque Y = Y {cas complet), la demonstration est terminee. Dans 

le cas general, il faut faire attention qu'on ne sait pas m~me, avec 

la construction precedente, si y provient d'un Module V sur X 

Cependant, il existe certainement un Module localement libra E ~ 

X ' tel quI il existe un epimorphi.sme 

E -~ V 

en effet, choisissant une immersion projective pour X (il en axis-

te, comma l'a remarque LICHTENBAUM), d'ou un faiseeau ~X(l) in­

versible ample sur X , on sait qu'il suffit de prendre une somme 

direote de faisoeaux ~x(-N) , avec N assez grand, en vertu du 

"theoreme A" de Serre (IDA III 2.2.1). Considerons maintenant, pour 

un preschema Y' sur Y variable, le fonoteur contravariant 

F : (Sch)jy --7- (Ens) , defini par 

F(Y') ensemble des couples (y•,~•) ou V' est un Module 

quotient localement libra de !' = !~ yY' , et ~~ 

un isomorphisme !' • !0 yY' ~ V1 
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Utilisant la platitude et la proprete de f , et une technique stan­

dard reposant sur (EGA III 7.7.6) (comparer la demonstration dans 
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(SGA4 XIII 1)), on trouve que le foncteur F est representable par 

un schema de type fird sur Y , que nous noterons encore F . La 

"' donnee (3.3) ci-dessus s'interprete alors comme un element de F(Y) 

Or un theoreme de GREENBERG [13] nous di t (sous une forme un peu 

plus precise d'ailleurs) que si F est un preschema de type fini 

sur le spectre Y d'un anneau de valuation discrete henselien et 

japonais, alors tout point de F a valeurs dans Y peut s'appro­

cher par des points a valeurs dans Y , a fortiori F(Y) t ¢ im-

plique F(Y) t ¢ . Cela prouve done en l'occurence que A est iso­

morphe a une Algebra de la forme End(Y) , V Module localement 

libre sur X , et acheve la demonstration de (3.3). 

L'assertion de surjeotivite dans (3.1) se demontre de fagon toute 

analogue. Partant d'un element de Br(X ) 
0 

, represente par une Al-

gebre d'Azumaya A -o , on remonte de proche en proche A -o 
en des 

Algebres d'Azumaya A sur les X , ce qui est possible, les obs--n n 

tructions aux relevements consecutifs se trouvant dans des H2 (X
0

, •• ), 

qui sont nuls puisque dim X = 1 
0 

• On trouve ainsi une Algebra 

d'Azumaya ! sur X • Choisissons un Module localement libre E 

sur X tel qu'il existe un epimorphisme ! --~ ! , et considerons 

le foncteur (Soh)/~-~ (Ens) defini par F(Y') =ensemble des 

couples (~',p') , ou B' est un Module quotient localement libre 

des !0 yY' et p' une loi de multiplication sur B' qui en fait 

une Algebre d'Azumaya. On constate alors que F est representable 

par un preschema localement de type fini sur Y , et comme le point 

de F(y) 
.. 

defini par A 
-o 

se remonte par construction en un point de 

F(Y) , le theoreme de GREENBERG deja invoque nous assure qu'il se 

remonte aussi en un point de F(Y) ce qui acheve la demonstration. 



Remarsues (3.4). 

a) Lorsqu'on se borne a enoncer (3.1) pour les groupes Br (a 

l'exclusion des rr2), la demonstration est valable sans supposer X 

regulier (la regularite n'a servi su'a assurer l'identite de Br(X) 

2 avec II (X,G ) , et vaut egalement sans supposer Y de valuation 
-m 

discrete, lorsqu'on dispose pour Y d'un enonce du type Greenberg 

(demontre pour l'instant seulement en dimension 1). Il est possible 

d'ailleurs que (3.3) (done (3.1) et (3.2)) soient valables egalement 

sans hypothese japonaise sur Y , et sue plus generalement pour 

tout schema X propre sur le spectre Y d'un anneau local noethe-

rien henselien, l'application Br(X) -~ lim Br(X ) soit injective • .,._ n 
n 

(M~me si Y est complet, cette assertion n'est prouvee que lorsque 

X est plat sur Y , et moyennant l'hypothese supplementaire du 

type Mittag-Leffler.) On pourrait se poser la m~me question pour 

les applications lim IIi (X ,G ) 
~~- n -m n 

' et la reponse est 

en tout cas affirmative pour i 0 , et pour i 1 moyennant de 

legeres restrictions (par example Y complet, ou X plat sur Y 

et Y henselien excellent de valuation discrete, ce qui permet d'ap-

pliquer le resultat cite de GREENBERG). Mais comme me l'a fait ob-

server RAYNAUD, la reponse est negative deja pour i = 2 , m~me si 

Y est le spectre d'un anneau de valuation discrete complet et X 

est un schema normal, plat et projectif sur Y , de dimension rela-

tive 1 : en effet, dans ce cas 

lim H2(X ,G ) = H2(X ,G ) = Br (X ) = Im Br(X) 
~-- n -m o -m o 

d'apres la fin de laremonstration de (3.1) (ou l'hypothese de regu-

larite sur X n'a pas ete utilisee), done si 
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etait injeetif, comma son compose avec l'injection 

est surjectif, cette derniere serait egalement surjective ; or on 

a signale (BR II 1.11 b)) que l'on peut trouver une surface alga-

brique normale X , sur un corps algebriquement clos de caracteris-

tique quelconque, pour laquelle n'est ~sur-

jective (le oonoyau etant un groupe qui n'est pas de torsion, ni de 

type fini ••• ). Il est alors facile de voir qu'on peut (en modifiant 

au besoin X) supposer que X est projective et munie d'un morphia-

me dominant Sll' une courbe algebrique non singuliere Y , d' ou 1 'e-

xemple annonce. Notons cependant que la m~me question d'injectivite 

se pose egalement pour !'application H1(X,G) ~ ~~ H1(Xn,G) 
n 

lorsque G est un preschema en groupes lisse non necessairement 

commutatif sur X , et se resoud d'ailleurs par !'affirmative, es-

sentiellement par la demonstration d'Artin qu'on vient de donner, 

lorsque X est plat sur Y et si de plus 1 ou bien G est affine 

sur X (ce qui permettra d'appliquer (EGA III 7.7.6)), ou bien G 

est quasi-projectif sur X et X projectif sur Y (ce qui permet-

tra d'appliquer la theorie des "sohemas de Hilbert"), pour assurer 

le resultat de representabilite dont on a besoin. 

b) Ecrivant la suite exacte infinie deduite de la suite spectra-

le de Leray pour le faisceau G 
-m 

et le morphisme f , en utilisant 

(3.2), et l'homommrphisme de cette suite exaote dans la suite exacte 

analogue associee au morphisme 

que 

f : X ->- y 
0 0 

est bijectif pour 

, et tenant compte 

i ~ 2 (pour i ?- 3 

oeci resulte encore de la suite exacte de Kummer et du theoreme de 



changement de base) et que est bijectif 

pour i ~ 1 (11.7), on trouve comme corollaire du theoreme d'Artin 

le fait que les homomorphismes 

. 1 
-~ H1 (y,R f (G )) 

03E -m 

sont des isomorphismes pour i ~ 1 

4. Schemas de dimension 2 a Comparaison avec le groupe de Tate-Cha-

farevitch. 

La lecture du present numero, assez long et technique, n'est 

pas necessaire pour la comprehension des numeros suivants. 

Nous presentons ici, sous une forme legerement generalisee, des 

resultats de M. ARTIN et J. TATE, comparer [32] • Soit 

f X -~ Y 

un morphisme propre et plat, avec Y regulier integra de dimension 

1, X regulier de dimension 2. Nous supposerons les anneaux locaux 

de Y excellents ; lorsqu'on abandonne cette hypothese, les resul-

tats qui suivent restent en tous cas valables, a condition de se 

borner aux t -composantes des groupes de torsion envisages, ou t 
est distinct des caracteristiques residuelles de Y • Compte tenu 

de (3.2), la suite spectrale de Leray pour f et le faisceau etale 

~X fournit une suite exacte infinie 
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(4 .1) 

~ue nous allons etudier en basses dimensions pour l'etude de 

H2(x,a ) = Br(X) • Nous supposons verifiee l'hypoDhese 
~ 

(~ui est dans la nature d'une hypothese de normalisation, car si 

elle n'est pas satisfaite, on s'y ramene en remplayant Y par 

Spec(f~(~X)) ). On aura alors 

(4.2 bis) 

et nous poserons 

(4.3) 

la notation Pic~/Y est compatible d'ailleurs avec la notation in­

trodui te dans [16] pour 1 'etude du foncteur de Picard, comme nous 

verrons plus bas (5.1). Ici, (4.3) nous servira de definition de ce 

symbole, et nous ecrirons par conse~uent 

(4-4) 

et nous utiliserons ~es notations analogues ~uand Y /est remplace 

par un Y' etale ~u preetale) sur y • Ecrivant Pic et Br pour 

lea H1 et H2 a coefficients dans G 
' 

la suite exacte ( 4.1) 
~ 

peut se re~crire sous la forme 

(4.5) 0-~ Pic(Y)-~ Pic(X)~ Pic(X/Y)-~ Br(Y)-~Br(X)-~ H1(Y,P) -~ 
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que nous ecrirons sous la forme 

(4.6) 0 -~ S -~ Br(Y) ~ Br(X) ~ H1(Y,P) -~ T -~ 0 

ou encore 

(4.6 bis) 0 -~ Br(X)/Im Br(Y) ~ H1(Y,P) -~ T ~ 0 

avec 

(4.7) S = Coker(Pic(X) -~ Pic(X/Y)), T = Ker(H3(Y,G )-~ H3(X,G )) • -m -m 

Nous allons montrer que dans des cas frequents, S et T sent des 

groupes finis, voire nuls, et expliciter H1(Y,P) en termes du 

classi:ue groupe de Tate-Chafarevitch de la jacobienne de la fibre 

generique 

Introduisons quelques entiers lies a la situation. Notons que 

pour tout diviseur D sur , et plus generalement pour tout 

element r de 

deg( J ) sur 

Pic(X? I? ) , on definit son degre deg(D) resp. 

k • Si ·~ est un element de Pic(X) ou de Pic(X/Y) 

son degre est defini comma le degre de sa restriction a X~ , ou 

ce qui revient au m~me, le degre de sa restriction a n'importe quel-

le fibre Xs de X (relativement au corps residual k(s)). Consi­

derons le diagramme commutatif 

Pic(X) 

1 
Pic(X/Y) 

surj. ( ) 
-------~ Pic X~ 

~ 
-----~ Pic(X~ /~) 

On designe par 5 le pgcd des degres des diviseurs sur X r) , i.e. 

des degres des elements de Pic(X~ ) , ou encore des elements de 
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Pic(X) ' par ~I celui des degres des elements de Pic(X/Y) ' en-

fin par a" celui des elements de Pic(X~ /9 ) . Ce sont des en-

tiers~ 1 • Voici quelques relations entre ces entiers : 

Proposition (4.1). 

a) On a ~, I ~ . 
b) Les trois entiers precedents sont egaux si Br( f) ) = 0 

par exemple (1.1) si Y est une courbe algebrique sur un corps al-

gebriquement clos, ou y strictement local a corps residuel parfait. 

c) 2!!._! 8 = 8' si Br(Y) = 0 , par example si Y est une 

courbe algebrique propre sur un corps separablement clos (5.8) ~ 

fini (2.5 b) , ou si Y est strictement local. 

En effet, ces assertions resultant du diagramme ci-dessus, comp-

te tenu que si Br(') ) = 0 (resp. Br(Y)n= 0) alors Pic(X~)~Pic(X lJ I~ ) 

(resp. Pic(X) ~ Pic(X/Y)) est surjectif. 

Remarques (4.2). 

a} On n'a pas toujours a = 6 II ' COID.JI9 on voi t en prenant 

pour X une fvrme tordue de la droite projective {auquel cas on a 

8 " .. 1 car Pic:X./Y ~ .7ly , et 8 ~ 1 comme on voi t en utili-

sant BR II 0, 3eme alinea). Un tel example peut exister m~me si Y 

est strictement local, en le prenant a corps residual imparfait de 

car. 2 (de sorte que Br(Y) est un groupe de 2 -torsion non nul 

(1.2.1)); cvmme dans ce cas, on a 8= 81 en vertu de (4.1 c), 

on voit qu'on a alors m~me 8' ~ 8 " • J 'ignore si on a toujours 

1 



b) Les assertions b) et c) de (4.1) se generalisent de fa9on 

evidente en des assertions sur les t -facteurs des entiers 

au , lorsqu'on suppose seulement qu'on a Br( ~ )(t) = 0 reap. 

Br(Y)(t) = 0 • Cela prouve que si Y est strictement local, a 

corps residual imparfait de caracteristique p ' alors o/8" 
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est une puissance de p (car Br(') est alors un groupe de p -tor­

sion (1.3)). 

c) On a 6' = a" si pour tout point ferme y ~ y ' il 

existe une quasi-section etale de X sur Y au-dessus de y (plus 

generalement, si on a a = 1). En effet, on montre alors que y 

Pic(X/Y) -~ Pic(XQ /~) est surjectif, of. (4.14) ci-dessous. 

d) Lorsque X admet une section sur y , i.e. X? a un 

point rationnel sur K(?) ,il est evident que a ... 1 , et par 

suite aussi a• = au "" 1 

e) L'inter~t de la consideration de l'entier 6" (egal a a 

dans les cas lea plus importants), est qu'il admet une interpretation 

geometrique interessante, en introduisant la jacobienne J = P0 
= 

= Ker (P -~~~ ~ , comme etant l'ordre d'un element remarqua­

ble de H1 ( 1 ,J) , savoir la classe du Jt') -torseur P~ ,(ou 

est la multiplicite radicielle de XY) egale a 1 si X est 

separable - par example lisse - sur ~ ' et p (.1 designe l'i-

mage inverse de la section constants ~ de &y par le morphisme 

degre). 

On peut interpreter 6 comme etant le pgcd des degres n des 
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rev~tements finis et plats Y' --~ Y tels qu'il existe un Y -mor-

phisme Y' --~ X • Or pour un tel rev~tement, la consideration de 

l'homomorphisme trace nous montre que le noyau de 

est annule par n , et comme d'autre part il contient celui de 

H*(Y,G ) --~ H*(X,G ) , on conclut : -m -m 

Proposition (4.3). Les groupes S T de (4.6) ~ (4.7) sont an-

nules par 5 • En particulier, si 5 = 1 , par example si X ad-

met une section sur Y , alors ces groupes sont nuls. Ils sont nuls 

egalement si Y est une courbe algebrique sur un corps algebrique­

ment clos, et alors Br(X) ~ H1(Y,P) 

En effet, dans ce dernier cas nous savona que 2 3 H (Y,G ) =H (Y,G )= -m -m 

0 

Corollaire (4.4). Supposons que Y soit une courbe algebrique sur 

un corps fini. Alors les groupes S et T sont des groupes finis. 

Si Y est complete, alors S = 0 et T est un groupe cyclique 

d'ordre divisant 5 , et on a la suite exacte 

0 --~ Br(X) --~ H
1

(Y,P) -~ T -~ 0 

En effet, sont alors des groupes con-

tenus dans une somme finie de groupes s/~ comma il resulte aussi-

OS tot des resultats des n 1 et 2 • Lorsque Y est complete, on trou-

ve meme Br(Y) = 0 
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So it 

i=~ ---~ y 

!'inclusion du point generi~ue, et posons 

(4.8) 

de sorte ~u'on a un homomorphisme canoni~ue 

(4.9) p --~ B 

et on posera 

(4.10) ! = Ker (P --~ ~) ! = Coker (P -~ ~) 

Les faisceaux E et F sont des "faisceaux gratte-ciel", ~ui sont 

done connus lors~u'on connait leurs restrictions aux points fermea 

de Y • Leurs fibres geometri~ues au-des sus d 1un tel point y s 1 ob-

tiennent comme les noyau et conoyau de l'homomorphisme 

,.... ~:y IV I 
Pic (X) = Pic (X/r) -~ Pic (X? ? ) 

ou les ~ denotent l'effet de la localisation stricte relativement 

a un point geometri~ue -y au-dessus de y • Compte tenu ~ue le 

morphisme precedent se factorise par le sous-groupe , et 

~ue Pic(x) --? 

on 1rouve 

(4.11) 

(4.12) 

F­--.r 

E­--.r 

Compte tenu ~ue Br( ry) 

est surjectif puis~ue 

(,..., /""' I <""' Pic X~ ~ ) Pic x'f) 
Ker (Pic(X) --~ Pic(X~)) 

est regulier, 

0 si k{y) est parfait, et ~ue c•est un 
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groupe de p(y) -torsion en tous cas, ou p(y) est l'exposant ca-

racteristique de k(y) ' 
on trouve que F - est un groupe de p(y) -y 

torsion, nul si k(y) est parfait. Designant par 8 
' 

8' ' 
6" y y 

les entiers analogues a 8 ' & 
' 

6" pour la situation localisee 
"" ,....,.. 
X --~ Y , un argument deja fait plus haut nous montre que F --y ,.,..,. 
est nul egalement si 6 y 1 par example si X admet une sec-

r-
tion sur Y . Nous allons supposer pour simplifier, par la suite, 

que l'on a 

(4.13) !,=0 

ce qui en~rtu des remarques qui precedent sera verifie dans les 

y 

cas les plus interessants.(Dans le cas contraire, il faudra dans les 

resultats qui suivent se borner a~ composantes premieres aux carac-

teristiques residuelles des groupes envisages). Alors on obtient done 

une suite exacte courte 

(4.10 bis) 0 --)- ~-~ p ~ !!.~ 0 

permettant de relier la cohomologie de P avec celle de !!. et E 

Compte tenu de la structure discrete de ~ , on trouve la suite 

exacte de cohomologie (on les sommes sont etendues aux points fermes 

y de Y) 

-

(4.14) 0 --~ ..1f H0
(y,'!y) ~ Pic(X/Y) -~ Pic(X~ /? ) -~ 1J- H 

1 (y,~) -~ 

-'7 H1(Y,P) ~ H1(Y,!!.) ~ lJ.H
2(y,E) 

y --:r 

Lorsque pour tout point ferme y de Y k(y) est separa-

blement clos, (par example Y une courbe algebrique sur k separa-

blement clos), cette suite exacte nous donne simplement 



(4.14 bis) 

Dans le cas general, notons qu'on voit sur cette suite exacte 

que l'image de H1(Y,P) dans H1(Y,]0 est definie par des condi-

tiona de nature locale relativement a la henselisation ordinaire 

(s'exprimant en effeD par l'annulation de certains elements des 

H2(y,E )). Designant par Y, X les schemas deduits de Y, X par 
"7 

henselisation ordinaire en le point ferme y t Y (non precise dans 

la notation), on voit qu'un element de H1{y,]0 appartient a l'ima­

ge de H1(Y,P) si et seulement si pour tout y , son image dans 

H1(Y,B) est dans celle de H1(Y,P) • Supposons qu'on ait pour tout 

y : 

(4.15) 0 

ce qui sera verifie si k(y) est un corps separablement clos ou 

fini (cf. (3.4 b) pour le cas k fini). Alors l'image de H1(Y,P) 

dans H1 (Y,~) est le sous-groupe de H1(Y,B) forme des elements 

dont l'image dans chaque H1(¥,]0 est nulle. Ce sous-grou~e s'appel-

le le groupe de Tate-Chafarevitch de Y a coefficients dans B 

e.t se note :IIJ: (Y ,B) (cf. plus bas pour la relation avec la defi-

nition originelle de Tate et Chafarevitch). On trouve alors la suite 

exacte deduite de (4.14) : 

(4.17) Pic(XI'\/n) -~ lJ.H
1
(y,E)-}' H1(Y,P) -~ III(Y,~) -~ 0 

I ) y "7 

explicitant H1(Y,P) comme une extension du groupe de Tate-Chafare-

vitch par un quotiont de la somme 

Il faut enfin expliciter cette derniere somme. Notons que 
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est nul si 

lisse sur 

X 
y 

y 

est geometri~uement integra, a fortiori si est 

, de sorte ~ue si est separable sur (pa:::-

example, lisse sur k(0 )), alors le support de E est contenu 

dans (en fait, egal a) l'ensemble fini des yi ~ y tels ~ue 

ne soit pas geometri~uement integre. Un calcul facile donne pour E -y 

la structure suivante (en procedant par descente a partir de E- ) • -y 

On ecrit l'egalite de diviseurs sur X 

(4.18) 

lea 

X 
y 

etant les composantes irreductib·les de 

leur multiplicite dans la fibre. On designe par 

(4.19) i 
f.l y 

i 
vy 

X y , et lea 

la multiplicite radic:.elle e-t la multiplicite separable de 

k(y) ) 
i respectivement (EGA IV 4.7.4 , -done 11 = 1 
y 

si k(y) 

i a 
y 

sur 

est 

parfait. On ccnsidere aussi la plus petite extension galoisienne 

k(y)i de k(y) tel ~ue les composantes irreductibles de 

(X~)~ k(y)k(y)i soient geometri~uement irreductibles : c'est une 

extension finie de k(y), de degre 

(4.20) 

Ceci pose, le faisceau 

de faisceaux 

E -y sur y 

i v • On pose 
y 

s'insere dans une suite exacte 

(4.21) 0 -~ Z -~ p ( Z ) --~ E --~ 0 
-y YJE -=2y -y 

:~u py : Zy --~ y est la projection structurale, et ou l':O.omomor­

phisme Z --> p (Z ) est adjo~_nt de 1 'homomorphisme 
-y Y3F. -=2y 



(4.22) 

qui, sur la oomposante 
i z 
y 

' se reduit a la multipli~ation par 

a~ La suite exacte QC cohomologie associee a (4.21) nous fournit 

alors 

(4.23) 

= Ker 

ou la fl~che 

(H2 (y,~~,) ~ ~ H2(z~,&)) 
l. 

(H 1 (y ,;Y&)~ -\ -~ H 1 (zi ,sf&)) 
i y 

est l•homomorphisme de tran-

sition evident, multiplie par i a 
y 

• Comme est l' inte:.::-

section des noyaux de oes homomorphi ames, et qu 'un iel noyau est rna-

a i i nifestement annule par v y y 

par 

(4.24) 

Lorsque k(y) est fini, ou plus generalement pseudo-fini au sens 

de Serre, i.e. son groupe fondamental Gal(k(y)/k(y)) isomorphe a 

Z , alors on trouve m~me la valeur exacte 

(4.25) H1 (y,E ) ;:~ '!Jd Z 
-of y-

1 Ainsi, on trouve que pour que H (y,E ) soit nul, il est suffisant 
-of 

en tous cas, et necessaire lorsque k(y) est quasi-fini, que l'on 

ait d = 1 y 

Notons que d ne depend que de la $ituation localisee st~icte 
y 

'V ,..... I'V 

f• : X --7 Y en y ear c'est le pgcd des multiplicites des com-

posantes irreductibles de 

-
"V 

~ , ou encore l'ordre du sous-groupe de 
y 

torsion de la fibre geometrique E­
-o/ 

, laquelle est en effet donnee 
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par l'isomorpbisme canonique 

(4.26) Tors(E -) = Z1d Z - y !:11 y-

(le sous-groupe de torsion de E- • Ker (Pic(X) ~ Pic(X)) etant -y 
rv 

en effet engendre par la classe du diviseur (1/d )X-) • Cet en­Y y 

tier est I 1 si et seulement si la fibre geometrique x- = x­Y y 

est une "fibre multiple", i.e. multiple non trivial d'un cycle positif 
,...... 

sur X ; on peut done se borner a ces y dans la suite exacte 

(4.15). Notons qu'on a aussi la relation 

(4.27) 
. i . 

a ... pgcd(a~ " 11 ~) y y y y 

comme il resulte du fait que Pic(X) ~ Pic(X-) 
y 

(SGA3' XIII 3.1). Par suite, on a 

(4.28) 

et en general 

(4.29) 

si k(y) parfait, 

B 
aY = d P y y y 

ou designe l'exposant caracteristique de k(y) 

est sur jectif 

et s 
y 

est 

un entier natural. Par suite, si a = 1 y "" en particulier si X 
I'V' 

admet une section sur Y , alors a fortiori d = 1 y et par suite 

Des resultats de cette discussion, retenons en tous cas 

Proposition (4.5). Supposons qu'on ait (4.13), et que tout element 

de H 1 (y ,sf&) annul e par d ( defini dans ( 4. 24)) so it nul, ~ y 

example k(y) separablement clos ou 15 • 1 (par example que X 
y 



aclmet une q_uasi-section etale sur Y ~ y). Alors 

(4.30) _IIT(Y,J!) 

Ainsi,la suite exacte (4.6 bis) deviant : 

(4.31) 0 -~ Br(X)/Im Br(Y) -4- .III(Y ,1!) --7' T ~ 0 

ou le groupe T est defini par (4.7) et contr8le par les enonces 

(4.3) et (4.4). 

Il convient enfin, pour terminer cas de\~ssages, d 1 expliciter 

le sous-groupe lii(Y,J!) de H
1 (Y,JD en termes de la jacobienne 

J de 

(4-32) ( deg ) 
Ker !J --~ ~~ 

Po sons 

(4-33) A = i (J) = Ker (B deg ~ z ) 
- E - -Y 

nous allons suppo~er pour simplifier q_ue l'homomorphi~e deg:! ~~y 
est surjectif, ce q_ui, par definition essentiellement, signifie aus-

si q_ue lea degres locaux a y sent tous egaux a 1 : 

(4-34) 1 pour tout point ferme y e Y 

oe q_ui signifie aussi, si lea k(y) sent parfaits, q_ue las fibres 

geometriq_ues de X ne sont pas multiples. On a dono alors una suite 

exact a 

{4.35) 

q_ui donne la suite exacte de oohomologie 
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0 ; tenant compte de la definition de li" , 

on trouve la suite exacte 

(4.36) 0 __ ,_ y 5" Z __ ,. H 1 (Y ,~) __ ,. H 1 (Y ,!!_) ~ 0 

explicitant H1(Y,B) comme quotient du groupe H1(Y,A) par un sous-

groupe fini cyclique 'lJ5n~ . Utilisant les suites exactes analo-

gues pour les situations localisees par henselisation ordinaire 

f : X --~ Y , on est conduit a introduire un groupe intermediaire 

entre H1 (Y,~) et IIr(Y,~ 

(4.37) III'(Y,~) = ( \f H1 (Y,~ j '\1 y ferme dans Y , l'image 

de ~ dans H1(Y,!) est dans Im(Y 5; ~)) 

Ceci pose, on aura done une suite exacte : 

(4.38) 

Explicitons deux cas particuliers importants 

Cas particulier (4.6). Y est une courbe algebrig_ue sur un corps al-

gebrig_uement clos. Alors la plus grande partie de la discussion pre-

cedente devient triviale. La relation (4.13) est automatiquement 

satisfaite, et on a (4.14 bis) 

(4.39) 

lorsque de plus les sont egaux a 1, i.e. si X n'a pas de fi-

bre multiple sur Y , alors le deuxieme membre s'explicite par 



(4.40) 0 _...;:;. '!:)-t>f_ -~ H1 (Y,!_) -~ H1(Y&) -~ 0 

compte tenu que l'on a ici necessairement 

Cas particulier (4.7). Y est une courbe algebrique propre sur un 

corps fini k • Ici encore, (4.13) est automatiquement satisfaite, 

k etant parfait, ainsi que (4.16) puisque k(y) est de dimension 

, d'ou ; de plus on aura 0 = 0 I , et de 

m~me pour les invariants henselises et strictement henselises. Com~ 

me on a encore Br(Y) = 0 , on trouve ici (4.4) : 

(4.41) 0 --~ Br(X) -? m(Y,~) --~ '!:) ,6 f. --7 0, ou L~~ o. 

D'autre part, si les 0 y sont egaux a 1, i.e. si le morphis­

me deduit de f : X--~ Y en passant ala cloture algebrique de k 

n'a pas de fibre multiple, alors on trouve la suite~acte 

(4.42) 0 --~ '!:) o "~ --;,. III(Y ,!_) --7 1II(Y ,~ --)- 0 

ce qui est un cas particulier de (4.37), compte tenu de lamlation 

suivante : 

(4.43) ~ = y 

pour tout point ferme y de Y , qui implique ici 8 = 1 d'ou 
y 

III'(Y,A) = IJ:I(Y,!) • La demonstration de l'egalite (4.43), qui 

est une consequence facile du theoreme de LANG [24] H1(k,G) = 0 
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pour le corps fini k(y) et le schema de Picard connexe G =Pic~ / , 
yY 

est laissee au lecteur comme un exercice plaisant et delectable. 
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Autocritique (4.8). La discussion du cas particulier (4.7) n'est 

pas complete. On aimerait en particulier determiner l'entier ./~ , 

ordre du noyau de ( est-il toujours egal a 5 ' 

ou au ppcm des 5 Y ?) , et preciser les relations entre m(Y ,~) 

et III (Y ,!) lorsqu' on ne suppose plus les 5 y egaux a 1. Une 

analyse plus poussee devrait donner en particulier la formula con­

jecturale "elementaire" [32,(4.4)] de ARTIN et TATE. 

Complement (4.9). Lien avec la definition habituelle du groupe de 

Tate-Chafarevitch. Les faisceaux ~' ! pour lesquels nous avons 

considere les groupes de Tate-Chafarevitch etaient tous deux de la 

forme i (F,.J ) 
3f I 

, ou F
7 

etait un faisceau abelian sur le point 

generique ? . La suite exacte habituelle, associee a la suite 

spectrale de Leray pour l'inclusion i :~ --~ y , nous donne alors 

(4-44) 0 --~H1 (Y,ilf(F1 )) -~ H
1(1), Fr)) --~i).H1 (K(y),FJ) 

"""' ou K(y) designe le corps des fractions du localise strict en y 

Ainsi, H1 (Y,ilf(F~ )) s'interprete comme un sous-groupe du groupe 

de cohomologie galoisienne 1 
H (? ,F~ ) • De ceoi, et de la defini-

tion de m(Y,ilf(F~ )) , on conclut aussit8t la suite exaote 

(4-45) 1 1 · 1 -
0 --~ III(Y,i]f(F7 )) -~ H (~ ,F~)) --7 -\L H (K(y),F?) 

ou K(y) designe le corps des fractions du henselise ordinaire de 

Y en y • La suite exacte (4.45) n'est autre essentiellement que 

la definition originale de TATE et CHAFAREVITCH (du moins dans le 

cas "geometrique"), a cela pres qu'ils considerent les completes au 

lieu des henselises des anneaux locaux 0 -Y,y ; dans le cas qu'ils 



envisagent, comme est defini par un schema abelian sur 

les deux definitions reviennent au m~me, car les H1 (K(y) ,F1 ) 
Vl 
) 

sent 

les m~mes dans les deux cas [ 30, th. 2 (iii)] • Dans le cas ari th­

metiQue, lorSQUe Y est le spectre de l'anneau des entiers d'un 

corps de nombres K , la definition de TATE et CHAFAREVITCH differe 

de celle Que nous envisageons ici, en ce Que ces auteurs considerent 

egalement les completes de K correspondant a des "places a l'infi-

ni" i.e. archimediennes. 

Complement (4.10). Lien avec les modeles de Neron. Par definition 

m~me, le faisceau A = i (J) 
3E 

envisage plus haut n'est autre QUe le 

faisceau stale associe au faisceau en groupes lisse sur Y construit 

par NERON [29] en termes de la variate abelienne J (nous suppo-

sons ici lisse sur , done J une variate abelienne ; il 

semble d'apres des travaux en cours de RAYNAUD Que cette restriction 

n'esf d'ailleurs pas necessaire). La m~me remarQue essentiellement 

s'appliQUe a B ' a cela pres QU'il faut prendre ici le modele de 

Naron d'un schema en groupes Picy / 
- .... ~ 1 

Qui n'est pas de type fini 

sur cela n'offre pas de difficulte, puisQue la theorie de 

Neron a ete ecrite egalement pour des fibres principaux homogenes 

sous des schemas abeliens. La consideration des modeles de Neron et 

de leurs relations au foncteur de Picard Pic:X/Y doit permettre 

de donner des complements importants sur les groupes de cohomologie 

H1 (Y,~ et leurs variantes chafarevitchisees. Dans le 

cas particulier (4.7), on voit par exemple aussitot, gr~ce aces mo-

dales, Que les groupes de Tate-Chafarevitch envisages sent d'indice 

fini dans les H1 correspondants. Pour des relations plus precises, 
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nous renvoyons aux futurs papiers de M. RAYNAUD. 

5. Utilisation de la topologie "fidelement plate de presentation 

finie", application au groupe de Picard relatif. 

En plus de la topologie etale, nous allons utiliser la topolo-

gie fppf d'un preschema X , pour laquelle un systeme fondamental 

de familles couvrantes pour X est formee des familles surjectives 

: X. --~ X) 
~ 

de morphismes plats localement de presentation fi-

nie [sGA3 IV 6.3] ; on voit alors qu'on peut m~me supposer les f. 
~ 

localement quasi-finis (et m~me quasi-finis si X est quasi-separe). 

Nous designerons ici par Xpl le preschema X considere comme "muni 

de la topologie fppf" (ou plus precisement, le site forme des pre-

schemas localement de presentation finie sur X , muni de la topo-

logie qu'on vient de preciser), de sorte que pour un preschema en 

groupes commutatifs G sur X 

de cohomologie correspondants, par contraste avec Hi(X,G) = Hi(Xet'G), 

qui designent les groupes de cohomologie etale. Du point de vue du 

morphisme canonique de sites 

les faisceaux et sur et respectivement defi-

nis par G sont relies par 

( 5.1) 



d'ou on conclut comme d'habitude des homomorphismes fonctoriels 

(5.2) 

~ui pour i = 0 est un isomorphisms, done pour i = 1 est un mo-

nomorphisme. Nous utiliserons dans le present n° le fait, preuve en 

Appendice (11.7), ~ue lorsque G est lisse sur X (en particulier 

lors~ue G =2m), alors (5.2) est un isomorphisms pour tout i 

Soit maintenant 

f X --~ Y 

un morphisme ~uasi-compact et ~uasi-separe, supposons ~ue l'on a 

(pour les faisceau.x: de Zariski habituels) 

(5.3) o ~:::; f (o ) 
-Y *-X 

(relation ~ui restera verifies alors apres tout changement de base 

plat), et ~ue f admette des sections localement fppf sur Y , par 
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exemple ~ue f soit fidelement plat et de presentation finie. Uti­

lisant la definition [16, v] du foncteur de Picard relatif Pic~/Y , 

les hypotheses faites impli~uent que sa restriction au.x: preschemas 

plats localement de presentation finie sur Y coincide avec la res-

triction a ces arguments du faisceau ; lorsque (5.3) 

reste vrai pour tout changement de base, done est un isomorphisms 

~y ~ fP1*(~X) , alors dans l'assertion precedents il n'est pas 

necessaire d'ailleurs de se berner au.x: arguments plats sur Y , et 

on trouve simp~ement 

(5.4) Pic .. 'y 
--y,-1 
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(avec le grain de sel ~ue le premier membre est considere comme 

restraint au site xp1 ). Utilisant la notation Pic~/Y(Y) = Pic(X/Y) 

de loc. cit., la suite spectrale de Leray pour 

nous fournit une suite exacte en bass~s dimensions 

(5.5) 0 -~ Pic(Y) --~ Pic(X) -~ Pic(X/Y) --~ H
2

(Y 1 ,G) --~ ••• p -m 

Utilisons maintenant ~ue, d'apres ce ~ui a ete dit plus haut, 

2 H (Y 
1

,G ) 
p -m 

2 H (Lt,G ) e -m 

done ~ue tout element de 2 
H (Y l ,G ) p -m 

topologie etale. On obtient alors s 

s'annule localement pour la 

Theoreme (5.1). Soit f : X--~ Y un morphisme ~uasi-compact et 

~uasi-separe satisfaisant (5-3) et ajmettant une section localement 

fppf sur y • Alors tout element ~ du grouEe de Picard relatif 

Pic(X/Y) se realise localement pour la topolo~ie etale sur y ~ 

un element de Pic(X) ' 2:·~· on peut trouver une famille surjective 

de morphismes etales Y. -~ y ' tel que chaque ~i = image de J l. 

dans Pic(XxyY./Y.) soit image d 1un element de Pic(XxyYi) 
l. l. 

Lors~ue la relation (5.3) a lieu universellement, on peut encore 

exprirner ce resultat en disant ~ue Pic~/Y , ~ui a ete defini via 

le foncteur Y' ~ Pic(XxyY') en passant au faisceau associe pour 

la topologie fidelement plate, et ~ui en vertu de (5.4) est aussi le 

faisceau associe pour la topologie fidelement plate de presentation 

finie, peut aussi se calculer plus simplement comme le faisceau asso-



cie pour la topologie etale, i.e. on a 

(5.7) 

(avec le m~me grain de sel que ci-dessus). Une autre fagon essen­

tiellement equivalente d'exprimer (5.1) est la suivante : 

Corollaire (5.2). Sous les conditions de (5.1), supposons de plus 

Y strictement local, alors l'homomorphisme Pic(X) -~ Pic(X/Y) 

est surjectif, done on a un isomorphisme 

(5.8) Pic(X/Y) ~ Pic(X)/Pic(Y) = Pic(X) 

Utilisant maintenant la suite spectrale de Leray pour 

et le faisceau G , et utilisant (5.1), on trouve le 
-m 

Corollaire (5.3). Sous lea conditions de (5.1), on a une suite exac-

te canonique : 

ou le groupe de cohomologie ecrit est pris au sene de la cohomologie 

etale (l'exposant 2 tr au groupe H (X,G ) • Br'(X) 
-m 

indique le sous-

groupe des "elements transgressifs" au sene de la suite spectrale). 

(5.4). Un inter~t particulier s•attache a l'homomorphisme 

(5. 9 bis) ~ : Pic(X/Y) ~ Br'(Y) = H2(Y,G ) 
-m 
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qui apparait comme un homomorphisme d'obstruction au relevement d'un 

element du groupe de Picard relatif de X en un element du groupe 

de Picard absolu. On notera qu'en general, cet homomorphisme ne 

prend passes valeurs dans le groupe de Brauer geometrique Br(X)~Br'(X), 

comme on voit en prenant pour Y la surface normale de MUMFORD si­

gnalee dans [BR II 1.11 b~ , pour X l'ouvert complementaire du 

point singulier. J'ignore ce q_u'il en est lorsque f est plat e'li 

propre de presentation finie, et q_ue la relation (5.3) est vraie 

universellement. Dans ce cas, moyennant une legere hypothese supple­

mentaire sur l' element envisage ~ de Pic (X/Y) , on peut cepen­

dant-donner une construction geometjique simple d'un fibre de Brauer­

Severi P sur Y dont la classe dans Br(Y) est 8( ~ ) • Pour 

exprimer cette condition, considerons un morphisme etale et surjec-

tif Y I -~ Y t l 1 1 • d '!=. e q_ue ~mage e 
1 

dane Pic(X'/Y') provienne 

d'un faisceau inversible L sur X' • N9tre condition est que 

a) f~(~') soit un faisceau localement libre sur Y' , dont la 

formation commute a tout changement de base (i.e. q_ue L' soit f'co­

homologiq_uement plat sur Y' en dimension 0)), au sens de [EGA III 

7 .8.1] , et q_ue de plus 

b) pour toute fibre geometrique X..L 
Y' 

de X' sur yr , l'ima-

ge inverse de L' sur cette derniere puisse ~tre definie par un di-

viseur (de Cartier) positif, i.e. que ce faisceau admette une sec-

tion q_ui soit partout reguliere. (Ces conditions, manifestement, ne 

dependent pas du choix de Y' ~'). Considerons alors le fibre 
II 

projectif P(f~(~')) , il est muni d'une donnee de descente naturelle 

pour Y' --> Y , et gr~ce a a) cette donnee est necessairement effec-

1 
l 
1 
l 
l 
l 

I 
l 
I 
j 

l 



tive, car elle laisse stable le faisceau des differentielles rela-

tives de degre maxima, dont l'inverse est relativement ample. Desi-

PI/(~) gnons par ) le Y -preschema descendu, qui est done un fibre 

de Brauer-Severi [BR I 8] sur Y • Utilisant b), on voit que dans 

P = P( f) il y a un ouvert canonique V , qui represente le fonc­

teur Y' ~ ensemble des diviseurs rela~ifs positifs de X' sur 

Y' dont la classe dans Pic(X'/Y') est egale a 5 I image de ' 

dans Pic(X'/Y') ; lorsque les fibres geometriques de X sur Y 

sont integres, cet ouvert est meme egal a p ' ce qui fournit alors 

une interpretation geometrique pour P , comparer [16, V th. 4·3] . 
On (plus precisement, J. GIRAUD) verifie que la classe de cet element 

dans Br(X) est bien 5( ~) • Lorsque f est projectif et Y 

quasi-compact, alors tout element de Pic(X/Y) s'ecrit comme diffe-

renee de deux elements qui sont"suffisamment amples" pour que les 

hypotheses a) et b) envisagees plus haut scient satisfaites. On trou-

ve par suite : 

Corollaire (5.5). Soit f 1 X--+ Y un mi[Phisme projectif, plat 

et de presentation finie, avec Y quasi-compact, tel que pour tout 

y ~ Y , on ait k(y) ~ H0 (Xy'~X ) • Alors l'homomorphisme d'obs­
y 

truction (5.9 bis) prend ses valeurs dans Br(Y) , i.e. induit un 

homomorphisme 

(5.10) Ptc(X/Y) -~ Br(Y) 

Soit maintenant X un schema propre sur un corps k , que nous 

supposons separablement clos mais pas necessairement algebriquement 

clos. Nous nous proposons d'utiliser les relations entre la topologie 
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etale et la topologie fppf pour etudier lea relations entre Br 1 (X) 

et Br 1 (X 1 ) , ou X 1 = X ~ kk 1 k' etant une clature algebrique 

de k • Nous considerons le morphisme de sites 

et la suite spectrale de Leray cor~spondante, pour le faisceau 2m 
sur Xpl • Soit A = H0 (X,~) , qui est une algebra commutative 

finie sur k 
' 

alors on trouve immediatement que f (G ) plJE -m est le 

faisceau defini par le schema en groupes lisse G sur k des uni-

tes de A • Par suite, utilisant le resultat signale au debut du 

no, on trouve 

(5.11) (i) 1) 

D'autre part, on a par definition essentiellement 

(5.12) R 
1 

f pl3t (2m) = Pi c:X/k 

et la suite spectrale de Leray donne alors une suite exacte 

D1autre part, le calcul habitual de R2f 1 (G ) comme le faisceau 
p 3E -m 

associe a un certain prefaisceau nous donne, par un passage a la li-

mite facile 

(5.13) 

ou le deuxieme membra designe le sous-groupe de H2 (X',9m) forme des 

elements "invariants" au sene de la descente Spec(k') -4 Spec(k) 

i.e. 
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(5.14) 

ou on a flose 

(k" = k' ® kk') 

Ainsi on trouve 

Proposition (5.6). Soit X propre sur k corps separablement clos, 

et soit k' une cl6ture algebrique de k 

on a la suite exacte (5.12), qui nous donne en particulier la suite 

exacte 

en particulier pour ~ue Br' (X) ~ Br' (X') soit injectif, il faut 

et il suffi t que H1 (kpl'Pic~/k) = 0 . Si H2 (kp1 ,Pic~/k) = 0 ' !::_-

lors l'image de Br' (X) dans Br' (X') est le sous-groupe Br'(X')inv 

decrit dans (5.14). 

Le cas le plus interessant est oelui ou Pic~/k est lisse, car 

d 1apres le resultat deja invoque, on en oonclut alors 

(5.15) 

et par suite 

Corollaire (5.7). Avec lea notations de (5.6) supposons que Pic~/k 

soit lisse sur k (par example H2(x,~x)=O , ~ H1 (x,~x)•O). Alors 

!'application Br'(X) --~ Br'(X') est injective, son image est for­

mea des elements "invariants" de Br 1 (X') (definis par (5/14)). 
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En particulier, utilisant (1.2), on trouve 

Corollaire (5.8). Soit X une courbe algebriq_ue propre sur un corps 

k separablement clos. Alors Br'(X) = Br{X) = 0 

Remarq_ues (5.9). Lorsq_ue P = Pic~/k n'est pas necessairement lisse 

sur k , supposons q_ue p 
red soit un sous-schema en groupes pr de 

X lisse sur k (condition automatiq_uement verifiee lorsq_ue P0 est 

propre sur k , par exemple lorsq_ue X Gst geometriq_uement normal 

sur k), de sorte q_u'on a une suite exacte de schemas en groupes 

(5.16) 0 --? P' --7 P -;.. P" --)' 0 

ou P' est lisse et P" est un groupe fini radiciel sur k • La 

suite exacte de cohomologie et Hi(kpl'P') = Hi(ket'P') = 0 pour 

i ~ 1, nous donnent alors 

(5.17) (i J 1), 

ce q_ui nous ramene au calcul des Hi a coefficients dans le groupe 

fini radiciel P" • Un devissage facile nous donne pour un tel grou-

pe 

(5.18) H
1
(kpl'P") f 0 siP" f O, k non parfait, 

Hi(k P") = 0 pl' pour i) 2 

ce q_ui nous montre q_ue l'application Br'(X) --? Br'(X')inv est 

necessairement surjective, et q_ue (lorsq_ue ·k n'est pas parfait) son 

noyau est nul si et seulement si Pic~/k est lisse sur k • D'ail-

leurs, sans aucune hypothese preliminaire sur P , on peut montrer 



que l'en a 

(5.19) Hi ( kpl , P) = 0 pour i ) 2 

(utiliser l'existence d'un sous-groupe fini radiciel N de P tel 

que P/N soit lisse). Il en resulte que Br'(X) ~~ Br(X')inv est 

en tous cas surjectif. 

6. Theoreme de purete pour le groupe de Brauer. 

Scient X un preschema localement noetherien regulier, Y un 

sous-preschema ferme, de c0dimension d) 0 en chaque point. On 

s'interesse aux faisceaux de cohomologie locale ~i(~) , qui s'in­

troduisent dans l'explicitation des relations entre la cohomologie 

de X et celle de X-Y a coefficients dans G via la suite exacte 
-m 

bien connue [sGA4 V 4.3 et VIII 6.6] 

( 6.1) 

et la suite spectrale {variante de la suite spectrale de Leray) "de 

passage du local au global" : 

{6.2) H (X G )/ Ep,q = HP(y Hq(G )) 
Y '-m "" 2 '-Y -m 

On trouve immediatement les valeurs 

(6.3) 

d I 1 

{ 

0 si 

~ .&y, ,x 
~ 

si d = 
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(6.5) 

ou les Y. sont les composantes irreductibles de Y • Les faisceaux 
l. 

lii(2ro) pour i > 3 sont des faisceaux de torsion, comma il resulte 

de !'expression habituelle des fibres geometriques 

(6.6) i ( ) "" i-1 (- - ) H:'_ G - -- H X-Y ,G =r-my -m pour i) 2 

(ou X, Y sont les localises stricts de X, Y en y), et de (:SR II 1 .4). 

On dira que le couple (X,Y) satisfait au theoreme de purete pour 

le groupe de :Brauer (resp. relativement a !'ensemble ~de nombres 

premiers), si l'on a 

( 6. 7) 0 i.e. H2 (X-Y,~) = 0 pour tout point 

geometrique -y de y 

(rasp. si pour tout j t=. ~ , la composante j -primaire de gi(2ro) 

est nulle). Lorsque dim X= 1 , done d = 1 , cette notion est 

justiciable du n° 1, qui implique que la propriete de purete est sa-

tisfaite si les k(y) y ~ Y , sont parfaits, et que la propria-

te de purate est satisfaite en tous cas pour tout nombre premier j 

distinct des caracteristiques de ces k(y) 

Revenant au cas general du debut, il est assez plausible que le 

couple (X,Y) satisfait toujours au theoreme de purete pour le grou-

pede :Brauer, lorsqu'on se borne dans le cas d = 1 a l'enoncer pour 

les j distincts des caracteristiques residuelles de Y • On peut 

en tous cas des a present donner a cet egard les resultats suivants 

Theoreme (6.1). Soient X un preschema regulier, Y un sous-presche-



ma ferme de codimension d partout. Alors le couple (X,Y) satis-

fait au theoreme de purete pour le groupe de Brauer, relativement 

au nombre premier t , dans chacun des cas suivants 

a) dim X = 1 , et pour tout y ~ Y k(y) est parfait ou 

t ., ~ k(y) 

b) dim X 2 d 2 

c) X est lisse sur un corps k , et t f ~ k 
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d) X est de caracteristique nulle et excellent ~GA IV 7.8.2]. 

Demonstration. Le cas a) est mis pour memoire,il vient d'~tre rappe-

le. Pour le cas b), on peut supposer X strictement local, Y re-

duit a son point ferme, et on est ramene a prouver que sous ces con-

di.tions, on a • Or le premier membre est identique 

a Br(X-(y)) en vertu de (BR II 2.2). On est dono ramene a prouver 

que toute Algebra d'Azumaya ! sur X-(y) est triviale. Or comme 

on a vu dans la demonstration de (BR II 2.2), si i : X-(y) -~X 

est l'injection, alors i (A) 
]!-

est encore une Algebra d'Azumaya, 

gr~ce au fait que dim X= 2 • Comme cette derniere est~iviale en 

vertu du theoreme d'AZUMAYA ~R I 6.1] , il en est de m~me de ! 

Pour lea autres cas, notons que si X est strictement local, alors 

1~ relatic;n 2 
H (X-Y,G )(t) = 0 

""111 
que nous desirons etablir equivaut, 

en vertu de la suite exacte de Kummer (BR II 3.1) et de la relation 

Pic(X-Y) = 0 ' a la relation 

(6.8) 2 -
H (X-Y, r·too) = 0 

qui est une relation du type "purete topologique" habitual. Ainsi, 
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revenant au cas general, le couple (X,Y) satisfait au theoreme 

de purete pour le groupe de Brauer, relativement a 1, si et seule-

ment si on a 

(6.8 bis) 

et il suffit pour ceci (et il faut egalement, comme on constate sans 

peine) Qu'on ait pour tout n la relation 

(6.8 ter) 0 

Or on a, plus generalement, 

(6.9) 

dans les cas c) et d), comme il est preuve dans [saA 4 XVI 3 .9, XX J . 
Ceci prouve d'ailleurs plus generalement, sous les conditions c) ou 

d) : 

( 6.10) 0 si (i ~ 1 ou d ~ 1) et i ( 2d 

Corollaire (6.2). Sous l'une des conditions de (6.1), lorsQue d) 2 , 

l'homomorphisme de restriction 

est bijectif, et 

est injectif ; lorsQue d = 1 , i.e. Y est un diviseur, alors on 

ala suite exacte (contenant essentiellement celle de prop. (2.1)) : 



En effet, dans le cas d '1 2 on aura. !!.i<2u) (7) = 0 pour 

i {_ 3 d'ou Hi(x,~)(t) = 0 pour i 4 3 ; dans le ca.s d = 1 la. 

suite spectra.le (6.2) donne a.isement 

(6.11) 

compte tenu de 1 
H (Y,~ = 0 , d'ou a.ussit6t (6.2). 

7. Inva.riance bira.tionnelle du groupe de Brauer. 

Theoreme (7.1). Scient X un preschema. regulier, Y un sous-pre-

schema. ferme regulier, X' le preschema. deduit de X en fa.isa.nt 

ecla.ter Y [EGA II 8.1.3], t un nombre premier. On suppose qu'on 

est sous l'une des conditions suiva.ntes : 

a.) t est distinct des ca.racteristiques residuelles de y 

b) Le couple (X,Y) sa.tisfait au theoreme de purete pour le 

groupe de Brauer, relativement a t (of n° 6). 

Sous ces conditions, l'homomorphisme canonique 

est un isomorphisme (ou Br'( 

Brauer cohomologique). 

) designe , le groupe de 
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Signalons tout de suite les corollaires suivants 

Corollaire (7.2). §£i! f : X--~ Y un morphisme propre birationnel 

de preschemas reguliers noetheriene de dimension< 2 • Alors l'ap­

plication induite Br(Y) --~ Br(X) est bijective. 

On peut en effet supposer X et Y integres et de dimension 

2. On sait alors _[2] que f se factories en un compose fini de mor-

phismes X. -~X. 
1 ~ ~-

, tel que X. se deduise de X. 1 en faisant 
~ ~-

eclater un point ferme yi-1 • Comme le couple (Xi_1 ,yi_1) satie-

fait au theoreme de purete pour le groupe de Brauer, en vertu de 

(6.1 b), il s'ensuit par (7.1 b) que Br(Xi_1) ~ Br'(Xi) est bi­

jectif pour tout i , done le compose Br'(Y) -7 Br'(X) l'est 

egalement. On conclut gr~ce a (BR II 2.2) qui permet d'identifier 

les Br' aux Br 

Corollaire (7.3). Soit f : X --t Y un morphisme birationnel de 

preschemas reguliers excellents [EGA IV 7.8.2] de caracteristique 

~· Alors l'homomorphisme induit Br'(Y) -~ Br 1 (X,G ) 
-m 

groupes de Brauer cohommlogiques est un isomorphisms. 

sur lee 

En effet, en vertu de la theorie de HIRONAKA [21) , on sai t (*) 

qu'il existe un morphisme propre birationnel X' ~~X , tel que X' 

puisse se deduire de X et de Y par deux suites d'eclatements du 

type envisage dans (7.1). Ceci nous ramene au cas ou f: X_...,;> Y est 

defini par un tel eclatement, cas qui est justicia~le de (7.1 a). 

Demonstration de (7.1). Nous prouverons danu l'un et l'autre cas en-

(*) C'est apparemment un malentendu de la part de !'auteur; neanmoins, on 
signale plus bas qu'une autre demonstration de 7.3 peut @tre donn,e, 
cf. (7. 4). l 

j 



visag6 la relation 

( 7 .1) 

On a d 1autre part aussitot les relations 

(7.2) f(J X,)=G X * -,u -,u 

(7.3) R
1

f (G X') 3E -,u 
I I z ·7r -Y. ,x 

~..;:: ~ 

ou Y. parcourt les composantes irreductibles de codimension ~ 2 
~ 

de Y • I.es deux relations precedentes nous fournissent, via la 

suite spectrale de Leray, la suite exacte 

compte tenu q_ue pour tout i Comme l 1 homomorphisme 

Pic(X 1 ) -~£1 est surjectif comme on constate aussitot, on conciut 

la suite exacte 

(7.4) 

Ainsi le th6oreme (7.1) resulte aussitot de cette suite exacte, et 

de la formule (7.1), q_ue nous allons maintenant prouver. 
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Nous pouvons supposer X strictemont local, et nous semmes alors 

ramenes a prouver q_ue l 1 on a 

Or soi t 7' 1 1 irr.agE: inverse de Y dans X 1 
, alors f indui t un 

isomorphisme X1 -Y' ~~-X-Y , done sous ls condition b) on conclut 

q_ue 8t 0omme d'aut~e part 
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--? n2(X'-Y',2m) est injectif (BR II 1.8) on en conclut bien 

n2(x' ,G ) = 0 • Supposons maintenant satisfai te la condition a), 
-m 

i.e. t distinct de la caracteristique residuelle de X • Alors 

en vertu de la suite exacte de Kummer (BR II 3.1) on est reduit a 

prouver que !'application "classe de cohomologie associee" 

est surjective. Or on sait par le "theoreme de changement de base 

pour un morphisme propre" (SGAA XII 5.5) que l'on a un isomorphisme 

par l'homomorphisme de restriction~ ou X' 
0 

est la fibre 

de X' en le point ferme y de X , qui est ici un espace projeo­

tif sur k(y) . On sait alors que H2 (x~, ~tn) ~ ~jn~ , l'iso­

morphisme etant donne a l'aide de la classe de 2 -cohomologie asso-

cie au generateur canonique d_e Pic(X') 
0 

• Comme ce generateur est 

dans Im(Pic(X') ~ Pic(X')) , de fa9on precise est induit par le 
0 

faisceau inversible sur X' associe au diviseur -Y' (comme il est 

bien connu), il s'ensuit bien que (~) est surjective, ce qui acheve 

la demonstration de (7.1). 

La demonstration donnee plus haut pour (7.3) n'utilise pas le 

theoreme de purete cohomologique, assez delicat dans le cas invoque 

dans (6.1 d) et du alors aM • .A..'l.TIU (SGA4 XX), mais "seulement" la 

resolution des singulari tes de HIRONAKA (*). Une d~monstration differen-

te via la purete cohomologique, analogue a celle de (7.1 a), permet 

d'obtenir d'autre part un resultat plus general, s~ns utiliser ne-

cessairement la resolution t_es singularites : 

(*) sous une forme erronee de plus, comme on l'a signale plus hautl 
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Theoreme (7.4). Soient X Y deux preschemas sur un preachema 

localement noetherian S f : X -~ Y ~ S -application ra-

tionnelle, 7 un nombre premier. Suppoaons Y propre sur S X 

regulier, et que pour tout soua-presch~ma ferme Z de codimension 

~ 2 dans X , le couple (X,Z) satisfaase au theoreme de purete 

pour le groupe de Brauer, relativement a t (cf. (6.1)). Alors il 

existe un unique morphisme Br'(Y)(7) ~Br'(X)(7) rendant commu-

tati~ lea diagrammes 

Br 1 (Y)(7) -~ Br' (X)(7) 

J 1 
Br 1 (f(x)) (7)-~ Br' (x)(t) 

ou X eat un point maximal de X • Lorsque y est egalement re-

gulier et satisfait la meme hypothese de purete que X , que X 

est egalement propre sur s et si on suppose de plus que f est 

birationnel, alors Br' (Y)(7) -~ Br 1 (x)(t) est un isomorphisme. 

L'unicite provient du fait que envertu de (BR II 1.8), 1 1appli-

cation naturelle de Br'(X) dans le produit des Br(x) (x par-

courant les maximaux de X) est injectif, X etant regulier. Pour 

l 1 existence, utilisant la proprete de Y sur S , on voit qu 1il 

existe un ouvert U de X , dent le complementaire est de codimen-

sion). 2 , tel que f soi t definie sur U , d 'ou un morphi sme 

Br'(Y) --'? Br'(U) dono Br'(Y)(7) -~ Br•(u)(t) • Comme d'apres 

l'hypothese de purete, !'application Br'(X)(t) -~ Br'(U)(t) est 

bijective, on gagne. La derniere assertion de (7.4) resulte immedia­

tement de la premiere, appliquee a f et a r-1 
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Corollaire (7.5). ~ k un corps,~ X un schema regulier va-

riable, propre sur k • Si dim X~ 2 
'-;:: 

, alors Br' (X) = Br(X) est 

un invariant birationnel en X , et il en est de m~me de Br'(X)(t) 

pour tout t f car k , sans hypoth~se sur la dimension de X 

Resulte aussitot de (7.4) et de (6.1 b) c)). 

Remar~ues (7.6). 

a) Compte tenu des ~bservations faites au n° 6, il est possible 

~ue les hypotheses de purete faites dans (7.4) soient conse~uence 

des autres, de sorte ~ue Br'(X) soit toujours un invariant bira-

tionnel pour les schemas reguliers et propres sur une base S don-

nee. Le premier cas douteux se presente pour un schema projectif et 

lisse de dimension 3 , sur un corps algebri~uement clos de car. 

P> 0 , pour la composante p -primaire du groupe Br'(X) • -Bien 

entendu, la demonstration de (7.4) via le theoreme de purete est e~acte-

ment la m@me que la d~monstration classique ~tablisssant l'inva-

riance birationnelle du groupe fondamental ou des espaces de diffe­

rentielles H0 (X,£bxfk) pour des schemas propres et lieses sur un 

corps k , via les theoremes de purete correspondants. 

b) L'argument de (7.3), utilisant le theoreme de structure de 

HIRONAKA pour les morphismes birationnels propres de schemas reguliers, 

s'il n'est pas indispensable dans le contexte present, s'insere ce-

pendant parmi d'autres resultats de nature cohomologi~ue utilisant 

le meme principe, et dont le premier est dil a IIIRONAKA lui-meme : si 

f: X --~Y est un morphisme propre birationnel de preschemas regu-

liers, alors pour tout i) 0 • Signalons egalement 



que pour tout y t Y , la fibre geometrique X- a tous ses groupes 
y 

de cohomologie de dimension impaire nuls (coefficients finis cons­

tants)(*). Dans le cas du H1 
, ce resultat peut se preciser en la 

relation ~(XY) = 0 , dont une demonstration directe, via le theo­

reme de purete de Zariski-Nagata et le "theoreme de specialisation 

pour le If" 
1 (SGA4 XII), independante de la resolution, est imme-

diate. Notons en passant que le resultat sur le H1 qu'on vient de 

signaler equivaut au fait que Pic~yik(y) (voir [16 vj pour la de­

finition) est un groupe algebrique unipotent (au sens general de 

( SGA 3 XVII)), et on peut se demander si ce groupe est n.~me necessai-

rement nul ; c'est vrai en tous cas si 

8. Groupe de Brauer et dualite. 

dim X = 1 
y 
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Je renvoie a l'expose de TATE [32] pour les relations de dualite 

dans le groupe de Brauer d'une surface projective lisse sur un corps 

fini, liees a la dualite de CASSELS dans le groupe de Tate-Chafare-

vitch. Nous nous bornons ici a quelques remarques sur des relations 

de dualite dans le groupe de Brauer dans des cas proprement "geome­

triques" (corps de base ou corps residual algebriquement clos). 

8.1. Precisons d'abord les relations entre le groupe de Brauer co-

homologique Br'(X) et la cohomologie t -adique. De fa9on generale, 

si M est un groupe, et t un nombre premier, posons avec TATE 

( 8.1) 

(*) Precisons que ces resultats se demontrent en utilisant la resolution 
sous la forme effectivement etablie par Hironaka! 
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ou pour tout entier n Iv1 designe le noyau de la multiplication 
n 

par n . Lorsque le sous-groupe de t -torsion M(t) de r~r est 

de co type fini, i.e. isomorphe a un sous-groupe d'un (fltl'l!t)n 
ce qui equivaut aussi a j.M fini, alors Tt(M) (qui de toute fa9on 

ne depend Que de M(t)) est un module 1-i bre de ty;pe fi_ni sur 'l:.t 
Sa connaissance equivaue alors a la connaissance du pJ~s grand sous-

groupe divisible M(l) 0 de l~(t) , qui est aussi le plus petit 

sous-groupe d' indice fini de M(t) . En effet, d 'une part Tt(M) 

est aussi isomorphe a Tt(M(t) 0
) , par !'inclusion canonique 

M(t) 0 --~ M , et d'autre part M(t) 0 est canoniquement isomorphe 

a Tt(M) Q) '!!...-/!- /Tl(M) • Supposons par exemple que 

(8.2) M = Hi(x, /ftoo) d!n !.)~ Hi(x, JPpJ) 

ou X est un preschema tel que 

alors par passage a la limite projective dans les suites exactes 

faisceau t -adique de TATE) : 

(8.3) 

ou on a pose 

(8.4) 

qui est done un groupe fini l'; 1- -torsion, et s 1 identifiG done~ par 



( 8. 3), au sous-module rie torsion du 'ft -module de type fini 

dont la partie libre s'identifie, a son tour, a Tt(Hi(X, ~~oo)) 

On en deduit egalement un isomorphisme 

(8.6) 

qui montre que Hi (X /f..\ ) 
' If too et se determinant mu-

tuellement mod groupes finis. 

8.2. Un passage ala limite analogue dans la suite exacte de Kummer 

(BR II 3.1) nous donne de meme une suite exacte 

(8.7) 

en supposant maintenant que Pic(X) est extension d'un groupe de 
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type fini NS(X) (le groupe de Neron-Severi) par un groupe divisible, 

et que H2 (x,~t'f) est fini. On trouve en passant le fait, classi-

que dans la theorie transcendante, que la composante t -primaire du 

sous-groupe de torsion de NS(X) est isomorphe au sous-groupe de 

torsion de H
2

(X,'ft [1] ) , en merna temps qu'on precise du point de 

vue de la cohomologie t -adique la relation entre le croupe de Brauer 

(ou plus precisement 1 Tt(Br 1 (X)) ) et la "partie transcendante" du 

H2 , comparer (BR II 3 passim). 

Lorsque X est une surfacE> propre, lisse et connexe sur un cor.ps 

k algebriquement clos 1 il y a lieu de considerer sur le terme median 

de (8. 7) la forme bilineaire symetrique canonique:, fournie par le 

cup-produi t' qui ast a val.~.. s dans 
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Cette forme (en negligeant la torsion du H2) est non degeneree; 

et indui t sur NS(X) €9 'lf:-t la forme bilineaire dedui te de la ~ 

intersection sur NS(X) , provenant de la multiplicite globale d'in­

tersections de diviseurs sur X [15] • D'apres IV!ATSUSAKA [27] , cette 

derniere forme est non degeneree. Tensorisant alors la suite exacte 

( 8. 7) par S.t , on trouve que Tt(Br (X)) 3 '!!...ft. s 'identifie cano­

nig.uement a 1 'orthogonal de NS(X)@ '!!...ft. dans H
2

(x,s_t [ 1} ) , et 

que le cup-produit definit sur cet espace une forme quadratique non 

degeneree. L'interpretant comme une forme quadratique sur Tt(Br(X)) 

a valeurs dans S.t ' (et tenant compte que le cup-produit induit 

m~me une autodualite de H2/torsion) on trouve aisement que cette for-

me est a valeurs dans 'l!..t si et seulement si le discriminant de la 

forme intersection sur NS(X)/torsion est une unite t -adique -con-

dition qui est verifiee done pour presque tous les nombres premiers 

t -, et que dans ce cas on trouve une autodualite de Tt(Br(X)) 

8.3. Ce resultat ne concerne essentiellement que la partie divisible 

Br'(X) 0 du groupe de Brauer cohomologique. On peut egalement donner 

une relation de dualite concernant le groupe fini Br'(X)/Br'(X) 0 

qui grdce ala suite exacte de Kummer (BR II 3.1) s'explicite comme 

(8.8) Br'(X)/Br'(X)0 C:. H2(x, iM )/H2(x, ~~ )0 

u rn ii tro 
(compte tenu que Pic(X) ® S:j/'l!..t = NS(X) ® S.tl'l!..t est divisible). Uti­

lisant (8.3) pour i = 3 , on trouve done 



.. 

valable independamment des hypotheses particulieres posees au debut 

de l'alinea precedent pour X • Loreque celles-ci sont verifiees, 

alors les relations de dualite, bien connues dans le cas classique, 

et qui resultant aisement par passage ala limite des resultats de 

duali te [sGA. 4 XIX J pour des coefficients de torsion, donnent des 

accouplements de dualite 

('8.10) 

(ou n =dim X), qui nous donne en particulier, faisant n = 2 et 

i = 3 et tenant compte de l'isomorphisme deja signale 

ainsi que de (8.9), l'accouplement de dualite 

(8.11) Br(X)/Br(X)
0 

x NS(X)(t) --~ stf~t 

qui fournit done un isomorphisme 

(8.12) Br(X)/Br(X) 0 ~ Hom(NS(X)(t),gj~ 

(ou, rappelons-le, NS(X)(t) est le sous-groupe de t -torsion de 

NS(X)) 

On a des resul tats analogues pour dim X). 3 , mais pour defi-

nir alors une forme quadratique remarquable sur Tt(Br'(X)) 

leurs dans st , il faut utiliser une polarisation de X 

a va-

dont la 

classe de cohomologie t -adique ~ G H2 (x,~t [1] ) permet alors de 

definir une forme bilineaire s,ymetrique (x,y)~ xy; n-2 sur 

H
2 (X,~t [1} ) , a valeurs dans ~t 
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8.4. Supposons maintenant que X soit le spectre d'un anneau local 

normal complet A, de dinension 2, a aorps residual k algeb~i~uenent clos, 

et supposons que l'on peut 11resoudre" X , i.e. qu'il existe un mor-

phisme propre et birationnel 

f X' ~X 

avec X' regulier, induisant un isomorphisme X' I u U' ~u ou 

U X - (x) 

X etant le point ferme de X • Supposons de plus que k ait eta 

releve en un sous-corps de A , de sorte que A est une k -algebre 

(cette hypothese n'etant sans doute pas essentielle). Comme il a ete 

signale dans [sGA 2 , XIII 5} on peut sous ces conditions construi­

re canoniquement un schema en groupes lisse et de type fini sur k 

soit Picu , et un isomurphisme 

(8.13) Pic(U) = Picu(k) 

de Pic(U) avec le groupe des points a valeurs dans k de PicU 

Cela nous fournit done pour Pic(U) une structure d'extension 

(8.14) 0 -~ Pic(U) 0 -~ Pic(U) -~ NS(U) 4 0 

ou on a pose 

(8.15) NS(U) = !§u(k) 

P
o 0 

:..!2u designant la composante neutre de Picu , et !§u le quotient 

de Picu par cette composante. La construction indiquee dans loc. cit. 

permet d'ailleurs de preciser la structure de NS(U) , en introdui-



sant la matrice d'intersection 

(c .• c .)
1 

.. 
~ J ~ ~,J ~ r 

definie par les r composantes irreductibles C. 
~ 

de r-1(x) 'd sur re 

le schema regulier X' : en vertu de MUMFORD [28} , cette matrice 

est definie negative, done le conoyau de l'homomorphisme. 

qu'elle definit est un groupe fini, dont l'ordre n'est autre que la 

valeur absolue du determinant de cette matrice. Ceci pose, on trouve 

que NS(U) est canoniquement isomorphe a ce groupe fini. La matrice 

envisagee etant symetrique, on voit aussit8t que ce groupe est cano-

niquement autodual (par un accouplement symetrique a valeurs dans 

sf~, d'ou une autodualite symetrique 

(8.16) NS(U) X NS(U) -~ W& 

d0nt on constate aisement qu'elle est independante de la resolution 

X' choisie. 

Si maintenant ; est un nombre premier distinct de car k 
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alors la structure connue des groupes algebriques commutatifs connexes 

sur k [9, exp. 4] montre que Pic(U) 0 est un groupe ; -divisible, 

done la suite exacte (8.14) nous donne, pour toute puissance 

de ; , une suite exacte 

(8.17) 

Comparons cette suite exacte avec la suite exacte de Kummer 

y 
n =; 
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0 ~ Pic(U) ~H2 (u, fU ) ~ Br(U) ~ 0 
n li n n 

ou pour tout groupe M , on pose M = M/nM n 
• Utilisant (8.14) et 

1 f ·t P1."c(U) 0 e a1. que est t -divisible, on trouve Pic(U) ~ NS(U) , n n 

de sorte que la suite s'ecrit aussi 

(8.18) 0 ~ NS(U) ~· H2 (u, fU ) ~ Br(U) ~ 0 n U 'n n 

Je dis que les suites exactes (8.17) et (8.18) sont duales l'une de 

l'autre, du moina si c~r k = 0 • Pour s'en convaincre, notons qu'on 

a aussi, gr~ce a la suite exacte de Kummer, un isomorphisme 

(8.19) Pic(U) = H1(u, ~) 
n U n 

donnant une interpretation cohomologique du terme median de (8.17). 

D'autre part, on a un accouplement par cup-produit 

(8.20) 

et un isomorphisme canonique 

moyennant lequel (8.20) deviant une dualite (Theoreme de dualite lo­

cale [sGA 5 I]). Ainsi les termes medians de (8.17) et (8.18) sont 

duals l'un de l'autre. Il resterait a verifier que dans cet accouple-

ment, NS(U) et Pic(U) 0 

n n s'annulent mutuellement, et que l'accou-

plement 

qui s'en deduit par passage au quotient est aussi celui qui est deduit 

de l'autodualite canonique (8.16). Il en resultera que cet accouplement 



est non degenere, done une dualite, et ~ue NS(U) 
n 

et Pic(U) 0 

n 

sont exactement annulateurs l'un de l'autre, ce ~ui preuve notre 

assertion. On trouve alors un accouplement 

(8.21) Br(U) x Pic(U) 0 
__ , sf& n n 

~ui est une dualite parfaite. Passant a la limite sur n , on peut 

ecrire ceci comma un isomorphisme canoni~ue 

(8.22) 

On en conclut en particulier ~ue Br(U)(t) est un groupe divisible, 

(compte tenu de la structure des groupes algebri~ues commutatifs sur 

k) 0 

Remar~ues (8.5). Pour ~ue la demonstration ~ui precede soit complete, 

il faudrait faire la verification signalee plus haut. Le redacteur 

ayoue ~u'il ne l'a pas faite, mais pense ~u'elle ne doit pas offrir 

de difficulte. Bien entendu, la restriction car k = 0 ne nous a 

servi ~ue via l'utilisation du theoreme de dualite locale, ~ui reste 

sans doute valable sans cette hypothese. (La difficulte techni~ue, 

non surmontee a l'heure actuelle, est dans la demonstration du theo-
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reme de purete cohomologi~ue sur un schema regulier de dimension 2 ••• ) 

Enfin, il y aurait lieu d'analyser ce ~u'on peut dire lors~u'on ne 

suppose plus k algebri~uement clos, par example lors~ue k est fini. 
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9. Generalisation du groupe de Brauer invariants birationnels co-

homologi~ues superieurs. 

9.1. Le groupe de Brauer cohomologi~ue Br'(X) d'un preschema X 

s'insere dans la suite infinie d'invariants cohomologi~ues 

i ~ 0 • Cependant parmi ceux-ci seul le H
2 

= Br' possede une pro­

prieta d'invariance birationnelle (n° 7), et d'ailleurs pour i) 3 

ils coincident pour l'essentiel avec les invariants Hi(X, ;t\ ) 
.j r~) 

(GB II 3.2) et ne peuvent done ~tre consideres comme des invariants 

originaux. C'est done dans une autre direction ~u'il convient de cher-

cher une generalisation ade~uate, de nature cohomologi~ue egalement, 

du groupe de Brauer. Les invariants ~ue nous allons definir consti-

tuent en un sens l'e~uivalent, dans le contexte de la cohomologie 

t -adi~ue, des invariants ~ue fournit la consideration des classi~ues 

"differentielles de deuxieme espece" dans le contexte de la cohomolo­

gie de Hodge'- De Rham [ 6 J [19} • Le lien explici te entre les deux 

types d'invariants (~ui fournissent des vectoriels de m~me rang, sur 

le corps ~t d'une part, sur le corps de base de la variate envisa­

gee X d'autre part) est donnee, lors~ue le corps de base est le 

corps des complexes, par la consideration de la cohomologie transcen-

dante a coefficients entiers, ~ui permet (en cal~uant dans ce contex-

te les definitions ~ui vont suivre) de definir des invariants bira-

tionnels cohomologi~ues analogues "a coefficients entiers", ~ui four-

niront alors les deu:: types d' invariants precedents par simple exten-

sion des scalaires et f --~ Q. • Lors~ue le corps de base 

n'est plus le corps des complexes, et ~u'on ne dispose pas de cons-

tructions tral'J.scendantes l7.:os a la topoJ.ogie de c ' il y aurait 
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lieu, pour exprimer encore les liens entre ces deux types d'inva-

riants, de faire appel ala "theorie des motifs", en definissant 

l'un et l'autre comme etant respectivement la"realisation 1 -adique" 

et la "realisation de De-Rham" d 1un m~me motif, dont la connaissance 

est considerablement plus riche que celle des deux invariants prece-

dents auxquels il donne naissance. Ainsi, pour la dimension 1, elle 

equivaut a la connaissance de la variete d'Albanese A de X 
' 

qui 

Tt(A I) ~.: 
1 lq ) donne naissance d'une part au module de Tate H (x,~1 ' 

d'autre part a la cohomologie de De Rham de A 
' 

isomorphe (si le 

corps de base est de caracteristique nulle) a celle de X . Comme 

la theorie des motifs est a l'heure actuelle purement conjecturale, 

et qu'elle n'a encore fait l'objet d'aucun expose publie, nous nous 

bornons a ces allusions concernant la nature plus profonde des inva-

riants qui nous interessent. 

9.2. Dans la suite, nous supposons fixe un corps de base k • Scient 

f : X' --7 X un morphisme birationnel, avec X lisse sur k U 

un ouvert de X tel que le morphisme induit f-1(u) = U' -~ U soit 

un isomorphisme. Soit d'autre part F un faisceau de torsion locale-

ment constant (pour la topologie etale) sur X , premier a la carac-

teristique, et designons par F' son image inverse sur X . On a 

alors le diagramme commutatif d'applications canoniques 

Hi(X,F) 
i 

ni(u,Fi u) ----~--..;,.. 
I 

!( ~ ( 9.1) g'i J 
Hi(X',F') -----? Hi(U' ,F' I U') 

ou la deuxia!lle fl~che ve::·ticalo est un isoJ,Lcrphisme, et nous servira 
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a identifier les deux termes correspondants. Ceci pose, on a la rela-

(9.2) i Im g 

Pour le voi.r, on insere (9.1) dans un homomorphisme de suites 

exactes de cohomologie relative (ou Y =X-U, Y' = X'-U' = f-1(Y•)) 

If (X,F) ---7 

l 
If(u ,F I u) 

1 
. +1 

---~ H~ (X,F) c 
U')-"" Hi+11X1 F') / yr ~ ' 

et tout revient a prouver ~ue l'homomorphisme Hi;1 (X,F) -~ Hi;;(X',F') 

est injectif. Ceci est vrai en fait pour toute partie fermee Y de 

X (independamment de l'hypothese particuliere faite sur u), en fait 

on va definir un homomorphisme canoni~ue 

(9-3) Hj (X' F') Hj(X F) 
yr ' ~ Y ' 

inverse a gauche de l'homomorphisme Hi(x,F) ~ Hi 1 (X 1 ,F') • Nous 

utili sons la theorie de duali te sous la forme donnee dans [ SGA 4 XIX] , 

[sGA 5 I J . Utilisant l'hypothese de lissite sur X et la nature 
I 

de F , on constate ~ue R"f(F) est un complexe sur X' dont les 

faisceaux de cohomologie sont nuls en dimension (0 , et dont le 

faisceau de cohomologie en dimonsion 0 s I identifie a h (F I I vI) 
3E 

ou V' est l'ouvert des points lisses de X' et h V' --:;!o-X' l'in-

elusion. On trouve done un homomorphisme canoni~ue F' -? H0 (R 1f(F)) , 

~ui gr~ce a.ce ~ui precede s'interprete comme un homomorphisme 

I 
F' --"7 R"f(F) 



dont la donnee equivaut, gr~ce au theoreme de dualite globale pour 

le morphisme f ' a la donnee d'un homomorphisme 

(9.4) Rf (F I ) ---7 F 
* 

On a d'autre part l'homomorphisme canonique evident 

(9.5) F--)Rf(F') 
3E 

puisque F' r*(F) , et on constate aussit8t que le compose 

F -). Rf (F I ) --} F 
3E 

est l'identite (en regardant ce qui se passe sur le pl~s grand ou-

vert W de X au-dessus duquel f est un isomorphisme, ouvert 

dense puisque f est birationnel). Transformant (9.4) et (9.5)· par 

le foncteur Rry , derive du foncteur ry "sections a support dans 

Y" , on trouve des homomorphismes de complexes de groupes abeliens 
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dont le compose est egal a l'identite dans la categorie derivee •. Pas­

eant aux groupes de cohomologie, on trouve (9.3) avec la propriete 

demandee. 

9.3. Partons maintenant avec un schema lisse de type fini U sur 

k muni d'un faisceau de torsion G localement constant, premier 

a la caracteristique. Supposons de plus que U puisse ~tre inclus 

comme ouvert dense d'un schema propre et lisse X sur k • (C'est 

certainement le cas si k est de caracteristique nulle, gr~ce a la 

resolution des singularites de HIRONAKA [21} , et egalement si k est 
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parfait et dim X ' 2 , gr§.ce a ABHYANKAR [1] ) • Supposons de plus 

QUe G soit alors restriction d'un faisceau localement constant F 

sur X ; un argument bien connu, utilisant le theoreme de purete de 

ZARISKI-NAGATA [sGA 2, X 3.4] pour le groupe fondamental, montre 

QUe cette hypothese ne depend pas du choix particulier de X . Con-

siderons alors l'image 

(9.6) H~(u,a) 

Je dis Que cette derniere ne depend pas du choix de X (ce Qui jus­

tifie la notation Qu'on vient d'introduire). 

Soit en effet X' une autre compactification propre et lisse 

de U Il existe alors une compactification normale X" de X Qui 

"coiffe" a la fois X et X' , i.e. munie de morphismes X" ---7 X 

et X"--~ X' QUi induisent l'identite sur U • On est done ramene 

a voir Que Hi(X,F) et Hi(X",F") ont m~me image dans Hi(u,G) , ce 

QUi a ete vu en effet dans (9.2). 

9·4· L'invariant H~(U,G) Qu'on vient de definir se comporte evi­

demment comme un foncteur contravariant en le couple (U,G) (au sens 

habitual en cohomologie des faisceaux), en particulier, si V est 

un ouvert de U , on trouve un homomorphisme de restriction (evidem­

ment surjectif) 

H~(U,G) --~ H~(V,G) 

Supposons maintenant U irreductible, de corps de fractions K 

Comme d'habitude, nous designons par GK la restriction de K au 

point generiq_ue Spec(K) de U • Ceci di t, nous poserons 
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(9.7) 

la limite etant etendue a la famille filtrante decroissante des ou-

verts non vides V de U • Il est clair, d'apres ce qui precede, 

que Hi(K,GK) est un invariant de !'extension de type fini K de k 

et du faisceau de torsion etale GK sur Spec(K) , soumis a la con­

dition que GK soit induit par un faisceau localement constant F sur 

un modele propre et lisse convenable X de K (ou, comme on dit en-

core, que F est "non ramifie" sur un tel modele) ; ou ce qui revient 

au m~me, une fois admis !'existence d'un modele propre et lisse X 

de K , que F soit non ramifie sur les modeles propres normaux 

"suffisammept grands" (pour la relation de domination) de K Il a 

les m~mes proprietes fonctorielles en (K,GK) que H~(U,G) en (U,G) 

(ce qui permetrrait d'ailleurs, si on le desirait, d'etendre la defi-

nition a des extensions K de k qui ne sent pas necessairement de 

type fini). Il resul te du theoreme de finitude ( SGA 4 XIV) que si GK 

est un groupe fini, il en est de m~me d~s H~(K,GK) , puisque ce 

so~t des quotients des groupes finis Hi(X,F) ; ce resultat se gene­

ralise de fagon evidente au cas ou GK est un faisceau de A-modu­

les constructible, sur un anneau /\ donne. Signalons aussi que si U 

est un ouvert affine, alors sa dimension cohomologique satisfait 

cd(U) ~ dim U 

(SGA4XIV), d'ou on conclut pour nos invariants birationnels 

(9.8) 0 si i) deg.tr. K/k 

Un cas particulier interessant, en fait le plus important pour 

nous, est celui ou GK est constant, et defini par un groupe de tor-· 
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sion ordinaire G 
' 

auquel cas la condition de non ramification im-

posee a GK est automatiquement satisfaite. On ecrira simplement 

H~(K,G) au lieu de H~ (K,GK) . Lorsque k est algebriquement clos, 

ce cas comprend les faisceaux de la forme qui s 'in-

troduisent enrelation avec le groupe de Brauer. 

Lorsque X est un schema propre et lisse sur k , muni d'un 

faisceau de torsion F premier a la caracteristique, alors (K de­

signant le corps des fractions de X , suppose connexe) ~(K,FK) 

apparait comme un quotient de Hi(X,F) , qu'on peut considerer (com­

me nous verrons plus bas (10.1)) comme le premier terme du gradue 

associe a Hi(X,F) pour une filtration remarquable. C'est pourquoi 

nous ecrirons aussi 

(9.9) 

9·5· Les definitions et notations precedentes s'etendent de fa9on evi-

dente lorsque on considere, soit des faisceaux qui sont limites indue-

tives de faisceaux de torsion du type precedent, tels les faisceaux 

fAA et plus generalement ~ (n) = lim IU 19 ~ , soi t des "faisceaux 
Ll j_m il · tX) -.:;~ 11 . r 
t -adiques constants tordus", definis par des systemes projectifs 

"adiques" de faisceaux de (yt v +1.&) -modules localement constants 

Fy , ou ce qui revient au m~me sur une base connexe X , par des 

representations continues du groupe fondamental 

(relativement a un point geometrique s donne) par des automorphis-

mes de modules de type fini M sur • Rappelons que dans ce deu-

xieme cas, on pose par definition 



on definit alors les H!(u,o) et H~(K,GK) par (9.6) et (9.7) res­

pectivement. Parmi les faisceaux 1 -adi~ues, un inter~t particulier 

s'attache evidemment aux faisceaux de TATE 

= lim jf ®_~ 
~T tv 

~ui sont d'ailleurs, lors~ue k contient un corps algebri~uement 

clos, isomorphes (non canoniquement) au faisceau 1 -adique constant 

9.6. Examples en basses dimensions. Soit X propre et lisse sur k 
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et connexe, F un faisceau sur X du type envisage dans les numeros 

precedents. Pour tout ouvert non vide U de X , il est bien connu 

~ue l'homomorphisme 

1 ( 1 H X,F) --~ H (U,F) 

est injectif, ce qui montre que l'on a 

(9.10) 

On trouve en particulier, par la theorie de Kummer, si k algebri-

~uement clos 

(9.11) Gr0 H 1 (X, ~ ) H 1 (X, iJ.)_ ) ~ Pic (X) 
U i 00 ll 100 1~ 

(9.12) Gr
0
H 

1 (X,~t [1]) = H 
1 (X&t [ 1]) ~ Tt(Pic(X)) 

~ui permet d'expliciter ces invariants, modulo groupe fini provenant 

de la torsion de NS(X) , en termes de la variate de Picard Pic~/k 

(dont on peut d'ailleurs negliger lea elements nilpotents ••• ), ou si 

on prefere, en termes de la variate d'Albanese Alb(X) (dont le ca-
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ractere d'invariant birationnel est bien connu gr~ce a WEIL [25] ). 

Designant par X. 
l. 

les points maximaux de codimension 1 de X-U 

la suite exacte de cohomologie relative pour X,U donne en basses 

dimensions : 

(9.13) 0 -~H1 (X,F)-~H1 (u,F)-~~H0 (xi,(F®_&t[~ )x)~H2 {X,F)..;~H2 (U,F), 
l. 

en supposant pour simplifier ~ue F est un faisceau de t -torsion 

ou un faisceau t -adique. Le terme median doit s'interpreter comme 

le groupe des diviseurs sur X , a coefficients tordus F® .&t [-1] 

a support contenus dans X-U , et la fleche dans H2(X,U) n'est au-

tre que l'homomorphisme habitual associant a tout diviseur la 2-clas-

se de cvhomologie bien connue. Passant ala limite sur U , on trou-

ve done 

(9.14) 

ou Di v(X,F 4f) .&t [-1 J ) designe le groupe de tous les di viseurs sur 

X a coefficients tordus par F® .&t [-1}. En particulier, faisant 

F = J}\oo done F ® .&t [-1] = 9cj.f'l!.t , done 

Div(X,F ~ 'ft [ -1] ) ~ Div(X)8 ~f'ft 

on trouve, compte tenu de (BR II 3.1), un isomorphisme canonique 

(9.15) 

Done, comme promis, les invariants introduits ici generalisent bien 

le groupe de Brauer cohomologique Br'(X) (isomorphe, rappelons-le~ 

a Br(X) si dim X~ 2). Il est souvent plus interessant de travail-

ler avec des faisceaux t -adiques qu'avec des faisceaux ind-finis, 
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il y a lieu alors de remplacer (9.15) par la formula suivante, obte-

nue en faisant F = ~t [1] : 

en d'autres termes on trouve ici "la partie transcendante" de la co-

homologie t -adique en dimension 2, obtenue en negligeant la "partie 

algebrique" i.e. celle provenant de diviseurs a coefficients dans 

~t ; son rang (lorsque k est algebriquement clos) est le sempiter-

(BR II 3.5). 

9.7. Gardons les notations de (9.6), et supposons que k soit de 

caracteristique nulle, pour pouvoir disposer de la resolution des sin-

gularites [21] . Si U est un ouvert non vide de X , on peut alors 

caracteriser le noyau de 

comme etant la somme des images des homomorphismes de Gysin (sGA 4 XVIII] 

(9.17) 

ou Z est un schema propre et lisse sur k , de dimension dim X - p, 

p ~ 1 muni d'un morphisme Z -~X dont l'image est contenue dans 

X-U , morphisme qu'on peut si on veut supposer une immersion sur 

un ouvert non vide de Z • (NB Fz designe l'image inverse de F 

dans Z). La demonstration de cette caracterisation n'offre pas de 

difficulte, en procedant par recurrence sur la dimension de Y = X-U 

utilisant la suite exacte de cohomologie relative pour X U et 

la resolution dessingularites pour Y • Lorsque U n 1 est plus fixe, 
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on en conclut la caracterisation correspondante du sous-groupe 

Filt1 Hi(X,F) tel ~u'on ait 

c'est la reunion des images des homomorphismes de Gysin (9.17), pour 

Z lisse et propre sur k de dimension dim X- p (dim X , ~u•on 

envoie dans X par un morphisme ~uelcon~ue (~u•on peut, si on veut, 

supposer etre generi~uement immersif). On notera ~u•on doit permet-

tre pour p ·toutes les valeurs de 1 a dim X • De cette descrip-

tion, on deduit formellement la description suivante de 
1 . 

Filt If(X,F) , 

en supposant pour simplifier F constant c'est la somme des images 

d'espaces du type i-2p( [ ] ) H Z, F ® ?!.t -p ' ou z est propre et 

lisse sur k 
' 

de dimension ~uelcon~ue, p ~ 1 , par des homomorphis-

mes definissables par des cycles algebri~ues sur ZxX , de codimen­

sion ~=dim Z + p • Ainsi, Filt1 Hi(X,F) s 1 interprete comme la 

:partie_dE? Hi(X,F) provenant, a l'aide d'homomnrnhismes c_lefi!l_~ "P~E .... 

~~--c::lasses de correspondance algebri~ue~, d 1 espaces d~ c<?_~<:?!l.l~l9_~~-e _ 

Hj(Z,G) avec j < i (*l Nous dirons encore ~ue les elements 9 ou sous­

groupes, de Hi(X,F) ~ui se trouvent dans Filt1 sont de "type di­

mensionnel" ou de "niveau" < i , tandis ~ue ~(X,F)/Filt 1 = Gr0Hi(X,F) 

apparait comme la "composante pure de niveau i" 

9.8. Notons ~ue le critere precedent nous montre le caractere fonc­

toriel en X de Filt 1 Hi(X,F) , done de Gr0 Hi(X,F) , pour des 

morphismes pas necessairement dominants, et meme pour des classes de 

correspondance algebri~ues arbitraires. Comme nous avons signale deja 

~ue lors~ue i >dim X , on a (formule (9.8)) , on 

(*) et Z de dimension quelconque. 



en conclut Que si Z est tel Que dim Z < i , alors pour tout ho-

momorphisme 

defini par une classe de correspondance algebriQue 1 Filt 1 Hi(X,F) 

contient l'image de cet homomorphisme. J'ignore si Filt 1 Hi(X,F) 

est engendree par ces images (ce Qui fournirait une autre interpreta-

1 
tion de Filt , et une justification plus intuitive de la termi-

nologie "type dimensionnel" introduite ci-dessus). LorsQue k est 

algebriQuement clos et Que F est le faisceau constant , il en 

est tres probablement ainsi tout au moins modulo groupes finis, i.e. 

pourvu Qu'on travaille plutot avec la cohomologie a coefficients 

dans Q -t • Cela resulterait d'une variante plausible des theoremes 
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cohomologiques de Lefschetz pour les sections hyperplanes [26] Gn 

termes de groupes de cycles algebriques (*), qui de son c5te semble main­

tenant a la base des conjectures de Weil [36] . 

(9.9). Les developpements du present paragraphe reposent essentiel-

lement sur l'enonce demontre dans (9.2) (formule (9.2.)), Qui garde 

un sens independamment de tout corps de base, l'hypothese de lissite 

etant simplement remplacee par une hypothese de regularite. Il est 

plausible Que l'enonce ainsi generalise reste valable dans ces condi-

tions plus generales, du moins si X est excellent. 1a demonstration 

donnee montre Que la Question est liee au theoreme de purete cohomo-

logiQue. Grdce a ARTIN, celui-ci est demontre pour des schemas excel-

lents de caracterietiQue nulle (SGA 4 XIX),de sorte QUe les developpe-

ments precedents s'etendent de fagon evidente pour definir des inva-

(*) Cf. l'expose de KLEIMAN dans ce m@me volume. 
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riants birationnela relatifa au-deasus d'un tel schema de base. 

10. Relations avec les conjectures de Weil et de Tate. 

10.1. Filtration de la cohomologie par le "type dimensionnel". Soit 

X un preschema sur un corps k F · un faisceau etale sur X 

On definit alors une filtration decroissante naturelle des groupes 

de cohomologie Hi(X,F) , en posant 

(10.1) FiltpHi(X,F) = u Ker (Hi(X,F) __ .,. Hi(U,F)) 
u 

ou la reunion du deuxieme membre est etendue aux ouverts U de X 

tela que 

( 10.1 bis) codim(X-U ,X) ). p 

Cette filtration de la cohomologie est done associee a la "fil­

tration" de X par les familles ¢P de parties fermees, ou >JP de-

eigne l'ensemble des fermes de X qui sont de codimension ~ p 

Des reflexions standard (cf par example [20] ) montrent alors que la 

filtration (10.1) de H'(X,F) fait de ce groupe l'aboutissement d'une 

suite spectrale convergente {dont le terme 

due associe 

(10.2) E Gr H' (X,F) 
<D 

dont le terme initial s'explicite ici comme 

(10.3) 

E est par suite le gra­m 

) ' 
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ou designe l'ensemble des points X de X Qui sont de codi-

mension p 

x G. X ( p) ~ dim 0 
~ -X,x p 

et ou, pour un point X de X et un en tier n ' on definit 

(10.4) Hn(F) = !.!.~ H~ (u,F) 
X 

lx} u u (I 

la limite inductive etant prise suivant les voisinages ouverts (au 

sens de Zariski) de x , le groupe de cohomologie ecrit au deuxieme 

membre etant la cohomologie "a support dans tx} n U " LorsQue X 

est lisse, F localement constant (pour la topologie etale) et de 

t -torsion, t premier a car.K , alors le "theoreme de purete co-

homologiQue" (SGA 4 XVI) permet d' explici ter le deuxieme membre de 

(10.4) par la formule 

(10.5) 

oii p = dim Oy est la codimension de x dans X , et oii V par--.i\.,x 

court lea ouverts non vides de t x} • Ainsi (10.3) nous donne dans 

ce cas : 

(10.6) 

comparer [20] et [19 , footnote 8] pour la suite spectrale analogue 

pour la cohomologie des faisceaux coherents reap. la cohomologie de 

De Rham. 

Ces considerations s'etendent de fa9on evidente aux faisceaux 

t -adiQues constructibles, en particulier si F est constant tordu 

sur X lisse, on ala suite rpec~(10.6), dont le terme initial 
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s'explicite par (10.5), associe ala filtration de H'(X,F) definie 

par (10.1). Dans ce cas, et sous reserve de disposer de la resolu-

tion des singularites, par exemple si car.k = 0 , les reflexions 

de (9.7) s'appli~uent pour donner la caracterisation suivante de 

Fil tp H' (X,F) 

(10.7) L 
q~p 

ou Z est un X -schema propre de dimension egale a dim X - q (en 

supposant pour simplifier X equidimensionnel). Les variantes de 

cette description, signalees dans (9.7) et (9.8), pour p = 1, restent en-

core valables pour p quelconque. 

10.2. Designons par k une cloture algebrique de k , et scient 

F dedui ts de X F par extension k --~ k du corps de 

base. Alors les reflexions de (10.1) peuvent s'appliquer, pour donner 

une filtration canonique sur H'(X,F) , aboutissement d'une suite 

spectrale a terme initial explicite. Or le groupe fondamental 

a = ·rr
1 

(k) = Gal (k/k) 

opere sur toute la situation par transport de structure, et en par-

ticulier il opere sur H'(X,F) en invariant sa filtration. Il opere 

done par suite sur le gradue associe Gr H'(X,F) 

Lorsque k est le corps fini a N ~Hements, . alors G s·~iden­

tifie a ~ gr~ce au generateur topologique frobN , et la connais­

sance de l'operation de G est equivalente a l'operation de l'auto-

morphisme de frobenius. Supposons alors que X est lisse et propre 

sur k = ~ , et que F = ~t (considere comme faisceau t -adique). 



Supposons de plus qu'on dispose de la resolution des singularites, 

de fagon a pouvoir ecrire (10.7) pour x , i.e. 

(10.8) 

ou on peut prendre les Z provenant de X -preschemas lisses et 

propres Z . Remarquons qu'on a : 

D'autre part, la conjecture de IVEIL-RIEMANN [_36] [11] postule q_ue 

frobN operant sur Hj(Z,~t) a un polynome caracteristique a coef­

ficients entiers ordinaires, done que ces racines (les valeurs pro­

pres de frobN operant sur Hj(Z,~t)) sont des entiers algebriques, 

et que de plus ces derniers sont de valeurs absolues egales a Nj/2 • 

Comme les valeurs propres de frobN operant sur (10.9) sont egales 

aux valeurs propres precedentes multipliees par Nq , on conclut 

alors de l'expression (10.8) que les valeurs propres de frobN ope­

rant sur FiltpHi(X,~t) sont stables par conjugaison sur ~ (i.e. 
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le polynome canacteristique de cet endomorphisme est encore a coef­

ficients entiers), et gue ce sont des produits de Np par des entiers 

algebriques (de valeur absolue necessairement egale a Ni/2-P) . Jl 

y a done lieu de conjecturer que cet enonce, generalisant l'hypothese 

de WEIL-RI~~, est valable pour tout schema propre et lisse sur le 

corps fini ~ • Designant par Filt'pHi(X,~t) le sous-espace de 

stable par frobN correspondant aux valeurs propros de frobN dont 

les quotients par Np sont encore des entiers algebriques, on peut 
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exprimer la conjecture precedents par la relation 

(10.10) 

10.3. Nous inspirant des conjectures de TATE [?3] j il y a lieu de 

conjecturer ~ue l'inclusion hyPotheti~ue (10.10) suggeree par les 

conjectures de WEIL, est en fait une egalite. Lors~ue i = 2p ceci 

se reduit en effet aux conjectures de TATE, dans le cas du carps de 

base ~ , car on constate aussitot que est exac-

tement le sous-module de engendre par les classes de 

cohomologie des cycles de codimension p dans X (a coefficients 

dans &j [-p] ) ; tensorisant par ~ LP], on trouve (compte tenu 

des conj. de WEIL) la conjecture de TATE : le sous-espace de 

H2P(x,% I)] ) engendre par les classes de cohomologie des cycles 

algebriques de codimension p est egal a l'espace correspondant aux 

valeurs propres de frob qui sont des racines de l'unite, i.e. a 
~ 

l'espace des invariants de frob r 
~ 

pour r grand. 

Il est immediat comment generaliser la definition de Filt' 

lorsque le corps fini ~ est remplace par un "corps de type fini", 

ou mieux, par un schema de base S regulier et de type fini sur 

Spec & , en faisant intervenir les operations des frobenius corres-

pendants aux differents points fermes de S • Il y a lieu alors de 

conjecturer l'egalite dans (10.10) dans cette situation generals, ce 

qui generalise la conjecture de TATE pour la base S 

Rappelons cependant [32) ~ue m~me lorsque X est une surface 

lisse et pro pro sur le corps fini FN ' 
ni la conjecture de ~VEIL ni 

celle de TAT::; n'est prouvae pour le H2(x,~1) ' 
celle de TATB etant 



d'ailleurs equivalente (en vertu de ARTIN-TATE) a l'hypothese de fi­

nitude du groupe de Brauer "arithmetique" Br(X) [32]. 

10.4. Comme nous l'avons deja signale, lorsque X est lisse sur 

le corps k , on peut introduire sur la cohomologie de De Rham 
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H'(X) de X une filtration par la m~me formule (10.1), associee 

encore a une suite spectrale analogue a (10.6) [19} . On ne confon­

dra pas cette filtration par les Filtp Hi(X) avec la filtration par 

des Filt'pHi(X,F) , defini par voie purement algebrique en termes 

de la definition de H'(X) comma l'hypercohomologie de X a valeurs 

dans le complexe de faisceaux de DeRham, filtration qui est associee 

a une suite spectrale de terme initial 

(10.11) H' (X) .. ~-·---
(l'operateur differential de E' 

1 provenant de celui de n:X./k) 

Cette deuxieme filtration joue un r8le analogue a la filtration "a-

rithmetique" designee par la m~me notation dans (10.2), et la for­

mule (10.10) se remplace ici par la formule 

(10.12) 

valable tout au moins si k est de caracteristique nulle. Lorsque 

de plus X est projectif sur k , la theorie de HODGE [37] preuve 

d'ailleurs que la suite spectrale (10.11) est degeneree, et si k = C 

on trouve un isomorphisme canonique de la cohomologie de De Rham av~c 

la cohomologie de Hodge. 

(10.13) 
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(par une definition transcendante, via !'operation transcendante de 

"conjugaison complexe" ~ .-..., p dans H. (X) et la filtration Fil t 1 

de H"(X) , donnant naissance ala bigraduation de HODGE). Dans ce 

cas, la filtration "topologique" Filtp etant manifestement stable 

par conjugaison complexe, la relation ~10.12) peut aussi s'ecrire 

(10.14) 

ou le terme de droite s'explicite egalement en termes de la bigra­

duation (10.13) comme la somme des termes bihomogenes Hr' 8 (X) 

avec r~ p s{p 
-...;:;: 

Designant par Xcl l'espaoe X(~) muni 

de sa topologie compacte habituelle, ~(X) n'est autre que 

Hi(Xcl'~) ~ ~ , et l'inclusion (10.14) s'ecrit de fagon equivalente 

comme une inclusion 

(10.15) 

(compte tenu que la filtration "topologique" de Hi(X) est evidem­

ment deduite d'une filtration sur Hi(Xcl'~)). 

La conjecture de TATE generalisee du (10.3) admet oomme analogue la 

classique conjecture de HODGE [22] : l'inclusion (10.15) est une ega­

lite: Le cas i = 2p , qui correspond exactement a la conjecture 

de TATE proprement dite, n'est autre que la caracterisation conjec-

turale des classes de cohomologie rationnelles de H2P(X Q) 
cl '-

qui 

correspondent a des cycles algebriques de codimension p a coef-

ficients rationnels, comme celles qui sont de type (p,p) 

* (Ajoute en octobre 1968.) On a oublie dans cet enonce de prtlciser qu'on suppose i ,.;;m, ou X est equidimensionnel de dimen• · 
sion m; Ia theorie de Lefschetz [26] permet d'ailleurs, pour une description de Filt en termes de Filt', de se ramener aux i .;;;;m: 
si i ;;;.m, remplacer p par p +(i-m) dans le deuxieme membre de (10.15). D'autre part, l'auteur vient de s'apercevoir que Ia 
~onjecture de Hodge est fausse, pour des raisons essentiellement triviales, sous sa forme originate qu'on vient de rappeler, et 
doit etre reformul~e ainsi: le premier membre de (10.15) est le plus grand sous-espace vectoriel (sur Q) du second membre, 
engendrant dans H1(X,9 un sous-espace vectoriel stable par Ia decomposition de Hodge. 



11. Appendice: Un theoreme de comparaison de la cohomologie etale 

et de la cohomologie fppf. 

Nous allons dans le present appendice demontrer le theoreme 

"rappele" au debut du paragraphe 5, sous une forme un peu plus ge-

nerale (11.7). Les notations sont celles introduites au par. 5, nous 

aurons en particulier a considerer le morphisme canonique de sites 

associe a un preschema A . Nous designons par Gpl 

n un entier '> 0 

un faisceau 

abelien sur Xpl , et par 
7' 

Lemme (11.1). Les conditions suivantes sont equivalentes 

(i) Rip (G 1) 0 pour 1 ~ i' n 
]!; p 

(ii) Pour tout X' etale sur X 
' 

l'homomorphisme canonique 

Hi (X~ t 'p ( G 1) 
e * P -~ Hi(X~l'Gpl) 

est un isomorphisme pour i £n , un monomorphisme pour i n+1 

(iii) Pour tout localise strict X de X , on a 

0 pour 

Demonstration. L'equivalence de (i) et {ii) est essentiellement 

triviale, et s'etend a un morphisme de sites quelconques. L'equiva-

lence de (i) et (iii) resulte aussit8t des isomorphismes 
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ou X est le localise strict de X relatif au point geometrique 

x de X [sGA 4 VIII 4] , limite projective de schemas affines X.' 
~ 

etales sur X . En vertu de [sGA 4VIII 3.9] le premier membre est 

en effet isomorphe a 

lui-meme isomorphe au deuxieme membre en vertu de la theorie de pas-

sage ala limite [sGA4VI par. 6, VII 5], qui s'applique en effet 

au cas de la topologie fppf, comme a celui de la topologie etale. 

Lemme ( 11 • 2) • ("Lemme de Cart an") • Suppo sons X local hens eli en. 

Les conditions suivantes sent equivalentes : 

(i) Pour tout X' fini loca.lement libre sur X , on a 

0 

(ii) Pour tout X' comme dessus, et tout X" fini localement 

libre sur X' , on a 

0 pour 

y 
(oU. le premier membre designe la cohomologie de Cech pour le "recou-

vrement" X" --} X 1 ) • 

lffi. On dit qu'un morphisme X' ~· X est localement libre 

si X' est le spectre d'un faisceau d'Algebres qui est localement 

libre comme faisceau de modules. Demontrons {11.2) : notons qu'on 

peut dans l'enonce supposer que X' -~ X et X"--~ X' sent sur-

jectifs (car l'image est a 1:1. fois ouverte et fermee), done qu'ils 



sont "couvrants" pour la topologie fppf. Pour un X' fixe, comme 

X' est semi-local henselien, il est connu que les X" sont cofinaux 

dans les familles couvrantes de X' pour la topologie fppf, done 

que pour tout i '>- 1 
7 

et tout , peut s'effacer 

par un tel X" • Le lemme (11.2) resulte de la formellement par 

un argument connu, procedant par recurrence sur n et utilisant la 

suite spectrale de Leray pour le "recouvrement" X"/X' 

Nous semmes done amenes a trouver des criteres de nullite pour 

les groupes de cohomologie Hi(X'/X G ) 
' ' pl 

• Signalons d'abord le 

lemme preliminaire : 

~ (11.3). Soit X~~X0 un morphisme de X-pr~sch~mas. Pour tout 

entier j J 0 , designons par X'j (resp. X~j) le produit fibre 

j.eme de X' (resp. de X' = X'x_x ) sur X (resp. sur X ). Sup-
-- - o :x--o o --

posons verifiee la condition suivante 

(1) Pour tout j) 1 , l'application 

est surjective. 

Alors les conditions suivantes sont e~uivalentes 

(i) L'application 

est bijective pour 1 ~ i -' n injective pour i n+1 

(ii) Si N designe le foncteur Z ~ Ker (Gpl (Z) -~ Gpl (Z
0

)) , 
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ou z 
0 

ZxJ2C0 

pour 1 / i / n 
~ ~ 

Demonstration. On a une suite exacte de complexes de cochaines 

0 --~ c"(X'/X,N) -~ C"(X'/X,G) --~ C"(X'/X ,G)--~ 0 
0 0 

compte tenu de la condition (1) . On en conclut une suite exacte 

de cohomologie 

qui implique aussitot la conclusion voulue. 

Voici enfin le lemme clef 

Lemme (11.4). Avec les notations de (11.3), supp~sons de plus X 

local henselien, X --~X une immersion fermee, 
0 

X' --)X fini 

localement libre, que Gpl satisfasse la condition (1), et qu'il 

existe un sous-foncteur ouvert U ~ Gpl "contenant" la section 

unite et ~ui soit representable par un preschema lisse sur X (ces 

deux conditions sur sont automatiquement verifiees si est 

representable par un preschema lisse sur X). Alors la condition (i) 

de (11.3) est verifiee pour tout n 

Lors~ue X 
0 

n'est pas de presentation finie sur X , pour pou-

voir dans (11.3) et (11.4) donner un sensa G 1 (x ) 
p 0 

, et plus ge-

neralement G (X'j) 
pl 0 

, il y a lieu de prolonger canoniquement 

en un foncteur (Sch)/Xo --T (Ens) , en posant pour tout f: Y -~X 

sur X GP1 (Y) = r;1 (op1 )(Y) • Alors U est encore un sous-fonc-



teur ouvert de G = G pl , considere comme foncteur defini sur tout 

(Sch)/X • Nous utiliserons aussi les foncteurs fi(G) definis par 

ou Y' = YxxK' y,i+1 designant la puissance fibree (i+1).eme 

de Y' sur Y • Ainsi, fi(G) n'est autre que le foncteur note 

Ho!!!.x(x•i+1 ,G) par ailleurs. Les fi(G) forment un "foncteur-groupe 

simplicial" note f'(G) , et on a des isomorphismes canoniques 

f'(G)(x) = c'(x•jx,G) 

On introduit de m~me le sous-foncteur &i(G) de fi(G) , noyau de 

1 'h h . b d Ci (G) -""- Qi+1 (G) omomorp 1sme co or 7 , de sorte qu'on a des 

isomorphismes canoniques 

On peut, pour tout i considerer le sous-foncteur 

de Ci(G) • Ces sous-foncteurs, pour i variable, forment un sous-

foncteur simplicial f"(U) de C'(G) (mais en general pas stable, 

bien entendu, par la loi de groupe). Notons que chaque Qi(U) est 

un sous-foncteur ouvert de fi(G) • On peut d'autre part supposer 

U affine, ce qui implique alors que les fi(U) sont representables 

par des schemas affines sur X , qui sont de plus lisses en vertu 
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de !'hypothese de lissite sur U (comme on voit par le critere infi-

nitesimal habituel de lissite). 

On posera &i(U) = &i(G) n fi(U) , c 'est un sous-foncteur de 
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~i(U) , dont on ne sait pas s 1 il est representable 1 faute de pouvoir 

i 1 ci(u) dans ci+1 (u) affirmer que le cobord d app ique • Cepen-

dant, posant 

on trouve un sous-schema ouvert de Ci(U) , contenant la section 

nulle, et posant 

on trouve un foncteur representable par un sous-preschema de presen­

tation finie de C'i(U) , comme image inverse de la section nulle 

de c,i+1 (u) par le morphisme de preschemas ~·i(u) --~ C1 i+1 (u) 

Le fait important, qui donne la clef de la demonstration, est 

que 

(lE) , pour i) 1 

est un morphisme lisse de preschemas. (Ce fait est vrai, independam-

ment de l'hypothese locale henselienne sur X , et est egalement in-

dependant de la donnee de X 
0 

et de l'hypothese (L)). Quitte a~ire 

un changement de oase affine Y --~ X , on est ramene a montser que 

si X est affine, et si X 
0 

est un sous-schema ferme defini par un 

ideal I de carre nul, alors pour tout zi E &' i (U) (X) , et "tout 

i-1 
c ~ 

0 
ci-1 (u) (x ) 
- 0 

, tels que 

i z 
0 

(ou le deuxieme membre designe la restriction de i z a X ), il existe 
0 

un ci-1 '- ~,i-1 (u) (X) , rE:.levant i-1 c 
0 

, et satisfaisant 



Pour le trouver, on note ~ue, puis~ue £'i-1(u) est lisse sur X 

on peut remonter i-1 c Ci-1 L £'i-1 (U) (X) , et en une cochaine <::. 
0 

alors 

i i-1 ( i-1) u = d c 
i 

- z 

est un element de ~·i(u)(X) i dont la restriction u a X est 
0 0 
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nulle. Tout revient a prouver ~u'il existe un vi~ C,i-1(u)(X) , tel 

~ue 

i-1 i i d v .. u 

En d'autres termes, avec les notations de (11.3), on est ramene a 

prouver ~u'on a 

Or, utilisant la representabilite de U , on constate aussit8t ~ue 

l'on a un isomorphisme canoni~ue de foncteurs 

ou f : Y --~X est le morphisme structural et GJ est l'image in­

verse, par la section unite, du faisceau ~/X des 1-differentielles 

relatives. Par suite on trouve Hi(X'/X,N) = ~(X'/X, GJ) , ~ui est 

nul pour i > 1 comme il est bien connu [16, I, page 18] • 

Utilisant la lissite de !'application(~), on va conclure faci-

lement la validite de la condition (ii) de (11.3) (en revenant main-

tenant aux conditions initiales de (11.4), done sans plus supposer 
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X defini par un ideal nilpotent, ce qui prouvera bien (11.4) gr~ce 
0 

a (11.3). Soit (pour i ~ 1 fixe) 

done i z = 0 
0 

, on cherche un ci-1 c;_ Q.' i-1 (U) (X) avec i-1 c 
0 

0 

tel que 
i = z • Or 1 1 image inverse de la section i z de 

Z'i(U) sur X par le morphisme lisse (*) est un sous-preschema Z 

de Q.,i-1 (u) 1· x ~sur , d 1autre part on dispose d'une section 

de Z = ZxXX sur X , savoir la section nulle. Comme X est 
0 0 0 

henselien, on peut alors relever cette section en une section i-1 c 

de Z , cqfd. 

Remarques (11.5). 

1°) Lorsque dans (11.4) X 
0 

est defini par un Uilideal de 

X , on peut affaiblir les autres hypotheses, en se bornant a supposer 

X affine (au lieu de local henselien), et en laissant tomber l'hy-

pothese que D soit lisse sur X (representable suffit). Bien en­

tendu, on garde l'hypothese (1), qui est dans la nature d'une hypo-

these de lissite. 

2°) Pour demontrer la lissite du morphisme (*) ci-dessus, on 

n'a manifestement utilise l'hypothese affine sur U que pour pouvoir 

affirmer que les deux membres sent bien representables, ce qui est 

le cas sous des conditions nettement plus generales. Par exemple, si 

G est representable et lisse sur X , on pourra prendre G = U dans 

des cas importants, par exemple chaque fois que G est quasi-projec-

tif sur X , ou que X est le spectre d'un corps, ou que X' --~X 



est radiciel. 

Lemme ( 11.6). Sous les conditions de { 11.4) sur X , G , suppo-

sons la condition {L) verifiee pour tout X' fini localement libre 

sur X et X
0 

• Spec(k(x)) , et X strictement local, 1• !" a corps 

residual separablement clos. Alors on a 

et de meme 

Demonstration. La deuxieme assertion resulte de la premiere, compte 

tenu que les hypoth~ses sont stables par passage de X a X' , et 

de (11.2). Pour la premiere relation, compte tenu de (11.4), on peut 

supposer que X est egal au spectre d'un corps separablement clos 

k • Alors il est connu que G est meme representable par un schema 

en groupes lisse sur k [sGA3XVIIIJ , et par suite (11.5. 2°) le 

morphisme 

est representable par un morphisme lisse de preschemas. Pour prouver 
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que chaque point de Zi{G)(k) . t d' . t d .Qi- 1(G)(k) , 1·1 prov1en un pol.n e 

suffit done de prouver que le morphisme precedent est surjeotif. Or ce­

oi nous ramene au cas ou le corps de base k est algebriguement clos 

et non seulement separablement clos, mais alors tout X' fini non vi­

de sur X • Spec(k) admet une section, et par suite Hi(x•/x,o) • 0 

pour i ) 1 , ce qui implique la surjeotivi te voulue et aoheve de 
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prouver {11.6). 

Mettant ensemble les resultats obtenus (11.1), (11.2), (11.4), 

(11.6), on trouve : 

Theoreme (11.7). Soient X un preschema, Gpl un faisceau abelien 

sur Xpl • On suppose verifiees les deux conditions suivantes {rem­

plies en tous cas si G est representable par un preschema lisse 

sur X) : 

(1) Pour tout localise strict X de X , tout sous-schema 

ferme non vide X de X , et tout X' fini localement libre sur 
0 

X ' posant X~- x·~o ' l'homomorphisme 

G(X') -~G(X') 
0 

est surjectif. 

(R) Pour tout X comme ci-dessus, il existe un sous-foncteur 

ouvert U de Gp1zxx = crpl , representable par un preschema lisse 

et tel que U ~X soit surjectif (auquel cas, quitte a "translater" 

U , on peut m~me supposer que U "contient" la section nulle). 

Alors on a lea conclusions suivantes 

1°) Les homomorphismes canoniques 

sont des isomorphismes, ou Get = p.JE(Gp1 ) 

au site etale. En particulier, on a 

est la restriction de 
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si X est strictement local. 

Si X est un sous-preschema ferme non vide de X 
0 

local henselien, alors les homomorphismes de restriction 

X 

sont bijectifs, ou les groupes de cohomologie sent pris au sens de 

la topologie etale ou fppf indifferemment, et ou G "' G 1x..X 
0 p A 0 

3°) Sous les conditions de 2°), pour tout X' fini localement 

libre sur X , les homomorphismes de restriction 

Hi(X'/X G ) ~ Hi(X'/X G ) 
' pl o o' pl i ) 1 

" 

sont bijectifs. En particulier, 

Hi(X'/X,GP1 ) = 0 pour i > 1 , si X strictement local. 

Demonstration. Seul 2°) n'est pas encore demontre. Notons qu'en vertu 

de 1°), les deux enonces contenus dans 2°), suivant la topologie 

adoptee, sent equivalents travaillons par exemple sur Xpl En 

vertu de la suite exacte 0 --~ N --~ Gpl --~ Gpl 
0 
-~ 0 , et compte 

tenu de la condition (L), on est reduit a prouver qu'on a 

0 pour 

En vertu de (11.2) cela se ramene aux relations 

0 pour i:?; 

qui en vertu de (11.3) equivalent ala conclusion de 3°), deja prou-

vee, cqfd. 
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Remarques (11.8). 

1) Dans 2°) et 3°), on peut remplaeer l'hypothese que X soit 

local henselien par celle que X soit affine et X 
0 

defini par un 

Ideal nilpotent de X , en reformulant convenablement (1) et (R) 

2) On fera attention que m~me en interpretant l'enonce 2°) au 

sens de la topologie etale, l'isomorphisme envisage n'est ~trivial 

(et ne se reduit ~a l'enonce analogue pour un faisceau etale Get 

sur Xet et sa restriction a X
0 

et [SGA4 VIII 8.6.) ). En effet, 

la restriction G et de G au site etale Xo" et de X n'est 
0 0 0 

pas en general isomorphe a la restriction du faisceau etale Get sur 

xet a ce m~me X et 0 

3) On peut, par essentiellement la m~me methode, prouver un 

enonce correspondant a (11.7), pour un faisceau en groupes Gpl non 

necessairement commutatif sur xpl ' 
et les H1 corr:espondants, 

generali sant [ SGA 3 XXIV 8. 1 . J ' (ou on avait fait des hypotheses de 

quasi-projectivite, pour assurer la representabilite des Qi(G) de 

la demonstration de (11.4)). 

Une remarque analogue s'applique au resultat (11.9) qui suit. 

Corollaire (11.9). Soit Get un faisceau etale sur X , et consi­

derons Gpl = p~(Get) , son image inverse sur le site fppf Xpl par 

le ruorphisme canonique de sites p Xpl --~ Xet • Alors l'homomor-

phisme canonique 

G.t ---7 p (G 1) 
e * P 



est un isomorphisms, et si Get est un faisceau abelien, les homo­

morphismes canoni~ues 

sont des isomorphismes. 

Demonstration. La premiere assertion e~uivaut encore a dire ~ue le 

foncDeur p sur les faisceaux etales est pleinement fidele, ou en-

core ~ue l'homomorphisme 

est bijectif, et ~ue l'assertion analogue reste vraie en rempla9ant 

X par un X' etale sur X • En fait, on verifie, de fa9on plus 
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generale, ~ue pour X' f: Ob Xpl , a morphisme structural f : X' -7 X , 

on a une bijection 

qui est fonctorielle en X' et Get , et permet done d'interpreter 

!'operation p§ en termes d'operations entre sites etales. Cette in-

terpretation de Gpl permet de verifier sans difficulte ~ue Gpl 

satisfait aux conditions de (11.7), car elle rend (L) triviale, tan­

dis ~ue (R) se verifie en prenant simplement la section nulle de Gpl , 

qui defini t un sous-foncteur de Gpl grtlce a \}JGA 4 VIII 6.1 ] • La 

conclusion 1°) de (11.7) jointe ala premiere assertion deja admise 

de (11.9) impli~ue alors aussit8t la deuxieme assertion de (11.9). 
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ERRATA ET COMPLEMENTS. 

p. 89, ligne 8: 

Comme me l'a signale J.P. Serre, sans la restriction qu'on vient d'inse-

rer, le theoreme du texte est probablement faux, mais neanmoins la re­

lation Br(K) • 0 reate vraie sans cette restriction. Il suffit, pour 

le voir, de reprendre la demonstration classique (non cohomologique) du 

fait que tout corps gauche fini sur K de centre K est identique 4 

K utilisant l'extension au corps gauche de la valuation qu'on a sur 

K • Cet argument marche en effet en supposant seulement V henselien, 

au lieu de complet. 

p. 93, Corollaire (2.2): 

Comme fait remarquer J.P. Serre, la suite exaote ecrite dans 

ce corollaire se decompose en des suites exaotes oourtes 

(i ~ 2) 

qui splittent (le choix d'une uniformisante de V definissant un split­

tage de ces suites exaotes). Pour le voir, 11 suffit de definir pour tout 

i ~ 2 un homomorphisms Hi- 1 (k,_g/.~) ~ H1(k,!) _ __. H1 (K,.2m) , inverse a 

gauche de H1 (K,Qm) -~ Hi- 1(k,g/!) • On prend le compose 

Hi(k,!) --~ Hi(K,!) --~Hi(K,Qm) , ou la derniere fleche est cella de­

duite de l'homomorphisme (!)K ~.2m provenant du choix d'une unifor­

misante de V • On a en particulier 

isomorphisms du deja a WITT (1936). 


