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LE GROUPE DE BRAUER III : EXEMPLES ET COMPLEMENTS

par Alexander Grothendieck

Le présent exposé continue les deux exposés " Le Groupe de
Brauer I, IT " (Séminaire Bourbaki, n °2 290 et 297), cités dans

la suite GBI et GB II .

1. Corps de dimension < 1 .

Rappelons E31] qu'un corps K est dit de dimension 41 si
pour toute extension finie K' de K , ona Br(K') =0 . Pour
diverses caractérisations équivalentes de ces corps, cf. [31, IT 3.1 J
Notons seulement que cette condition implique que la dimension co-~
homologique cd(K) de X (toujours sous-entendu : pour la topolo-
gie étale et des coéfficients de torsion) est s1 s, et la réciproque
est vraie si K est de caractéristique nulle (loc. cit.) ; dans le
cas général, on peut dire seulement que si X est un nombre premier
distinct de car K , alors la relation ch(K) € 1 équivaut & la
condition suivante : pour toute extension finie (ou plus générale-
ment, algébrique) XK' de X , Br(X)(Y) (= composante } -primai-
re du groupe de Brauer Br(X)) est nul [31, II 2.3} . D'autre part,

un corps K est dit (Cl) si toute forme & coefficients dans XK ,
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4 n variables et de degré 4 ( n , admet un zéro non trivial
dans K . Un tel corps est de dimension<f1 r31, I1 3.2] . Rappelons

alors les théorémes de TSEN et de LANG [23] :

1) (TSEN) : soient k un corps algébriquement clos, X wune

extension de k de degré de transcendance 1, alors K est (Cl) .

2) (LANG) : soient V wun anneau de valuation discrdte hensélien
&4 corps résiduel k algébriquement clos, X 1le corps des fractions
de V, alors K est-(Cl), du moins si V est excellent, i.e. si le corps des

fractions K de V est séparable sur K (%),
On en conclut donc :

Théordme (1.1). Soit K un corps du type défini dans 1) ou 2) ci-

dessus. Alors Br(K) = 0 , plus généralement, pour tout i % o

i
ona H (K,gm) =0 .

La derniére assertion, pour 1‘2,3 , résulte par exemple de

[31, I 3.2] .

Corollaire {1.2). Soit X une courbe algébrique sur un corps k

algébriquement clos, alors Br(X) =0 .

En effet, si g} est un point maximal de X , on conclut de
(1.1) que Br(k(rz )) =0 , et par suite on a Br(X) =0 en vertu

de (BR II 1.8).

1.2.1. Notons que lorsque dans (1.1) ci-dessus, bn remplace 1'hy-
pothése que le corps de base resp. résiduel k soit algébriquement

clos par celle que ce corps soit séparablement clos, les conclusions

(*) Cf. "Compléments" p. 10l.
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(1.1), (1.2) tombent en défaut, du moins si on suppose que k est

de caractéristique p> O : dans ce cas, en effebt, Br(K) peut

8tre un groupe de p -torsion non nul, et en particulier 3Br(k [ﬁ] )
n'est nul que si k est parfait, donc algébriquement clos [7, 7.51 .

Cependant :

Corollaire (1.3). Sous les conditions 1) ou 2) ci-dessus, mais sup-

posant seulement k séparablement clos, on a cdx(K) = 1 pour tout

nombre premier ¥ # car k , et par suite on a (par la suite exacte

de Kummer) :
Hi(K,gm)(I) =0 pour i3> 1 , en particulier Br(K)(Z)=0 .

D'ailleurs, manifestement pour l'assertion °d1(K)§; 1 1la res-
triction Y # p n'est nécessaire ici que dans le cas 2), et dans
le cas d'inégales caractéristiques (dans le premier cas, la dimen~
sion cohomologique n'est pas changée si on étend le corps de base
4 la cldture algébrique k ; dans le deuxidme, on applique le fait
que cdp(K)S; 1 si car K=p>0 [31, II 2.2]). Pour le cas 2),

cf. [4, X 2.3] .

Remargue (1.4). En fait, la démonstration du cas 2) dans (1.3) prou-

ve ceci s soit A un anneau strictement local (i.e. hensélien 2
corps résiduel séparablement clos) noethérien et de dimension 1, de
corps résiduel k , d'anneau total des fractions K , alors pour
tout nombre premier }Y # car.K , on a °dx(K)~$ 1 , d'ol

Hl(K,gm)(I) =0 pour i1 , et en particulier Br(K)(Y) =0 .
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Rappelons aussi le théoréme de CHEVALLEY [10] : un corps fini

est (Cl) . On en conclut donc l'énoncé suivant, qui est d'ailleurs
classique sous la forme du théoréme de WEDDERBURN L§ 11, n® 1, th. {]:

tout corps gauche fini est commutatif. En termes de groupe de Brauer :

Proposition (1.5). Si K est un corps fini, ona Br(K) =0 , d'ol

i .
H (K,Gm) =0 pour tout i 31 .

2. Schémas de dimension 1 .

Soit X un préschéma localement noethérien de dimension <1
et soit S 1le schéma somme des Spec{k( n }) , ot q parcourt
les points maximaux de X , i ¢ S === X 1le morphisme canonigue.

Utilisant (1.4), on trouve
n, .
(2.1) R 1§(gm s) =0 pour i>O0 ,

du moins si les corps résiduels en les points fermés non isolés de

X sont parfaits j sinon, il reste vrai que pour tout nombre premier
I distinct des caractéristiques résiduelles de X , les Rnix(gm S)
(qui sont de torsion pour n) 1 en vertu de (BR II 1.5)) ont pour

n‘> 1 une composante 1 ~primaire nulle. Il en résulte, par la sui-

te spectrale de Leray pour i
n *® n
(2.2) B(X,Ry) == E(S,6_ o)

avec le grain de sel analogue si on ne suppose pas les corps résiduels
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des points fermés de X parfaits ; on a posé

Ry '3 S) = faisceau des fonctions rat. inversibles

sur X . Utilisant la suite exacte (BR II 1. (2)), on en conclut

une suite exacte infinie :
. . . . 4+
(2.3) ... > EX,G ) —> B'(5,8) —> B (X,Divy) - B 1(x,gm)-.; .

modulo le grain de sel habituel, ol Div., désigne le faisceau des

X
diviseurs (de Cartier) sur X . Compte tenu de la structure dis-
créte de ce dernier faisceau, (BR II 1. (3 bis)), on peut écrire
d'ailleurs, si X est noethérien :
i i
2. B (X,Div.) = H (x,Div
( 4) ( ’____X) T EX 1) ( ’———X,x) ’

ol X(1) désigne l'ensemble des points (fermés) de codimension 1

dans X , et Divy _ 1la restriction de Div, & x = Spec(k(x)) .
b4

Lorsque X est régulier, alors DivX x n'est autre que le
b

faisceau constant 2Z sur x . Utilisant la suite exacte
0> Z-> 3-> @/z2-> 0 ,

et le fait que Hi(x,g) =0 pour i>0 , on trouve

(2.5) B (x,2) &= B (x,0/2) pouwr iy 2 ,

d'autre part (BR II 1.9) on a

(2.5 bis) 8 (x,2) =0 .

Mettant ensemble les renseignements obtenus, on trouve :



Proposition (2.41). Soient X un préschéma noethérien régulier in-

tégre de dimension 1, Q son point générique, X(1) 1l'ensemble

des points fermés de X . Si pour tout x &€ X(1) , k(x) est

parfait, on a une suite exacte infinie :

Y -?HZ(X,Em) —> Hz("( ,_(?m)--é —L..I_(1)H1 (x,Q/E)‘? H3(X,§m) >
x eX

- HB(Q ,Qm) —> ...

La conclusion reste valable, sans hypothése sur les corps résiduels,

pour les composantes 1 ~primaires des groupes envisagés, pour tout

nombre premier J distinct des caractéristigues résiduelles de X .

Supposons par exemple que X soit le spectre d'un anneau de
valuation discréte hensélien A , de sorte que X(1) est réduit
34 l'unique point fermé x de X . On vérifie (grice & l'hypothése
hensélienne sur A) que pour tout préschéma en groupes commutatif

et lisse G sur X , on a
(2.6) ' (X,0) &% E'(x,0) ,

(ce qui, pour i =2 et G = gm s n'est autre essentiellement que

le théordme de AZUMAYA (BR I 6.1)). On trouve donc :

Corollaire (2.2). Soit A un anneau de valuation discrdte hensélien,

de corps résiduel k , corps des fractions K . Si k est parfait,

on a une suite exacte infinie *)
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0-» B2(k,G_)-> HZ(K,gm)—> B (k,/2)=> B (k,g_)-> B (K,G_)-> H° (k,Q/2)~>

-—> ...

(*¥) Cf. le complément donné p. 101.
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La conclusion reste valable, sans hypothése sur k , pour les com-

posantes I -primaires des groupes envisagés, pour tout nombre pre-

mier Y distinct de la caractéristique de k .

Les deux premiers termes de cette suite exacte ne sont autres
que Br(k) et Br(K) , le troisiéme est le dual Hom (= 1(k),g/g)
du groupe fondamental =% 1(k) de k . Lorsque k est fini, on a
Br(k) = 0 par (1.5), et = 1(k) = Z (isomorphisme canonigue défini
par la substitution de Frobénius). On en conclut donc le résultat

suivant, classique dans la théorie du corps de classes local :

Corollaire (2.3). Soit A un anneau de valuation discréte hensélien,

& corps résiduel fini k , et soit K son corps des fractions. Alors

on a un isomorphisme canonique

Br(kK) == @/z .

Soit maintenant K un corps de nombres algébriques i.e. une
extension finie du corps Q , et soit P 1'ensemble des "places"
(finies ou infinies) de K . Comme d'habitude, pour tout p&eEP ,
on désigne par KE le complété de K en p , de sorte qu'on ob-
tient un homomorphisme canonique
(2.7) Br(K) -—> Z Br(K) .

pEP B
Pour p fini, le calcul de Br(KR) est fait dans (2.3), on trouve
Q/Z ; pour p infini, on trouve O si KRO_’ C , et Z/2Z si

K =R : en effet, ona

pod

(2.8) BI‘(B_) = _2./2.Z_ ’
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par le théoréme de Frobénius [ﬁ, par. 11, n°® 2, th. éj . La théo-
rie du corps de classe [3] nous apprend d'autre part que (2.7) est
injectif, et que son image est formée des (§R)R &P tels que

Z ;B =0 , o la somme L FP. est définie comme un élément

2 -
de Q/Z2 , en identifiant les Br(gp) soit & Q/Z2 , soit & un
sous~groupe de g/g de la fagon indiquée. Soit maintenant A 1'an-
neau des entiers de X , et X = Spec(A) ; alors les éléments de
X(1) correspondent biunivoquement aux places finies de K . Con-

juguant (2.1) et les résultats de la théorie du corps de classes

qu'on vient de rappeler, on trouve :

Proposition (2.4). Soient K un corps de nombres, X 1le spectre

de son anneau des entiers. Alors Br(X) est un groupe de 2 -torsion

fini, isomorphe & (2/22)° , od r = Max(0,s-1) , s étant le

nombre de places réelles de K . En particulier, si X est pure-

ment imaginaire, ou n'a gu'une seule place réelle (et dans ces cas

seulement), on a Br(X) =0 .

En particulier, on a Br(Spec(2)) =0 .

Remargues (2.5).

a) On peut également calculer les Hi(X,gm) [5] : ainsi, si

K est purement imaginaire, on trouve

B'(X,G ) =0 pour i£3 , B(X8)=-92Z ,

en conjuguant (2.1) et les résultats connus du corps de classes.
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b) On a des résultats analogues pour une courbe réguliére com-

pléte X sur un corps fini k , notamment
Br(X) =0 , H3(x,gm) 22 Q/Z si X connexe,

qu'on peut établir par la meme méthode, en utilimnt la théorie du
corps de classes '"géométrique". Donnons ici une démonstration direc-
te ; on utilise la suite spectrale de Leray Eg,q 8P (kR (G ))
= HE(X,gm) pour le morphisme structural £ : X - Spec(k) ,
ol ici qux(gm) =0 pour g3 2 , car en vertu de (2.1) et (1.1)
on trouve Hq(i,gm) =0 pour q» 2 . On peut évidemment supposer
, et on aura,

-m k

essentiellement par définition [36, Vj R1f*(§m) = PicX/k

au site étale de k . On trouve donc une suite exacte infinie

- . - o -
X irréductible et k = H (x,g_x) donc fx(gm) G

restreint

(2.9) - B%(k,@_)-> BY(X,g )-> E"(k, Bicy ) -3 ke ) > ...

(valable sans hypothése sur le corps de base). Comme k est fini,
n R
ona H (k,gm) =0 pour n» 1 par (1.5), d'od
N
(2.10) H"(x,gm) o 51 (x, Plcx/k ,

ce qui (en vertu de cd(k) £ 1) implique Hn(X,gm) = 0 pour

o]
Y
o~

D'autre part, on a une suite exacte canonique

(2.11) 0 ->» Pic%, ->» Pic

=X/x N

ol P1c°/ est un groupe algébrique lisse et connexe sur k , d'ol

X/ k
résulte par un théoréme bien connu de LANG [Zil.que

(2.12) H(k Plcx/k =0 pour iH 1 ,
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d'ol par la suite exacte de cohemologie relative & (2.11)
(2.13) Hl(k,Picx/k) &~ B (k,2) pour i 1 ,

et par suite, d'aprés la structure connue du groupe f ondamental du

corps fini k , qui implique
(2.14)  EY(k,2) =0 si i #0,2 , H(k,2) o~ H (x,0/8) =~ 9/Z ,

la comparaison de (2.10), (2.13) et (2.14) donne Hn(X,gm) =0 si
n=2 |, g/g si n=3 , d'ol pour conclure (ne supposant plus

X irréductible) :
(2.15)  E(X,G ) =0 pour n#f0,3 , H3(x,gm) ~ (9/2)° ,

ol ¢ désigne l'ensemble des composantes irréductibles de X , et
ol le dernier isomorphisme est canoniquement défini. Observons que
la m@me démonstration essentiellement établit encore (2.15) sans
supposer la courbe compléte X 1réguliére 3 il faut simplement dans

c
(2.11) remplacer Z, par un groupe 2 - tordu.

c) En liaison avec des conjectures de SWINNERTON-DYER et de
TATE [32] [}}] , M. ARTIN a soulevé la question s'il était vrai que
pour tout schéma X propre sur Spec(Z) , le groupe Br(X) est
fini. C'est ce qu'on vérifie, grice aux résultats qui précédent,
lorsque dim X é 1 . Mais déja le cas [}2] ou X est une surface
projective non singuliére semble échapper aux moyens dont on dispose
actuellement. Signalons cependant que des résultats récents de TATE (¥*)
établissent la validité de cette conjecture lorsque X est une va-

riété abélienne définie sur un corps fini, ou un produit de courbes

algébriques.

(*¥) J, Tate, Endomorphisms of abelian varieties over finite fields,
Inventiones Math, 2, 134-144 (1966).
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3. Schémas fibrés de dimension 2 : Résultats locaux.

Le résultat-clef est le suivant :

Théordme (3.1). (M. ARTIN) : Soient f : X —> Y un morphisme pro-

pre et plat, avec X régulier et de dimension 2 , Y spectre d'un

anneau de valuation discrdte hensélien japonais (EGA Ory 23.1.1 )y

¥y 1le point fermé de Y , Z un sous-schéma de X dont 1'ensemble

sous—-jacent soit égal & f°1(y) . Alors l‘'homomorphisme canonique

2 2
Br(X) = E°(X,G ) —> Br(2) = B°(2,0 )
est bijectif.

Notons que dans le cas envisagé ici, 1'égalité entre les grou-
pes de Brauer cohomologiques et géométriques résulte de (BR II 2.2),
compte tenu que X est régulier de dimension 2 et Z de dimension 1.
Notons tout de suite le corollaire suivant, qui est l'application

principale de (3.1) @

Corollaire (3.2). Soit f : X => Y un morphisme propre et plat,

avec X , Y 1localement noethériens et réguliers, Y de dimension

1 et les fibres de f de dimension 1. Supposons de plus les anneaux

locaux de Y japonais. Alors on a

i .
Rfi(_(}_m)—o pour i3> 2 .

Déduisons (3.2). Par le calcul habituel des Rif! (SCGA 4 VIII
5.2) on est ramené au cas ou Y est strictement local, et & prouver

alors Hl(X,gm) = 0 pour iy 2 . Notons que le théoradme de chan-
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gement de base propre (SGA 4 XII 5.5) montre que pour tout faisceau
de torsion F sur X , si Fo désigne sa restriction & la fibre

fermée Xo s on a des isomorphismes de restriction

B (X,F) =5 E (X ,F) .

Compte tenu que dim X =1 , le deuxiéme membre est nul si i> 2 |,
et mdme si i> 1 lorsque F donc Fo est de p -torsion, ol

p=car k (k le corps résiduel) (SGA4X, 4.3 et 5.2) ; donc on a
cd(X) ¢ 2 , ot cdp(X) <1

oii cd désigne la dimension cohomologique. Les relations
Hl(X,gm) = 0 pour if; 3 résultent maintenant du fait que ces grou-

pes sont des groupes de torsion (BR II 1.4), et du :

Lemme (3.2.1). Soit X un préschéma, X un nombre premier, n un

entier tel que ody(K)¢ n . Alors B (X,8 )(f) =0 si i n

(resp. si i>n , si 1 est premier aux caractéristiques rési-

duelles de X).

Comme d'habitude, M(Y) désigne le sous-groupe formé des élé-
ments de i -torsion (i.e. annulés par une puissance de 1) du grou-
pe abélien M . Lorsque 1 est premier aux caractéristiques rési-
duelles, on utilise la suite exacte de cohomologie associée & la

suite exacte de Kummer (BR II 3)

T
I;\)Ix

o-—>ﬂ\‘lxr—> g, ———> & — 0 ;

lorsque on ne fait pas d'hypothése sur 1 , on introduit les fais-
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T
ceaux noyau et conoyau A , B de l'endomorphisme :qu.xx dans
gm , qui sont des faisceaux de Z ~torsion, ainsi que le faisceau
image Qé de cet endomorphisme, et on utilise les suites exactes

de cohomologie associées aux suites exactes de faisceaux
Q — A - Qm - gé >0 , 004 —> gm 3> B ==> 0 .
Le lemme en résulte immédiatement.
Il reste & traiter le cas i =2 , i.e. & prouver
Hz(x,gm) -0 .

Notons que lorsgue X est un nombre premier % car k , alors la

-

est facile et s'établit, comme le cas i } 3 , sans référence 3
(3.1), et sans faire appel & l'hypothése japonaise pour Y , ni &
la régularité de X . I1 suffit d'utiliser 1'homomorphisme de sui-
tes exactes du type Kummer (BR II 3.1) induit par l'inclusion

Xo -—> X

0 —> Pic(X)@ &y/Zy —> B2(X, [ono) —> H(X,6 )(}) — ©

!

0 —> Pio(X) @ /2y — (X, M=) — 5(x,,¢ )(1) — o ,

d'utiliser le fait que la fléche verticale médiane est bijective,
et la premidre fl&che verticale surjective (EGA IV 21.9.12) donc
bijective, d'ol résulte que la troisiéme fl&che verticale est bijec-

tive. Or Hz(Xo,gm) =0 , comme il résulte de (1.2) lorsque k est




algébriquement clos (et non seulement séparablement clos), et comme
nous verrons plus bas (5.8) dans le cas général, utilisant le fait
que X est propre, d'ol HZ(X,gm)(I) =0 . (Notons que la méme
démonstration prouve l'assertion (3.1) pour les composantes 1 —-pri-
maires des groupes envisagés, pour tout } # car k , sans hypothése
japonaise sur Y ni de régularité sur X.) Pour prouver la méme re-—
lation pour } = car k , i.e. pour prouver que HZ(X,gm) =0 , on

doit cependant faire appel & (3.1), qui nous dit que

2 % 2
H (X,Em) - H (Xoygm) ’

et utiliser la relation déja invoquée H2(Xo,gm) =0 .

Prouvons enfin (3.1). Posons Y = Spec(4), I o= Spec(A/g?+1) ,
. v Az . -
m étant 1'idéal maximal de A , Xn XxyY . Donc pour n assez
grand, on aura 2 C:Xn sy et Z et Xn ont m@me ensemble sous-
Jjacent, i.e. Z est défini par un Idéal nilpotent sur Xn . Un dé-

vigssage standard du faisceau @G en termes de G et de fais-
-m -m Z

X
n

ceaux cohérents additifs F sur Z , joint & la relation Hl(Z,F)=0
pour i 2 pour un tel F (provenant de 1'hypothdse dim Z'S 1,

et de (SGA4VII 4.3)), prouve qu'on a
2 2
H (angm) = ® (Zygm) ’

dés que 2 CZ.X.n . Appliquant ceci au cas 2 = Xo , on voit que
1'homomorphisme de restriction HZ(Z,gm) - Hz(xo,gm) est égale-

ment bijectif. On peut donc, pour prouver (3.1), supposer

Z2=X .
o

Compte tenu du fait que les morphismes de transition Br(Xn+1)-> Br(Xn

101

)
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sont injectifs (en fait, bijectifs), l'injectivité de Br(X) -» Br(Xo)

est contenue dans le lemme suivant :

Lemme (3.3). Soit f : X —> Y un morphisme propre et plat, avec

Y spectre d'un anneau de valuation discréte hensélien japonais. Avec

la notation habituelle Xn y Supposons que le systé&me projectif

(Pic(Xn))n_E_E: satisfasse la condition de Mittag-Leffler (EGA Orqp

13.1), par exemple que les morphismes de transition Yy soient sur-

Jectifs. Alors l'homomorphisme canonique

Br(X) —» 2%2 Br(Xn)
est injectif.

Soit A wune algébre d'Azumaya sur X , dont la classe dans
Br(X) est dans le noyau de l'application envisagée dans (3.3), i.e.

telle que pour tout n , on ait un isomorphisme

(3.2) w, s A S Bnd(Y)

oi V est un Module localement libre sur X « Un tel V. ntest
-n n -n
déterminé par An que modulo tensorisation par un Module inversible
L sur X , mais utilisant la condition que (Pic(Xn))n ey -
tisfait la condition de Mittag-Leffler, on constate facilement qu'on

peut choisir 1les Zh ’ Un de telle fagon qu'ils forment un sys-

téme projectif :

NS
(3.3) W 8o % o
n
n+1

les isomorphismes (3.2) formant eux-m8mes un systdme projectif. Soit
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X= Spec(A) 1le complété de Y , et désignons par X, 4 ... les
transformés de X, 4 ... par le changement de base Y —>» Y .
Compte tenu de (EGA III 5.1.4), la donnée d'un tel systdme de (y_n,un)

~ a

revient & la donnée d'un Module localement libre ¥V sur X , et

d'un isomorphisme
(3.3) u: A< BEnd (V) .

Lorsque Y = ’;' (cas complet), la démonstration est terminée. Dans

le cas général, il faut faire attention qu'on ne sait pas méme, avec
la construction précédente, si if_ provient d'un Module ¥V sur X .
Cependant, il existe certainement un Module localement libre E sur

X 4, tel qu'il existe un §pimorphisme

fe>
<>

-

en effet, cﬁoisissant une immersion projective pour X (il en exis-
te, comme 1l'a remarqué LICHTENBAUM), d'od un faisceau gx(l) in-
versible ample sur X , on sait qu'il suffit de prendre une somme
directe de faisceaux QK(_N) sy avec N assez grand, en vertu du
"théordme A" de Serre (EGA III 2.2.1). Considérons maintenant, pour
un préschéma Y' sur Y variable, le foncteur contravariant

F : (Sch)7Y —> (Ens) , défini par

F(Y') = ensemble des couples (V',£') , ot V' est un Module
quotient localement libre de E' = E @ YY' , et g

un isomorphisme A' = AQ yI' &% V' .

Utilisant la platitude et la propreté de f , et une technique stan-

dard reposant sur (BGA III 7.7.6) (comparer la démonstration dans
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(SGA4 XIII 1)), on trouve que le foncteur F est représentable par

un schéma de type fini sur Y , que nous noterons encore F . la
donnée (3.3) ci-dessus s'interpréte alors comme un élément de F(%) .
Or un théoréme de GREENBERG [j3] nous dit (sous une forme un peu
plus précise d'ailleurs) que si F est un préschéma de type fini

sur le spectre Y d'un anneau de valuation discréte hensélien et
japonais, alors tout point de F & valeurs dans § peut s'appro-
cher par des points & valeurs dams Y , a fortiori F(%) #¢ im-
plique F(Y) % ¢ . Cela prouve donc en l'occurence que A est iso-

morphe 2 une Algdbre de la forme End(V) , V Module localement

libre sur X , et achdve la démonstration de (3.3).

L'assertion de surjectivité dans (3.1) se démontre de fagon toute
analogue. Partant d'un élément de Br(xo) s représenté par une Al-
gébre d'Azumaya éo s, on remonte de proche en proche 50 en des
Algebres d'Azumaya An sur les Xn s Ce gqui est possible, les obs~-
tructions aux relévements consécutifs se trouvant dans des Hz(xo, e )
qui sont nuls puisque dim Xo =1 . On trouve ainsi une Algdbre
d'Azumaya A_ sur i . Choisissons un Module localement libre B
sur X +tel qu'il existe un épimorphisme E.-4> ;_ s et considérons
le foncteur (Sch)/g -—> (BEns) défini par F(Y') = ensemble des
couples (g},p') s ou B' est un Module quotient localement libre
des ER YY' et p' une loi de multiplication sur B' qui en fait
une Algébre d'Azumaya. On constate alors que F ;st représentable
par un préschéma localement de type fini sur Y , et comme le point
de F(y) défini par éo se remonte par construction en un point de
F(%) s le théoréme de GREENBERG déja invoqué nous assure qu'il se

remonte aussi en un point de F(Y) , ce qui achdve la démonstration.
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Remarques (3.4).

a) Lorsqu'on se borne & énoncer (3.1) pour les groupes Br (2
1l'exclusion des Hz), la démonstration est wvalable sans supposer X
régulier (la régularité n'a servi qu'd assurer l'identité de Br(X)
avec H2(X,§m) , et vaut également sans supposer Y de valuation
discréte, lorsqu'on dispose pour Y d'un énoncé du type Greenberg
(démontré pour 1l'instant seulement en dimension 1). Il es? possible
d'ailleurs que (3.3) (donc (3.1) et (3.2)) soient valables également
sans hypothése japonaise sur Y , et que plus généralement pour
tout schéma X propre sur le spectre Y d'un anneau local noethé-
rien hensélien, 1l'application Br(X) --» lim Br(Xn) soit injective.
(M&me si Y est complet, cette assertion n?est prouvée que lorsque
X est plat sur Y , et moyennant 1'hypothése supplémentaire du
type Mittag—Leffler.) On pourrait se poser la m8&me question pour
les applications Hi(X,Qm) - i%g Hi(Xn,gm) , et la réponse est
en tout cas affirmative pour i =0 , et pour i = 1 moyennant de
légéres restrictions (par exemple Y complet, ou X plat sur Y
et Y hensélien excellent de valuation discréte, ce qui permet d'ap-
pliquer le résultat cité de GREENBERG). Mais comme me l'a fait ob-
server RAYNAUD, la réponse est négative déja pour i =2 , m8me si
Y est le spectre d'un anneau de valuation discréte complet et X
est un schéma normal, plat et projectif sur Y , de dimension rela-

tive 1 : en effet, dans ce cas

L2 2
lim H (xn,gm) = B (X ) = Br (xo) = Im Br(X)

,0
o’~m

d'aprés la fin de la &monstration de (3.1) (olt 1'hypothése de régu-

larité sur X n'a pas été utilisée), donc si
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Hz(x G ) —> lin H2(X G ) = Br(x)
~m %—— n’-m °

était injeetif, comme son composé avec l'injection Br(X) —> HZ(X,gm)
est surjectif, cette derniére serait également surjective ; or on

a signalé (BR II 1.11 b)) que l'on peut trouver une surface algé-
brique normale X , sur un corpse algébriquement clos de caractéris-—
tique quelconque, pour laguelle Br(X) —> Hz(x,gm) n'est pas sur-
jective (le oconoyau étant un groupe qui n'est pas de torsion, ni de
type fini ...). Il est alors facile de voir qu'on peut (en modifiant
au besoin X) supposer que X est projective et munie d'un morphis-
me dominant suir une courbe algébrique non singuliére Y , d'ol l'e-
xemple annoncé. Notons cependant que la mé@me question d'injectivité
se pose également pour 1l'application H1(X,G) - lim H1(Xn,G) ,
lorsque G est un préschéma en groupes lisse non ngcessairement
commutatif sur X , et se résoud d'ailleurs par l'affirmative, es-
sentiellement par la démonstration 4'Artin qu'on vient de donner,
lorsque X est plat sur Y et si de plus, ou bien G est affine
sur X (ce qui permettra d'appliquer (EGA III 7.7.6)), ou bien G
est quasi-projectif sur X et X projectif sur Y (ce qui permet-
tra d'appliquer la théorie des "schémas de Hilbert"), pour assurer

le résultat de représentabilité dont on a besoin.

b) Ecrivant la suite exacte infinie déduite de la suite spectra-
le de Leray pour le faisceau gm et lé morphisme f , en utilisant
(3.2), et 1'homomarphisme de cette suite exacte dans la suite exacte
analogue associée au morphisme fo : Xo -—> ¥y et tenant compte

i i - . X .
que H (x,gm)v-> H (xo,gm) est bijectif pour i) 2 (pour i3,

ceci résulte encore de la suite exacte de Kummer et du théordme de




107

changement de base) et que Hl(Y,gm) —-—> Hl(y,gm) est bijectif

pour i 1 (11.7), on trouve comme corollaire du théor2me d'Artin

Vs
le fait que les homomorphismes

i 1 i 1
H (Y,R fi(gm)) -—> H (y,R f (G ))

O¥ '—m

sont des isomorphismes pour iA> 1 .

4. Schémas de dimension 2 3 Comparaison avec le groupe de Tate-~Cha-

farévitch.

La lecture du présent numéro, assez long et technique, n'est

pas nécessaire pour la compréhension des numéros suivants.

Nous présentons ici, sous une forme légérement généralisée, des

résultats de M. ARTIN et J. TATE, comparer [32] . Soit
f:X— Y

un morphisme propre et plat, avec Y régulier intédgre de dimension
1, X régulier de dimension‘2. Nous supposerons les anneauxr locaux
de Y excellents j; lorsqu'on abandonne cette hypothése, les résul-
tats qui suivent restent en tous cas valables, & condition de se
borner aux J -composantes des groupes de torsion envisagés, o Y
est distinct des caractéristiques résiduelles de Y . Compte tenu
de (3.2), 1la suite spectrale de Leray pour f et le faisceau étale

gm x fournit une suite exacte infinie
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(4.1) B (Y,2_(0 ))=> B (X, )—> BT (1,82 (6 ))--> B (1,2 (G )

que nous allons étudier en basses dimensions pour 1l'étude de

HZ(X,gm) = Br(X) . Nous supposons vérifiée 1'hypobthése

(4.2) £(0) << oy

(qui est dans la nature d'une hypothése de normalisation, car si
elle n'est pas satisfaite, on s'y raméne en remplagant Y par

Spec(fi(gx)) ). On aura alors

(4‘2 biS) f!((_}m x) = (_}m Y ’
et nous poserons

1 _ I .
(4.3) R f*(gm X) =P = Pch/Y 3

la notation Picx/Y est compatible d'ailleurs avec la notation in-
troduite dans [36] pour 1l!'étude du foncteur de Picard, comme nous
verrons plus bas (5.1). Ici, (4.3) nous servira de définition de ce

symbole, et nous écrirons par conséquent
: o} 0o 1 .
(4.4) Pic(X/Y) = B°(Y,P) = EO(T,R'E (0 £))

et nous utiliserons les notations analogues quand Y “est remplacé
par un Y' étale (ou préétale) sur Y . Ecrivant Pic et Br pour

1

les H' et H® & coefficients dans G, la suite exacte (4.1)

peut se réecrire sous la forme
(4.5) 0=» Pic(Y)=> Pic(X)~> Pic(X/Y)=> Br(Y)-»Br(X)-> H1(Y,P) -

> B(Y,0 ) > B(X,8) ,



que nous écrirons sous la forme

(4.6) 0 =» S =» Br(Y) = Br(X) => H' (Y,P) =>T -» 0 ,
ou encore

(4.6 bis) 0 - Br(X)/Im Br(Y) > H'(Y,P) => T >0 ,
avec

(4.7) S = Coker(Pic(X) —> Pic(X/Y)), T = Ker(H3(Y,(_}1n)-> B (X,8_))

Nous allons montrer que dans des cas fréquents, S et T sont des
groupes finis, voire nuls, et expliciter H1(Y,P) en termes du
classi yue groupe de Tate-Chafarévitch de la jacobienne de la fibre

générique X,J de X .

Introduisons quelques entiers liés & la situation. Notons que
pour tout diviseur D sur X,j s et plus généralement pour tout
élément f' de Pic(X /O ) , on définit son degré deg(D) resp.
deg( f') sur k . Si g est un élément de Pic(X) ou de Pic(X/Y)
son degré est défini comme le degré de sa restriction a XU y OU
ce qui revient au méme, le degré de sa restriction & n'importe quel-

le fibre X, de X (relativement au corps résiduel k(s)). Consi~

dérons le diagramme commutatif

Pic(X/Y) ——mmmme—n Pic(Xy) /r) ) .

On désigne par 8 1le pgcd des degrés des diviseurs sur X'j , 1l.e.

des degrés des éléments de Pic(Xq ) , ou encore des éléments de

109
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Pic(X) , par &' celui des degrés des éléments de Pic(X/Y) , en-
fin par 8" celui des éléments de Plc(Xo/U ) . Ce sont des en-

tiers ; 1 .« Voici quelques relations entre ces entiers :

Proposition (4.1).

a) On a 5"5'[6.

b) Les trois entiers précédents sont égaux si Br(r}) =0 ,

par exemple (1.1) si Y est une courbe algébrique sur un corps al-

gébriquement clos, ou Y strictement local & corps résiduel parfait.

c)Ona 8= & si Br(Y) =0 , par exemple si Y est une

courbe algébrique propre sur un corps séparablement clos (5.8) ou

fini (2.5 b) s ousi Y est strictement local.

En effet, ces assertions résultent du diagramme ci-dessus, comp-
te tenu que si Br(ry) = O (resp. Br(Y)n= 0) alors Pic(Xq)-—)Pic(-XYJ/g)

(resp.- Pic(X) =» Pic(X/Y)) est surjectif.

“f“ Remarques (4.2).
J

a) On n'a pas toujours 8= 38" , compe on voit en prenant
pour X une forme tordue de la droite projective (auquel cas on a
85" = 1 car f_j;gx/Y > Z o, et 5# 1 comme on voit en utili-
sant BR II O, 3éme alinéa). Un tel exemple peut exister méme si Y
est strictement local, en le prenant & corps résiduel imparfait de
car. 2 (de sorte que Br(Y) est un groupe de 2 —torsion non nul

(1.2.1)) 5 cumme dans ce cas, ona &= & en vertu de (4.1 c),

on voit qu'on a alors ménme o 74 &" . J'ignore si on a toujours
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5= 8" -

b) Les assertions b) et c) de (4.1) se généralisent de fagon
évidente en des assertions sur les J -facteurs des entiers & , &'
8" , lorsqu'on suppose seulement qu'on a Br(rj)(l) = 0 resp.
Br(Y)(¥) = 0 . Cela prouve que si Y est strictement local, &
corps résiduel imparfait de caractéristique p , alors 6/5"
est une puissance de p (car Br(g ) est alors un groupe de p -tor=-

sion (1.3)).

¢) On a 8' = &" si pour tout point fermé y € Y , il
existe une quasi-section étale de X sur Y au-dessus de y (plus
généralement, si on a Sy = 1). En effet, on montre alors que

Pic(X/Y) -> Pic(Xc)/g ) est surjectif, cf. (4.14) ci-dessous.

d) Lorsque X admet une section sur Y , i.e. XC) a un
point rationnel sur K(v)) y il est évident que & =1 , et par

suite ausei 61 = B = 1 .

e) L'intér8t de la considération de l'entier 5" (égal & &
dans les cas les plus importants), est qu'il admet une interprétation
géométrique intéressante, en introduisant la jacobienme J = P° =
= Ker (P __§§§;> Z) , comme étant l'ordre d'un élément remarqua-
ble de H1(»7 ,J) , savoir la classe du Jﬂ ~torseur P; y (o1

p est la multiplicité radicielle de Xy] sy 6gale 2 1 81 X est
séparable - par exemple lisse -~ sur lj , et P B désigne 1l'i-
mage inverse de la section constante ] de §¥ par le morphisme

degré).

On peut interpréter 8 comme étant le pged des degrés n des
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revétements finis et plats Y' ——=> Y tels qu'il existe un Y -mor-
phisme Y' =~» X . Or pour un tel revétement, la considération de

1'homomorphisme trace nous montre que le noyau de
E*(1,8 ) —> E5(Y',G )
est annulé par n , et comme d'autre part il contient celui de

H*(Y,gm) - H*(X,gm) , on conclut :

Proposition (4.3). Les groupes S , T de (4.6) & (4.7) sont an-

nulés par & . En particulier, si & =1 , par exemple si X ad-

met une section sur Y , alors ces groupes sont nuls. Ils sont nuls

également si Y est une courbe algébrigue sur un corps algébrique-

ment clos, et alors Br(X) &== H1(Y,P) .

En effet, dans ce dernier cas nous savons que H2(Y,§m) =H3(Y,gm)=

=0 .

Corollaire (4.4). Supposons que Y soit une courbe algébrigue sur

un corps fini. Alors les groupes S et T sont des groupes finis.

S5i Y est compldte, alors S =0 , et T est un groupe cyclique

d'ordre divisant & , et on a la suite exacte

0 ==» Br(X) —> H (Y,P) ~—> T —> 0 .

En effet, H2(Y,gm) et HB(Y,gm) sont alors des groupes con-

tenus dans une somme finie de groupes Q/Z , comme il résulte aussi-

oS

t8t des résultats des n 1 et 2 . Lorsque Y est compléte, on trou-

ve méme Br(Y) =0 |, HS(Y,gm) <> @/zZ , d'ou le corollaire.
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Seit

is= V) —— Y
l'inclusion du point générique, et posons
(4.8) B=1 (%)) ,
de sorte gqu'on a un homomorphisme canonique
(4.9) P--> B ,
et on posera
(4.10) E=ZKer (P--> B) , F = Coker (P --> B) .

Les faisceaux E et F sont des "faisceaux gratte-ciel", qui sont
donc connus lorsqu'on connait leurs restrictions aux points fermés
de Y . Leurs fibres géoméiriques au-dessus d'un tel point y s'ob-

tiennent comme les noyau et conoyau de 1'homomorphisme
~ ~
Pic(X) = Pic (X/¥) —> Pic(il"i /'9’) ,

ou les 7~ dénotent l'effet de la localisation stricte relativement
3 un point géométrique ¥y au-dessus de y . Compte tenu que le

~r
morphisme précédent se factorise par le sous—groupe Pic(Xy ) 4 et

que Pic(X) —--» Pic(’i,j) est surjectif puisque X est régulier,

on trouve
(4.11) Fs - Pic(’fﬂ /’5’) / Pic(i"ﬁ")
(4.12) E = Ker (Pic(X) - Pic(i"ﬁ’)) .

Compte tenu que Br(}’j) =0 8i k(y) est parfait, et que c'est un
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groupe de p(y) -torsion en tous cas, ol p(y) est 1'exposant ca-
ractéristique de k(y) , on trouve que E‘i est un groupe de p(y) -
torsion, nul si k(y) est parfait. Désignant par Gy_ , 55_ R 6;
les entiers analogues & 8, & ,08" pour la situation localisée
‘E -—> ?F , un argument déja fait plus haut nous montre que E‘i

est nul également si 6y_= 1 , par exemple si 3( admet une sec-

. A ’
tion sur Y . Nous allons supposer pour simplifier, par la suite,

que l'on a
(4.13) EF=0 ,

ce qui enwrtu des remarques qui précédent sera vérifié dans les

cas les plus intéressants.(Dans le cas contraire, il faudra dans les
résultats qui suivent se borner aux composantes premiéres aux carac-
téristiques résiduelles des groupes envisagés). Alors on obtient donc

une suite exacte courte

(4.10 bis) 0O0-—> E-—-> P--> B--> 0 ,

rermettant de relier la cohomologie de P avec celle de B et E .
Compte tenu de la structure discréte de E , on trouve la suite
exacte de cohomologie (o les sommes sont étendues aux points fermés
y de Y)

(4.14) 0 —» ﬂH°(y,§y) -> Pic(X/Y) -» Pic(x077 ) ->Ly1H1 (7,E,) >

y

o = 2
->H (Y,P) > E(Y,B) - JL|E(3,E) -
y
Lorsque pour tout point fermé y de Y , k(y) est sépara-

blement clos, (par exemple Y une courbe algébrique sur k sépara—

blement clos), cette suite exacte nous donne simplement




(4.14 vis) B (Y,P) &5 =®'(Y,B) .

Dans le cas général, notons qu'on voit sur cette suite exacte
que l'image de H1(Y,P) dans H1(Y,§) est définie par des condi-
tions de nature locale relativement & la hensélisation ordinaire
(s'exprimant en effed par l'annulation de certains éléments des
Hz(y,gy)). Désignant par Y, X 1les schémas déduits de Y, X par
hensélisation ordinaire en le point fermé y € Y (non précisé dans
la notation), on voit qu'un élément de H1(y,§) appartient & l'ima-
ge de H1(Y,P) si et seulement si pour tout y , son image dans

H1(T,§) est dans celle de H1(7,P) . Supposons qu'on ait pour tout

¥ o
(4.15) 5'(%, ) =0 ,

ce qui sera vérifié si k(y) est un corps séparablement clos ou

fini (cf. (3.4 b) pour le cas k fini). Alors l'image de H1(Y,P)
dans H1(Y,§) est le sous-groupe de H1(Y,§) formé des éléments
dont l'image dans chaque E1(T,§) est nulle. Ce sous-grouve s'appel-

le le groupe de Tate-Chafarévitch de Y A& coefficients dans B ,
et se note IIT (Y,B) (cf. plus bas pour la relation avec la défi-

nition originelle de Tate et Chafarévitch). On trouve alors la suite

exacte déduite de (4.14) :
(4.17) ... Pio(Xy /1)) -> 148 (y,E ) > B'(Y,P) -> IX(Y,B) >0 ,
/ ¥ v

explicitant H1(Y,P) comme une extension du groupe de Tate-Chafaré-

vitch par un quotient de la somme Jf H1(y,§y) .
y

-

I1 faut enfin expliciter cette derniére somme. Notons que gy

-

115



116

est nul si Xy est géométriquement intégre, a fortiori si Xy est

lisse sur y , de sorte que si X(] est séparable sur k(y ) (par

exemple, lisse sur k(g )), alors le support de E est contenu ~

dans (en fait, égal &) l'ensemble fini des ¥ & Y tels que Xy
i
ne soit pas géométriquement intégre. Un calcul facile donne pour Ey

la structure suivante (en procédant par descente & partir de g; ).

On écrit 1'égalité de diviseurs sur X :

(4.18) X = .

ai C
¥y y

M

les C; étant les composantes irréductibles de Xy , et les a;

leur multiplicité dans la fibre. On désigne par

(4.19) ll..;[ ’ \’.

la multiplicité radicielle et la multiplicité séparable de .C; sur
k(y) respectivement (EGA IV 4.7.4), -donc p ; =1 si k(y) est
parfait. On ccnsidére aussi la plus petite extension galoisienne
k(y)i de k(y) tel que les composantes irréductibles de

(X;)qg k(y)k(y)i soient géométriquement irréductibles : c'est une

extension finie de k(y), de degré v ; . On pose
i i i

. 2 2. =8 k « Z_ = Z .
{4.20) , = Seec(k(y)7) 5 2, 17 5

Ceci posé, le faisceau Ey sur y 8'insére dans une suite exacte

de faisceaux
(4.21) 0 -2z -> Pyx(-Z-Zy) > E >0 ,

ol py : Zy -~» ¥y est la projection structurale, et ou 1'homomor-

phisne gy —~>-py§(gzy) est adjoint de 1'homomorphisme




(4.22) v, (2,) = 2, = %

qui, sur la composante Z; , se réduit & la multiplication par
a; . La suite exacte de cohomologie associée & (4.21) nous fournit
alors

(4.23) B8 = xer @ (z,) —> 1 T8%(z,2))

- Xer (8 (v,9/2)-—> T1E'(%,9/2)) ,
1

ol la fléche H1(y,@/§) — H1(Z;,9/§) est 1'homomorphisme de tran-
sition évident, multiplié par a; . Comme H1(y,§y) est 1l'intei-
section des noyaux de ces homomorphismes, et qu'un ®l noyau est ma-

nifestement annulé par a; \); , on voit que H1(y,§y) est annulé

par

i i
(4.24) d, chd(ayvy) .

Lorsque k(y) est fini, ou plus généralement pseudo-fini au sens
de Serre, i.e. son groupe fondamental Gal(k(y)/k(y)) isomorphe &

~

Z 4 alors on trouve méme la valeur exacte :

1 VeV
(4.25) B'(y,E) “< z/az

Ainsi, on trouve que pour que H1(y,§y) goit nul, il est suffisant

en tous cas, et nécessaire lorsque k(y) est quasi-fini, que 1l'on

Notons que dy ne dépend que de la situation localisée stricte

LV ~
f*: X == Y en y ; car c'est le pged des multiplicités des com-

posantes irréductibles de }§f s ou encore l'ordre du sous-groupe de

torsion de la fibre géométrique gi , laquelle est en effet donnée

v
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par l‘'isomorphisme canonique
(4.26) Tors(E ;) = /4.2

(le sous-groupe de torsion de E; = Ker (Pic(X) —> Pic(X)) étant
en effet engendré par la classe du diviseur (l/dyiii) . Cet en-
tier est #1 8i et seulement si la fibre géométrique X; =_X§
ost une "fibre multiple", i.e. multiple non trivial d'un cycle positif

N - .
sur X 3 on peut donc s8e borner a ces y dans la suite exacte

{4.15). Notons qu'on a aussi la relation

i.i i
(4.27) 8, = pgoday vy ny)

comme il résulte du fait que Pic(X) —> Pic(X;) est surjectif

(SGAY XIII 3.1). Par suite, on a

(4.28) dy= ay si k(y) parfait,

et en général

- s
(4-29) 4 5 ’ By dy Py J

ol Py désigne 1l'exposant caractéristique de k(y) , et sy est

M~
un entier naturel. Par suite, si 6y,= 1 , en particulier si X

S
admet une section sur Y , alors a fortiori dy = 1 et par suite

1
H (y,gy) =0 .

Des résultats de cette discussion, retenons en tous cas :

Proposition (4.5). Supposons qu'on ait (4.13), et que tout élément

de H1(y,9/§) annulé par dy (défini dans (4.24)) soit nul, par

exemple k(y) séparablement clos ou 6y = 1 (par exemple que X
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admet une quasi-section étale sur Y en y). Alors

(4.30) B (Y,P) &% ITT(Y,B) -

Ainsi,la suite exacte (4.6 bis) devient :

(4.31) 0 —» Br(X)/Im Br(Y) -»> IIX(¥,B) — T —> 0 ,

ol le groupe T est défini par (4.7) et contrdlé par les énoncés

(4.3) ot (4.4).

I1 convient enfin, pour terminer ces dévissages, d'expliciter
1 . .
le sous-groupe III(Y,B) de H (Y,B) en termes de la jacobienne

J de XU ’

(4.32) J=§7°=Ker (g,) ~deg 2y ) .
Posons
(4.33) =i (J) =Ker (B 265 3z.) ,

nous allons supposer pour simplifier que l'homomorphié;; deg:g---}g_Y
est surjectif, ce qui, par définition essentiellement, signifie aus-

si que les degrés locaux ay, sont tous égaux 2 1 :

(4.34) §y = 1 pour tout point fermé y &Y ,

ce qui signifie aussi, si les k(y) sont parfaits, que les fibres
géométriques de X ne sont pas multiples. On a donc alors une suite

exacte
(4.35) 0 -—>4A->B-—>2Zy —>0 ,

qui donne la suite exacte de cohomologie

119
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Pic(x9 /y} ) —32€5 7 5 u'(v,4) —> B (Y,B) ~—>0 ,

compte tenu que H1(Y,§¥) = 0 3 tenant compte de la définition de &" ,

on trouve la suite exacte
(4.36) 0 —=>2/6vz —>H (Y,a) -—> E (1,B) —>0 ,

explicitant H1(Y,§) comme quotient du groupe. H1(Y,A) par un sous-
groupe fini cyclique §/5"g_ . Utilisant les suites exactes analo-
gues pour les situations localisées par hensélisation ordinaire
f:X->Y , on est conduit & introduire un groupe intermédiaire

entre H1(Y,A) et IIT(Y,A)

(4.37) ITT'(Y,a) = ( %g_ H1(Y,Q }v y fermé dans Y , l'image

de % dans H'(T,A) est dans In(Z/ 6; z)) .
Ceci posé, on aura donc une suite exacte :
(4.38) 0 -> 2/8"2 --> IIT'(Y,A) —> ITL(Y,B) =——> 0 .

Explicitons deux cas particuliers importants :

Cas particulier (4.6). Y est une courbe algébrique sur un corps al-

Zébriguement clos. Alors la plus grande partie de la discussion pré-

cédente devient triviale. La relation (4.13) est automatiquement

satisfaite, et on a (4.14 bis) :
(4.39) Br(X) &5 H'(Y,B)

lorsque de plus les Gy sont égaux &4 1, i.e. si X n'a pas de fi-

bre multiple sur Y , alors le deuxiéme membre s'explicite par
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(4.40) 0 —>2/8Z ——> H' (1,4) -—> H'(1,B) —> 0 ,

compte tenu que 1l'on a ici nécessairement 5= &= & .

Cas particulier (4.7). Y est une courbe algébrigue propre sur un

corps fini k . Ici encore, (4.13) est automatiquement satisfaite,
k é&tant parfait, ainsi que (4.16) puisque k(y) est de dimension
L1 5 dtod H3(k(y), Gm) =0 3 de plus onaura §=58"' , et de

m@me pour les invariants hensélisés et strictement hensélisés. Com-

me on a encore Br(Y) =0 , on trouve ici (4.4) :
(4.41) .0 ==» Br(X) ——> ITI(Y,B) —> 2/A Z —> 0, on £\ 5.

D'autre part, si les Gy' sont égaux & 1, i.e. si le morphis-
me déduit de f : X —> Y en passant & la cl8ture algébrique de k

n'a pas de fibre multiple, alors on trouve la suite &acte
(4.42) 0 --> z/ 8"z --> TII(Y,4) --» TII(Y,B) -—»> 0 ,

ce qui est un cas particulier de (4.37), compte tenu de larelation

suivante :

(4.43) 5, = b

pour tout point fermé y de Y , qui implique ici & =1 d'on
IIr'(Y,A) = ITT(Y,A) . La démonstration de 1'égalité (4.43), qui
est une conséquence facile du théoréme de LANG [?41 H1(k,G) =0

pour le corps fini k(y) et le schéma de Picard connexe G =Pic§ /y”
' y

est laissée au lecteur comme un exercice plaisant et délectable.
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hutocritique (4.8). La discussion du cas particulier (4.7) n'est

pas complédte. On aimerait en particulier déterminer l'entier AN ’
ordre du noyau de H3(Y,gm) -—> H3(X,§m) (est-il toujours égal & &,
ou au ppem des By_ ?), et préciser les relations entre III(Y,B)

et IIT (Y,A) lorsqu'on ne suppose plus les by_ égaux & 1. Une

analyse plus poussée devrait donner en particulier la formule con-

jecturale "élémentaire" | 32,(4.4)] de ARTIN et TATE.

Complément (4.9). Lien avec la définition habituelle du groupe de

Tate~Chafarévitch. Les faisceaux B, A pour lesquels nous avons

considéré les groupes de Tate—Chafarévitch étaient tous deux de la
forme i*(Fn ) , o Fn était un faisceau abélien sur le point
/ y

générique 9 . La suite exacte habituelle, associée & la suite

spectrale de Leray pour 1l'inclusion i :U -~>Y , nous donne alors
< ol . 1 T WV Eang
(4.44) 0 —>H (Y’lx(Fg )) —>H (\) ’ Fy) ) "'9“11 (K(Y)yFy )
y

ou /E(y) désigne le corps des fractions du localisé strict en y .
Ainsi, H1(Y,i§(F0 )) s'interprdte comme un sous-groupe du groupe
de cohomologie galoisienne H1(0 ’FO ) . De ceci, et de la défini-
tion deﬂIII(Y,i*(F,y)) s on conclut aussit8t la suite exacte

(4.45) 0 - TIX(Y,i (F, )) —> H*(O Fr) = JL'LH1<K<y),FV)) ,
y

)

oii K(y) désigne le corps des fractions du hensélisé ordinaire de
Y en y . La suite exacte (4.45) n'est autre essentiellement que
la définition originale de TATE et CHAFAREVITCH (du moins dans le

cas "géométrique"), & cela prés qu'ils considérent les complétés au

lieu des hensélisés des anneaux locaux Oy y dans le cas qu'ils
b
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envisagent, comme Ft) est défini par un schéma abélien sur v ’
les deux définitions reviennent au mdme, car les H (R(y), Fy sont
les mdmes dans les deux cas [:30, th. 2 (111’1 . Dans le cas arith-
métique, lorsque Y est le spectre de l'anneau des entiers d'un
corps de nombres K , la définition de TATE et CHAFAREVITCH différe
de celle que nous envisageons ici, en ce gue ces auteurs considérent
également les complétés de K correspondant & des "places & 1'infi-

ni" i.e. archimédiennes.

Complément (4.10). Lien avec les modéles de Néron. Par définition

m8me, le faisceau A = ix(J) envisagé plus haut n'est autre que le
faisceau étale associé au faisceau en groupes lisse sur Y construit
par NERON [29] en termes de la variété abélienne J (nous suppo-
sons ijci Xt) lisse sur O y donc J une variété abélienne ; il
semble d'aprés des travaux en cours de RAYNAUD que cette restriction
n'esf d'ailleurs pas nécessaire). La mdme remarque essentiellement
s'applique & B , & cela prés qu'il faut prendre ici le moddle de
Néron d'un schéma en groupes Eigx / qui n'est pas de type fini
sur O 3 cela n'offre pas de difficulté, puisque la théorie de
Néron a été écrite également pour des fibrés principaux homogénes
sous des schémas abéliens. La considération des modéles de Néron et
de leurs relations au foncteur de Picard Pic.

X/Y

de donner des compléments importants sur les groupes de cohomologie

doit permettre

H1(Y,§) y H1(Y,§) et leurs variantes chafarévitchisées. Dans le
cas particulier (4.7), on voit par exemple aussitdt, grlce & ces mo-
ddles, que les groupes de Tate-Chafarévitch envisagés sont d'indice

fini dans les H1 correspondants. Pour des relations plus précises,
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nous renvoyons aux futurs papiers de M. RAYNAUD.

5. Utilisation de la topologie "fidelement plate de présentation

finie", application au groupe de Picard relatif.

En plus de la topologie étale, nous allons utiliser la topolo-
gie fppf d'un préschéma X , pour lagquelle un systéme fondamental
de familles couvrantes pour X est formée des familles surjectives
(fi : X, —> X) de morphismes plats localement de présentation fi-
nie [SGAS Iv 6.%] $ on voit alors qu'on peut méme supposer les fi
localement quasi-finis (et méme quasi~finis si X est quasi-séparé).

Nous désignerons ici par X le préschéma X considéré comme "muni

pl
de la topologie fppf" (ou plus précisément, le site formé des pré-
schémas localement de présentation finie sur X , muni de la topo-
logie qu'on vient de préciser), de sorte que pour un préschéma en
groupes commutatifs G sur X , Hi(Xpl,G) désignera les groupes

de cohomologie correspondants, par contraste avec Hi(X,G) =,Hi(Xet,G),

qui désignent les groupes de cohomologie étale. Du point de vue du

morphisme canonigque de sites

p s X —> X

pl ét ?

les faisceaux Gpl et Gét sur Xpl et Xét respectivement défi-

nis par G sont reliés par

(5'1) Gét = px(Gpl) ’
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d'ol on conclut comme d'habitude des homomorphismes fonctoriels
i i
(5‘2) H (Xét’G) _"> H (XplaG) )

qui pour i =0 est un isomorphisme, donc pour i =1 est un mo-
nomorphisme. Nous utiliserons dans le présent n° le fait, prouvé en

Appendice (11.7), que lorsque G est lisse sur X (en particulier

lorsque G = gm), alors (5.2) est un isomorphisme pour tout i .
Soit maintenant
f:X~->Y

un morphisme quasi-compact et quasi-séparé, supposons gue l'on a

(pour les faisceaux de Zariski habituels)
e
(5.3) oy == £_(0y)

(relation qui restera vérifiée alors aprés tout changemenf de base
plat), et gque f admette des sections localement fppf sur Y , par
exemple que f =soit fidelement plat et de présentation finie. Uti-
lisant la définition [16, V] du foncteur de Ficard relatif EiEX/Y 5
les hypothéses faites impliquent que sa restriction aux préschémas
plats localement de présentation finie sur Y coincide avec la res-
triction & ces arguments du faisceau R1fpl§(gm) ; lorsque (5.3)
reste vrai pour tout changement de base, donc est un isomorphisme

Oy = fpl*(gx) , alors dans l'assertion précédente il n'est pas

nécessaire d'ailleurs de se borner aux arguments plats sur Y , et

\ on trouve simpdement

: 1
(5.4) Pley y = R fphe(gm) ’




126

(avec le grain de sel que le premier membre est considéré comme
restreint au site Xpl). Utilisant la notation PicX/Y(Y) = Pic(X/Y)

de loc. cit., la suite spectrale de Leray pour

I A ]

nous fournit une suite exacte en basses dimensions
(5.5) 0 ==> Pic(Y) —=> Pic(X) ~-> Pic(X/Y) --> H2(Yp1,gm) — ...

Utilisons maintenant que, d'aprés ce qui a été dit plus haut,

(5-6) H2(Ypl,9_m) = Hz(Yét,Qm) ’

donc que tout élément de H2(Ypl,gm) s'annule localement pour la

topologie étale. On obtient alors

Théoréme (5.1). Soit f : X —> Y un morphisme quasi-commact et

quasi-séparé satisfaisant (5.3) et i&gettant une section localement

fppf sur Y . Alors tout élément % du groupe de Picard relatif

Pic(X/Y) se réalise localement pour la topologie étale sur Y par

un élément de Pic(X) y i.e. on peut trouver une famille surjective

de morphismes étales Yi --» Y , tel que chague §i = image de }

dans Pio(XxYYi/Yi) soit image d'un élément de Pic(XxYYi) .

Lorsque la relation (5.3) a lieu universellement, on peut encore
exprimer ce résultat en disant que EEEX/Y , qui a été défini via
le foncteur Y' jom—s Pic(XxYY') en passant au faisceau associé pour
la topologie fidélement plate, et qui en vertu de (5.4) est aussi le

faisceau associé pour la topologie fidélement plate de présentation

finie, peut aussi se calculer plus simplement comme le faisceau asso-
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cié pour la topologie étale, i.e. on a

g¢)

. 1
(5.7) glgx/y = R fetr(—m

(avec le m8me grain de sel que ci-dessus). Une autre fagon essen-

tiellement équivalente d'exprimer (5.1) est la suivante :

Corollaire (5.2). Sous les conditions de (5.1), supposons de plus

Y strictement local, alors 1'homomorphisme Pic(X) =-> Pic(X/Y)

est surjectif, donc on a un isomorphisme

(5.8) Pic(X/Y) =< Pic(X)/Pic(Y) = Pic(X) .
Utilisant maintenant la suite spectrale de Leray pour
o

foy * Koy —> Ty

et le faisceau G , et utilisant (5.1), on trouve le

Corollaire (5.3). Sous les conditions de (5.1), on a une suite exac-

te canonique :
(5.9) 0 =» Pic(Y)=> Pic(X)-> Pic(X/Y)=> Br'(Y)-> Br'(X)tr—>H1(Y,§igX/Y),

oli le groupe de cohomologie &crit est pris au sens de la cohomologie

étale (l'exposant tr au groupe Hz(x,gm) = Br'(X) indique le sous-—

groupe des "éléments transgressifs" au sens de la suite spectrale).

(5f4). Un intérét particulier s'attache & 1'homomorphisme

(5.9 bis) 8 + Pic(X/Y) —> Br'(Y) = B3(1,g.) ,
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qui apparaft comme un homomorphisme d'obstruction au relévement d'un

élément du;groupé de Picard relatif de X en un élément du groupe

de Picard absolu. On notera qu'en général, cet homomorphisme ne

prend pas ses valeurs dans le groupe de Brauer géométrique Br(X)->Br'(X),
coﬁme on voit en premant pour Y la surface normale de MUMFORD si-
gnalée dans [?R IT 1.11 bﬂ R pouf X 1l'ouvert complémentaire du
point singulier. J'ignore ce qu'il en est lorsque f est plat et
propre de présentation finie, et que la relation (5.3) est vraie
universellement. Dans ce cas, moyennant une légére hypothése supplé-
mentaire sur 1'élément envisagé § de Pic(X/Y) s on peut cepen-
dant donner une construction géoméfiique simple d'un fibré de Brauer-
Sévéri - P sur Y dont la classe dans Br(Y) est & ? } . Pour
exprimer cette condition, considérons un morphisme étale et surjec-
tif Y' —> Y +tel que 1'image de § dane Pic(X'/Y') provienne

d'un faisceau inversible L sur X' . Notre condition est que

a) f;(gf) 'soit un faisceau localement libre sur Y' , dont la
formation commute & tout changement de base (i.e. que L' soit %co-
homologiquement plat sur Y' en dimension O“, au sens de [EEA IIT

7.8.1] s et que de plus

b)'poﬁr téute fibre géométrigue XL, de X' sur Y' , l'ima-
ge inversé de L' sur cette derniére puisse &tre définie par un di-
viseur (de Cartier) positif, i.e. que ce faisqeau admette une sec-
.tion qui soit partout régulidre. (Ces conditions, manifestement, ne
dépendent pas du choix de Y' , E'). Considérons alors le fibré
projectif i(f;(é')) , 11 est muni d'une donnée de descente naturelle

pour Y' -=»> Y , et grice & a) cette donnée est nécessairement effec-
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e
tive, car elle laisse stable le faisceau des différentielles rela-

tives de degré maxima, dont l'inverse est relativement ample. Dési-
gnons par f(s ) le Y ~préschéma descendu, qui est donc un fibré

de Brauer-Sévéri [?R I 81 sur Y . Utilisant b), on voit que dans

P = 5(?) il y a un ouvert canonique V , qui représente le fonc-
teur 1! - ensemble des diviseurs relatifs positifs de X' sur

Y dont la classe dans Pic(X'/Y') est égale 2 § ' = image de §
déns Pic(X'/Y') 3 lorsque les fibres géométriques de X sur Y
sont intégres, cet ouvert est méme égal & P , ce qui fournit alors
une interprétation géométrique pour P , comparer [16, V th. 4.5] .
On (plus précisément, J. GIRAUD) vérifie que la classe de cet élément
dans Br(X) est bien 6(%) . Lorsque f est projectif et Y
quasi-compact, alors tout élément de Pic(X/Y) s'écrit comme diffé~
rence de deux éléments qui sont"suffisamment amples" pour que les
hypothéses a) et b) envisagées plus haut soient satisfaites. On trou-

ve par suite :

Corollaire (5.5). Soit f :+ X —> Y un mggphisme projectif, plat

et de présentation finie, avec Y quasi-compact, tel que pour tout

y €Y , onait k(y) 55 Ho(Xy,gx ) . Alors 1'homomorphisme d'obs—

truction (5.9 bis) prend ses valeurs dans Br(Y) , i.e. induit un

homomorphisme

(5.10) Pic(X/Y) --» Br(Y) .

Soit maintenant X wun schéma propre sur un corps k , que nous
supposons séparablement clos mais pas nécessairement algébriquement

clos. Nous nous proposons d'utiliser les relations entre la topologie
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étale et la topologie fppf pour étudier les relations entre Br'(X)
et Br'(X') ,od X'=Xg &' s k' étant une cldture algébrique

de k . Nous considérons le morphisme de sites

fpl 3 xpl —_ Spec(k)pl ,

et la suite spectrale de Leray corgispondante, pour le faisceau gm
sur xpl . Soit A =H (X OX) s qui est une algébre commutative

finie sur k , alors on trouve immédiatement que (G ) est le

plx
faisceau défini par le schéma en groupes lisse G sur k des uni-
tés de A . Par suite, utilisant le résultat signalé au début du

n°, on trouve

i i i .
(5'11) H (kpl’fplx(gm)) =H (kpl’G) = H (ket’G) =0 (1> 1) *
Dtautre part, on a par définition essentiellement

(5.12) 1x(G,) = Pic

==x/x

et la suite spectrale de Leray donne alors une suite exacte
1 2
(5.12) 0> H (k ’Pch/k)% H (X,G )=> H (ksR f (Qm))—) H (k ’Pch/k

D'autre part, le calcul habituel de R f (G ) comme le faisceau

agsocié & un certain préfaisceau nous donne, par un passage & la li-

mite facile
(5.13) BO(k ) R (0)) 2 BH(X,0 )Y,

ol le deuxiéme membre désigne le sous—groupe de HZ(X',gm) formé des
éléments "invariants" au sens de la descente Spec(k') --> Spec(k) ,

i.e.



131
i —_ 2
(5.14) B2(x0,0 )MV = Rer(B2(X',0 ) T EO(X",G))
olt on a posé
X" = X'x X' =X g k(kug,kk') =X@ K" > (k" = k'g X') .

Ainsi on trouve :

Proposition (5.6). Soit X propre sur k corps séparablement clos,

et soit k' une cléture algébrique de k¥ , X' = X Q@ kkf . Alors

on a la suite exacte (5.12), qui nous donne en particulier la suite

exacte
1 .
0 ->H (kpl,Plcx/k) —> Br'(X) ——> Br'(x') ,

en particulier pour gque Br'(X) —> Br'(X') soit injectif, il faut

: . 1 . . o2 .
et il suffit que H (kpl,Plcx/k) =0 .8 H (kpl,Plcx/k) =0 , a-

lors 1'image de Br'(X) dans Br'(X') est le sous-groupe Br'(X')*™V

décrit dans (5.14).

Le cas le plus intéressant est celui ol Picx/k

d'aprés le résultat déja invoqué, on en conclut alors

est lisse, car

. . e
(5-15) Hl(kplymx/k) = Hl(ketvﬂgx/k) =0 pour i >/ L

et par suite :

Corollaire (5.7). Avec les notations de (5.6) supposons gue Pic,,/k

soit lisse sur k (par exemple Hz(x,gx)=o y ou H1(X,QX)=O). Alors

l'application Br'(X) —> Br'(X') est injective, son image est for-

mée des éléments "invariants" de Br'(X') (définis par (5/14)).



En particulier, utilisant (1.2), on trouve :

Corollaire (5.8). Soit X wune courbe algébrique propre sur un corps
k séparablement clos. Alors Br'(X) = Br(X) =0 .

n'est pas nécessairement lisse

Remarques (5.9). Lorsque P= Plcx/k

sur k , supposons gque Pred soit un sous-schéma en groupes - P! de
X lisse sur k ({condition automatiquement vérifiée lorsque P° est
propre sur k s, par exemple lorsque X est géométriquemént normal

sur k), de sorte qu'on a une suite exacte de schémas en groupes
(5.16) 0 —>P' =—> P — P" -0 ,

olh. P' est lisse et P" est un groupe fini radiciel sur k . La
suite exacte de cohomologie et Hl(kpl,P') = Hl(ket,P') = 0 pour

i > 1, nous donnent alors
i i .
(5.17) B (ky»P) =5 B (k,;,P") (13 1),

. . i ..
ce qui nous raméne au calcul des H a coefficients dans le groupe

fini radiciel P" . Un dévissage facile nous donne pour un tel grou-

pe
(5.18) H1(kp1,P“) #0 si P" # 0, k non parfait,
i .
H (kpl,P") =0 pour ip2 ,
ce qui nous montre que l'application Br!(X) —> Br'(X')inv est

nécessairement surjective, et que (lorsqué k n'est pas parfait) son

noyau est nul si et seulement si Picv/k est lisse sur k¥ . D'ail-

leurs, sans aucune hypothése préliminaire sur P , on peut montrer
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que l'en a
i -
(5.19) H (kpl,P) =0 pour iy 2

(utiliser 1l'existence d'un sous-groupe fini radiciel N de P tel

que P/N soit lisse). Il en résulte que Br'(X) —-> Br(X')™™V est

en tous cas surjectif.

6. Théoréme de pureté pour le groupe de Brauer.

Soient X wun préschéma localement noethérien régulier, Y un
sous—-préschéma fermé, de ccdimension d > 0 en chaque point. On
s'intéresse aux faisceaux de cohomologie locale g@(gm) y qui s'in-
troduisent dans l'explicitation des relations entre la cohomologie
de X et celle de X-Y & coefficients dans gm via la suite exacte

bien connue | SGA4 V 4.3 et VIII 6.6] t
(6.1)  E(X,8) - B (X,6,) —>FET1,e) = 5 (®x) ,

et la suite spectrale (variante de la suite spectrale de Leray) "de

passage du local au global"

(6.2) By(X, )&= EY’? = BP(Y,EQ(G)) -

On trouve immédiatement les valeurs

(6.3) Ey(g,) =0

0 si 4 #1
(6.4) E}(Em) =

:%;Zﬁi,x si d =1
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(6.5) E(G ) =0 ,

ol les Yi sont les composantes irréductibles de Y . Les faisceaux
i . . . . .
gy(gm) pour 1'>,3 sont des faisceaux de torsion, comme il résulte

de l'expression habituelle des fibres géométriques
i A qi=1/2 3 .
(6.6) E_Y(gm)}-, X H (x-Y,gm) pour i3 2 ,

(ot X,Y sont les localisés stricts de X,Y en y), et de (BR II 1.4).

On dira que le couple (X,Y) satisfait au théoréme de pureté pour

a

le groupe de Brauer (resp. relativement 4 1'ensemble IL de nombres

premiers), si l'on a

(6.7) gg(gm) =0 ,i.e. Hz(i—?,gm) = 0 pour tout point

géométrique y de Y ,

(resp. si pour tout Y &€ I , la composante } -primaire de g%(gm)
est nulle). Lorsque dim X =1 , donc d =1 , cette notion est
Jjusticiable du n® 1, qui implique que la propriété de pureté est sa-
tisfaite si les k(y) , y&€Y , sont parfaits, et que la proprié-
té de pureté est satisfaite en tous cas pour tout nombre premier 1

distinct des caractéristiques de ces k(y) .

Revenant au cas général du début, il est asséz plausible que le
couple (X,Y) satisfait toujours au théoréme de pureté pour le grou-
pe de Brauer, lorsqu'on se borne dans le cas 4 = 1 & 1'énoncer pour
les 1 distincts des caractéristiques résiduelles de Y . On peut

Iy

en tous cas dés A présent donner & cet égard les résultats suivants :

Théoréme {6.1). Scient X un préschéma régulier, Y un sous—présché-
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ma fermé de codimension d partout. Alors le couple (X,Y) satis-

fait au théoréme de pureté pour le groupe de Brauer, relativement

au nombre premier Y , dans chacun des cas suivants :

It

a) dim X

¥ # car k(y) .

1 , et pour tout y &Y , k(y) est parfait ou

b) dim X

]
N
-
N
it
n

¢c) X est lisse sur un corps k , et X % car k .

d) X est de caractéristique nulle et excellent [?GA Iv 7.8.?] .

Démonstration. Le cas a) est mis pour mémoire,il vient d'dtre rappe-

1é. Pour le cas b), on peut supposer X strictement local, Y ré-
duit a son point fermé, et on est ramené & prouver que sous ces con-
ditions, on a HZ(X—(y),gm) =0 . Or le premier membre est identique
4 Br(X-(y)) en vertu de (BR II 2.2). On est donc ramené & prouver
que toute Algébre d'Azumaya A sur X-(y) est triviale. Or comme
on a vu dans la démonstration de (BR II 2.2), si i : X-(y) —> X
est l'injection, alors i!(é) est encore une Algébre d'Azumaya,
gréce au fait que dim X = 2 . Comme cette derniére est tiviale en
vertu du théoréme d'AZUMAYA [?R I 6.f] s i1 en est de méme de 4 .
Pour les autres cas, notons que si X est strictement local, alors
la relaticn H2(X-Y,gm)(x) = 0 que nous désirons établir équivaut,
en vertu de la suite exacte de Kummer (BR II 3.1) et de la relation

Pic(X-Y) = 0 , a la relation
(6.8) B2 (X-Y, “J‘xoo) -0 ,

qui est une relation du type "pureté topologique" habituel. Ainsi,
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revenant au cas général, le couple (X,Y) satisfait au théoréme
de pureté pour le groupe de Brauer, relativement & 1, si et seule-

ment si on a

(6.8 bis) _H_%(LMioo) = lim _%('Wxn) =0

et il suffit pour ceci (et il faut également, comme on constate sans

peine) qu'on ait pour tout n 1la relation
37 _
(6.8 ter) EYQ}Axn) =0 .
Or on a, plus généralement,
i ..
(6.9) Ey(gixn) =0 si i 428 ,

dans les cas c) et d), comme il est prouvé dans [SGAliXVI 3.9, XX] .
Ceci prouve d'ailleurs plus généralement, sous les conditions c) ou

d) :

(6.10) ;—;%,(gm)(;() =0 si (i 1oudf1) et i¢2d .

Corollaire (6.2). Sous 1'une des conditions de (6.1), lorsque d:; 2,

1'homomorphisme de restriction

B2(x,8,) () &% B2(X-1,8,)(7)
est bijectif, et
B (X,8 ) (1) —> B (X-Y,8 )(¥)

est injectif j; lorsque d =1 , i.e. Y est un diviseur, alors on

a la suite exacte (contenant essentiellement celle de prop. (2.1)) :




0 = BA(X,8,) (1) = B(X-1,8) (1) > B'(¥,,8/2) > P(x,2) () >
> B (x-1,8_) (1) -

En effet, dans le cas d; 2 on aura g%(gm)(x) = 0 pour
. N i .
i3 a'od HY(X,gm)(Z) =0 pour i3 ;danslecas d=1 la

suite spectrale (6.2) donne aisément

(6.11)  HKg)DF B (1,2) (NFE (LD ) = B (1,9/2))

compte tenu de H1(Y,§) =0 , d'ol aussitdt (6.2).

7. Invariance birationnelle du groupe de Brauer.

Théoréme (7.1). Soient X un préschéma régulier, Y un sous—-pré-

schéma fermé régulier, X' le préschéma déduit de X en faisant

éclater Y [EGA II 8.1.37 s I un nombre premier. On suppose qu'on

est sous l'une des conditions suivantes :

a) J est distinct des caractéristiques résiduelles de Y .

b) Le couple (X,Y) satisfait au théoréme de pureté pour le

groupe de Brauer, relativement 2 Y (cf n° 6).

Sous ces conditions, l'homomorphisme canonique

Br'(X)(f) —>» Br'(X')(¥)

. . N . s 2
est un isomorphisme (o Br'( ) désigne H( ,gm) » le groupe de

Brauer cohomologigque).

137
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Signalons tout de suite les corollaires suivants :

Corollaire (7.2). Soit f : X —>» Y wun morphisme propre birationnel

de préschémas réguliers noethériens de dimension < 2 . Alors l'ap-

plication induite Br(Y) ~-> Br(X) est bijective.

On peut en effet supposer X et Y intégres et de dimension
2. On sait alors_[é] que f se factorise en un composé fini de mor-

phismes Xi —_— Xi_ , tel que Xi gse déduise de X, en faisant

i-1

. Comme le couple (Xi—1’yi-1) satis—

1
éclater un point fermé yi_1
fait au théoréme de pureté pour le groupe de Brauer, en vertu de
(6.1 b), il s'ensuit par (7.1 b) que Br(Xi_1) - Br'(Xi) est bi-
jectif pour tout i , donc le composé Br'(Y) —»> Br'(X) 1l'est
également. On conclut gridce a (BR II 2.2) qui permet d'identifier

les Br' aux 3Br .

Corollaire (7.3). Soit f s X -~> Y un morphisme birationnel des

préschémas réguliers excellents [EGA Iv 7.8.?] de caractéristique

nulle. Alors 1l'homomorphisme induit Br'(Y) ——)»Br'(x,gm) sur les

groupes de Brauer cohommlogiques est un isomorphisme.

En effet, en vertu de la théorie de HIRONAKA [21] , on sait (%)
qu'il existe un morphisme propre birationnel X' —=> X , tel que X
puisse se déduire de X et de Y par deux suites d'éclatements du
type envisagé dans (7.1). Ceci nous raméne au cas ot f : X —» Y est

défini par un tel éclatement, cas qui est justiciable de (7.1 a).

Démonstration de (7.1). Nous prouverons dans l'un et l'autre cas en-

(#) C'est apparemment un malentendu de la part de 1'auteur; néanmoins, on
signale plus bas qu'une autre démonstration de 7.3 peut &tre donnée,
cf. (7.4).

B
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visagé la relation

(7.1) R (e )(¥) =0

(7'2) fze(:m X') =ng 3
1
(7.3) R's (¢ )= 1]z
#=—m X iTT YfX ’

ol Yi parcourt les composantes irréductibles de codimension > 2
de Y . Lies deux relations précédentes nous fournissent, via la

suite spectrale de Leray, la suite exacte
0 => Pic(X) -> Pic(X')=> zI-->H2(x G )—eHz(X' g ) ->8°(x R%e (¢ ))
- - & ’__m ,_.m ’ 3®\—m ’

compte tenu gue H1(Yi’ZD = (0 pour tout 1 . Comme 1'homomorphisme
Pic(X') -9-2; est surjectif comme on constate aussitét, on conclut

la suite exacte
(7.4) 0 -»H%(X,0 ) ->E(X',8 ) - E°(X,R%2_(C ))
. 9 v 2 - ) ®\=m .

Ainsi le théoréme (7.1) résulte aussitdt de cette suite exacte, et

de la formule (7.1), que nous allons maintenant prouver.

Nous pouvons supposer X strictement local, et nous sommes alors

ramenés & prouver que l'on &

EX(X',8 ) (1) = 0

Or soit 7' l'image inverse de Y dans X' , alors f induit un
isomorphisme X'-Y*® 2y X-Y , donc sous la condition b) on conclut

que HZ(X'—Y',gm)(X) =0 , ot comme d'autre part HZ(X',gm) —
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—> Hz(x'-yv,gm) est injectif (BR II 1.8) on en conclut bien

HZ(X',gm) = 0 . Supposons maintenant satisfaite la condition a),
i.e. Y distinct de la caracféristique résiduelle de X . Alors
en vertu de la suite exacte de Kummer (BR II 3.1) on est réduit a

prouver gue l'application '"classe de cohomologie associée"

(%) Pic(X') —» E2(X', ﬁ-&xn)

est surjective. Or on sait par le "théoréme de changement de base

pour un morphisme propre" (SGAA XIT 5.5) que l'on a un isomorphisme

2 2
H (X',[/Mxn) —> E°(X!, [ﬂxn)
par 1'homomorphisme de restriction, ol Xé“1>: i(y)

de X' en le point fermé y de X , qui est ici un espace projec-

est la fibre

tif sur k(y) . On sait alors que Hz(Xé, ”41n) o z/1% , 1'iso-
morphisme étant donné & l'aide de la classe de 2 -—cohomologie asso-
cié au générateur canonique de Pic(Xé) . Comme ce générateur est
dans Im(Pic(X') —> Pic(Xé)) , de fagon précise est induit par le
faisceau inversible sur X' associé au diviseur -Y' (comme il est
bien connu), il s'ensuit bien que (%) est surjective, ce qﬁi achéve

la démonstration de (7.1).

La démonstration donnée plus haut pour (7.3) n'utilise pas le
théoréme de pureté cohomologique, assez délicat dans le cas invoqué
dans (6.1 d) et A0 alors & M. ARTIN (SGA4 XX), maib "seulement" la
résolution des singularités de HIRONAKA (*). Une démonstration différen-
te via la pureté cohomologique, analogue & celle de (7.1 a), permet
d'obtenir d'autre part un résultat plus général, sans utiliser né-

cessairement la résolution ces singularités :

(*) sous une forme erronée de plus, comme on 1'a signalé plus haut!
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Théoréme (7.4). Seient X , Y deux préschémas sur un préschéma

localement noethérien S , f : X -~ Y une S -application ra-

tionnelle, I un_nombre premier. Supposons Y propre sur S , X

régulier, et que pour tout sous-préschéma fermé Z de codimension

> 2 dans X , le couple (X,Z) satisfasse au théoréme de pureté

pour le groupe de Brauer, relativehent & ¥ (ecf.(6.1)). Alors il

existe un unique morphisme Br'(Y)(Y) —=Br'(X)(Y) rendant commu-

tatif les diagrammes

B‘r'm(x) —s B2 (X) ()
B (£(x)) ({) = B (x)(1)

oi x est un point maximal de X . Lorsque Y est également ré-—

gulier et satisfait la méme hypothése de pureté que X , que X

est également propre sur S , et si on suppose de plus que f est

birationnel, alors Br'(Y)(Y) ~—>Br'(X)(f) est un isomorphisme.

L'unicité provient du fait que enwertu de (BR II 1.8), ltappli-
cation naturelle de Br'(X) dans le produit des Br(x) (x par-
courant les maximaux de X) est injectif, X étant régulier. Pour
l'existence, utilisant la propreté de Y sur S , on voit qu;il
existe un ouvert U de X , dont le complémentaire est de codimen-
gion>» 2 , tel que f soit définie sur U , d'ol un morphisme
Br'(Y) =-» Br'(U) donc Br!'(Y)(Y) —a Br'(U)(Y) . Comme d'aprés
1'hypothése de pureté, l'application Br'(X)(Y) ——> Br'(U)(Y) est
bijectivé, on gagne. La dernidre assertion de (7.4) résulte immédia-

tement de la premidre, appliquée & f et & g1
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Corollaire (7.5). Soit. k un corps, et X un schéma régulier va-

riable, propre sur k . Si dim X2 , alors Br'(X) = Br(X) est

un invariant birationnel en X , et il en est de mdme de Br'(X)(Y)

pour tout X # car k , sans hypothdse sur la dimension de X .

Résulte aussitdt de (7.4) et de (6.1 1) c)).

Remarques (7.6).

a) Compte tenu des observations faites au n° 6, il est possible
que les hypothéses de pureté faites dans (7.4) soient conséquence
des autres, de sorte que Br'(X) soit toujours un invariant birag-
tionnel pour les schémas réguliers et propres sur une base S don-
née. Le premier cas douteux se présente pour un schéma projectif et
lisse de dimension 3 , sur un corps algébriquement clos de car.
P> 0 , pour la composante p -primaire du groupe Br’(X) . = Bien
entendu, la démonstration de (7.4) via le théoréme de pureté est exacte-
ment la méme que la démonstration classique établisssant 1'inva-
riance birationnelle du groupe fondamental ou des espaces de diffé-
rentielles HO(X,£2X>k) pour des schémas propres et lisses sur un

corps k , via les théorémes de pureté correspondants.

b) L'argument de (7.3), utilisant le théoréme de structure de
HIRONAKA pour les morphismes birationnels propres de schémas réguliers,
8'il n'est pas indispensable dans le contexte présent, s'insére ce-
pendant parmi d'autres résultats de nature cohomologique utilisant
le méme principe, et dont le premier est d0l & HIRONAKA lui-méme : si
f :+ X ~—>»7Y est un morphisme propre birationnel de préschémas régu-

e

liers, alors le*(gx) =0 pour tout i > 0 . Signalons également
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qQue pour tout y €Y , la fibre géométrique X§ a tous ses groupes
de cohomologie de dimension impaire nuls (coefficients finis cons-
tants)(*). Dans le cas du gt » ce réaultat peut se préciser en la
relation 'ﬂ}(X;) = 0 , dont une démonstration directe, via le théo-
réme de pureté de Zariski-Nagata et le "théorome de spécialisation
pour le 1N}" (SGA4 XII), indépendante de la résolution, est immé-
diate. Notons en passant que le résultat sur le ;H1 qu'on vient de
. S . . O

signaler éguivaut au fait que Eigxy/k(y)
finition) est un groupe algébrique unipotent (au sens général de

(voir [16 V] pour la dé-

(SGA3 XVII)), et on peut se demander si ce groupe est néme nécessai-

rement nul ; c'est vrai en tous cas si dim Xy =1 .

8. Groupe de Brauer et dualité.

Je renvoie a4 l'exposé de TATE [32] pour les relations de dualité
dans le groupe de Brauer d'une surface projective lisse sur un corps
fini, lides & la dualité de CASSELS dans le groupe de Tate-Chafaré-
vitch. Nous nous bornons ici & quelques remarques sur des relations
de dualité dans le groupe de Brauer dans des cas proprement "géomé-

triques" (corps de base ou corps résiduel algébriquement clos).

8.1. Précisons d'abord les relations entre le groupe de Brauer co-
homologique Br'(X) et la cohomologie 1 -adique. De fagon générale,

si M est un groupe, et X un nombre premier, posons avec TATE

(8.1) T,(M) =%j£1))M

Y
a v

(*#) Précisons que ces résultats se démontrent en utilisant la résolution
sous la forme effectivement établie par Hironaka!
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ot pour tout entier n , nM désigne le noyau de la multiplication
par n . Lorsque le sous-groupe de I ~torsion M(I) de M est
de cotype fini, i.e. isomorphe & un sous-groupe 4'un (gi/gi)n ,

ce qui équivaut aussi a ZM fini, alors TI(M) (qui de toute fagon

ne dépend que de M(Y)) est un module libre de type fini sur Z¢

Sa. connaissance équivaut alors & la connaissance du pius grand sous-—
groupe divisible M(Y)° de M(Y) , qui est aussi le plus petit
sous-groupe d'indice fini de M(Y) . En effet, d'une part TI(M)
est aussi isomorphe & TI(M(i)O) , par l'inclusion canonigue

M(¥)° ~-> M , et d'autre part M(Y)° est canoniquement isomorphe

3 TI(M)® §¢Q¢ /TI(M) . Supposons par exemple que

i dfn . i -
(8.2) M= H (X, /["‘1100) = }_ijg H (X, J}A;’)) )

ot X est un préschéma tel que
Hi_1(X, ?Ax) et Hi(X, H&I) sont finis,
alors par passage & la limite projective dans les suites exactes
0 -» 5 1(x, IMICD )y - H (X, Z,Lix\) ) -ax\) B (X, thoo) -0

on trouve une suite exacte canonique (ol 2. {j] = lim MY est le
1 )) U 1 .
faisceau } -adique de TATE) :

(8:3) 0 == TN > gy 1) = 1y, Py=)) o,
olt on a posé
(8.4) ) = ETE, Moo )T (X, [Mye)°

qui est donc un groupe fini 7= Z -torsion, =t s'identifis donec, par
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(8.3), au sous-module de torsion du gi ~module de type fini

s
'.J.
—~
>4
|Da
~.
—
[ —
~
]

(8.5) Lim B (%, Myv)

dont la partie libre s'identifie, & son tour, & Tx(Hl(X, ¢4100)) .

On en déduit également un isomorphisme

8.6 iz, M )° 2~ wi(x,2, (1] )¢ Im 55 (X,20 [1]
(8.6) ( (’il ;/@) (y_;{g_J)@él,Q.x/ m (,_1[__1) )
qui montre que Hi(X, #qu’) et Hi(X,gi i}] ) se déterminent mu-

tuellement mod groupes finis.

8.2. Un passage & la limite analogue dans la suite exacte de Kummer

(BR II 3.1) nous donne de méme une suite exacte
2 -
(8.7) 0 ->¥S(X)§ 5 Zy > H(X,Zy [17) -> Ty(Br'(X)) —>0

en supposant maintenant que Pic(X) est extension d'un groupe de

type fini NS(X) (le groupe de Néron-Sévéri) par un groupe divisible,

et que HZ(X,Z/IQ) est fini. On trouve en passant le fait, classi-
que dans la théorie transcendante, que la composante x -primaire du
sous—groupe de torsion de NS(X) est isomorphe au sous-groupe de
torsion de HZ(X,gi [j] ) , en méme temps qu'on précise du point de
vue de la cohomologie 1 -adique la relation entre le groupe de Brauer
(ou plus précisément, Tx(Br’(X)) ) et la "partie transcendante" du

° , comparer (BR II 3 passim).

Lorsque X est une surface propre, lisse et connexe sur un corps
k algébriquement clos, il y a lieu de considérer sur le terme médian
de (8.7) la forme bilinédaire symétrique canonique, fournie par le

cup-produit, qui est & val... s dans
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Bh(x,zy [2]) 2 zy -

Cette forme (en négligeant la torsion du H2) est non dégénérée,
et induit sur NS(X) & Qg';( la forme bilinéaire déduite de la forme
intersection sur NS(X) , provenant de la multiplicité globale d'in-
tersections de diviseurs sur X [35] . D'aprés MATSUSAKA [?7] , cette
derniére forme est non dégénérée. Tensorisant alors la suite exacte

(8.7) par gi y on trouve que Tx(Br (X)) 2 s'identifie cano-—

niguement & 1'orthogonal de NS(X) g ZI'Q‘i dans Hz(X’Q;r [11) , et

gque le cup-produit définit sur cet espace une forme gquadratigque non

dégénérée. L'interprétant comme une forme quadratique sur TX(Br(X))

& valeurs dans gi ’ (et tenant compte que le cup-produit induit

méme une autodualité de Hz/torsion) on trouve aisément que cette for-
me est & valeurs dans gi si et seulement si le discriminant de la
forme intersection sur NS(X)/torsion est une unité } -adique -~ con-
dition qui est vérifiée donc pour presque tous les nombres premiers

I -, et que dans ce cas on trouve une autodualité de Tx(Br(X)) .

8.3. Ce résultat ne concerne essentiellement que la partie divisible
Br'(X)o du groupe de Brauer cohomologique. On peut également donner
une relation de dualité concernmant le groupe fini Br'(X)/Br'(X)° ,

qui gréce a la suite exacte de Kummer (BR II 3.1) s'explicite comme
o 2 2 o
(8.8) Br'(X)/Br'(X)° oL BY(X, H%xm)/ﬁ (X, ﬂiu\xm) ,

(compte tenu que Pic(X)@Q Q‘I/ZI = N3(X) ® 9‘1/5_1 est divisible). Uti-

lisant (8.3) pour i = 3 , on trouve donec

(8.9) Br'(X)/Br' (X)° - Tors H3(X,§;( Ul
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valable indépendamment des hypothéses particuliéres posées au débutb
de 1'alinéa précédent pour X . Lorsque celles-—ci sont vérifiées,
alors les relations de dualité, bien connues dans le cas classique,
et qui résultent aisément par passage & la limite des résultats de
dualité [éGAJfXIXW pour des coefficients de torsion, donnent des

accouplements de dualité
(8.10) Tors Hi(x,gx) x Hzn”"i(x,g_x [n1) —8y/2;

(oW n = dim X), qui nous donne en particulier, faisant n = 2 et

i =3 , et tenant compte de 1'isomorphisme déja signalé
NS(X)(¥) & Tors BZ(X,2y(1))
ainsi que de (8.9), l'accouplement de dualité

(8.11) Br(X)/Br(X)° x NS(X)(T) —> Qy/Zy

qui fournit donc un isomorphisme
(8.12) Br(X)/Br(X)? £ Hom(Ns(X)(¥),o/2)

(o, rappelons-le, NS(X)(¥) est le sous-groupe de J —-torsion de
NS(X)) .

On a des résultats analogues pour dinm X‘),} s mais pour défi-
nir alors une forme quadratique remarquable sur Tx(Br'(X)) , & va-
leurs dans Qi s i1 faut utiliser une polarisation de X , dont la
classe de cohomologie } ~-adique § éEHz(X,gi [1] ) permet alors de

n-2

définir une forme bilindaire symétrique (%,¥) 3 X¥ § sur

H2(X,§x (1) , 2 valeurs dans 2y .



148

8.4. Supposons maintenant que X soit le spectre d'un anneau lgcal

normal complet A, de dimension 2, & aorps résiduel k algébriquement clos,

et supposons que 1l'on peut "résoudre" X , i.e. qu'il existe un mor-

phisme propre et birationnel
fe¢: X' ==X ,

avec X' régulier, induisant un isomorphisme X'\ U=U'Z2350U , ou
U=Xx-(x) ,

x étant le point fermé de X . Supposons de plus que k ait été
relevé en un sous-corps de A , de sorte que A est une k -algébre
(cette hypothése n'étant sans doute pas essentielle). Comme il a été
signalé dans ESGA 2, XIII 5] on peut sous ces conditions construi-
re canoniquement un schéma en groupes lisse et de type fini sur k ,

soit PicU , et un isomyrphisme

(8.13) Pio(U) = Piey(k)

de Pic(U) avec le groupe des points & valeurs dans k de PicU .

Cela nous fournit donc pour Pic(U) wune structure d'extension
(8.14) 0 -» Pic(U)° -» Pic(U) -» NS(U) ->0 ,
oll on a posé

(8.15) Pic(0) = Pie (k) , WS(U) = NS;(k) ,

.0 ‘. . .
PlcU désignant la composante neutre de P1cU s, et NSU le quotient

de PicU par cette composante. La construction indiquée dans loc. cit.

permet d'ailleurs de préciser la structure de NS(U) , en introdui~
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sant la matrice d'intersection
(ci.cj)

1 i,dgr

définie par les r composantes irréductibles C. de f-1(x) sur

réd
le schéma régulier X' : en vertu de MUMFORD |28 , cette matrice

est définie négative, donc le conoyau de 1'homomorphisme

qu'elle définit est un groupe fini, dont l'ordre n'est autre que la
valeur absolue du déterminant de cette matrice. Ceci posé, on trouve
gque NS(U) est canoniquement isomorphe & ce groupe fini. La matrice
envisagée étant symétrique, on voit aussitdt que ce groupe est cano-
niquement autodual (par un accouplement symétrique a valeurs dans

Q/2), d'ol une autodualité symétrique
(8.16) Ns(U) x NS(U) — /2 ,

dent on constate aisément qu'elle est indépendante de la résolution

X' choisie.

3i maintenant 1 est un nombre premier distinet de car k ,
alors la structure connue des groupes algébriques commutatifs connexes
sur k L9, eXP- 4] montre que Pic(U)® est un groupe ¥ -divisible,
donc la suite exacte (8.14) nous donne, pour toute puissance n = 19

de Y , une suite exacte
(8.17) 0 -» Pic(U)® -» Pic(U) -»> WS(U) -0 .

Comparons cette suite exacte avec la suite exacte de Kummer
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0 = Pic(U) ->H(U, M) = 2= (@) =0

ol pour tout groupe M , on pose M = M/nM . Utilisant (8.14) et
le fait que Pic(U)® est ¥ -divisible, on trouve Pic(U)n =2 NS(U)n ,

de sorte dque la suite s'écrit aussi
2
: 7
(8.18) o} —9NS(U)n -»> H°(U, ﬂb\n) —->nBr(U) ->0 .

Je dis que les suites exactes (8.17) et (8.18) sont duales 1l'une de

1l'autre, du moing si car k = 0 . Pour s'en convaincre, notons qu'on
2 auure, ’

a aussi, gréce & la suite exacte de Kummer, un isomorphisme

(8.19) RLORRHCH S

donnant une interprétation cohomologique du terme médian de (8.17).

D'autre part, on a un accouplement par cup-produit
(8.20) 5 (U, M) x B(U, M) ——>E3 (1, M)
: P P M) s

et un isomorphisme canonique :

H3(Uy ﬂ‘}\n) = z/nz

moyennant lequel (8.20) devient une dualité (Théoréme de dualité lo-
cale [SGA 5 I]). Ainsi les termes médians de (8.17) et (8.18) sont
duals l'un de l'autre. Il resterait & vérifier que dans cet accouple-
ment, NS(U)n et nPic(U)o s'annulent mutuellement, et gque 1'accou-—

plement
Ns(U), x NS(U) —> z/nZ

qui s'en déduit par passage au quotient est aussi celui qui est déduit

de l'autodualité canonique (8.16). Il en résultera que cet accouplement
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est non dégénéré, donc une dualité, et que NS(U)n et nPic(U)o
sont exactement annulateurs l'un de l'autre, ce qui prouve notre

assertion. On trouve alors un accouplement
(8.21) Br(v) x nPic(U)o —> Q/2

gui est une dualité parfaite. Passant & la limite sur n , on peut

écrire ceci comme un isomorphisme canonigue

(8.22) Br(0)(¥) == Hom(Ty(Riey’(k)), &y/Zy) -

On en conclut en particulier que Br(U)(Y) est un groupe divisible,
(compte tenu de la structure des groupes algébriques commutatifs sur

k).

Remarques (8.5). Pour que la démonstration qui précéde soit compléte,

il faudrait faire la vérification signalée plus haut. Le rédacteur
avoue qu'il ne 1l'a pas faite, mais pense qu'elle ne doit pas offrir

de difficulté. Bien entendu, la restriction car k = 0 ne nous a

servi que via l'utilisation du théoréme de dualité locale, qui reste
sans doute valable sans cette hypothése. (La difficulté technique,

non surmontée & l'heure actuelle, est dans la démonstration du théo-
réme de pureté cohomologique sur un schéma régulier de dimension 2 ...)
Enfin, il y aurait lieu d'analyser ce qu'on peut dire lorsqu'on ne

suppose plus k algébriquement clos,; par exemple lorsque k est fini.
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9. Génédralisation du groupe de Brauer : invariants birationnels co-

homologiques supérieurs.

9.1. Le groupe de Brauer cohomologique Br'(X) d'un préschéma X
s'insére dans la suite infinie d'invariants cohomologiques Hi(X,gm) ’
i 2 0 . Cependant parmi ceux-ci seul le H2 = Br' posséde une pro-
priété d'invariance birationnelle (n°® 7), et d'ailleurs pour i) 3 ,
ils coincident pour 1l'essentiel avec les invariants Hi(X, %K‘oo)

(GB II 3.2) et ne peuvent donc &tre considérés comme des igvariants
originaux. C'est donc dans une autre direction qu'il convient de cher-
cher une généralisation adéquate, de nature cohomologique également,
du groupe de Brauer. Les invariants que nous allons définir consti-
tuent en un sens l'équivalent, dans le contexte de la cohomologie

I -adique, des invariants que fournit la considération des classiques

"différentielles de deuxiéme espice" dans le contexte de la cohomolo-

gie de Hodge ~ De Rham {6} {ﬁgl . Le lien explicite entre les deux
types d'invariants (qui fournissent des vectoriels de méme rang, sur
le corpé gi d'une part, sur le corps de base de la variété envisa-
gée X d'autre part) est donnée, lorsque le corps de base est le
corps des complexes, par la considération de la cohomologie transcen-
dante & coefficients entiers, qui permet (en calquant dans ce contex-
te les définitions qui vont suivre) de définir des invariants bira-
tionnels cohomologiques analogues "&a coefficients entiers", qui four-
niront alors les deux types d'invariants précédents par simple exten-

Z =» C . Lorsque le corps de base

sion des scalaires Z -—-> Zi et
n'est plus le corps des complexes, et qu'on ne dispose pas de cons-

tructions transcendantes lies & la topologie de C , il y aurait
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lieu, pour exprimer encore les liens entre ces deux types d'inva-

riants, de faire appel & la "théorie des motifs", en définissant

1'un et l'autre comme étant respectivement la"réalisation I -adique"

et la "réalisation de De-Rham" d'un méme motif, dont la connaissance
est considérablement plus riche que celle des deux invariants précé-
dents auxquels il donne naissance. Ainsi, pour la dimension 1, elle
éguivaut & la connaissance de la variété d'Albanese A de X , qui
donne naissance d'une part au module de Tate TI(A') =2 H1(X,§¥ 1),
d'autre part & la cohomologie de De Rham de A , isomorphe (si le
corps de base est de caractéristique nulle) & celle de X . Comme

la théorie des motifs est & l'heure actuelle purement conjecturale,

et qu'elle n'a encore fait l'objet d'aucun exposé publié, nous nous

bornons & ces allusions concernant la nature plus profonde des inva-

riants qui nous intéressent.

9.2. Dans la suite, nous supposons fixé un corps de base k . Soient
f : X' == X un morphisme birationnel, avec X lisse sur k , U

un ouvert de X tel que le morphisme induit f—1(U) = U!' = U soit
un isomorphisme. Soit d'autre part F un faisceau de torsion locale-—

ment constant (pour la topologie étale) sur X , premier & la carac-

téristique, et désignons par F' son image inverse sur X . On a

alors le diagramme commutatif d'applications canoniques

: i .
H (X,F) -t E'(U,F|U)

{
\ |
RS
(9.1) l’ gt &

B (X1 F1) - s E(ULE UY)

ot la deuxidme flé&che verticale est un icomecrphisme, et nous servira
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3 identifier les deux termes correspondants. Ceci posé, on a la rela-

tion
(9.2) Img = Img'" .

Pour le voir, on insére (9.1) dans un homomorphisme de suites

exactes de cohomologie relative (o Y = X-U , Y' = X'-U!' = f"1(Y')) :

B (X,F) —> E'(U,F|U) —> 7 (X,F)

!

B (X', Pt )—> E(U',F'| U')-» ELE

Y,\X',F') ’

i+1

Y{(X"F'>

et tout revient & prouver que 1l'homomorphisme H1;1(X,F) -> H
est injectif. Ceci est vrai en fait pour toute partie fermée Y de
X (indépendamment de 1'hypoth&ése particulidre faite sur U), en fait

on va définir un homomorphisme canonigue
(9.3) By, (X',P') = By(X,F) ,

inverse & gauche de 1'homomorphisme H%(X,F) —-—> H%,(X',F') . Nous
utilisons la théorie de dualité sous la forme donnée dans [SGAA#XIx] ’
[SGA 51 ] . Utilisant 1'hypothése de lissité sur X et la nature

de F , on constate que R!f(F) est un complexe sur X' dont les
faisceaux de cohomologie sont nuls en dimension {0 , et dont le
faisceau de cohomologie en dimension O s'identifie & h*(F'l vy) |,
ot V' est l'ouvert des points lisses de X' et h ¢ V! —=» X' 1l'in-
c¢lusion. On trouve donc un homomorphisme canonique F' —> EP(R!f(F)) ,

gui gréce & ce qui précéde s'interpréte comme un homomorphisme

1
F' «——> R £(F) ,
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dont la donnée équivaut, grice.au théoréme de dualité globale pour

le morphisme f , & la donnée d'un homomorphisme

(9.4) RE(F') —> F .

On a d'autre part 1'homomorphisme canonique évident

(9.5) F —3 Rf_(F')

puisque F' = fx(F) , et on constate aussitdt que le composé

F - fo(F') - F

est 1'identité (en regardant ce qui se passe sur le plus grand ou-
vert W de X au-dessus duguel f est un isomorphisme, ouvert
denée puisque f est birationnel). Transformant (9.4) et (9.5) par
le foncteur RI& s dérivé du foncteur I& "sections & support dans

Y"* , on trouve des homomorphismes de complexes de groupes abéliens
RIY(F) — RIY(Rf*(F')) o RI’Y,(F') _— RTY(F)

dont le composé est égal & l'identité dans la catégorie dérivée. Pas-

eant aux groupes de cohomologie, on trouve (9.3) avec la propriété

demandée.

9.3. Partons maintenant avec un schéma lisse de type fini U sur
k , muni d'un faisceau de torsion G 1localement constant, premier
& la caractéristique. Supposons de plus que U puisse 8tre inclus

comme ouvert dense d'un schéma propre et lisse X sur k . (C'est

certainement le cas si k est de caractéristique nulle, gréce a la

résolution des singularités de HIRONAKA [21} , et également si k est
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parfait et dim X { 2 , gr8ce & ABHYANKAR [1] ). Supposons de plus
que G soit alors restriction d'un faisceau localement constant F
sur X ; un argument bien connu, utilisant le théoréme de pureté de
ZARISKI-NAGATA [SGA 2, X 3.4] pour le groupe fondamental, montre
que cette hypothése ne dépend pas du choix particulier de X . Con-

sidérons alors 1l'image
(9.6) EL(U,0) = Im (E'(X,F) --> B (U,6)) .

Je dis que cette derniére ne dépend pas du choix de X (ce qui jus-

tifie la notation gqu'on vient d'introduire).

Soit en effet X' wune autre compactification propre et lisse
de U . Il existe alors une compactification normale X" de X qui
"coiffe" & la fois X et X' , i.e. munie de morphismes X" —> X
et X" —» X' qui induisent l'identité sur U . On est donc ramené
3 voir que Hi(X,F) et Hi(X",F") ont mdme image dans Hi(U,G) , ce

qui a été vu en effet dans (9.2).

9.4. L'invariant Hf(U,G) qu'on vient de définir se comporte évi-
demment comme un foncteur contravariant en le couple (U,G) (au sens
habituel en cohomologie des faisceaux), en particulier, si V est

un ouvert de U , on trouve un homomorphisme de restriction (évidem-

ment surjectif)
i i
H.(U,G) —==> H.(V,G) .

Supposons maintenant U irréductible, de corps de fractions K

Comme d'habitude, nous désignons par G la restriction de X au

K

point généricue Spec(K) de U . Ceci dit, nous poserons
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(9.7) HN(K,Gy) = lig EX(V,8)
v

la limite étant étendue & la famille filtrante décroissante des ou-
verts non vides V de U . Il est clair, d'aprés ce qui précéde,

que Hi(K,GK) est un invariant de l'extension de type fini K de k
et du faisceau de torsion étale GK sur Spec(K) , soumis & la con-
dition que GK soit induit par un faisceau localement constant F sur
un modéle propre et lisse convenable X de K (ou, comme on dit en-
core, que F est "non ramifié" sur un tel mod2le) ; ou ce qui revient
au méme, une fois admis l'existence d'un modéle propre et lisse X

de K , qgue F soit non ramifié sur les modéles propres normaux
"guffisamment grands" (pour la relation de domination) de K . Il a
les mdmes propriétés fonctorielles en (K,GK) que HE(U,G) en (U,Q)
(ce qui permetrrait d'ailleurs, si on le désirait, d'étendre la défi-
nition & des extensions K de k qui ne sont pas nécessairement de
type fini). Il résulte du théoréme de finitude (SGA4 XIV) que si GK

est un groupe fini, il en est de mdme des Hi(K,G s Puisque ce

)
sogt des quotients des groupes finis Hl(X,F) 3 ce résultat se géné-
ralise de fagon évidente au cas ol GK est un faisceau de /\-modu-

les constructible, sur un anneau /\ donné. Signalons aussi que si U

est un ouvert affine, alors sa dimensicn cohomologique satisfait
cd(U)  dim U

(SGA 4 XIV), d'ol on conclut pour nos invariants birationnels

(9.8) Hf(K,GK) =0 si i> deg.tr. K/k .

Un cas particulier intéressant, en fait le plus important pcur

nous, est celui ou GK est constant, et défini par un groupe de tor-
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sion ordinaire G , auquel cas la condition de non ramification im~

posée & G est automatiquement satisfaite. On écrira simplement

K
H-(K,G) au lieu de Hi(K,GK) - Lorsque k est algébriquement clos,
ce cas comprend les faisceaux de la forme ﬂi S 0 ﬂ% o qui s'in-

troduisent enmlation avec le groupe de Brauer.

Lorsque X est un schéma propre et lisse sur k , muni d'un
faisceau de torsion F premier & la caractéristique, alors (K dé-
signant le corps des fractions de X , supposé connexe) H%(K,FK)
apparait comme un quotient de Hi(X,F) , qu'on peut considérer (com-
me nous verrons plus bas (10.1)) comme le premier terme du gradué

associé & H'(X,F) pour une filtration remarquable. C'est pourquoi

nous écrirons aussi

(9.9) 0r°E' (X,F) = EL(X,F,) .

9.5. Les définitions et notations précédentes s'étendent de fagon évi-

dente lorsque on consideére, soit des faisceaux qui sont limites induc-

tives de faisceaux de torsion du type précédent, tels les faisceaux

Akk et plus généralement (n) = 1i ﬁ? soit des"faisceaux
7° &L(xoo ?79 0419 ?

1 -adiques constants tordus", définis par des systémes projectifs

"adiques" de faisceaux de (g/f\)+4§) -modules localement constants

Fp s ou ce qui revient au méme sur une base connexe X , par des

représentations continues du groupe fondamental TT1(X,'§ ) de X

(relativement & un point géométfique 3 donné) par des automorphis—

mes de modules de type fini M sur gi . Rappelons que dans ce deu-

xiéme cas, on pose par définition

u (X,F) - lin B (X,Fy )
»



159

on définit alors les H-(U,3) et H}(K,GK) par (9.6) et (9.7) res-
pectivement. Parmi les faisceaux 1 -adiques, un intérat particulier

s'attache évidemment aux faisceaux de TATE

Zy [n] = lim iu gn ,
— Q——
o4 > 1)1
qui sont d'ailleurs, lorsque k contient un corps algébrigquement

clos, isomorphes (non canoniquement) au faisceau 1 —-adique constant
Zy -

9.6. Exenmples en basses dimensions. Soit X propre et lisse sur k ,

et connexe, F un faisceau sur X du type envisagé dans les numéros
précédents. Pour tout ouvert non vide U de X , il est bien connu

que 1'homomorphisme

(=) ' (X,F) —> E'(U,F)

est injectif, ce qui montre que l'on a

(9.10) ar® B (x,F) 22 8'(x,7) .

On trouve en particulier, par la théorie de Kummer, si k algébri-

quement clos :

o1 1 = .
9.11 Gr H (X, = H'(X, a4 Pi ,
(9.11) (51 o) = B0 [ y) 2 Pio)
(9.12) Gr°H1(X,§1 [1]) = H1(X,_Z_1 (1) 2 ry(pio(x)

qui permet d'expliciter ces invariants, modulo groupe fini provenant
de la torsion de NS(X) , en termes de la variété de Picard Pic;/k
(dont on peut d'ailleurs négliger les Sléments nilpotents ...), ol si

on préfére, en termes de la variété d'Albanese Alb(X) (dont le ca-
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ractére d'invariant birationnel est bien connu gréce a WEIL [25] ).

Désignant par x; les points maximaux de codimension 1 de X-U ,
la suite exacte de cohomologie relative pour X,U donne en basses

dimensions :
(9.13) 0 =>E'(K,8)-> B (U,F)> 3 B (x, , (FOZy[4] ), ) > (X,F) E*(U,F)
1

en supposant pour simplifier que F est un faisceau de I ~torsion

ou un faisceau J -adique. Le terme médian doit s'interpréter comme

le groupe des diviseurs sur X , & coefficients tordus F @& _z_’.{ [-—1] 3
& support contenus dans X-U , et la flé&che dans HZ(X,U) n'est au-
tre que 1l'homomorphisme habituel associant & tout diviseur la 2-clas-

se de cvhomologie bien connue. Passant & la limite sur U , on trou-

ve donc
(9.14) 6r°8*(X,F) = E2(X,F)/ In Div(x,P @ 2, 1] ) ,

o Div(X,F @& gx [—1] ) désigne le groupe de tous les diviseurs sur

X & coefficients tordus par F® gx [—11 . En particulier, faisant

F = «//U\im donc F@® Zy [-1] = 9‘1@7-' , donc

Div(X,F & Zy [-1] ) =< piv(X)® QI/ZI ’
on trouve, compte tenu de (BR II 3.1), un isomorphisme canonique
(9.15) ar®m2 (X, W;{m) & Bri(X) .

Donc, comme promis, les invariants introduits ici généralisent bien
le groupe de Brauer cohomologique Br'(X) (isomorphe, rappelons-le,
& Br(X) si dim X 2). I1 est souvent plus intéressant de travail-

ler avec des faisceaux 1 -adiques qu'avec des faisceaux ind-finis,
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il y a lieu alors de remplacer (9.15) par la formule suivante, obte-

nue en faisant F = gi [1] :
(9.16) or°8?(x,zy [11) X E(R,zy [1])/ In PLo(R)®Zy

en d'autres termes on trouve ici "la partie transcendante" de la co-

homologie 1 -adique en dimension 2, obtenue en négligeant la "partie
algébrique"” i.e. celle provenant de diviseurs a coefficients dans

gi s son rang (lorsque k est algébriquement clos) est le sempiter-

nel B,-f (BR II 3.5).

9.7. Gardons les notations de (9.6), et supposons que k soit de
caractéristique nulle, pour pouvoir disposer de la résolution des sin-
gularités [21] . 8i U est un ouvert non vide de X , on peut alors

caractériser le noyau de
i i
H (X’F) ->H (U’F)
comme étant la somme des images des homomorphismes de Gysin [?GA 4 XVIII]
i~2 i
(9.17) B (2, F,Q gy [»]) -5 En

ol Z est un schéma propre et lisse sur k , de dimension dim X - p,
P >/1 muni d'un morphisme Z --> X dont l'image est contenue dans
X-U , morphisme qu'on peut si on veut supposer une immersion sur

un ouvert non vide de Z . (NB F, désigne l'image inverse de F

Z
dans Z). La démonstration de cette caractérisation n'offre pas de
difficulté, en procédant par récurrence sur la dimension de Y = X-U ,

utilisant la suite exacte de cohomologie relative pour X , U et

la résolution dessingularités pour Y . Lorsque U n'est plus fixé,
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on en conclut la caractérisation correspondante du sous-groupe

rilt! BH(X,F) tel qu'on ait

B (X,F)/Filt "B (X,F) = 6r° EY(X,F)

c'est la réunion des images des homomorphismes de Gysin (9.17), pour

Z lisse et propre sur k de dimension dim X - p {dim X , qu'on
envoie dans X par un morphisme quelconque (qu'on peut, si on veut,
supposer 8&tre génériquement immersif). On notera qu'on doit permet-
tre pour p “toutes les valeurs de 1 & dim X . De cette descrip-
tion, on déduit formellement la description suivante de Filt1Hi(X,F) ’
en supposant pour simplifier F constant : c'est la somme des images
d'espaces du type Hi—ZP(Z, F‘@)@i [-p]) , o0 Z est propre et

lisse sur k , de dimension quelconque, P> 1, par des homomorphis-
mes définissables par des cycles algébriques sur 2ZxX , de codimen-

sion q = dim Z + p . Ainsi, Filt) H'(X,F) s'interprdte comme la

partie de HE'(X,F) provenant, 4 l'aide d'homomnrohismes définis par

des_classes de correspondance algébriques, d'espaces de cohomologie
Hj(Z,G) avec Jj £ i (¥) Nous dirons encore que les éléments, ou sous-
groupes, de Hi(X,F) qui se trouvent dans Filt1 sont de "type di-
mensionnel" ou de "niveau" ¢ i , tandis que Hi(X,F)/Filt1= GroHi(X,F)

apparait comme la "composante pure de niveau i" de H (X,F) .

9.8. Notons que le critére précédent nous montre le caractére fonc-
toriel en X de Filt' H (X,F) , donc de Gr° H*(X,F) , pour des
morphismes pas nécessairement dominants, et mé&me pour des classes de
correspondance algébriques arbitraires. Comme nous avons signalé déja

que lorsque i >dim X , ona Filt' H = E' (formule (9.8)) , on

(*) et Z de dimension quelconque.
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en conclut que si Z est tel que dim 2 i , alors pour tout ho-

momorphisme
B%(2,6) - E (X,F)

défini par une classe de correspondance algébrigue, Filt1 Hi(X,F)
contient l'image de cet homomorphisme. J'ignore si Filt1 Hi(X,F)

est engendrée par ces images (ce qui fournirait une autre interpréta-
tion de Filt1 , et une justification plus intuitive de la termi-
nologie "type dimensionnel" introduite ci-dessus). Lorsgue k est
algébriquement clos et que F est le faisceau constant gi , 11 en

est trés probablement ainsi tout au moins modulg groupes finis, i.e.

pourvu qu'on travaille plutdt avec la cohomologie & coefficients

dans Qi . Cela résulterait d'une variante plausible des théorémes
cohomologiques de Lefschetz pour les sections hyperplanes [26} en
termes de groupes de cycles algébrigues (*), qui de son cbté semble main-

tenant & la base des conjectures de Weil [36] .

(9.9). Les développements du présent paragraphe reposent essentiel-
lement sur 1'énoncé démontré dans (9.2) (formule (9.2.)), qui garde
un sens indépendamment de tout corps de base, l'hypothése de lissité
étént simplement remplacée par une hypothdse de régularité. Il est
plausible que 1'énoncé ainsi généralisé reste valable dans ces condi-
tions plus générales, du moins si X est excellent. la démonstration
donnée montre gque la question est liée au théordme de pureté cohomo-
logique. Gréce 3 ARTIN, celui-ci est démontré pour des schémas excel-
lents de caractéristique nulle (SGA 4 XIX),de sorte que les développe-

ments précédents s'étendent de fagon évidente pour définir des inva-

(*) Cf. 1'exposé de KLEIMAN dans ce méme volume.
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riants birationnels relatifs au—-dessus d'un tel schéma de base.

10. Relations avec les conjectures de Weil et de Tate.

10.1. FPiltration de la cohomologie par le "type dimensionnel™. Soit

X un préschéma sur un corps k , F ' un faisceau étale sur X .
On définit alors une filtration décroissante naturelle des groupes

de cohomologie H*(X,F) , en posant
(10.1) ri1tPet (x,F) = U ker (B (x,F) - B (U,F)) ,
U

oll la réunion du deuxiéme membre est étendue aux ouverts U de X

tels que
(10.1 bis) codim(X-U,X) PR

Cette filtration de la cohomologie est donc associée & la "fil-
tration" de X par les familles @ de parties fermées, od ¢¥ dé-
signe l'ensemble des fermés de X qui sont de codimension >p -

Des réflexions standard (cf par exemple [?O] ) montrent alors que la
filtration (10.1) de H'(X,F) fait de ce groupe l'aboutissement d'une
suite spectrale convergente (dont le terme Ea) est par suite le gra-~

dué associé
(10.2) E = Or B (X,F) ),

dont le terme initial s'explicite ici comme

Prd _ p+q
(10'3) B1’ XZUW H x (F) b
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ou X(p) désigne l'ensemble des points x de X qui sont de codi-

mension p

x e x(P) &> dim 0y =D ,
O% ,x

et o, pour un point x de X , et un entier n , on définit

(10.4) E (F) = lig : (U,F)
x u Qq nTU

la limite inductive étant prise suivant les voisinages ouverts (au
sens de Zariski) de x 4 le groupe de cohomologie écrit au deuxiéme
membre étant la cohomologie "& support dans {;} n U", Lorsque X
est lisse, F localement constant (pour la topologie étale) et de

Y -torsion, JY premier & car.K , alors le "théordme de pureté co-
homologique" (SGA4 XVI) permet d'expliciter le deuxiéme membre de

(10.4) par la formule
(10.5)  EX(F) & E"?P(x,Fg z, [-p) ) = Lim B P(V,F® 2y [-p] ) ,
X 1 V’ 1

od p = dim gx,x est la codimension de x dans X , et o V par-

court les ouverts non vides de {;} . Ainsi (10.3) nous donne dans

ce cas

(10.6) B (X,F) <= B}"% = Z—(—) 17P(x,F @ zy -0 )
x € x\P s ’

comparer EZQ] et [}9 s footnote 8] pour la suite spectrale analogue

pour la cohomologie des faisceaux cohérents resp. la cohomologie de

De Rham.

Ces considérations s'étendent de fagon évidente aux faisceaux
1 -adiques constructibles, en particulier si F est constant tordu

sur X lisse, on a la suite spectrale(10.6), dont le terme initial
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s'explicite par (10.5), associé & la filtration de H*'(X,F) définie
par (10.1). Dans ce cas, et sous réserve de disposer de la résolu-
tion des singularités, par exemple si car.k = 0 , les réflexions
de (9.7) s'appligquent pour donner la caractérisation suivante de

Filt? B (X,F)

(10.7)  FIPEEF) - @ In (& 2Yz,7, 0 2y [-a])> B (%,F))
Q.z,P

ot Z est un X -schéma propre de dimension égale & dim X -~ g (en
supposant pour simplifier X équidimensionnel). Les variantes de
cette description, signalées dans (9.7) et (9.8), pour p = 1, restent en-

core valables pour p quelconque.

10.2. Désignons par k une cldture algébrique de k , et soient
X , F déduits de X , F par extension k -->» k du corps de
base. Alors les réflexions de (10.1) peuvent s'appliquer, pour donner
une filtration canonique sur H"(X,F) , aboutissement d'une suite

spectrale & terme initial explicité. Or le groupe fondamental
G = 'W1(k) = Gal(k/k)

opére sur toute la situation par transport de structure, et en par-—
ticulier il opére sur H'(X,F) en invariant sa filtration. Il opére

donc par suite sur le gradué associé Gr H'(X,F) .

Lorsque k est le corps fini 4 N éléments, alors G stiden~
tifie & Z gréce au générateur topologique frobN s et la connais-
sance de 1l'opération de G est équivalente & l'opération de 1l'auto-

morphisme de frobénius. Supposons alors que X est lisse et propre

sur k =F , et que F = zi (considéré comme faisceau J -adique).
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Supposons de plus qu'on dispose de la résolution des singularités,

de fagon & pouvoir écrire (10.7) pour X , i.e.

(10.8)  FilePE'(%,2y) In(E 32,2y ] ) > B (KZy)

e
q

} P
ol on peut prendre les Z provenant de X —préschémas lisses et

propres 2Z . Remarquons qu'on a 3
(10.9)  w(Z,zy[ <)) ¥ u(Z,z)) [~a] - B(Z,2)p , 2y [d] -
7] y) L=l ALFN

D'autre part, la conjecture de WEIL-RIEMANN {36] [j]] postule gque

frobN opérant sur HJ(Z’Zi) a un polyndme caractéristique a coef-

ficients entiers ordinaires, donc que ces racines (les valeurs pro-

pres de frob, opérant sur HJ(Z,gi)) sont des entiers algébrigues,

s /2,

N

et que de plus ces derniers sont de valeurs absolues égales

Comme les valeurs propres de frobN opérant sur (10.9) sont égales

aux valeurs propres précédentes multipliées par n , on conclut

alors de 1l'expression (10.8) que les valeurs propres de frobN opé-—

rant sur FiltPHl(i,gi) sont stables par conjugaison sur Q (i.e.

le polyndme camactéristique de cet endomorphisme est encore & coef—

ficients entiers), et que ce sont des produits de wP par deg entiers

-

algébriques (de valeur absolue nécessairement égale & N1/2-p) . T1

¥y a donc lieu de conjecturer que cet énoncé, généralisant 1'hypothése
de WEIL-RIEMANN, est valable pour tout schéma propre et lisse sur le
corps fini Fy . Désignant par Filt'le(i,gx) le sous-espace de
i,= i/ .
7 (X,q) = E (x,&x)@zﬁ
stable par frobN correspondant aux valeurs proprcs de frobN dont

les gquotients par ¥P sont encore des entiers algébrigues, on peut
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exprimer la conjecture précédente par la relation

(10.10) FiltpHi(J-(’Q;() < Filt'PHi(is@x) .

10.3. Nous inspirant des conjectures de TATE {}3] , il y a lieu de

conjecturer que 1'inclusion hypothétique (10.10) suggérée par les

conjectures de WEIL, est en fait une égalité. Lorsque i = 2p , ceci

ge réduit en effet aux conjectures de TATE, dans le cas du carps de

=N

tement le sous-module de HZP(X,gi) engendré par les classes de

base P , car on constate aussitét que Filtszp(i,gi) est exac-

cohomologie des cycles de codimension p dans X (& coefficients
dans Zi [-p] ) 5 tensorisant par gi Lp} , on trouve (compte tenu

des conj. de WEIL) la conjecture de TATE : le sous-espace de

HZP(X,Qi [p]') engendré par les classes de cohomologie des cycles

algébriques de codimension p est égal & 1l'espace correspondant aux

valeurs propres de frobq gui sont des racines de l'unité, i.e. &

l'espace des invariants de frobqr pour r grand.

I1 est immédiat comment généraliser la définition de Filt!
lorsque le corps fini EN est remplacé par un "corps de type fini",
ou mieux, par un schéma de base S régulier et de type fini sur
Spec Z , en faisant intervenir les opérations des frobénius corres-
pondants aux différents points fermés de S . I1 y a lieu alors de

conjecturer 1'égalité dans (10.10) dans cette situation générale, ce

gqui généralise la conjecture de TATE pour la base 3 .

Rappelons cependant [32] que m8me lorsque X est une surface
lisse et propre sur le corps fini FN , ni la conjecture de WEIL ni

celle de TATZ n'est prouvée pour le Hz(i,gi) , celle de TATE étant
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d'ailleurs équivalente (en vertu de ARTIN-TATE) & 1l'hypothdse de fi-

nitude du groupe de Brauer "arithmétique" Br(X) [32].

10.4. Comme nous l'avons déja signalé, lorsque X est lisse sur

le corps k , on peut introduire sur la cohomologie de De Rham

H'(X) de X une filtration par la mé&me formule (10.1), associée
eﬁcore % une suite spectrale analogue & (10.6) E19]A. On ne confon-
dra pas cette filtration par les Filt® Hi(X) avec la filtration par
des Filt'pHi(X,F) , défini par voie purement algébrique en termes
de la définition de H°(X) comme 1'hypercohomologie de X & valeurs
dans le complexe de faisceaux de De Rham, filtration qui est associéé

4 une suite spectrale de terme initial
(10.11) B(X) &= BP0 = 84K, 23,)

(1'opérateur différentiel de E{ provenant de celui de .glx/k) .
Cette deuxiéme filtration joue un rdle analogue & la filtration "a-
rithmétique" désignée par la m8me notation dans (10.2), et la for-

mule (10.10) se remplace ici par la formule
(10.12) PiltPEN(X) < Filt'PEI(X)

valable tout au moins si k est de caractéristique nulle. Lorsque

de plus X est projectif sur k , la théorie de HODGE [3f] prouve
d'ailleurs que la suite spectrale (10.11) est dégénérée, et si k = c,
on trouve un isomorphisme canonique de la cohomologie de De Rham avec
la cohomologie de Hodge.

(10.13) B (x) = 3 8¥x, Q-)Ié/c) ’
P,Q -
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(par une définition transcendante, via l'opération transcendante de
"conjugaison complexe" ¢ -3 F dans H'(X) et la filtration Filt!
de H'(X) , donnant naissance & la bigraduation de HODGE). Dans ce
cas, la filtration "topologique" Filt? é&tant manifestement stable

par conjugaison complexe, la relation {10.12) peut aussi s'écrire
(10.14) riltPEt (x) < PiePEY(X) A Pae® BN (x)

oli le terme de droite s'explicite également en termes de la bigra-
duation (10.13) comme la somme des termes bihomogénes H’%(X) ,

avec T P s p . Désignant par Xc 1l'espace X(_C_) muni

X 1
de sa topologie compacte habituelle, Hl(X) n'est autre que
Hl(Xcl,_@) @ C , et l'inclusion (10.14) s'écrit de fagon équivalente

comme une inclusion
(10.15) Filt? Hi(xcl,g_) < FilePE(x) 0 FITOORN(X) N BN (X, ,Q)

(compte tenu que la filtration "topologique" de Hl(X) est évidem-
ment déduite d'une filtration sur Hl(Xcl,g)).

La conjecture de TATE généralisée du (10.3) admet comme analogue la

classigue conjecture de HODGE {?2] : 1l'inclusion (10.15) est une éga~

litéf Le cas i = 2p , qui correspond exactement & la conjecture
de TATE proprement dite, n'est autre que la caractérisation conjec—

turale des classes de cohomologie rationnelles de Hzp(Xcl,Q) qui

a

correspondent & des cycles algébriques de codimension p , & coef-

ficients rationnels, comme celles qui sont de type (p,p) .

* (Ajouté en octobre 1968.) On a oublié dans cet énoncé de préciser qu’on suppose i <m, ou X est équidimensionnel de dimen- -
sion m; la théorie de Lefschetz [26] permet d'ailleurs, pour une description de Filt en termes de Filt’, de se ramener aux i <m:
sii2>m, remplacer p par p +(i—m) dans le deuxiéme membre de (10.15). D’autre part, I'auteur vient de s’apercevoir que la
conjecture de Hodge est fausse, pour des raisons essentiellement triviales, sous sa forme originale qu’on vient de rappeler, et
doit &tre reformulée ainsi: le premier membre de (10.15) est le plus grand sous-espace vectoriel (sur Q) du second membre,
engendrant dans H‘(X,g) un sous-espace vectoriel stable par 1a décomposition de Hodge.




11. Appendice: Un théoréme de comparaison de la cohomologie étale

et de la: cohomologie fppf.

Nous allons dans le présent appendice démontrer le théoréme
"rappelé" au début du paragraphe 5, sous une forme un peu plus gé-
nérale (11.7). Les notations sont celles introduites au par. 5, nous

aurons en particulier & considérer le morphisme canonique de sites

s —
P : Xpl > X

associé a un préschéma X . Nous désignons par Gpl un faisceau

e . <
abélien sur Xpl , et par n un entier P 0

Lemme (11.1). Les conditions suivantes sont équivalentes :

. i .
(i) R px(Gpl) =0 pour 1Lign .

(ii) Pour tout X' étale sur X , 1'homomorphisme canonique

i, i
H (Két,p*(Gpl) > H (XI',l,Gpl)

est un isomorphisme pour i 4 n , un monomorphisme pour i = n+1 .

(111) Pour tout localisé strict X de X , on a

Hl(i,G =0 pour 1 i Jn .
2o SRS

pl)

Démonstration. L'équivalence de (i) et €ii) est essentiellement

triviale, et s'étend & un morphisme de sites quelconques. L'équiva-

lence de (i) et (iii) résulte aussitst des isomorphismes

i ~ i,

171
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ot X est le localisé strict de X relatif au point géométrique
X de X [SCA4VIII 4] , limite projective de schémas affines X!
étales sur X . En vertu de [SGA 4VIII 3.9] le premier membre est

en effet isomorphe a

i
lim H (X! G 1)
> ipl’pl

lui-mé&me isomorphe au deuxiéme membre en vertu de la théorie de pas-
sage & la limite [?GA‘QVI par. 6, VII 5] s, Qui s'applique en effet

au cas de la topologie fppf, comme & celui de la topologie étale.

Lemme (11.2). ("Lemme de Cartan"). Supposons X local hensélien.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout X' fini localement libre sur X , on a

i .
H (Xél’Gpl) =0 our 14£ign .

(ii) Pour tout X' comme dessus, et tout X" fini localement

libre sur X' , on a

Hl(x"/x',cpl) =0 pour 1 (i

VAN

n ,

Y
(ot le premier membre désigne la cohomologie de Cech pour le "recou—

vrement" X" --> X').

¥B. On dit qu'un morphisme X' —> X est localement libre

si X' est le spectre d'un faisceau d'Algébres qui est localement
libre comme faisceau de modules. Démontrons (11.2) : notons qu'on
peut dans 1l'énoncé supposer que X' —> X et X"-—» X' sont sur-

jectifs (car l'image est & 1o fois ouverte et fermée), donec qu'ils
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sont "couvrants" pour la topologie fppf. Pour un X' fixé, comnme
X' est semi-local hensélien, il est connu que les X" sont cofinaux
dans les familles couvrantes de X' pour la topologie fppf, donc

que pour tout i >1 et tout } [ Hl(X' peut s'effacer

pl ,Gpl) b
par un tel X" . Le lemme (11.2) résulte de la formellement par
un argument oonhu, procédant par récurrence sur n et utilisant la

suite spectrale de Leray pour le "recouvrement" X"/X' .

Nous sommes donc amenés & trouver des critéres de nullité pour
les groupes de cohomologie Hl(X'/X,Gpl) . Signalons d'abord le

lemme préliminaire :

Lemme (11.3). Soit Xé—)Xo un morphisme de X-préschémas. Pour tout

entier j ) O , désignons par X9 (resp. XéJ) le produit fibré

j.éme de X' (resp. de X! = X'xxxo) sur X (resp. sur Xo). Sup-

posons vérifiée la condition suivante :

(L)‘ Pour tout j ) 1 , l'application

j j
G (x9) — o, (x9)

est surjective.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L'application

Hl(X'/X,Gpl) -— Hl(x(;/xo,c

)

pl

est bijective pour 1 é\i {n , injective pour i = n+1 .

(1i) 81 N désigne le foncteur Z ey Ker (Gpl(z) -3 Gpl(zo)) ,
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o Zo = ZxXXO sy On a

B (X'/X,N) =0 pour 1 ¢i¢n

Démonstration. On a une suite exacte de complexes de cochaines

0 = C"(X'/X,N) = C"(X'/X,G) —> C*(X!/X ,G)-=» O

compte tenu de la condition (L) . On en conclut une suite exacte

de cohomologie

SOV, &) ES

e H(XU/R,N) - B (X'/X,0) - B (X!/X_,0) —> H
gqui implique aussitdt la conclusion voulue.

Voici enfin le lemme clef :

Lemme (11.4). Avec les notations de (11.3), suppesons de plus X

local hensélien, Xo ~~>» X une immersion fermée, X' -~» X fini

localement libre, que Gp1 satisfasse la condition (L), et qu'il

existe un sous-foncteur ouvert U de GPl "contenant" la section

unité et qui soit représentable par un préschéma lisse sur X (ces

deux conditions sur Gpl sont automatiquement vérifides si Gpl est

représentable par un préschéma lisse sur X). Alors la condition (i)

de (11.3) est vérifiée pour tout n

Lorsque Xo n'est pas de présentation finie sur X , pour pou-
voir dans (11.3) et (11.4) donner un sens 2 Gpl(Xo) , et plus gé-
néralement Gpl(Xéj) s 11 y a lieu de prolonger canoniquement GPl
en un foncteur (Sch)/xo -—> (BEns) , en posant pour tout f : Y = X

sur X Gpl(Y) = f:l(cpl)(Y) . Alors U est encore un sous-fonc-
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teur ouvert de Gp1 = G , considéré comme foncteur défini sur tout

(Sch)/x . Nous utiliserons aussi les foncteurs C (G) définis par

cte)(r) = trr/r,e) = o (vt

y it désignant la puissance fibrée (i+1).2me

o Y' = YxXX' ’
de Y' sur Y . Ainsi, g}(c) n'est autre que le foncteur noté
HomX(X'l+1,G) par ailleurs. Les Q}(G) forment un "foncteur-groupe

simplicial" noté g:(G) , et on a des isomorphismes canoniques
e (@)(x) = ¢ (x1/X,6) , C(G)(X)) = CT(X!/X ,6)

On introduit de méme le sous—foncteur 2 (G) de C'(G) , noyau de
1'homomorphisme cobord g?(G) — g}+1(c) sy de sorte qu'on a des

isomorphismes canonigues
i iogy i . Y.
z7(0)(x) = 22 (x7/x,6) , Z(G)(X)) = 27 (X!/X ,G) .
On peut, pour tout i , considérer le sous-foncteur
¢*(v) = Bom (x'**1,u)

de g?(G) + Ces sous-foncteurs, pour i variable, forment un sous-
foncteur simplicial C'(U) de C'(G) (mais en général pas stable,
bien entendu, par la loi de groupe). Notons que chaque Q?(U) est
un sous-foncteur ouvert de g?(G) « On peut d'autre part supposer

U affine, ce qui implique alors que les g}(U) sont représentables

par des schémas affines sur X , qui sont de plus lisses en vertu
de 1'hypothese de lissité sur U (comme on voit par le critére infi-

nitésimal habituel de lissité).

On posera Z (U) = 2'(G) n ¢*(U) , c'est un sous-foncteur de
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g}(U) , dont on ne sait pas s'il est représentable, faute de pouvoir
. . 41
affirmer que le cobord d° appligue g}(U) dans Q} (U) . Cepen-

dant, posant
et = a (M),

.. i .
on trouve un sous-schéma ouvert de C (U) , contenant la section

nulle, et posant
2 ) = 24@) n et (U) = ker (crrU) - o MU))

on trouve un foncteur représentable par un sous-préschéma de présen—
. o i . . .
tation finie de C' (U) , comme image inverse de la section nulle

de C'i+1(U) par le morphisme de préschémas Qfl(U) BN C'1+1(U) .

Le fait important, qui donne la clef de la démonstration, est

que
(%) a oty > 2tU) , pour iy 1,

est un morphisme lisse de préschémas. (Ce fait est vrai, indépendam-

ment de 1l'hypothése locale hensélienne sur X , et est également in-
dépendant de la donnée de X et de 1'hypothdse (L)). Quitte & fire
un changement de vase affine Y —» X , on est ramené 3 monteer que
si X est affine, et si Xo est un sous-schéma fermé défini par un

idéal I de carré rul, alors pour tout z© & gfl(U)(X) , et tout

cl;1 4 21-1 (U)(Xo) , tels que

io1, i1 i
a (e o ) = z

. . - s i : :
(ol le deuxiéme membre désigne la restriction de 2z~ & Xo), il existe

un 01-4 6-9]1_1(U)(X) y relevant cl;1 , et satisfaisant
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dl—1 (01_1) = zl .

Pour le trouver, on note que, puisque gj1_1(U) est lisse sur X ,
. ‘ ._ -
on peut remonter 0101 en une cochaine c*”' & crTNU)(X) , et

alors
ui - di—1(c1—1) _ zl

est un élément de 2'*(U)(X) dont la restriction uz a X est
nulle. Tout revient & prouver qu'il existe un Vv € g}l—1(U)(X) , tel

que

En d'autres termes, avec les notations de (11.3), on est ramené &

prouver gu'on a
H'(X'/X,§) =0 pour i3 1 .

Or, utilisant la représentabilité de U , on constate aussitdt que

1'on a un isomorphisme canonique de foncteurs :
N(Y) = B°(Y, £5( w)) ,

o f : Y ~> X est le morphisme structural et QQ est l'image in-
verse, par la section unité, du faisceau .gla/x des 1-différentielles
relatives. Par suite on trouve H (X'/X,N) = E'(X'/X, &) , qui est

nul pour i 2 1 comme il est bien connu [16, I, page 181 .

Utilisant la lissité de l'application (=), on va conclure faci-
lement la validité de la condition (ii) de (11.3) (en revenant main-

tenant aux conditions initiales de (11.4), donc sans plus supposer



178

X, défini par un idéal nilpotent, ce qui prouvera bien (11.4) grice

a (11.3). Soit (pour i3 1 fixé)

e 2@/ e gt oE

donc zz =0 , on cherche un e gj1_1(U)(X) , avec 01;1 =0 ,

tel que di~1(ci_1) =zt . or 1'image inverse de la section 2t de
g}i(U) sur X par le morphisme lisse (%) est un sous-préschéma 2
de g}i—1(U) lisse sur X , d'autre part on dispose d'une section
de Zo = Zx X0 sur Xo , Savoir la section nulle. Comme X est

X

P . . i-1
hensélien, on peut alors relever cette section en une section ¢

de Z , cafd.

Remargues (11.5).

1°) Lorsque dans (11.4) X, est défini par un Nilidéal de
X , on peut affaiblir les autres hypothéses, en se bornant & supposer
X affine (au lieu de local unensélien), et en laissant tomber 1'hy-
pothdse que U soit lisse sur X (représentable suffit). Bien en-

tendu, on garde l'hypothése (L), qui est dans la nature d'une hypo-

thése de lissité.

2°) Pour démontrer la lissité du morphisme (%) ci-dessus, on
n'a manifestement utilisé 1'hypothése affine sur U que pour pouvoir
affirmer que les deux membres sont bien représentables, ce qui est
le cas sous des conditions nettement plus générales. Par exemple, si
G est représentable et lisse sur X , on pourra prendre G = U dans
des cas importants, par exemple chague fois que G est quasi-projec—

tif sur X , ou que X est le spectre d'un corps, ou que X' -= X
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est radiciel.

Lomme (11.6). Sous les conditions de (11.4) sur X , G , suppo-

sons la condition (L) vérifide pour tout X' fini localement libre

sur X et X = Spec(k(x)) , et X strictement local, i. e+ & corps

résiduel séparsblement clos. Alors on a

i .
B°(X'/X,8,) =0 pour 131 ,
et de méme
i .
H (Xpl’Gpl) =0 pour iyl .

Démonstration. La deuxiéme assertion résulte de la premiére, compte

tenu que les hypothéses sont stables par passage de X 4 X' , et
de (11.2). Pour la premiére relation, compte tenu de (11.4), on peut
supposer que X est égal au spectre d'un corps séparablement clos
k . Alors il est connu que G est méme représentable par un schéma
en groupes lisse sur k [SGA3XVIII] , et par suite (11.5. 2°) 1e

morphisme
_(_!_1-1((}) —> 2°(G) , pour i >t o,

est représentable par un morphisme lisse de préschémas. Pour prouver
que chague point de g_l(G) (x) provient d'un point de 21‘1((}) (x) , il
suffit donc de prouver que le morphisme précédent est surjectif. Or ce-

ci nous raméne au cas od le corps de base k est algébriquement clos

et non seulement séparablement clos, mais alors tout X' fini non vi-
de sur X = Spec(k) admet une section, et par suite H (X'/X,G) = 0

pour i >1 s co qui implique la surjectivité voulue et achéve de
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prouver (11.6).

Mettant ensemble les résultats obtenus (11.1), (11.2), (11.4),

(11.6), on trouve :

Théoréme (11.7). Soient X wun préschéma, Gpl un faisceau abélien

sur Xpl . On suppose vérifiées les deux conditions suivantes (rem-

plies en tous cas 8i G est représentable par un préschéma lisse

sur X) ¢

(L) Pour tout localisé strict X de X , tout sous—schéma

fermé non vide X de X , et tout X' fini localement libre sur

e ! o= X! 1 s
X , posant Xo X xxXO y 1'homomorphisme

G(X') —> c(X!)

est surjectif.

(R) Pour tout X comme ci-dessus, il existe un sous-foncteur

ouvert U de Gplxxi = Gpl s représentable par un préschéma lisse

et tel que U —> X soit surjectif {auquel cas, quitte & "translater"

U , on peut méme supposer que U "contient" la section nulle).

Alors on a les conclusions suivantes :

1°) Les homomorphismes canoniques

7 (X —> B (X

t'%t) p17%p1)

sont des isomorphismes, ol Gét = px(cpl) est la restriction de G

pl
au site étale. En particulier, on a
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Hi(Xpl’Gpl) =0 pour i1 ,si X est strictement local.

2°) Si X, est un sous-préschéma fermé non vide de X , X

local hensélien, alors les homomorphismes de restriction

5 (X,6) —» E(X_,6_) pour i 1

sont bijectifs, ol les groupes de cohomologie sont pris au sens de

la topologie étale ou fppf indifféremment, et o Go = GplxXXo .

3°) Sous les conditions de 2°), pour tout X' fini localement

libre sur X , les homomorphismes de restriction

i i .
H (X‘/X,Gpl) —> H (xg/xo,Gpl) pour i >

sont bijectifs. En particulier,

Hl(X'/X,Gpl) =0 pour i}» 1 , si X strictement local.

Démonstration. Seul 2°) n'est pas encore démontré. Notons qu'en vertu

de 1°), les deux énoncés contenus dans 2°), suivant la topologie
adoptée, sont équivalents ; travaillons par exemple sur Xpl . En
vertu de la suite exacte 0O - N —-» Gp1 - Gpl o > 0 , et compte

tenu de la condition (L), on est réduit & prouver qu'on a

Hl(Xpl,N) =0 pour iH 1 .

4

En vertu de (11.2) cela se ramdne aux relations

H' (X'/X,N) =0 pour i 1

4

qui en vertu de (11.3) équivalent & la conclusion de 3°), déja prou~

vée, cqfd.
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Remarques (11.8).

1) Dans 2°) et 3°), on peut remplacer 1l'hypothése que X soit
local hensélien par celle que X sgoit affine et XO défini par un
Idéal nilpotent de X , en reformulant convenablement (L) et (R)

cf (11.5, 19.

2) On fera attention que m8me en interprétant 1'énoncé 2°) au
sens de la topologie étale, l'isomorphisme envisagé n'est pas trivial

(et ne se réduit pas & 1'énoncé analogue pour un faisceau §tale Gét

sur X, et sa restriction & X ., [sGA4 VIII 8.6.]) ). En effet,
la restrietion G ,, de G au site étale X ,, de X n'est

o ét o o ét o}
pas en général isomorphe & la restriction du faisceau étale Gét sur
Xét & ce méme Xo &t °

3) On peut, par essentiellement la m@me méthode, prouver un
énoncé correspondant & (11.7), pour un faisceau en groupes Gpl non
nécessairement commutatif sur Xpl y et les H1 correspondants,
généralisant [SGAS XXIV 8.1.7 , (ol on avait fait des hypothdses de

quasi-projectivité, pour assurer la représentabilité des C (Q) de

la démonstration de (11.4)).

Une remarque analogue s'appligue au résultat (11.9) qui suit.

Corollaire (11.9). Soit Gét un faisceau étale sur X , et consi-

;

< 3* . . .
dérons GPl =P (Gét) , Son image inverse sur le site fppf Xpl par

le morphisme canonique de sites p @ Xpl g Xét . Alors 1l'homomor-

phisme canonique

Gy = PelC;)
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est un isomorphisme, et si Gét est un faisceau abélien, les homo-

morphismes canoniques

i i
H (Xét’(}ét) —-—> H (Xpl’Gpl)

sont des isomorphismes.

Démonstration. La premidre assertion équivaut encore & dire que le

foncbeur p sur les faisceaux étales est pleinement fidéle, ou en-

core que l'homomorphisme
0 o
H (xét,cét) - H (xpl,cpl)

est bijectif, et que l'assertion analogue reste vraie en remplagant
X par un X' étale sur X . En fait, on vérifie, de fagon plus
générale, que pour X' £ Ob xpl , 4 morphisme structural f : X' -> X ,

on a une bijection
o (X') = p¥(a. (X)) 2 £% (G, )(x")
pl ét 8t  ét ’

qui est fonctorielle en X' et G,

&t ? et permet donc d'interpréter

ltopération p* en termes d'opérations entre sites étales. Cette in-

terprétation de Gpl permet de vérifier sans difficulté que Gp1

satisfait aux conditions de (11.7), car elle rend (L) triviale, tan-
dis que (R) se vérifie en prenant simplement la section nulle de Gpl s
qui définit un sous—foncteur de G, gréce & SGa4VIII 6.1 . La

conclusion 1°) de (11.7) jointe & la premiére assertion déja admise

de (11.9) implique alors aussitdt la deuxidme assertion de (11.9).
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ERRATA ET COMPLEMENTS.

p. 89, ligne 8:

Comme me l'a signalé J.P. Serre, sans la resiriction qu'on vient d'insé-
rer, le théoréme du texte est probablement faux, mais néanmoins la re-
lation Br(K) = 0 reste vraie sans cette restriction. Il suffit, pour
le voir, de reprendre la démonstration classaique (non cohomologique) du
fait que tout corps gauche fini sur K de centre X est identique &

K , utilisant l'extension au corps gauche de la valuation qu'on a sur
K . Cet argument marche en effet en supposant seulement V hensélien,

an lieu de complet.

p. 93, Corollaire (2.2):
Comme fait remarquer J.P. Serre, la suite exacte écrite dans

ce corollaire se décompose en des suites exactes courtes

0 —> B (k,g ) —> E}(K,6 ) — B (k,9/2) —>0 , (132) ,
qui splittent (le choix d'une uniformisante de V définissant un split-
tage de ces suites exactes). Pour le voir, il suffit de définir pour tout
i) 2 un homomorphisme Hi-1(k,9/§)z Hi(k,g) e Hi(K,_Gm) , inverse &
gauche de Hi(K,gm) -—> Hi-1(k,g/§) « On prend le composé
Hi(k,g) -—> Hi(th) -—é'Hi(K,Qm) , od la derniére fléche est celle dé-
duite de 1'homomorphisme (g)K --» G provenant du choix d'une unifor-

misante de V . On a en particulier
Br(K) & Br(k) + H'(x,0/2) ,

isomorphisme dd déja & WITT (1936).



