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Introduction 

Soit S u n  pr6sch6ma, et A un pr~schdma abdtien sur S, i.e. un S-pr6- 
sch6ma en groupes propre et lisse sur S, /t fibres connexes [10, Ch. 6]. 
Pour tout entier n>  0, il est bien connu (et dfl it WEIL) que l'endomor- 
phisme n ida de multiplication par nest  une isog6nie fibre par fibre, done 
[3, VI~, 2.2(i)] est plat fibre/t fibre, ce qui implique [EGA VI 11.3.10] que 
n ida est un morphisme plat, doric que son noyau,A est plat sur S; comme 
il est de plus propre et de pr6sentation finie sur S, et it fibres finies, il 
s'ensuit [EGA IV 8.11.1] que c'est un sch6ma en groupes sur S qui, 
comme S-pr6sch6ma, est ~fini localement librer~ i.e. d6fini par une A1- 
gbbre sur 0s qui est tocalement libre de type fini comme t~s-Module. 
Si A est de dimension relative g sur S, alors le rang de ,A sur S est n 2g, 
comme il est bien connu [8, p. t09]. Lorsque n cro~t multiplicativement, 
les ,A forment un syst6me inductif de sch6mas en groupes sur S. I1 est 
parfois plus commode, avec WEre et TATE, de consid6rer les nA comme 
les termes d'un syst6me projectif, en convenant pour n[n' d'envoyer 
n.A darts ,,A par la multiplication par m =n'/n, qui est un morphisme 
fid61ement plat de noyau mA. Le syst6me projectif obtenu ainsi, lorsqu'on 
fait parcourir it n les puissances d 'un nombre premier fix6/, se d6note 
souvent par Tt(A). It d6pend fonctoriellement de A e t  sa formation est 
compatible avec tout changement de base. Lorsque l e s t  distinct des 
caract~ristiques r6siduelIes de S, tes nA envisag6s, n=F, sont des groupes 
6tales finis sur S, et il est licite de les regarder comme des faisceaux 
6tales [1, VII] localement constants sur S, qui ont d'ailleurs l'interpr6- 
tation cohomologique qu'on devine. Si alors S est connexe et muni d'un 
point g6om6trique ~, alors par la th6orie de Galois [SGA V] la connais- 
sanee de Tt(A) 6quivaut h celle du groupe 

Tt(A (r = {ira, ,~A (~) 
v 

associ6 au groupe des points de A ~ vateurs dans ~, (groupe qui est un 
module libre de rang 2g sur l 'anneau Z t des entiers l-adiques), muni des 
op6rations naturelles de n~(S, 0 sur ce module, d6finissant un homomor- 
phisme continu 

~, (s ,  ~) --, ~Z(T,(A(~))) = Gt(M),  
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off le premier terme est muni de sa topologie profinie habituelle, et le 
deuxi~me de la topologie l-adique naturelle (qui en fait 6galement un 
groupe profini). Lorsque S est normal, on prendra par exemple pour 
le spectre d'une cl6ture alg6brique K du corps des fonctions K de S, 
de sorte que nl(S, ~) s'interprbte comme le groupe de Galois de la plus 
grande sous-extension de K/K non ramifi6e sur S. 

Lorsque l n'est pas premier aux caract6ristiques r6siduelles de S, 
il n'existe plus d'interpr6tation aussi simple de l'objet T~(A), qui n'a 6t6 
6tudi6 syst6matiquement que depuis peu, par SERRE-TATE [13, 14] et par 
TATE [16]. Nous aurons /t faire un usage essentiel de eertains de leurs 
r6sultats, qui seront <~rappel6s~ en temps utile. 

Le pr6sent travail donne un r6sultat dans la direction de la conjecture 
suivante: 

Conjecture. Soient S u n  pr~schdma rdduit connexe, localement de 
type f ini  sur Spec(~g) ou sur un corps k, A et B deux prdschdmas abdliens 
sur S, l un nombre premier, ui: T t (A)-~TI(B ) un homomorphisme, sup- 
posons qu'il existe un point s e S tel que ut, provienne d'un homomorphisme 
de us: A ~  Bs de sch&nas abdliens sur k(s). Alors il existe un entier n > 0  
et un homomorphisme v: A ~ B tel que Tt(v ) =n us. 

Notons d'ailleurs que, n 6tant fix6, t, est n6cessairement unique 
(sans hypoth~se sur S, d'ailteurs): en effet, il r6sutte ais6ment de (EGA IV 
11.10.9) que les ~A sont sch6matiquement denses dans A, d'o~'a le r6sultat. 

Lorsque Iest distinct des caract6ristiques r6siduelles de S, la conjecture 
envisag6e est une cons6quence trbs particuli~re des conjectures de 
TATE [15] sur les cycles alg6briques sur les vari6t6s projectives non 
singuli~res d6finies sur des corps de type fini - tout au moins lorsqu'on 
suppose S r6gulier, resp. lisse sur le corps de base envisag6. Par des argu- 
ments de descente standards (cf. proposition 1.2. plus bas), une fois que 
ce r6sultat serait acquis, on pourrait prouver qu'il reste valable sans 
hypoth6se de r6gularit6 ni de lissit6 sur S. Utilisant de plus le r4sultat 
de SERRE-TA~ auquel il a 6t6 d6j~t fait allusion, on en conelurait 6galement 
la validit6 de la conjecture sans hypothbse sur h e n  fait, comme le mon- 
trera le th6or~me (1.1.) ci-dessous, c'est pr6cis6ment le cas off S contient 
assez de points s de caract&istique l qui peut atre trait6 d~s maintenant, 
sans recours aux conjectures de TATE. 

Notre but darts le pr6sent travail est de donner une d6monstration 
d'une variante de la conjecture pr6c6dente, ~t savoir du 

Th~or~me. Soit S u n  prdsch&na connexe rdduit, localernent de type 
fini sur un corps k de caractdristique nutle. Les donndes A, B, l, us, us 
~tant comme dans l'dnoncd de la conjecture plus haut, il existe un homo- 
morphisme u: A ~ B tel que T~(u) =u~ (ou, ce qui revient au m~me, tel que 
u prolonge us). 



Un Theoreme sur les Homomorphismes de Schemas Abeliens 61 

On notera que la conclusion dans le th6or6me est 16gbrement plus 
pr6cise que dans la conjecture qui pr6cbde, o/1 on a dO remplaeer u~ par 
un multiple nu~; comme me l 'a fait observer SEggE, on ne peut se dis- 
penser dans l'6nonc6 de la conjecture de faire intervenir un tel n, comme 
ii ressort d'exemples tir6s de ta th6orie de la multiplication complexe 
pour des courbes elliptiques d6finies sur des corps de nombres [4] 1. 

Signalons que la d6monstration du th6orbme utilise ~t la fois des 
m6thodes transcendantes, par r6duction au cas off le corps de base est 
le corps des complexes, cas off on peut utiliser le groupe fondamental 
de la th6orie transcendante, et des m6thodes proprement ~arithm6tiques)r 
i.e. de camct6ristique p > 0, qui s'introduiront en rempta~ant le corps de 
base k par Tan sous-anneau de type fini sur •, qu 'on ~sp6cialisera)) en 
un point de caract6ristique p > 0. Le r61e de la premiere r6duction est de 
nous permettre de passer, d'une hypoth~se sur l, ~ t'hypoth~se correspon- 
dante sur les autres hombres premiers (c'est faute de pouvoir faire ce 
passage sous les conditions plus g6n6rales de la conjecture ci-dessus, 
que celle-ci ne peut ~tre d6montr6e par ta m6thode du pr6sent travail). 
Le r61e de la seconde r6duction est de nous mettre en mesure d'utiliser 
les r6sultats de SERRE et de TATE, SOUS la forme du th6or~me (1.1) 6none6 
plus bas. 

Comme corollaire imm6diat du th6or~me 6nonc6, on trouve une pro- 
pri6t6 remarquable pour les vari6t6s modulaires de vari6t6s ab61iennes 
potaris6es rigidifi6es, sur un corps de caract6ristique nulle. Consid6rons 
un tel sch6ma modulaire M sur k [10], correspondant ~t la classification 
des sch6mas ab~liens polaris6s, de dimension relative et degr6 de polari- 
sation donn6s, munis d'une rigidification de Jacobi d'6chelon n > 3  
donn6. 

Corollaire. Le schOma modulaire M sur le corps k de caractOristique 
nulle Otant prdcisO comme dessus, soit S u n  prOschOma connexe, rOduit, 
localement de type fini sur k, muni d'un point gdomktrique 4. Alors tout 
k-morphisme f : S--§ M est dOtermind quand on connait le point g~om~trique 
f (~)  de M, et l'homomorphisme induit hi(S, 4)"* nl(M, f(~)). 

En effet, si f et g sont deux k-morphismes pour lesquels ces invariants 
sont les m~mes, alors f et g correspondent gt des sch6mas ab61iens A e t  B 
sur S, pour lesquels les fibres Ar et B e sont munis d 'un isomorphisme 
us qui est compatible avec un isomorphisme ul: Tz(A).-*Tz(B), de sorte 

1 Notons que lorsque dans la conjecture, on suppose par exemple S irr6ductible, 
ou S localement de type fini sur un corps, alors on peut supposer ~ priori dans 
r6nonc6 de cette conjecture que n est une puissance de rexposant caract&istique p de 
k(s). Cela provient du fair facile suivant: si m>0 est premier ~ p, et si v: A--*B est 
un homomorphisme de pr6sch6mas ab~liens tel clue vs: As---~ B s soit ~divisibte par m)r 
i.e. nul sur m(As)=(raA)s, alors v lui-m~me est divisible par m i.e. nul sur mA. Ceci 
montre que le th6or~me ci-dessus est bien un cas particulier de la conjecture. 
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que us s'~tend en un homomorphisme de A dans B. Ce dernier est n6ces- 
sairement un isornorphisme et compatible avec les polarisations et tes 
rigidifieations d'~chelon n (puis-qu'iI en est ainsi en ~), ce qui signifie 
que f = g .  

En fait, la propri6t~ exprim6e clans le corollaire pr6c6dent est une 
propri6t6 purement g6om6trique de M, ce qui permet sans perte de 
g~n6ralit6 essentielle de se borner ~t l'6noncer lorsque k est le corps ~ des 
nombres complexes. Mais il n'existe pas ~t ma connaissance de d6- 
monstration de ce fait par voie transcendante. Les conjectures de TATE 
g~n6rales [15], et les liens qu 'on suspecte entre la th6orie des cycles 
alg6briques et la th6orie des sous-groupes discrets de type arithm6tique 
dans les groupes alg6briques semi-simples d6finis sur le corps ~ ,  m'am~- 
nent ~t pr~voir que la propri6t6 exprim6e dans le corollaire est partag6e 
par les vari&6s alg6briques non singuli~res qu 'on construit par passage 
au quotient, dans des espaces homog~nes convenables des groupes 
alg6briques r6els correspondants, par de tels groupes discrets op6rant 
librement, tels ceux construits par  BAmY et BOreaL [2]. Comme autres 
exemples de vari6t6s M ayant la propri6t6 6nonc6e dans le corollaire, 
existant en toute caract6ristique, citons les vari6t6s ab~Iiennes, les courbes 
alg6briques connexes lisses de genre > 1, la droite rationnelle priv6e de 
deux points ou plus, et les produits de teltes vari6t6s. 

1. R~sultats pr~liminaires 

Enon~ons d'abord les deux r~sultats-clefs auxquels il a ~t6 fait allusion 
dans l 'Introduction: 

Th6or6me A (SERRE-TATE). Soient S u n  schema artinien local, dont 
l'unique point s est tel que k(s) soit de caractdristique p > 0 .  Soit C la 
cat$gorie des schemas aMliens sur S, et C' la cat$gorie des triples (,4 o, M, <p), 
oft Ao est un scMma ab$lien sur k(s), M=(M~) un syst~me projectif de 
schdmas en groupes commutatifs finis et plats sur S, avec M~ annuld par 
p', et q~ un isomorphisme Ms=(Mv,)~Tp(Ao) .  (On d~finit de fagon 
kvidente les morphismes de tels objects, et la composition des morphismes.) 
Consid~rons le f oncteur naturel 

T: C--~C" 

qui associe au schema abdlien A sur S Ie triple (As, Tp(A), id). Ce foncteur 
est une $quivalence de catOgories. 

En termes imag6es, pour une vari&6 ab61ierme Ao donn6e sur k(s), 
il revient done au mSme de ~remonter>> A o ~t S, ou de ~remonter>> le 
pro-groupe Tp(Ao). Nous n'aurons ~t nous servir que du fait que le fonc- 
teur T est pleinementfidkle, ce qui s'6nonce aussi ainsi: 
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Corollaire 1. Soint A et B deux schemas ab~liens sur S, up: Tp(A)..§ 
Tp(B) un homomorphisme, supposons qu'il existe un homomorphisme 
u~: A~-~ Bs de schemas abdliens sur k(s), tel que Tp(u~)=(up),. Alors il existe 
un homomorphisme u: A - ,  B tel que Tp(u)=up. 

Utilisant l'unicit6 de cet u, et un r6sultat bien connu sur le passage 
de la g6om6trie formelle A la g~om&rie alg6brique [EGA III 5.4.1.], on 
en d6duit ceci: 

Corollaire 2. L'(nonc~ du corollaire 1 reste rulable si, au lieu de sup- 
poser S local artinien, on suppose que S est le spectre d'un anneau local 
noeth~rien complet, de point ferm6 s. 

La parent6 de ce r6sultat avec les 6nonces envisag6s dans l 'Introduc- 
tion est ~vidente. Pour pouvoir l'utiliser, il nous faudra de plus une 
m&hode pour  construire un homomorphisme uo: Tp(A).-§ Tp(B) comme 
duns l'hypoth~se du corollaire pr6c6dent, quand on le connait seulement 
au point g~n6rique de S. On a Ace sujet le 

Th6or~me B (TATE). Soit S u n  pr~schdma localement noeth~rien, 
normal, irr$ductible, de point g~n$rique t, et soient A, B deux pr$sch~mas 
abetiens sur S, p u n  nombre premier. Si k ( t )  est de caract(ristique nulle, 
alors tout homomorphisme upt: Tp(At)-*To(Bt) se prolonge (de far 
unique) en un homomorphisme up: To(A)--* Tp(B). 

En fait, TAT~ 6nonce et prouve ce th6or~me pour ses <<groupes 
p-divisibles>>, plus g6n6raux que les TF de sch6mas ab61iens, mais l'6nonc6 
tel que nous le formulons ici nous suffira. Signalons 6galement qu'il 
est plausible que la restriction sur la caract6ristique de k( t )  est superflue 
(seul le cas oh car k( t )  =p offrant d'ailleurs un probl~me). 

Pour la d6monstration des th~or~mes A et B, nous nous eontentons 
de renvoyer aux travaux des auteurs cit6s [14] et [16]. 

Nous aurons besoin d'une g~n~ralisation du coroUaire 2 au th6or~me A, 
que nous d~duirons de ce corollaire par des arguments de nature stan- 
dard. Nous l'6non~ons avec plus de g6n~ralit6 qu'il ne serait n~cessaire 
pour l'application que nous aurons A en faire: 

Th6or6me 1.1. Soient S u n  pr$sch$ma localement noeth~rien, A et B 
deux pr$sch~mas ab(liens sur S, p u n  nombre premier, up: Tp(A) -~, To(B ) 
un homomorphisme. Supposons que pour tout point s~S  associ~ b~ ~s 
(i. e. tout point maximal de S, lorsque S est r~duit), il existe une sp~ciali- 
sation s' de s, tel que k(s') soit de caract~ristique p, et un homomorphisme 
u~,: A~,--,B~, tel que Tp(u,,)=(uo)~,. Alors il existe un (unique) homo- 
morphisme u: A-* B tel que To(u)=u r 

Donnons d 'abord la d6monstration de 1.1. lorsque S est r~gulier 
(cas qui suffirait pour notre propos). On peut alors supposer S irr~- 
ductible, de point g~n6rique s, et comme il est bien connu que tout 
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homomorphisme u s: As-* Bs se prolonge en un homomorphisme u: A --~ B, 
S 6tant r6gulier [7, B, no 5], il suffit de trouver us tel que Tp(us)=(up)~. 
Or soit s' comme dans l'hypoth~se de 1.1., et appliquons le eorollaire 2 
ci-dessus au spectre du compl6t6 de l 'anneau local de S en s';  comme 
celcui-ci contient un point t audessus de s, on conclut aussit6t qu'il 
existe une extension K ' = k ( t )  de K=k(s ) ,  et un homomorphisme 
uK,: Ar,-*BK, tel que Tp(u•,)=(up)K,. Mais le r6sultat d'unicit6 d6j~t 
signal6 dans 1'Introduction, et qui reste valable sur une base non n6- 
cessairement noeth6rienne (comme SpecK' |  K'), jointe ~t la th6orie de 
la descente fidblement plate [SGA VIII], nous montre que u r, provient 
n6cessairement d 'un homomorphisme ut~: Ar--~ Br,  qui satisfait alors ~t 
la condition voulue. 

Pour prouver 1.1. en g6n6ral, il suffira comme ci-dessus d'appliquer 
le corollaire 2 aux spectres des compl6t6s des Os.~,, et d'utiliser le r6sultat 
suivant, qui nous sera encore utile plus bas: 

Proposition 1.2. Soient S u n  pr~seh~ma localement noeth~rien, A et 
B deux pr~schOmas abOliens sur S, p un hombre premier, up: Tp (A) --~ Tp (B) 
un homomorphisme, Supposons que pour tout point sES associ~ ~ d)s, 
il existe une sp~cialisation s' de s, un morphisme fid~lement plat 
S' ~ Spec d~s, ~,, et un homomorphisme u s , : As,--* Bs, tel que Tp (u s,) = (Up)s,. 
Alors il existe un (unique) homornorphisme u: A---~B tel que Tp(u)=up. 

La d6monstration, un peu technique, se simplifie assez consid6rable- 
merit lorsqu'on admet le fait (assez d61icat, mais n6anmoins d6montr6 
[11, no 3, C]) que le foncteur Horns-st(A, B ) = H ,  d6fini par 

n (S') =Homs,_  g r (As,, Bs,), 

est representable par un pr&ch6ma (encore not6 H)  sur S qui est s6par6 
et non ramifi6 sur S; de plus, sans &re de type fini sur S en g6n6ral, H est 
~<essentiellement propre>> sur S [EGAIV 18.10.20] i.e. satisfait au 
~crit6re valuatif de propret6>> [EGAII  7.3.8], comme il r&ulte du 
r6sultat d6j~t cit6 de [7, B, no 5]. L'homomorphisme u cherch6 peut done 
~tre consid6r6 comme une section de H sur S, qu'il s'agit de construire. 

Tout  d'abord, l 'argument de deseente d6j~t utilis6 nous montre que 
pour  s' comme dans l'6nonc6 de l'hypoth~se de 1.2, posant S~ = Spec(0s, s,), 
il existe un homomorphisme Us'o: As'o ~ Bs'o tel que Tp(us'o)=(Up)s,. Cet 
homomorphisme provient d'un homomorphisme uu: Au--§ off U est 
un voisinage ouvert convenable de s', en vertu du sorite de [EGA IV 8], 
et prenant U assez petit pour qu'il ne rencontre pas d'616ment de Ass Cs 
qui ne soit pas g6n6risation de s' (ce qui est loisible, puisque AssOs est 
une partie localement finie de S) on trouve ais6ment que Tp(uo)=(u~)v. 
Par raison d'unieit6, les Uv associ6s aux diff&ents s' se recollent, d'ofl 
un ouvert U, sch6matiquement dense dans S (car eontenant l ess '  done 
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Ass0x) et un homomorphisme Uv: Au-'§ tel que T~,(uv)=(up)v. I1 
reste tt prouver que uv se prolonge en u: A .-, B, qui sera n6cessairement 
unique et satisfera ~ Tv(u)=u p. L'existence de u r6sulte maintenant 
aussit6t de la consid6ration de H introduit plus haut, et du lemme 
suivant: 

Lemme 1.2.1. Soient S u n  prdsch~ma noethdrien, H u n  S-pr~sch~ma 
non ramifid essentiellement propre sur S i.e. satisfaisant au crit~re valuatif 
de propret$ [EGA H7.3.8], U un ouvert schdmatiquement dense de S, 
v une section de HI U sur U. Pour que v provienne d'une section u de H 
sur S, il faut et il suffit que pour tout S' f ini sur S, qu'on peut supposer 
rdduit si on veut, tel que U' =S ' [  U soit dense darts S', et tout S-morphisme 
u' : S'--* H dont la restriction ~ U' soit dgale au compos~ 

U'--* U-2--,  H ,  
les deux compos~s 

S ' x s S  __~S - - - ~ H  
soient ~gaux. 

En effet, l 'hypoth6se que H est essentiellement propre et localement 
quasi-fini sur S fournit ais6ment l'existence d 'un S' r6duit, fini sur S, 
avec S'--, S surjectif, toute composante de S dominant une composante 
de S, et d 'un S-morphisme u': S '-* H compatible avec la donn6e de v: 
on constate qu 'on peut prendre pour S' t'adh6rence de v(U), muni de la 
structure r6duite induite. Ceci dit, un peu de descente finie non plate, 
s 'appuyant sur [7, A, no 2, b)], et utilisant maintenant l'hypoth~se que 
H est non ramifi6 sur S, nous montre que u' provient d'une section Uo 
de H sur So =Sr6a. D'ailleurs, H &ant non ramifi6 sur S, Uo(S) est 
n6cessairement une partie ouverte de H, soit T, qu 'on munit de la struc- 
ture induite par H. Alors le morphisme T--, S induit par H-~  S est une 
immersion ferm6e (6rant propre, radiciel, et non ramifi6) surjective, 
dont l'image est un sous-pr6sch~ma ferm$ de S majorant U, done 6gal 

S puisque U est sch6matiquement dense. Par suite T-~ S est un iso- 
morphisme, et l 'isomorphisme r6ciproque nous fournit la section u 
cherch6e. Cela ach~ve la dSmonstration de 1.2.1., done de 1.2. et par suite 
de 1.1. 

La d6monstration de 1.1. n'utilisait que le th6or~me A ci-dessus, 
l'exclusion du th6or~me B de TATE. Utilisant 6galement le tMor~me B, 
nous allons prouver une variante du th6or~me 1.1. qui, ~ la difference 
de ce dernier, peut s'exprimer (mais non se d6montrer!) en ne faisant 
intervenir l'invariant Tp(A) que dans le cas off p e s t  premier aux carac- 
t6ristiques r6siduelles du prSsch~ma de base (et off Tp(A) peut done 
~tre consider6 comme un ~syst~me locab~ sur S dans un sens tout-~-fait 
analogue ~ cetui de la th6orie transcendante): 

5 Iaventiones math., Vol. 2 
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Th~or~me 1.3. Soient S u n  pr~schOma localement noeth~rien normal, 
irr~ductible, A et B deux prdsch~mas ab~liens sur S, pun  nombre premier, 
U = S -  V(p) t'ouvert de Sform~ des points de S d caractOristique r~siduelle 
distincte de p, Upv: Tp(AI U) ~ Tp(B___Jl U) un homomorphisme. On suppose 
qu'il existe un point s~U tel que {s} c~ V(p)+O (i.e. admettant une sp~- 
cialisation t d caractdristique r~siduelle p),  et tel que (up v)s: Tp (As) ~ Tp (Bs) 
provienne d'un homomorphisme us: As-§ Bs. Alors il existe un homomor- 
phisme u: A -§ B tel que upt:=Tp(u[ U). 

Utilisant le th6or6me B, on voit en effet que up u provient d 'un homo- 
morphisme up: Tp(A)--.Tp(B), et il suffit de prouver qu'il existe un 
homomorphisme u: A--*B tel que up=Tp(u). Appliquant 1.1., on est 
ramen6 h prouver que upt: Tp(A,) ~ Tp(Bt) provient d 'un hornomorphisme 
ut: At--* B,. Or soit Tl'adh6rence de s, muni de la structure r6duite induite, 
et consid~rons les pr6sch6mas ab61iens AT-, Br  induits par A, B sur T, 
et l 'homomorphisme upr: Tp(Ar)-*Tp(Br) induit par up. Comme ta 
restriction ups de upr au point g6n6rique s de T provient d 'un homomor- 
phisme A r s ~ B r s ,  on trouve, en appliquant 1.2., que u~r provient d'un 
homomorphisme ur:  Ar--*Br, afor t io r i  upt provient d 'un homomor- 
phisme u,=urt: A t ~ B t ,  ce qui ach6ve la d6monstration de 1.3. 

C'est via 1.3. que nous utiliserons les r6sultats de SERGE et de TATE, 
rappel6s dans ce num6ro, dans la d6monstration de notre th6or6me 
principal au num6ro suivant. Indiquons, pour terminer le pr6sent num6ro, 
une conjecture sugg6r6e par le r6sultat 1.3 :. 

Conjecture 1.4. Soient f :  X.-* S un morphisme propre et lisse, avec 
S localement noethOrien, rdgutier et irr~ductible, p u n  hombre premier, 
U = S -  V(p) l'ouvert des points de S ?t caract~ristique r~siduelle distincte 
de p, considkrons sur U le f aisceau p-adique ~ constant tordu)) R 2 f t:, (Zp (1)), 
systOme local de la cohomotogie p-adique en dimension 2 des fibres 
gdomOtriques de X[ U sur U, tordu par le systdme local de Tate Zp(1)= 
Tp(Gmu) ([1, XVI] et SGA 65, VII), et soit q9 une section de ce faisceau 
p-adique. Supposons qu'il existe un point s~U, tel que {s)c~V(p)~-O 
(i. e. admettant une spOcialisation de caract~ristique rOsiduelle p) ,  tel que 
cp(s-)~H2(X~, Z~(1)) soit ~alg~brique)>, i.e. soit la classe de cohomologie 
p-adique associ~e ~t un diviseur convenable D~ sur X~ (o~t ~ d~signe le spectre 
d'une cloture algObrique de k(s)).  Alors il existe un entier n> 1 tel que n~o 
soit d~fini par un diviseur D sur X (ou ce qui revient au m~me, tel que 
pour tout point x de S, ou encore, pour le point g~nOrique x de S, la classe 
n q~ (x-)~H 2 (X~, Z~(1)) est algdbrique). 

Cette conjecture est vraie en tous cas lorsque X est un pr6sch6ma 
ab61ien sur X, et darts ce cas est essentiellement 6quivalente tt 1.3. On 
peut  esp6rer qu'elle po~rra ~tre d6rnontr6e par des m&hodes analogues, 
utilisant des variantes eonvenables du th6or~me A (de nature infinit6si- 
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male), et du th6or6me B. Pour y parvenir, il faudra manifestement d6ve- 
lopper une th6orie de la cohomologie p-adique qui permette d'analyser 
le comportement de la cohomologie, par sp6cialisation de la carac- 
t6ristique nulle gtla caract6ristique p. On peut 6videmment 6noncer aussi 
une g6n6ralisation de la conjecture 1.4. pour les cycles alg6briques de 
codimension d quelconque (en y remplagant les H 2 par des H2d), que 
nous laissons au lecteur le soin d'expliciter. 

2. D6monstration du th6or6me principal 

2.1. Nous allons prouver maintenant le th6or~me annonc6 dans 
l 'Introduction. On peut 6noncer ce th6or6me de fagon 6quivalente en 
disant que, si S est r6duit et localement de type fini sur un corps k de 
caract6ristique nulle, et si A, B, u~ sont comme dans l'6nonc6 du th6or6me, 
alors l'ensemble U des points seS tels que (Ut)s: As'-* Bs provienne d'un 
homomorphisme u~: As--* Bs est une partie/t la fois ouverte et ferm6e de S, 
et que lorsque U=S, alors il existe un homomorphisrne u: A .-.B tel 
que Tl(u)=ul. Or la derni~re assertion r6sulte aussit6t de 1.2., qui im- 
plique 6galement que U est stable par sp6cialisation. I1 reste donc /~ 
prouver que S est stable par g6n6risation, ce qui nous ram6ne au cas 
ofJ S est int~gre et affine, que s e n  est un point ferm6, e t / l  prouver que 
s i t  est le point g6n6rique de S, il existe un homomorphisme ut: At.-*Bt 
tel que Tl(ut)=(ul) t. Quitte ~ passer au normalis6 de S, on peut de plus 
supposer S normal. On peut m~me, si on veut, se r6duire au cas S 
r6gulier, en prenant (lorsque dim S__>2) une courbe irr6ductible S' sur 
S passant par s, non contenue dans le lieu singulier de S, dont le normalis6 
sera alors r6gulier, de sorte qu'on pourra appliquer/t S' le tMor6me suppos6 
d6montr6 dans ce cas, ce qui nous permet de trouver un s'eS', contenu 
dans l 'ouvert U des points r6guliers de S, satisfaisant ~ la m~me hypo- 
those que s. On peut alors remplacer S par U, ce qui donne la r6duction 
annonc6e. Signalons 6galement que lorsque 1'on suppose d6j& S r6gulier, 
alors dans la d6monstration du tMor6me, le r6sultat un peu technique 1.2. 
devient inutile, 6tant donn6 qu'alors tout homomorphisme ut: Ac-~'Bt 
se prolonge en un homomorphisme u: A--+B, comme nous avons d6j& 
signal6 dans la d6monstration du cas particulier correspondant de 1.1. 

2.2. Nous poserons T=Spec(k) ,  R=Spec(k(s)), qui est donc fini 
et lisse sur T. D'apr6s le sorite g6n6ral de [EGA IV 8], on peut alors 
trouver un scMma To, spectre d 'un sous-anneau de k de type fini sur 7Z, 
un scMma affine S O de type fini sur To, un sous-scMma R o de So fini sur 
To, deux sch6mas ab61iens Ao, Bo sur S o, un homomorphisme URo: 
AORo"-.*BoRo, de telle fagon que la donn6e (S, A, B, T', u~=u~) sur T 
soit isomorphe & celle d6duite de (So, Ao, Bo, Ro, URo) par le changement 
de base naturel T--,To. De plus, on peut supposer So irr6ductible et 

5* 
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normal: on peut le voir en utilisant le th6or~me de NAGATA [EGA 0w 
23.1.5.] qui implique que 1'ensemble des points de S O en lesquels S o est 
normal est ouvert; comme cet ensemble contient 6videmment la fibre 
g6n6rique de So sur To (qui donne en effet le sch6ma normal S par 
extension du corps de base tt k), il suffira de remplacer To par un ouvert 
convenable pour que So devienne normal. Si on suppose faite la r6duction 
pr61iminaire au cas S r6gulier, done S lisse sur k (puisque k est de carac- 
t6ristique nulle, done parfait), on peut 6galement invoquer le bon eom- 
portement de la notion de lissit6 par <~passage it la limite>>, (d6j~ im- 
plicitement utilis6 pour pouvoir affirmer que A et B proviennent de 
sch6mas ab61iens (done lisses) Ao, Bo), qui implique alors que l 'on peut 
supposer 6galement So lisse sur To, et de m~me d'ailleurs R o lisse (et 
m~me 6tale) sur To. 

Soit T'  le spectre du corps r6siduel k' du point g6n6rique de To, et 
distinguons par un ' les objets sur T'  se d6duisant des objets correspon- 
dants S o, Ao, Bo, Ro, URo par le changement de base T'.-+To. Alors 
(S, A, B, R, UR) se d6duit de (S', A', B', R', uR.) par changement de corps 
de base k'-+k. Comme Tt(uR) se prolonge en un homomorphisme 
ut: T,(A)--+TI(B), on en conelut ais6ment par descente que de m~me 
TI(UR,) se prolonge en un homomorphisme u~: Tl(A')~Tt(B') .  I1 suffit 
done de prouver l'existence d'un u': A ' - .  B' tel que Tl (u') = u~. En d'autres 
termes, il suffit de d6montrer notre th6or~me dans la situation particuli~re 
(T', S', A', B', R', uR,, u~). 

2.3. Supposons d'abord que Ro contienne un point x tel que k(x) soit 
de caractOristique ~gale au nombre premier l qui intervient dans nos 
donnOes. En vertu de 1.3., il existe alors un homomorphisme Uo : Ao--~ Bo 
tel que Tz(uo]U)=uo,, ofa U=S o -  V(1) est l'ensemble ouvert des points 
de So de earact6ristique r~siduelle:~p, et o~ u0,: Tt(Ao[U)--§ Tt(BolU) 
est le prolongement canonique de u~: TI(A')~Tt(B').  Prenant alors 
u' =(Uo)s,, cela prouve notre th6or6me dans le cas particulier envisag6. 

Pour passer de ce cas au cas g6n6ral, on note que, puisque Ro est non 
vide et de type fini sur Z, il contient certainement un point x de carac- 
t6ristique l' 4= 0. I1 suffira alors de prouver le 

Lemme 2.4. Soient Sun pr~schdma localement de type fini sur un corps 
k de caractdristique nulle, A et B deux pr~sch~mas ab~liens sur S, sun 
point de S, u~: As.-*B ~ un homomorphisme. Supposons qu'il existe un 
nombre premier l tel que l'homomorphisme Tl(us) se prolonge en un 
homomorphisme ul: Tt(A)--~Tt(B). Alors la m~me propri~td est valable 
pour tout hombre premier l'. 

Comme de toute fa~on ee lemme est trivialement contenu dans le 
th6or~me que nous nous proposons de d6montrer, il nous suffira de le 
prouver dans le eas o/1 nous en avons besoin, o~ done k est de type fini 



Un Theoreme sur les Homomorphismes de Schemas Abeliens 69 

sur ~ ,  donc est isomorphe ~t un sous-corps du corps IE des nombres 
complexes. Un argument de descente d6j~t invoqu6 dans 2.2 nous ram~ne 
alors au cas off le corps de base est C. On peut de plus supposer 6vi- 
demment que x est rationnel s u r r  D6signant par S ~ ,  A "~, B ~n les 
espaces analytiques associ6s ~ S, A, B [12], et utilisant le r6sultat facile 
disant que te foncteur S ' - , ~  S ' ~  de la cat6gorie des rev~tements 6tales 
de S dans la cat6gorie des rev&ements 6tales de S ' ~  est pleinement fid61e, 
on est ramen6 ~t prouver l'analogue de 2.4 dans la situation correspon- 
dante pour les espaces analytiques. Soient alors a, b les points unit6s 
de As, Bs, 

M = nl(a~ n, a ) ,  N = rq(Bs a ~, b). 

Ce sont des Z-Modules libres de type fini, sur lequet le groupe 

r~= r~I(S ~~ s) 

op~re de fagon 6vidente. De plus, pour tout hombre premier/ ,  on a des 
isomorphismes canoniques 

(,) T,(A~)---M | ZZ~, T~(~s)---N | zZ,, 

enfin, rhomomorphisme us: A,.-+B~ induit un homomorphisme 

u o =nl(u~*): M --, N, 

et les homomorphismes T~(us) ne sont autres, moyennant l'identification 
(,), que ceux d6duits de u| par tensorisation par Z t . Ceci pos6, la th6orie 
de Galois nous apprend que l'hypoth~se faite dans 2.4. signifie simplement 
que u| |  Z~ commute aux op6rations de n. Compte tenu que M, N sont 

libres de type fini, on voit que cela 6quivaut ~ l'hypoth~se que u| lui- 
m~me commute aux op6rations de 7~, condition qui est bien ind6pendante 
de / ,  comme ann| 

Cela ach~ve la d~monstration de 2.4, et par l~t celle de notre th~or~me 
principal. 

3. Variantes flu th~or~me principal 
Signalons d 'abord qu'un simple exercice de traduction, utilisant les 

relations bien connues entre homomorphismes de A dans B d'une part, 
et les classes de correspondance divisorieltes sur AxsB'  d'autre part  
(B' le pr~sch6ma ab61ien dual de B), o11 si on veut, l'interpr~tation des 
sections du pr6sch6ma NSa/s de N6ron-S6v~ri de A sur S en termes 
d'homomorphismes de A dans A', permet de donner de notre th6or~me 
principal la formulation 6quivalente suivante: 

Th6or6me 3.1. Soient A un pr~schdma ab~lien sur le pr~sch~ma S, 
S r(duit, connexe et localement de type fini sur le corps k de caract~ri- 
stique nulle, I un nombre premier, q~ une forme bilin~aire altern~e sur 
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Tt(A) d vateurs clans T~(Gms), (ou, ce qui revient au m~me, une section 
du systdme local RZ f ,  ( ~ 3 |  Tt(G,,s) des groupes H 2 des fibres g$omgtri- 
ques de f :  A-+ S, g~ coefficients Ladiques, tordu par le syst~me local de 
Tare Tt(Gms)), Pour qu'it existe une section D du pr~schdma de N~ron- 
S~v6ri NSA/s sur S, telle que q~ soit Ia forme de potarisation l-adique 
assoei~e (ou, si on veut, telle que pour tout point gdom6trique s de S, ta 
classe de 2-eohomologie l-adique ddfinie par ta classe tie diviseurs D(s) 
sur A~ soit ~0(s)), (il faut et) iI suffit qu'on puisse trouver un point s de S, 
tel que ~o(s) soit une classe de cohomologie l-adique <r i.e. 
provienne d'une classe de diviseurs D~ sur A~. 

3.2, On notera que sous eette forme, utilisant la cohomologie l -  adi- 
que, l'6nonc6 garde un sens si A/S est un S-pr6sch6ma propre et lisse 
quelconque, pas n6cessairement un pr6sch6ma ab61ien. Nos arguments 
ne s'appliquent pastels  queIs ~ ce cas plus g6n6ral, puisque les r6sultats 
de SrRI~E et de TATE invoqu6s concernent essentieUement des syst6mes 
locaux de cohomologie l-adique en dimension 1, et non en dimension 2. 
La  g6n6ralisation envisag6e 2 est en tous cas cons6quence de la conjec- 
ture 1.4., comme on voit en suivant la m6thode du no 2 (off t.4. remplace 
alors ta r6f6rence ~ 1.3.), et il est donc permis d'esp6rer qu'elle pourra 
~tre d6montr6e darts un avenir pas trop 61oign& Notons enfin que, 
lorsque S est lisse sur k, i.e. r6gulier, alors on peut conjecturer un 6none6 
analogue ~ 3.1., relatif ~ la donn6e d'une section de R 2 ~f, (Zz(i)), syst~me 
local des groupes de cohomologie/-adiques tordus des fibres de A sur S 
en dimension 2i, donnant un crit6re pour que cette section (ou du moins 
un multiple) provienne d'un cycle alg6brique de codimension i sur A. 
C'est cette cojecture d'ailleurs, qui est une cons6quence directe des con- 
jectures de TATE, qui m'a amen6 it la formulation de la conjecture 6nonc6e 
au no 1. 

3.3. Pour terminer, je voudrais signaler comment les r6sultats et 
conjectures pr6c6dents peuvent se reprendre ~ peu pros mot pour mot, 
en rempta~ant partout la cohomologie t-adique par la cohomologie de DE 
RHA~L De faqon pr6cise, lorsque f :  X-* S est un morphisme tisse, 
introduisons le complexe de faisceaux ~kIs des formes diff6rentielles 
relatives de X sur S, l 'op~rateur cobord 6tant la diff6rentielte ext6rieure, 
et posons 

H~ ~ (X /S )  = H ~ ( f )  = R ~ A (a~/s)  , 

off le dernier membre d~signe uric image directe sup6rieure au sens 
~hypereohomologie)). S'inspirant de M A i m  [9], on arrive ii munir les 

z OCa il convient cependant, comme dans la conjecture envisag~e dans l'Introduction, 
de remplacer r par un multiple convenable n e(n > 0), (comme il est n6cessaire d6jb. 
dans le cas trivial off A est de dimension relative 1 sur S). 
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H~ R(f) (qui sont des faisceaux de Modules sur S, coh~rents lorsque S 
est locatement noeth6rien et f propre) d'une connexion int~grabte au 
sens absolu (i.e. quand S est regard6 comme Spec(Z)-pr~sch6ma), e t a  
fortiori au sens relatif au-dessus de tout pr~sch~ma R sur lequel se 
trouverait S. Lorsque S est 1ocatement de type fini sur le corps C des 
complexes, et que f est propre, alors tes H~R(X/S) ont comme fibres en 
les points ferm6s s de S, la cohomologie complexe ardinaire H*(X~ ", C) 
de l'espace analytique complexe compact Xff"associ6 ~ X~, plus pr6cis6ment 
le faisceau coh6rent sur S"" d6fini par H ~  est canoniquement isomorphe 
au faisceau 

R ~ " " ~ Z  ~ . ~  �9 ~ 3 .  k X } ~ Z S a , ~  S �9 

(otl Zx~, est le faisceau constant des entiers sur Xan), done est d~duit 
d'un syst~me local sur S de Z-modules de type fini, par simple tensorisa- 
tion par 0s~ Ceci pos6, la connexion de Hiog" d6duite de celle de H~oR 
n'est autre que la connexion canonique sur le produit tensoriel envisag6, 
caract6ris6e par la condition que tes sections horizontales soient celles de 

t a n  i a n  n t ~ S a n  " R f~ (Cx, . )=R fg (Zx--)|176 

Cela donne done par vole transeendante une interpr6tation intuitive 
particulibrement frappante de ta connexion canonique des H ~ .  D'autre 
part, supposant S r6guIier connexe, f projectif, et revenant par aitleurs 
~t ta situation g6n6rale du d6but, des constructions de nature standard 
permettent d'associer,/~ tout cycle alg6brique de codimension i dans la 
fibre g6n6rique de X sur S, une section de Hg~(f) .  On constate alors 
que eette section est horizontale pour la connexion int6grable eanonique. 
Consid6rant que la structure sur les H~R constitu6e par les connexions 
int6grables est dans une certaine mesure un substitut pour les op6rations 
du groupe fondamental de S, associ6es aux syst~mes locaux R f f ,  (Zi) 
des cohomologies l-adiques, et que la propri6t6 d'horizontalit6 qu'on 
vient de signaler remplace, dans ce point de vue, le fait que la classe de 
cohomologie t-adique sur X associ6e tt un cycle alg6brique sur X est 
invariante par les op6rations du groupe de Galois, on est amen6 ~t formuter 
certaines variantes naturelles des conjectures de TATn sur les classes de 
cohomotogie alg6briques, en utitisant la cohomologie de DE RHAM au 
lieu de la eohomologie l-adique. Sans passer en revue ici les 6nonc6s con- 
jecturaux auxquels on parvient ainsi, je vais me borner ttindiquer comment 
se formule, dans ce eontexte, le r6suttat principal du pr6sent travail: 

Th6ori~me 3.4. Soient S u n  pr~schdma rdduit, connexe, localement de 
type fini sur un corps k de caract~ristique nutte, A et B deux pr~sch~mas 
ab~liens sur S, q~: H~R(A/S)-§ H~R(B/S) un homomorphisme respectant 
les connexions canoniques relativement d k. Supposons qu'il existe un 
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point se S tel que l'homomorphisme ~p (s) induit par ~p sur les fibres r~duites 
au point s provienne d'un homomorphisme de As clans B~. Alors il existe 
un homomorphisme de A dans B (n~cessairement unique) dont ~p provient. 

En d'autres refines, il faut prouver que us: A,-~Bs se prolonge en un 
homomorphisme u: A.-+B, sachant que l 'homomorphisme corres- 
pondant  H~R(As)-+H~R(Bs) se prolonge en un homomorphisme 
HIoR(A)--~HloR(B) respectant les connexions. Utilisant le r6sultat 
principal de ce travail, on voit  qu'il suffit pour  ceci de prouver que pour 
tout 1, l 'homomorphisme Tt(us): Tt (As)-~ Tt(Bs) induit par  us se prolonge 
en un homomorphisme uz: TI(A)--~TI(B). Or ceci est 6vident par voie 
transcendante lorsque k est le corps des nombres complexes. On se 
famine  ~t ce cas par  la m6thode standard (<<principe de Lefschetz>>), 
d'ofi le r6sultat. Nous laissons au lecteur le soin de reformuler 3.4 h la 
fa~on du th6or~me 3.1. 

4. Compl6ment 
(Ajoutd le 5. 8.1966) 

Signalons pour terminer une autre propri&6 du groupe fondamental 
du sch6ma modulaire M, allant dans le m~me sens que le corollaire de 
r Introduct ion:  

Th~or~me 4.1. Les notations k, M, ayant la m~me signification que 
clans le corollaire de l'Introduction, soit S u n  k-pr~sch~ma localement 
noeth(rien normal irr~ductible, et soit U une partie ouverte de S et ~ un 
point g~om~trique de U. Soit f :  U-* M un k-morphisme. Pour pue f se 
prolonge en un k-morphisme S--* M, il faut et il suffit que l'homomor- 
phisme % ( f ,  ~): xl(U,~). .-}~(M,f(~))  induit par f se factorise en un 
homomorphisme 

~ (u, ~)--~ ~ (S, ~).-~ ~ ( M, f ( ~)), 

oft la premiere fl~che est l'homomorphisme canonique surjectif induit par 
l'injection U-.~ S. 

Utilisant la d6finition axiomatique de M, comme dans la d6monstra- 
tion du corollaire plus haut, notre proposition r6sulte imm6diatement du 
r6sultat suivant, 16gbrement plus pr6cis: 

Corollaire 4.2. Soient S u n  prksch~ma localement noethgrien normal 
de earactdristique nulle, U un ouvert dense de S, A un prdschkma ab~lien 
sur U, 1 un hombre premier. Pour que A se prolonge en un prdschdma 
abdlien sur S (ndcessairement unique ?t isomorphisme unique pres), il 

faut et il suffit que TI(A) soit <~non ramifi~ sur S>> i.e. que pour tout entier 
v>=O, ~A se prolonge en un rev~tement Otale de S 3. 

3 Ce r~sultat, ainsi que le principe de sa d~monstration, sont extraits d'une lettre 
de l'auteur ~t J.P. S ~ ,  du 24.11.1964. 
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Le ~il faub> 6tant 6vident, prouvons le ~<il suffit>>. Notons d 'abord que 
lorsque S est le spectre d 'un anneau de valuation discr&e, le r6suttat 
est connu et dfi ~t NERON, sans hypoth~se de caract6ristique, comme con- 
s6quence facile de sa thdorie [17]. Nous allons montrer ici comment on 
peut en d6duire le cas g6n6ral. Notons d 'abord que l'unicit~ d'un pro- 
longement de A en un pr6sch6ma ab61ien sur S, ~ isomorphisme unique 
pros, r6sulte aussit6t par exemple de 1.2 plus haut. On en conelut, par 
un argument de descente standard, que pour prouver l'existence d'un 
prolongement, il est inoffensif de remplacer S par un rev~tement &ale 
surjectif S' :  en effet, si B' est le pr6sch6ma ab61ien obtenu sur S', on 
voit que B' sera muni d'une donn6e de descente naturelle pour S'--, S, 
donn6e n6cessairement effective, puisque en vertu de [11] B' est projectif 
sur S' (S' 6tant normal, puisque 6tale sur S qui l'est). Ceci nous ram~ne 
au cas ofa le rev~tement t2A de U est isomorphe au rev~tement constant 
de valeur (~/l 2 ~)2g (en prenant pour S' un rev~tement 6tale de S qui 
trivialise le prolongement de z2A en un rev&ement 6tale de U). Choisis- 
sons alors un tel isomorphisme, ainsi qu'une polarisation de A (ce qui 
est possible d'apr~s le r6sultat de [11] qu'on vient d'invoquer). On peut 
supposer S connexe, d'ot~ un degr6 d pour cette polarisation, et une di- 
mension relative g de A sur S, d'ofl un sch6ma modulaire correspondant 
M, de telle sorte que A avec les structures suppl6mentaires qu'on vient 
d'expliciter (polarisation et rigidification de Jacobi d'6chelon 12) est 
induit du sch6ma ab61ien <<universeb> sur AI, par un morphisme bien 
d6termin6f:  U--. 34. Tout  revient alors/t prouver que ce dernier se pro- 
longe en un morphisme de S dans M, moyennant l'hypoth~se faite sur les 
~A. Or soit S' l'adh6rence dans Mxspe~ 7z S du graphe de f ,  de sorte que 
S' est un S-pr6sch6ma r6duit de type fini tel que S' IU= U. Le crit~re 
valuatif de propret6, joint au r6sultat de NERON signal6 plus haut, 
implique que S' est propre sur S. Soit S" le normalis6 de S', que nous 
supposerons d 'abord fini sur S'. En vertu du ~Main Theorem>> de 
ZARISK:, it suffit de prouver que la fibre de S"  en tout point s de S est 
discrete, et pour ceci (puisque S" - -~  M | z S est fini) il revient au m~me 
de prouver que le morphisme g: T =  (S;'),~d-. M induit par p r i s e  factorise 
par le morphisme structural dans Spec(k(s)). Or soit A" le pr6sch6ma 
ab61ien sur S",  polaris6 h rigidification de Jacobi, induit par le morphisme 
S"-~ M induit pa rp ra .  Alors la propri6t6/t prouver sur g 6quivaut/t  la 
suivante: le sch6ma ab61ien induit A~ sur T, avee sa polarisation et sa 
rigidification, est isomorphe/ t  l'image inverse d'une structure analogue 
sur Spec k(s). Soit, pour tout entier v > 0, G~ le rev~tement 6tale en grou- 
pes de S qui prolonge t~A. Comme ~A" est caractdris6, ~ isomorphisme 
pros, comme le rev~tement 6tale en groupes du pr6sch6ma normal S" 
qui prolonge ~A"I U=t~AI U, on trouve qu'il est isomorphe ~t (G,)s,,, 
done, t~(A~)=(~A")T est isomorphe /t l'image inverse de (G0~. Notre 
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assertion provient alors, compte tenu du fait que Tes t  g6om6triquement 
connexe sur k(s) par le th6or6me de connexion de ZARISKI, du r6sultat 
suivant: 

Proposition 4.3. Soient k un corps de car. nulle, S u n  pr~sch~ma 
r~duit localement de type f ini  sur k, non vide et g~om~triquement connexe, 
A un prdschkma abklien sur S, l un hombre premier. Pour que A soit 
isomorphe dt l'image inverse par S-.~ Spec(k) d'un schdma ab~lien A o sur 
Spec(k), il faut et il suffit que pour tout entier v > O, zvA soit un rev~tement 
g~om~triquement trivial de S, i.e. isomorphe ~ l'image inverse d'un revFte- 
ment dtale de Spec (k). 

Plus pr6cis6ment, comme l'hypoth~se de connexit6 g6om6trique sur 
S implique que le foncteur A o~§  Ao Xsp~ck S de la cat6gorie des sch6mas 
ab61iens sur k dans la cat6gorie des pr6sch6mas ab61iens sur S est pleine- 
ment fid61e (comme on voit  par exemple en utilisant le r6sultat analogue 
pour  la cat6gorie des sch6mas 6tales sur k, cf. [SGA IX 3.4], et le r6sultat 
de [11] d6j~t invoqu6 darts la d6monstration de 1.2.), on voit par  4.3. que 
le foncteur envisag6 induit une ~quivalence de la cat6gorie des sch6mas 
ab61iens Ao sur k, et de la nat6gorie des pr6sch6mas ab61iens A sur S 
satisfaisant la condition de trivialit6 g6om6trique des t~A 6nonc6e dans 
4.3. De ceci, on d6duit une variante 6vidente de 4.3. en termes de structure 
de pr6sch6ma ab61ien polaris~ (en interpr6tant une polarisation de A 
eomme un homomorphisme de A dans le pr6sch6ma ab61ien dual), ou 
encore polaris6e et munie d'une structure de Jacobi d'6chelon n donn6, - 
ce qui est pr6cis6ment l'6nonc6 n6cessaire pour achever la d6monstration 
de 4.2. 

Pour prouver 4.3. nous  pouvons par  exemple, par un argument de 
descente facile, nous ramener au cas off S contient un point s rationnel 
sur k, poser Ao =As,  et appliquer le th6or~me principal de notre travail 
(6nonc6 dans l 'Introduction) ~t A, ~ B = A o s  et ~t l'isomorphisme (qui 
existe par hypoth~se) TI(A).-§ induisant l'identit6 en le point s, 
donc alg6brisable en ce point par le morphisme identique As=Ao .-§ 
Bs~-Ao. On trouve donc que ce dernier se prolonge en un morphisme 
u: A--~ B, qui est 6videmment un  isomorphisme partout, puisque S est 
connexe. Nous allons cependant pr6senter une autre d6monstration, 
ind6pendante des r6sultats des num6ros pr6c6dents, et s'appuyant, non 
sur les r6sultats in6dits de SERGE et de TATE, mais sur le classique th6or~me 
de MORDELL-WEIL. Cela nous permettra d'obtenir un r6sultat plus 
g6n6ral que 4.2., ind6pendant de toute hypoth~se de caract6ristique: 

Proposition 4.4. Les notations sont celles de 4.3,  d cela prks qu'au 
lieu de supposer k de caract~ristique nulle, nous supposons S normal et 
g~om~triquement intdgre sur k. On suppose de plus que Ies t  un nombre 
premier distinct de la caractkristique de k, et tel que pour tout entier 
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v>0,  zvA soit g~omdtriquement trivial Alors il existe un schema ab~lien 
Ao sur k, et une isogonic radicielle de Aos sur A, (done de degr~ une 
puissance de l' exposant caract~ristique p de k). 

Nous laissons au lecteur le soin facile de s'assurer que 4.4. entraine 
bien 4.3., par  un argument de descente ~t partir du normalis6 de S, utilisant 
1.2. Quant h 4.3., c'est un 6none6 qui semble plus ou moins connu, et 
qui sous une forme pratiquement identique figure dans MANIN [9], 
(qui attribue la d6monstration qui suit ~ CHAFAREVn'CH): utilisant 1.2. 
on est ramen6 h prouver l'6nonc6 correspondant ~ 4.4. en remplagant S 
par SpecK, o~l K est le corps de fonctions de S, qui par hypoth~se est 
une <~extension r6gulibre>~ de k au sens de WEIL. Nous sommes alors sous 
les conditions de validit6 de la th6orie de CHOW de la <~partie fixe>~ A 0 de 
A [8, Chap. VIII], qui est un sch6ma ab61ien sur k muni d 'un homomor- 
phisme A 0 r --~A, universel dans un sens 6vident, et qui de plus est radiciel. 
Le th6orbme de MORDELL-WEm, SOUS la forme de LANG-NERON [18], 
assure alors que A(K)/Ao(k ) est un groupe de type fini; done un sous- 
groupe de A(K) isomorphe ~t un groupe (Qt/~l)" est n6cessairement 
contenu dans l'image de Ao(k). Lorsque k est alg6briquement clos, 
appliquant ceci au sous-groupe t=A(K) de A(K), 6gal, par l'hypoth~se 
sur A, au groupe analogue pour A (K) (K une cl6ture alg6brique de K), 
on trouve que les points d'ordre une puissance de I de A ~ valeurs darts 
sont dans l'image de A0, ce qui implique que l 'homomorphisme AoK .-,A 
est surjectif, done une isog6nie, ce qui prouve alors 4.3. Le cas off le 
corps k n'est plus suppos6 alg6briquement clos s'en d6duit imm6diate- 
ment par extension du corps de base de k h k, en utilisant une propri6t6 
connue de compatibilit6 de la formation de Ao avec une extension 
k--§ k' du corps de base [8, Chap. VIII]. 

Cela ach~ve la d6monstration de 4.3., et par lh de 4.1., du moins sous 
l 'hypoth&e que S"  est fini sur S'. Dans le cas g6nfral, introduisons aussi 
Z=(S ' ) , ,~ ,  de sorte que nous avons un morphisme naturel T--~ Z induit 
par S"-~S' ,  qui, comme ce dernier, est, sinon fini, du moins entier et ~t 
fibres r6duites finies (comme il r6sulte de NAGATA [EGA 0iv 23.2.6]). 
D'autre part, d6signant par A' le pr6sch6ma ab61ien sur S' induit par le 
morphisme S ' . . ,M induit par prx, de sorte que A" n'est autre que 
l'image inverse de A' par S"--*S', on trouve que A~ est l'image inverse 

t de B =Az par  T-- Z. Notons encore que Z est g6om&riquement connexe, 
r6duit et de type fini sur k =k(s) ,  et que tout revient ~t prouver que le 
morphisme Z . . , M  d6fini ~t l'aide de B=A~ (et de ses structures de pola- 
risation et de rigidification) se factorise par Spec k; cependant, l 'hypo- 
th~se dont nous disposons h cet effet est ici la trivialit6 g6om6trique 
(relativement ~ k) non des ~B, mais de leurs images inverses t~(Br) sur T. 
Cependant, la conclusion sur Z--~ M que nous d6sirons &ablir est mani- 
festement inchang6e, quand nous rempla~ons Z par les composantes 
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irr6ductibles Z~ d'un sch6ma Z '  fini sur Z dominant Z, et k par les k~ = 
H~ Oz~). Mais soit, pour tout point maximal z~ de Z, t~ un point 
de T au-dessus de z~, Ti son adh6rence muni de la structure induite 
r6duite, et Ti' le normalis6 de Ti. Comme k(t  3 est fini sur k(z) ,  Mile 
NOETHER nous apprend que T" est fini sur l'adh6rence Zg de zl dans Z 
(muni de la structure induite r6duite). Nous prendrons alors Z ' =  H T/,  

b 

de sorte que nous sommes ramen6s ~ prouver que les morphismes T'--~ M, 
associ6s aux Br~, se factorisent par les Spec k~, off k~=H~ Or; ). 
Mais maintenant Ti est normal, de type fini sur k donc sur k~, enfin les 
tv(Br;) sont g6om6triquement triviaux. Nous sommes alors directement 
sous les conditions d'application de 4.4. (la d6duction de 4.3. apparait 
m~me inutile), ce qui ach~ve la d6monstration de 4.2. 

Signalons le corollaire suivant de 4.2.: 

Corollaire 4.5. Soient S un pr~sch~ma r~gulier de caract~ristique 
nulle, U un ouvert de S dont le compl~mentaire est de codimension > 2. 
Ators le foncteur A ~-~ A IU, de la caNgorie des pr~sch~mas abdliens sur S 
clans la cat~gorie des pr~schOmas ab~liens sur U, est une ~quivalence de 
categories. 

Le fait que ce foncteur soit pleinement fid61e, vrai plus g6n6ralement 
d~s que S est normal et U dense dans S, a d6jb. 6t6 signal6 au d6but de la 
d6monstration de 4.2. Le fair que c'est un foncteur essentiellement sur- 
jectif r6sulte 6galement de 4.2., compte tenu du th6or~me de puret6 de 
ZARISKI-NAGATA (cf. par exemple SGA 1962, X 3.4). 

Remarques 4.6. Les r6sultats pr6c6dents, ~t l 'exception de 4.4., ne 
restent plus vrais tels quels sans hypoth~se de caract6ristique nulle. En 
effet, si k est un corps alg6briquement clos de caract6ristique p > 0 ,  
il est facile de construire, sur le compl6mentaire U de l'origine du plan 
affine ou projectif S, un sch6ma ab61ien A (de dimension relative 2, 
si on veut) qui ne se prolonge pas en un sch6ma ab61ien sur S. I1 suffit de 
prendre un sch6ma ab61ien Ao sur k, de dimension >2,  tel que dans 
l'algebre de Lie to de Ao, l 'op6ration de ~puissance p.~me)~ soit nulle 
(par exemple, en prenant pour A0 un produit de courbes elliptiques 
d'invariant de Hasse nul), et d'utiliser la famille de sous-groupes radiciels 
de hauteur 1 de Ao, param6tr6e par la droite projective Pk a ,induite par 
une droite quelconque dans l'espace projectif des droites homog~nes 
de t o. Utilisant la projection U-.* Pk 1, on trouve un sous-groupe fini et 
plat N de degr6 p de Aov, et on constate aussit6t que A = A ov / N  ne se 
prolonge pas en un sch6ma ab61ien B sur U (car autrement, l'isog6nie 
Aou"*A se prolongerait en une isog6nie Aos..+B, donc B serait de la 
forme Aos/M, ofa M serait un sous-groupe fini et plat de Aos prolongeant 
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N; or on constate aussit6t qu'un tel M n'existe pas). La m~me construc- 
tion s'applique, en prenant pour S le c6ne projetant (affine ou projectif, 
au choix) de n'importe quel sous-sch6ma ferm6 de dimension > 0  du 
sch6ma projectif des droites de to. Le lecteur trouvera les renseignements 
techniques n6cessaires pour une justification d&aill6e de la construction 
qui pr6c~de dans [3, notamment VI a e t  VIIA]. 

4.7. Par contre, lorsqu'on se borne aux pr~sch~mas elliptiques, i.e. 
aux pr6sch6mas ab61iens de dimension relative/, l'6nonc6 4.2. (et par suite 
6galement 4.1. et 4.5.)sont valables sans restriction de caract6ristique. 
I1 suffit pour ceci de reprendre la d6monstration de 4.1., en notant que 
(avec les notations de cette derni~re) la structure bien connue de M dans 
ce cas implique que M est affine, ce qui implique, puisque T est propre, 
que le morphisme envisag6 T.-§ M se factorise bien par Spec(k). Signalons 
fi ce propos une diff6rence importante entre la structure de la vari6t6 
modulaire pour des sch6mas ab61iens polaris6s de dimension 2, dans 
le cas de la caract6ristique nulle et de la caract6ristique p > 0 ,  pour 
un degr6 de polarisation donn6: dans le premier cas, en effet, les travaux 
de Igusa montrent que M est toujours affine (ce qui restera sans doute 
valable en caract6ristique p, lorsque p e s t  premier au degr6 de polari- 
sation); en caract6ristique p > 0 par contre, M peut contenir une droite 
projective. 

4.8. La d6monstration de 4.2. via 4.4., et la nature tr6s sp6ciale de 
l'exemple 4.6., conduisent fi se demander si, abandonnant dans 4.2. 
l'hypoth~se de caract6ristique nulle sur S et supposant seulement 1 
premier aux caract6ristiques r6siduelles, il ne resterait pas vrai que tout 
pr6sch6ma ab61ien A sur U tel que T~(A) soit non ramifi~ sur S, est 
isog~ne ~t un pr6sch6ma ab61ien sur U qui se prolonge fi S, i.e. est de la 
forme (BIU)/N, off B e s t  un pr6sch6ma ab61ien sur S, et N u n  sous- 
groupe fini et plat de B[ U. J'ignore si la r6ponse est affirmative, m~me 
sous les conditions 4.5. du ~tth6or~me de puret6~. Elle l'est du moins 
lorsque S=P~ et U sont comme darts l'exemple 4.6., plus g6n6ralement 
lorsque S est simplement connexe et localement de type fini sur un 
corps k. En effet dans ce cas T~(A) est g6om&riquement trivial, cas qui 
est justiciable de 4.4. Malgr6 ce r6sultat positif, une r6ponse affirmative 
~t la question g6n6rale qu'on vient de soulever me semble cependant 
assez peu plausible. 

4.9. Une g6ndralisation de 4.2. qui semble tr~s plausible par contre, 
et plus conforme tt l'esprit du pr6sent travail, serait la suivante: abandon- 
nant l'hypoth~se que S est de caract6ristique nulle, on suppose par exemp- 
le que S -  U est de caract6ristique p > 0 ,  et on exige que Tp(A) puisse se 
prolonger en un groupe p-divisible au sens de TATE [16] sur tout S. 
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P e u t - o n  c o n c l u r e  a lors  q u e  A se p r o l o n g e  en  u n  p r6sch6ma  ab61ien sur  S ?  

N o u s  esp6rons  r even i r  su r  cet te  ques t ion ,  qu i  dev ra i t  ~tre jus t i c iab le  des 

m & h o d e s  du  p r6sen t  t rava i l ,  une  fois  6lucid6 le cas-clef  off S est  le spectre  

d ' u n  a n n e a u  de  v a l u a t i o n  d iscre te  (cas 6 t r o i t e m e n t  li6 ~t la  th6or ie  de  

NERON [17]). 
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