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Nous nous proposons, dans ce travail, de montrer comment, pour les 
localis& des algebres analytiques sur un corps value complet k de caract&%- 
tique quelconque, on peut calquer d’assez pres les criteres de rCgularitC 
(surtout dus a Nagata) pour les local&s des anneaux locaux noetheriens 
complets (qui, comme on sait, sont des quotients d’anneaux de series for- 
melles, alors que les algebras analytiques sont des quotients d’anneaux de 
series consergentes); le role jouC dans les criteres de Nagata par le complete 
fifplE du module des di&rentielles de l’anneau local complet A relativement 
au corps k, est ici tenu par un module quotient @,, du module tiA,1: de 
toutes les difI&entielles de A, qui peut d’ailleurs se definir pour des algebres 
topologiques plus generales que les algebres analytiques. 

Beaucoup des demonstrations relatives aux algebres analytiques s’obtiennent 
en suivant pas h pas les demonstrations des resultats correspondants relatifs 
aux anneaux locaux complets, qui sont don&es en detail dans nos &?t?ments 
de Ghm&ie alg.&ique (EGA); au& nous permettrons-nous souvent de 
referer simplement a ces dernieres, en indiquant les modifications a y faire 
pour les adapter au cas qui nous interesse ici. Les references 2 EGA seront 
don&es comme dans cet ouvrage, sous la forme (II, a. b. c) ou (Orv , a. b. c), 
les chiffres romains gras designant le chapitre. 

1. EXCELLENCE DES ANNEAUX DE S&IES CONVERGENTES 

(1.1) Dans tout ce travail, k designera un corps val& complet non discret, 
NV, ,..., T,}} la k-algebre des shies e&b-es convergentes h n variables: 
cette algebre peut se definir comme l’algebre des germes de fonctions ana- 
lytiques au voisinage de l’origine de k”, ou encore comme la sous-algebre 
de l’algebre des series formelles k[[T, ,..., T,]] forme des series telles que, 
si l’on y substitue 2 (Tl ,..., T,) tout point (tl ,..., t,J d’un voisinage assez 
petit de 0 dans k”, on obtient une serie convergente dans k. On appelle 
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alglbre analytique sur k toute algebre quotient de k{{T, ,;.., T,}} par un ideal 
distinct de (1). 

Pour les demonstrations des proprietes fondamentales des algebres ana- 
lytiques dont nous allons nous servir, nous renvoyons a [I]. Rappelons 
d’abord [I, 18-07, Cor. 21 que k{{T, ,..., T,}} est un anneau local noetherien, 
dont l’ideal maximal est forme des series convergentes saris terme constant, 
dont le corps residue1 est k, et dont le complt!tC est l’anneau des series for- 
melles k[[T, ,..., T,]]; par suite (OIv, 17.1.5) k{(T, ,..., T,}) est un anneau 
rc’gulier de dimension n, et m&me une k-algebre formellement lisse pour sa 
topologie preadique (On,, 19.3.6), doncgeometriquement reguliere (ON, 19.6.5). 

(1.2) TH$OR~ME. Soit p l’exposant caracteristique du corps value complet 

k. Si [k : kp] <+ 00, toute algt%re analytique sur k est un anneau excellent. 
Comme une algebre analytique A est quotient d’un anneau local regulier 

NV, >..., TnH> elle est universellement catenaire (IV, 5.6.4), done 
(IV, 7.8.3, (i)), il suffit de prouver que les fibres formelles de A sont gComC- 
triquement rCguli&res. Le raisonnement du debut de la demonstration de 
(0, ,22.3.3) s’applique saris modification (autre que le fait que A n’est plus 
ici complet). On est done ramene a prouver le corollaire suivant: 

(1.3) COROLLAIRE. Supposons [k : kp] < + co. Soient A une k-algibre 

analytique integre, K son corps des fractions, p un ideal premier de A, B l’anneau 
localise A, . Alors, pour tout ideal premier o du complettd 8, tel que o I-J B = 0, 
l’anneau local 8, est une K-algkbre formellement lisse pour sa topologie 
q-pradique, done un anneau geom&riquement re’gulier sur K. 

En effet [I, 18-09, Cor. 31, il existe un sous-anneau A, de A qui est de la 
forme k({T, ,..., T,}} et tel que A soit une A,-algebre jnie. Comme l’anneau 
A, est regulier, il suffit de verifier que lorsque k est de caracteristique p > 0, 
A,, verifie l’hypothese (ii) de (Orv , 22.3.2), car la conclusion resultera alors 

de (ON, 22.3.2). 11 s’agit done de prouver l’analogue de (Orv , 21.8.8) pour 
A, = WT, ,..., T,)l; on designera ici par K = k((T, ,..., T,>> le corps 
des fractions de A,, ; en outre, l’hypothese sur k permet de ne considerer 
qu’un seul corps k, , savoir kp lui-m&me. Notons maintenant que kp est 
complet pour la valeur absolue induite par celle de k, car si (x,P) est une suite 
de Cauchy dans kp, la relation 1 x, P - xmP / = 1 x, - x, IP prouve que (xJ 
est une suite de Cauchy dans k, et si z est sa limite, z?’ est la limite de (x,P). 
Les raisonnements de (Otv , 21.8.8) ramenent alors a prouver l’analogue de 
(OIv , 21.8.8.2): 

(1.4) LEMME. Si k’ est un corps value complet, extension de k, 

UT, ,..., Tn)) n k CT1 ,..., Tn>> = WT, ,.a.> T&. 
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Tout revient, comme dans (Orv , 21.8.8.2), a prouver le 

(1.5) LEMME. Posons C = k{{ TI ,..., T,}} , D = k’{{T, ,..., T,}}. Alors 
D est un C-module jid&lement plat. 

En effet, si m est l’ideal maximal de C, C/mi (resp. DjmjD) est l’anneau 

quotient k[T, ,..., T,J/ni (resp. k’[T, ,..., TJn’j), oh n (resp. n’) est l’ideal 
engendre par TX ,..., T, . On a done D/miD = (C/mi) @ kk’, ce qui montre 
que D/miD est un (C/mi)-module plat pour tout j; il suffit d’appliquer 

(0111 9 10.2.1) et (Or , 6.6.2). 

(1.6) Remarque. Nous ignorons si une k-algebre analytique est encore 
un anneau excellent lorsque [k : kp] = + co. 

2. MODULES DE DIFF~RJZNTIELLES ANALYTIQUES 

Dans ce qui suit, les anneaux topologiques et les modules topologiques 
sur ces anneaux sont toujours supposes Zin~airement topoZogisf!s (4 , 7.1.1). 

(2.1) Considerons un anneau topologique A, une B-algebre topologique 

(commutative) A et supposons que le carre de tout ideal ouvert de B soit 
ouvert (on notera que c’est le cas lorsque B est un anneau prtfadique (0, , 
7.1.8), et en particulier lorsque B est un anneau semi-local noetherien muni 
de sa topologie preadique usuelle). Alors, pour tout B-module topologique 

de typefini L, toute A-derivation D de B dans L est continue: en effet, il y  a 
par hypothese un B-homomorphisme surjectif Bn -+ L necessairement 

continu, done tout voisinage V de 0 dans L contient un ensemble de la forme 
bL, oh b est un ideal ouvert de B; comme on a D(b2) C bL et que b2 est ouvert 
dans B, cela etablit notre assertion. Une telle derivation peut s’ecrire D = 
u o d,,, , oh u : @,,* -+L est un homomorphisme de B-modules; comme 
la topologie de .QklA est moins fine que la topologie deduite de celle de B 
(OIv , 20.4.5), I’homomorphisme u est necessairement continu (la topologie 
de L Ctant moins fine que celle deduite de la topologie de B, comme on 
vient de le voir). 

(2.2) Nous designerons par Di,, le quotient de Qi,, par l’intersection des 
noyaux des homomorphismes &,, --+L pour les B-modules topologiques L 
de typefini (lorsque B est noetherien, done aussi L, ai., est aussi le quotient 
de QilR par I’intersection des sous-modules M de QilA tels que @,,,/M 
soit de type fini). On a done (OIv , 20.4.8) 

Horn@&, , L) = Hom&2&A , L) E DCr,(B, L) (2.2.1) 
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pour tout B-module topologique L de type fini. Nous designerons par aa,, , 
ou & , ou simplement d, l’application composee 

B dAIB J-J;,, c 01 
’ BIA (2.2.2) 

oh T est la surjection canonique; dB,A est une A-derivation, et GilA est 
engendre par les elements &/A(X) oh x parcourt B, en vertu de (Orv , 20.4.7); 
la definition precedente montre que pour tout B-module topologique de 
type fini L, l’application v w v o a,,, est un isomorphisme de B-modules 

HOmB(&i 3 L) ,” DCr”(B, L) = DCr. contA(B, L). (2.2.3) 

On notera que, siQilA est un B-module de typefini, il represente le foncteur 
covariant L w DCr,(B, L) dans la categoric des B-modules topologiques 
de type jirzi. 11 est clair que si L&,, lui-m&me est de type jkzi (ce qui sera le 
cas par exemple lorsque B est une A-algebre de typefini (OIv , 20.4.7)), on a 
%,A = Qhi * 

(2.3) PROPOSITION. Soient A un anneau topologique, B et C deux A- 
algebres topologiques duns lesquelles le carre dun ideal ouvert est ouvert, p : B-+ C 
un A-homomorphisme continu. Alors: 

(i) SiQ,L,A est un C-module de type fini, &,, est un C-module de type fini. 

(ii) Si Q&a est un B-module de type jini et si C est une B-algebre finie, 
oi,* est un C-module de type jini. 

(iii) Supposons vkiJiees, soit les hypotheses de (ii), soit l’hypothese (i) et la 
condition suppltfmentaire que QilA est un B-module de type Jini; alors il existe 
deux C-homomorphismes uniques C : .(I&A -+ @..B et fi : Di,, @ BC -+ o$A 
tels que le diagramme 

(oti r, r’, rn sont les surjections canoniques, v et u les homomorphismes canoniques 
de (ON , 20.5.7)) soit commutatif et ait ses lignes exactes. 

(i) Pour tout C-homomorphisme w : @cIB + L dans un C-module topo- 
logique de type fini L, Ker(w o u) contient par hypothbe le sous-module 
N = Ker(r) tel que Q&J IV soit de type fini. On a done u(N) C Ker(w) et 
puisque Y est surjectif, @-,B/u(N) est de type fini, d’ou notre assertion. 
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(ii) Soit s le B-homomorphisme compose Qi,A --+ palA @J &J < @clA ; 
considerons un C-homomorphisme w : #A,, + L dans un C-module topo- 

logique de type Iini L, et observons que par hypothbeL est aussi un B-module 
topologique de type fini. On a done Ker(w o s) 1 N’ = Ker(r’), et Qi,,/N 
est un B-module de type fini; done (QilA @ &)/Im(N’ @ &) est un 
C-module topologique de type fini. Puisque Ker(w) est un C-module, on a 
Ker(w) 3 v(Im(N’ @ &‘)) = M’, et si l’on pose M = Im(w) = Ker(zr) 

(Orv , 20.5.7) M/M’ est un C-module de type fini. Mais d’autre part @,a, 
isomorphe a Q$,..JM, est un C-module de type fini, done sZf.,,/M’ est un 
C-module de type fini, ce qui prouve que as,, est de type tini. 

(iii) Dans le cas (ii), la factorisation de Y o s : Szi,, 5 Szs,, La&A en 

Q;,A 5 i2;/* -G Q;,, resulte de ce qui precede et du fait que @,, est un 

B-module de type fini; on en deduit aussitot l’existence et l’unicid de fi. 
L’existence et l’unicite de G se demontrent de m&me dans le cas oh o,$, 
est un C-module de type fini; enfin, si Qk/, est un B-module de type fini, 
done Cgal 8 D&A , on a Cvidemment B = Y o v. 

Dans les deux cas consider&, la commutativite du diagramme est Cvidente 

et le fait que la premiere ligne soit exacte resulte de (Orv , 20.5.7). Notons 
en outre que, pour tout C-module topologique de type fini L, l’homomor- 
phisme deduit de ri 

est identique a l’homomorphisme (Orv ,20.5.6.2); de m&me, l’homomorphisme 
deduit de fi 

HomG%A , L) + Hom&%,~, L) 

est trivialement identique 1 l’homomorphisme (Or,,, 20.5.6.1) dans le cas 
oh Q.,A et QilA sont de type fini; il en est de meme dans le cas (ii) en se 
souvenant de ce que L est alors aussi un B-module de type fini. On en conclut 
que pour tout C-module de type fini L, la suite 

est exacte. Notons maintenant que le raisonnement de [2, § 2, no 1, th. 1] se 
transporte sans modification a la categoric des modules de type jni, d’oh 
l’exactitude de la seconde ligne du diagramme (2.3.1). 

(2.4) C OROLLAIRE Soient A un anneau topologique, B une A-alg&e 
topologique dans laquelle le carrd de tout &Gal ouvert est ouvert, R un iddal de 
type jini de B, C la A-alghe quotient topologique B/R. Supposons que Di,, 
fait un B-module de type fini. On a alors la suite exacte 

R/R2 --Li=&, @&--5i2~,*---+0 (2.4.1) 
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oli G est Phomomorphisme dt$ni dans (2.3) et 8 l’homomorphisme compose’ 

R/R2 -5 -GA 0 BC ?‘@’ + @,,, @ &, 6 e’tant d@nipar (OIV, 20.5.11.2). 

On notera que dans C le carre de tout ideal ouvert est ouvert; en outre, 
comme C est une B-algebre finie, on est dans le cas (ii) de (2. 3); de la suite 
exacte (Orv , 20.5.12.3), on deduit, lorsque L est un C-module topologique 
de type fini, la suite exacte 

0 - Homdf&a, L) -+ Homc(@,A @ &‘, L) -+ Homc(S/R2, L) 

et comme RR/R2 est un C-module de type fini, on termine le raisonnement 
comme dans (2.3). 

(2.5) Une k- a i: lg b re analytique A peut etre consideree comme l’anneau 
local Ox,, en un point d’un k-espace analytique X. Le A-module des d@%en- 

tielles analytiques Q& est par definition la fibre au point x du faisceau s2$,, 
des differentielles analytiques de X [I, 14-081. On sait [I, 14-081 que Q& 
est un A-module de typefini; nous allons voir qu’il est isomorphe au module 
aAlk defini ci-dessus. 11 suffira de demontrer la proposition suivante: 

(2.6) PROPOSITION. I1 existe une k-dbrivation d’ : A -+ 5;31& telle que 
pour tout A-module topologique de type fini L, l’application u - u o d’ soit un 
isomorphisme de k-espaces vectoriels 

HomA(Q& , L) 2 DCr,(A, L). 

L’isomorphisme annonce entre #$k et ai,k sera alors consequence de 
l’unicite de la solution d’un probleme d’application universelle. Pour prouver 
(2.6), on peut se ramener au cas oh A est un anneau de series convergentes 
MT, ,..., T,}}. En effet, dans le cas general, on a par definition A = B/b, 
oh B = k{{T, ,..., T,}} et b est un ideal de B; or, on wit [I, 14-161 que l’on 
a une suite exacte canonique 

b/b2 6’ .Q& @ BA - %:k -0 (2.6.1) 

ou l’homomorphisme 6’ provient par passage au quotient de d’; si l’on a 
Ctabli (2.6) pour B, on aura un isomorphisme h : Q& 7@.,, rendant 
commutatif le diagramme 

b/b2 ” ä a;,, @ BA 

Ia 2 1 1 
t h@l 

b!b2 d l &t,, 63 d 
et la conclusion resultera des suites exactes (2.6.1) et (2.4.1). 



LOCALI& DES ALG&BBES ANALYTIQUES 311 

Bornons-nous done au cas ou A = k{{T, ,..., T,}}. Remarquons que, si 
l’on remonte aux definitions [l, 10-06], Q’,& peut etre defini de la faGon 
suivante: posons B = k{{T, ,..., T2,}} et soit 3 l’ideal de B engendre par les 
n elements Ti+,, - Ti (I< i < n). L’idCal J est le noyau du k-homomorphisme 
surjectif p : B -+ A qui transforme Ti et Ti+,, en Ti pour 1 < i < n, et on a 
In;,,:, = J/J2. On a deux injections canoniques j, : A + B, j, : A -+ B, 
qui font correspondre respectivement a Ti les elements Ti et Ti+n de B pour 
1 < i < n, de sorte que p o j, = p o j, = IA ; si jr’ et ja’ sont les composes 
de jr et ja respectivement, et de l’homomorphisme canonique B + B/J2, 
d’ = jl’ - ji est une k-dbivation de A dans Sz:,, . Pour prouver (2.6), 
considerons la k-algebre D,(L), extension triwiale type de A parL (Orv , 18.2.3) 
et notons par 4 : D,(L) -+ A la surjection canonique telle que q(a, 0) = a, 
par j : A + D,(L) l’injection canonique telle que j(a) = (a, 0). On sait que 
DCr,(A, L) s’identifie canoniquement a l’ensemble G des homomorphismes 

o : A -+ D,(L) de k-algebres tels que le compose A L D,(L) L A soit 
l’identite (01” , 20.1.6). D’autre part, Hom,(Qy,, , 15) s’identifie canonique- 
ment a l’ensemble des homomorphismes de A-algebres w : B/J2 + D,(L) 

tels que le compose B + B/J2 z D,(L) : A soit l’homomorphisme p. 
Comme on a j2’ = jr’ - d’ par definition, tout revient a prouver que tout 

v E G se factorise en v : A 5 B/s2 w -+ D,(L) de faGon unique. Pour cela, 
il suffira de montrer qu’il existe un homomorphisme unique u : B -+ D,(L) 
tel que le diagramme 

soit commutatif. On aura en effet alors u(T, - Ti+,) = j(Ti) - v(TJ EL, 
ce qui entrainera u(J) CL, done u(J2) C L2 = 0, et prouvera l’existence et 
l’unicite de w. Or, toute serie convergente de B = k{{T, ,..., Tan}} peut 
s’ecrire d’une settle manike sous forme d’une serie convergente en Tl ,..., T,, , 
T n+1 - Tl ,..., T2, - T, , soit 

fV-1 ,..., 7’2,) =fP', ,..a> T,) + C;clfii(Tl,..., TdTn+i - Ti) + 40 
oh o,(T) n’a que des termes de degre total > 2 en les T,,+i - Ti et f. et les fii 
sont des elements de A = k{{T, ,..., T,}>. Posons u(a) = (a, D(a)) pour 
tout a E A, D &ant une k-derivation de A dans L. On definira u par 

4-f) = UO, 0) + i fii * (0, D(Ti)) 
i=l 

et tenant compte de ce que L est un ideal de carre nul dans D,(L), on voit 
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que u est bien un homomorphisme ayant la propriete voulue. Pour prouver 
I’unicite de u, il s’agit de montrer que si une k-derivation D de A dans L est 
telle que D( TJ = 0 pour 1 < i < n, on a necessairement D = 0. 11 suffit 
de remarquer que, si m est I’idCal maximal de A, on a D(mj+l) C mjL quel 

que soit j > 1. Comme, pour tout Clement g E A et tout entier j, il existe 
un polynome h E k[T, , . . . . T,] tel que g - k E trG+l, et que par hypothhe 
on a D(k) = 0, on en deduit D(g) E rniL pour tout entier j, d’oh D(g) = 0 
puisque n ntiL = 0, L etant de typejni (0,) 7. 3.5). 

j 

3. hG&BRBS QUASIANALYTIQUES 

(3.1) Soit k un corps value complet; on appelle k-algt?bre quusianalytique 
une k-algebre A pour laquelle il existe une k-algbbre analytique A, telle 
que A soit une A,-algebre jinie. 11 est clair qu’une telle k-algebre A est un 
anneau semi-local noetherien, dont les corps residuels aux ideaux maximaux 

sont des extensionsfinies de k. En vertu de [I, 18-09, car. 31, il revient au 
mCme de dire qu’il existe un entier n tel que A soit une algt?bre $nie SUY 

WC”, 3..., TJI. 
On peut generaliser aux k-algebres quasianalytiques *une grande partie 

des resultats de (Orv , 21.9) en y  remplacant les modules Q&A par oilA . 

(3.2) PROPOSITION. Soient k un corps value’ complet, k, C k un sowcorps 
de k qui est complet pour la valeur absolue induite par celle de k, et tel que 

[k : k,] < + co. 

(i) Pour toute k-algt+bre quasi-analytique A, nA,*, est un A-module & 
type $ni. 

(ii) Si A = k{{ TI ,..., T,)}, oAlk. est un A-module libre de rang bgal ci 

n + ~i3G%ko). 

(i) On a vu ci-dessus qu’il existe un entier n tel que A soit une algebre 
finie sur A, = k{{T, ,..., T,}). En outre, vu l’hypothbe sur k, , A, est une 
algebre finie sur A, = k,{{T, ,..., T,}}; done finalement A est une A,-algebre 

finie. On sait d’autre part que ~~,,kO est un A,-module libre de rang 
n [I, 14-13, prop. 2.81; on est done dans le cas (ii) de (2.3), d’oh la conclusion. 

(ii) Avec les memes notations, il suffira de demontrer que la suite 

(cf. (2.3.1)) 

0 - e4,/K, 0 A@ -+ &,,, -+ J-J:,,, - 0 (3.2.1) 

est exacte; en effet, s’il en est ainsi, oi,lk, @ AoA est un A-module libre de 
rang n; d’autre part, puisque [k : k,,] < + CO, on a A = A,, @ *,k, done 

(Orv, 20.5.5)J2i,A0 =JT$,,~ &A est aussi un A-module libre de rang rgk(L&kO), 
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et la conclusion de (ii) en rtsultera aussitot. Si I’on se reporte B la demonstration 

de l’exactitude de la suite (2.3. I), on voit aussitot (compte tenu de [2, $2, no 1, 
demonstration de la prop. 11) qu’il s’agit de prouver que, pour tout A-module 
de type fini L, l’homomorphisme canonique DCrkO(A, L) -+ DCrkO(A,, , L) est 
surjectif, ou encore que toute k,-derivation D,, de A, dans L peut &tre prolon- 
gee en une k,-derivation D de A dans L. Mais cela est immediat puisque 

A = A, @ L,k: il suffit, pour x E A,, , 5 E k, de prendre D(x @ 5) = D,x . 5. 

(3.3) PROPOSITION. Supposons que le corps value’ complet k soit de carac- 
Gristique p > 0; soient A une k-algebre quasianalytique, B une sous-k-algebre 
de A isomorphe h k{(T, ,..., T,}} et telle que A soit une B-alglbre finie. Si B, 
est la sous-algebre k{{T,p ,..., Trp}}, DiIIc s’identife canoniquement h QilB, . 

Soit L un A-module de type fini; toute k-derivation de B, dans L, qui est 
restriction d’une k-derivation de A dans L, est nulle: en effet, A est une 
B,-algebre Jinie, done L est un B-module de type fini, et puisque la derivation 
consideree est continue (2.1) et nulle dans l’anneau de polynomes 

k[T,p ,..., T,p], qui est dense dans B, , elle est nulle dans B, . La suite exacte 
(0, ,20.2.3) montre done que I’homomorphisme canonique DCr,I(A, L) -+ 
DCr,(A, L) est bijectif. Compte tenu de (2.2.1) et de ce que o>,B, = J&s, 
puisque A est une B,-algkbre finie, on voit que l’homomorphisme canonique 
Homa(Qi,B1, L) -+ Hom,(D$, , L) est bijectif; comme Qi,le est un A-module 

de type fini (3.2), cela prouve bien que I’application canonique o:,, + QiiB, 
(2.3) est bijective. 

(3.4) PROPOSITION. Soient A une k-algebre quasianalytique integre, A,, 
une sous-k-algebre de A isomorphe h k{{T, ,..., T,)}, telle que A soit une 
A,-algebre finie et que le corps des fractions E de A soit une extension s&parable 
du corps des fractions L, de A,, . Alors on a 

rg,oi,, = rgx(o&+ @ AE) = dim(A) = n. (3.4.1) 

On sait en effet que dim(A) = dim(A,) = n (OIv , 16.1.5), et ~~,,k est 
un A,-module libre de rang n, done D&k @ AoA est un A-module libre de 
rang n; on a la suite exacte (2.3.1) 

et puisque A est entier sur A e , que A,, est integralement clos (1.1) et E SC- 
parable sur Lo , Qi,A, est un A-module de torsion (0, , 20.4.13, (iv)). Ten- 
sorisant la suite exacte prectidente par E, il vient la suite exacte 
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d’oh rg@illc @“E) < n. ConsidCrons d’autre part les n dkrivations Di = 
a/aTi de A, dans lui-m&me (1 < i < n); elles se prolongent de faGon unique 
en des dkrivations (encore notCes Di) de E dans lui-m&me, puisque E est 
extension &parable finie de L, . Par restriction & A, ces dkrivations donnent 
des k-dbrivations de A dans E, et il est immediat qu’elles prennent leurs 
valeurs dans un m&me sous-A-module de typejni de E; elles sont par ailleurs 
lintairement indkpendantes sur A puisque Di(Tj) = Sij ; cela montre done 
(2.2.1) qu’il existe dans !&, @ .E au moins n ClCments 1inCairement indC- 
pendants sur E, d’oti la conclusion. 

(3.5) PROPOSITION. Soient k, un corps d’exposant caracttfristique p, k un 
corps valuk complet, extension siparable de k, , A une k-algibre quasianalytique, 
p un idialpremier de A, K(p) le corps rhiduel de A en p. Alors on a 

rgr(p&4~p)~k 0 .~IP+)> >, dim(&) + %K(p)YK(p)/k, . (3.5.1) 

Si de plus [k, : kOp] < + 00, les deux membres de (3.51) sont igaux. 

Comme A/p est une k-algkbre quasianalytique, on peut se borner au cas 
oh A est intigre et p = 0, E = K(p) Ctant done le corps des fractions de A. 

11 existe par hypothkse une k-algbbre analytique A, telle que A soit une 
A,-algkbre finie; comme A est intbgre, le noyau p1 de l’homomorphisme 
A, + A est un idCal premier de A, , et en remplaqant A, par AI/p, , on peut 
supposer que A, est une sous-k-algkbre de A. On sait alors qu’il existe une 
sous-k-algkbre A, de A, isomorphe & k{{T, ,..., T,}) et telle que A soit une 
A,-alg&.bre finie [I, 18-09, Cor. 31, ce qui entraine que E est une extension 
iinie du corps des fractions L, = k ((T, ,..., T,.>> de A,; on a en outre 
dim(A) = dim(A,) = I (OIv , 16.1.5). 

Si p = 1, on a rgE(Q$k @ AE) = r en vertu de (3.4.1); comme d’autre 
part YEIIc, = 0 puisque E est extension &parable de k, (OIv, 20.6.3), les deux 
membres de (3.5.1) sont Cgaux dans ce cas. 

Supposons maintenant que p > 1; si l’on pose B = k{(TIp ,..., T,.P}), il 
rCsulte de (3.3) que &k s’identifie g Q$, ; en dCsignant par M le corps des 
fractions k<(T,p ,..., T?p>>, il rCsulte de (0, ,20.5.9) que&k @ .E s’identifie 
a !2;,M. Compte tenu de (O1v , 21.6.1.2), la relation (3.5.1) est tquivalente g 

m&%~ > r + d(Elk, kd (3.5.2) 

qui correspond g (OIv , 21.9.6.2). Or, pour dCmontrer cette relation, il suffit 
de reprendre pas P pas la dbmonstration de (OIv , 21.9.6) en supposant 
k = K,, L, = k<T, ,..., T7)) = L, M, = k((TI” ,..., T,p)) = M et N = 
k((T,p=,..., T,P2>, E &ant une extension finie de L, . La dCmonstration se 
simplifie notamment du fait de ces &galitCs; on utilise le fait que k((T, ,..., T,.>> 
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C k((T, ,..., T,)) est separable sur k (01” , 21.9.6.4), que les Tip (1 < i < I) 

forment une p-base de M sur N, et le reste de la demonstration n’utilise que 
les proprietes g&&ales des corps vues dans (Orv , 21.6). Pour prouver 
1’CgalitC des deux membres de (3.5.1) lorsque [k, : k,,‘] < + co, on peut 

prendre tous les k qui interviennent dans la demonstration de (Orv , 21.9.6) 
Cgaux a k,(kP) : en effet, ce sous-corps value de k est corn@ pour la valeur 
absolue induite par celle de k, car on a vu dans la preuve de (1.3) que kp 
est complet, et k,(kp), Ctant un espace vectoriel de dimension finie sur kp 
par hypothbe, est ferme dans k, done complet; le corps (kO(kp))((T$,..., T,P’> 
est done defini, et on est finalement ramene a prouver la relation 

Mkp)W, s.--s TV>> = k,(kp<T, ,..., T$); (3.5.3) 

mais puisque k,,PC k*, on a k,,P(kp((TI ,..., T,>>) = kp((TI ,..., T,.)); et si 

(&i<n est une base de k,, sur k$‘, c’est aussi un systeme de generateurs de 
chacun des deux membres de (3.5.3) sur kp((T, ,..., Tr)). 

(3.6) COROLLAIRE. Soit k un corps valui complet de caract&istique p > 0, 

tel que [k : kp] <+ 00. Soit C une k-alg&e locale quasicznalytique intkgre de 
dimension n, et soit L son corps des fractions. Alors Q&K est un C-module & 
type j%ai, isomorphe h oi,, ; &, et YLI L sont des L-espaces vector&& de rang 
jini, et l’on a 

r~d&.~k) - rgdY4 = n. (3.6.1) 

11 suffira de prouver que tic,, est un C-module de type fini; on aura en 

effet alors Q&lc = Q$,,lc, et Q,, @ =L = Gil, (Orv , 20.5.9), et il suffira 
d’appliquer (3.5) avec k = k, et p = 0. Or, on a vu dans la preuve de (3.5) qu’il 
existe une sous-k-algebre C, de C isomorphe a k{{T, ,..., T,}} et telle que 
C soit une Ca-algbbre finie. Mais @.,, est isomorphe B Q&kLc91 (0,) 21.1.5), 
et puisque k[C,p] C k[Cp], tout revient a prouver que C est un k[C$]-module 

de type fini (Orv ,20.4.7); mais cela resulte de ce que C est un Cs-module de 
type fini et C, un k[C,, ] P -module de type fini en vertu de l’hypothbe 
[k : kp] < + 0~). 

(3.7) PROPOSITION. Soient k un corps valuC complet, p son exposant 
caractkistique, et supposons que [k : kp] < + co. Soit A une k-algtbre analy- 
tique, et soit p un idial premier de A tel que A, soit g~om&iquement r&g&r 
(IV, 6.7.6) SUY k. Alors (~;,&, est un A,-module libre de rang t’gal ci dim(A/q), 
ozi q est I’unique idt?al premier minimal de A contenu dans p. 

Comme A est noetherien, et Spec(A) regulier (et a fwtimi integre) au 
point p, p n’appartient qu’a une seule composante irreductible de Spec(A), 
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done ne contient qu’un seul ideal premier minimal q de A, et en outre on a 
q, = 0. Posons B = A/q; on a vu (2.4) que l’on a la suite exacte 

q/q2 - f?,,, 0 .B - @v, + 0. 
En localisant en p cette suite exacte et utilisant la relation q, = 0, on voit 
que l’homomorphisme canonique (o$& -+ (o&K)p,q est bijectif. On peut 
done se borner a traiter le cas oh q = 0, autrement dit oh A est ihgre. 
Distinguons alors deux cas: 

(I) p > 1. On peut appliquer (3.6) a l’algebre quotient C = A/p, dont 
le corps des quotients K n’est autre que le corps residue1 de A, ; on voit 
done que Son a 

ra&&d - rgdyd = dim(Alp). (3.7.1) 

Notons maintenant (Orv , 19.6.6) que A, est une k-algebre formelkment 
he pour sa topologie pAp-preadique; par suite Qip,L est formellement 

projectif (Or, , 20.4.9) pour la topologie p-preadique (Orv , 20.4.5); d’autre 
part L?: ,k, Ctant Cgal a (!&,,), (Orv , 20.5.9) est un Ap-module de type fini, 
en vertz de (3.6) applique a A. Pour tout entier j > 0, L!$&.J~+%$~ est 

done un (Ap/pi+‘Ap)-module projectif de rang m = rgK(Qipik: @ ApK) 

(OIV , 19.2.4); on conclut done de (Om , 10.2.1 et 10.1.3) que Qip,& est un 

A,-module libre de rang m. Soit A’ = (A$ l’algebre compl&t!e de A, pour sa 
topologie pAp-preadique; A’ est encore une k-algebre formellement lisse 
pour sa topologie adique (Orv , 19.3.6) et il resulte de (Orv , 20.7.14 et 20.4.5) 
que a:.,, = 0: lIc ; on en con&t que fii.,, 
On deduit alor: de (Orv , 21.9.2) ( 

est un Al-module l&e de rang m. 
oh on n’utilise en rCalitC que le fait que 

a1 Klko est de rang fini) et de ce que dim(A’) = dim(A,) (0, , 16.2.4) que 
Son a 

m = dim&) + mdQ&J - rgdyd, (3.7.2) 

d’oh, en vertu de (3.7.1), m = dim(A/p) + dim(A,). Mais puisque A est 
quotient d’anneau regulier (cf. (1.1) et (Orv , 17.3.9)), on deduit de 
(Orv , 16.5.12) que l’on a dim(A) = dim(A/p) + dim(A,), ce qui acheve la 
demonstration dans ce cas. 

(II) p = 1. On a comme ci-dessus dim(A) = dim(A/p) + dim(A,); 
posons TZ = dim(A), Y = dim(A/p), s = dim(A,) et montrons que (~~,,), 
est un Ap-module libre de rang n. En vertu dun lemme Clementaire de la 
theorie de la dimension (voir (IV, 18.11.3.3)), il existe une suite (xi)rbiGS 
d’elements de p, faisant partie d’un systeme de parametres de A, et telle 
que les images canoniques t, des xi dans A, (1 < i < S) forment un systbme 
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r6gulier de paramhes (0,” , 17.1.6) de l’anneau regulier A,. Soit (x&~~~ 
un systeme de parametres de A dont fait partie la suite (xi)isiG S ; posons 
A, = k{{T, ,..., I’,}}; il existe un k-homomorphisme local injectif u de A, 
dans A tel que U( T,) = xj pour 1 <J’ < n, faisant de A une A,-algebre 
finie [I, 18-09, Cor. 31. Posons no = Cj”c, AaTj, B, = (A&, , B = 
A @ A,BO , de sorte que up, : B, -+ B fait de B une B,-algbbre finie; en outre, 
si p’ est l’ideal de B engendrt par p, on a B,. = A, ; comme p’ contient 
p,,B par construction, il est au-dessus de l’ideal maximal p,,B,, de B, . Montrons 
que le morphisme Spec(B) +Spec(B,) est non ram@4 au point p’: cela 
resulte en effet de ce que I est une extension finie du corps I de 
caracteristique 0, done est nt!cessairement s&parable, et de ce que l’on a 
Bp./pOBp, = I+‘) en vertu du choix des xi pour 1 < i < s (IV, 17.4.1). 
Notons maintenant que l’on a une suite exacte (2.3, (ii)) 

et que G%4,)p = Q~pds = 0 (IV, 16.4.5 et 17.4.1); localisant la suite 
exacte prtcedente en p, on trouve done un homomorphisme surjectif 

Comme Q&, est un As-module libre de rang n (3.2), cela montre que 
(D:,k), admet un systeme de n generateurs. Mais comme le corps des 
fractions de A est de caracteristique 0, on peut appliquer a A et A,, le rQultat 
de (3.4) montrant que @,, est un A-module de rang n, done (&& un 
Ap-module de rang n. Comme le quotient de ce module par son sous-module 
de torsion admet un sysdme de n gCnCrateurs et est de rang n, ce quotient est 
necessairement l&e: on en deduit aussitbt que les n generateurs de (a$,&, 
obtenus ci-dessus forment aussi un systeme Zibre, d’oh la conclusion. 

4. CRIT~ES DE R~GULARITB POURLES ALG~BRES ANALYTIQUES 

(4.1) Soient k un corps value complet, A une k-algebre analytique; pour 
toute extension k’ de k, qui est un corps value complet dont la valeur absolue 
prolonge celle de k, on peut definir un “produit tensoriel analytique” 
A’ = A g kk’ de la facon suivante: il existe une k-algebre A,, de la forme 
WT, ,..., T,}} telle que A soit une A,-algebre finie; si A,,’ = k’({T, ,..., T,}}, 
on pose A’ = A @ A,A,,‘. Cette dCfinition parait dependre du choix de A,, ; 
en fait nous allons voir qu’elle en est independante (a isomorphisme pres), 
car la k’-algebre A’ ainsi definie est solution d’un probQme universel. En effet, 
notons d’abord que puisque A n’a qu’un ideal maximal (necessairement 
au-dessus de l’idtal maximal de A,) et que les corps rbiduels de A,, et de A 
sont isomorphes a k, A’ est un anneau local dont le corps rbiduel est iso- 
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morphe a k’ (on va voir plus loin qu’en fait A’ est une k’-algebre analytique). 
Cela &ant, montrons que, pour toute k’-alg2bre analytique B, tout k-homo- 

morphisme local u : A -+ B se factorise d’une seule man&e en u : A A 

A’ LB, oh f est l’homomorphisme canonique et v un k’-homomorphisme 
(necessairement local). En effet, on deduit de u par composition un 
k-homomorphisme local 

uo . *A,+A:B 

et les elements yd = u,(TJ pour 1 < i < n appartiennent a l’ideal maximal 
de B; il existe par suite un k’-homomorphisme (local) et un seul v. : A,’ -+ B 
tel que v,,( Ti) = yi pour 1 6 i < n [I, 18-09, Cor. 31. Les composes A, -+ 

Vo 
A -% B et A, -+ A,’ + B &ant tous deux Cgaux a u. , l’existence et l’unicite 
de v sont consequences de la definition du produit tensoriel de A,-algebres, 
et cela prouve notre assertion. 

De cette caracdrisation, on deduit en outre le corollaire suivant: 

(4.2) C OROLLAIRE. Sous les conditions de (4.1), si B est un k-algJbre 
analytique et p : A + B un k-homomorphisme faisant de B une A-alg2bre f;nie, 

B 0 rck’ est canoniquement isomorphe d B @ aA’. En particulier, pour tout 
idial 3 de A, on a un isomorphisme canonique 

(A/J) @ Rk’ = A’/sA’. (4.2.1) 

En effet, pour definir B 0 kk’, on peut prendre le m&tuz anneau de series 
convergentes A, que pour definir A 0 kk’, et alors B @ Ek’ = B @ ,+,A,’ = 
B @ RA’ Q un isomorphisme canonique prb. 

La formule (4.2.1), oh l’on prend pour A une k-algebre de series conver- 
gentes k{(TI ,..., T,}), montre que A’ est une k’-algebre analytique. 

(4.3) PROPOSITION. Avec les notations de (4.1): 

(i) A’ = A kk’ est un A-module plat et dim(A’) = dim(A). 

(ii) Si k est de caracttistique p > 0, s:,,,. est isomorphe h ai,, @ aA’. 

(i) Le fait que A’ soit un A-module plat resulte de la definition de A 
don&e dans (4.1) et de ce que A,’ est un A,-module plat (1.5). Dans la 
construction de (4.1), on peut de plus supposer que A, est une sous-algebre 
de A et que dim(A,) = dim(A); 1 a ors, par platitude, A,’ est une sous-algebre 
de A’ et l’on a dim(A’) = dim(A,‘) puisque A’ est une A,‘-algebre finie 

(OIV , 16.1.5), done dim(A’) = dim(A). 

(ii) Si l’on pose A, = k{{ TIP ,..., T,P}} A,’ = k’{{T,P ,..., TnP}}, on a 
@,* = QjIA, et a,.,,, = Qi.,A1, en vertu de (3.3); comme A,’ = 
A, @ A1A1’, on a A’ = A @ A1A1’, d’oh la conclusion par (Orv , 20.5.5). 



LOCALI& DES ALGiBRES ANALYTIQUES 319 

(4.4) THI~OR~ZME. Soient k un corps value’ complet d’exposant caracteris- 

tique p, A une k-algkbre analytique, p un ideal premier de A, distinct de l’ideal 
maximal. Les deux conditions suivantes sont equivalentes: 

(a) Pour toute extension k’ de k qui est un corps value’ complet dont la valeur 
absolue prolonge celle de k, et tout ideal premier p’ de A’ = A 0 kk’ au-dews 

de p, A;, est un anneau regulier. 

(b) Soit n la plus grande des dimensions des composantes irreductibles aux- 

quelles appartient p; alors (o$& est un Ap-module libre de rang n. Supposons 
en outre que n = dim(A); alors les conditions precedentes sont aussi equivalentes 
ci: 

(c) I1 existe un k-homomorphisme (n&essairement local) u : B + A, ou 
B = k{(T, ,..., T,,}}, faisant de A une B-algebreJinie, et tel que le morphisme 

Spec(A) + Spec(B) soit &ale au point p. 

Chacune des conditions (a), (b) entra&e les suivantes: 

(d) A, est g.4ometriquement regulier sur k. 

(d’) A, est un anneau regulier. 

Si de plus [k : kp] < + CO (resp. si k est parfait), alors (d) et (a) (resp. (d’) 
et (a)) sont equivalentes. 

Le fait que (d) entraine (b) lorsque [k : KS] < + co n’est autre que (3.7). 
Prouvons ensuite que (c) implique (a) lorsque n = dim(A); avec les notations 
de (a), on a alors A’ = A @ BB’, oh B’ = k’({T, ,..., T,}} (4.1). Le morphis- 
me Spec(A’) -+ Spec(B’) est fini et Ctale au point p’ (IV, 17.3.3); done A;, 
est formellement lisse sur B’ r, , pour les topologies preadiques, en notant r’ 
l’image reciproque de p’ dans B’ (IV, 17.5.3); d’autre part, Bi. est formelle- 
ment lisse sur k’ pour la topologie preadique (Orv , 19.3.4 et 19.3.5), done 
Ai, est formellement lisse sur k’ pour sa topologie preadique (Orv , 19.3.5), 
et par suite est geometriquement regulier sur k’ (OIv , 22.5.8). On notera 
que cela prouve aussi que (c) implique (d) lorsque dim(A) = n. 

Montrons maintenant que lorsque n = dim(A), (b) entraine (c). Notons 
d’abord que puisque p n’est pas l’ideal maximal de A, il existe un systeme 
de parametres (xJIGiSn de A tel que xi $ n pour tout i . En effet, on ne peut 
avoir xi E p pour tout i, sans quoi A/p serait de longueur finie, et p serait 
maximal, contrairement a l’hypothbe. Mais si par exemple x1 $ p, il suITit, 
pour chaque indice i tel que xi E p, de remplacer xi par x1 + xt , pour avoir 
un systeme de parametres dont aucun Clement n’appartienne B p. DCsignons 
maintenant par 6(x) l’image canonique de dx dans (aj,k), @ A K(P), pour 
tout x E A; montrons qu’on peut determiner n elements incersibles ui 
(1 < i < n) de A tels que les 6(u,x,) forment un systbme libre dans le K(P)- 
espace vectoriel (G$,), @ Ap K(P) (done une base de cet espace, puisqu’il 
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est suppost! de rang n). Raisonnons par recurrence, en supposant que, pour 
un entier r < n, on ait determine les ui (1 < i < Y) tels que les 6(u,xi) pour 
1 < i < Y soient lineairement independants sur K(P); si 6(x,+r) n’est pas 
combinaison lineaire des ~(u,x,) pour 1 < i < Y, il suffit de prendre z++r = 1 
pour poursuivre la recurrence. Dans le cas contraire, notons que, pour tout 
u E A, ~(ux,.,~) est l’image canonique de (du)x,+, + u(dxr+r); comme u(dx,.+,) 
a une image canonique combinaison lineaire des ~(u,x,) pour 1 < i < Y, 

et que d’autre part l’image canonique de x,,, dans K(P) est f 0, on voit qu’il 
suffit de prouver qu’il existe un element inversible u E A tel que S(u) ne soit 
pas combinaison lineaire des 6(u,~J pour 1 < i < Y. Or, il resulte de (2.2) 
que les 6(x) engendrent le K(p)-CspaCe vectoriel(0:,& @ A K(P); comme par 
hypothese Y < n, il existe done a E A tel que 6(z) ne soitPpas combinaison 
lineaire des S(U,X,) pour 1 < i < Y. Si z $ m, on prendra u = a; sinon, 
1 + x est inversible et l’on a S(1 + z) = 6(z) puisque 6( 1 + z) = h; 
on prendra alors u = 1 + z, ce qui achlve de prouver notre assertion. 
Remplacant alors les xi par les uixi , ce qui n’altere pas le fait qu’il s’agit d’un 
sysdme de parametres n’appartenant pas a p, on peut done supposer, en 
vertu du lemme de Nakayama, que les images canoniques des dAxi dans 
(D$& engendrent cet Ap-module. Considerons alors le K-homomorphisme 
(local) u : B -+ A tel que u( Ti) = xi pour tout i, qui fait de A une B-algebre 

finie [1, 18-01, Th. 11. On a done (2.3) une suite exacte 

oh les dAxi sont les images par w des elements dBTi @ 1. Localisant cette 
suite exacte en p, on obtient un homomorphisme surject$vp : Dilk @ BA, -+ 
(&,,& en raison du choix des xi ; par suite on a 0 = (Q$a), = Szi I* 

(oti I est l’image reciproque de p dans B) (IV, 16.4.15). En vertur)di 
(IV, 17.4.1), cela montre que (b) entraine (lorsque dim(A) = n) que le mor- 
phisme Spec(A) -+ Spec(B) est non ramifie au point p. Puisque A est un 
quotient d’anneau regulier (1.1) on a dim(A,) = dim(A) - dim(A/p) = II - 

dim(4) (ON , 16.5.12). On a de m&me dim(&) = n - dim(B/r). Enfin, la 
fibre du morphisme Spec(A) + Spec(B) au point r Ctant de dimension 0 
puisque ce morphisme est fini, on a (Orv , 16.3.9) dim(A/p) < dim(B/r); 
done dim(Br) < dim(AJ. Mais cela entraine que le morphisme Spec(A) -+ 
Spec(B) est &ale au point p, l’anneau B, &ant inttgre et integralement clos 
(IV, 18.10.1). 

Montrons maintenant que (a) entraine (b) Zoyspe dim(A) = 71. Notons 
d’abord qu’il existe un corps valuC complet K’, extension de k, tel que la 
valeur absolue de K’ induise celle de K, et qui en outre est parfait. En effet, 
sip = 1, on prend k’ = k. Sip > 1 on considere une cloture algebrique k de 
k, B laquelle on prolonge la valeur absolue de k, puis on prend le complete 
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k’ de A, qui est encore algebriquement clos [3, $8, exert. 131. Dans les deux 
cas on pose A’ = A @ &‘, et on sait que A’ est un A-module plat (4.3) et 
dim(A’) = dim(A) = n; il resulte alors de (IV, 2.3.4) et (IV, 6.1.1) que si p’ est 
un ideal premier de A’ au-dessus de p, il existe un ideal premier minimal q’ 
de A’ contenu dans p’, au-dessus de q et tel que dim(A’/q’) = dim(A/q) = 11. 
On a par ailleurs (oi,,,,),, = (Dj,k), @ ApAb, en vertu de (4.3); enfin, 
comme K’ est parfait, I’hypothbe que Ah, est regulier entraine qu’il est 
ge’omt!triquement rkgulier sur k’, en vertu de (IV, 6.7.7). Puisque k’p = k’, 
on peut appliquer a A’ et n’ le fait que (d) entraine (b) prouve dans (3.7); 
done (&,,.),. est un A;, -module libre de rang n. Mais puisque Ai, est un 
A,-module fidelement plat, on en conclut que (J=$,k)p est un Ar,-module 
libre de rang n (2.5.2). 

Reste a montrer que (a) et (b) sont encore Cquivalentes lorsque l’on ne 
suppose plus que dim(A) = TZ. Soit 3 l’ideal de A, noyau de l’homomorphisme 
canonique A -+ A, , et posons A, = A/J; on a ntcessairement J C p, et 
si I’on pose nr = n/J, I’homomorphisme canonique A, -+ (A& est bzjectifi 

on en conclut (I, 6.5.4) q ue l’injection canonique Spec(A,) -+ Spec(A) est 
un isomorphisme local au point p, et l’on a Jr, = 0. On a la suite exacte (2.4.1) 

et, en localisant en p, il vient un isomorphisme (oil& @A (A&z 

(~+)P, ; ceci montre que la condition (b) pour l’anneau A et Vi&al p est 
&uzvalente a la condition (b) pour l’anneau A, et I’idCal pi . D’autre part 
avec les notations de (a), on a A,’ = A, @ kk’ = A’/JA’ (4.2.1); si p’ est 
un ideal premier de A’ au-dessus de p, tout Clement de JA’ annule un Clement 
de A’ - p’, done 3A’ C p’, et si l’on pose pi’ = $/JAI, pi’ est au-dessus 

de p1 et (4’)P1t s’identifie canoniquement a A& ; ceci prouve done que la 
condition (a) pour l’anneau A et l’ideal p est 6quivaZente a la condition (a) 
pour l’anneau A, et l’ideal pi . Or, tous les ideaux premiers minimaux de A 
contenus dans p contiennent J puisque Spec(A,) -+ Spec(A) est un isomor- 
phisme local au point p; d’autre part,les ideaux deAss,(A/s) sont les ideaux de 
Ass(A) qui sont contenus dans p [d, $1, no 2, prop. 61; done les ideaux premiers 
minimaux de A, sont tous contenus dans pi, et on a par suite dim(A,) = n. 
11 suffit alors d’appliquer a A, et pi ce qui a CtC prouve plus haut. CQFD. 

5. CRIT~ES JACOBIENS POUR LES ALG~BRES ANALYTIQIJE~ 

Pour i%re complet, nous donnons dans ce no des demonstrations, analogues 
A celles de (0,) 22.7) des criteres jacobiens de Nagata pour les algebres 
analytiques. 
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(5.1) PROPOSITION. Soient k un corps value’ complet, A = k{{T, ,.,., T,}}, 
q un ideal de A, B = A/q. Soit p un ideal premier de A contenant q, et soit 
C = Alp. On suppose qu’il existe une sous-k-algkbre C’ de C, isomorphe a 

k{V, ,..., T,}), telle que C soit finie sur C’ et que le corps des fractions L de C 
soit une extension separable de L’ = k((T, ,..., TJ. Alors les conditions sui- 
vantes sont equivalentes: 

(4 B, = A,/qA, est une k-algkbre formellement lisse pour la topologie 
p-preadique. 

(b) I1 existe des k-derivations Di (1 < i < m) de A dans lui-m&e, et des 
t%nents fi (1 < i < m) de q tels que les images des fi darts qA, engendrent cet 
ideal de A, et que l’on ait det(D,f,) $ p. 

(c) B, est un anneau rc’gulier. 

Le corps residue1 de B, est K(P) = L; comme k((T, ,..., T,>> C k((T, ,...,T,)) 
est separable sur k (OIV , 21.9.6.4), K(p) est separable sur k par hypothese, 
et l’equivalence des propriettb (a) et (c) resulte de (Orv , 19.6.4). Le reste de 
la demonstration se fait en calquant pas a pas le raisonnement sur la demon- 
stration de (On, , 22.7.2), en remplacant oi,, par oi,k, qui est encore un 
A-module libre de rang r (3.2); on a la suite exacte (2.4.1) 

P/P2 - .n:,, 0 ~(4) -+%,p,,k - 0 
qui donne, par tensorisation avec L, la suite exacte 

11 s’agit de voir que i est injectif. L’hypothbe de separabilite faite sur L 
entraine, en vertu de (3.4), que QtA,P,,k @ AI& est de rang s sur L; comme 
ojlk @ *L est de rang r sur L, on a rg=(Im(i)) = Y - s. Comme A/P est 
finie sur une sous-algebre isomorphe a k({T, ,..., T,}}, on a dim(A/p) = s 

((1.1) et (0~~ 16.1.5)); done r - s = dim(A) - dim(A/p) = dim(A,) en 
vertu de (Orv , 16.5.11). Comme A, est regulier (Orv , 17.3.2), dim(A,) est 
Cgale au rang sur L de pAp/p2Ap (Olv , 17.1.1) done au rang sur L de 
(p/p2) @“L, ce qui achke la demonstration. 

(5.2) PROPOSITION. Soient k, un corps d’exposant caracteristique p tel que 

[k, : k,p] < + 00, k un corps value complet, extension separable de k, , et soit 
A = k{{T, ,..., T,.}}. Soient q un ideal de A, B = A/q, p un ideal premier 
de A contenant q. Les conditions suivantes sont t?quivakntes: 

(a) B, est une k,-algkbre formellement lisse (pour la topologie p-preadique). 
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(b) I1 existe des k-dtfrivations Di de A duns lui-n&e (1 < i < m) et des 
&hents fi de q (1 < i < m) tels que les images des fi duns qA, engendrent cet 
idial de A, et que l’on ait det(Difi) 4 p. 

On suit la demonstration de (Orv , 22.7.3), en distinguant deux cas, suivant 
quep = 1 oup > 1. 

Dans le cas p = 1, il revient au m&me, en vertu de (Orv , 19.6.4), de dire 
que B, est une k,-algebre formellement lisse ou une k-algebre formellement 
lisse, les deux conditions &ant alors Cquivalentes au fait que B, soit un anneau 
local regulier. En outre, les hypotheses generales de (5.1) sont remplies en 
vertu de [l, 18-09, Cor. 31, la separabilite des extensions Ctant ici automatique. 
Les conclusions de (5.1) montrent alors l’equivalence de (a) et de (b). 

Supposons maintenantp > 1. Comme A est une k-algebre formellement lisse 
pour la topologie preadique et que k est separable sur k,, A est aussi une 
k,,-algebre formellement lisse pour la topologie preadique (0, , 19.3.5 (ii), et 
19.6.1); en vertu de (Orv , 22.5.9), A, est done aussi une k,-algebre formelle- 
ment lisse pour la topologie p-preadique. Posant L = K(p), on voit, comme 
dans (Orv , 22.7.3) q ue tout revient a montrer que, si l’homomorphisme 
j, : (q/q”) @ AL -+ Qi,, @ aL est injectif, la condition (b) est verifiee; utilisant 
ensuite le fait que Q:,, est un A-module libre de rang I, on voit comme dans 
(0, , 22.7.2) qu’il suffit de prouver que l’injectivid de i,, entraine celle de 

Continuant B suivre le raisonnement de (OIv , 22.7.3) on se ram&e a prouver 
que, si i est l’homomorphisme (p/$) @ *L -+ QilkO @ AL et i’ l’homomor- 
phisme (W) 0 AL +Qilk 0 d, on a Ker(i’) = Ker(i). On a de nouveau 
la suite exacte, deduite par tensorisation de (2.4.1) 

Puisque k est extension separable de k, et [k, : k,p] < + co, on peut appliquer 
B A et p le resultat de (3.5), qui donne 

rgdf?,.up~/~ 0 A/&) = dWA/d + rg, YLI~~ . 

Par (Orv , 16.5.11), on a dim(A/p) = dim(A) - dim(A,); puisque A, est 
regulier (On,, 17.3.2), on a dim(A,) = rg&p/p2) OAL) par (Orv , 17.1.1); 
enfin, il resulte de (3.2) que oilk est un A-module libre de rang Cgal a 
T = dim(A). On obtient ainsi rgL(Ker(i’)) = rgLY,,,O. Mais la fin du 
raisonnement de (Orv , 22.7.3) s’applique saris modification et prouve que 
Ker(i) est isomorphe a YLlk, ; d’oh la conclusion, compte tenu de ce que 
Ker(i) C Ker(i’). 
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