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INTRODUCTION

Nous nous proposons, dans ce travail, de montrer comment, pour les
localisés des algébres analytiques sur un corps valué complet & de caractéris-
tique quelconque, on peut calquer d’assez prés les critéres de régularité
(surtout dus 4 Nagata) pour les localisés des anneaux locaux noethériens
complets (qui, comme on sait, sont des quotients d’anneaux de séries for-
melles, alors que les algébres analytiques sont des quotients d’anneaux de
séries convergentes); le role joué dans les critéres de Nagata par le complété
Q',, du module des différentielles de 'anneau local complet 4 relativement
au corps k, est ici tenu par un module quotient £2%,, du module 2%/, de
toutes les différentielles de 4, qui peut d’ailleurs se définir pour des algébres
topologiques plus générales que les algébres analytiques.

Beaucoup des démonstrations relatives aux algébres analytiques s’obtiennent
en suivant pas 2 pas les démonstrations des résultats correspondants relatifs
aux anneaux locaux complets, qui sont données en détail dans nos Eléments
de Géométrie algébrique (EGA); aussi nous permettrons-nous souvent de
référer simplement a ces derniéres, en indiquant les modifications 3 y faire
pour les adapter au cas qui nous intéresse ici. Les références 3 EGA seront
données comme dans cet ouvrage, sous la forme (II, a. b. ¢) ou (O , a. b. c),
les chiffres romains gras désignant le chapitre.

1. EXCELLENCE DES ANNEAUX DE SERIES CONVERGENTES

(1.1) Dans tout ce travail, k désignera un corps valué complet non discret,
R{T, ..., T,}} la k-algtbre des séries entiéres convergentes @ n variables:
cette algébre peut se définir comme 'algébre des germes de fonctions ana-
lytiques au voisinage de l'origine de 4", ou encore comme la sous-algébre
de l'algébre des séries formelles Z[[T ,..., T',]] formé des séries telles que,
si 'on y substitue & (7} ,..., T,) tout point (¢, ,..., #,) d’un voisinage assez
petit de 0 dans %%, on obtient une série convergente dans k. On appelle
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algébre analytique sur k toute algébre quotient de &{{T} ,..., T',}} par un idéal
distinct de (1).

Pour les démonstrations des propriétés fondamentales des algébres ana-
lytiques dont nous allons nous servir, nous renvoyons a [I]. Rappelons
d’abord [1, 18-07, Cor. 2] que k{{T\ ,..., T,;}} est un anneau local noethérien,
dont I’idéal maximal est formé des séries convergentes sans terme constant,
dont le corps résiduel est %, et dont le complété est anneau des séries for-
melles R[[T,,..., T,.]]; par suite (Ory, 17.1.5) k{{Ty,..., T,,}} est un anneau
régulier de dimension n, et méme une k-algebre formellement lisse pour sa
topologie préadique (O, 19.3.6), donc géométriquement réguliére (Ory, 19.6.5).

(1.2) THEOREME. Soit p Pexposant caractéristique du corps valué complet
k. Si [k:k?] <+ o0, toute algébre analytique sur k est un anneau excellent.

Comme une algébre analytique A4 est quotient d’un anneau local régulier
R{T,,..., T,}}, elle est wuniversellement caténaire (IV, 5.6.4), donc
(IV, 7.8.3, (1)), il suffit de prouver que les fibres formelles de 4 sont géomé-
triquement régulitres. Le raisonnement du début de la démonstration de
(0rv , 22.3.3) s’applique sans modification (autre que le fait que A n’est plus
ici complet). On est donc ramené 3 prouver le corollaire suivant:

(1.3) CoroLLAIRE.  Supposons [k:k?] << 4 . Soient A une k-algébre
analytique intégre, K son corps des fractions, p un idéal premier de A, B I'anneau
localisé A,, . Alors, pour tout idéal premier q du complété B, telqueqn B =0,
Panneau local Bq est une K-algébre formellement lisse pour sa topologie
q-préadique, donc un anneau géométriquement régulier sur K.

En effet [/, 18-09, Cor. 3], il existe un sous-anneau 4, de 4 qui est de la
forme 2{{T; ,..., T,}} et tel que A soit une A,-algebre finie. Comme I'anneau
A, est régulier, il suffit de vérifier que lorsque % est de caractéristique p > 0,
A, vérifie Phypothése (ii) de (O , 22.3.2), car la conclusion résultera alors
de (Ory , 22.3.2). 11 s’agit donc de prouver 'analogue de (Ory , 21.8.8) pour
A, = k{T,,..., T,}}; on désignera ici par K = k(T\,..., T,» le corps
des fractions de A, ; en outre, I'hypothése sur & permet de ne considérer
qu'un seul corps k,, savoir k? lui-méme. Notons maintenant que k” est
complet pour la valeur absolue induite par celle de &, car si (x,7) est une suite
de Cauchy dans %, lIa relation | x,” — x,,? | = | x, — %,, |? prouve que (x,,)
est une suite de Cauchy dans %, et si 2 est sa limite, 2? est la limite de (x,7).
Les raisonnements de (Opy , 21.8.8) raménent alors A prouver I’analogue de
(Orv , 21.8.8.2):

(1.4) LeMME. Si & est un corps valué complet, extension de k,

FUTy ooy TR NELT o, Ty = R{Ty ..., T,})
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Tout revient, comme dans (0, , 21.8.8.2), & prouver le

(1.5) LemME. Posons C = k{{Ty,..., T.}}, D =k {Ty,..., T,}}. Alors
D est un C-module fidélement plat.

En effet, si m est 'idéal maximal de C, C/m? (resp. D/m’D) est I’anneau
quotient R[TY,..., T, }/n? (resp. k[T ,..., Tx]/n"%), ot n (resp. n) est 'idéal
engendré par T ,..., T,,. On a donc D/m'D = (C/m’) ® k', ce qui montre
que D/m'D est un (C/m’)-module plat pour tout j; il suffit d’appliquer
(OIII , 10.2.1) et (OI s 6.6.2).

(1.6) Remarque. Nous ignorons si une k-algébre analytique est encore
un anneau excellent lorsque [k : k7] = + co.

2. MoDULES DE DIFFERENTIELLES ANALYTIQUES

Dans ce qui suit, les anneaux topologiques et les modules topologiques
sur ces anneaux sont toujours supposés linéairement topologisés (0y, 7.1.1).

(2.1} Considérons un anneau topologique A4, une B-algébre topologique
(commutative) 4 et supposons que le carré de tout idéal ouvert de B soit
ouvert (on notera que c’est le cas lorsque B est un anneau préadique (0,
7.1.8), et en particulier lorsque B est un anneau semi-local noethérien muni
de sa topologie préadique usuelle). Alors, pour tout B-module topologique
de type fini L, toute A-dérivation D de B dans L est continue: en effet, il y a
par hypothése un B-homomorphisme surjectif B"™ — L nécessairement
continu, donc tout voisinage ¥ de 0 dans L contient un ensemble de la forme
bL, ot b est un idéal ouvert de B; comme on a D(b%) C bL et que b est ouvert
dans B, cela établit notre assertion. Une telle dérivation peut s’écrire D =
uodg 4,00 u:Qy —L est un homomorphisme de B-modules; comme
la topologie de 2%, est moins fine que la topologie déduite de celle de B
(Orv , 20.4.5), 'homomorphisme # est nécessairement continu (la topologie
de L étant moins fine que celle déduite de la topologie de B, comme on
vient de le voir).

(2.2) Nous désignerons par 25, , le quotient de 2%, , par I'éntersection des
noyaux des homomorphismes %, ,— L pour les B-modules topologiques L
de type fini (lorsque B est noethérien, donc aussi L, 23, , est aussi le quotient
de 9}, par lintersection des sous-modules M de @}, tels que 2%, /M
soit de type fini). On a donc (0ry , 20.4.8)

Homp(R22, ,L) = Homp(RL, 4, L) = Dér(B, L) 2.2.1)
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pour tout B-module topologique L de type fini. Nous désignerons par dj, 4,
ou dj, ou simplement d, Papplication composée

BB, Qb O, (222)

ou r est la surjection canonique; dp/ 4 est une A-dérivation, et £, est
engendré par les éléments dj, ((x) ou x parcourt B, en vertu de (Ory , 20.4.7);
la définition précédente montre que pour tout B-module topologique de
type fini L, I'application v ~ v 0 dp, 4 est un isomorphisme de B-modules

Homg(2%/,,L) =3 Dér (B, L) = Dér. cont (B, L). (22.3)

On notera que, si {23, 4 est un B-module de type fini, il représente le foncteur
covariant L ~ Dér(B,L) dans la catégorie des B-modules topologiques
de type fini. 11 est clair que si £2}, 4 lui-méme est de type fini (ce qui sera le
cas par exemple lorsque B est une A-algébre de type fini (Oy , 20.4.7)), on a
Qlli/A = 9119/,4 :

(2.3) ProposITION. Sotent A un anneau topologique, B et C deux A-
algébres topolagiques dans lesquelles le carré d'un idéal ouvert est ouvert, p : B—C
un A-homomorphisme continu. Alors:

(i) SiQL, 4 est un C-module de type fini, QL, 5 est un C-module de type fini.

(i) Si 03,4 est un B-module de type fini et si C est une B-algébre finie,

Q1,4 est un C-module de type fini.

(iil) Supposons vérifides, soit les hypothéses de (ii), soit I’hypothése (i) et la
condition supplémentaire que 2%, 4 est un B-module de type fini; alors il existe
deux C-homomorphismes uniques i : 0%, 4— QL5 et 7:0%,,4 ® 3C—> R4
tels que le diagramme

Q514 ® gC ——> Q1 —4— Ltp 0
r’®1l rl r”l (231)
Q%/A ® BC 5 ‘Q]é/A i IC/B 0

(ot r, 7', 1" sont les surjections canoniques, v et u les homomorphismes canoniques
de (Ory , 20.5.7)) soit commutatif et ait ses lignes exactes.

(i) Pour tout C-homomorphisme @ : 2¢,5— L dans un C-module topo-
logique de type fini L, Ker(w o u) contient par hypothése le sous-module
N = Ker(r) tel que 2%, 4/N soit de type fini. On a donc #(N) C Ker(w) et
puisque u est surjectif, QL 5/u(N) est de type fini, d’oti notre assertion.
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(ii) Soit s le B-homomorphisme composé 2%, ,— 2%, ® sC— QL 4 ;
considérons un C-homomorphisme w : 2%, — L dans un C-module topo-
logique de type fini L, et observons que par hypothése L est aussi un B-module
topologique de type fini. On a donc Ker(w 0 5) D N’ = Ker(r'), et 2}, ,/N’
est un B-module de type fini; donc (2}, ® 5C)/Im(N’ ® 5C) est un
C-module topologique de type fini. Puisque Ker(w) est un C-module, on a
Ker(w) D o(Im(N' & pC)) = M’, et si 'on pose M = Im(v) = Ker(w)
(Orv , 20.5.7), M/M’ est un C-module de type fini. Mais d’autre part QF, 5,
isomorphe 3 QF, /M, est un C-module de type fini, donc £%, /M’ est un
C-module de type fini, ce qui prouve que 2%, , est de type fini.

(iii) Dans le cas (ii), la factorisation de r 0 5 : 2}, 4 —8>~Q}:/A —r’gé/ 4 €N
Q4 —r—;!_);/ 4 -igé, 4 Tésulte de ce qui précéde et du fait que £2%, 4 est un
B-module de type fini; on en déduit aussitot I'existence et 1'unicité de 7.
L’existence et I'unicité de # se démontrent de méme dans le cas ot 32,
est un C-module de type fini; enfin, si £2},, est un B-module de type fini,
donc égal 2 Q},, , on a évidemment 7 =7 0 2.

Dans les deux cas considérés, la commutativité du diagramme est évidente
et le fait que la premiére ligne soit exacte résulte de (Ory , 20.5.7). Notons
en outre que, pour tout C-module topologique de type fini L, 'homomor-
phisme déduit de 4

Homc(.Q 1cnrz yL)— Homc(glcu , L)

est identique 2 "homomorphisme (Ory , 20.5.6.2); de méme, ’homomorphisme
déduit de @

Homy(Q%,4 , L) — Homy(2},, , L)

est trivialement identique 4 ’homomorphisme (Opy, 20.5.6.1) dans le cas
ot ¢, , et £, , sont de type fini; il en est de méme dans le cas (ii) en se
souvenant de ce que L est alors aussi un B-module de type fini. On en conclut
que pour tout C-module de type fini L, la suite

0— Hom¢($%,5 , L) — Homc(Q%, 4 , L) — Hom($3y,, ® 5C, L)

est exacte. Notons maintenant que le raisonnement de [2, §2,n° 1, th. 1] se
transporte sans modification 2 la catégorie des modules de type fini, d’olt
Iexactitude de la seconde ligne du diagramme (2.3.1).

(24) CoroLLAIRE. Soient A un anneau topologique, B une A-algébre
topologique dans laquelle le carré de tout idéal ouvert est ouvert, St un idéal de
type fini de B, C la A-algébre quotient topologique B|R. Supposons que 0%, 4
soit un B-module de type fini. On a alors la suite exacte

/iRt —4 >0 @, >0, 0 (24.1)
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ot T est Ithomomorphisme défini dans (2.3) et & Uhomomorphisme composé
Rif:—2 5 0L ® €12 (3L, ® 5C, 8 étant défini par (Ory, 20.5.11.2).

On notera que dans C le carré de tout idéal ouvert est ouvert; en outre,
comme C est une B-algebre finie, on est dans le cas (ii) de (2. 3); de la suite
exacte {Opy , 20.5.12.3), on déduit, lorsque L est un C-module topologique
de type fini, la suite exacte

0 — Hom¢(Q%/4 , L) —~ Homc($25,4 @ 5C, L) — Homc(K/K% L)

et comme R/R2 est un C-module de type fini, on termine le raisonnement
comme dans (2.3).

(2.5) Une k-algébre analytique A peut étre considérée comme I'anneau
local Oy , en un point d’un k-espace analytique X. Le A-module des différen-
tielles analytiques 2}, est par définition la fibre au point x du faisceau Q%
des différentielles analytiques de X [1, 14-08]. On sait [I, 14-08] que 27,
est un A-module de type fini; nous allons voir qu’il est isomorphe au module
Q3 , défini ci-dessus. I suffira de démontrer la proposition suivante:

(2.6) ProPOSITION. Il existe une k-dérivation d':A— ), telle que
pour tout A-module topologique de type fini L, I'application u ~ u 0 d’ soit un
tsomorphisme de k-espaces vectoriels

Hom (2, L) 5 Dér,(4, L).

L’isomorphisme annoncé entre 27}, et 2%, sera alors conséquence de
I’unicité de Ia solution d’un probléme d’application universelle. Pour prouver
(2.6), on peut se ramener au cas ou A est un anneau de séries convergentes
k{Ty .., Tpn}}. En effet, dans le cas général, on a par définition 4 = B/b,
ot B = k{T},..., T,,}} et b est un idéal de B; or, on sait [/, 14-16] que 'on
a une suite exacte canonique

b/62—2 > Q3 ® 54 > QL 0 (2.6.1)

ou ’homomorphisme 8’ provient par passage au quotient de d’; si I'on a
établi (2.6) pour B, on aura un isomorphisme # : Q3 =023, rendant
commutatif le diagramme

Bpt — > Q. ® 54

Ia zl lz A®1

b/bz ——J—-> B/k ® BA

et la conclusion résultera des suites exactes (2.6.1) et (2.4.1).
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Bornons-nous donc au cas o 4 = &{{T},..., T,,}}. Remarquons que, si
'on remonte aux définitions [1, 10-06], 2/, peut étre défini de la fagon
suivante: posons B = R{{T} ,..., Ty,}} et soit J I'idéal de B engendré par les
néléments T, — T (1 < i < n). L’idéal J est le noyau du k-homomorphisme
surjectif p : B— A4 qui transforme T, et T;,, en T, pour 1 <<i<n,etona
0% = 3J/J2 On a deux injections canoniques j,: 4 — B, j,: A— B,
qui font correspondre respectivement 4 T les éléments T; et T, , de B pour
1 <i<n desorteque poj, =poj,=1,;sif;, etj, sont les composes
de j, et j, respectivement, et de ’homomorphisme canonique B — B/J?

d' =j,' —j, est une k-dérivation de A dans 7, . Pour prouver (2.6),
considérons la k-algébre D 4(L), extension triviale type de A par L (Ory , 18.2.3),
et notons par ¢ : D (L) — A la surjection canonique telle que ¢(a,0) = a,
par j : A — D (L) I'injection canonique telle que j(a) = (a, 0). On sait que
Déry(4, L) s’identifie canoniquement 2 ’ensemble G' des homomorphismes
v:A-—>DL) de k-algébres tels que le composé A4 5D A(L) 5 4 soit
Iidentité (Opy , 20.1.6). D’autre part, Hom (7, , L) s’identifie canonique-
ment i 'ensemble des homomorphismes de A-algébres w : B/32 — D (L)

tels que le composé B— B/ 32—1‘; D,(L) 5 4 soit I’homomorphisme p.
Comme on aj, =j,' —d’ par définition, tout revient a prouver que tout

ve G se factorise en v: 4 —»B/32—>DA(L) de fagon unique. Pour cela,
il suffira de montrer qu’il existe un homomorphisme unique % : B — D 4(L)
tel que le diagramme

B<——j1—A

1N b

A —— D (L)

soit commutatif. On aura en effet alors w(T; — T,,,) = (T,) — o(T:) €L,
ce qui entrainera u(J) CL, donc »(3?) CL? = 0, et prouvera l'existence et
I'unicité de w. Or, toute série convergente de B = R{{T,,..., T3,}} peut
s’écrire d’une seule manitre sous forme d’une série convergente en 7', ,..., T, ,
T,y —Ty,..., Ty — T, , soit

f(Tl yreey Tzn) =f0(T1 3o Tn) + E:;lfli(Tl 1oy Tn)(Tn+i - Ti) + OZ(T)’

ot 0,(T) n’a que des termes de degré total >>2en les T),,; — T; et f, et les f;;
sont des éléments de 4 = k{{T,,..., T,,}}. Posons o(a) = (a, D(a)) pour
tout a € A, D étant une k-dérivation de 4 dans L. On définira u par

u(f) = (fo,0) + 3 fus - (0, D(TY)

i=1

et tenant compte de ce que L est un idéal de carré nul dans D (L), on voit
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que % est bien un homomorphisme ayant la propriété voulue. Pour prouver
P'unicité de , il s’agit de montrer que si une k-dérivation D de A4 dans L est
telle que D(T,) == 0 pour 1 <7 <n, on a nécessairement D = 0. 1 suffit
de remarquer que, si m est I'idéal maximal de 4, on a D(mi*+1) C m’L quel
que soit j > 1. Comme, pour tout élément g€ A et tout entier j, il existe
un polynéme ke &[T, ..., T,] tel que g — ke m'+., et que par hypothése
on a D(h) = 0, on en déduit D(g) € m’L pour tout entier §, d’ott D(g) = 0
puisque (Y m’L = 0, L étant de type fini (O¢, 7. 3.5).
K

3. ALGEBRES QUASIANALYTIQUES

(3.1) Soit & un corps valué complet; on appelle k-algébre quasianalytique
une k-algébre 4 pour laquelle il existe une k-algébre analytique A, telle
que 4 soit une Ay-algébre finse. Il est clair qu’une telle k-algébre 4 est un
anneau semi-local noethérien, dont les corps résiduels aux idéaux maximaux
sont des extensions finies de k. En vertu de [/, 18-09, cor. 3], il revient au
méme de dire qu’il existe un entier n tel que A4 soit une algébre finie sur
K{Ty,..., T,}}

On peut généraliser aux k-algébres quasianalytiques une grande partie
des résultats de (Oy , 21.9) en y remplagant les modules 2%, , par 2%, .

(3.2) PROPOSITION. Sotent k un corps valué complet, ky C k un sous-corps
de k qui est complet pour la valeur absolue induite par celle de k, et tel que
[k ky] < + 0.

(i) Pour toute k-algébre quasi-analytique A, Q}‘/ko est un A-module de

type fini.

(i) St 4 = k{T,,..., T,}}, Q;/ko est un A-module libre de rang égal a

n -+ rgk(Qi/ko)-

(i) On a vu ci-dessus qu’il existe un entier # tel que A soit une algébre
finie sur 4, = k{7, ,..., T,,}}- En outre, vu ’hypothése sur %,, 4, est une
algébre finie sur 4, = k{{T} ,..., T;;}}; donc finalement A4 est une 4,-algébre
finie. On sait d’autre part que S_?jo, x, €t un Ay-module libre de rang
n [1, 14-13, prop. 2.8]; on est donc dans le cas (ii) de (2.3), d’oti la conclusion.

(ii) Avec les mémes notations, il suffira de démontrer que la suite

(cf. (2.3.1))
0> D% 2o ® 4A >, — 2414, —>0 (3.2.1)

est exacte; en effet, s’il en est ainsi, Q}‘o/ko X® "oA est un A-module libre de
rang n; d’autre part, puisque [k:kj] <<+ 00, on a A =4, 4k, donc
(Orv, 20.5.5)82%, 4, =2%/x, 1A est aussi un A-module libre de rang rgi (%),
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et la conclusion de (ii) en résultera aussit6t. Sil’on se reporte 2 la démonstration
del’exactitude de la suite (2.3.1), on voit aussitdt (compte tenu de [2, §2,n° 1,
démonstration de la prop. 1]) qu’il s’agit de prouver que, pour tout A-module
de type fini L, ’homomorphisme canonique Déry (A4, L) — Dér; (4, , L) est
surjectif, ou encore que toute k,-dérivation D, de 4, dans L peut étre prolon-
gée en une ky-dérivation D de A dans L. Mais cela est immédiat puisque
A = Ay @ k: il suffit, pour xe 4y, £ €k, de prendre D(x ® §) = Dyx - €.

(3.3) ProPOSITION.  Supposons que le corps valué complet k soit de carac-
téristique p > 0; soient A une k-algébre quasianalytique, B une sous-k-algébre
de A isomorphe a k{{T, ,..., T,}} et telle que A soit une B-algébre finie. Si B,
est la sous-algébre R{{T\? ,..., T,?}}, 23, s'identifie canoniquement & 2, B, -

Soit L un A-module de type fini; toute k-dérivation de B, dans L, qui est
restriction d'une k-dérivation de A dans L, est nulle: en effet, A est une
B,-algébre finie, donc L est un B-module de type fini, et puisque la dérivation
considérée est continue (2.1) et nulle dans I'anneau de polynémes
K[T.?,..., T,?], qui est dense dans B, , elle est nulle dans B, . La suite exacte
Oy , 20 2 3) montre donc que 'homomorphisme canonique Dérg (4, L) —
Dér,(A4, L) est bijectif. Compte tenu de (2.2.1) et de ce que 2%, B, = =&, B,
puisque 4 est une B;-alg¢bre finie, on voit que I’homomorphisme canonique
Hom (2%, 3,»L)—Hom (£1,5, L) est bijectif; comme (%, estun 4-module
de type fini (3 2), cela prouve bien que 'application canonique 23, — 2%, B,
(2.3) est bijective.

(3.4) Propos1iTION. Sotent A une k-algébre quasianalytique intégre, A,
une sous-k-algébre de A isomorphe & k{T,,..., T,}}, telle que A soit une
Ag-algébre finie et que le corps des fractions E de A soit une extension séparable
du corps des fractions Ly de A, . Alors on a

843k = rge(@yn ® E) = dim(4) = n. (3.4.1)

On sait en effet que dim(4) = dim(4y) = 7 (Ory, 16.1.5), et £ /5 est
un Ay-module libre de rang #, donc £23 ok & 4,4 est un A-module libre de
rang #; on a la suite exacte (2.3.1)

i
‘QAo/k ® AOA gl Q}i/k - Qi,A0—> 0
et puisque A est entier sur 4, , que A4, est intégralement clos (1.1) et E sé-

parable sur L, , £, est un 4-module de torsion (Opy , 20.4.13, (iv)). Ten-
sorisant la suite exacte précédente par E, il vient la suite exacte

Qho/k ® AOE—’Qi/k & E—->0



314 DIEUDONNE ET GROTHENDIECK

d’ou rgg(£2%/x ® «E) < n. Considérons d’autre part les n dérivations D; =
0/0T; de 4, dans lui-méme (1 < 7 < n); elles se prolongent de fagon unique
en des dérivations (encore notées D;) de E dans lui-méme, puisque E est
extension séparable finie de L, . Par restriction &4 A4, ces dérivations donnent
des k-dérivations de 4 dans E, et il est immédiat qu’elles prennent leurs
valeurs dans un méme sous-A-module de type fini de E; elles sont par ailleurs
linéairement indépendantes sur A puisque D(T;) = §; ; cela montre donc
(2.2.1) qu’il existe dans Q21,, ® 4E au moins 7 éléments linéairement indé-
pendants sur E, d’ou la conclusion.

(3.5) ProposITION. Sofent ky un corps d’exposant caractéristique p, k un
corps valué complet, extension séparable de ky , A une k-algébre quasianalytique,
p un idéal premier de A, x(p) le corps résiduel de A en p. Alors on a

18Pl e @ arpc(v)) = dIm(A/P) + r8etp Yo 1, - 351

St de plus [k : ko] < -+ o0, les deux membres de (3.5.1) sont égaux.

Comme A/[p est une k-algébre quasianalytique, on peut se borner au cas
ol A est intégre et p = 0, E = «(p) étant donc le corps des fractions de 4.
Il existe par hypothése une k-algébre analytique A4, telle que A soit une
A,-algébre finie; comme A est intégre, le noyau p, de 'homomorphisme
A; — A est un idéal premier de 4, , et en remplagant 4, par 4,/p, , on peut
supposer que A, est une sous-k-algébre de 4. On sait alors qu’il existe une
sous-k-algébre 4, de 4, isomorphe 4 k{{T} ,..., T,}} et telle que A soit une
Ay-algebre finie [, 18-09, Cor. 3], ce qui entraine que E est une extension
finie du corps des fractions Ly, =k {T,,..., T,y de 4,; on a en outre
dim(4) = dim(4,) = (Ov, 16.1.5).

Sip =1, on a rgg(}y ® 4E) = r en vertu de (3.4.1); comme d’autre
part Yg,;, = O puisque E est extension séparable de &, (Orv, 20.6.3), les deux
membres de (3.5.1) sont égaux dans ce cas.

Supposons maintenant que p > 1; si Pon pose B = R{T\?,..., T,*}}, il
résulte de (3.3) que 21, s’identifie 2 2,5 ; en désignant par M le corps des
fractions k¢ T\? ,..., T,7, il résulte de (Ory , 20.5.9) que 2}/, ® 4E s’identifie
a QL ... Compte tenu de (Ory , 21.6.1.2), la relation (3.5.1) est équivalente &

rgpQhr =1 + d(Efk, ky) (3.5.2)

qui correspond 2 (Ory , 21.9.6.2). Or, pour démontrer cette relation, il suffit
de reprendre pas a pas la démonstration de (Opy, 21.9.6) en supposant
k=K,, Ly=kTy,.Tyy =L, My =kTy?,..T"> =M et N =
k<<Tf’2,..., T 3’2>>, E étant une extension finie de L,. La démonstration se
simplifie notamment du fait de ces égalités; on utilise le fait que kT, ..., T,.»
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Ck((Ty,..., T,)) est séparable sur & (Ory, 21.9.6.4), que les T;? (1 <i < 7)
forment une p-base de M sur N, et le reste de la démonstration n’utilise que
les propriétés générales des corps vues dans (Opy, 21.6). Pour prouver
I'égalité des deux membres de (3.5.1) lorsque [k, : ky?] << 4 o0, on peut
prendre tous les £ qui interviennent dans la démonstration de (Ory , 21.9.6)
égaux A ky(kP) : en eflet, ce sous-corps valué de & est complet pour la valeur
absolue induite par celle de &, car on a vu dans la preuve de (1.3) que &?
est complet, et ky(kP), étant un espace vectoriel de dimension finie sur k?
par hypothése, est fermé dans &, donc complet; le corps (ky(R?))TT,..., T?*)
est donc défini, et on est finalement ramené a prouver la relation

(Ro(RP)K Ty ey Trp = ko(RPKTy .., T0)); (3:5.3)

mais puisque kP CEk?, on a RP(RPKTy,..., T.p) = kT ..., T,.); et si
(€:)1<i<n €t une base de &, sur &y?, c’est aussi un systéme de générateurs de
chacun des deux membres de (3.5.3) sur kT, ,..., T,».

(3.6) CorOLLAIRE. Soit k un corps valué complet de caractéristique p > 0,
tel que [k: k?] <+ oco. Soit C une k-algébre locale quasianalytique intégre de
dimension n, et soit L son corps des fractions. Alors Q2 est un C-module de
type fini, isomorphe & QL. ; QL et Yy, sont des L-espaces vectoriels de rang
fini, et l'on a

18 ) — 181 (Y ) = n. (3.6.1)

Il suffira de prouver que £2%,;, est un C-module de type fini; on aura en
effet alors QL = L, et QL ® cL = 2%,, (O, 20.5.9), et il suffira
d’appliquer (3.5) avec k = kg et p = 0. Or, on a vu dans la preuve de (3.5) qu'il
existe une sous-k-algébre Cy de C isomorphe & &{{T},..., T,,}} et telle que
C soit une Cy-algebre finie. Mais QF,,, est isomorphe 3 Q¢ 47 (Orv , 21.1.5),
et puisque &[C,y?] C k[C?], tout revient a prouver que C est un £[{Cy?]-module
de type fini (Oy , 20.4.7); mais cela résulte de ce que C est un Cy-module de
type fini et C, un A[Cy’]-module de type fini en vertu de I’hypothése
[&: k?] < + 0.

(3.7) ProPOSITION. Sotent k un corps valué complet, p son exposant
caractéristique, et supposons que [k : k?] < 4 co. Soit A une k-algébre analy-
tique, et soit p un idéal premier de A tel que A, soit géométriquement régulier
(IV, 6.7.6) sur k. Alors (2},;), est un A -module libre de rang égal & dim(4/q),
ou q est Punique idéal premier minimal de A contenu dans p.

Comme 4 est noethérien, et Spec(A) régulier (et a fortiori intégre) au
point p, p n’appartient qu’a une seule composante irréductible de Spec(4),

481/5/3-4
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donc ne contient qu’'un seul idéal premier minimal g de 4, et en outre on a
ap = 0. Posons B = A/q; on a vu (2.4) que I'on a la suite exacte

Cl/q2 —"QL/k & 4B — Q]j!/k —0.

En localisant en p cette suite exacte et utilisant la relation g, = 0, on voit
que I’homomorphisme canonique (255), — (£25/2)p/4 €st bijectif. On peut
donc se borner 2 traiter le cas ol q = 0, autrement dit ot A est tntégre.
Distinguons alors deux cas:

(I) p > 1. On peut appliquer (3.6) a I'algébre quotient C = A/p, dont
le corps des quotients K n’est autre que le corps résiduel de 4, ; on voit
donc que Ton a

18k Qi) — 18x(Yarr) = dim(A]y). (7.1

Notons maintenant (Ory , 19.6.6) que A, est une k-algebre formellement
lisse pour sa topologie pA,-préadique; par suite .QlAp/k est formellement
projectif (Oy , 20.4.9) pour la topologie p-préadique (Oy , 20.4.5); d’autre
part 24 ., étant égal a (2}/), (Orv , 20.5.9) est un A,-module de type fini,
en vertu de (3.6) appliqué 2 A. Pour tout entier j > 0, Qip,k/p"“[)},p,k est
donc un (A,/p**14,)-module projectif de rang m = rgK(.Qf,p,k ® ApK)
(0rv , 19.2.4); on conclut donc de (Opy, 10.2.1 et 10.1.3) queQ}‘m”c est un
A -module libre de rang m. Soit A’ = (4,)" V'algébre complétée de A, pour sa
topologie pA,-préadique; A’ est encore une k-algébre formellement lisse
pour sa topologie adique (Ory , 19.3.6) et il résulte de (Ory , 20.7.14 et 20.4.5)
que 91, = Q}ip, . ; on en conclut que QL. est un A’-module libre de rang m.
On déduit alors de (0py, 21.9.2) (ou on n’utilise en réalité que le fait que
82%/x, est de rang fini) et de ce que dim(4’) = dim(dp) (Orv, 16.2.4) que
Ton a

m = dim(4y) + rgx(Qisx) — 18x(Yire)s (3.72)

d’oy, en vertu de (3.7.1), m = dim(4/p) 4 dim(4,). Mais puisque A est
quotient d’anneau régulier (cf. (1.1) et (Opy, 17.3.9)), on déduit de
{(Orv,16.5.12) que P'on a dim(A4) = dim(A4/p) 4 dim(A4,), ce qui achéve la
démonstration dans ce cas.

(I) p=1. On a comme ci-dessus dim(A4) = dim(A/p) + dim(4,);
posons 7 = dim(4), r = dim(4/p), s = dim(4,) et montrons que (TN
est un A,-module libre de rang 7. En vertu d’un lemme élémentaire de la
théorie de la dimension (voir (IV, 18.11.3.3)), il existe une suite (¥;)1<s<s
d’éléments de p, faisant partie d’un systéme de paramétres de 4, et telle
que les images canoniques #; des x; dans 4, (1 <7 < s) forment un systéme
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régulier de paramétres (O , 17.1.6) de I'anneau régulier 4, . Soit (%;);<icn
un systéme de paramétres de A dont fait partie la suite (%;); ;< ; posons
A, = k{Ty .., T,}}; il existe un k-homomorphisme local injectif z de A4,
dans A tel que #(T;) = x; pour 1 <j < n, faisant de 4 une 4,-algébre
finie [I, 18-09, Cor. 3]. Posons p, = X, ; 4oT;, By, = = (Ao)p,» B =
A @ 4,80, de sorte que uy, : By— B fait de B une B, -algebre finie; en outre,
si p’ est I'idéal de B engendre par p, on a B,, = A, ; comme p’ contient
peB par construction, il est au-dessus de I'idéal maximal poB, de B, . Montrons
que le morphisme Spec(B)— Spec(B,) est non ramifié au point p’: cela
résulte en effet de ce que «(p’) est une extension finie du corps x(p,) de
caractéristique 0, donc est nécessairement séparable, et de ce que l'on a
B,,.[peBy. = x(p’) en vertu du choix des x; pour 1 <7 <s (IV, 17.4.1).
Notons maintenant que I'on a une suite exacte (2.3, (ii))

Q4140/k ® AoA g -Q}z/k - Q}i/Ao —0

et que (Qya)p = 5,18, = 0 (IV, 16.4.5 et 17.4.1); localisant la suite
exacte precedente enp, ‘on trouve donc un homomorphisme surjectif
(‘QAolk &® AOA)p g (‘QA/k)p .

Comme 2} 4,x est un Ag-module libre de rang n (3.2), cela montre que
(% 4/%)p admet un systtme de 7z générateurs. Mais comme le corps des
fractions de A4 est de caractéristique 0, on peut appliquer & 4 et 4, le résultat
de (3.4) montrant que Q) est un A-module de rang #, donc (Q},k)p un
A,-module de rang 7. Comme le quotient de ce module par son sous-module
de torsion admet un systéme de z générateurs et est de rang #, ce quotient est
nécessairement libre: on en déduit aussitot que les # générateurs de (2%, ©p
obtenus ci-dessus forment aussi un systéme libre, d’ou la conclusion.

4. CriTiREs DE REGULARITE POUR LES ALGEBRES ANALYTIQUES

(4.1) Soient & un corps valué complet, 4 une k-algebre analytique; pour
toute extension &’ de k, qui est un corps valué complet dont la valeur absolue
prolonge celle de k, on peut définir un “produit tensoriel analytique”
A" = A X &' de la fagon suivante: il existe une k-algébre A, de la forme
k{{T; ..., T,}} telle que 4 soit une A,-algébre finie; si 4y = B'{Ty,..., Tp}},
on pose A" = A ®) 4,4,'. Cette définition parait dépendre du choix de 4, ;
en fait nous allons voir qu’elle en est indépendante (4 isomorphisme prés),
car la &’-algébre A’ ainsi définie est solution d’un probléme universel. En effet,
notons d’abord que puisque 4 n’a qu’un idéal maximal (nécessairement
au-dessus de 1'idéal maximal de 4) et que les corps résiduels de 4, et de 4
sont isomorphes 4 k, A’ est un anneau local dont le corps résiduel est iso-
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morphe & &' (on va voir plus loin qu’en fait 4’ est une &’-algébre analytique).
Cela étant, montrons que, pour toute k'-algébre analytique B, tout k-homo-

. . . !
morphisme local «: 4— B se factorise d’une seule maniére en u: 4 >

v . . . .

A" — B, ou f est ’homomorphisme canonique et v un k’-homomorphisme
(nécessairement local). En effet, on déduit de u# par composition un
k-homomorphisme local

Uy: Ay—~ A-> B

et les éléments y; = uy(T) pour 1 < 7 < n appartiennent 2 I'idéal maximal
de B; il existe par suite un &’-homomorphisme (local) et un seul v, : 4, — B
tel que vy(7;) =y, pour 1 < ¢ << n [/, 18-09, Cor. 3]. Les composés 4, —
A5 Bet Ay~ Ay 5B étant tous deux égaux a u, , I'existence et I'unicité
de v sont conséquences de la définition du produit tensoriel de A,-algébres,
et cela prouve notre assertion.

De cette caractérisation, on déduit en outre le corollaire suivant:

(4.2) CorOLLAIRE. Sous les conditions de (4.1), si B est un k-algébre
analytique et p : A — B un k-homomorphisme faisant de B une A-algébre finie,
B ) k' est canoniquement isomorphe i B &) 4A'. En particulier, pour tout
tdéal 3 de A, on a un isomorphisme canonique

A3 ® & = 434" (4.2.1)

En effet, pour définir B () %', on peut prendre le méme anneau de séries
convergentes A, que pour définir 4 ) 4&', et alors B & k' = B ® 4,4y =
B ® ,A’ & un isomorphisme canonique pres.

La formule (4.2.1), ot I'on prend pour 4 une k-algébre de séries conver-
gentes k{{T} ,..., T,}}, montre que A’ est une k'-algébre analytique.

(4.3) ProrosiTION. Avwec les notations de (4.1):

(iy A=A & est un A-module plat et dim(A4’) = dim(4).

(i) Si k est de caractéristique p >0, 23,,,. est isomorphe & Q%,, ® ,A'.

(i) Le fait que A4’ soit un A-module plat résulte de la définition de A4
donnée dans (4.1) et de ce que 4, est un Aj-module plat (1.5). Dans la
construction de (4.1), on peut de plus supposer que 4, est une sous-algébre
de 4 et que dim(4,) = dim(A4); alors, par platitude, 4,’ est une sous-algébre
de A’ et Pon a dim(4") = dim(A4,’) puisque A’ est une 4, "-algébre finie
(0rv , 16.1.5), donc dim{4') = dim(4).

(ii) Si lon pose A, = k{T\?,..., T,*}} 4, = K{Ti?,..., T,*}}, on a
Qi =24, et Qg =244, en vertu de (3.3); comme A =

Ay @44y, ona A = AR 44, dott la conclusion par (O, 20.5.5).
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(4.4) TutorEME. Soient k un corps valué complet d’exposant caractéris-
tique p, A une k-algébre analytique, p un idéal premier de A, distinct de I'idéal
maximal. Les deux conditions sutvantes sont équivalentes:

(2) Pour toute extension k' de k qui est un corps valué complet dont la valeur
absolue prolonge celle de k, et tout idéal premier p' de A' = A &) (k' au-dessus
de p, A}, est un anneau régulier.

(b) Soit n la plus grande des dimensions des composantes irréductibles aux-
quelles appartient p; alors (8},), est un A,-module libre de rang n. Supposons
en outre que n = dim(A); alors les conditions précédentes sont aussi équivalentes

1

a:

(c) Il existe un k-homomorphisme (nécessairement local) u:B— A, o
B = k{T,,..., T,,}}, faisant de A une B-algébre finie, et tel que le morphisme
Spec(A) — Spec(B) soit étale au point p.

Chacune des conditions (a), (b) entraine les suivantes:
(d) A, est géométriquement régulier sur k.

(d") A, est un anneau régulier.

St de plus [k : k?] << + o0 (resp. st k est parfait), alors (d) et (a) (resp. (d')
et (a)) sont équivalentes.

Le fait que (d) entraine (b) lorsque [%: %?] < -+ oo n’est autre que (3.7).
Prouvons ensuite que (c) implique (a) lorsque # = dim(A4); avec les notations
de(a),onaalors 4" = 4 ® pB’, ou B’ = k{7 ,..., T;}} (4.1). Le morphis-
me Spec(A’) — Spec(B’) est fini et étale au point p’ (IV, 17.3.3); donc 4,
est formellement lisse sur B,., pour les topologies préadiques, en notant v’
Pimage réciproque de p’ dans B’ (IV, 17.5.3); d’autre part, B, est formelle-
ment lisse sur & pour la topologie préadique {0y, 19.3.4 et 19.3.5), donc
Ay est formellement lisse sur &’ pour sa topologie préadique (Ory , 19.3.5),
et par suite est géométriquement régulier sur & (O, 22.5.8). On notera
que cela prouve aussi que (¢) implique (d) lorsque dim(4) = .

Montrons maintenant que lorsque n = dim(4), (b) entraine (c). Notons
d’abord que puisque p n’est pas 'idéal maximal de 4, il existe un systéme
de paramétres (x,), ;< de A4 tel que x; ¢ p pour tout £ . En effet, on ne peut
avoir x; € p pour tout 7, sans quoi Afp serait de longueur finie, et p serait
maximal, contrairement a 'hypothése. Mais si par exemple x, ¢ p, il suffit,
pour chaque indice 7 tel que x; € p, de remplacer x; par x, + x;, pour avoir
un systéme de parameétres dont aucun élément n’appartienne 4 p. Désignons
maintenant par 8(x) I'image canonique de dx dans (2}/;), ® 4_x(p), pour
tout x€ A; montrons qu'on peut déterminer n éléments inversibles u,
(1 < i< n) de 4 tels que les 3(ux;) forment un systéme libre dans le «(p)-
espace vectoriel (£2%/5), ® 4, «(p) (donc une base de cet espace, puisqu'il
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est supposé de rang n). Raisonnons par récurrence, en supposant que, pour
un entier r <, on ait déterminé les u; (1 <C ¢ < r) tels que les 8(u;x;) pour
1 < i <7 soient linairement indépendants sur «(p); si 8(x,,,) n'est pas
combinaison linéaire des 8(u,x;) pour 1 < 7 <7, il suffit de prendre u,.; = 1
pour poursuivre la récurrence. Dans le cas contraire, notons que, pour tout
u € A4, 8ux,,,) est I'image canonique de (du)x,,, + #(dx,,,); comme u(dx,,,)
a une image canonique combinaison linéaire des 8(uyx,) pour 1 < i<,
et que d’autre part 'image canonique de «,.,, dans «(p) est 3£ 0, on voit qu’il
suffit de prouver qu’il existe un élément inversible u € A tel que 8(x) ne soit
pas combinaison linéaire des 8(u;x;) pour 1 <{i<{r. Or, il résulte de (2.2)
que les 8(x) engendrent le «(p)-espace vectoriel (2},1), ® Apk(p); comme par
hypothése r << n, il existe donc 2 € 4 tel que 8(2) ne soit pas combinaison
linéaire des 8(u;x;) pour 1 <{¢<r. Si 2¢m, on prendra u = z; sinon,
1 + 2z est inversible et Pon a §(1 + z) = 8(z) puisque d(1 + 2) = dz;
on prendra alors # = 1 - 2, ce qui achéve de prouver notre assertion.
Remplagant alors les x; par les u,x; , ce qui n’altére pas le fait qu’il s’agit d’un
systéme de paramétres n’appartenant pas 4 p, on peut donc supposer, en
vertu du lemme de Nakayama, que les images canoniques des d,x; dans
(£21/1)p engendrent cet A,-module. Considérons alors le k-homomorphisme
(local) u : B — A tel que u(T;) = x; pour tout 7, qui fait de 4 une B-algébre
Jinie [1, 18-01, Th. 1]. On a donc (2.3) une suite exacte

Qi/k@BA ”7-(2}4/1: = '9}1/3 >0

ot les dx; sont les images par v des éléments dyT; ® 1. Localisant cette
suite exacte en p, on obtient un homomorphisme surjectif v, : 25, ® zA, —
(Qj/k)p en raison du choix des x;; par suite on a 0 = (2}, By = S?Lp, 5,
(ot t est I'image réciproque de p dans B) (IV, 16.4.15). En vertu de
(IV, 17.4.1), cela montre que (b) entraine (lorsque dim(4) == #) que le mor-
phisme Spec(4) — Spec(B) est non ramifié au point p. Puisque 4 est un
quotient d’anneau régulier (1.1) ona dim(4,)) = dim(4) — dim(4/p) = n —
dim(4/p) (Oy , 16.5.12). On a de méme dim(B,) = n — dim(BJx). Enfin, la
fibre du morphisme Spec(A4)— Spec(B) au point t étant de dimension 0
puisque ce morphisme est fini, on a (Ory, 16.3.9) dim(A4/p) < dim(B/r);
donc dim(B,) < dim(4,,). Mais cela entraine que le morphisme Spec(4) —
Spec(B) est étale au point p, I'anneau B, étant intégre et intégralement clos
(Iv, 18.10.1).

Montrons maintenant que (a) entraine (b) lorsque dim(A) = n. Notons
d’abord qu’il existe un corps valué complet &', extension de %, tel que la
valeur absolue de &’ induise celle de %, et qui en outre est parfait. En effet,
sip = 1, 0on prend & = k. Sip > 1 on considére une clture algébrique £ de
k, 3 laquelle on prolonge la valeur absolue de %, puis on prend le complété



LOCALISES DES ALGEBRES ANALYTIQUES 321

k' de &, qui est encore algébriquement clos [3, § 8, exerc. 13]. Dans les deux
cas on pose A’ = A ¥ &', et on sait que A’ est un A-module plat (4.3) et
dim(A4") = dim(4) = #; il résulte alors de (IV, 2.3.4) et (IV, 6.1.1) que si p’ est
un idéal premier de A’ au-dessus de p, il existe un idéal premier minimal ¢’
de A’ contenu dans p’, au-dessus de g et tel que dim(4’/q’) = dim(4/q) = 2.
On a par ailleurs (23,,.), = (241), ® ApA;,, en vertu de (4.3); enfin,
comme &’ est parfait, 'hypothése que Ay, est régulier entraine qu’il est
géométriqguement régulier sur k', en vertu de (IV, 6.7.7). Puisque k'? = ¥/,
on peut appliquer a 4’ et p’ le fait que (d) entraine (b) prouvé dans (3.7);
donc (£2},/;.)p. est un Ay,-module libre de rang n. Mais puisque Ay, est un
Ap-module fidélement plat, on en conclut que (£2},,), est un A,-module
libre de rang n (2.5.2).

Reste 2 montrer que (a) et (b) sont encore équivalentes lorsque I'on ne
suppose plus que dim(4) = n. Soit JI'idéal de 4, noyau de ’homomorphisme
canonique A — A4, , et posons A; = A/J; on a nécessairement JCp, et
si 'on pose p; = p/J, ’homomorphisme canonique 4, — (Ay)p, est bijectif;
on en conclut (I, 6.5.4) que l'injection canonique Spec(4,) — Spec(A4) est
un isomorphisme local au point p, et 'on a J, = 0. On a la suite exacte (2.4.1)

3/32——’ 114/k ® 44— 'Qil/k —0

et, en localisant en p, il vient un isomorphisme (f?i,k)p @ 4 (A1), I
(‘Q}l/")}’l ; ceci montre que la condition (b) pour I'anneau A4 et P'idéal p est
équivalente & la condition (b) pour 'anneau 4, et I'idéal p,. D’autre part
avec les notations de (a), on a 4," = 4, ® k' = 4’[|F4’ (4.2.1); si p’ est
un idéal premier de A’ au-dessus de p, tout élément de 54’ annule un élément
de A" —p’, donc JA4' Cyp’, et si 'on pose p," = p’/J4’, p,” est au-dessus
de p, et (4,'),,. s'identifie canoniquement & Aj, ; ceci prouve donc que la
condition (a) pour I'anneau A4 et I'idéal p est équivalente 3 la condition (a)
pour I'anneau 4, et I'idéal p, . Or, tous les idéaux premiers minimaux de 4
contenus dans p contiennent J puisque Spec(4,) — Spec(4) est un isomor-
phisme local au point p; d’autre part, les idéaux de Ass 4(4/3) sont les idéaux de
Ass(A4) qui sont contenus dans p [4, § 1, n° 2, prop. 6]; donc les idéaux premiers
minimaux de 4, sont tous contenus dans p,, et on a par suite dim(4,) =n.
11 suffit alors d’appliquer & 4, et p, ce qui a été prouvé plus haut. CQFD.

5. CRITERES JACOBIENS POUR LES ALGEBRES ANALYTIQUES

Pour étre complet, nous donnons dans ce n® des démonstrations, analogues
2 celles de (Oy, 22.7) des critéres jacobiens de Nagata pour les algébres
analytiques.
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(5.1) ProposITION. Soient k un corps valué complet, A = k{{Ty,..., T,}},
q un idéal de A, B = A/q. Soit p un idéal premier de A contenant q, et soit
C = Afp. On suppose qu’il existe une sous-k-algébre C' de C, isomorphe a
R{Ty ,..., T }}, telle que C soit finie sur C' et que le corps des fractions L de C
soit une extension séparable de L' = k(T ,..., Tyy. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

(a) By = Ap[ad, est une k-algébre formellement lisse pour la topologie
p-préadique.

(b) Il existe des k-dérivations D; (1 < i< m) de A dans lui-méme, et des
éléments f; (1 < i << m) de q tels que les images des f; dans qA,, engendrent cet
idéal de A, et que U'on ait det(D,f;) ¢ p.

(¢) By est un anneau régulier.

Le corps résiduel de By est k(p) = L; comme k(T ..., To) CR(Ty ;... 7))
est séparable sur & (Ory, 21.9.6.4), «(p) est séparable sur & par hypothése,
et 'équivalence des propriétés (a) et (c) résulte de (Ory , 19.6.4). Le reste de
la démonstration se fait en calquant pas 2 pas le raisonnement sur la démon-
stration de (Opy , 22.7.2), en remplagant 2}, par 2}, , qui est encore un
A-module libre de rang r (3.2); on a la suite exacte (2.4.1)

plpt—>Qyx ® A A[P) > Qs —> 0
qui donne, par tensorisation avec L, la suite exacte
i
(P/PZ) @ 4L —> Q}{/k & L — Q%A/v)/k ® arpl—>0

Il sagit de voir que 7 est #njectif. L’hypothése de séparabilité faite sur L
entraine, en vertu de (3.4), que .Q_(IA,,,),,C & 4/pL est de rang s sur L; comme
03 @ 4L est de rang 7 sur L, on a rgy(Im(f)) = r —s. Comme A/p est
finie sur une sous-algébre isomorphe A R{T} ..., T,}}, on a dim(A/p) = s
((1.1) et (Oy, 16.1.5)); donc r — s = dim(4) — dim(4/p) = dim(A4,) en
vertu de (Opy , 16.5.11). Comme 4, est régulier (O, 17.3.2), dim(4,) est
égale au rang sur L de pA,/p?4, (Orv, 17.1.1), donc au rang sur L de
(p/p®) ®.4L, ce qui achéve la démonstration.

(5.2) PROPOSITION. Soient ky un corps d’exposant caractéristique p tel que
[ko : Bo?] < -+ 0, k un corps valué complet, extension séparable de k, , et soit
A = k{T;,..., T,}}. Soient q un idéal de A, B = Alq, p un idéal premier
de A contenant q. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) By, est une ky-algébre formellement lisse (pour la topologie p-préadique).
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(b) Il existe des k-dérivations D; de A dans lui-méme (1 < i< m) et des
éléments f; de q (1 < 1 << m) tels que les images des f; dans qA,, engendrent cet
idéal de A, et que I'on ait det(D,f;) ¢ p.

On suit la démonstration de (Opy , 22.7.3), en distinguant deux cas, suivant
quep=1loup>1

Dans le cas p = 1, il revient au méme, en vertu de (Ory , 19.6.4), de dire
que B, est une kj-algébre formellement lisse ou une %-algébre formellement
lisse, les deux conditions étant alors équivalentes au fait que B, soit un anneau
local régulier. En outre, les hypothéses générales de (5.1) sont remplies en
vertu de [1, 18-09, Cor. 3], la séparabilité des extensions étant ici automatique.
Les conclusions de (5.1) montrent alors I'équivalence de (a) et de (b).

Supposons maintenant p > 1. Comme 4 est une k-algébre formellement lisse
pour la topologie préadique et que k est séparable sur &y, 4 est aussi une
k-algtbre formellement lisse pour la topologie préadique (Opy , 19.3.5 (ii), et
19.6.1); en vertu de (Ory , 22.5.9), 4, est donc aussi une %j-algébre formelle-
ment lisse pour la topologie p-préadique. Posant L = «(p), on voit, comme
dans (Opy, 22.7.3) que tout revient & montrer que, si 'homomorphisme
Jo 1 (a/a®) @ L — 2, x, @ 4L est injectif,1a condition (b) est vérifiée; utilisant
ensuite le fait que 27, est un 4-module libre de rang 7, on voit comme dans
(Orv , 22.7.2) qu’il suffit de prouver que Pinjectivité de j, entraine celle de

. #
J: (Q/qz) ® 4L —°>-Q,14/ko ® AL'—"Q.li/k R L.

Continuant 2 suivre le raisonnement de (Ory , 22.7.3), on se raméne 3 prouver
que, si ¢ est ’homomorphisme (p/p?) & L — Q},ko ® 4L et ¢’ ’homomor-
phisme (p/p?) ® 4L — 2%, ® 4L, on a Ker(i’) = Ker(?). On a de nouveau
la suite exacte, déduite par tensorisation de (2.4.1)

i'
/") ® AL —> P4 ® AL —> Clajpyx ® 4ol —>0

Puisque % est extension séparable de %, et [k, : £)"] < -+ 00, on peut appliquer
a A et p le résultat de (3.5), qui donne

rgL(Q:(lA/p)/k ® aspL) = dim(A[p) + rg, Yy, .

Par (Ory, 16.5.11), on a dim(4/p) = dim(A4) — dim(4,); puisque A, est
régulier (Ory, 17.3.2), on a dim(4,) = rg.((p/p?) ® L) par Oy, 17.1.1);
enfin, il résulte de (3.2) que £}, est un A-module libre de rang égal 2
r = dim(4). On obtient ainsi rg;(Ker(:")) = rgy Yy, . Mais la fin du
raisonnement de (Opy, 22.7.3) s’applique sans modification et prouve que
Ker(z) est isomorphe & Yy; ; d’oti la conclusion, compte tenu de ce que

Ker(i) C Ker(s").
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