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A DIN H et TIN H

en temoignage d'amitie et d'affection



CATEGORIES COFIBREES ADDITIVES ET COMPLEXE COTANGENT RELATIF

par A. Grothendieck
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Introduction.

Le pr('lbleme-clef qui est a llorigine du present travail est Ie

saivant : soit donne, sur un espace topologique X (au plus generalement,

sur un topos) un homom('lrphisme de faisceaux d'anneaux
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pour fixer les idees. On se propose de classifier les extensions {com-

mutatives} de A-Algebres

avec J un Ideal de carre nul. Ce probleme contient comme cas particulier

1e suivant, d'apparence plus geometrique : soit donne un morphisme

f : X--J1'Y

de schamas, on 8e propose de classifier leB Y-schemas XI, munis d'UDe

''immersiond.1orc;lre 1" i : Le. dlune immersion surjective telle

que l'Ideal J definissant X dans Xl soit de carre nul. (Ce deuxieme pro-

bleme sa ramene au premier en faisant B = .)

II est bien connu que pour un B-Module fixe (resp. pour un Module

quasi-eoherent J fixe sur le sohema X), l'ensemble des extensions cher-

che est de fagon naturelle muni dlune'structure de groupe. Le probleme

de donner une description cohomologique de oe groupe se resoud alors

par l'introduotion d1 un oomplexe de chaines de Modules (resp.

appele Ie complexe cotangent relatif de B sur A (resp. de X sur

Y), Ie groupe cherche s'identifiant (fonctoriellement en J) a l'hyperext

Ext1(L.,J). D'autre part, ExtO(L.,J) = Hom(H (L.),J) s'identifie au grou-
o

pe des automorphismes d'extension de toute extension E de A-Algebres de

B par J.

Le Module H (L.) n'est autre que le classique Module des diffe-o
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rentielles relatives n;/A (resp. 0i/y). Dans la theorie presentee

ici, L. complexe de longueur 1, et n'a qu'un autre objet de co-

homologie non nul, savoir H1(L-) , note NB/Aou Nx/ y et appele Module

conormal de B A resp. de X sur Y. Une theorie plus satisfaisante

du point de vue de l'algebre homologique, due a Quillen [14](*) definira un

complexe T.B/ A de longueur infinie, dont Ie notre se deduit

par troncature en "tuant les objets de cohomologie H. , pour i 2
-:L

iComme pour notre propos seuls les foncteurs Ext pour i = 0,1 importent,

le oomplexe tronque etudie dans le present travail suffira pour les

applications envisagees.

Le complexe L. sera defini comme un objet determine a isomorphis-

me unique pres de la categorie derivee [16] nCB) de La categorie des

Nous aurons done a utiliser de fa90n essentielle le langage

des categories derivees de Verdier. La definition de L. se fera

mes de la categorie ! des extensions de A-Algebres E de B par des B-Mo-

dules variables J; aSBociant a toute telle extension E son "noyau" J,

on trouve un foncteur qui fait de ! une categorie "cofi-

bree" (SGA 1 VI) au dessus de • Nous verrons au nO 6 comment on

peut reconstituer, a. equivalence de Mod(B) -·categories pres, la catego-

rie cofibree precedente en termes du oomplexe L. auquel il donne nais-

sanee. Cette theorie n'utilise que certaines proprietes simples de la

eategorie cofibree!, et une premiere partie de notre travail a 6)

donne une theorie de structure generale de telles oategories eofibrees

"additives". On trouve une correspondanee parfaite,pour unc categorie

(*) Et independamment a M. Andre [19J.
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abelienne f, entre les complexes de cha1ftes de longueur 1 de £ (con-

sideres comme objets de la categorie derivee ) et certaines cate-

gories cofibrees sur (modulo £-equivalence). I1 est tres probable

que cette theorie pourra sletendre de fayon a donner une correspondancc

entre complexes de cha!nes de longueur n, et certaines "n-categories"

cofibrees sur £ ; et il ntest pas exclus que par cette voie on arrivera

egalement a une "interpretation geometrique" du complexe cotangent re-

latif de Quillen.

Les nO 7 a 11 sont consacres a developper les proprietes formel-

les les plus importantes des complexes Enfin 1e nO 12 suggere

quelques applications possibles, at surtout, indique quelques problemes

d'extension de la theorie presentee 161 a des situations voisines, fai-

sant intervenir des faisceaux d'anneaux topologiques.

J'avais ete amene tout dtabord en 1961 a introduire le complexe

cotangent relatif pour un morphisme de schemas, pour pouvo1r enoncer

avec La generalite qui convient [SOA 6 OJ le theoreme de Riem3.nn-Roch

en theorie des schamas. Faute d'un principe adequat de globalisation, je

m'etais borne alors aux morphismes qui peuvent se factoriser en une im-

mersion suivie d'un morphisme "formellement lisse". Le principe adopte

dans le present travail, consistant a definir le comp1exe cotangent re-

latif en termes de la categorie cofibree des extensions infinitesimales

d'algebres,remonte a 1963. Par ailleurs, dans Ie cas affine i.e. dans

le cas d'une algebre B sur un anneau A, ce complexe a ete introduit in-

dependamment et a peu pres sirnu1tanement, semble-t-i1, par diffarents
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auteurs J Gerstenhabar [9], Lichtenbaum [13] ,Schlessinger ( 1)]. Ces

deux deTniers definissent d'ailleurs comme complexes cotangents

relatifs des complexes de chaines de longueur 2, qui constituent une

approximation meilleure Clue Ie complexe envisage ici du "bon" complexe

eotangent relatif dll a Quillen- • Noue renvoyons a [13 ] , [14J pour les

applications de ce dernier a la caracterisation cohomologique des "mor-

phismes d'intersection complete" et des anneaux locaux "d'intersection

comple'te". Notre point de vue ici differe de celui adopte dans les tra-

vaux cites, en ce que nous mettons l'accent principal sur l'etude du

complexe cotangent relatif, et de ses relations avec les questions

d'extensions infinitesimales, dans Ie cas global, au lieu du caaaffine (*).

Cela explique egalement la longueur prohibitive du present travail,

pour lalluelle nous nous excusons aupres du dorIt.nous suppose-

rons (sauf mention expresse du contraire), dans tout notre travail, la

patience egale a + CIt •

1. Categories cofibrees additives.

1.1. Dans ce qui suit, £ designe une categorie additive, E une catego-

rie cofibree Bur C (SGA 1 VI 10). La fibre de en l'objet A de C est

notee 1& (A) , et pour une fleohe u t B de £, Le foncteur cochangement

de base correspondant (defini a isomorphisme unique pres) est note u * :

Soient A et B deux objets de £, alors les deux projections canoniques

de .A%B definissent deux fonoteurs et ,

(*) (Ajoute en Mai 1968). Une globalisation de la theorie de Andre-Quillen
dans Ie contexte des topos anneles sera developpee par L. ILLUSIE, en
temps que des applications a des questions standart d'obstructions (travail
en preparation).
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un foncteur canonique (a isomorphisme unique

Definition 1.2. La categor1e E sur la categorie additive Q

est appelee une categorie cofibree additive, s1 elle satisfait aux deux

conditions suivantes :

( i) !(O) est equivalente I la categorie ponctuelle.

(ii) Pour tout couple A,B de Q, Le foncteur canonique

(1.1.1) est une equ;valence de categories.

On fera attention que ceci ne signifie pas que la oategorie E

(dont on oublierait Ie foncteur structural est additive, ni

que ses categories fibres E(A) Ie sont. II faut considerer par contre

que la definition 1.2 est une generalisation naturel1e de la notion de

foncteur additif dtune categorie additive dans la oategorie des ensem­

bles, en notant que les foncteurs d'une categorie .£ dans (Ens) peuvent

s'1nterpreter en termes de categories cofibrees sur C dont les fibres

sont des oategories discratea.

On aupposera dans toute 1a suite que! eatisfait aux conditions

de 1.2.

1.3. Utilisons d'abord la condition (i) de 1.2. Pour tout objet A de .£,

Ie foncteur deduit de l'unique morphisme definit

dana !(A) un objet SA ' unique a iaomorphisme unique comma image

d'un element arbitraire de 1& categorie E(O) equiva1ente a une categorie

ponctuelle. Cet objet
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Q
A

E Ob E(A)

sera appele par la suite objet nul de E(A). Si u: A--+B est 1e morphis-

me nul, on a un isomorphisme canonique

(si u • 0(*».

1.4. Utilisons de plus la condition (ii) de 1.2, en considerant, pour

tout objet A de f, l'homomorphisme somme

,
qui donne done naissance a un foncteur

(1.4.1) E(AxA) ----+ E(A)- -
d'ou, a l'equivalence (1.1.1), un foncteur (defini a isomorphis-

me unique pres)

- - - ,
que nous noterons par le signe du produit tensoriel

•

Les proprietes d'associativite et de eommutativite connues pour 1 'homo-

morphisme somme et celles der objet nul vis a vis de cet homo-

morphisme, permettent alors de definir dee isomorphismes canoniques de

foncteurs

(1.4.2)
{

Xfi)Y z Yi&X

gA!/)t.. O:::!X

par rapport aux arguments intervenant dans CeS formules. Nous admettrons

de plus, sans en faire la verification detail1ee ici, que ces isomor-

phismes satisfont aux conditions de compatibilite hab1tuelles, etudiees

(*) On verra ci-dessous (1.4.6) que 1a notation u = 0 est en fait inutile.
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par exemple dans [2J • On peut di;r:-e de faQon imagee que, gr!ee aux

conditions (i) et (ii) £ur 180 categorie fibreo les fibres E(4)

ressemblent a des groupes abeliens dans (Cat), tout comme dans le

cas d'un foncteur additif de dans (Ens), les valeurs prises par

un tel fonoteur sont mun1es de fa90n naturelle de structures de

groupes abeliens. Pour oompleter l'analogie, il convient egalement

d'introduire un foneteur

- -
deduit par eochangement de basG de l'homomorphisme

et donnant lieu a l'isomorphisme

-1X®X :=:. QA

eanonique fonetoriel en X :

,
qui suffit d'ailleurs a earaeteriser, a isomorphisme unique pres,

19 foncteur "inverse" comme le montre une adaptation im-

mediate de l'argument prouvant l'unieite de l'inverse d'un element

dans un groupe. Enfin, Boit

u:

une fleehe de C, alors le foneteur

est eomE!tible avec les struotures 0 mises sur !(A) et sur !(B) ,

i.e. on a un isomorphisme oanonique de bifoncteurs en X,Y
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et un isomorphisme canonique

cas isomorphismes donnant lieu trois diagrammes de compatibilite

evidents, correspondants aux trois isomorphismes de (1.4.2). On trou-

ve de meme, comme consequence de la caracterisation de X-I par (1.4.4)

par exemple, un isomorphisme canonique de foncteurs en X :

1.5. Les structures qu'on vient de mettre en evidence sur la

rie fibre E(A) impliquent diverses consequences formelles, sans doute

bien oonnues des categoristes, que nous allons passer en revue, en lais-

sant les demonstrations au lecteur zele.

a) E(A) est un i.e. toutes les de cette cate-

gorie sont inversibles.

b) Pour tout objet X de Aut(X) =End(X) un groupe com-
Fl' •

canoniquement isomorphe a Aut(OA) par l'applioation

c) L'ensemble des olasses a isomorphisme d'objets de E(A)

est un groupe commutatif par la loi de composition qui, aux classes des

objets X et Y, assooie celIe de Pour oette loi, l'element neutre

-1
est la classe de 0A' et l'inverse de la classe de X est oelle de X •

1.6. Nous poserons par la suite
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Et(A) = ensemble des classes a

pres d'objets de !(A) •

On obtient evidemment a1nsi deux fonoteurs de Q dans (Ens), notes EO

et El• En fait, utilisant les struotures naturel1es de groupes commu­

tat1fs sur EO(A) , E1(A) envisages dans 1.5, on constate aussitat

qu'elles sont tonctorielles en A. De plus, i1 resulte aussitat des

conditions (i) (ii) de 1.2 que oes deux foncteurs sont additifs.

D'aprea un argument connu, leur structure abelienne est done unique­

ment determihee,la loi d'additionre EO(A) resp. El(A) provenant re la

10i d'addition

On peut d'ailleura preciser l'additivite du fonoteur El, en no­

tant que pour flecbes

dans Q, on a un isomorphisme oanonique dans E(!), fonctoriel en l'ob­

jet X de !(A):

(1.6.3)

dont la definition est laissee au lecteur ; on en conc1ut formellement,

pour une flecbe un isomorphisme oanonique dans E(B) , fonc­

torie1 en 1'objet X de !(A) I

(1.6.4) •

1.1. Signalons egalement une consequence pour la categorie E

(et non plus pour ses categories fibres) de la condition d'additivite

1.2 : E, les produits finis existent. En effet, un objet ge, de
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nCo) est manifestement un objet final de E, et si X (resp.y) est un

objet de E au dessus de l'objet A (resp.B) l'objet defini a iso­

morphisme pres du premier membra de (1.1.1), correspondant au couple

(X,Y) du deuxiCme, est manifestement un produit de X et Y dans la cate­

gorie E. II en resulte que si on ordonne Ob(E} par la relation X Y

signifiant que Hom(X,Y) ¢ , alors l'ensemble preordonne oppose a
Ob(E) admet des sup finis, et a fortiori est filtrant.

1.8. Nous allons maintenant definir une extension naturelle de la cate­
...

gorie coff.b'ree donnse E sur en une categorie co f Lbree sur la ca tego­

rie Coch(C) des complexes de cocha1nes de C (i.e. des complexes ope­­ ­
rateur de derivation de degre +1 nuls en degre <0). Soit K· un tel com­

A

plexe, on definit les objets de E(K·) comme etant les couples

(x,«) ,
011 X E Ob , oc.: etant un isomorphisme tel que l'iso­

morphisme :

qui s'identifie a un autornorphisme de 0K2 , soit l'automorphisme iden­

tique i.e. corresponde a Itobjet nul du groupe commutatif EO(K2). (Con­

dition vide dans Ie cas important ou on a K2= 0 l). Une fleche de (X,oc.)

dans est par definition une flache f de X dans Y telle que l'on

ait

la composition des flaches etant celIe de E(KO
) . Si
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u:

est un homom9rphisme de complexes de chaines, on definit de fa90n

evidente un foncteur
........ ....
11 : E(K")--.E(K'·) ,

dont la valeur sur l'objet est (ou par abus

de notations oc ) est comme un homomorphisme

compte tenu des isomorphismes canoniques

et ), et la valeur sur la

fleche f de dans est la fleche uO(f) • On trouve ainsi,

comme on constate aussitot,un "pseudofoncteur" (SGA 1 VI 7) de la

categorie C dans (Cat), permettant done (SGA 1 VI 8) de definir une

categorie cofibree, a fibres les E(K·). sur la categorie

des complexes de cochaines de C • Considerant C comme la sous-cate-

gorie de Coch(C) forme des complexes "reduits au degre sero", on

constate aussitot que la restriction de la categorie 'cofibree E a C

"n' est autre" que La categorie co f Lbree de depart!, L. e. lui est

canoniquement isomorphe.

La construction precedente n'utilisait que la condition (i)

de 1.2, qui implique aussitot la condition pour la categorie co-

fibree!. La fait que E soit une categorie cofibree additive sur

£, i.e. satisfaisant les conditions (i) et (ii), implique aussitot

la condition pour son extension E a Cooh(£). Les resultats

generaux precedents sur les categories cofibrees additives sont

done egalement applicables a E.
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1090 Soient KO et K'·deux complexes de cochaines de £, et u,v deux

homomorphismes de KOdans ,d'ou deux foncteurs
,. ,.

u*, v*: E(K'O) •

Soit k une homotopie de u a v, i.e. un homomorphisme gradue de de-

gre -1 de K· dans K,ote1 que lIon ait

(1.9.1) v - u - d'k + k d ,
ou d resp. d l est l'operateur differentiel de K· resp. K'· • On va

associer a k un isomorphisme de foneteurs

,.
de 1a fa90n suivante. Soit (X, cx.) un objet de E(K·), on va defi!nir un

isomorphisme

(1.903)

qui est done un isomorphisme

(*) UO VO (X)
* *

une condition de eompatibi1ite re1ativement a u;(cx.) , v;(cx.).

En vertu de (1.6.3) et 1.5 b), 1a donnee d'un isomorphisme (*) revient

a la donnee d1un isomorphisme

(** )

Or en vertu de 1e premier membre est eanoniquement isomorphe

a k; puisque lion a

Vo _ UO _ kldo

Uti1isant 1 'isomorphisme C!': ,on en deduit un isomorphisms.

du premier membre de avee eanoniquement i80-



- 14 -

morphe par (1.3.1) a gK'O, oe qui definit (**), done (*). II faut

verifier de plus que cet isomorphisme est bien oomp:tt.ible avec ul (cc )
i}

et v;(<X), verification laissee au lecteur, qui utilisera (1.9.1) en

degre 1. Enfin, il faut verifier que l'isomorphisme (1.9.3) est fonc-

toriel en X, ce qui est immediate

Nous admettrons au besoin par la suite, sans verification, que

les isomorphismes de la forme de (1.9.2) satisfont a des proprietes

diverses, de transitivite par exemple pour des compositionsd'homotopies,

qu'on pourrait exprimer, dans le langage introduit par M. HAKIM [llJ
,.

en disant que les !(K·) (ou plutot les 2-categories associees a ces ca-

tegories) sont les fibres d'une 2-eategorie fibree au dessus de la

2-eategorie Coch(C), dans laquelle les 2-fleches sont definies comme

les homotopies d'un homomorphisme de complexes dans un autre.

2. Categories cofibrees exactes a gauche.

2.1. Dans oe numero nous supposerons sauf mention du contraire que

la categorie additive £ est abelienne, ce qui noua permettra d'in-

troduire sur la categorie cofibree E une condition plus forte que celIe

de 1.2. Pour la formuler, considerons d'abord un objet A de et un

complexe de cochatnes K· A-augmente, i.e. muni d'un homomorphisme

0-tel que d £ = 0, ou ce qui revient au muni d'un homomorphisme

de complexes de cocbaines
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(ou A est regarde comme un complexe de cochatnes reduit au degre

zero). On en conclut done un foncteur canonique, determine a isomor-

phisme unique pres (cf. 1.8)

(2.1.1) E(A)

En particulier, considerons une suite exacte

dans ,Q., et soit

Ie complexe de cocha!nes reduit aux degres 0 et 1, dont les composan-

tes de degre 0 et 1 sont A' et A" respectivement, et l'operateur dif-

ferentiel l'homomorphisme donne u Alors la suite exacte

donnee definit un complexe augmente

d'ou comme cas particulier de (2.1.1) un foncteur canonique

(2.1.2)
'"

.•

Ce foncteur associe a l'objet X de A Ie couple (u ) ou est
*

l' isomorphisme v (vu)* (X) = (0)*(X) evident (1.3.1).

Definition 2.2. La categorie cofibree E sur la categorie abelienne ,Q.

est dite exacte a gauche, si elle est additive, i.e. si elle satisfait

aux conditions (i) et (ii) de 1.2 , et sirle plus elle satisfait a 1a

condition suivante

(iii) Pour touts suite exacte dans C, Ie foncteur

canonique (2.1.2) est une equivalence de categorie_s.
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Lorsque les fibres de sont des categories discretes, de sor-

te que! est defini par un £oncteur E de f dans (Ens), on veri£ie

aussitat que! est additive (resp. exacte a gauche) si et seulement

si il en est de du foncteur E, ce qui justi£ie la terminologie

introduite ici.

Proposition 2.3. Supposons que la categorie fibree E est exacte a

gauche, alors elle satis£ait a la condition suivante, plus forte en

apparenee que la condition (iii):

(iii biB) Pour tout complexe de chaines K· tel que H1(K·) = 0,

i.e. tel qu'on ait une suite exacte

o ) A KO dO.Kl d
l

)K2 ,ou. A =- HO(K·)

Ie foncteur canonique de (2.1.1)

...
E(A)- -

est une equivalence de categories.

La demonstration est immediate, utilisant une decomposition

de la suite exacte de l'enonce en suites exactes courtes, et utili-

sant (pour l'inclusion ) la consequence immediate sui-

vante de la definition 2.2 I

Corollaire 2.4. Supposons! exacte a gauche. le £oncteur EO

de 1.6 est exact a gauche, et pour tout monomorphisme A-7B

Ie £oncteur est fidel.e.

La deuxieme assertion resulte de la premiere, car EO(A)-4EO(B)

est injectif, et on applique 1.5 b). La premiere assertion est une
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consequence immediate des definitions.

2.5. Dans cette section, nous allons supposer la categorie cofibree

E exacte a gauche. Nous allons utiliser cette condition pour montrer

que Ie couple de foncteurs (EO, El) de Q dans la categorie (Ab) des

groupes abeliens provient de fayon naturelle d'un foncteur cohomologi-

que tronsue a droite, i.e. nous allons definir, pour toute suite exac-

te

,
un homomorphisme cobord

fonctoriel en la suite exacte envisagee, et tel que la suite d'homo-

morphismes correspondante

soit une suite exacte. (NB Cette suite exacte est limitee sur la

dtoite, ou on ne peut continuer par des zeros.)

Pour definir 1 'homomorphisme (2.5.1), soit cx.E EO (All) L e. soit

er: un isomorphisme Par abus de langage, identifions par

l1isomorphisme canonf.que (1.4.6) QA" et v*(QA') ,de sorte que ce,.peut

considere comme un isomorphisme • Alors (QA';X)
,.

est un objet de. !.([A'-..;A"J), qui dafinit done a isomorphisme unique

pres un objet de E(A), dont La classe est no t ee a(cx. ). Cela defini t

l'application (2.5.1). II faut prouver que cette application est addi-

tive, ce qui resu1te de la formule immediate
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La fonctorialite do a par rapport aux suites oxactcs variables ost im-

mediate at laissee au lectaur. II faut enfin verifier llexactitude de

pour que a (OG) so it nul, il faut et suf-

fit que (OAI'«) Boit isomorphe a (OAI'O), or on voit tout de suite que

les isomorphismes entre cos deux objets correspondent exactement aux iso-

morphismes dont llimago par v* est OG , i.e. aux elements de

EO(A') dont l'image dans EO(A") est ex. •

Exactitude en El(A) : pour qulun objet de
...

!(A) E ([AI.....,.A"]) ait comme image X dans E(AI) l'objet nul 0Al , il

faut et suffit evidemmant qUlil soit isomorphe a un objet do la forme

(QAI ,oe), i.e. que sa classe sodt dans Im C.

Exactitude en El(AI) : pour qu'un objet X de soit tel

que son image v*(X) dans !(A") soit un objet nul, 11 faut et 11 suffit
...

ev1demment qu t on puisse trouver un objet (x,«) do E«(A' z

dont il provionne, ce qui signifie que sa classe est dans l'image de

Proposition 2.6. Soient E uno categorie cofibree additive sur la cate-

gor-Le addi tive Soient K· 9-00 hombmorphismeo de oomplexes

do cocha1nos de:.:: .£, do compose nul, d'ou (on appliquant la definition do

(2. 1.2) j definio dans 1.8 au liou do E) un fonctour canonique
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A ,.

!.(K·) -., E( CK' ·--..,.K"· ] )

Considerons de pour chaque entier i, le foncteur correspondant

,
et supposons que cs dernier soit (2-i)-fidele pour i = 0,1,2

i.e. une equivalence 8i i = 0, pleinement fidele si i = 1, et fidele

si i = 2. Alors le foncteur (2.1.1) est une equivalence.

et par suite la conclusion, est valable en particulier dans chacun

des cas suivants :

a) est une suite exacte splittant en

chaque degre.

b) La categorie fest abelienne, et E est exacte a gauche.
- - -

La derniere observation dans 2.1 est triviale et mise seu1e-

ment pour la commodite des references ulterieures. Quant a l'asser-

tion principale, sa verification a partir des definitions est essen-

tiellement triviale, mises a part les difficultes habitue11es concer-

nant les compatibilites, liees au fait que!. n'est pas en goneral

scindee. Cette difficulte se surmonte par l'astuce generale de

J. GIRAUD [10], qui nous permet de nous ramener au cas ou E est

coscindee, en la remplayant par une categorie cofibree convena-

ble C-equivalente a E. Cette reduction faite, on laisse la verifica-

tion de 2.6 au lecteur.
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Soit E une oategorie oofibree additive sur la oa-

tegorie abe.l.iienne Q.. Les oonditions suivantes sont equivalentes :
i

a) est exaote a gauche.

b) Pour tout quasi-isomorphisme de oomplexes de 00-

chaines dans f, le foncteur correspondant

,. ,.

est une equivalenoe de oategories.

0) Pour tout complexe de ooohaines K· aoyolique, la oategorie

E(KO) est equivalente a la oategorie ponctuelle, i.e. El(K·) a o.
,.

d) E sur Cooh(f) est exaote a gauche.

Les implications b)==)o) et sont triviales,

et d1autre part est un oas partioulier de 2.3. 11 reste a

prouver et a)=+d)o

Prouvons 11 est bien connu que la fleche est

isomorphe, dans la categorie des fleohes de K(f), a une fleohe injeo-

tive de complexes de oocha1nes, s'inserant aans une suite exacte

courte qui splitte en chaque degree Utilisant 1.9 , on est done ra-

mene au cas ou on a une telle suite exacte courte

(2.7.1)

En vertu de 2.6 , le fonoteur naturel
.. ..
E(K) -tE(CKI oJ)
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est alors une equivalence. Or, comme K·---tK'· est un quasi-isomorphis-
"-

me, K"· est acyclique, done par hypothese E(K"·) est equivalente a lao

categorie ponctuelle. 11 en resulte aussit8t que le foncteur "oubli de

OG", (X,OG) t-tx

est une equivalence de categories. 11 en est done de de
,. ,.
E(Kt) -'lE(K! .) ,comme compose des deux equivalences precedentes.

Enfin, l'tmplication est eontenue dans 2.6.

2.8. Nous allons maintenant donner un procede pour associer, a une ca-

tegorie cofibree additive E sur la eategorie abelienne Q, une categorie

eofibree exacte a gauche ROE et un foncteur cocartesien sur C

(2.8.1)

ayant la propriete suivante I pour toute eategorie cofibree exacte a gau-

che F sur Q, le foncteur "composition avec (2.8.1) "

(2.8.2)

est une equivalence de categories. Dans la terminologie de M. HAKIM [llJ,

l'existenee d'un tel ROE et de (2.8.1) s'exprime en disant que le 2-fonc-

teur d'inclusion de la 2-categorie formee des cofibrees exac-

tea a gauche sur Q, dans la 2-eategorie formee des categories cofibrees

additives sur Q, admet un 2-foncteur "2-adjoint ! gauche" E --+RoE •

Conformement aux faits generaux de loe. cit. , eela precise a priori la

dependance 2-fonctorielle de RO! en!, qui sera ega1ement claire sur la
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construction explicite que nous allons donner de ROE. Cette construc-

tion ne fait encore que paraphraser la construction du foncteur exact

a gauche ROE associe a un foncteur additif E de C dans la categorie Ab

des groupes abeliens, fournissant un adjoint a gauche du foncteur d'in.

elusion de la categorie des foncteurs exacts a gauche dans celle des

foncteurs additifs. Pour simplifier llexpose de la construction, nous

allons supposer que £ contient assez d1injectifs, bien qulil oomble oer-

tain qu'une variante evidente (esquissee plus bas) de la construction

donnee doive marcher dans le cas general.

Pour chaque objet A de f, choisissons une immersion de

A dans un injectif, posons Cl(A) = CO(A)/A , et Boit

(2.8.3) C'(A) ... [CO(A)---+C!(A») ,

considere comme eomplexe A-augmente. Pour toute fleche dans £

soit

C'(u):

un prolongement de cette fleche en un homomorphisme de complexes, defini

par un prolongement arbitraire de u, considere comme fleche de A dans

llobjet inject if COCB), en une fleche de COCA) dans CO(B). On sait que

deux tels choix de C'Cu) different par une homotopie, determi-

nee modulo un homomorphisme de degre-l de complexes. Vu les proprietes

de degre et 1e fait que gl(C'(A» = 0 on voit qulun tel homomorphisme

est necessairement nul, done 1 1homotopie precedente est uniquement de-
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terminee. On en conclut, 8i

us A--+B, v: B--+ C

sont des fleches compo8ables dans Q, qu'on a une homotopie bien deter-

minee

h(u,v): C·(v)C·(u) - C·(vu) •

Ceci pose, on posera pour tout objet A de C

(2.8.5) RO!(A) =E (CO (A» ,

et si u s est une fleche de Q, on lui associe la fleche

definie par cochangement de base par C·(u) dans la categorie cofibree E

sur Cooh(Q) :

Enfin, utilisant (2.8.4) et 1.9 , on assooie a un couple de fleches

composable u,v comme ci-dessus, un isomorphisme de foncteurs

(2.8.6)

On verifie alors, utilisant l'unieite de l'homotopisme deja invo-

que, que lIon a pour trois fleches eomposables u,v,w de Q le diagramme

oommutatif habituel (SGA 1 VI 7), de sorte que les donnees qu'on vient

de eonstruire definissent un pseudo-fonoteur (SGA 1 VI 8), per--

mettant done de eonstruire une categorie cofibree, qui est la categorie

ROE (2.8.1) cherchee. Le foncteur cocartesien (2.8.1) se definit alors

fibre par fibre a l'aide des foncteurs d'augmentation evidents du type

(2.1.2) :
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,
et des isomorphismes de compatibilite evidents pour ces foncteurs et

uhe fleche A--.B dans , par la methode de SGA 1 VI 12 •

11 faut encore verifier que ROE est bien exacte a gauche, ce que

noUE laissons aux soins du lecteur, et enfin prouver la propriete 2-uni-

verselle de (2.8.1), i.e. le fait que pour toute categorie

exacte a gauche sur £, Ie foncteur (2.8.2) est une equivalence. Noua nous

bornons a indiquer le principe de la verification, qui consiste a defin1r

un foncteur en sens inverse, et a verifier que les deux composes sont 1so-

morphes aux foncteurs identiques. La definition de ce foncteur quasi-in-

verse de (2.8.2) se fait ainsi. Soit

f:

un foncteur cocartesien de E dans :E., nous allons en deduire un foncteur

eocartesien

f t : ROE --':E.

Or on deduit de fa90n evidente de f un foncteur cocartesien

ROf : ROE ----» ROF ,

et d'autre part le fait que :E. soit exacte a gauche stexprime par Ie fait

que Ie foncteur cocartesien du type (2.8.1)

est une equivalence. Composant une quasi-inverse de cette derniere avec

ROf , on trouve le foncteur cocartesien cherche ft • Noua laissons au leo-
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teur la definition de la variation fonctorielle de fl en f , et la ve-

rification qulon obtient bien ainsi un foncteur quasi-inverse de (2.8.1),

ce qui nloffre pas de difficultes.

Lorsque lion ne suppose plus que dans il existe assez d'objets

injectifs, Ie principe de la construction de ROE est essentiellement Ie

meme, avec quelques complications techniques. Pour un objet A de Q , on

regarde tous les monomorphismes A de A dans un autre objet (qulon

ne suppose plus necessairement injectif), donnant encore naissance a
un complexe A-augmente C· • 3i C· est majore par un CI·, i.e. slil

existe un homomorphisme compatible avec les augmentations,
... '"

on en deduit un foncteur E (C·) qui, a isomorphisme unique

pres, est independant du choix de l'homomorphisme en question (lequel

est en effet determine modulo ill1e homotopie unique). Ceci permet aloro

de definir raisonnablement une categorie R°F,(A) comme une de cate-
...

gories de la forme E(C·) (ou Ie symbole Li.m est entendu au sens de

SGA 4 VI 4 , et se refore a une categorie cofibree convenable sur la

categorie associee a llensemble preoIdonnedes C· ••• ) • La detail de

cette construction ost laissee au lecteur.

oNotons que la construction de R E montre que si A est un objet

injectif de Q, alors Ie foncteur canonique

est une equivalence de categories. Lorsque Q admet suffisamment d'objets

injectifs, la dependance oR! en fonction de! peut aussi slinterpre-
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ter de 1a fa90n suivante. 50it la sous-categorie pleine de Q

formee des objets injectifs. 5i, ! toute categorie cofibree exacte

gauche sur .£, on associe sa restriction !IInj(Q), on constate qu'on

trouve une 2-equivalence de la 2-categorie des categories cofibrees

exactes gauche sur C dans la 2-categorie des categories cofibrees

additives (sans plus) sur Inj(C) • En d'autres terrnes, a1 F,F' sont

deux categories cofibrees exactes a gauche sur Q, alora Ie foncteur

restriction

est une equivalence de categories, et d'autre part toute categorie co-

fibree additive sur Inj(C) est Inj(C)-equivalente une categorie

de la forme FJlnj(£), avec F categorie cofibree exacte Ii gauche sur.Q •

Ceci pose, Ie fait que (2.9.1) soit une equivalence pour A injectif

aussi en disant que, via l'identification precedente des

categories cofibrees exactes 1 gauche sur C aux categories cofibr6es

a.dditives sur Inj(.Q) , Ie 2-foncteur E ",--"RoE de 2.8 s'identifie

au 2-foncteur "restriction Ii Inj (,Q) " , de La 2-categorie des categories

cofibrees additives sur C dans celIe des categories cofibrees additives

sur Inj (Q) •
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",

d1un objet de E _ Proeomplexe tyPique 1: !.

3.1. Soit A un objet de £, X un objet de E(A), et considerons, pour

un objet variablo B de C, Ie foncteur

•

On a un homomorphisme fonctoriel evident

est Ie foncteur covariant de C dans (Ens) represente par A.ou h
A

Lorsque Ie foncteur DX est representable, nous designerons par Ox

llobjet de £ qui Ie represente, defini donc par un isomorphisme fonc-

toriel en B :

L1homomorphisme (3. 1. 2) correspond alors;a un homomorphisme en sens

inverse

Nous designerons alors par

Ie complexe de chaines defini par Ilhomomorphisme precedent, defini

done par les conditions

c ° pour i 0,1 ,
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l'operateur differentiel de ti dans LX etant llhomomorphisme d
o

de (3. 1.4) • I.e oomplexe L-Z sera appele Ie typiC.1;ue de X.

Soit faX---4X' une fleohe de E, au-dessus d1une fleohe

u: A--4A' de .2.. On obtient alors, par oomposition avec

X----+Xl resp_ oomme fleohes vertioales, un diagramme com-

mutatif de fonoteurs de .2. dans (Ens) :

-

•

Lorsque D
X

et DXI dont representables, on trouve dono un oarre com-

mutatif dthomomorphismes

en d'autres termes un homomorphisme de complexes typiques

L!:

On trouve ainsi, lorsque Xest representable pour tout X, que L.

depend fonotoriellement de X , i.e. on trouve un fonoteur

E Ch(C)- - ,
0'\1 Ch(C) est La categorie des complexes de ohaIne a dans .2..
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3.2. Soit encore X un objet de E (au-dessus d'un objet A de tel

que Ie complexe typique de X soit defini, i.e. tel que Gv exis-
.i\.

tee Nous allons alors, pout tout objet ]3 de C , considerer Ie com-

plexe de cochaines

qui s'identifie au complexe de cocha1nes de longueur 1 defini par

l'homomorphisme (3. 1. 2) , e t dont Ie o 1H et Ie H sont done respee-

tivement Ie noyau et Ie conoyau dudit homomorphisme. Done Ie noyau

s'identifie a l'ensemble des flaehes X G]3 qui sont au-dessus de

la flaehe nulle us doncaussi a l'ensemble des flaches dans

de QB dans QJ3 • On trouve

done un isomorphisme canonique

evidemment fonctoriol en X (pour X variable parmi les objets pour

lesquels existe). On en conelut :

Proposition 3.3. XSoit X un objet de E tel que L. existe. Pour que

i.e. Coker (<Ix: A"-40X) existe, il faut et 11 suffit Q.ue Ie

foneteur EO soit representable par un 0] et alors

represente canoniquement ledit foncteur, i.e. est canonique-

ment isomorphe a 0E •

Corollaire 3.4. La condition precedente est independante du

de X. 8i elle est verifiee, et si est un homomorphisme dans
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E tel que et existent, alors l'homomorphisme correspondant

induit un isomorphisme sur les Ho (qui s'identifie

a ltisomorphisme identique de ltobjet n_ representant

3.5. Nous allons maintenant interpreter Ie HI de (3.2.1) i.e. Ie co-

noyau de (3.1.1), en considerant Ithomomorphisme naturel

dont La valeur en u e est La classe de l'objet u*(X) de E(:S).

Cette application est bien un homomorphisme de groupe s (1.6.3). Je dis

que son noyau n' est autre que 1 I image de 1 Ihomomorphi sme (3. 1.2) • En

effet, pour que u appartienne au noyau, i.e. pour qU'il existe UL iso-

morphisme dans !(B) , il faut et i1 suffit qu1il existe une

dans! au-dessus de u (les dites correspon-

dant en effet biunivoquement aux u*(X) de !(:B) ). On a

done un monomorphisme canonique

dont l'image est formeedes classes dtobjets de !(:B) qui sont majores

par X dans! (pour la relatidn de preordre dans obtenue en ecrivant

X XI si et seulement si Hom(X,Xt) ¢). Soit alors

la sous-categorie strictement pleine de E formee des objets de E majo-

res par X ; c'est evidemment une sous-categorie cofibree de ! , evidem-

ment additive comme ! cowae il results de 1.7 , et qui definit done des

foncteurs additifs Ex
o ,Exl avec
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E 0 = EO E
X X

puisque l'inclusion cofibrante est pleinement fidele. On peut done

preeiser l'inc1usion (3.5.1) par l'isomorphisme

(3,5.3) , B» -)Exl(B)

3.6. Soit X' un deuxieme objet de E , sur
existe, et Supp080ns que X' X, i.e.

f: Alors on a evidemment

X'
l'objet A' de C' , tel que L.
qu'i1 existe un morphisme

d'ou

0.6.0

X'---jX de f Ln i t un hornomorphismeD'autre part, 1e choix d'un morphisme f
f X' X
L.:

d'ou un homomorphisme de complexes de chaines

Hom' Hom' ,B)
. h iet par sU1te un ocomorphi&me pour 1es H . Nous savons dehA que l'homomorphis-

me pour 1e H
O
est independant de f , et s'identifie A l'endomorphisme iden-

tique de EO(B). On voit de m@me immediatement que l'homomorphisme pour les

HI rend commutatif 1e diagramme

Jl X' !' 1
H (Hom'(L. ,B» -')E

X
' (B)

ou 1a deuxieme fleche verticale est l'incluaion de (3.6.1), II est en parti-

(3.6.2)

culier egalement independant de f.

3.7. Ce dernier point peut d'ailleurs se preciser, en notant que si f, g

sont deux homomorphismes de X' dans X, d'ou deux homomorphismes
f g X' XL. , L, : L. --} L.

alors on a une hornotopie eanonique

(3.7.0 k f:
g,

ce qui revient iei A une fleehe

k LX' = 1'\ X = A
g,f 0 "'X' Ll

rendant commutatif les deux triangles du diagramme

11 X'

Ax
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ou les fleches verticales sont induites par L
g

- . Pour

k par u resp. v la fleche de A' dans A par fg,f
resp. g, et notions que l'isomorphisme u (X') dtHini par f et

;Ii-
par g un isomorphisme

u (X') --)v (X')
"*' •

ou ce qui revient au en vertu de 1.5b) et (1.6.3), un isomor-

phisme

(V-U)jt(X r
)

ce qui, par definition de f2 x r , revient a 1a d'une f1ache

k f de J1 XI dans A rendant commutatif Ie triangle superieur du
g.

diagramme. Nous laissons au lecteur Ie soin de verifier qulil rend

aussi commutatif Ie triangle inferieur, ce qui acheve alors de

l'homotopie cherchee (3.7.1).

On voit ainsi que s1 X' majore X, alors il y a une classe d'homo-
XI X

topie canonique dlhomomorphismes de L. dans L. , savoir celIe contenant
f Xtous les L. pour f! Hom(X' ,X). Lorsque L. existe pour tout objet X

de E , on trouve donc un proobjet canonique dans la categorie K(f' des

complexes de f a homotopie pres, par l'ensemb1e preordonne Ob(!)

(qui est filtrant pour la relation de preordre opposee, en vertu de 1.7
E

On l'appellera parfois Ie procomplexe typique de!, et on Ie notera L7

Si fest abelienne, on designera par Ie m@me nom, parfois, Ie proobjet de

la categorie derivee D(f) qu'il definit, en precisant suivant Ie contexte

si on travaille dans K(C) ou dans D(C).

Comme pour X variable, on a3.8.

0.8.1) E =
X·

(limite inductive filtrante suivant l'ensemble filtrant (Ob !)o

oppose de Ob (E) ), on en conclut aussitOt

<3.8.2) El(B) .=.. l(B)

(isomorphisme fonctoriel en B),les morphismes. de transistion du systeme induc-

tif les inclusions (3.6.1). Compte tenu de (3.5.3) on trouve donc

(3.8.3) E1(B)
--y-r • 1

isomorphisme fonctoriel en B qui permet dlexprimcr E en termes du pro-complc-
E 0

xe typique , Bien entendu, on exprime de analogue E comme

<3,8.4) EO(B) HO(Hom' , B»

mats ou en vertu de 3.2 les morphismes de transition du systeme projectif

intervenant au second membre sont des isomorphismes.
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b)

c)

d)
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Nous verrons su nO 6 comment, plus precisemeht • on peut reconstituer

a Is categorie cofibree llaide du systeme des

complexes typiques

3.9. Soient X et X' deux elements de E tels que X' majore X, de sorte

qulon a
1 1

!x4!xI EX
Ceei dit, les conditions suivantes sont evidemment equivalentes

a) X majore sussi X', i.e. X et XI sont equivalents dans llensemble

preordonne Ob(!).

b) !X = !X.
c) EicE 1

X Xl X XI
Lorsque de plus L. et L. existent, ces conditions equivalent aussi

a la condition
X' X

d) Le morphisme canonique L. L. de
fme (L. e. pour une f: Xl X, La f Leche L.:

lence dlhomotopie).

En effet, a) implique evidemment d) en vertu de (3.7), et d) implique

c) en vertu de (3.5.3) et la comptabilite 3.6.

3.10. En particulier, si X est un objet de!, les conditions suivantes sont

equivalentes:

X est un objet maximal de l'ensemble preordonne Ob(E).

= E .

E 1 == E1
X
(Lorsque tout objet de admet un complexe Pout tout

XI X
objet Xl de majorant X, la flfche canonique L. L. de K(£) (comple-

xes de C homotopie est un isomorphisme.

Pour qulil existe un tel objet X de!, il est done necessaire et
E

suffisant que Ie proobjet typique L7 dans K(C) soit isomorphe a un pro-

objet constant. Dans ce cas, on peut done A un objet de

K(C) 1. e. a un "coaplexe a homotopie pres dans C ", qu ' on appeLer a encore- -
Ie complexe typique de ! , et qu'on notera encore . Avec cette conven-

tion, les formules (3.8.4) et (3.8.3) deviennent simplement:

(3.10.1) ,n» ,B»
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(Lsomorpht smee fonctorielsenB) . Dans 6.4., nous verrons plus precisement

comment on peut reconstituer la categorie cofibree ! a f-equivalence pres,
EaI' aide du complexe typique L-;- Db K(f)

resp."'I
Eet

3.11. Application a la categorie cofibree E.

Soit X un objet de !' d'ou la sous-categorie cofibree plein: (3.5.2)

!X de! des objets de! majores par X II est alors que!X s'iden-

tifie a une sous-categorie cofibree pleine de! (Cf. 1.8), dont la fibre

en Ie complexe de cochaines K de f est forme des couples (Y,

Y E Db !(KO) , comme precises dans 1.8, tels que de plus Y soit majore par

X dans E . Nous designons par
"'0
E

les foncteurs additifs sur Coch(f) associes aux categories cofibrees ad-

ditives E resp. !x . Comme! est la reunion filtrante de ses sous-categories
A

cofibrees pleines !X '

=E !X
X

on en conclut aussit6t des isomorphismes canoniques
"'0 '" 0 • "'0 "'1 "'I

O. 11. 1) E = EX = EX ,E::; EX

d'ailleurs les morphismes de transItion dans Ie deuxiemeXsysteme inductif de

(3.11.1) sont des

0.11.2)

monomorphismes, i.e. on a des inclusions
"'1 "'I
EX E ,

'" 1 "'I
permettant d' identifier les EX l des scrs -foncteurs de E • de reunion

egale a ce dernier.

Supposons que existe. Notre objet dans cette section est de definir

un canonique, fonctoriel en X Db E et K' Db Coch(f)

(3.11.3) Exl(K') ,

generalisant (3.5.3), d'ou par passage a la limite sur X (en supposant que,
X

L. existe pour tout X) un isomorphisme canonique fonctoriel en K'

0.11.4) K'»

la limite inductive etant prise l'ensemble preordonne oppose a Db! ,

cc qui a un sens grace a 3.7. On a d'ailleurs egalement la formule suivante,

dont la verification est laissee au vue sa trivialite:

0.11.5) iO(K') ,K'»!::: Hom(n
E

,Ho(K'»

Definissons done (3.11.3). Soit (Y, ) un objet de !X(K·). En

vertu de (3.5.3) l'objet Y de !(KO) est d6fini par un aorphisme

u
O

: ,K
o
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x 0
(bien determine modulo morphismes provenant de morphismes K ).

Aiors d;(Y) est defini par Ie compose dOuO : Kl , et 1a donnee

d'un isomorphisme de ce dernier objet avec l'objet nul QK1 equivaut a
1a donnee d'un homomorphisme

u1 LX K1

1 ( 0 0 Xtel que u dX = d u ) , par definition (3.1) de L . II faut enfin
o 1

exprimer 1a condition de comptabi1ite de l'isomorphisme oL avec d intro-
1 1

duite dans 1.8. On constate que celle-ci s'exprime par 1a formu1e d u =0 ...
En resume, un objet (Y, eX.) de!X est decrit, A isomorphisme pres , par

1a donnee d'un diagramme commutatiE
X 0." X

?
ti° u1tl J2

K K

qu'on peut encore interpreter commeun homomorphisme de complexes de chaines

u : .\ ]-') 1\' [1].
o 1

Soit v = (v ,v ) un autre tel homomorphisme, que1s sont 1es isomorphismes..
entre 1es objets correspondants (Y, ec ) et (Z, J,) de !iK') ?

Ce sont 1es isomorphismes entre Y et Z dans !(Ko) satisfaisant A une condi-

tion de compatibilite avec c', J exp1icitee dans 1. 8. Or dans 3.5 on a vu
o 0

Y = u (X) dans correspondent biunivoque-•
tels que

k1d
X
= vO _ uO

11 faut de plus exprimer 1a condition de compatibi1ite avec C4 , deja

invoquee. On trouve que ce11e-ci s'exprime par 1a formu1e

dOk1
=v

I _u1

1Les deux conditions sur k expriment que k est une homotopie de

u a v, plus Paecisement que l'unique homomorphisme k de degre -1 d'objets

graduds qui coincide avec k
1

en degre 1, satisfait La

condition

k + dK.k = v - u

On a ainsi defini une bijection canonique, evidemment fonctorie11e en

X et en K , entre Ie premier membre de (3.11.3) et l'ensemble des homomor-
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-df = fl)
En effet, [-1] est isomorphe 1 Jpar (idq, On

o 1done l l'homomorphisme u =(u ,u ) ei-dessus l'homomorphisme

u'_(uo, _ u1) de [-1) , 1 l'homotopie k entre u et v correspondantel'ho-

motopie-k entre u' et v' Cect ocheve de defintr 10 bijection eanonique

X d X
phismes dans K(f) de [Ll L

o
1dane K' • ce dcrn1er enscmbIe ect d' au-

tre part isomorphe canoniquement (et fonctorie11ement en K ,X) au deuxieme

membre de (3.11.3), qui peut aussi comme l'ensemb1e des ho-

momorphismes dans K(f)

0.11.3) .

3.12. La formu1e (3.11.3) , qui peut aussi se recrire

i xl(K') :::::::t HOOX(C) (L. X[_l] , K')
1 -montre done que Ie foncteur EX sur Coch (f) se factorise en fait par 1a

categorie des complexes de cochatnes A homotopie pres (ce qu'on savait d'ai1-

leurs dejA A 1.9), et qu'en tant que foncteur sur cette derniere

categorie i1 est par Ie comp1exe de eochaines comme
"'0 "'0 "Ie foncteur E = EX d'ai11eurs, representable par Ie complexe reduit

au degre 0 , On a en particu1ier un element eanonique de
'" 1 X "'I X
EX (L. E1J) C-E (L. [-1]) ,

'" X
0.12.1) \Xf; Ob!(L. [-1]),

qui l' deja. envisage entre et Le complexe

Lo ] ' correspond 11 I' canonique

0.12.2) Ob!( )

defini par = (X, 0\), ou la "trivia1isation universelle de X", re-

sultant da la definition (3.1) de =Jlx . Si X' majore X olors!X

est ennoniquement isamorphe A l'imoge de Ie morphisme de complexes

de deduit par translation -1 de , et en In bijec-
X' Xtlon (3.11.3) cette condition caraeterise L. --, L. en tant que

de K(£).

4. La proobjet Ne et l'homqmorphisme objet de !.

4.1 D5ftB 1e present et Ie sulvont, nous supposerons que fest une
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categorie abelienne, et nous nous interesserons aux objets de cohomologie des

respectivement de J ces derniers etant interpretes comme les proobjets
X

(Hi(L.»xtOb(!) , pour i=O,I. Pour simplifier, nous supposerons que satis-

fait a la condition
EL. de E est defini, i.e. pour tout objet

defini i.e. Ie foncteur DX de (3.1) eat

(iv) Le procomplexe typique
X

X de !' Ie complexe typigue L. est

representable.

Rappelons pour memoire (3.4) que H est un proobjct constant, s'i-
o

dentifiant done h un objet de £ que nnus noteronsflE ' et qui represente
o

canoniquement Ie foncteur E

ou pour tout objet de X on

= H (IE.)
o

E
N
E

= HI (L.)

des NX ' X

On posers d'autre part

(4.1.2)

(4.1.1)

c'est done Ie proobjet

pose

(4.1. 3) N
X
=H = Ker X)

ou A est l'objet de C au dessus se trouve X.
Proposition 4.2. Le-proobjet N

E
de £ i.e. si l'obJet X' de!

majore l'objet X, alors l'homomorphisme de transition est un epi-

morphisme. De plus, pour X et X' eomme ci-dessus, les conditions suivantes

sont equivalentes :

1 1
EX' (EX est cffa9able, i.e. pour tout objet B de C et

existe un monomomorphisme u: B---:, B' C tel que

a) N
X'

NX cst un isomorphisme.

X' Xb) L. L. est un isomorphisme dans la categoric derivee D(f),
X' X

pour une fleche f: X'--t X, I' homomorphisme correspondant L. ---I»L. est un qua-

1!!.-isomorphisme .

c) La fone teur

X6E
X,1(B),

il
I

u'( x) E. Tm EX (B)

c') Pour tout objet Y de E au-dessus d'un objet B C, tel que X' ma-

jore Y, 11 existe un monomorphisme u: B dans C tel que X majore u* (Y).

$1 dans C il existe suffisamment d'injectifs, cas conditions equivalent

8ussi aux suivantes :

I 1
d) Pour tout objet injectif B S, EX (B) = EX' (B)

d') Tout objet Y de E, 8u-dessus d'un objet injectif B de C , qui est

majore par X' est majore par X.
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Dp.monstration de 4.2. Les eouivalences ,

et sont trivia1es. L'equiva1ence est un cas particu1ier du

lemme suivant, compte tenu de (3.5.3) et de la compatibilite (3.6); ce lemmc

jmpliQue aussi 13 premiere assertion de 1a proposition.

Lemme 4.2. 1. L.' -7 L. un homomorphisme de complexes dans 12 cntegorie

et soit i un entier (1=1 dans Ie cas particulier cnvisnge plus

8i pour tout objet B de £, l'homomorphisme

(K) Ei(B) = Hi(Hom"(L. = Hi(Hom'(L! ,B»

est injeetif, alors l'homomorphisme

(!Ul)
1. 1.

est surjectif, (et la reciproque est vraie si on suppose de plus que l'homo-

morphisme

Hi_1(L. ') rH
1
-1(L.)

est bijeetif). Pour que Ie foneteur E' IE soit en outre effa9able, (ou en-

si f admet suffisamment d'objets injectifs, pour que ce foncteur s'an-

oule sur les objets injectifs), il faut et il suffit que l'homomorphisme

(KK) soit meme bijectif.

Ln demonstration de ee leDme standari est laissee au lecteur.

4.3. Soit X un objet de E au dessus de l'objet A de C. L'homomorphisme com-

pose

ex: = Ker ( A

de proobjets de est l'homomorphisme earacteristique de l'objet X.

En vertu de 4.1 et 4.2 , eet homomorphisme s'insere donc dans une suite

exaete fonctorielle en X

(4.3.1) N
E

X .....,.fl.E-tpo
Pour que l'homomorphisme soit nul, il faut et il suffit que

l'on ait NX = 0 , i.e. que l'homomorphisme canonique soit injectif.

Ql1and il en est ainsi,n X est donc une extension de fl. E par A. On obtient

un foncteur canonique de la sous-categorie pleine !s de-! forme des objets

a homomorphisme caraeteristique nul, dans In categorie Ex(J1 E) des extensions

de JlE par des objets de C :
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foncteur qui est evidemment un foncteur cartesien de categories cofibrees

additives sur C. (Nous verrons plus bas que ce foncteur est une equivalence

lorsque! est exacte 8 gauche (2.2).)

4.4. On conclut comme cas particulier de 4.2 que pour un objet X de ! '
les conditions suivantes sont equivalentes

a) Pour tout objet X' de! majorant X, l'homomorphisme canonique

est un isomorphisme.

b) Pour tout objet X' de E majorant X. l'homomorphisme canonique
X' X -
L. --+ L. de la categorie derivee D(f) est un isomorphisme, i.e. pour une

X' X
fHkhe f:X' la fl@che correspondante L. L. est un quasi-isomorphis-

me.
1 1

c) Lc foncteur E lEx est

c') Pour tout objet Y de E au dessus d'un objet B de f, i1 existe un

monomorphisme u:B-B' dans C tel que u (y) soit mDjore par X.-------r _ ..

Enfin, si f admet suffisammcnt d'objets injectifs, ces conditions equi-

valent encore aux suivantes:

d)

d' )

re par X.

1 1
Pour tout objet injectif B de f'

i
on a E (B) = EX (B).

Tout objet Y de ! au dessus d'un objet injectif B de C est majo-

Un objet X de ! satisfaisant aux conditions precedentes sera appelt un

objet quasi-maximal de ! . Pour qu'il existe un objet quasi-maximal de!, il

faut et il suffit donc que Ie proobjet de D(C) soit isomorphe 8 un proob-

jet constant. Dans ce cas, on peut identifier 8 un objet de la categoric

derivee D(C) , valeur commune (8 quasi-isomorphisme pres) des complexes typi-
X -

que L. pour X quasi-maximal. De NE s'identifie alors 8 un objet de f,

valeur commune (8 isomorphisme canonique pres) des NX pour X quasi-maximal,
E

ou, si on prefere, limite projective du pro-objet stationnaire L7 . La suite

exacte (4.3.1) peut alors atre consideree comme une suite exactc d'objets

ordinaires de C.

En plus des (i) a (iv) deja introduites pour la categorie

cofibree !' nous aurons donc l'occasion egalement d'utiliser la suivante :

(v) II existe un objet quasi-maximal de E
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4,5. On peut donner du proobjet NE une interpretation

n E - 0deja donnee pour E = (qui represente E )t dont

immediate a partir-de 1a definition et de (3.8.3) : NE prorepresente Ie
o 1 1 -foncteur exact a gauche R E associe a E . On en conclut que pour que

admette un objet quasi-maximal, i1 faut et il suffit que ROE
I
soit repre-

sentable t auque1 cas il est representable par l'objet NE de C.

5. Cas d'une categorie cofibree exacte a gauche.

5.1. Nous supposons dans Ie present numero que Q est une categorie abelien-

ne, et que 1a categorie cofibree E sur C satisfait aux conditions (i) (ii)

et (iv), i.e. que c'est une categorie cofibree additive admettant un pro-

1 • T.Ecamp exe typ1que

5.2. Soient L. et K' deux complexes de C ; conformement aux conventions

generales t nous ecrivons Exti(L. ,K') pour 1es homomorphismes de degre i de

L. dans K' dans 1a categorie derivee D(Q). On a donc des isomorphismes ca-

noniques

Exti(L. ,K' ) (L I .,Y-' Homi(f) (L.,KI')

Hom i (L'.,K")
L! ,K'" K(C)

au L! parcourt 1a categorie fi1trante des objets de K(C) sur L. a fleche

structurale L! ----1L. un quasi-isomorphisme, et K" la categorie filtrante

des objets de K(Q) SOllS K' a structurale un quasi-isomor-

phisme t K(Q) designant comme d'habitude 1a categorie des complexes de Q a

homotopie pres. Rappelons d'autre part que pour 4eux ccoplexes L. t K' on Q

isomorphisme canonique :

Hami(Q) (L .•K·) = Hi(Hom' (L. ,K'»

Supposons maintenant que K' soit reduit a un objet B de C . Alors,il

resulte de la premiere assertion de 4.2.1 que dans Ie premier systeme induc-

tif de (5.2.1), les homomorphismes de transition sont injectifs. En parti-

culier, on en conclut que l'homomorphisme canonique

(5.2.3)

est injectif.
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5.3. Revenant alors h la formule (3.8.3), on trouve un homomorphisme cano-

nique injectif, fonctoriel en B :

(S. 3.1> , B)

Bien entendu, la formule (3.8.4) egalement s'ecrire comme un isomorphis-

me fonctoriel

(S.3.2)

Theoreme S.4.

o 0 XE (B) lim Ext (L. ,B)r
Sous les conditions (i) (ii) (iv) rappelees dans S.l, les

conditions suivantes sur la categorie cofibree ! sont equivalentes

a) E est exacte A gauche (condition (iii) de 2.2).

b) L'homomorphisme fonctorie1 (S.3.1) est un isomorphisme.

c) Pour tout objet X de ! et tout guasi-isomorphisme u: L!

dans C(,£) , Li = 0 four i¥O, 1, il existe un objet X' de! maj orant X

tel que Ie morphisme de C(,£) se factorise par u.

De plus, si ces conditions sont verifiees, l'operateur cobord (2.5.1)

s'identifie, h 1'aide des isomorphismes (5.3.1) et (S.3.2), A l'homomorphis-

me deduit par passage A la limite a partir des homomorphismes cobords habi-

tuels

S.4.l. On voit done que lorsque E est exacte a gauche, alors la struc-
- (0 1 .)ture du foncteur eohomologique tronque E ,E ,J de 2.S est entierement

E
determinee a l'aide du procomplexe typique L7, en tant gue proobjet de la

eategorie derivee D(f) seulement. La situation est particulierement simple
E

lorsque de plus! admet un objet quasi-maximal (4.4) , de sorte que L7 s'i-

dentifie a un objet ordinaire de dont la connaissance implique celIe

du foncteur cohomologique tronque precedent, via les isomorphismes canoni-

ques deduit8 de (5.3.1) et (5.3.2)

(5.4.1.1) ,B) ,. El(B) ::::!.. , B)
E

Nous verrons plus bas (6.9) comment la connaissance de L7 permet dans

cas, de reconstituer la categorie cofibree ! a ,£-equivalence pres.

5.4.2. Prouvans Sait en effet u: L! un quasi-isomorphisme

comme dans c). Alors en vertu de a) et (2.7), Ie foncteur

i.(L! [-1]) [1])
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est une equivalence. Uti1isant l' objet canonique \ X du deuxfeme membre

(3.12.1), on trouve que celui-ci provient d'un objet du p%emier membre,

A isomorph1sme unique preS. En vertu de (3.11.3), ee dernier est

done par un homomorphisme dans K(f),

X'
L. ---) L!

ecmme image de l'objet canonique f X' par Ie foncteur correspondant
... X'... )
!(L. [-lJ) ---t E(L! [-lJ) . Comme l' homomorphisme compose

XI X

applique alors f X' dans t X (8 un isomorphisme pres), on voit que cet homo-
S) X' X

morphisme est egal 8 1 'homomorphisme de transition L. _) L. , ce qui prouve

c). On notera qu'on a seulement utilise la condition que Li = 0 pour i)2

(de sorte que L![-l] est un complexe de cochaines), et non pas Li = 0 pour

i ,.) ; i1 est d I ailleurs evident 8 priori que Le cas particulier formul.d dans

1a condition c) imp1ique Ie cas plus general en apparence qu'on vient de si-

gnaler.

5.4.3. Prouvons que c) implique b). On sait que dans la formule (5.2.1),

si on suppose H (1.) = 0 pour n< n ,on peut dans le deuxfeme membre se bor-
n 0

ner 8 des L! pour 1esque1s la condition est verifiee. De plus, 10rsque

K' est un complexe de cochaines, on peut se borner dans cette expression de

prendre des L! tels que = 0 pour n >i : en effet, Ham:«C)(L! ,K') ne chan-

ge pas, comme on constate aussitOt, lorsqu'on remplace L! par Ie complexe

tronque deduit de L! en par 0 les coaposQnts de degre >i, et en

remplac;ant Li par GOker(Li+l -7 Lp, (Leque I tronque depend fonctoriellement

de L!). Cela dit, lorsque L. = et que K' est reduit au degre zero, on

peut done dans Ie deuxieme membre de (5.2.1) se borner aux L! qui sont des

complexes de chatnes avec = 0 pour 0,1. Passant A la limite dans la
1.

formule obtenue pour X variable, on trouve que Ie deuxieme membre de (5.3.1)

s'exprime eomme une limite inductive d'expressions Homi<c)(L! , B), ou L! est
X -

un complexe eomme ci-dessus, s'envoyant dans un L. par un quasi-isomorphisme

de K(C). La eonditicn c) signifie que dans la categorie eofiltrante de ees L! ,

les sont cofinaux. Donc Ie deuxieme membre de (5.3.1) nlest autre que

, i.e. Bl(B) en vertu de (3.8.3).

5.4.4. Prouvons que b) implique a). Cette implication tombera comme un
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fruit mQr dans (6.9 ), qui precise 11isomorphisme (3.8.3) comme provenant d'uDe

equivalence remarquable de categories fibrees. Mais comme la verification

des compatibilites sur lesque1les devrait reposer loco cit. est

rement penible, nous indiquons iei Ie principe d'une demonstration plus di-

recte. Nous allons utiliser Ie

Lemme 5.4.4.1. Supposons toujours que 1a categorie cofibree E satisfait

aux conditions (i) (ii) (iv) comme precise dans 5.1. Alors pour toute suite

exacte

de f, Ie foncteur
(M)

correspondant (2.1.2) :

[A' All)

est pleinement fidele.

Utilisant Ie fait que Ie foncteur en question est compatible avec les

structure. sur les deux membres (dans Ie sens explicite dans 1.4), on voit

que la fidelite (resp. pleine fidelite) du foncteur equivaut au fait que la

suite

0-tEo(A) EO(A')
oest exacte en E (A) (resp. est exacte), ce qui exprime en effet que l'homo-

morphisme sur les groupes Aut des objets nuls induit par (K) est injectif

(resp. et que de plus un objet du premier membre qui devient nul dans Ie

second est nul). Done la validite de la conclusion du lemme pour toute suite

exacte equivaut A l'exactitude A gauche de EO. Or
ose du lemme implique que E est representable (3.3), at A fortiori exact)

gauche.

Compte tenu du lemme, pour prouver la condition a) de 5.4 moyennant la

condition b), 11 reste A prouver que Ie foncteur (K) est essentiel1ement sur-

jectif. Or en vertu de (3.11.3), un objet du second membre est defini par

un homomorphisme de degre 1 dans K(C)
- I

En vertu de la derniere formule (5.2.1), un tel homomorphisme definit un
1 Xelement de Ext (L. , A), donc un element du second membre de (5.3.1). Comme

par hypothese (5.3.1) est isomorphisme, on voit qulil existe un X' de E ma-

jorant X tel que Ie compose

[A' ....,



Chois issons un

D.
E
= H ,

_ 0 1
momorphisme u

- -

soit dans A), ce qui prouve, toujours en vertu de <3.11.3), que
- Kl'e1ement envisage du deuxieme membre de ( ) est dans l'image essentie11e du

second.

5.4.5. On a ainsi prouve l'equiva1ence des conditions a),b) et c) de 5.4, et

i1 reste seu1ement A prouver 1a derniere assertion de 5.4 concernant 1a com-

patibilite des deux operateurs () re1atifs A une suite exacte 0-7A....,A'-"7A"....::, O.
oobjet que1conque X Comme E est representable par

1a donnee d'un element de EO(A") equivaut A 1a donne d'un ho-

tel que u
1d
x = 0, i.e. rendant counnutatif Le diagramme

LX LX
1 0

1 t
A' A"

D'autre part, on voit aussitOt sur 1es definitions de (2.5.1) et de (3.11.3)

que l'objet (QA'«') de classe defini par«n'est

autre que l'objet associe dans 3.11. au diagramme commutati£ precedent. Mais

c'est un point standard d'a1gebre homo1ogique, que nous supposons connu, que

l'e1ement du , A) defini par ce diagramme n'est autre que l'ima-
-x oX IX . .ge deo< par u: Ext (L, , A") Ext (L. , A). (A moans qu' on n' at t de La ma1-

chance et que ce soit l'oppose ? I). Cela prouve la compatibi1ite annoncee

(resp. la compatibi1ite opposee), et 1a demonstration de 5.4 (resp. de

son contraire).

5.4.6. Pour les applications de 5.4, i1 semble que ce soit (outre 1a compa-

tibi1ite pour les operateurs cobord) l'implication qui est la plus

utile. C'est pourquoi nous allons indiquer une demonstration directe de cette

fmplication, uti1isant 1a compatibi1ite en question.

Posons

E' t(B) = , B)

de sorte que nous avons un de £oncteurs cohomologiques tronques

£=(£0,f1) : (Eo,E1, -? (E,o,E,l, d)

ayant 1es vertus suivantes : fO est un isomorphisme, £1 est un mocrymorphisme,

en£in E,l /E1 est En effet, un element de E,I(B) est donne par un

homomorphisme de degre 1 dans K'(C)

C'(B)
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ou C'(B) est de B, et on voit slors tout de suite qua aon

dans E,l(Co) est dans l'image de El(Co) (savoir, provient de de
1o. X 0E (C ) dehni par L

l
C ). Or on voit que les conditions que nous venons

d'enumerer pour f impliquent formel1ement que f est un isomorphisme. Pour

voir que fl(B) : E,l(B) est surjectif, i.e. que tout element de
1 1

E' (B) appartient A l'image de E (B), on choisit un monomorphisme tel

que l'image de x dans E,l(C) cst dans l'image de E1(C), et on va A la chasse

dans l'homomorphisme de suites exactes

EO(C/B) -+ El(B) El(C)
J,l J,l [ J r

ce qui donne Ie resu1tat voulu.

Corollaire 5.5. Supposons que la categorie cofibree est exacte a gaucheetqu'elle

admet un procomplexe typique. Alors pour tout complexe de cochafnes K' f,
l'homomorphisme canonique fonctoriel deduit de (3.11.4)

(5 5 1) l' l( X .)• • E Ki Ext L.,I{

est un isomorphisme. Compte tenu cet isomorphisme et de l'isomorphisme

3.11.5 ,pour toute suite exacte de complexes de

cochatnes, l'homomorphisme cobord

d: iO(K"') il(K')

defini dans 2.5 (grAce au fait que est exact A gauche en vertu

de 2.7) cotncide avec l'homomorphisme deduit par passage A la limite des
- 0 X 1 X
homomorphismes cobord habituels Ext (L. , (L.,K·).

La premiere assertion resulte aussit6t de 1a va1idite de la condition

c) de 5.4, en utilisant Le raisonnement de 5.4.3. r,)ur 1a deuxfeme , on pro-

cede encore comme dans 5.4.5.

Corollaire 5.6 .. Supposons que la categoric cofibree est exacte a gauche et

gu'elle admet un procOillp1exe typique. ,Alors Ie foncteur canonique

dans 4.3, sous-categorie strictement

!s de formee des objets A homomorphisme nul, dans 1a ca-

tegorie cofibree des extensions deSlE par des objets de est une equiva

lence de categories.
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C'est une consequence facile de 1a condition b) de 5.4, compte tenu que

Ie foncteur envisage est compatible avec les structures @ sur les deux mem-

bres Noue laissons la verification au lecteur.

Corollaire 5.7. Supposons la categorie cofibree! £ exacte l gauche (!!
qu'elle admette un procomplexe typiquej. Alors les conditions suivantes sont

equivalentes :

a) N = 0
E

b) TOUt objet de E est guasi-maximal (4.4).

c) ! ill £-eguivalente l la categorie cofibree Ex (11) des extensions

d'un objet fixen de f par des objets de C .

Cela resulte aussit8t de 4.4. et 5.6. Notons d'ailleurs qu'une categorie

de la forme !!(!1) est automatiquement exacte l gauche et admet Ie complexe

typique fl, comme on Ie verifie facilement. De plus, l'objetJlLdont il est

question dans c) est determine l isomorphisme unique pres, etant canonique-

ment isomorphe l fiE .

Corollaire 5.8. Soit une categorie cofibree additive sur £' tel Ie que Ie

foncteur EO soit representable par un objet i1E de f (ce qui est Ie cas si

! admet un procomplexe typigue). Alors les conrlitions suivantes sont

lentes :

a) n E = 0 ,i.e. EO = 0 .

b) Les categories fibres !(A) (A £ Ob(C» sont discretes.

c) Le foncteur est fidele.

Si E est exact l gauche et admet un complexe typique, alors les condi-

tions a) ! c) equivalent encore l celle-ci

d) ! f-equivalente a la cofibree a fibres discretes defi-

nie par un foncteur representable f

L'equivalence de b) et c) est vraie pour toute categorie fibree ou cofi-

bree l fibres des groupoiaes (i.e. dont toute £lecbe est cartesienne),celle

de a) et b) resulte aussit6t des definitions et de 1.5 b), enfin l'equiva-

lence de ces conditions avec d) dans Ie cas precise resulte 8ussitOt de

5.4 a)=tb).

Notons d'ailleurs que pour tout objet N de f, la categorie cofibree a
fibres discretes sur C definie par Ie foncteur Ap.,Hom(N,A): est
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bien exacte gauche et admet Ie complexe typique N[l] , comme on Ie

facilement. De plus, l'objet N dont il est question dans d) est

isomorphisme unique pres par etant canonlquement lsomorphe NE

5.9. Supposons que E sur C est exacte a gauche et qu'elle adrnette un cornplexe

typique, et supposons enfin quen
E
= a (cf. 5.8). On exprimera parfois ce

dernier fait en disant que Ia cofibree sur £ est nette. Soit aIors

X un objet de E au-dessus d'un objet A de £, de sorte que X est defini (a iso-

phisrne unique pres) par son hornornorphisrne caracteristique

(5. 9. 1) }-: N
E

= N

En vertu de la suite exacte (4.3.T) et de la relation f1E = 0, on volt que

l'on a un isomorphisme eanonique :

(5.9.2) {\ X t:JI Coker J.
done que cet homomQrphisme est un al et seule-

ment si (1x = 0. On dira dans ce cas que l'objet X est un objet de !.

La sous-categorie pleine E t de E formee des objets nets est une sous-cate--ne -
gorie ordonnee (i.e. pour deux objets il y a au plus une fleche de l'un

dans l'autre), ayant grand element l'objet Z de E(N) dont l'homo-

morphisme caracteristique est . C'est 80ssi (a ioacorphisme Ie s&u1

objet de ! A la fois quasi-maximal et net, et il est maximal. La cate-

gorie E test aussi la categorie a l'ensemble des objets-ne
quotients de N = NE J lequel s'ldentifie a l'ensemble ordonne associe a l'en-

semble Ob(E ) (pour la relation de habituelle).
-net

5.10. On lalsse au lecteur sain d'enoncer lea variantes de 5.8. et 5.9.

lorsqu'on y remplace l'hypothese d'existence d'un complexe typique pour!

par la seule existence d'un pro-complexe typique : dans la condition 5.8 d)

il Y a lieu de rempIaeer Le mot ::;:epresentable" par "proraprdsentab Ie" (ou

enC0re " strictement prorepresentable"), et dans 5.9. i1 faut omettre l'asser-

tion de l'existence c'un plus grand element dans Ob(E t) : ce dernier exis--ne
te si et seulement si admet un objet quasi-maximal, i.e. s'i1 admet un com-

plexe typique (comme postule dans 5.9).

5.11. Supposons que 1a categorie cofibree E soit exacte a gauche et admette
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un complexe typique . D'apres la theorie de structure connue [16] des

complexes n'ayant que deux objets de cohomologie au plus non nuls, on sait

que Ie complexe typique L! est connu, a isomorphisme (non unique !) pres

dans la categorie derivee D(f) , par la connaissance de r,es objets de coho-

mologie

et d'une classe canonique

• ME )
done de reconstituer Le () -foncteur

de recuperer elle-m@me a f-equivalence pres. D'apres

ra1e de loc. cit. , la classe est nulle si et seulement

morphe dans D(f) au complexe

elIes permettent

la theorie gene-

si est iso-

bas (6.10),

Ext2(fl
E

permettent

nous verrons plus

(5.11.1)

En vertu de 5.4. ces donnees
o 1 "\tronque (E ,E , 0 ), et comme

o
(5.11.2) J
On peut preciser ce point de la suivante. Utilisant la suite exacte

i i r\ i
infinie rzliant les Ext (L. ,A), Ext et Ext (N,A). on trouve

est aussi l'obstruction a l'existence d'un objet de dont l'homomorphis-

me caracteristique soit egal a D'autre part, on constate aussi-

tOt que pour un tel objet X, Ie complexe typique est isomorphe (dans C(f) )

a (5.11.2).

6. Categories cofibrees definies par des complexes de chatnes, et theoremes

de reprcscntabilite

6.1. Lorsque E est une categorie cofibree additive sur C admettant un pro-

complexe , proobjet de K(f) , nous avona vu dans (3.8.3) et (3.8.4)

comment la connaissance de ce dernier permet de reeonstituer les deux fonc-

teurs EO et E
I.

Dans Ie cas ou E est de plus exacte a gauche, en vertu de
-E

5.4 il suffit m!me de connattre L7 en tant que proobjet de D(f) , grAce aux

isomorphismes(S.3.1) et (5.3.2), et on en conclut la connaissance du foncteur

cohomologique a isomorphisme pres. Mais on voit sur des exemples

que lorsque! admet un objet maximal (3.10), de sorte que s'identi-

fie a un objet ordinaire de K(f) , la connaissance du foncteur cohomologique
Eprecedent n'implique pas celIe du complexe a un isomorphisme unique pres

dans D(C). Cela provient du fait qu'en general, si f est una categorie abe-
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lienne , Ie foncteur qui a tout complexe de chaines L. de longueur 1 (i.e.

avec.Li =°pour i; 0,1) associe Ie foncteur cohomo1ogique correspondant

t - » sur n'est pas necessairement p1einement fide1e, ni m@me

fide1e. II est cependant possible de donner une caracterisation axiomatique,

A isomorphisme unique pres, de en tant qu'objet de resp. de

en precisant 1es resu1tats 3.8 et 5,4 de A obtenir une description

de 1a categorie cofibree A pres, en termes dudit objet

C'est lA Ie but du present numero.

Dans 1a suite, designe une categorie additive, qu'on supposera abe-

1ienne Ie moment venu,

6.2. Definition d'une categorie fibree additive i Coch(Ab) .

Par Ab nous designons la categorie des groupes abe1iens, elements

d'un univers Nous definissons comme une categorie cofibree scin-

dee (SGA 1 VI 9) associee A un foneteur covariant

(6.2.0 Coch(Ab) --}(Cat)

defini de 1a suivante. Si K' est un comp1exe de cochatnes de groupes

abe1iens, (K') est 1a categorie dont l'ensemble des objets est donne par

(6.2.2)

l'ensemble des fleches de z dans z' (z,z' Zl(K'» etant donne par

(6.2.3) Hom(z,z') ={ u ;K
o I du = z'-z}

La composition des homomorphismes se fait de evidente par l'addition

dans KO . On obtient bien ainsi une categorie, dependant fonctoriellement

de K' de evidente, d'ou une categorie cofibree scindee t ' On verifie

que si K' , K" ( Coch(Ab) , a10rs Ie foncteur ci-dessous est

un isomorphisme de categories :

(6.2.4) 1 (K' xK' .) j(K' .)

II en resulte en particulier que la eategorie cofibree est additive, et

par suite les categories fibres (K') = (K') sont munies des structures

supplementaires explicitees dans 1.4, lei on a m@me mieux, grace au scin-

dage et au fait que (6.2.4) est un isomorphisme, et non une equivalence

seulement : Ie bifoncteur @ sur (K') est determine canoniquement (pas
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seulement A lsomorphisme et il satisfait aux "vr aies" relatioDs d'as-

sociativite, commutativite, unitarite et d'existence d'inverses (et non

seulement A isomorphisme pres comme dans (1.4.2) et (1.4.4». Notons les

isomorphismes canoniques

(6.2.5)

On facilement que la categorie cofibree est non seulement addi-

tive, mais encore exacte A gauche. L'operateur cobord correspondant

!l°(K'" ) il(K') , relatif a une suite exacte 0 K'" 0 dans

Coch(Ab), n'est autre via les identifications (6.2.5) que

cobord habitue1 RO(K"')

En fait, pour pourvoir conc1ure que

est une equivalence de categories, pour une suite K' K"4 K'" d'homo-

morphismes de complexes de cochatnes de compose nul, i1 n'est pas neces-

saire que ceux-ci s'inserent dans une suite exacte courte. II suffit qu'on

ait exactitude pour les suites

Ce1a Be prouve en effet par la demonstration qui etab1it l'exactitude a
gauche de

6.3. Categorie cofibree additive fL. associe a complexe de

cha1nes L. dans C.

Soit L. un comp1exe de chaines de f , droll un foncteur

(6.3.1) (L. ,K') : Coch(.£}-'J"Coch(Ab)

en supposant par 1a suite que a ete choisi assez grand pour que

C soit une (i.e. pour deux objets A,B de C, Hom{A,B) est iso-

morphe a un ensemble element de qL). Composant avec Ie foncteur (6.2.0

on trouve un foncteur

(6.3.2) ,K'» :

d'ou une categorie cofibree scindee sur Coch que nous noterons I L.

(6.3.3)
...
L.(K·) = (Hom·(L.,K"»
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L'isomorphisme (6.2.4) implique un isomorphisme

(6.3.4) i L. (K' xK' .) ==;. iL. iL. (K' .)
...

qui implique fortiori que f L.est encore une additive

(avec les dans 6.2).

On fera attention que si C est abe1ienne, cette

ni roame sa restriction a f, n'est en exacte a gauche. El1e

l'est cependant si on suppose que Ie foncteur est exact...
(compte tenu du fait que est exacte a gauche), ce qui signifie aussi que

les composantes de L. sont des objets projectifs de f. En fait il suffit...
m@me, pour que L 80it exacte a gauche, que L soit projectif, comme on

. 0

voit en utilisant 1a derniere observation faite dans 6.2. Enfin, on voit de

roame que sans hypothese sur L. , si on a une suite exacte _K':'- K"'--M)

en chaque a10rs 1a suite par Hom·(L. , - ) est

encore exacte, d'ou que Ie foncteur

(K') (rK" ---+ KI/=l'
-L. -L. L' .Y

est uue de

Signalons aussi que 1a est

a l'extension canonique de sa restriction L. a f, ce qui montre que la

notation uti1isee est raisonnable.

Notons qu'a isomorphisme pres, Ie foncteur (6.3.1), et par suite 1a...
cofibree ne change pas si on tronque L. , en 1es

Li pour i. 2 par 0, et L1 par Coker(L2 L1). Par suite pour l' des

de 1a forme f L.' on peut supposer que Li = 0 pour

ce que nous supposerons

Notons que si dans f les conoyaux existent, a10rs pour tout objet

X de mL. , au-dessus d'un objet A de f, done par un homomorphisme

X: Ll --+ A

Ie foneteur DX de 3.1 est par la somme amalgamEe

(6.3.5)

dans Ie
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(6.3.5)

Dans ce dernier, la fleche A-.flx n'est autre que ceLle envtsagee dans 3.1 ,

et qui donne naissance au comp1exe typique

D'autre part, i1 est evident que admet un element maximal (3.10), sa-

voir l'objet au-dessus de L defini par l'homomorphisme cobord
o

-d : Ll ---. Lo de L. [ -1] .

6.4. Application a la structure de !X .

Revenons alors aux conditions de 3.5, E etant maintenant une categorie

cofibree additive donnee cur C, X un objet de E tel que Ie cooplexc typique

existe. Alors i1 est que les de 3.5 fournissent en

fait un foncteur cocartesien canonique

(6.4.1)

qui est une equivalence de cofibrees.

En particulier, si X est un objet maximal de !' de sorte que! =!X '

on trouve ainsi la structure de E, a C-equivalence pres, en termes du com-

plexe = (qu'il suffit de connattre en tant qu'objet de

K(£) , cf. 6.6). On voit ainsi, compte tenu des resultats de 6.3, qu'on a

Proposition 6.5. Soit! une categoric cofibree sur la categorie additive £
ou les conoyaux existent. Pour que! soit f-equivalente a une categorie

cofibree de la forme pour un complexe de chatnes convenable L. £ ,
il faut et il suffit que! soit additive, admette un objet maximal, at que

pour tout objet X de ! Ie complexe typique soit defini, Ie foncteur

DX de 3.1 soit representable; i1 8uffit m@me d'exiger cette condition pour

un objet maximal X de E.

En fait, nous verrons plus bas que L. est determine en termes de !

a isomorphisme unique pres dans K(f), lorsqu'on exige (ce qui est loisib1e)



(*)

- 53 -

qu'on ait Li=O pour i

6.6. Iffet d'une homotopie entre homomorphismes de complexes.

Notons d'abord que les deux membres du foncteur (6.2.1) sont des

2-categories [8J [11) et non seulement des categQries : c'est bien connu

pour (Cat), et sans doute aussi pour Coch(Ab) : plus generalement, pour

toute categorie abelienne!, la categorie des complexes de peut

considereecomme une 2-categories, dans laque1le les objets (ou

sont les complexes, lea sont les homomorphismes de complexes, et

les sont les homotopies entre de complexes. II y n

lieu alors de preciser 1a donnee du foncteur (6.2.1) en une donnee de 2-fonc-

teur entre 2-categories [11] Sa valeur sur les objets et les

etant deja definie, il reste a definir sa valeur sur les Soient

donc

deux homomorphismes de complexes de cochatnes dans Ab, et soit

h: u ---.J v

une homotopie de u a v, i.e. un homomorphisme de degre -1 d'objets gradues,

tel que

v - u = d h + h dKk'

On va alors definir un isomorphisme entre foncteurs

(6.6.1)

Soit donc z un objet de 1(K'), i.e. un 1-cocycle de K' , de sorte que

d z = O. La relation (*) appliquee a z donne donc

v(z) - u(z) = d h(z)

qui signifie donc que h(z) definit un homomorphisme de u(z) = dans

v(z) = On verifie immediatement que ce dernier est fonctoriel en

z, ce qui definit l'isomorphisme (6.6.1). On 1aisse egalement au 1ecteur

de verifier que 1es fonctions ainsi definies sur objets, 1-f16ches et 2-fla-

ches satisfont aux conditions, bien connues de tous, qui expriment qu'on a

bien un 2-foncteur.
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Revenant alors a une additive f munie d'un complexe de chai-

nes L., Ie foncteur (6.3.1) provient d'un 2-foncteur, done il en

est de du (6.3.2). Comme nous voyons que si on

a une homotopie

h: u,"",v

entre deux homomorphismes de complexes de cochatnes de £' U,v:

slors on en conclut un isomorphisme canonique entre les foncteurs corres-- ..
pondants jL, (u), !t. (v): (K (K'·). Ce n'est d'ailleurs Ia qu'un

portlcvller de 1.9, moyennant vee v'r1flcet1on de

au lecteur infatigable.

Plus interessante pour nous est la consequence quton tire des

xions pour Ie comportement de la categorie

fonction de L.. Tout d'abord, comme Ie foncteur (6.3.2) est fonctoriel en

L. (de contravariante).il en aussitOt que la cofi-

mL. fonctoriellement de L., i.e. la d'un homomorphisme de

complexes de chaines

f:

un foncteur de sur Coch(f)

: L. --...,. L!

avec lea proprietes evidentes de (stricte, pas seulement a
isomorphisme pres). Mais on a mieux : si on a deux homomorphismes de com-

plexes de chaines

f,g L!

et une homotopie

h: f'"V g

de l'un a l'autre, on en deduit un isomorphisme de C-foncteurs

o ----3. 0=f - r =g

qui fibre par fibre est comme il est dit au debut de la section,

de l'homotopie de h entre les deux homomorphismes de complexes

Hom·(L. definis par f et g respectivement.
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On peut dire, de plus savante et plus que

(6.6.2)

est un 2-foncteur, de la 2-categorie opposee A la 2-categorie Ch(f), dans

la 2-categorie des categories cofibrees sur f (dont les sont lee

foncteurs cocartesiens de telles categories, et les 2-fleches les

phismes entre tels foncteurs). Ce 2-foncteur se definit via Ie 2-foncteur

(6.6.3)

de la categorie opposee de Ch(f) dans la 2-categorie des foncteurs de

Coch(f) dans (Cat), obtenu en composant les deux 2-foncteurs naturels

Ch(f)· 0 ,-) (f ( ) d 1 2 ' 4 CA h(Ab»oncteurs de Coch fans a uC __

composition avec Ie 2-foncteur
: CochfAb ) ---,.(Cat}

-.j,r
(foncteurs de Coch(f) dans la 2-categorie (Cat».

En particulier, pour deux complexes de chaines L. ,L! de f, de longueur 1,

on trouve un foncteur canonique

(6.6.4)

ou Ie premier membre n'est qu'une autre d'ecrlre la categorie des

homomorphismes entre les objets L.' et L. de la 2-categorie Ch(f), et Ie

membre designe la categorie des C-foncteurs cocartesiens de

dans

6.6.5. Comme consequence immediate de ce qui precede, on trouve que si

f:L! est un homotopisme (i.e. definit un ismorphisme dans K(C»,

alors : est une £-equivalence de categories cofibrees. Par

suite, a f-equivalence pres la categorie cofibree ne depend que de la

classe d'isomorphie de L. comme objet de K(f).

6.7. Categories cofibrees associees A certains systemes projectifs de

complexes de chafnes.

La premiere idee que pourrait suggerer Ie titre de la section et Ie

dernier resultat de la section precedente, c'est quiA tout systeme projec-
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tif filtrant (L.(i»i(! de complexes de chaines, consideres comme objets de

K(f), on puisse associer une categorie cofibree sur f, qui serait tine limite

de categories de 1a forme de que (3.8.3) puisse s'interpreter

comme provenant d tune Cequivalence de la categorie cofibree etudiee E avec

Is categorie aBsociee au procomplexe typique de K(f).

idee s'avere cependant trop natve, et i1 n'est pas possible en l'occurence

de travailler avec des systemes projectifs dans K(f) seulement, i1 faut

quelque chose d'un peu plus faisant intervenir Is 2-categorie

C(f), dont K(f) provient en prenant les "l-fleches A isomorphisme pres"

comme nouvelles 1-fleches.
oSoit ! une categorie te11e que 1a cat4gorie opposee! soit filtran-

teo Nous designerons par ! 1a 2-categorie deduite de I da la suivan-

te : 1es objets sont ceux de!, les l-f1eches sont les fl@ches de!, enfin

les 2-fl@ches sont definies en declarant que la categorie pour

deux objets i,j de 1, est la caUgorie chaotique definie par l'enselIlble

Hom(i,j), i.e. pour deux objets de Hom(i,j) on convient qu'll y a exacte-

ment une 2-fleche de l'un A l'autre Supposons d'autre part un

2-foncteur

(6.7.1) /\: 1= -
Cela consiste donc en ls donnee d'un foncteur ordinaire,

(6.7.2)

plus La donnee, pour i,jE-Ob(I) et pour deux objets f,g(Hom(i,j), d'une

homotopie

(6,7.3)

entre les deux homomorphismes de complexes

I\(f), /\l(g): /\1(i):::;.l\l(j)

ces homotopies (6.7.3) etant soumises A certaines conditions (transitivite

etc) que nous ne reexplicitons pas. Si on munit donc Ob(!) de sa structure

de preordre habituelle ( i signifiant que Hom(i,j) 0), on volt que

(6.7.1) induit un fonctcur ordinaire

(6.7.4)
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en composant (6.7.2) et Ie foncteur canonique Mais bien

entendu 1a donnee de (6.7.l) est plus precise que celIe du seul systeme

project1f (6.7.4).

Ceci pose, nous allons dGfinir une categorie coflbree additive

sur C. en termes de 1\, qui pour! reduit A une categorie ponctuelle, done

!' defini par un complexe de chaines L. , ne eoit autre que a
morphisme pres. II sera defini canoniquement en termes du foncteur ordi-

Daire sous-jacent au 2-foncteur

(6.7.6) F : oI des categories cofibrees sur

obtenu en composant /\ avec (6.6.2). Pour associer a un 2-foncteur (6.7.6)

(transformant necessairement 2-fleches quelconques en 2-fleches inversibles)

une categorie cofibree'¥ sur l'hypothese que f soit additive ne servi-

ra d'ailleurs pas. Nous donnerons seulement Ie principe de la construction.

Pour tout i Ob(I), nous choisirons un co-clivage (SGA 1 VI 7.1) de 1a

categorie cofibree F{i). On definit slors des categories fibres

Y(A) , A(. ) j par La formu1e

(6. 7.7) "'If (A) = Lim F{i)(A),
T

ou A la signification explicitee dans SGA 4 VI 4 . Pour toute

u: A-.-+B, Le foncteur cochangement de base

se dlHinit de evidente "par passage a la limite" a partir des fonc-

teurs analogues F(i)(A) )(B), et de m@me pour les isomorphismes de

transitivite. On verifie qu'on trouve bien ainsi un "pseudo-foncteur li sur

C a valeur dans (Cat), permettant donc de definir la categorie

cherchee.

Cette definition de 'f= ne depend que du foncteur ordinaire soua-

jacent au 2-foncteur (6.7.6), qui en l'occurence est defini deja en terrnes

du foncteur ordinaire (6.7.2). Le rOle par l'existence du 2-foncteur

(6.7.6) (transformant 2-fleches quelconques en 2-f1eches inversibles) peut

s'expliciter de imagee en disant que la figurant dans (6.7.7)
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peut a peu de choses comme une limite prise sur

l'ensemble Ob(lo) a la categorie 1? plutOt que sur 10

Ce point peut se preciser ainsi. Pour deux objets X,Y de

provenant done d'objets Xi'Y
i
d'un F(i)(A) 1), on peut definir un

systeme inductif

(HomA(X.,Y.) )j'" .
J J 1

sur I' ensemble oppose de I' ensemble des j £ Ob(l) tels que j i,

en notant que pour tout j i, il y a un sys ceme transitif d' isomorphismes

entre les images inverses de Xi par lee differents homomorphismes j i

(grAce a la donnee du 2-foncteur (6.7.6», permettant par sui-

te de les identifier a un objet Xj' Definissant de m@me Y
j
, on cons-

tate que les HomA(X.,Y.) pour j variable forment bien un systeme inductif.
J J

Ceci pose, on trouve une bijeetion canonique

(6.7.8) HomA(X,Y) ::=11" HomA(X.,Y.)
j J J

ou la limite inductive est prise sur l'ensemble precedent. Cela

resulte facilement de la description de la categorie d.na 8QA 4

VI 4, valable parce que 10 etait supposee filtrante.

On conclut en particulier de cette expression Ie suivant

6.7.9. Supposons que les foncteurs de transition F(i) (j .)-i)

soient tous pleinement fideles. Alors il en est de des foncteurs

canoniques

F(i) 't' '
et les images essentielles des F(i) une fsmille filtrante

croissante de sous-categories strictement pleines de , de

'fl. Dans Ie cas oil F provient d'un 2-foncteur A comme ci-dessus,

etant abelienne, de pleine fidelite d'ailleurs a
la suivante : pour i, j Ob(l), avec j i, l' homomorphisme correspondant

(L) dans induit un isomorphisme pour les Ho' et un epi-

morphisme pour les HI' Lorsque A satisfait a cette condition, on dira

que 1\ est un 2-foncteur admissible. Cette condition ne d'ailleurs

que du projectif (6.7.4).
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6.7.10. 11 est immediat, par passage A 1a limite sur 1a assertion pour

les que la categorie cofibree fJ\ est additive. Lorsque Ie 2-£on-

teur /\ est admissible, on voit de que tout objet de admet un

complexe typique ; lorsque X provient d'un objet X de F(i), Ie complexe

typique de X dans 2/\ est simplement defini comme l'image de son complexe

typique dans 't.(i)'

6.8. Structure des categories cofibrees additives admettant un procom-

plexe typique.

Si E est une telle categorie cofibree, on constate que la construc-

tion de 3.7. definit un 2-foncteur

(6.8.0 /\: g

ou est la 2-categorie deduite de E par Ie procede explique pour 1 dans

6.7. D'autre part, les reflexions de 3.8 donnent en fait un resultat plus

precis que les isomorphismes(3.8.3) et (3.8.4), savoir une equivalence de

categories cofibrees sur £

(6.8.2)

Bien entendu, pour definir ' on peut remplacer A par sa restriction

A une sous 2-categorie I de provenant d'une sous-categorie 1 de E telle

que 10
soit cofinale dans

6.8.3. Lorsque la categorie additive £ est abelienne, on conclut de ceci

et de 6.7 l'enonce suivant : Pour que la categorie cofibree sur la cate-

gorie aMlienne £ soit £-equivalence A une categorie j f\ ' ou 1\ : 1
est un 2 -foncteur admissible (6.7.9), i1 faut et i1 suffit que E soit

additive et admette un pro-complexe typique. Utilisant de plus 5.4 c),

on trouve la condition pour que! soit de plus exacte a gauche, en termes

du proobjet de K(£) defini par (6.7.4), lequel proobjet est en effet cano-

niquemQnt isomorphe au procomplexe typique de E.

6.9. Categorie cofibree exacte a gauche

un complexe de chatnes L.

o"ifL. = R <P L. definie par

suppoeeruns encore L. de longueur 1 (cas auquel on peut toujoure
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ae ramener par tronquage). Bien entendu, dans cette section il y a lieu de

supposer £ abelienne, puisqu'il est question d'exactitude a gauche.

Nous voulons definir en termes de L. une categorie cofibree

exacte a .gauche r.. telle que Le foncteur cehemoLogf.que t r-onque aaaoc i e

Boit donne par

i = 0, 1

L'idee naturelle serait d'appliquer la construction de 6.7 au cas d'une

categorie I formee de complexes de chaines L: munis de quasi-isomorphismes

L: ) L.

et cofinale parmi ces derniers. Compte tenu de 6.8 , il est clair a pos-

teriori qu'une telle description doit possible. Je n'ai pas ete ca-

pable de trouver une deecription simple a prtori d'une telle I et d'un

2-foncteur convenable ! Aussi suivrons nous une autre voie (*),

en definissant comme la categorie cofibree exacte a gauche associee

(2.8) a La ca't egor-Le cofibree additive

Reprenant la construction de 2.8 , en supposant pour simplifier qu'il y

a assez d'injectifs dans la categorie £ , on trouve que pour tout objet A

de £, la categorie fibre peut se decrire ainsi choisissant une

immersion A --tC de A dans un injectif, d'ou un complexe C·(A) = [C

on a une equivalence de categoriescanonique

\fL. (A) Q (Hom·(L. ,C'(A»

ou a la signification explicitee dans 6.1. Une autre immersion A-->C'

dans un injectif donne un autre complexe A-augmente C'·(A), d'ou une

eq,uivalence

(*) Voir note de bas de page p. 164.
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(6.9.3') YL.(A) (Hom·(L.,C'·(A»

comparant (6.9.3) et (6.9.3') , on obtient une equivalence entre les

deuxiemes membres, qui n'est autre (a isomorphisme unique pres) que l'equi-

valence entre ces categories deduite, par la methode de 6.6, d'un homo-

morphisme de complexes A-augmentes :

C· (A)

Ie fait important etant que pour deux tels homomorphismes, il existe une

unique homotopie de l'un a l'autre, definissant un isomorphisme bien

entre les foncteurs correspondants

(Hom·(L.,C·(A»--> l(Hom·(L.,C'·(A»

On trouve done un systeme transitif d'isomorphismes entre les equivalences

de categories (6.9.4) associees aux equivalences d'homotopie envisagees

c ' (A) C,· (A), ce qui permet sans danger d' identifier les deux membres

de (6.9.4), et d'obtenir par la valeur commune une description invariante

de On procede de meme pour definir Ie foncteur cochangement de

base

aasoca e a un morphisme A ---7 B dans C.

On sait (2.8) que la categorie cofibree )fL. ainsi construite est

exacte a gauche. On verifie aussi qu'elle admet un objet

savoir l'objet de )[L.(L1) image de l'objet maximal canonique de

defini dans 6.3 . Enfin, on verifie, encore que ce Boit un peu penible,

que les complexes typiques existent. Pour construire le complexe typiqU9

associe a un homomorphisme de degre 1 dans K(f)

x L.-)C·(A)

on construit un quasi-isomorphisme L1 (avec Ll complexe de
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chaines de longueu:r 1) et un homomorphisme dans K(Q)

11 .,. A

donnant Ie element du Ext1(1. ,A) (cf. 5.2), et on construit

, oomparer (6.3.5). J'avoue n'avoircomme la somme amalgamee A 11..,. ,1'
.1..11 0

pas ecrit la verification que 9a represente bien Ie fonoteur de

3.1 (pas plus que la plupart des nobles affirmations du present numero) ;

mais o'est vrai quand-m@me !

Soit maintenant ! une oategorie cofibree exaote a gauche sur f,
Xet snit X un objet de ! tel que L. soit defini, de Borte qu'on a un fone-

teu:r cocartesien eanonique (6.4.1)

Comme E est gauche, i1 resulte de 1a propriete 2-universelle de

ROi X = 'g X que ledit foneteur se pro1onge·, a isomorphisme pres, en un
L. L.

foncteur cocartesien bien determine a isomorphisme unique pres

On verifie alors que c'est un foncteur pleinement fidele, dont l'image

essentie11e est formee des objets X' de E, sur des oQjets A' de f, tels

qu'i1 existe un monomorphisme u: A' A" avec u_ (X') majore par X.

En partioulier, si X est un objet quasi-maximal de ! (4.4), Ie fonoteur

(6.9.6) est une equivalence de oategories. On obtient ainsi :

Theoreme 6.10. C une oategorie abelienne, E oategorie oofi-

bree sur C. Pour que E soit C-equivalente a une categorie de la forme-----"'--- --
1(L. =RO fL.,ou L. est un complexe de ohatnes dans f, il faut et il

suffit qu'elle soit additive, exacte a qu'elle admette un objet

quasi-maximal (condition c) c ") de 4.4), et enfin que pour tout objet
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X de ! (ou simplement pour un objet quasi-maximal de E), Ie complexe

existe.

Bien entendu, L. se recupere en termes de du moins en tant qu'ob-

jet de la categorie D(Q) , comme Ie complexe typique de ! (cf. 4.4). Il

reste a etudier la dependance fonctorielle mutuelle entre! et L. •

Pour ceci, revenons d'abord a I 'etude des categories et explicitons

leur dependance de L•. On trouve d'abord une variante du "lemme de Yoneda"

pour les foncteurs a valeurs dans (Ens) decrivant les homomorphismes

d'un foncteur representable dans un foncteur quelconque (en observant que

les pseudo-foncteurs £ associes aux categories cofibrees de la

forme constituent une generalisation naturelle de la notion de fonc-

teur representable additif) :

Theoreme 6.11. Soient C une categorie additive, L. un c9mplexe de cha1nes

de longueur 1 de Q, une oategorie cofibree additive sur C. Alors

on a una equivalence de canonique

(6.11.1) Hom cocart <it. ,¥) 1{ (L.[-1])

,obtenue en associant it tout objet F premier membre l' objet F ( S

du second, ou g L. est canonique de 1L. (L. [- 1J ) (of 3.12.1).

Pour prouver ce theorems, on paraphrase simplement la demonstration

du "lemma de Yoneda", an definissant un foncteur naturel en sans inverse,
F

et verifiant que les deux composes sont isomorphes a l'identite. Nous

laissons, suivant l'habitude, les details au lecteur.

6.12. 2-foncteur (6.6.2) , la 2-categorie

opposee de la 2-categorie des complexes de chatnes de longueur 1, dans
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la 2-categorie des categories cofibrees sur est 2-fidele, i.e. pour

deux arguments L., L1 du type indique, Ie foncteur canonique (6.6.4)

est une equivalence de categories.

Nous avons vu d'autre part deja dans 6.5, lorsque f admet des cono-

yaux, quelle est l'image essentielle du 2-foncteur envisage dans 6.12.

Supposons maintenant dans 6.11. que soit exacte a gauche. Alors

on sait (2.8) que 1e premier membre de (6.11.1) est canoniquement equi-

valent a La categorie Hom y ). Prenant en particulier '!
de la forme ' on trouve :

Corollaire 6.13. Soient f une categorie abe1ienne, L. et If deux com-

plexes de chatnes de longueur 1 dans C. Alors on trouve une equivalence

de categories canonique

particulier l'ensemble des classes, a isomorphisme pres, de foncteurs

cocartesiens de lfL• dans 1fL! est isomorphe a HOmD(C)(Ll ,L.),

et le groupe des d'un tel foncteur est cano-

niquement isomorphe a ,1.) = Hom(Ho(LI),H1(L.)).

On retrouve et precise ainsi 1e fait, imp1icite dans 6.10 , que

1(L. et sont C-equiva1entes si et seulement si L. et L1 sont isomor-

phes dans 1a categorie dexivee.

Remarque 6.14. Lorsque 1a categorie abe1ienne C admet suffisamment d'ob-

jets projectifs, alors une categorie de 1a forme 1(L. admet un objet
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maximal, et non seulement quasi-maximal. Pour Ie voir, on choisit un

quasi-isomorphisme L! ->L. , avec L' projectif, d t ou une C-equivalence
o

lrL : ,d'autre part, on sait que est exacte a gauche (6.3),

done C-equivalente a la categorie cofibree exacte a gauche associee '

done on trouve une £-equivalence

ce etablit notre assertion.

Dans les numeros suivants, nous travaillerons dans la categorie £ des

modules sur un topos annele donne, et dans ce cas il n'y a pas en general

assez projectifs, sauf dans le cas ou ce topos est Ie topos

ponctuel.

Remarque 6.15. On peut que les conditions de 6.10. sur E sont

aussi equivalentes a la condition suivante : E est exacte a gauche, ot les

foncteurs EO et ROE1 (foncteur exact gauche associes a E1) sont repre-

sentables (comparer 4.5). II est probable que ce theoreme de structure

s'etendra un jour aux categories n-fibrees exactes a gauche (whatever

that means), qui seront exprimees en termes de complexes de chaines de

longueur n.

6.16. Pour terminer Ie present numero, nous allons examiner ce qui se

passe quand on fait varier, non seulement la categorie cofibree sur £,

mais la categorie-base Q elle-meme.

6.16.1. Donnons-nous un diagramme commutatif de foncteurs

E'
F

>£

(6.16.1.1) 1 1
c'
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ou Q, Q' sont des categories additives, ou les foncteurs verticaux font

de E resp. E' une categorie cofibree additive sur Q resp. Q', et ou p
est un foncteur additif. Supposons que les complexes typiques d'objets

de E resp. de E' existent. Soit X' un objet de E' sur l'objet A' de C',

considerons son complexe typique

x: [ dx, ]
L. = A'--... .n.X '

lui appliquant Ie foncteur additif f' on trouve un complexe

=[ peA') p(dX' )

( X'Par definition 3.1) de L. , on a une fleche canonique de E' sur dx'
uX'

qui transformee par F donne done une fleche sur p (d
X
' )

F(uX' )
F(X') ) gp(Ox,)

compte tenu de l'isomorphisme canonique analogue a (1.4.6)

F(gB') = gp(B') pour B' EOb Q'

Utilisant la definition de , on voit que F(uX') definit un homo-

morphisme

donnant lieu a un diagramme

en d'autres termes on trouve un oanonique de oomplexes

X' •cpo • •

Cet homomorphisme est fonctoriel en XI, oomme on verifie aussitot. Passant

alors aux prooomplexes associes pour X' variable, on trouve un homomor-



- 67 -

phisme canonique de proobjets de K(C)

F(XI)) E')
(L. XI E Ob(£') ----> p(LT ,

t t d 1 . . t . d LE (LX) de comp e tenu e de proJ&c e • = • X E Ob(Q)ans

Ie premier membre, on trouve un homomorphisme canonique de proobjets de K(Q.)

•

6.16.2. Lorsque E et E' adrnettent des objets maximaux, de sorte que

L! (resp. L!') slidentifie a un objet de la categorie K(Q.) (resp. K(C'))

des "complexes a homotopie pros", on a vu dans 6.4 comment on peut recons-

tituer, a equivalence de categories cofibrees pres, les categories cofi-

brees E, EI en termes des complexes precedents. Nous laissons au lecteur

Ie soin d'expliciter comment, dans ce cas, la connaissance de I lhomomor-

phisme (6.16.1.3) dans K(Q.) permet de reconstituer Ie foncteur F a isomor-

phisme pres. 3i on suppose seulement que E, EI admettent des objets quasi-

maximaux, mais en revanche que ces categories sont exactes a gauche (Q. et

Q.' etant abeliennes), il est encore vrai que les complexes typiques

et T]}', t t # • # D(C) t D(C ) d;t.LTT .LTT en an qu t obj e't s des dt:rivees _ e _'.e er-

minent E et E' a equivalence de categories cofibrees pres (6.9) } on

laisse encore au lecteur Ie soin d'expliciter, lorsquton suppose de plus p

exact, comment Ie foncteur F peut se reconstituer a isomorphisme pres en

termes de l'homomorphisme (6.16.1.3), considere comme fleche de la cate-

gorie derivee D(Cl).

6.16.3. Supposons maintenant Ie carre (6.16.1.1) cartesien dans (Cat),

de sorte que peut se definir comme l'image inverse de la categorie

cofibree E sur Q par Ie "foncteur de ehangement de base" p : Q' Q. •

Dans les deux cas favorables (6.16.2) 01 les categories E,

sont determinees par leurs complexes typiques, on est done amene c expri-

E' Emer LT en termes de LT • Nous allons supposcr pour eeci que Ie foncteur
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p: Q. admet un adjoint a. gauche (J (ce qui implique a. fortiori que p

est exact gauche). Alors un homomorphisme (6.16.1.3) reliant deux

eomplexes de K-(.Q.), K-(.Q.') equivaut a. la donnee d'un homomorphisme dans

K(C') resp. D(C') :

(6.16.3.1) E E' E E
, : (J (ItT) resp. L (J (ItT) -) ItT

Independamment de l'hypothese cartesienne sur Ie carre (6.16.1.1), on

voit aussitat qu'on reeonstitue les homomorphismes fonctoriels

(6.16.3.2)
'-

induits par Ie foncteur F de (6.16.1.1), en termes de (6.16.3.1), compte

tenu des isomorphismes (3.10.1) resp. (5.4.1.1), en associant, a. tout
E'homomorphisme (dans K(.Q.') resp. D(.Q.') de degre 0 ou 1 de dans un

objet A' de .Q.' son compose avec W, ce qui a. la relation d'adjone-

tion entre p et a ) fournit un homomorphisme -->p(A') de degre 0 ou 1.

On en conclut que Ie foncteur

induit par Fest une C-equivalence de categories, i.e. que 1es homomor-

phismes (6.16.3.2) sont des isomorphismes, si et seu1ement si l'homomor-

phisme dans (6.16.3.1) est un isomorphisme dans K(.Q.'), resp_ induit

dans D(Q.') un isomorphisme du deuxieme membre avec Ie complexe tronque

, d.edud t de en "tuan1r Le s objets d'homologie H. pour

Done dans Ie cas ou Ie carre (6.16.1.1) est cartesien, cela exprime bien

en termes de comme resp. •
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Application aux extensions de faisceaux d'anneaux.

Construction de certaines cofibrees additives •..
Dans tout ce numero, S designe un topos [SGA 41 , muni d'un homo-

morphisme

A ___ B

de faisceaux d'anneaux. On dit encore, A etant d'abord fixe, que Best

un A-anneau sur S. Comme d'habitude, on dira que Best meme une A-algebre

si A est commutatif et si l'homomorphisme precedent est central, et il y

aura lieu egalement de distinguer Ie cas des A-algebres commutatives.

Parfois, nous supposerons de plus donne un homomorphisme d'Anneaux

k --.....) A

et refererons generalement aux considerations qui font intervenir egalement

ce dernier comme Ie "cas relatif" (sous entendu : "a la donnee de 7.1.2").

La terminologie et les notations du present numero sont inspirees de

EGA 0rv §§ 18, 20, dont la lecture preliminaire est recommandee.

Nous allons definir, en termes de (7.1.1), trois categories cofibrees

remarquables E. (i=1,2,3), au-dessus respectivement de trois categories

abeliennes

et dans Ie cas relatif, trois autres categories cofibrees E! (i=1,2,3)

au-dessus de ces memes categories abeliennes. On pose :
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£1 categorie des Bimodulea sur B = categorie des Modules sur

l'Anneau B8ZBo (ou BO est l'Anneau oppose de B).

£.2 sous-categorie pleine de f 1 formee des B-Bimodules tels que

Ie A-Bimodule deduit par restriction des scalaires ait meme

loi gauche et droite = categorie des Bimodules sur l'Anneau

Q
3

= sous-categorie pleine de f 1 formee des B-Bimodules ayant meme

loi gauche et droite = categorie des B-Modules.

Quand nous travaillerons avec C2 et Ee (resp. C3 et E3) , nous

supposerons toujours tacitement que Best une A-algebre (resp. une A-al-

gebre commutative) par et dans Ie cas relatif, que k est commu-

tatif comme A.

On introduit maintenant les categories suivantes

(7.1.5) ExanA(B,-) = m1 = categorie des A-Anneaux E, munis d'un homomor-

phisme sur jectif E -... B a. noyau I de carre nul

Le foncteur structural est Ie foncteur

E .

(7.1.6) ExalA(B,-) Ee sous-categorie pleine de la categorie E1

formee des E qui sont des A-Algebres ; Ie

foncteur structural est induit

par Ie precedent.

(7.1.7) ExalcomA(B,-) = E3 = sous-categorie pleine de la categorie

formee des E qui sont des A-Algebres commuta-

tives ; Le foncteur structural E
3
-..,. C

3
est

induit par Ie precedent.
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On definit un objet de E1 au-dessus d'un J E

,
ou Ie deuxieme membre est muni de la loi de multiplication bien connue

(b+j,b'+j') bb' + (bj'+jb')

8i Best une A-algebre (resp. une A-algebre commutative) il en est de

merne de nn(J), se trouve done dans ce cas dans E2(resp.E3)
• Un

objet de E1 isomorphe a un objet de la forme (7.1.8) est dit trivial

(sur A). Ceci pose, on definit, pour i = 1,2,3 I

E! = sous-categorie pleine de E. formee des objets triviaux
--'l. --'l.

en tant k-anneaux. Le foncteur struc-

tural E! C. est induit par .•
--'l. --'l. --'l. -

7.1.10. On verifie aisement les categories E.et E! sont des cate-
--'l. --'l.

gories cofibrees sur C
i
(i=1,2,3), Ie cochangement de base, relativement

a un homomorphisme r J dans C. , etant donne par une somme amaLgamee
--'l.

eVidente de faisceaux abeliens, cf. EGA 0rv 18. En fait, E! est donc

une sous-categorie cofibree pleine de , et d'autre part E2 est une

sous-categorie cofibree pleine de E1fC2 ' et E
3

une sous-categorie

cofibree pleine de E2 jQ1 et de E31C1 •

De plus, toutes ces categories cofibrees sont additives (2.2), comme

on verifie immediatement (cf. loco cit.).

Les categories cofibrees E. (i=1,2,3) sont exactes a
--'l.

gauche (2.2). On Ie voit de la fayon suivante. Considerons une fleche

dans E1 :



- 72 -

0 ) I' ) E' )B

(7.1.11.1) 1 1 tI
0 > I" ) E" ) B

___

__ 0 ,

avec I' I" un epimorphiame, de noyau 1. Alora lea "restrictions a I

de la A-extension E' de B par I"' , I ;e , les sous A-Anneaux E de E' tela

que B induise un epimorphisme E -> B de noyau egal a I, cor-

respondent biuniv0tlueroent aux isomorphismes de I 'extension E" avec

1 'extension triviale DB(I lI ) , ou ce qui revient au (loc.cit.) aux

splittages de I 'extension E", i.e. les homomorphismes de A-Anneaux

B E" inverses a droi te de la projection E" _> B , ou enfin aux

sous-A-Anneaux E" de E" tela que E" -}B induise un isomorphisme
o

• Dans cette correspondanee, a E correspond E" par •
o 0

D'ailleurs, i1 est trivial que, si dans (7.1.11.1) E' done E" est dans

E2 (resp. dans E3) , alors il en est de de E. Cela implique aisement

l'assertion d'exactitude a gauche faite pour les E.•
-'l.

On fera attention, par contre, que les E! ne sont pas exactes a
--:L

gauche en general, si S est Ie topos ponctuel, i.e. si on travaille

avec des anneaux ordinaires (au lieu de faisceaux d'anneaux).

7.2. Faisceaux de differentielles, et complexe typique d'une extension.

7.2.1. Soi t

o -)E

un objet de E
1
, soit C un A-Anneau, et considerons un homomorphisme

de A-Anneaux

u
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d'ou un compose

C-4B

On constate aUBsitot que les homomorphismes de A-Anneaux

tels que v = u sont exactement la forme
o 0

ou

v = u + D

D: C

,

est une"applicatiorl'satisfaisant aux conditions suivantes :

D(a.lC) "" 0

D(cc ') c D(c') + D(c) c'

D( c+c' ) D(c) + D(c') pour c,c' Co C(U)

pour a A(U)

pour c ,c' (. C(U)

ou U est un objet quelconque de S. Une telle"application" B'appellera

une A-derivation de C dans Ie C-Bimodule I • (NB I est considere comme

C-Bimodule par restriction des scalaires grace a uo

En particulier, 8i E = DB(I), de sorte qu'on ait un homomorphisme

de A-anneaux B--->E, la donnee d'un homomorphisme u (7.2.1.2) definito

par composition un homomorphisme u (7.2.1.1), et on voit done que

l'ensemble des homomorphismes de A-Anneaux v de C dans l'extension

triviale E = DB(I) qui relevent Uo est en correspondance biunivoque avec

l'ensemble des A-derivations de C dans I.

7.2.2. Si I est un B-Bimodule, on notera

l'ensemble des A-derivations de B dans I. Pour I variable, c'est evidem-
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ment un foncteur covariant en 1. Nous allons voir'qu'il est representable

quand 1 varie dans la categorie C. (i=1,2,3). Les objets qui le represen-
-'l.

tent pourront notes respectivement

(7 .2.2.2) EOb Q.1 ' DiffalB/At.. Ob C2 ' cOb C3 '

le deuxieme etant defini si Best une A-algebre, le troisieme si Best

une A-algebre commutative. 11s sont done definis respectivement par

l'isomorphisme fonctoriel en 1

1 cOb f..t ,
et les deux isomorphismes analogues pour 1 E Ob C2 resp. 1 C Ob C3 •

Comme les foncteurs d'inclusion

C2

ont des adjoints a gauche

et

definis respectivement par les changements d'Anneaux pour les homomor-

phismes (en fait, epimorphismes) canoniques d'Anneaux I

=

on voit qu'il suffit a priori de prouver l'existence de ' et

on en conclura les deux autres modules de differentielles par les

formules

[

Di f f a l B/ A =

= CP2(DiffalB/A)

Quant a la construction explicite de ' elle est assez

evidente ; comme quotient de
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considere comme B-Bimodule par les deux facteurs extremes, par le sous-

Bimodule engendre par les homomorphismes

definis respectivement par

La A-derivation universelle s'obtient par l'homomorphisme de faisceaux

(7.2.2.6) B )

defini par passage au quotient a partir de

b

7.2.3 Il est evident que pour un objet d'une des six cate-

gories cofibrees E. ,E! envisagees, i1 existe un complexe typique (3.1).
-"l. -:I.

Comme l'inclusion E! est cocartesienne et pleinement fide1e, il
"""'l. -'].

suffit de considerer lems des E. , Ie complexe typique d'un objet de
-'].

E! s'identifiant alors a ce1ui du meme objet dans E.• Si
-']. -'].

E

est un objet de E. sur l'objet I de C. , i1 est evident par 7.2.1 que le
-'l. """'l.

foncteur DE de (3.1) est canoniquement isomorphe au foncteur

sur , qui en vertu de 7.2.2 est bien representable

par le Module deduit du module de differentie11es resp.

DiffalE/A ' resp.

o 0
,

' par 1e changement d!Anneau

o 0resp. WAE ->B@AB ,resp. E-..,.B • On verifie

d'autre part que l'homomorphisme canonique 3.1.4 pour E n'est autre que

l'homomorphisme
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I DiffanE/A

Diffa1E/A ®(EeAEO)

I

induit sur par 1a A-derivation universe11e (7.2.2.6) et variantes,

de I dans 1e module de differentie1les tensorise.

Compte tenu de 3.4 , on trouve aussi immediatement des isomorphismes

canoniques

JlE = ,!lE = Diffa1B/A ,flE =
=1 =e -3

Ainsi 1a connaissance d'un module de differentielles convenab1e de

B/A permet de reconstituer les foncteurs E? et E!o aSBocies aux categories
-

cofibrees E. et E! dans
-:l. -:l.

on aura evidemment

)

Pour exp1iciter egalement les foncteurs

ExalcomA(B,I)

E1
1
(1) "" ExanA/k(B,I) ,E2

1
(1) = ExalA/k(B,I) ,

E3
1(I) = ExalcomA/k(B,I) ,

via 1a formule generale (3.8.3), il y a lieu de chercher des elements

maximaux (3.10) ou quasi-maximaux (4.4) des categories cofibrees envisa-

gees, ce qui va etre fait dans les deux sections suivantes.
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7.3. Objets maximaux dans Ie cas relatif.

Notons que si on a un objet de

la donnee d'une k-trivialisation de ce dernier permet de l'identifier

a DB(I) en tant que extension de k-Anneaux, et la structure de A-Anneau sur

E est alors definie par un homomorphisme de k-anneaux A qu i,

releve 1 "homomor-phf srae donne A B , ou ce qui revient au en vertu de

7.2.1, par une k-derivation de A dans I • Ainsi, la donnee d'un objet de

E1 sur I, muni d'une trivialisation en tant qu'extension de k-anneaux, re-
v2ent exactement a la donnee d'une k-derivation
(7.3.1) D: A )1

Cette construction montre d'ailleurs que si I est dans £e (resp. C
3
)

alors l'objet E est dans E2 (resp. E3) , en d'autres termes on a

E' := E'IC-2 -2.-2

(relations dont les analogues pour les E. ne sont pas valables en gene-

ral). Utilisant maintenant 7.2.2 , on voit que la donnee d'un tel objet

revient aussi a la donnee d'un homomorphisme de A-bimodules

DiffanA/k -> I

ou encore d'un homomorphisme de B-bimodules (i.e. d'un homomorphisme

Dans Ie cas ou on travaille dans E2resp. E) , il Y a lieu de remplacer

cette interpretation par celIe d'une fleche dans C
2
resp. C

3
:
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resp.

11 en resulte aussit5t que E! admet un objet maximal canonique,
-'J.

(7.3.6) f.. Ob E!
1. -:L

,

savoir celui qui correspond a l'iaomorphisme identique du premier membre

de (7.3.3) resp. (7.3.4) resp. (7.3.5).

D'autre part, si pour un objet donne E de E1 sur I , on change de

trivialisation en tant qu'extension de k-Anneaux, un tel changement

est decrit, en vertu de 1.2.1 , par une k-derivation

D' : B

ou oe qui revient au par 1.2.2 , par un homomorphisme de E-Bimodules

:> I

Alors la derivation decrivant initialement E est remplacee, pour

cette nouvelle k-trivialisation, par D + (D'IA) , ou D'\A designe la

derivation induite Bur A. Considerons l'homomorphisme

qui represente l'homomorphisme de foncteurs en I Derk(B,I) -->Derk(A,I)

"restriction a A" , on trouve un complexe de chatnes de longueur 1

corre apondant dans :

(1.3.8. bis) Ob

et les considerations precedentes etablissent a priori (independamment

de celles des numeros 1 a 5) un isomorphisme fonctoriel en I E.. Ob C1

(7.3.8. ter)
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et una equivalence de categories cofibrees sur f 1

(7.3.8.quater)

avec la notation

121 B/A/kCompan.

f introduite dans 6.3 • travaille dans

E2 resp. E3 ' les reflexions sont valables, en rempla9ant (7.3.8)

par

,

d'ou un complexe typique

(7.3.9 bis) Ob Ch(f
2)

resp. par

(7.3.10)

d'ou un typique

(7.3.10 bis) Ob Ch(C
3
)

Nous nous dispensons d'ecrire les deux formules en ter et quater.

7.3.11. Bien entendu, la comparaison de ces resultats avec les conside-

rations de 3.8 et 3.10 montrent que les complexes (7.3.8 bis), (7.3.9 bis)

et (7.3.10 bis) qu'on vient de construire sont bien les complexes typiques

(3.1) des objets maximaux canoniques (7.3.6), en d'autres termes que les

deuxiames membres des flaches (7.3.8), (7.3.9) et (7.3.10) Bont bien

les modules de differentielles

Diffansllk

aSBocies respectivement aux objets maximaux canoniques (7.3.6) si
(i=1,2,3) des E! •
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Objets quasi-maximaux dans Ie cas absolu.

Nous allons maintenant prouver que les categories cofibrees E.
-'J.

(i=1,2,3) admettent des objets quasi-maximaux (4.4). Contrairement a ce

qui a ete vu dans Ie oas relatif, nous ne trouverons pas d'objet quasi-

maximal canonique (*). a la theorie generale, le complexe typique

d'un tel objet ne sera done determine quia isomorphisme unique pres

dans la categorie derivee D(C.).

Pour donner une representation uniforme de la construction, nous

fiKons un entier i (egal a 1 , 2 ou 3), et si T est un objet de S (done

un faisceau d'ensembles sur un site definissant S) nous designerons par

la notation

Ie A-Anneau (resp. la A-Algebre, resp. la A-Algebre commutative) libre

engendree par T, de sorte que pour un objet C de la meme espeoe (A-Anneau,

resp. A-Algebre, resp. A-Algebre commutative) on a une bijection fono-

torielle en C

llomA (AtTl-ann

Nous laisserons au lecteur Ie detail de la construction d'un tel objet

libre, construction essentiellement triviale, et n'utiliserons que la

propriete universelle qu'on vient de signaler.

Soit alors T un objet de S et

cpo
un homomorphisme qui engendre B en tant que A-Anneau, en d'autres termes,

tel que l'homomcrphisme correspondant

cp

so it un epimorphisme. (On pourra par exemple prendre T = B!) Si

(*) ee, cependant la these de L. ILLUSIE pour une construction canoniquc.
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-).0

est une extension de A-Anneaux, de noyau I, alors en vertu de (1.4.1.2)

les relevements de a E correspondent biunivoquement aux relevements de

a E • L'obstruction a l'existenoe d'un tel relevement se trouve done
8

dans H1(T,I), et est done nulle si I est inject if dans C. (de sorte que

IT est un objet injectif sur T, dono acyclique). Mais I etant de carre

2
nul, les relevements de E s'annulent neoessairement sur le carre J

de J Ker • Soit alors

E = A{T}j (Ker cp)2

le A-Anneau augmente vers B deduit de (1.4.1.4), c'est un objet de ,

et le critere 4.4 d) nous montre que cet objet est quasi-maximal.

1.4.2. Considerons alors le complexe typique de E , qui est un com-
Q)o

plexe de chaines de longueur 1, que nous noterons

L!.i e Ob D(C.) ,
vu son earactere d'invariance par rapport au choix de T,9 rappele pluso

haute Utilisant Ie resultat general 5.4.1, on trouve done un isomorphisme

de fonoteurs sur C.

(7.4.2.2) ,

compatible d'ailleurs avee les homomorphismes cobords definis a

7.1.11 et (2.5.1), pour les foncteurs des premiers membres. De faQon

plus precise encore, la connaissance de L!i permet de reconstituer E. a

C.-equivalence pres par la formule (cf.6.10) :

E. ttL B.
• 1.
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desire des notations plus epecifiques pour lee complexes
E.

typiques faisant intervenir A-4B , on peut utilieer les notations

B/A B/A B/ACompan. ,Compal. ,Compalcom.

Utilisant ces notations, chacune des formules (7.4.2.2) et (7.4.2.3) se

specifie en trois formules distinctes, dont nous n'ecrirons qu'une seule

() (
__ 1 B/A7.4.2.5 ExtanA B,I)---Ext (Compan. ,I)

laissant 1es formules analogues pour ExtalA(B,I) , ExtalcomA(B,I) etc

aux soins du lecteur diligent.

7.4.3. Lorsque tout faisceau abelien de S est flaeque, ce qUi est 1e

cas en particulier si S est Ie topos ponctuel (plus generalement, Ie

topos aSBocie a un espace compact totalement discontinu), alors Ie

construit est un objetraisonnement de 7.4.1 montre que l'objet E
q)o

maximal de E.• Dans ce cas, on peut donc considerer Ie
E.

comme defini a homotopie pres, i.e. comme un objet

complexe typique

de K(C.) defini

a isomorphisme unique pres.

7.5. Relations entre les complexes typiques obtenus.

Posant pour abreger

L(i) =

les relations envisagees s'expriment Partiellement par un diagramme d'ho-

momorphismes de complexes

<7.5.2)
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ou la i.eme fleche verticale est un homomorphisme dans D(C.), tandis
-:l.

que les fleches horizontales inferieures sont des homomorphismesde eom-

plexes abeliens compatibles avec les homomorphismes (7.2.2.4) sur les

anneaux d'operateurs. Enfin, les fleches horizontales superieures

designent en fait des fleches dans la categorie derivee gauche D-(C2)

resp. D-(C
3
)

( ) (1)L (0) (2)
7.5.3 L. -:>L.

L
ou les produits tensoriels ecrits e sont entendus au sens des categories

derivees gauches. Lorsque S est Ie topos ponctuel, on peut partout

remplacer les categories derivees D(C.) par les categories K(C.) de
-:l. L --:L

complexes a homotopie pres, et les produits tensoriels ® par des

ordinaires, compte tenu de 7.4.3 et des definitions explicites qui vont

suivre. Le diagramme (7.5.2) sera commutatif dans un sens eVident, la com-

mutativite des deux carres etant prise dans D(C2) resp. D(C
3
) dans le

cas general, et dans K(£e) resp. K(C3) dans Ie cas ou S est Ie topos

ponctuel.

7.5.4 Definition et etude des fleches verticales de (7.5.2). Nous nous

bornons a La definition de __ La definition des deux aut r es

flecpes verticales se faisant de fayon exactement analogue. On utilise

le foncteur d'inclusion pleinement fidele

qui definit, puisque E1 est exacte a gauche en vertu de 7.1.11 , un

foncteur cocartesien (cf. 2.8)

En vertu de 6.11 , (7.5.4.1) est decrit par un objet de E
1
(LJ ( 1) [ - 1] ) ,
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dont la classe a isomorphisme pres est done un homomorphisme dans D(f1)

, ou ce qui revient au meme , un homomorphisme

( (1) ,(1)7.5.4.3) L. ---) L.

dans D(£1) , qui est la fleche cherchee. On peut aussi l'interpreter

comme etant la fleche qui exprime l'homomorphisme (7.5.4.2), en vertu

de 6.13 , qui implique aussi que (7.5.4.3) est un quasi-isomorphisme si

et seulement si l'inclusion (7.5.4.2) est une equivalence, i.e. (2.9) si

et seulement si pour tout B-Bimodule inject if I , toute extension de

A-anneaux de B par I splitte en tant que extension de k-anneaux. Dans

Ie cas OU S est Ie topos ponctuel, et ou est done defini comme

element de K(f1) et non seulement de D(£1) , alors (7.5.4.3) est defini

par les considerations precedentes comme une fleche de K(f1) , et il

resulte de 6.12 que (7.5.4.3) est alors une d'homotopie si

et seulement si l'inclusion (7.5.4.1) est une equivalence, i.e. si la

condition enoncee plus haut est satisfaite pour tout B-Bimodule (injectif

ou non). D'autre part, Ie fait que (7.5.4.1) so it pleinement fideIe, ou

oe qui revient au (6.9) , que (7.5.4.2) Ie soit, s'exprime en termes

de l'homomorphisme (7.5.4.3) par Ie fait que cet homomorphisme induit

un isomorphisme sur les H (ce qui etait evident a priori, les deux Ho 0

s'identifiant ici a comme on I'a vu) et un epimorphisme sur

les H1•

7.5.5. Toutes ces reflexions s'etendent mot pour mot aux deux autres

flaches verticales de (7.5.2). Dans Ie cas ou S est Ie topos ponctuel,

et k A -->B des homomorphismes d'anneaux commutatifs, on trouve en

particulier : si Best formellement lisse sur k (EGA 0IV 19.3.1), alors
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on a una equivalence d'homotopie canonique

(7.5.5.1 ) A A/k

dont les deux membres sont definis respectivement dans (1.4.2.4) et

(1.3.10. bis), le deuxieme n'stant autre que le complexe

(ou nous maintenant pour les modules de differentielles dans Ie

cas commutatif les notations de EGA 0IV20) introduit deja dans

EGA 0IV 20.6.5 • Cela donne l'interpretation de ce dernier complexe,

promise dans EGA 0IV 20.6.26 • Voir plus bas (9.5.5) une variante globale

de ce resultat.

1.5.5. Nous laissons la definition des fleches horizontales de (1.5.2)

et la verification de la commutativite au lecteur interesse, vu que nous

n'aurons pas a nous servir de ces fleches.

8. Application aux "variations infinitesimales" de faisceaux d'algebres.

8.1. Soit S un topos, A un anneau de S , muni d'un Ideal I de carre nul,

A = A/I, de sorte qu'on a une suite exacteo

(8.1.1) ° I --tA Ao

Soit donne de plus une A -Algebre
o

(8.1.2) A ---:>Bo 0

i.e. une Algebre sur A tella que IB = ° . On se propose de classi-o

fier, a isomorphisme pres, les A-Algebres B "donnant B par reduction
o

modulo I" , de fayon precise, les couples

(8.1.3) (B,cp) ,

ou Best une et ou est un isomorphisme de A -Algebras
o
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o 0

(8.2.1)

La notion d'isomorphisme entre deux tels couples et se

definit de la fagon evidente.

8.2. Un premier invariant d'un tel couple est l'Ideal IB de :B tel

que B , lequel Ideal, etant de carre nul, peut @tre considere
o

comme un B -Bimodule. On a un epimorphisme canonique
o

compatible avec les structures de B -Bimodules, qui permet done d'iden-
o

tifier IB a un quotient J du premier membre. Supposons done par la suite

donne un tel quotient, i.e. un epimorphisme de :B -Bimoduleso

u : IQPA J ,
o

et proposons-nous de determiner les classes a isomorphisme pres de cou-

ples correspondant a ce quotient.

8.3. Un tel couple, qui donne naissance a une suite exacte

o --.,.B ->B 0
o

definit en premier lieu une extension de de B par J •o

D'ailleurs, chaque fois qu'on se donne une telle extension de A-Jlgebres,

comme IB = 0 done IE C J , on en conclut un homomorphisme evidento

(8.3.2)

dont l'image est IB • Ceci dit, on voit aussitet que les couples

correspondent, a isomorphisme pres, aux extensions B de A-Algebres de

B par J, qui satisfont a la condition suivante :o

= u



- 87 -

On a done reformule Ie probleme initial 8.1 en un probleme qui entre

dans Ie cadre etudie au numero precedent. Ce dernier probleme garde un

sens, quel que soit l'homomorphisme de B -Bimodules donne (8.2.1) ,
o

dont il n'est plus necessaire dans la suite de supposer que crest un

epimorphisme.

8.4. Lorsque dans le probleme initial 8.1 on desire s'interesser unique-

ment aux couples avec commutatif, cela revient evidemment a se

borner dans la reformulation precedente aux extensions (8.3.1) qui sont

commutatives, c'est-a-dire (avec les notations de 7.1) a travailler dans

E3 plutot que E
2

• D'ailleurs, les considerations qui precedent auraient

pu se formuler egalement, mutatis mutandis, en partant d'un probleme

de "variation de structure" pour des A-Atlneaux (pas necessairement des

ce qui nous aurait ramene a reformuler Ie probleme dans E
1•

C'est pour la simplicite des notations que nous nous sommes bornes au

cas des Algebres, qui semble egalement le plus interessant du point de

vue pratique. Par la suite, nous noua bornons pour fixer les idees au

cas des Algebres commutatives, i.e. noua travaillerona dans Ej ; il n'y

aurait rien a changer essentiellement dans les deux autres cas.

8.5. Nous poserons

=

complexe typique de la categorie cofibree E
j

et

Nous allons definir, en termes des seules donnees (8.1.1) et (8.1.2) de

8.1 , un homomorphisme canonique
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Pour ceei, notons que (8.3.2) nous definit, pour un B variable J,o

un homomorphisme fonctoriel

(8.5.4) (J) = ExaleomA(B,J) (I®A Bo,J)
o 0

Comme Ie dernier fJncteur est exact a gauche, la donnee d'un tel homomor-

phisme revient a la donnee d'un homomorphisme

R°Ei (J) --> Hom..a ( I®ABo' J)
o a

, ROE1
ou 3 designe 1e foneteur exact a gauche associe a E; • Or ce dernier

est represente canoniquement par NB /A en vertu de 4.5 , de sorte qu'en
o

definitive 1a donnee de (8.5.4) equivaut a la donnee d'un homomorphisms

(8.5.3), qui est celui que nous voulions definir.

8.6. Interpretons maintenant 1a donnee d'une extension modulo isomorphisme

(8.3.1) comme correspondant a la donnae d'un homomorphisme dans la

categorie derivee

(8.6.1)

D(B ) :
o

(8.6.2)

induisant un homomorphisme caracteristique

:J B : NB / A -> J
o

Ceci pose, on verifie immediatement a partir des definitions que l'hom0-

do (8.3.2) n'est autre que Ie compose

(8.6.3) = :fBv : I0A Bo ->NB /A -> J
. 0 0

Comme l'ensemble deaclasses d'isomorphie cherche, dans la formulation de

8.3, n'est autre que l'image inverse par (8.5.4) de l'element u du
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deuxiemc membre, Daus voyons dono que la solution du problema, en lah-

gage est donnee par l'homomorphisme composa

en prenant l'image inverse de l'element donne u du dernier membre dans

Ext 1 ,J) .

8.7. On trouve ainsi que l'ensemble de classes d'isomorphie cherche

est soit vide, soit de fayon naturelle un torseur (= ensemble principal

homogene) sous Ie groupe noyau du compose (8.6.4). On ut se proposer

d'expliciter l'obstruction a l'existence d'une solution du probleme

d'extension et Ie noyau du compose (8.6.4) . Pour eeei, nous

poserons pour abreger

, L. B IA
= L. 0 ,N = NB0/A

,

et nous introduirons Le cane de 1 'homomorphisme

defini par (8.5.3) , de sorte qu'on a un triangle exaet dans D(f1)

(8.7.2)

M.

/\L;

Pl1 ] 1. (*).

On a done une suite exacte

(8.7.3)

les Hi(M.) etantnuls pour i I
donne alors 1a suite exacte :

i0,1,2 • La suite exacte des Ext nous

,

(*) Utilisant la theorie de Andre-Quillen, globalisee par L. Illusie, on peut
B fA

voir que M. est Ie tronque a l'ordre 2 du complexe TOO de

Andre-Quillen-Illusie, cf. 8.8.
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ou la fleche mediane n'est autre que Ie compose (8.6.4). Donc Ie noyau de ce dernier

1s'interprete comme Ext (M.,J), tandis que 1 'obstruction a trouver une solution du

2probleme peut se definir comme l'image de u E Hom(P,J) dans Ext (M.,J).

8.8. (Redaction revue en Mai 1968). Introduisons aussi Ie quotient

(8.8.U P' = (18ABo) IK ou K = Ker (v: 10A
B NB IA)
0

0 0 0

de P = 10A Bo'
Il est evident que l'homomorphisme Extl(L.,J) Hom(P,J) de (8.7.4)

0

se factorise a travers du sous-groupe Hom(P',J) de Hom(P,J), compte tenu de sa

factorisation (8.6.4). On peut alors repeter l'argument de 8.7, en y M.

par Ie mapping-c5ne M. de l'homomorphisme naturel L. deduit de l'inclusion

P' Rl(L.) = NB IA' Or on verra plus bas (10.5.15) que ce mapping-c5ne est cano-
o

niquement isomorphe a Par suite, la suite (8.7.4) peut se remplacer

par une suite exacte analogue

(8.8.2)

qui montre que l'ensemble des solutions du probleme pose est vide ou un torseur sous

et que cet ensemble est non vide si et

est dans Ie Hom(P',J), et si

Ie groupe

seulement

son image

I B IA ,..,
Ext (L. 0 (Bo,J),

o
si l'element donne u E Hom(P,J)

2 B IAdans Ext (L. o o,J) est nulle.

Lorsqu'on utilise enfin les complexes de Quillen et Andre, donnant

naissance a un triangle exact (cf. 10.5.22)

T.

la suite exacte des Ext correspondante fournit directement la suite exacte

(8.8.3) 0..::, Ext l Ao, A, J)..,. Hom( 10ABo' J)..,Ext2 Ao, J)
o

plus naturelle que (8.7.4) et (8.8.2), et qui sauf pour Ie dernier terme est essen-

tiellement identique a (8.7.4), On obtient ici un premier exemple concret d'un pro-

bleme d'obstructionsou Ie complexe de Quillen et Andre s'introduit naturelle-

menS de preference a son p&le tronque auquel nous nous bornons dans Ie

present travail.
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8.9. Terminons ce numero par quelques remarques sur les applications des

resultats de ce numero et du precedent a la theorie des Bchemas.

8.9.1. II est clair tout d'abord que dans 1e cas de t0poS anneles provenant

d'espaces topologiques anneles, ces resultats peuvent Se formuler directe-

ment en termes d'espaces anneles, sans utiliser Ie langage des topos.

Ainsi, si f : X est un morphisme d'espaces anneles (commutativement),

on definit sur X un cornplexe de Modules (notation de defini

a isomorphisme unique pres dans la categorie derivee D(X) de la categorie

des Modules sur X, de telle fa90n que pour tout Module J sur X, on ait

une bijection canonique

( 1( X/YExalcomf _1(0) 0l. ,J) - Ext L. ,J)
-y

et de un isomorphisme canonique entre et le groupe

des automorphismes d'extensions de

extension de par J (comme ideal

f-1(0 )-A1gebres de n'importe quelle-y

de carre nul). On peut aussi inter-

prater les extensions d'Algebres dont il s'agit dans le langage plus

geometrique des immersions d'ordre 1 d'espaces anneles (comparer 11.2.3)

il s'agit des espaces anneles X' sur Y, ayant merne espace sous-jacent que

X, munis d'un Y-morphisme qui induit l'identite sur les espaces

sous-jacents, et qui est une "immersion d'ordre 1" i.e. induit un

homomorphisme ---? qui est un epimorphisme a noyau de carre nul.

8.9.2. Ceci pose, si on suppose que f : X est un morphisme de

Bchemas, et si J est un Module quasi-coherent sur X, alors on voit que

les extensions infinitesimales X' de X par J sur Y sont eux-memes des

Y-Bchemas. Le fait que X' Boit un schema resulte de EGA 1

2e edition 5.1.9 , et Ie fait que XI ---)Y soit un morphisme de schemas

i.e. un morphisme "admissible" d'espaces localement anneles, resulte
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immediatement du fait qu' il en est de de f : X Y et que

i : X est une immersion nilpotente. Par suite, Ie Ext 1 precedent

peut aussi s'interpreter, en termes plus geometriques, comme l'ensemble

des classes, a isomorphisme pres, de Y-schemas X' munis d'un Y-morphisme

x qui est une immersion d'ordre 1, a Ideal d'augmentation egal

a J.

8.9.3. Considerons maintenant une immersion d'ordre 1

Y -) Y
o

de Bchemas, et un Y -schema X • On se propose de classifier, a isomorphisme
o 0

pres, les couples formes d'un Y-schema X et d'un Y -isomorphismeo

Les remarques faites dans 8.9.1 et 8.9.2 permettent d'appliquer les resul-

tats des sections precedentes a ce probleme. On trouve en particulier que

l'ensemble des classes cherche, correspondant a un quotient quasi-coherent

donne J de I®y Xo ' est de fa90n naturelle un pseudo-torseur (i.e. vide
o

ou un torseur) sous Ie groupe noyau de l'homomorphisme compose naturel

(8.6.4), prenant ici la forme

1 X /Y
Ext (r..? ,J) ---..).Hom(NX /y,J) __>Hom(I@yXo,J)

o 0

On explicite de comme dans 8.1 1 'obstruction a l'existence d'une

solution, qui est un objet dans un certain groupe Ext 2(M.,J) calcule sur

Xo' dont l'annulation est necessaire et suffisante pour que Ie pseudo-

torseur precedent soit non Vide, i.e. soit un torseur.
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9. Proprietes generales du complexe cotangent relatif.

Dans Ie present numero, nous donnerons quelques complements sur Ie

complexe introduit dans Ie numero 7, dans le cas des faisceaux d'anneaux

commutatifs, Ie plus interessant semble-t-il pour 1es applications a

present.

9.1. Notations. Comme au numero 7, nous considerons un topos S muni d'un

Anneau A et d'une A-Algebre B, A et B etant maintenant supPoses commu-

tatifs, et nous nous interessons a la classification des extensions

d'Algebres commutatives de B par des ideaux de carre nul, qui sont done

les objets de la categorie cofibree sur Mod(B) notee E3 ou Exa1comA(B,-)

dans 7.1. Le complexe typique L¥G = correspondant, objet

de la categorie derivee D(B) de Mod(B) (7.4.2.4), sera note par 1a suite

(9.1.1)

ces objets de cohomologie seront notes

(9.1.2) 11..1 = H =B/A 0

(9.1.3) NB/A = = NE
3

Nous appe11erons 1e complexe cotangent relatif de la A-Algebre B,

ou de B sur A, et NB/A sera appele Ie Module cotangent relatif de B

sur A. Quant ,clest Ie classique Module des differentielles

(de Kahler) A, la notation utilisee ici etant celIe de SGA 1 I

et IDA IV 16 •

Lorsque A--)B est un epimorphisme, i.e. qu'on a un A-isomorphisme

B A/I

I un Ideal de A, alors
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(isomorphismes canoniques), d'ou un isomorphisme

B/A 'V I JL. - NB/A 1

La deuxieme relation (9.1.4) justifie dans une certaine mesure Ie nom

"Module cotangent relatif" donne a NB/A •

Supposons maintenant que nous ayons un morphisme

de topos anneles (commutativement), dont les Anneaux seront notes et

La donnee de f consiste en la donnae d'un morphisme de topos, note

egalement f, et d'un homomorphisme d'Anneaux sur X :

-1(
f

( *)

On posera alors

L
X. / y ::: LO.:x!f-

1
1 1

, n X/ y = /f-1(0 ) , NX/y = NO !f-1(0 ) •
-X -y -X-y

Les objets ainsi introduits s'appelleront respectivement Ie complexe

cotangent relatif de X Y, Ie Module des differentielles relatives

de X sur Y, et Ie Module cotangent relatif de X Y •

Remarque 9.1.8. En fait, il faut considerer la terminologie de "com-

pleze cotangent relatif" introduite ici comme provisoire. En effet,

D.G. Quillen [141 arrive a definir un compleze de chaines sur S ,

defini a isomorphisme pres dans la categorie derivee D(B), compleze

(*) -1Nous notona f Ie foncteur "image inverse de faisceaux d'ensembles"
associe a un morphisme f de topos.
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dont les proprietes sont nettement plus satisfaisantes que celles de

, qu'il faut considerer comme un tronque de (par tuage des ob-

jets d'homologie H. pour i 2). C'est plutot qui meriterait
J.

Ie nom de complexe cotangent relatif, sa connaissance etant considera-

blement plus riche que celIe de son tronque (*).

9.2. Rappels des proprietes essentielles. principal pour

nous reside ici dans les isomorphismes canoniques, fonotoriels en l'objet

J de Mod(B)

qui peuvent se preciser par une description de la categorie cofibree

exacte a gauche ExalcomA(B,-) sur Mod(B), a sur Mod(B) pres,

en termes de comme la categorie B/A (6.10) •
L.

Supposons maintenant que l'on ait un Ideal I de soit

C B/I

on obtient alors une suite exacte canonique

Seules la de gauche et l'exactitude en I/I2 sont en cause. Or

soit

qui est done una extension de A-algebres de C par I/I2 comme ideal de

carre nul. Or on voit aussitot qu'on a un isomorphisme canonique

moyennant lequel l'operateur d de (9.2.3) s'identifie a l'operateur

(*) Voir note de bas de page, p.164.
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differentiel du complexe typique de l'extension E de C par r/r2 (7.2'.

Alors la fleche de de (9.2.3) est definie comme l'homomorphisme

caracteristique de 1 'extension E (4.3), et la suite exacte est un cas

particulier de la suite exacte (4.3.1).

Nous retrouverons par une autre voie cette suite exacte au numero

suivant (cf. 10.5.23), OU nous arriverons a la prolonger d'un cran sur

la gauche, par adjonction d'un terme NB/A,C ; dans la theorie de

Quillen, cette suite exacte s'insere dans une suite exacte infinie

"de transitivite" bien plus belle •••

9.3. Fonctorialites. Considerons d'abord, dans le topes S, un dia-

gramme commutatif d'Anneaux commutatifs

(9.3.1)

B

T T
A

On en deduit un diagramme commutatif de foncteurs

p

ExalcomA(B,-)

1
{(

Mod(R)

Exalcom
A,

(B ,,_)

1
Mod(B r )

OU les fleches verticales sont les projections structurales des catego-

ries cofibrees envisagees, 1a deuxieme fleche horizontale est la restric-

tion des scalaires de B' a B (qui est un foncteur exact), enfin la

premiere fleche horizontale associe a 1 'extension de A'-Algebres de B'
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par J' son image inverse (en tant qu'extension de A-Algebres) par B

Conformement a la theorie generale 6.16.1 , on deduit de ce diagramme

un homomorphisme

, B'/A'- >L.

ou ce qui revient au meme/un homomorphisme

LB/ A B' LB'/A'• '0'£ --).

canonique

dont la connaissance permet de reconstituer (a isomorphisme unique pres)

Ie foncteur precedent

ExalcomA,(B',-) -) ExalcomA(B,-)

Notons aussi que (9.3.4) induit des homomorphismes de B-modules

o1 1)1
'lA'

dont Ie premier est l'homomorphisme bien connu deduit de la propriete

universelle des Modules de differentielles.

Revenons de nouveau a la situation ou on se donne seulement A et B

sur S, mais donnons nous de plus un morphisme de topos

f : S' -> s

Posons

de aorte que B' est une A'-algebre commutative. D'apres les proprietes

-1d'exactitude du foncteur f "image inverse de faisceaux: d'ensembles" ,

on deduit de (9.3.7) un diagramme commutatif de foncteurs
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-_.....--) ExalcomAI(B1,_)

1________) Mod (11 I )

ExalcomA(B,-)

1
Mod(B)

(9.3.8)

la deuxieme fleche horizontale etant un foncteur exact. D'apres la

theorie generale 6.16.1 , on deduit de ce diagramme un homomorphisme

eanonique

B'/A'L.

dont la connaissance permet de reconstituer (a isomorphisme unique pres)

Ie foncteur precedent

L'homomorphisme precedent induit des homomorphismes des objets de

cohomologie

(9.3.10) , ,

dont Ie premier est encore l'homomorphisme bien connu.

Proposition 9.3.11. a) Dans 1& situation (9.3.1), l'homomorphisme

(9.3.9) (done aussi les homomorphismes eorrespondants (9.3.10» sont des

isomorphismes.

b) Dans la situation (9.3.1), supposons que A'

soit A-plat et que Ie carre envisage soit cocartesien (i.e. definisse

un isomorphisme • Alors (9.3.5) est un isomorphisme, et

par suite on en conelut via (9.3.6) des isomorphismes
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Choisissons en effet un homomorphisme de faisceaux d'ensembles

(7.4.1.3) engendre B en tant que A-Algebre, et utilisons-le pour

calculer Ie complexe suivant la methode de 7.4. Dans Ie cas

a), soit cp' : T I I 1 'homomorphisme deduit de cp. en appl.Lquant, Le
o 0

foncteur f-1 , et utilisons cet homomorphisme engendre encore B'

comme A'-Algebre) pour calculer • Utilisant les proprietes d'exac-

titude du foncteur f-1 , on voit que celui-ci commute a la formation du

complexe d'une extension d'Algebres, ce qui aussit8t Ie

reaultat annonce. On procede de fa90n toute analogue dans Ie cas b)_

Utilisant a) ci-dessus, nous allons definir une fonctorialite mixte

pour Ie complexe , combinant les deux fonctorialites qu'on vient de

decrire. Considerons done un diagramme commutatif de topos anneles

h

g

nous allons en un morphisme dans n(x ')

de la fa90n suivante. Posons

On a done sur X' un diagramme commutatif d'Anneaux commutatifs

B'
.1,\0
-----> B'

----_) AI
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qui donne naissance a un homomorphisme

B'/A' B'/A'
(* ) L •0 0 L. =

du type (9.3.5)

X,/y'L.

D'autre part, on a un homomorphisme du type (9.3.9)

B'/A'
(**) = L. o 0

qui est un isomorphisme en vertu de 9.3.11 a) • Composant l'inverae de

l'isomorphisme (*.) avec l'homomorphisme (*) , on trouve l'homomorphisme

annonce (9.3.13). On en conclut egalement des homomorphismes

On conclut aussitot de la construction qui precede, et de 9.3.11 b)

Corol1aire 9.3.16. Sous les conditions du diagramme (9.3.12), g est

plat et Ie diagramme (9.3.14) cocartesien Le. QtA' A' , alors
o

(9.3.t3) (et par suite egalement (9.3.15)) est un isomorphisme.

Comme cas particulier de ceci ou de 9.3.11 a), on trouve

Corollaire 9.3.17. Soit f : X Y un morphisme de topos annaLes ,

Alors pour tout objet S de Y et tout objet T X au-dessus de S, consi-

derant Ie morphisme induit X/T -----> Xis ' on a un isomorphisme

canonique

(compatibilite ce la formation du complexe cotangent relatif avec la

localisation eL

Un enonce essentiellement equivalent est le suivant : etant donne

B sur le topos S , et un objet U de S , on a un isorr.orphisme
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canoni'lue

9.3.18. Il resterait, pour completer cette section, a donner un resultat

de transitivite pour les homomorphismes de la forme (9.3.13). Arrive a

ce point, le redacteur declare forfait. Il ne doute pas plus 'lue le lec-

teur de la formule de transitivite ('lu'il se dispense d'expliciter), 'lui

n'a pas l'air d'autre part entierement triviale (*).

9.4. Propriates de quasi-coherence, de coherence et de perfection.

Alors que les proprietes developpees dans les sections precedentes

9.1 a 9.3 sont essentiellement indapendantes des hypotheses de cOIDIDuta-

tivite faites, il n'en sera plus de pour celles qui vont suivre, ou

nous porterons notre attention sur Ie cas d'un morphisme de schamas

f : X -) Y

,

Supposons d'abord X et Y affines, d'anneaux B resp. A. Nous noue propo-

X/Yeons de donner un mode de calcul de L. (cf. 9.4.5).

9.4.2 Considerons d'abord des homomorphismes d'Anneaux commutatifs

dans un topos quelcon'lue, d'ou un homomorphisme canonique (9.3.5) :

C} _)

ou les crochets dans Ie premier membre dasignent Ie tronque de longueur 1.

Pour un C-Module variable, et pour i = 0, 1, on en deduit un homomorphisme

fonctoriel

(*) Elle devient triviale dans 1e point de vue de L. 111usie, cf. sa these
citee.
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ou la derniere fleche est la fleche d'adjonction habituelle. Par construc-

tion de (*J , l'homomorphisme compose (**) s'identifie, moyennant

les isomorphismes (9.2.1) ,a l'homomorphisme fonctoriel

(M) -;> (14)

deduit du foncteur qui, a chaque extensiop infinitesimale de C par M sur

A, associe l'image inverse de cette extension par le A-homomorphisme

• Par suite, pour que l'homomorphisme t*) soit un isomorphisme

dans la categorie derivee D(C), il faut et il suffit que Ie foncteur

precedent soit une equivalence de categories.

9.4.3 Montrons que cette derniere condition est verifiee lorsque C est

de la forme BS-1, OU S est un sous-faisceau d'ensembles de B (et le

localise BS-1 est defini par la propriete universelle habituelle, et

se construit a la fa90n habituelle Qomme le faisceau aSBocie a un pre-

faisceau ••• ) • Pour le voir, nous allons indiquer un

foncteur en sens inverse, en laissant au lecteur le soin de prouver qu'il

est bien un quasi-inverse du foncteur envisage dans 9.4.2. Or soit E une

extension de B par 14 (ou plutat Le B-Module deduit du C-Module M par

restriction des scalaires) sur A. Soit T le d'ensembles

de E image inverse du sous-faisceau S de B ; on voit tout de suite que

-1 -1 -1 -1-1ET est une extension de BT par 14T ,et que BT • BS = C, et que

-1 -1 ( -1MT = MS = 14 car 14 est en fait un C-Module) , de sorte que ET est
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une extension de C par M. Elle depend evidemment fonotoriellement de E,

ce qui donne le foncteur annonoe.

9.4.4. Il faut encore donner un m07en permettant de reconnaitre qu'une

Algebre C sur Best isomorphe a une Algebre de la forme BS-1• Pour ceci,

notons qu'on peut toujours prendre dans ce cas pour S l'image inverse

du sous-faisceau d'ensembles C* des sections inversibles de C, et la

question revient dono a celle de savoir si l'homomorphisme canonique

est un isomorphisme. Comme la formation de S (en termes de B

commute a tout foncteur image inverse relatif a un morphisme de topes,

et en particulier au passage aux fibres, on voit que lorsque le topos

envisage admet suffisamment de "points" :x: , alors C est de la forme

-1 1BS si et seulement si pour tout x, C est de la forme B S- (pour
x x x

une partie oonvenable S de E ). Revenant a la situation (9.4.1), on
:x: x

voit que oette condition est verifiee en partioulier pour l'homomorphisme

d 'Anneaux sur X

,

l'etant fibre par fibre.

Considerons alors sur X le carre oommutatif d'Anneaux

f-1 (Q.y) .. A' • I >0 = E'-X

f 1
Ax EX
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,=-
- - -f). B'/A'L.

on obtient un homomorphisme canonique

Oll AX et BX deaignent les Anneaux constants de valeur A et B, et par

suite

L
Oll dans le premier membre il est inutile de mettre le signe @ et de tron-

LX/
y.

quer, au fait que B' est plat sur BX
Bx/Ax B/A

L. (L. )X (9.3.11 a)) , de sorte que

B 0:x: = ;yA

• D'ailleurs on a

notre homomorphisme s'ecrit

Oll le premier membre n'est autre que le complexe de Modules quasi-

h ' t X S ('0) 1 d '0 dul LB./A•co eren sur = pec D au comp exe e D-mo es

Ceci pose, je dis que l'homomorphisme precedent est un isomorphisme.

Pour Ie voir; introduisons aussi B
1
= , de aorte qU'on a Ie

diagramme commutatif

A'

et que l'homomorphisme se deduit de l'homomorphiame analogue

u :
B /L

L x --x@ '0
• B D 1X

B /A'__>L. 1

en tensorisant sur Bj

v :

par B' , et en composant avec

B lA' /
L. 1 B' :> A'

1

Or, on a vu dans 9.4.2 et 9.4.3 que vest un isomorphisme (B' etant un

localise de B1), et dans (9.3.11. b)) qU'il en est de de u, A' etant
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plat sur Ax . II en est done de du compose VUe On obtient done :

Proposition 9.4.5. Si f : X est un morphisme de schemas affines

d'anneaux B,A , on a un isomorphisme canonique de complexes dans D(X) :

ou Ie signe rv designe Ie faisceau quasi-eoherent associe a un B-module.

De cette description resulte en particulier que les Modules de

cohomologie !lilY et NX/y de sont quasi-coherents, et qu'ils sont

coherents dans Ie cas noetherien et X de type fini sur y, -faits d'ailleurs

bien eonnus pourlli/Y . Utilisant Ie resultat de localisation 9.3.17, on

trouve done Ie

Corollaire 9.4.6. Soit r : X Y un morphisme de schemas. Alors

les faisceaux de cohomologie i1i/y et NX/y de sont guasi-eoherents,

et coherents si Y est localement noetherien et f localement de type

fini. Enfin, si f est un morphisme d'intersection complete (SGA 6 VII),

alors est un complexe parfait (SGA 6 I) d'amplitude parfaite

contenue dans l'intervalle [-1,OJ •

II reste seulement a prouver la derniere assertion, pour laquelle

on est encore ramene au cas affine. Ecrivant B = A[T
1
, ••• ,Tn J/ I ,

on sait alors que I/I2 est un B-module projectif de type fini (SGA 6 VII).

Comme est libre de type fini sur C, done son produit tensoriel

par Best libre de type fini sur B, il en resulte que est parfait

d'amplitude parfaite contenue dans t-1,OJ , d'ou la conclusion
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X/Ypour L. •

9.4.7. f est un morphisme d'intersection complete,

done est parfait, on peut eonsiderer l'element

ou Ie deuxieme membre est defini comme Ie groupe des classes de la

categories triangulee des complexes parfaits sur X (SGA 6 IV). Cet ele-

ment joue Ie role d'un cotangent relatif virtue1 pour Ie morphisme

f, et joue un role important dans la formulation du theoreme de

Riemann-Roch pour f (SGA 6 Exp. 0). Le fait dans Ie cas d'un morphisme

d'interseetion complete les proprietes de soient

irreprochables d'ailleurs, grace au fait dans ce cas

particulier, coincide avec Ie "vrai" complexe cotangent relatif de

Quillen deja mentionne (9.1.8).

9.4.8. supposons X soit et separe. Alors

on sait par J. L. Verdier (SGA 6 II 3) la categorie Qcoh(X) des

Modules sur X a assez d'injectifs, et Ie foncteur

naturel

---> D+(X)

est pleinement fidele et a pour image essentielle la sous-categorie

pleine de D+(X) formee des complexes a cohomologie II

s'ensuit l'assertion de dans 9.4.6 X est

et separe) peut ae formuler ausai en disant que

est dans l'image essentielle de D+(Qcoh(X)), et definit done un

objet bien determine a isomorphisme pres de D+(Qcoh(X)). Mais
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en observera que nous n'avons su decrire ce dernier objet qu'en utilisant

une methode nous obligeant a sortir de Ia categorie (trop restreinte) des

Modules quasi-coherents (cf. construction dans 7.4).

9.5. Comparaison de avec un complexe de differentielles. Relations

avec les @orphismesformellement lisses.

Lorsqu'on a des homomorphismes d'Anneaux

k

sur Ie topos S, on a vu dana 7.5 (cf. derniere fleche verticale de

qu'on a un homomorphisme canonique dana D(B)

qui induit un isomorphisme pour lea H ,un epimorphisme pour les
o

H1• Utilisant ce dernier fait, on trouve donc une suite exacte canonique

(9.5.3)

Noua verrons (10.5.23) comment on peut prolonger de deux crans sur la

gauche cette suite exacte, en lui ajoutant deux nouveaux termea NB/k

et NA/k ; chez Quillen, cette suite exacte apparait d'ailleurs encore

comme un morceau d'une suite exacte infinie "de tranaitivite". Rappelona

aussi (7.5.4) que (9.5.2) est un quasi-isomorphisme ai et seulement ai

pour tout B-Module injectif J, toute extension commutative de A-Algebre

de B par J aplitte en tant que extension de k-Algebres.

Interpretons ces rappels dans les notations des topos anneles

relatifs, en partant de morphismes de topos anneles

On trouve alors un homomorphisme dans D(X) :
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,

induisant un isomorphisme sur les faisceaux H ,un apimorphisme suro

les H1 ' d'ou une suite exacte

(9.5.3.bis)

Proposition 9.5.5. Si on a des morphismes de (9.5.4)

gf soit formellement lisse (EGA IV 17.1.1), alors l'homomorphisme

(9.5.2.bis) est un en d'autres termes la

(9.5.3.bis) exacte en lui ajoutant un zero sur 1a gauche.

En vertu du cr;tere de quasi-isomorphie rappe1e plus haut, il suf-

fit de prouver le resultat suivant :

Proposition 9.5.6. Soit f unmorphisme formellement 1isse

de schamas, alors on a

°
en d'autres termes, pour tout injectif J, toute extension de

de J est triviale.

En effet, sous la forme de la relation NX/y • 0, on voit sur

9.3.17 que la question est locale sur X, ce qui nous permet de supposer

X et Y affines, d'anneaux B resp. A, te1s que B soit forme11ement lisse

sur A (EGA Drv 19.3.1), et i1 suffit d'uti1iser Ie

Pour que B soit formellement lisse aur A, i1 taut et i·1 suftit que

NB/A = 0 et que soit un modul,e sur B ; en d'autres
; ,

termes, que l'on ait un isomorphisme,
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aU N est un B-modu1e projecti!.

Cet enonce n'est autre en effet que Ie critere jacobian de lissite

formelle (EGA 0IV 22.6.1).

Remarques 9.5.8. Soit f : Y un morphisme de schemas. Nous dirons

que fest loca1ement formellernent liese 8i on peut recouvrir X par des

ouverts X. qui sont forrnellement liseee sur Y. Evidemment, si fest
J.

formellement lisse, i1 est localement formel1ement liese ; j'ignore si la

reciproque est vraie en general. C'est ce qui est affirme hAtivement

dans (EGA IV 17.1.6), mais la demonstration n'est valable que lorsqu'on

supposen. ilY de presentati(m finie, par exemple si fest localement de

type fini. Le lemme 9.5.7 implique aussitot Ie suivant : pour

que f so it localement formellement lisse, il faut et il suffit que l'on

ait NX/ Y = 0 et soit "localement projectif" dans Ie sens 8ui-

vant : on peut recouvrir X par des ouverts affines X., d'anneaux B. ,
J. J.

tels que sur Xi le Module soit donne par un Bi-

Module projectif. La reponse a la question de savoir si cette condition implique

la lissite formel1e de f serait affirmative, si on pouvait montrer que

pour tout anneau commutatif B, tout B-Module N qui est localement pro-

jeotif est projeotif, ou ce qui revient au meme, satisfait a

pour Module quasi-coherent! sur X = Spee(B).

D'autre part, on trouve facilement par le raisonnement de 100. cit.

que Ie morphisme fest formellement non ramifie (resp.formellement etale)

(IDA IV 17.1.1) si et seul ement si n .i/Y = 0 1.e. L NX/y [ 1]
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(resp. si et seulement sifLi/y = 0 et NX/y = 0 , i.e. = ° ).

9.6. Un critere differentiel conjectural de lissite (cf. EGA 0IV 22.1.1).

C'eat le suivant :

Conjecture Soient A E des homomorphismes loeaux d'anneaux

locaux noetheriens, avec A et C reguliers, E C surjectif done C ":;; E/I ,

I un ideal de E, enfin E localisee d'une A-algebre de type fini. Alors

Best formellement lisse sur A si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites :

a) Best regulier, i.e. l'ideal I est un ideal regulier.

b).fl .:BC est un C-module projectif.

e) L'homomorphisme caracteristique

(cf. (9.2.3»

est injectif.

Notons (EGA IV 17.5.3) qu'il revient au meme que :B soit formelle-

ment lisse sur A pour les topologies discretes ou pour les topologies

definies par les ideaux maximaux, et que lorsque E est l'anneau local

d'un point x d'un schema X localement de type fini sur A, cela signifie

aussi que X est lisse sur Y = Spec(A) en x, de sorte que la conjecture

enoncee donne bien un critere de lissite.

Les conditions a), b) et c) enoncees sont en tous cas necessaires.

Pour a), on utilise par exemple le critere (EGA IV 17.5.1 b') de lissite,

et (EGA IV 6.5.1). Pour b), on note doit deja etre libre sur

E (EGA 0IV 20.4.9), compte tenu que ce E-module est de type fini. Enfin

c) resulte de la suite exacte qui sera definie plus bas (10.5.11)



- 111 -

et du fait que, si Best formellement lisse sur A, alors pour toute

B-algebre C on a Ni/A = ° (9.5.7>'

D'autre part, les conditions enoncees sont aussi suffisantes

lorsque A est localisee d'une algebre de type fini sur un corps.

En effet, alors A contient un corps premier k, et comme k est parfait,

l'hypothese de regularite sur C signifie aussi que cet anneau est formel-

lement lisse sur k pour les topologies discretes (EGA 0IV 22.6.1). On

est done dans les conditions d'application de EGA 0IV 22.1.1 , qui

prouve que Best formellement lisse sur A, compte tenu qu'en vertu de

9.5.5, C etant formellement lisse sur A, l'homomorphisme caracteristique

envisage dans l'enonce de la conjecture s'identifie a celui envisage dans

lac. cit. Dans ce raisonnement, la regularite de A n'a d'ailleurs pas

ete utilisee. II est probable qu'on puisse 1 'adapter egalement au cas ou

A est suppose seulement d'egales caracteristiques, en donnant une version

generalisee de EGA 0IV 22.1.1 dans Ie cas au on considere sur C une

topologie qui ne serait plus necessairement la topologie discrete, pour

formuler l'hypothese de lissite formelle dans loc.cit.

Le cas Ie plus interessant semble done Ie cas d'inegales caracte-

ristiques. II y a lieu egalement d'etendre Ie critere conjectural de

lissite formelle au cas ou on ne suppose plus que Best localisee d'une

A-algebre de type fini, en remplagant alors les modules(\ et NC/A

par des variantes, faisant intervenir les topologies habituelles des

anneaux locaux noetheriens qui entrent en jeu.
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10. exactes de transitivite.

Dans Ie present numero, nous precisons la dependance des categories

cofibrees et 1L• du nO 6 du complexe de chafnes L., en etudiant la

situation ou on a trois tels complexes formant un triangle exact, et

essayant d'expliciter les relations entre les categories cofibrees corres-

pondantes sur C • Nous explicitons ensuite un cas particulier de cette

situation, dans Ie cas du complexe cotangent relatif etudie au nO 9 ;

on obtiendrait deux autres variantes des suites exactes obtenues, en se

pla9ant dans Ie contexte du nO 7 •

10.1 • Categorie cofibree definie par un C-foncteur E' ---; E" •

Considerons un C-foncteur

de categories cofibrees additives sur la categorie additive C • On va en

deduire une nouvelle categorie cofibree additive sur , notee

E = [E'

de la fa90n suivante. Pour tout objet A de , les objets de E(A) sont les

couples (X' ,a) , avec X' E Ob(E' (A» et a : ep(X' une trivialisation

de Les flaches de (X',a) dans (X1,a1) sont les flaches de E'(A) de

source X', de but X1 ' qui sont compatibles dans un sens evident avec

les trivialisations. La composition des flaches dans E(A) est induite

par celIe dans • On obtient bien ainsi une categorie E(A) • Pour une

flache de , on definit de fa90n evidente un foncteur "cochange-

ment de base" E(A)---t E(B) , en utilisant Le foncteur cochangement de

base E' (A) E I (B) • On definit de fa90n toute aussi eVidente, pour un

compose , un isomorphisme de transitivite entre les deux fonc-
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teurs auxquels i1 donne naissance, de sorte qu'on obtient

un pseudo-foncteur (SGA 1 VI) permettant de construire a la fayon habi-

tuelle une categorie cofibree E sur £ , admettant les E(A) comme catego-

ries fibres et les foncteurs precedents E(A) -7E(B) comme foncteurs de

cochangement de base. Par construction, on a un foncteur nature1

(x: ,a.)f-7X' :

(10.1.3) ,
qui est d'ailleurs fidele.

On voit immediatement que la nouvelle categorie cofibree E est

encore additive, d'ou des foncteurs additifs EO,E1 correspondants (1.6).

10.2. Une suite exacte sympathique.

Si A est un objet de £ , on definit une application

3 : Ell o (A) --4 E1(A)

Ell
en associant a tout element a = Aut du premier membre, l'objet

E' ,a) de !(A) , dont la classe sera notee 3(0.) • On constate aussitat

que cette application est fonctorielle en A, done elle est additive.

Utilisant cette application, et les applications induites par les fonc-

teurs et , de (10.1.1) at (10.1.3), on trouve une suite d'applications,

fonctorielle en l'objet A de £ :

(10.2.2) o --.-+Eo(A) 0 (A) E"o(A) 1 (A) ----+E ,1 (A) -:>E" 1 (A) •

Cette suite est exacte. La varification de ce fait, essentiellement

triviale et analogue a celIe de 2.5 , est laissee au lecteur. On fera

attention qu'on ne peut en general ajouter un zero a droite de cette

suite exacte (si on tient a ce qu'elle reste exacte I).
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10.3. Cas ou E' et E" sont C-equivalentes a des categories de la forme

et (cf. 6.5).

On peut supposer Ll et de longueur 1, ce que nous supposerons

desormais. Pour simplifier, nous supposerons Q abelienne.

On sait (6.12) que provient d'un homomorphisme bien determine

dans K(C)

(10.3.1)

On a ce qui suit :

CPo L'! --""'. L1

a) E est C-equivalentea une categorie de la forme '

Ie foncteur de (10.1.3) etant done defini par un homomorphisme bien

determine

(10.3.2) \II.: L1 ->

(1. etant d'ailleurs bien determine, a isomorphisme unique pres

dans K(Q) , comme Ie complexe typique de E ).

b) Supposons que l'homomorphisme

induit par CPo • (10.3.1) soit un monomorphisme, ou ce qui revient au

lorsque dans Q il Y a suffisamment d'objets injectifs, que pour tout tel

objet injectif A, l'application

soit surjective. Alors les homomorphismes (10.3.1) et (10.3.2) s'inserent

canoniquement dans un triangle exact de D(Q)

L.

degre / \ $.

L'.' CPo :,.L!
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de telle sorte que pour tout objet A de C , Ie diagramme suivant soit

commutatif :

,

ou la premiere fleche horizontale est (10.2.1), la deuxieme est l'homo-

morphisme cobord deduit du triangle exact (10.3.3), les fleches verticales

superieures etant celles de (3.10.1), les fleches verticales inferieures

etant celles deduites de (5.2.1). (NB comme celles-ci sont injectives,

cela permet de recuperer l'homomorphisme (10.2.1) en termes du triangle

(10.3.3).)

c) Si on suppose que l'homomorphisme

cp1: E ' 1--.:, E" 1

est un epimorphisme (et dans ce cas seulement), Ie triangle exact (10.3.3)

dans D(f) provient d'un triangle exact dans K(f) ; ce dernier peut se

decrire aussi canoniquement (a isomorphisme unique pres).

d) En tous cas, on trouve une suite exacte

(10.3.5) NEI ---) -+(1E' ,

(NB dans Ie cas b) ci-dessus, cette suite reste exacte en mettant un zero

a gauche)

Esquissons la demonstration des assertions qui precedent. Utilisant

l'homomorphisme cp de (10.3.1)
•

d"

(10.3.6) CP1

L'
1 ----+) 11o

CPo
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introduisons la somme amalgamee

(10.3.7) L
1 == L1lLL" L"

1
0

de sorte que Le diagramme (10.3.6) donne naissance a.

L" L"
1 )' 0

I I
\r t
L' >L1 )L'
1 0

Utilisant les definitions des categories cofibrees de la forme it. at

celIe de E = on trouve facilement que E est f-equivalente

a la categorie iL. ' ou

(10.3.8) L. = [L1 )

(de sorte que L = L'). Cela etablit a). Pour etablir b), on note d'abordo 0

qu'on peut se ramener (quitte a remplacer L1 par un complexe homotope)

au cas ou '-.". est un monomorphisme sur chaque composante, t;p : LII )Lo'o 0

etant un monomorphisme direct : il suffit en effet de remplacer

L1 par L1 e par l'homomorphisme de complexes decrit

dans Le diagramme

L' eL" >L'
1 0 d '@icL 0

-r,"
o

d"_____),LII
o

("'o,i<\,,)
o

$ L"o

Supposo,ns dorenavant que nous sommes dans le cas particulier annonce et

soit Q. le conoyau du monomorphisme cp. : L'J ---+ L1 , de sorte que nous

avons une suite exacte courte
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o ---.J).L! 0

Q. est un complexe de chaines de longueur 1, avec

Q1 Coker

Qo = Coker L"--.L' == L )
000

de sorte qu'on obtient une suite exacte

compte tenu que L" -.., L et L"..--.,L' ... L sorrt des monomorphismes (Ie premier
o 1 000

parce est deduit par cochangement de base du monomorphisme

L;' Cette suite exacte nous prouve que L. --.,Q. est un quasi-

isomorphisme, de sorte que la suite exacte (*) donne bien naissance a un

triangle exact (10.3.3) dans la categorie derivee D(Q).

Nous ne donnerons pas la verification de la commutativite de

(10.}.4), que Ie redacteur avoue n'avoir pas faite Indiquons

par contre pourquoi dans Ie cas c) on obtient un triangle exact

dans K(Q). (Le fait que la condition de c) est aussi necessaire etant

immediat, grace a la suite exacte en les Hi(Hom'(-,A» associee a

un triangle exact dans K(Q}.) Appliquant l'hypothese de surjectivite pour

au cas ou. A == L'1 ' on trouve qu'il existe des homomor-

phismes

tels que

a. L'1 1 o 1

== a. CP, + 13 d" ,
1

de sorte que La fleche (CP1,dll ) de (10.3.9) admet une inverse a gauche

(a.,a). Done dans la reduction faite ci-dessus, on obtient que non seule-

ment , mais aussi ' est un monomorphisme direct(*), Done la suite

(*) i.e, admet un inverse a gauche.
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exacte courte (*) definit un triangle exact dans K(Q) , et non

seulement dans D(Q). II en est de de la suite exacte courte (**) ,

car 1es monomorphiamea 1" -)'11 et 1" -) l' 0: 1 sont directs (Ie premiero 0 0 0

parce que L1 l'est). Cette suite exacte montre alors que

est un isomorphisme dans K(Q), droll Ie fait que (10.3.3) peut consi­

dere comme un triangle exact dans K(Q).

Enfin, etablissons la suite exacte (10.3.5) de d), dans 1aquelle

seule la fleche 3 demande encore une definition (les autres fleches etant

induites par et t). Mais soit Ie complexe de deduit de

en divisant 11 par Ie aous­objet de = = NEil' noyau de

: NE; • Par passage au quotient, definit un homomorphisme

Compte tenu de la construction donnee ci­dessus pour 1. , ce complexe

n'est pas change quand on remp1ace q:l. par , de sorte qu'on trouve un

triangle exact dans

(10.3.10) 1.

L'.' ­­40 1 %

qJ.

donnant naissance a une suite exacte d'objets d'homologie

H1(L!) -) (L'n--4H (1:) (1.)-7'0l,o 0 0

Ho

Compte tenu de l'isomorphisme evident
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cette suite exacte definit une suite exacte de la forme (10.3.5).

10.3.10. Autocritique. Faute d'une lecture suffisamment approfondie des

oeuvres de Mao-Tse-Tung, Ie redacteur n'est pas arrive dans cette section

a une formulation vraiment satisfaisante. Ainsi, dans b) il manque une

caracterisation intrinseque du triangle exact obtenu, qualifie de "canoni-

que" alors que la canonicite n'est pas du tout apparente sur la construc-

tion explicite donnee. De meme, il manque une description simple de l'homo-

rnarphisme de (10.3.5). Les memes critiques s'appliquent a la section

Buivante. II semble qu'il faille commencer par etudier l'effet, sur des

categories cofibrees de la forme et d'un homomorphisme de degre 1

L. sur les complexes de chaines.

10.4. Cas ou E' E" sont exactes a gauche.

Dans ce cas, on obtient les resultats suivants

a) E est egalement exacte a gauche. Lorsque C admet suffisamment

d'objets injectifs, il s'ensuit (2.9) que E est connu a C-equivalence pres,

quand on connait sa restriction a la categorie Inj(C) des objets injectifs

de C •

b) Supposons que £ admette suffisamment d'injectifs (*). Lorsque

E' et E" sont C-equivalentes a des categories de la forme IL! et

(cf. 6.10), alors E est C-equivalente a une categorie de la forme IL ••

Notons que les complexes de chatnes de longueur 1 L!, et L.

sont determines a isomorphisme unique pres dans la categorie derivee D(Q)

(*) Condition probablement inutile
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et que les foncteurs et , (10.1.1) et (10.1.3) sont definis alors par

des homomorphismes bien determines dans D(Q) :

: 1'! ----? 1: ,I. :'1'.

c) Sous 1es conditions de b), soit 1e comp1exe de cha!nes qui

coincide avec 1'! en degre 0, et est deduit en degre 1 de 1" en divisant
1

par 1e soua-objet de = = NEil' noyau de l'homomorphisme

NE, • Soit

1'! -)1:

l'homomorphisme de complexes deduit de par passage au quotient. Alors

et t. s'insarent dans un triangle exact canonique de D(C) :

L.

j\
1',' --4") L! ,

tel que pour tout objet A de C , le diagramme suivant soit commutatif

E1(A)

zt
Ext 1 (L. ,A)

II
----:>E.xt1(L. ,A)

E"o(A)

11'
Exto(L'!,A)

1i
Exto(L'! ,A)

ou 1e premier a est ce1ui de (10.2.1), 1e deuxiame est l'homomorphisme

cobord deduit du triangle exact (10.4.2) , 1es f1aches vertica1es supe-

rieures sont (5.4.1.1) et (5.4.1.2), 1& f1ache vertica1e inferieure

gauche etant induite par 1 'homomorphisme canonique L'! L'! •

d) Sous 1es conditions de b), 1e triangle exact (10.4.2) fournit
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une suite exacte canonique

Esquissons la demonstration des resultats que nous venons d'enu-

merer. L'assertion a) resulte aisement des definitions, par une chasse

diagrammatique un peu fastidieuse laissee au lecteur, dans Ie style de la

demonstration (omise) de 2.6 • Pour prouver b), on procede essentiellement

comme dans la demonstration de 10.3 a) pour construire un complexe de

chatnes L. , par les formules (10.3.1) et (10.3.8). On voit alors tout

de suite que la restriction de a Inj(£) est equivalente a celIe i) E,

en procedant comme dans 10.3. Utilisant 2.9 , et Ie fait que! est exacte

a gauche, on en deduitune C-equivalence E lL•. Pour etablir c), on

procede alors comme dans 10.3 b) ; de d) resulte immediatement du

triangle exact (10.4.2).

10.5. Le triangle exact de transitivite pour les complexes cotangents

relatifs.

Soit S un topos, et

des homomorphismes d'Anneaux commutatifs

CiAE = ExalcomA(C,-)

sur S. Posons pour simplifier

= ExalcomA(B,-)

categories cofibrees sur Mod(C) definies dans (1.1.1), et introduisons

de plus la categorie cofibree

EB/ A,C _B/A ( )
= Mod C

sur Mod(C), ou Ie produit fibre est defini grace au foncteur "restriction

des scalaires"
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(10.5.4) p : Mod(C) ) Mod(B)

comme ce foncteur est exact, est une categorie cofibree exacte a

gauche t,out comme EB/A. Sa fibre en l'objet J de Mod(C) est la categorie

EB/A(p(J» des extensions de commutatives de B par p(J).

On a un Mod(C)-foncteur naturel

() • EC/A EB/A,C10.5.5 q:> • _ ,
associant a toute A-Algebre commutative E extension de C par un Ideal de

carre nul J, son image inverse par lthomomorphisme donne • Comme

la donnee d'un objet de EC/B , i.e. d'une extension de commu-

tatives E de C par un ideal de carre nul J, revient a la donnee d'une

extension de A-Algebres 00mmutatives E de C par J, munie d'un A-homomor-
o

phisme B qui r al eve 1 'homomorphisme donne B ----+C , i.e. d'une

trivialisation de <+>CEo), on trouve (avec la notation introduite dans

(10.1.2» une Mod(C)-equivalence

(10.5.6) EC/B [ EC/A ]

D'autre part, on sait que lIon a des Mod(C)-equivalences

(10.5.7) E
C/A

E
C/B ,

avec les notations de 6.9 pour et de 9.1 pour les complexes cotangents

relatifs et • Utilisant de plus Mod(B)-equivalence analogue

et la definition (10.5.3), on trouve en vertu de 6.16.3 une Mod(C)-equi-

valence

avec
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(10.5.9)

L
ou ® designe

=

- 123 -

)

Ie signe [ ] designe Ie complexe tronque de longueur 1 obtenu en tuant

les objets d'homologie H. pour i 2.

Ceci pose, nous pouvons appliquer les resultats des sections

precedentes, notamment 10.2 et 10.4. La suite exacte (10.2.2) se reduit

ici a la suite exacte bien connue (EGA 0IV 20.2.3) :

(10.5.10) 0 (B,J)--4 DerA

D'autre part, 10.4 d) nous donne une suite exacte canonique, duale dans

un certain sens de la precedente I

oU on a pose

(10.5.12)

et tenant compte que l'on a

.::::.

Introduisons de plus Ie complexe modifie

= / K[1 ]

oU

(10.5.14) K = Ker(NB/A,C )P NC/A)

alors on trouve grace a 10.4 c) un triangle exact canonique dans la

categorie derivee D(C) de Mod(C) :
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dont (10.5.11) est deduit en prenant la suite exacte des objets d'homo-

logie, et dont on peut de deduire 1a suite exacte (10.5.11) en pre-

nant la suite exacte des Exti a valeurs. dans J (avec deux grains de sel

evidents, pour 1e debut resp. la fin des suites exactes envisagees).

On deduit de ces developpements une generalisation eVidente, dans

1e cas ou on a des morphismes de topos commutativement anne1es

X f ).y go) Z h '" gf : X---+Z •

,

On appliquera dans ce cas ce qui precede avec

(10.5.11) A '" , B '" f-
1COy) , c = 0:x: ,

de sorte qu'on a par definition (9.1.7)

(10.5.18) = '"

De plus, on trouve un isomorphisme canonique

L
®.Be .sz:

En effet, comme Ie deuxieme membre n'est autre par definition que

f-1(L!/Z) ,il suffit de definir un isomorphisme

f-1(L!/Z)

or un tel isomorphisme est donne par 9.3.11 a).

La suite exacte (10.5.11) peut maintenant s'ecrire

(10.5.20)

ou on a pose
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Cette suite exacte petit se deduire d'un triangle exact dans D(X)

ou on pose

,

avec

Remarque 10.5.22. Dans la suite exacte (10.5.11) on ne peut en general

mettre un zero a gauche, i.e. dans Ie triangle exact (10.5.15), on ne

peut en general remplacer par Crest Ie premier

defaut serieux que nous rencontrons ici pour Ie comportereent des complexes

cotangents relatifs tels qu'ils sont definis dans Ie present expose. Clest

ce defaut qui peut sans doute considere comme la princi-

pale pour l'introduction des complexes de chaines de Quillen signales

dans 9.1.8 , qui eux s'inserent dans un triangle exact

et donnent naissance a une suite exacte infinie prolongeant (10.5.11).

Remarque 10.5.23. Lorsque C est un quotient de B, C = B/r , on verifie

(laisse au lecteur I) que les cinq termes de droite de (10.5.11) se re-
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duisent a la suite exacte (9.2.3) • D'autre part la suite exacte (9.5.3)

n'est autre que la suite exacte des quatre termes de droite de (9.5.11),

en rempla9ant A,B,C par k,A,B •

Remarque 10.5.24. Lorsqu'on se donne des homomorphismes d'Anneaux

commutatifs

k --» A -> C

du topos S, on peut travailler avec les categories d'extensions d'Algebres

splittees sur k, et appliquer suivant Ie modele de la section 10.5 les

resultats de 10.2 et 10.3 • On retrouve ainsi, essentiellement, les develop-

pements de EGA QIV 20.6.15 a 20.6.25. II y aurait lieu a ce sujet d'expli-

citer une relation de compatibilite entre Ie triangle exact (10.5.15) et

Ie triangle exact defini par la suite exacte courte (splittee en chaque

dimension) EGA 0IV 20.6.16.1. Signalons enfin que des developpements

tout analogues a ceux de la presente section 10.5 peuvent se developper

egalement en travaillant avec les categories cofibrees Exan et Exal au lieu

de Exalcom (cf. 7.1), tant dans Ie cas absolu que dans Ie cas relatif sur

un Anneau de base commutatif k (ce dernier oas conduisant a generaliser

au cas d'anneaux non commutatifs les developpements de loco cit.).

10.6. Cas

Nous &lIons donner quelques cas typiques ou la suite (10.5.20) reste

exacte quand on ajoute un zero a sa gauche, i.e. quand dans (10.5.21)

on a

10.6.1. Un premier cas evident est celui ou on a

(10.6.1.2) Ny/Z,X = 0
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II suffit pour ceci que lIon ait

(10.6.1.2) et
Oy 1

Tor1 (Oy/Z' = 0

la deuxieme de ces relations etant verifiee en particulier 8i oi/z
.£!:!. est plat sur Oy • 8i par exemple g Y -> Z provient d 'un morphisme

de schemas localement formellement lisse, on a vu dans 9.5.8 que Ny/z = 0
1et Oy/Z est localement projectif, et a fortiori il est plat, done dans ce

cas on a (10.6.1.1).

10.6.2. Lorsqu'on dispose de la theorie de Quillen [14] signalee dans

9.1.8, la suite exacte (10.5.20) peut se continuer en une suite exacte

infinie comme il a ete "rappele" dans 10.5.22 , le terme precedent NY/z,x

etant H
2(T

X/Y) • 6i done on a

(10.6.2.1) = 0

alors on est dans le cas favorable envisage dans la presente section. Voiei

trois cas interessants qui sont, ou semblent, justiciables de (10.6.2.1)

a) Supposons que f : X ---)Y provienne d'un morphisme de schemas

localement d'intersection complete (SOA 6 VII) ; alors il est etabli dans

L14J que l'on a

pour i 2(10.6.2.2)

en d'autres termes dans ce cas on a • Par passage a la limite,

ces memes conclusions seront valables lorsque X et Y peuvent se recouvrir

par des ouverts affines X. , Y. d'anneaux B. ,A. , avec X. sur Y. , et
J. J. J. J. J. J.

B. etant limite inductive filtrante de A.-algebres d'intersection completes.
J. J.

Par exemple, cette condition est remplie si X,Y sont des de corps

K,L : en effet, Lest alors limite inductive de ses sous-K-algebres de type
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fini qui sont regulieres, lesquelles sont relativement d'intersection

complete sur K. On sait en effet que tout morphisme localement de type

fini de schemas localement noetheriens reguliers est un morphisme d'inter-

section complete.

b) Cette derniere assertion conduit a se demander si, pour un

morphisme f : de schemas localement noetheriens reguliers (f pas

necessairement localement de type fini), les relations (10.6.2.2) sont

verifiees.

c) Si f est un morphisme lisse de schemas, on sait que c'est un

morphisme d'intersection complete, done on est dans les conditions de a)

et on a (10.6.2.2). Cette relation est egalement verifiee si on suppose

seulement que fest localement formellement lisse. En fait, dans ce cas

on a la relation (10.6.2.2) pour tout,i 2 1 et pas seulement pour

i 2. Utilisant ceci, et Ie triangle exact de Quillen signale dans

10.5.22 , on trouve plus generalement que lorsque f : est un

S-morphisme de S-schemas, X et Y etant localement formellement lisaes sur

S, alors on a encore les relations (10.6.2.2), donc pour tout morphisme

de Y dans un topos annele Z, on peut mettre un zero a gauche de (10.5.20),

et dans Ie triangle exact (10.5.21), on a L!!Z,X = L!/Z,x •

11. Complexe cotangent relatif et relevement infinitesimal de morphismes

de topos anneles. Application aux morphismes formellement nets.

11.1. Relevement infinitesimal de morphismes.

11.1.1. Pour fixer les idees et en vue de notre application aux Bchemas,

nous nous bornons dans Ie present nO 11 aux topos commutativement anneles,
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ce qui conduira a travailler avec les complexes cotangents relatifs. Les

developpements generaux du nO 7 permettraient de traiter de fayon essen-

tiellement identique Ie cas de topos anneles par des Anneaux non necessai-

rement commutatifs, en introduisant des complexes de la forme Compan. ou

Compal. au lieu du complexe Compalcom••

11.1.2. Donnons nous un carre de morphismes de topos (commutativement)

z .
h
ox

anneles

(11.1.2.0

z

Pour simplifier les notations, nous supposons ce carre commutatif, en

laissant au lecteur Ie soin de faire les modifications eVidentes lorsqu'on

suppose seulement Ie carre commutatif a isomorphisme pres, i.e. qu'on se

soit donne un isomorphisme

fh gi
o

Nous supposons de plus que i est une immersion d'ordre 1 , i.e. que i

induit une equivalence sur les topos, et que l'homomorphisme d'Anneaux

est un epimorphisme, a noyau J un Ideal de carre nul. Pour simplifier les

notations, nous supposerons encore que les topos sous-jacents a Z et Z
o

sont les i induisant l'identite, de Borte qu'on sur Ie tapas

IZI = \Zo\ une suite exacte d'extension d'Anneaux

o J ---;)
o

Nous nous proposons de chercher les morphismes de topos anneles
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h: Z ->X

tela que

hi = ho fh = g

i.e. rendant commutatifs les deux triangles inferieur et superieur dans

le diagramme h
X< 0

Z

'"
0

Iif
h

Y <:
g

Z

Ces h peuvent aussi se decrire comme les Y-morphismes de Z dans X qui

prolongent le Y-morphisme h ,lorsque X,Z,Z sont regardes comme des
o 0

topos anneles au dessus de Y grAce a f,g, et fh = gi •o

11.1.3. Nous allons transformer le probleme en un probleme ne faisant

intervenir que le seul topos \Zol IZ\ et des Anneaux convenables sur

celui-ci. Pour ceci, introduisons les Anneaux suivants sur Zo

et enfin

(11.1.3.1')

Les morphismes f et h donnent naissance a des morphismes d'Anneaux
I")

tandis que g et i donnent naissance a

enfin la suite exacte (11.1.2.2) se recrit
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La commutativite du carre (11.1.2.1) s'exprime par la commutativite du

carre correspondant

B

r
A

----:;> C

T
I

----)E

ce qu'on peut exprimer encore en disant que, B,C etant consideres comme

des A-Algebres grace a (11.1.3.2), et E grace a (11.1.3.3), de sorte que

B ----;> C est un homomorphisme de A-Algebres, E -> C est egalement un

homomorphisme de A-Algebres, qui fait done de E une extension de A-Algebres

de C par l'ideal de carre nul J, grace a (11.1.3.4).

Ceci pose, on constate aussit8t sur les definitions que les mor-

phismes de topos anneles cherches h t Z correspondant biunivoquement

aux homomorphismes d'Anneaux rendant commutatifs les deux triangles

inferieur et superieur du diagramme

B C

A ----··}E

ou ce qui revient au ils correspondent aux homomorphismes de

A-Algebres B--> E qui relevent 1 'homomorphisme donne B -}o C • (Noter

pour ceci que 1e morphisme de topos IZol = IZI par h doit

necessairement egal a celui, donne, induit par h ).
o

En somme, la reduction precedente revient a se ramener au cas oU j

dans le carre (11.1.2.1), les topos sous-jacents a x, Y, Z, Z sont
o

identiques et les morphismes de topos induits par f, h , g, i sont
o
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les morphismes identiques.

11.1.4. Introduisons alors 1 'extension E' de A-algebres de B par Ie B-

Module p(J) deduit de J par restriction des scalaires au moyen de B

deduite de 1 'extension E de C par J par image inverse au moyen de :

E' = ,

o ->0

Les r-el evement s de A-Algebres cher-cnes B --tE de C correspondant

alors biunivoquement aux splittages de cette extension de B-,Algebres, ou

ce qui revient au meme, aux isomorphismes d'extensions de E' avec DB(J).

C'est donc a priori un pseudo-torseur sous le groupe des automorphismes

d'extension de DB(J) sur A, et pour resoudre le probleme pose, il reste

a exprimer quand ce pseudo-torseur est non vide i.e. est un torseur

(existence d'une solution), et a expliciter le groupe structural de ce

pseudo-torseur (degra d'indatermination de la sOlution).

Utilisant la theorie generale 9.2 , on est donc conduit a intro-

duire Ie complexe cotangent relatif

,

et on trouve par (9.2.1) que Ie groupe structural s'exprime comme

, tandis que la classe de 1 'extension E', dont la nullita

est necessaire et suffisante pour l'existence d'une solution au probleme,

peut etre considere comme un element de Utilisant les

isomorphismes eVidents

p(J)) ,
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et l'isomorphisme 9.3.11. a)

droll

o
,

on arrive aux conclusions suivantes

Theoreme 11.1.5 (Comparei EGA IV 16.5.17) les conditions generales

de 11.1.2, l'obstruction qu'on vient de definir a d'un

1 X/YY-morphisme h prolongeant h se trouve dans Ie groupe Ext (Lh*(L. ),J) ,
- 0 . 0

et lorsque celle-ci est nulle lorsque un tel h existe,

des solutions est un torseur sous Ie groupe

est Ie complexe cotangent relatif de X sur Y

defini dans (9.1.7), designe 1 r image inverse au sens ,des categories

et les Ext i et Hom pris sur Ie topos annel.e Zo (les Ext
i

etant bien entendu des "hyperext" globaux).

Remarques 11.1.6. A quelques questions mineures de fonctorialites (9.3)

et de (11.1.7) pres, on peut considerer que l'enonce 11.1.5

resume la "signification geometrique" du complexe cotangent relatif

en termes de questions d'extensions infinitesimales de morphismes

de topos anneles. II convient pour les applications d'ajouter certaines

remarques, a peu pres eVidentes

a) 8i dans 11.1.2 , au lieu de travailler avec des topos anneles,

on travaillait avec des. espaces topologiques anneles, les reflexions

faites pourraient se repeter mot pour mot dans ce contexte, et en fait

on constate que l'on a une correspondance biunivoque canonique et evi-

dente entre l'ensemble des solutions du probleme pose en termes d'espaces
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anneles, et Ie probleme pose en termes des topos anneles correspondanta.

Cela provient du fait que tout se ramene immediatement a des questions

d'Anneaux sur resp. dans Z •
o

b) Si les topos anneles resp. les espaces anneles envisages

dans (11.1.2.1) sont localement anneles (pour la definition de cette

notion dans Ie cas des topos anneles, cf. [11]). et les morphismes

f, h , g, i sont "admissibles" (ce qui s'exprime, dans Ie cas deso

espaces anneles, par Ie fait que les hOIDomorphismes d'anneaux induits

sur les fibres sont des homomorphismes locaux d'anneaux locaux), alors

on constate aussitot que pour toute solution h du probleme pose, h est

necessairement admissible.

c) Conjugant les remarques a) et b) , on voit par exemple que

si (11.1.2.1) est un diagramme commutatif dans la categorie (Sch) des

schemas, et si on se propose de chercher les Y-morphismes de sahemas

en termes de

h : Z -)X qui prolongent h , alors la solution du probleme s'exprime
o

(qui est un complexe a cchomologie quasi-cohe-o

rente sur Z grace a 9.4.6), comme il est dit dans 11.1.5 (comparer aveco

11.1 .7. Pour pallier Ie manque de precision dans I' enonce de 11.1.5

(qui oroet de preciser la definition explicite de l'obstruction envisagee),

donnons une propriete fonctorielle simple de cette obstruction, qui nous

servira plus bas. Considerons un diagramme commutatif de topos anneles

h
o
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ou i et i' sont deB immersions d'ordre 1. On se propose d'exprimer

1 'obstruction a prolonger le compose horizontal superieur h' = h ao 0

Z' Xl en un Y'-morphisme Zl---.X' , en termes de l'obstruction
o

analogue a prolonger h en un Y-morphisme h : • Ces obstructions
o

peuvent s'interpreter comme des homomorphismes dans la categorie derivee

D(Z') resp_o D(Z ) ,o

* Xl/YI x/Yc' : Lh' (L. ) -..,. .I1[1] resp. c : Lh*(L. ) -) .I[1]o 0
,

c'

ou .I, .I' designent encore les Ideaux d'augmentation pour les immersions

1, i' d'ordre 1 • Ceci dit, je dis que c' n'est autre que le compose

(11.1.1.3)

IY') _)

1La." ( oj

o.*(.I[1 ])

1
.I' [1 ] ,

ou la premiere fleche est un isomorphisme de transitivite, la deuxieme

est deduite de l'homomorphisme de fonctorialite du type (9.3.13) en lui

appliquant le foncteur L(h 0.)* , la troisieme est un isomorphisme deo

transitivite, la quatrieme se deduit de c,en appliquant , enfin la

derniere est induite par a de la fayon eVidente.

Bien entendu, la verification de cette brillante compatibilite

est laissee au lecteur (cf. commentaire a la fin de lIIntroduction).
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11.2. Morphismes formellement nets de topos anneles, at voisinage infini-

tesimal du premier ordre.

11.2.1 Etant donne un topos X et un homomorphisme d'Anneaux commutatifs

A

de X, on dit que la A-Algebre Best formellement nette, OU que Best

formallement net sur A , si on a la relation

o

ou ce qui revient au meme, si on a un isomorphisme dans D(B) :

ou N est un B-Module, necessairement isomorphe d'ailleurs a NB/ A •

(Les notations sont toujours celles de 9.1.) On a vu dans 5.8 des fa90ns

equivalentes d'exprimer la relation (11.2.1.1), soit en disant que pour

toute extension de A-Algebres E de B par un B-Module J comme Ideal de

carre nul, tout automorphisme d'extension de E est l'identite (rigidite

de la categorie des extensions de A-Algebres de B par J), ou en exigeant

la chose dans Ie cas particulier ou E est 1 'extension triviale

E = DB(J) , ou en disant que Ie foncteur naturel

Mod(B)

est fidele, ou enfin que ce foncteur fait de une categorie

cofibree sur Mod(B) qui est Mod(B)-equivalente a la categorie cofibree

a fibres discretes definie par Ie foncteur representable

(Dans la terminologie de 5.9 , nous dirons aussi que

ExalcomA(B,-) est une categorie cofibree additive nette sur Mod(C».

On retiendra surtout que pour tout B-Modul J, la donnee d'une extension

commutative de A-algebres de B par J comme Ideal de carre nul, a iso-
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morphisme unique pres, equivaut a la donnee d'un homomorphisme

J ,

savoir l'homomorphisme caracteristique associe.

11.2.2. Conformement a la theorie generale 5.9 , on voit done que si

Best formellement net sur A, alors dans la categorie ExalcomA(B,-)

des extensions d'Algebres commutatives de B par des Ideaux de carre nul,

il existe a isomorphisme unique pres un saul objet E qui soit a la fois

une A-algebre nette, et un objet maximal (ou encore, quasi-maximal (4.4)

de la categorie Exa1comA{B,-) : c'est l'extension par NB/A dont l'homo-

morphisme caracteristique (11.2.1.3) est l'application identique.

(Remarquer pour ceci que l'objet 0E intervenant dans 5.9 , defini dans

13.1 , n'est autre que comme i1 a ete vu dans 7.2.3 , evidem-

ment nul si et seulement ai l'est.)Cette extension sera appelee

l'invariant differentiel normal d'ordre 1 de la A-Algebre nette B •

Pour donner une justification intuitive de cette terminologie,

considerons Ie cas particulier ou A est un homomorphisme

surjectif, de sorte que Best A-isomorphe a un quotient

B .:;: A/I ,

ce qui implique evidemment

(11.2.2.2) o

(isomorphisme canonique), l'homomorphisme caracteristique

=
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d'une extension E de A-Algebres de A/I par J etant simplement l'homo-

morphisme induit par passage au quotient par 1 'homomorphisme I.-, J

induit par E • On voit alors que l' invariant differentiel normal

d'ordre 1 de B sur A est la A-algebre B/I2 consideree comme extension

de B/I par l'Ideal de carre nul I/I2 •

11.2.3. Soit maintenant

f:X-)Y

un morphisme de topos anneles, et prenons dans ce qui precede

B
-, =

Nous dirons que Ie morphisme est formellement lorsque Best formel-

lement net sur A, i.e. lorsque lIon a

1
0X/Y = 0

Nous laissons au lecteur Ie soin de reformuler dans ce contexte les

fa90ns equivalentes signalees dans 11.2.1 d'exprimer la condition pre-

cedente. Pour faire ceci, il y a lieu de donner une traduction en lan-

gage geometrique de la categorie cofibree ExalcomA(B,-). Celle-ci est

en effet isomorphe a la categorie opposee de la categorie formee des

diagrammes commutatifs

ou f est Ie morphisme donne de topos anneles, ou jest une immersion

d'ordre 1 (cf. 11.1.2) de topos anneles, induisant l'identite sur les
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topos tout court sous-jacents, et ou f' est un morphisme de topos

anneles. Le foncteur ExalcomA(B,-) Mod(B) = Mod(OK)

s'interprete dans ce langage comme Ie contrafoncteur qui, au diagramme

precedent, associe Ie noyau du morphisme correspondant d'Anneaux sur X

Lorsque fest formellement net, l'invariant differentiel normal d 'ordre 1

de B sur A (11.2.2) correspond dans cette traduction a un topos annele

X' qui s'appelle Ie premier voisinage infinitesimal de X dans Y (rela-

tivement au morphisme formellement net f), et qu'on pourra noter aussi

, ou simplement x(1) si aucune confusion n'est a craindre, en

accord avec les conventions de EGA IV 16.1.2. Pour faire Ie lien avec

ces dernieres, notons que lOrsqu'on travaille avec des espaces anneles

(tels des schemas ••. ), il y a lieu "d'identifier" souvent dans les nota-

tions cas espaces avec les topos associes, de sorte que designera

alors indifferemment l'espace annele envisage dans loco cit. ou Ie

topos annele associe. On notera que dans loco cit. on suppose que

l'homomorphisme est surjectif, ce qui implique evidemment que

1
°X/Y = 0 , de sorte que f est bien "formellement net" et que

la definition de 11.2.2 de l'invariant differentiel normal du premier

ordre s'applique dans ce cas; d1ailleurs l'exemple traite a la fin de

11.2.2 montre precisement que la terminologie utilisee ici est bien en

accord avec ceI l.e de EGA IV 16.1.2 • Notons enfin que si f : X-)Y

provient d 'un morphisme de schemas (note encore f : X Y), alors fest

formellement net au sens du present expose ei et seulement si il l'est

au sens de EGA IV 11.1.1 , grace au critere differentiel EGA IV 17.2.1 •
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Dans l'esprit de la definition de EGA IV 16.1.2 , notons d'ailleurs

Proposition 11.2.4. Soit f: X--+Y un morphisme de topos anneLea ,

Pour que f soit formel1ement net, i1 faut et il suffit qu'il satisfasse

a la condition suivante : tout diagramme commutatif comme (11.1.2.1),

ou f est Ie morphisme donne, et i une immersion d'ordre 1 (resp. une

"immersion nilpotente" (it), il existe au plus un Y-morphisme h: Z X

qui prolonge h ,i.e. au plus un morphisme h tel que
o

fh = g , hi = ho

Cet enonce est en effet une consequence immediate de 11.1.5, qui

implique la necessite dans Ie cas d'une immersion d'crdre 1, done dans Ie

cas d 'une immersion lid; ordre n " :par recurrence sur n • La suffisance

s'obtient en prenant Zo = X , Z = (IXI • En fait, 11.1.5

donne plus d'information, en nous apprenant que lorsque la condition de

nettete formelle est verifiee, alors (comme NX/y(1] done

1 'obstruction a 1 'existence du h (dont l'unicite

vient affirmee) peut s'interpreter comme un element de

(ou Jest defini par 11.1.2.2) ; i.e. comme un homomor-

phisme (en fait,cormne on Ie verra plus bas, c'est un "homomorphisme caracteris-

tique" au sens de 4.3) :

(11.2.4.1)

On peut donner une autre interpretation (11.2.6) de cet homomor-

phisme caracteristique, a l'aide d'une caracterisation universelle

donnant lieu a une suite exacte (11.1.2.2), avec J un Ideal nilpotent.
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remarquable du premier voisinage que voici :

Proposition 11.2.5. Considerons un carre commutatif (11.1.2.1) de topos.

anneles, f formellement net (11.2.3), i une immersion d'ordre 1

(11.1.2). Soit d'autre part

y

Ie premier voisinage infinitesimal de X dans Y pour f (11.2.3). II

existe alors un at un seul morphisme

tel que

un et un seul Y-morphismei.e.

L'unioite est claire par

g' qui prolonge jh : Z -.> x-> X(1).
o 0

11.2.4 , puisque par definition f(1) est

formellement net. Pour prouver l'existence, il suffit de prouver que

I 'obstruction a la dite eXistence, qui d'apres 1 'observation faite apres

11.2.4 peut s'interpreter comme un homomorphisme

est nulle. Pour ceci, nous allons la comparer avec l'obstruction (11.2.4.1)

a relever h en un Y-morphisme h : Z --+ X , en appliquant la compatibiliteo

de 11.1.7 au cas du diagramme
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X(V j h
X f

0
Z
0

f( 1)1 f

..., ViI'

Y ( Y ( Zidy g

On trouve Ie diagramme commutatlf

de sorte qu'il suffit de prouver que lthomomorphisme horizontal de ce

diagramme est nul. Crest ici bien qulil faut utiliser Ie caractere

maximal de 1 'extension X(1) d'ordre 1 de X nette sur Y • On utilise la

suite exacte de transitivite (10.5.20) dans

X Y

Ie cas particulier

on trouve la suite exacte de Modules sur X

" "
A 0

variable en fait pour tout extension X (1) d'ordre 1 de X sur Y par un

Ideal A • Comme il a ete signale dans 10.5.23 ,l'homomorphisme X dans

cette suite exacte n'est autre que lthomomorphisme caracteristique de

l'extension x(1). Lorsque fest formellement net, dire que x(1) est Ie

voisinage infinitesimal d'ordre 1 de X dans Y , revient par definition

a dire que X est un isomorphisme, ce qui equivaut (compte tenu que

oilY - 0) au fait que j*(O:(1)/y) = 0 i.e. O:(1)/y 0 i.e. X(1)
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formellement net, et que l'homomorphisme j* dans la suite exacte prece-

1
derrt e soit nul. D' ailleurs, gr§.ce au fait que 0 (1) = 0 , on trouve

X /Y

que la source de j* n'est autre que j*(N (1) ), done la deuxieme
X /Y

condition signifie que l'homomorphisme de fonetorialite (cf. 9.3.15)

j*(N (1) ) .----t. NX/ yX /y

est nul. Appliquant Ie foncteur h*
o

a ce dernier homomorphisme, on

trouve que l'homomorphisme

acheve la demonstration de

h*(j*) du diagramme (*) est nul, ce quio

11.2.5 •

Corollaire 11.2.6. Avec les notations de 11.2.5, considerons Ie

morphisme suivant (ho,g') d'immersions d'ordre 1 :

h
X{ 0

Z

j l( 1 ) F
X <; Z ,

g'

il induit un homomorphisme pour les Ideaux d'augmentation correspondants

Cet homomorphisme n'est autre que l'homomorphisme (11.2.4.1) d'obstruetion

a l'existence d'un Y-morphisme qui prolonge h •
o

La verification est laissee au lecteur.

11.3. Voisinages infinitesimaux d'ordre quelconque pour un morphisme

formellement net, et complete formel.

11.3.1. Terminologie. Un morphisme
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i : X >X'

de topes anneles est appele une immersion nilpotente si i induit une

equivalence pour les topos sous-jacents, et si l'homomorphisme d'Anneaux

est un epimorphisme dont l'Ideal noyau J est nilpotent, i.e. satisfait

a la condition

pour un entier n 0 convenable. On dit alors que i est une immersion

(nilpotente) d'ordre n • Lorsque les topos sous-jacents a x et X' sont

les et le morphisme de topos sous-jacent a i est l'identite, on dit

aussi que X' est une extension infinitesimale d'ordre n , ou un voisinage

infinitesimal (absolu) d'ordre n, de X, au lieu de dire que i est une

immersion d'ordre n ; lorsque n n'est pas precise, on parle simplement

d'extension infinitesimale ou de voisinage infinitesimal (absolu) de X.

Lorsque X se trouve au-dessus d'un topos annele Y

,
on appelle extension infinitasimale de X sur Y, tout diagramme commutatif

ou f est Ie morphisme donna, et OU

,

i est un morphisme d'extension infini-

tesimale de X ; quand il y a lieu, on precise "d'ordre n" comme ,plus haute

La donnae d'un tel objet revient done a la donnae d'un homomorphisme de

A-Algebres donnant lieu a la suite exacte et la relation:
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,

ou on a pose, comme d'habitude

B = 0-x
Pour f fixe, les extensions infinitesimales de X sur Y forment une categorie

de fagon eVidente, en utilisant par exemple l'interpretation precedente

en termes d'extensions d'Algebres (et renversant les fleches comme a
1 "accoutume}, Nous nous interesserons a la soue-cat egor-Le pleine

de la categorie de ces extensions, formee des extensions infinitesimales

x' de X sur Y qui sont formellement nettes sur Y, en supposant que f

est formellement net (de sorte que X est un objet de la

categorie envisagee, lequel objet est eVidemment un objet initial).

Evidemment, compte tenu de 11.2.4 , la categorie tr(f) est une categorie

ordonnee, i.e. pour deux objets de cette categorie, il y a au plus une

f'Leche de 1 'un a l'autre. Nous ordonnerons Ob '\1(f) en ecrivant X' s X"

lorsqu'il existe un morphisme X' -:;> X" (par quoi on entend evidemment :

un Y-morphisme compatible avec les "augmentations" X et X --.X").

On pourra appeler voisinage infinitesimal de X Y (pour Ie morphisme

f) toute classe d'isomorphie d'objets de lJ{f), ou ce qui revient au

un objet de l'ensemble crdonne associe a l'ensemble preordonne

Ob1t(f). Les voisinages infinitesimaux de X dans Y forment donc un

ensemble ordonne, ayant X comme plus petit element. La notion de

"voisinage infinitesimal d' ordre n de X dans Y "se definit de fagon

evidente ; tout voisinage infinitesimal relatif contenu dans un voisinage

infinitesimal relatif d'ordre n est d'ordre n • Bien entendu,

a un voisinage infinitesimal relatif X' de X/Yon peut associer une

A = sur Ie toposlXlassocie a X , laquelle Algebre
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est determinee a isomorphisme unique pres, et munie d'un epimorphisme

d'augmentation canonique

Q.X' --) B =

a Ideal noyau nilpotent

contravariante).

elle depend fonctoriellement de X (de

n' n

Theoreme 11.3.2. Soit f : un morphisme formellement net (11.2.3)

de topos anneles. Avec les notations et la terminologie qu'on vient

d'introduire, on a ce qui suit

a) Pour tout entier n 0 , l'ensemble des voisinages infinitesi-

maux d'ordre n de X dans Y (relativement a f) admet un plus grand

element x(n).

b) Pour tout diagramme commutatif de la forme (11.1.2.1) de topos

anneles, ou f est Ie morphisme donne, et ou i est un morphisme d'immersion

d'ordre n, il existe un unique morphisme gn: Z ---> X(n) tel que lIon

..2:i!
fen) = g g i = .(n)h

gn n J 0

fen) X(n) --) Y et j(n) : X ---!> x(n) sont les morphismes de topos

anneles definissant la structure d'extension infinitesimale de X sur Y •

c) Soit, pour tout entier n 0 ,Bn = Q (n) , de sorte que pour

0 , Ie morphisme d' inclusion evident X X(n) .---7- x(n')

definit un homomorphisme de A-Algebres (A

cpn,n n n

et qu'on obt1ent un systeme projectif (B ) de A-Algebres sur le topos
11 n..:u -

IXI sous-jacent a X • Ce systeme projectif est adique , i.e. ai pour tout



- 147 -

entier n 0 , on designe par I n Ie noyau de l'homomorphisme de transition

B <: B ,(de sorte qu'on a
n 0

(J )n+1 = 0
n

pour tout n 0) , l'homomorphisme

"Dhisme

induit un isomor-

1') 1-1
B JJ ,n n

B
n

pour n' n 0

d) Pour tout morphisme X' X" de voisinages infinitesimaux de X

dans Y, l'homomorphisme correspondant f-1(0:y)-Algebres

est un epimorphisme (*). Par suite, compte tenu de a), les voisinages infini-

tesimaux d'ordre n de X dans Y correspondent biunivoquement aux Ideaux

J de B contenus dans J a l'Ideal J etant associe le voisinage infini-- n n-'

tesimal X' dont la A-algebre structurale est B /J , le morphisme d'aug-
n

mentation etant defini par Ie morphisme de passage au quotient

Bn/J ---\)B /J = B = 0 •n n 0 -X

Demonstration de 11.3.2. Notons d'abord que pour un voisinage infinite-

simal X(n) donne de X dans Y , la validite de la condition b) de l'enonce

implique la validite de la condition a), (de aorte que x(n) est

uniquement determine par la condition b». D'autre part, si n' est un

entier tel que 0 s n s n' , et si x(n') satisfaisant a b) pour l'entier

n' 8%iste, alora il existe aussi X(n) satisfaisant a b) pour l'entier n ,

et il s'obtient via la A-Algebre B definie en termes de B , = Oy(n')
n n :l\.

par la formule (11.3.2.1). Cela resulte en effet aussitat des definitions.

Ceci montre que pour prouver a) et b), il suffit de Ie faire pour les

entiers n de la forme

(*) (en tant qu'homomorphisme de faisceaux d'ensembles).
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m
n = 2 -1 , aveo m 1 •

D'autre part, les oonsiderations qui preoedent montrent qu'on a alors

egalemen:t c). Pour construire les

on note d'abord que pour m • 1 i.e. n = 1 , on peut prendre pour z - X(1)
1

Le "voisinage infinH d I ordre 1 de X dans Y 1\ defini dans 11.2.3 ,

qui satisfait a b) gr!ce a 11.2.5. On prooede ensuite par recurrence

sur m, supposant construit deja Z = X(2
m-1),

et construisant ensuite
m

Z 1. Pour ceci, comme Zest formel1ement net sur Y, on peut definirm+ m

Z = Z( 1)
m+1 m

,

(premier voisinage infinitesimal de Zm dans Y). II faut prouver que Zm+1

ainsi defini satisfait a la condition b) pour n = 2m+1_1 • Soit donc J

•o

l'Ideal de Oz defini par (11.1.2.2), de sorte que par hypothese on a

In+1 = J2
m
+
1 =

Or eela peut aussi s'ecrire

ou

Soit donc Z' Ie "sous-topos annele" de Z ayant topos sous-jaoent,

et Oz/J' comma Anneau structural, de ,Borte qu'on a Ie diagramme oommu-

tatif
h

X (
0 Z

fl
10

i'
Zt

! i"
Y .( Z ,

g
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avec i = i"i' , i' etant une immersion d'ordre 2m_1 , et i" une immersion

d'ordre 1 • Par hypothese de recurrence, on trouve un Y-morphisme

g' : Z'--;) Z
m

qui prolonge h ,puis par construction de Z +1 en termes de Z , on
o m m

trouve un Y-morphisme

qui prolonge le morphisme precedent g', et qui est le morphisme cherche.

eela acheve la demonstration de 11.3.a a) a c) , il reste a prouver d).

Notons que le fait que est formellement net implique aussitat

(par la suite exacte de transitivite (10.5.20) des 01 pour X' X"-) Y )

qu'il en est de de X' • L 'assertion d) resulte alors aussitot

du lemme sutvant, applique a :

Le.rome 11.3.2.2. X un topos, A un homomorphisme d'Anneaux

de X , supposons B net sur A et qu'il existe des

nilpotents I c A, J c B tels qU7 A---+B induise un isomorphisme

B/J • Alors A-.>B e-pimor-phisme (en tant qu.'homomorphism!

de faisceaux d'ensembles), et J = IB •

Il suffit eVidemment, puisque I est nilpotent, de prouver que

A-) B/IB est un epimorphisme et J = IB , ce qui nous ramene (rempla9ant

A par A/I , et B par B/IB ) au cas ou I = 0 , et a. prouver que dans ce

cas on a J • 0 , ou ce qui revient au puisque J est nilpotent, que

J = J2 • Quitte a remplacer B par B/J2 , on peut supposer que J2 = 0 •

Mais alors l'hypothese que A est bijectif nous montre que Best

isomorphe a l'extension triviale DA(J) de A J, et un calcul immediat



- 150 -

montre qu'on a a10rs =.J. Comme 1e premier membre est nul par

hypothese, il en est de de J , cqfd.

11.3.3. Avec les notations de 11.3.2 , on appellera l'Algebre En du

topos iXI sous-jacent a x 1e n.eme invariant normal de f, ou de X dans

Y , et on appellera X(n) = (IXI,Bn) n.eme voisinage infinitesimal de

X Y (pour Ie morphisme f). Cette terminologie est en harmonie avec

celle de EGA IV 16.1.1 , a1 on tient compte du fait, immediat, que dans le

cas ou r-1(Oy) -:> 0;x: est un epimorphisme, de noyau J, alors Bn s' iden-

tifie simplement a f-1(Oy)/Jn+1 •

Gr!ce a 11.3.2 d), la connaissance du n.eme invariant normal implique

la connaissance de tous les voisinages infinitesimaux d'ordre n de X dans

Y, et de la connaissance du systeme projectif (B) 0 sur Xn

implique la connaissance de tous les voisinages infinitesimaux (d'ordre

quelconque) de X dans Y •

11.3.4. On voit' grace a la caracterisation 11.3.2 b) de B , que la
n

construction de B est· de nature locale sur X, - dans un sens evident qu'on
n

laisse au lecteur d'expliciter. En particulier, si f : X---)Y provient

dtun morphisme de schemas, encore note f : X , la connaissance locale

sur X des B i.e. des X(n) est ramenee au cas ou X et Y sont affines,
n

d'aWleaux B resp. A. Soit dans ce cas B(n) la A-Algebre augmentee vers B,

n.eme invariant normal de B sur A (defini en appliquant la definition ci-

dessus dans le cas ou X et Y sont des topos ponctuels, munis respectivement

des Anneaux B et A). On verifie alors que X(n) s'identifie au spectre de

B(n) (ou, plus correctement, au topas annele associe a ce spectre). Pour
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le voir, on est ramene au cas ou n = 1 , grace a la construction recurrente

des x(n) donnee dans la demonstration de 11.3.2. Mais dans Ie cas n = 1 ,

on sait que B1 = Q (1) est une extension de par un Ideal de carre nul
X

NX/Y qui est quasi-coherent en vertu de 9.4.6, et se calcule par Ie

procede de 9.4.5. On en conclut tout d'abord que X(1) est bien un schema

affine (EGA I 2eme edition 5.1.9), et on verifie ensuite que son anneau

est bien B
1

grace a la construction 9.4.5. On conclut de ceci que lors-

que f : X---)Y est un morphisme formellement net de schemas, alors Ie

n.eme voisinage infinitesimal X(n) de X dans Y (interprete comme un espace

topologique annele) est encore un schema.

11.4. Morphismes formellement etales de topos anne1es.

Proposition 11.4.1. Soit f: X morphisme de topos localement

anneles. suivantes sont esuivalentes

a) Pour tout diagramme commutatif comme (11.1.2.1), avec i une

immersion nilpotente, i1 existe un unique h: Z rendant commutatif

Ie diagramme (11.1.2.3), i.e. un unique Y-morphisme qui prolonge h •
o

a') Comme a), mais avec i une immersion d'ordre 1.

b) f est formellement net, et Ie morphisme d'augmentation

de X dans Ie premier voisinage infinitesimal de X dans Y (11.2.3) est

un isomorphisme.

b') f est formellement net, et la condition a) est satisfaite dans

Ie cas du carre canonique
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1
au X(1) est 1e premier vaisinage infinitesimal de X dans Y.

x/y
c) L. = 0 dans la categorie derivee D(X) , i.e.

1OX/y = 0

Demonstration: a) est trivial, a') =*b') resulte aussit8t

de 11.2.4 , car en presence de b t ) , b) signifie que l'Ideal

d'augmentation NX/ y de X(1) est nul, condition qui resulte par exemple

de 11.2.6 ; est trivial, enfin c) )a) en vertu de 11.1.5

par exemple.

11.4.2. Lorsque les conditions de 11.4.1 sont varifiees, on dit que Ie

morphisme fest formellement atale. Dane Ie cas ou f provient d'un

morphisme de schemas , encore note f: X-4Y , alors La condition b')

montre que pour tester la condition a) , il suffit de Ie faire dans Ie

cas de carras (11.1.2.1) de morphismes de schemas (compte tenu du fait

que X(1) est un schema (11.3.4». Ceci montre que dans ce cas,

la notion de "formellement etale" qu'on vient d'introduire coincide avec

celIe de EGA IV 17.1.1 (cf. EGA IV 17.1.2 (iv».

11.4.3. Considarons des morphismes de topos annelas

avec g formellement etale, et f formellement net. Utilisant Ie critere
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11.4.1 a) et la caracterisation 11.3.2 b)du n.eme voisinage infinitesi-

mal x(n) de X dans Y (pour f), on voit que ce dernier s'identifie egale-

ment au n.eme voisinage infinitesimal de X dans Z (pour gf). Cela permet

done une construction immediate du n.eme voisinage infinitesimal de X dans

Z (pour un morphisme donne h: X formellement net) lorsque h:

peut se factoriser comme ci-dessus en gf , avec g formellement etale, et

f tel que soit un epimorphisme : en effet, si J est Ie

noyau de ce dernier, il suffit de prendre (IX\,f-1(Oy)/Jn+1) , compte

tenu de la remarque qui precede et de l'exemple donne dans 11.3.3.

Cette construction s'appliquera notamment pour la construction,

localement sur X, des voisinages infinitesimaux X(n) , pour un morphisme

h : X Z de schemas qui est net, i.e. (IDA IV 17.3.1) formellement net

et localement de' presentation finie. En effet, on sait (IDA IV 18.4.7)

qu'un tel morphisme se factorise localement en un produit gf, avec g

etale (i.e. formellement etale et localement de presentation finie) et

f une immersion (et a fortiori, f formellement net).

11.4.4. Soient A un anneau, B une A-algebre (tout commutatif), B etant

formellement net sur A. Considerons Ie systeme projectif adique

des invariants normaux de B sur A , et Boit

P = lim B
n

(B )
n

P etant de la topologie limite II resulte alors aussitat

de 11. 3.2b) et de la definition (EGA 0IV 19.10.2) que Pest une

algebre topologique formellement etale sur A. On peut en deduire, en

utilisant EGA IV 17.6.1 , que lorsque A est noetherien, et B de type fini
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sur A, alors Pest une A-algebra plate. II est possible que cette conclu-

sian reste valable sans supposer B de type fini sur A, mais seulement A at

B noetheriens.

12. Applications du complexe cotangent relatif, et problemes ouverts.

12.1. Resultats de finitude.

12.1.1. Soient A un anneau noetherian, X un schema propre sur Y = Spec(A) ,

J un Module coherent sur X. Considerons Exalcomy(X,J) comme un A-module,

au fait que A opere sur J par endomorphismes de Modules. Alors

les hypotheses faites impliquent que ce A-module est de type fini. En

effet, en vertu de 9.2.1 ce module est isomorphe a ou

est un complexe de Modules sur X qui est a Modules de cohomologie

coherents en vertu de 9.4.6. Par suite, la suite spectrale

et Ie theoreme de finitude EGA III 4.5.1

des A-modules de type fini, montrent que

A-modules de type fini.

impliquant que les sont

. X/Y
tous les ,J) sont des

12.1.2. Soit maintenant A un anneau noetherien, I un ideal de carre nul

de A ,X un schema propre sur Y = Spec(A ) , ou A = A/I ,donnonso 0 0 0

nous un quotient coherent J de I®A ,et proposons-nous de trouver,
o 0

a isomorphisme pres, tous les Y-schemas X (ou Y = Spec(A)) , munis d'un

isomorphisme XxyY X ,tels que l'Ideal d'augmentation correspondanto 0

a 1 'immersion s'identifie a J • On est donc dans les conditions

du nO 8 , cf. remarques 8.9.3. En vertu de 8.8 , l'ensemble des classes
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d'isomorphie cherchees, s'il n'est pas vide, est de naturelle un torseur

1
sous Ie groupe G = Ext (lx /y ,J) cf. 8.8.

o 0

En vertu de 12.1.1 , Ie premier membre est un A -module de type fini, de
o

sorte que G est un A -module de type fini. Done lorsqu'on se fixe
o

un element comme origine dans l'ensemble des classes d'isomorphie cherchees

(par exemple, lorsque A = DA (r) , la cIasse de X = Xoxy Y , Ie produit
o 0

fibre etant defini grace au morphisme naturel Y ---tY ) , cet ensemble
o

s'identifie a G , et est done muni d'une structure de A -module
o

de type fini.

Le cas Ie plus important est celui OU X est plat sur A , et OU on cherche
o 0

les couples avec X plat sur A. II revient au Ie critere de pla-

titude bien connu, que l'Ideal d'augmentation J pour soit identique a Qx
o 0

plus precisement que la f l ache soit un isomorphisme. On est
o 0

done dans Ie cas qui precede, et on trouve un pseudo-torseur sous un A -module de
o

type fini G, resp. (si une origine a ete choisie) Ie A -module de type fini G,
o

comme ensemble de solutions du probleme.

12.1.3. Soit par exemple k un corps, X un schema propre sur k, supposons
o

soit nul. On sait alors [6,C,n04]

pour simplifier que X n'ait pas d'automorphisme
o X /k
= Exto(L. o

o

infinit esimal to, i. e.

que les variations infinitesimales de structure pour X donnent naissance
o

a un foncteur prorepresentable sur la categorie des k-algebres locales

finies, represente par un anneau local A , limite projective d'une

famille filtrante d'algebres finies locales A. sur k • Si
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m. eat l'ideal maximal de A. , lea forment un systeme projeotif
--:L 1. --:L --:L

strict de vectoriels de dimension finie sur k , dont la limite projective

a comme dual Ie vectoriel G defini dans l'alinea precedent

(ou on fait Ao = k , A = Dk(k) = k[T]/(T2» , comme il resulte aussitot

des definitions. On voit done ce dernier vectoriel est de dimension

finie,ce signifie aussi l'anneau A est noetherien, ou encore,

isomorphe au d'une algebre de series formelles k[[T1, ••• ,Tn]].

8i designe l'ideal maximal de A , alors est

isomorphe au dual de G.

ne suppose plus X n'ait pas d'automorphisme infini-
o

tesimal non nul, Ie foncteur envisage dans loco cit. n'est plus en gene-

ral prorepresentable, mais neanmoins Schlessinger [15] arrive a definir

encore une k-algebre topologique profinie A , jouant Ie role d'une variate

formelle deB modules pour les variations infinitesimales de X • Leso

considerations precedentes s'y encore, et montrent A est

noetherienne.

12.2. Variantes topologiques pour Ie complexe cotangent relatif.

12.2.1. Soit d'abord k un corps value complet (Ie cas Ie plus interessant

etant Bans doute celui ou k est Ie corps Q des complexes), et soit

f : X----) Y un morphisme d'espaces analytiques sur k. II serait interessant

X/y
de definir un complexe de 'L.' de longueur 1 sur X, qui serait

un element de la categorie derivee D(X), determine.a isomorphisme

pres, a modules de cohomologie coherents , et jouant Ie meme role que Ie

complexe cotangent relatif , pour l'etude de la categorie cofibree
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des extensions infinitesimales de X sur Y par des Modules coherents sur

X comme ideaux de carre nul. On notera a ce propos que Ie complexe

cotangent relatif ne convient pas en general, car deja

son H n'est en general pas coherent.
"""'0

Dans Ie cas ou Ie morphisme f

factorise en
1

X---> Y est lissifiable , i.e. se

f' ..,.Y

avec f' un morphisme lisse, et i une immersion, un candidat naturel pour

Ie complexe cherche est Ie complexe

[ J/J2__ ni'/f9o Q.X ) ,
-X'

ou Jest l'Ideal sur X' qui definit 1 'immersion i (supposee une immersion

fermee, ce qui est eVidemment loisible), et ou Ie oi,/Y designe la

variante analytique complexe du module des differentielles, definie dans

[1,14-08]. Un argument standard, du a Lichtenbaum, montre en tous cas que

Ie complexe ainsi defini, a isomorphisme unique pres dans la categorie

derivee D(X), ne depend pas de la factorisation choisie de f. II serait

interessant deja d'etablir pour ce complexe des isomorphismes canoniques

du type (9.2.1), pour J un Module coherent sur X.

12.2.2. de la definition d'un complexe pour la theorie

des espaces analytiques, et notamment des variations de structure des

espaces analytiques, est bien eVidente a priori. Signalons que ce complexe

aura egalement un role important a jouer si on desire donner, dans Ie

cadre analytique complexe, une variante du theoreme de Riemann-Roch tel

qu'il est developpe dans SGA 6 (cf. notamment expose 0 de loco cit.).
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Signalons une autre applioation possible d'une theorie des complexes

si k = • Supposons f: X--->Y propre, et supposons existe

un Ideal localement nilpotent J sur X tel le sous-espace

X definit Boit "aLgebr-Lque sur Y", i.e. soit isomorphe a l'espaceo

analytique associe a un schema relatif propre 3( sur Y [11]. On veut
o

prouver X est algebrique sur Y. La question est mani-

festement locale sur Y, de sorte qu'on peut supposer J nilpotent, i.e.

qu'il existe un entier n tel que In+1 = 0 • Par recurrence sur n, on est
X /Y

t t 1 'L.oes na ure , queramene au cas ou J2 = 0 • Admettons, comme il
)fo/Y

soit isomorphe a 1 'image inverse de L. par le morphisme canonique

X ---))f , et que cet isomorphe soit compatible avec les isomorphismeso 0

de la forme (9.2.1). Alors les theoremes de comparaison de Grauert-Remmert,

sous la forme generalisee de [11] , montrent d'abord le Module coherent

J sur X provient d'un Module coherent sur )( , puis que les appli-
000

cations canoniques . )f /Y
0 ,j)

o

. X /y
---,) 'L. 0 ,J)

sont bijectives. Utilisant ceci pour i = 1 , on voit que l'element du

deuxieme membre defini par l'extension infinitesimale X X sur y
o

provient d'un element du premier membre, ce qui fournit un schema relatif

) sur Y, donnant X comme espace analytique associe.

12.2.3. Des problemes tout analogues se posent, donnant lieu aux

quand on remplace les espaces analytiques par des espaces

au sens de Tate [11] , ou par des schemas formels

noetheriens (EGA I 10). Dans 12.2.2 , le theoreme de comparaison de

M. Hakim pour les espaces pourra se remplacer, dans Ie caS
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rigide-analytique par les resultats recents de Kiehl [12] , et dans Ie

cas des schemas formels par EGA III par. 4 et 5 • Dans ce dernier cas, on

obtiendrait alors une reponse affirmative a une question deja soulevee

dans EGA III 5.4.6.

II est probable que pour un morphisme de type fini (EGA I 10.13.3)

f I de schemas formels noetheriens, on doive parvenir a une

definition du complexe cherche en termes du systeme projectif
X /Y

des L. n n, ou Y est Ie schema ordinaire defini par la puissance
n

(n+1).eme d'un Ideal de definition J de Y , et X = XxyY est egalementn n

un schema ordinaire. Le cas analytique ou rigide-analytique semble

par contre irreduotible a la theorie du nO 9, et exiger une idee nouvelle.

D'ailleurs la question ainsi soulevee se pose plus generalement pour Ie

complexe cotangent relatif de Quillen, mentionne dans 9.1.9 , dont il

conviendrait de donner des variantes tenant compte de la structure

topologique des faisceaux d'anneaux, dans les cas analytique, rigide-

analytique ou formel.

12.3. Complexe cotangent relatif sur un foncteur F:

Nous renvoyons a [19] pour Ie "yoga" utilise dans cette section.

12.3.1. S un schema, et soit

f : F ->G

un homomorphisme de foncteurs (SCh)/So > (Ens) , definis sur la cate-

gorie des schamas sur S , a valeurs dans la categorie des ensembles

(Ens). On fera au besoin sur ces foncteurs les hypotheses habituelles

(compatibilite avec la descente fidelement plate prorepre-
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sentabi11te, commutativite aux limites inductives filtrantes d'anneaux ••• )

qui expriment que ces foncteurs sont "proches" de foncteurs representables,

en supposant aussi au besoin S localement noetherien. La probleme consiste

en la definition et· 1 'etude d'un "complexe cotangent relatif

sur F '; qui, dans le cas ou F et G sont representables, coincide avec

le complexe relatif pour un morphisme de schemas. Pour donner

un Bans a la question, il faut d'abord Itefinir ce qu'on antend par un

"complexe" sur F • Il faudra que, pour un tel objet L. sur F , on puisse

definir pour tout homomorphisme

h :

avec X representable, un complexe

objet de la categorie deriv8e gauche D-(X) de la categorie des Modules sur

h' hX , et ceci de fa90n a satisfaire, pour un compose X )F ,

a une relation de transitivite L(hh')*(L.) = Lh'*(Lh*(L.) , ou Lh'-

designe Ie foncteur image inverse habituel pour les categories derivees.

Le plus simple serait de considerer, sur la categorie (Sch)/F des schemas

X "au-dessus de F "i.e. munis d'un h : X---+,F , la categorie fibree dont

la fibre en X est D-(X) , et de declarer qu'un complexe sur Fest une

section cartesienne de cette categorie fibree (SGA 1 VI). Dans le cas

de , on voudra de plus, dans les "bons" cas, que les Lh* soient

des complexes a cohomologie quasi-eoherente, voire coherente pour X loca-

lement noetherien. La signification de pour l'etude infinitesimale

de f: F G doit pouvoir, de plus, s'expliciter par un enonce

analogue a 11.1.5 , de sorte que pour tout diagramme commutatif
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h
o

1
G

avec z, Z representables, et i une d'ordre 1, d'Ideal J ,
o

on puisse definir un element de comme obstruction a
o

l'existence d'un G-morphisme h : Z F prolongeant h ,1 I indetermina-o

tion dans la solution de ce probleme de prolongement infinitesimal etant

donnes par le groupe = • Dans le cas

ou fest "formellement net", ce qui peut s'exprimer par

, ou plus geometriquement, par le fait que le

morphisme diagonal F -) FxGF est une "immersion ouverte", il faudrait

d'autre part que s'interprete comme l'Ideal d'augmentation pour

un "premier voisinage infinitesimal F(1) de F dans G", donnant lieu a

une propriete universelle de la forme 11.2.5 , disant que dans un carre

comme ci-dessus, il existe un unique G-morphisme h : qui

prolonge h • Lorsque F est representable, il faudrait qu'il en soit
o

de de F(1). A partir de la, on parviendrait a une analyse des voisi-

nages infinitesimaux de tous ordres de F dans G, sur Ie modele de 11.3.2.

12.3.2. Signalons que pour les foncteurs les plus courants "pr oches de

foncteurs representables" (foncteurs du type foncteurs de Hilbert, fonc-

teurs de Picard, etc) on arrive directement et assez simplement cons-

truire un faisceau coherent O;/G' exprimant comme on Ie desire l'inde-

termination du probleme de prolongement infinitesimal signale plus haut.

Lorsque ce faisceau est nul i.e. lorsque fest form61lement net, et que F
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est representable, on arrive egalement, par une construction plus delicate,

a construire un faisceau coherent "conormal ll NF/G ' comme representant

le foncteur qui a tout Module quasi-coherent J sur F associe l'ensemble

des classes d'extensions de F par J sur G (i.e. de schemas F' extensions

de F par J comme ideal de carre nul, munis d'un morphisme F' Par

construction, ce faisceau apparait comme l'ideal d'augmentation pour un

voisinage infinitesimal F(1) de F dans G, mais il resterait a verifier

que ce dernier satisfait bien a la propriete universelle de la forme

11.2.5.

12.3.3. Parmi les consequences agreables qu'on tirerait d'une etude

infinitesimale des foncteurs F suivant les lignes qu'on vient d'esquisser,

et plus precisement d'une solution au probleme souleve a l'alinea prece-

dent, serait le fait- que l'ensemble des "points" de F en lesquels un

morphisme f: F---}G est formellement net resp. formellement etale

correspondrait automatiquement a un sous-foncteur ouvert. (Alors que le

cas "formellement net" n'offre generalement pas de difficulte en pratique,

le cas "formellement etale ll a tendance souvent a beaucoup plus

delicat, et constitue une des difficultes typiques dans les non

projectivea de construction de preschemas). Voici un autre type d'appli-

cation possible a des criteres de representabilite. Soit F un foncteur

sur S , considerons son morphisme structural S , et supposons que

F = Fx So S 0
ou

soit representable. Appliquant la theorie conjecturale des voisinages

infinitesimaux au morphisme F ----+)F ,qui est un monomorphisme et a
o

fortiori formellement net, on conclura que F est representable.
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C'est par cette voie qu'il devrait possible, en particulier, de

prouver que si X est un schema propre sur S , plat sur S et cohomologi-

quement plat sur S en dimension 0 , et si IS est representable
o 0

(ce qui est Ie cas, on Ie sait, a condition de remplacer S par un ouverto

partout dense convenable), alors il en est de de Cela

constituerait une generalisation agreable d'un resultat inedit de J.P.

Murre, disant que si X est propre et plat sur l'anneau local artinien A ,

de corps residuel k, et si ) k , ou Xo = X®Ak , alors
o

est representable.

12.3.4. Ici encore, il y a lieu bien entendu de se poser la question

d'une construction d'un complexe cotangent relatif infini de F sur G

au sens de QUillen, qui s'inserera dans une extension de la

theorie de Quillen aux fleches d'un topos annele (tel 1e topos des

faisceaux fpqc sur (Sch)) •

12.3.5. (Ajoute en janvier 1958). Depuis la redaction du present travail

a ete developpe par M. Artin la theorie des "varietes" (ou "schemas etales"

dans la terminologie de M. Artin), qui peuvent se decrire formellement

comme les quotients de schemas ordinaires X par des relations d'equivalence

R qui sont des aoua-uchemaa de XxX tels que la projection R X soit un

morphisme etale. Les resultats d'Artin semblent etablir des a present que

les "bons" foncteurs (Sch)o-l> (Ens) ("proches" des foncteurs representables)

sont precisement ceux qui peuvent se"representer" par une variete. D'autre

part, une telle Yariete definit de fa90n nature11e un topos annele etale

(sur Ie modele de [1]), et est d'aiileurs determinee a isomorphisme unique
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pres par la connaissance de ce dernier. II s'impose alors de definir

Ie L!/G hypothetique (quand F et G sont des varietes) comme Ie complexe

cotangent relatif pour Ie morphisme de topos anneles dafini par Ie mor-

phisme donne f : F ----> G de variates. Cette definition satisfait a

tous les desiderata enumares ci-dessus.

(*) (Note pour la page 60). Depuis la redaction de ces lignes, et a

l'occasion de la mise au point de SGA 7, j'ai trouve une construction

plus simple de1(L.' qui sera donnee dans loco cit. a propos des

biextensions de faisceaux abaliens.

(*) (Note pour la page 95). A vrai dire, il semble que la theorie de

Quillen ne soit ecrite pour Ie moment que pour les algebres (ordi-

na i.i-e s ] sur un anneau , La "glotalisation" restant a faire. (Une

theorie essentiellement identique a celIe de Quillen a ete developpee

d'ailleurs independamment par .M. Andre [18]).

(Ajoute en Mai 1968).Voir cependant Ie travail de L. ILLUSIE annonce en

note au bas de la page 5.
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