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CLASSES DE CHERN ET REPRESENTATIONS LINEAIRES 

DES GROUPES DISCRETS 

par A. GROTHENDIECK 

§ 0. Introduction. 

0.1. Soit G un groupe discret operant lineairement sur un espace 

vectoriel complexe E de dimension finie. Il est bien connu comment asso-

cier a E des "classes de Chern" 

(O.l) 
2. 

c.(E) ~ H ~(G, 7l) 
~ 

Pour ceci, on interprete la cohomologie entiere de G comme etant celle 

de son "espace classifiant" BG [7 J [34] , et utilisant le fibre uni-

versel EG , qui est un fibre principal de base BG , groupe G 

pour tordre E , on trouve un fibre vectoriel associe 

(E,G) (EGX E)/G 

-1 g(a,x) = (a.g ,g.x)) 

(ou on fait operer G 

Par definition, les classes 

sur lEG X E par 

c. (E) sont les 
~ 

classes de Chern du fibre vectoriel ~ sur BG (cf. [2i} pour la defi

nition et les proprietes des classes de Chern de fibres vectoriels). 

Cette definition des classes (O.l) est indiquee dans l'appendice a [4], 

o4 est egalement soulevee la question d'une definition purement algebri-
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que de ces classes, n'utilisant pas la construction (de nature topolo

gique et transcendante) de l'espace classifiant BG . Le but initial 

du present travail a ete de fournir une solution a ce probleme. 

0.2. Signalons d'abord qu'il y a lieu de reformuler le probleme ini-

tial,dont la solution est negative pour des raisons triviales que nous 

allons expliquer maintenant. Notons que par "definition purement alge

brique" il faut entendre sans doute une definition independante de la 

topologie mise sur le corps des complexes, et qui garderait done un sens 

si ce corps etait remplace par n'importe quel corps de base, soumis au 

besoin a des conditions purement algebriques convenables, telles que celle 

d'~tre algebriquement clos, ou m~me d'~tre isomorphe au corps (£ des nom-

bres complexes (i.e. d'~tre en plus de caracteristique nulle et de degre 

de transcendance sur le corps premier egal ala puissance du continu). On 

demanderait alors aux classes de Chern (0.1) d'~tre inchangees pour un 

changement de corps de base par un isomorphisme k~ k' (et en particu

lier, par automorphismes du corps k). De plus, dans le cas ou k = ~ 

elles doivent co!ncider avec les classes definies plus haut par voie trans-

cendante. Or, m~me en se bornant a la seule classe c
1 

(E) 

toriels E de dimension 1, et du seul corps de base k 

au cas de vee

on voit fa-

cilement qu'une telle theorie n'existe pas, m~me si G est un groupe 

cyclique d'ordre n > 1 . En effet, la donnee d'une representation lineaire 

de G dans un espace vectoriel E de dimension 1 sur k revient a la 

donnee d 'un homomorphisme G ~ k* de G dans le groupe k.., des elements 

inversibles de k 

d'un homomorphisme 

, ou encore (tout element de G etant d'ordre fini) 
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(0.2) G --7 reo<> (k) 

ou r~(k) designe le groupe des racines de l'unite de k . D'autre 

part, G etant fini, done Hi(G, ~) = 0 pour i > 0 la suite exacte 

de cohomologie associee a la suite exacte de G -modules triviaux 

o ~ &r --7 ~ ~ QJIZ ~ o nous donne un isomorphisme canonique 

(0.3) 

de sorte que la definition d'une classe revient a la 

definition d'un homomorphisme 

(0.4) 

D'ailleurs, lorsque k est algebriquement clos de caracteristique nulle, 

on sait que le groupe fft~(k) est isomorphe (non canoniquement) au 

groupe ~../~ . Si on a m~me k = { , alors un isomorphisme canonique 

(0. 5) 

peut ~tre choisi de fa~on bien connue, utilisant l'exponentielle 

(0.6) ~ (q mod Z) exp (2i 1T q) pour q E Q 

On verifie aussitot que via les isomorphismes (0.3) et (0.5) , la clas-

se de Chern c
1

(E) definie dans 0.1 n'est autre que l'homomorphisme (0.2), 

i.e. qu'on a egalite entre ce dernier et (0.4) modulo !'identification 

(0.5) . Or l'isomorphisme (0.5) n'est pas de nature algebrique, mais uti

lise au contraire de fa~on essentielle la topologie du corps d: ; en fait, 

on sait, par un theoreme classique de GAUSS [29, p. 5~ que composant cet 

isomorphisme avec les automorphismes de /f-( (£.) induits par les automor-
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phismes du corps des complexes, on trouve tous les isomorphismes possibles 

entre IJIZ et qui forment un torseur (= ensemble princi-

pal homogene) sous le groupe Aut(ti !7£) ~ fT 12: , produit des groupes 

~ des entiers 1 -adiques, pour tous les nombres premiers 1 . Ce-

ci montre done que la classe c
1 

(E) dtHinie par voie transcendante n' a 

pas la propriete d'invariance algebrique demandee. 

0.3. Ces considerations suggerent cependant que pour trouver une de-

finition purement algebrique des classes de Chern c. (E) 
1 

, il faudra 

remplacer le groupe de coefficients ~ par des groupes differents, atta-

ches fonctoriellement au corps de base k (* ), et plus specifiquement, au grou-

pe f~00(k) des racines de !'unite dans k . En fait, etant fixe un en-

tier n premier a la caracteristique de k et des ignant par (fl' n (k) 

le groupe des racines n.emes de !'unite dans k (isomorphe, non canon.i-

quement, au groupe ~In~) , on trouve aisement une definition algebrique 

d'une classe 

(0. 7) 

definie comme 

(0.8) 

oil 

i.e. d G~ 

est defini comme le determinant de la representation lineaire donnee de 

G dans E 

(i}} Suppose algebriquement clos dans ce qui suit. 
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(0. 9) d(g) 

et ou 0 est l'operateur cobord de la suite exacte de cohomologie associee 

a la suite exacte de G -modules triviaux (dite "de KUMMER") 

(0.10) 
n 

x~x> * k ~0 

La classe (0.7) jouera alors le role d'une premiere classe de Chern 

"mod n" La formule habituelle d'additivite pour une extension 

0 ~ E' ~ E -7 E" ~ 0 

de deux representations 

c. (E) 
~ 

nous oblige alors, pratiquement, a chercher une definition des classes de 

Chern mod n superieures comme etant des classes 

0.4. Dans ce travail, nous presentons une construction algebrique de 

tels invariants (0.11) , et explicitons leur lien avec la reduction mod n 

des classes de Chern entieres (0.1) definies par voie transcendante, lors-

que le corps de base k est egal a a: . On obtient !'equivalent algebri-

que des classes de Chern entieres, sur un corps algebriquement clos k 

quelconque, en introduisant, pour tout entier t premier a la caracteris-

tique de k , le module de Tate 

(0.12) 

qui est un LZ t- module isomorphe (non canoniquement ! ) a ZZ t , ses 
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puissances tensorielles 

i e. ?L; 

egalement isomorphes (non canoniquement) a ~t , et les groupes de co-

homologie de type 1 -adique, definis par 

Alors la collection des classes de Chern mod 1 v , pour y variable, de-

finit des classes de Chern 

(0.13) 

qui donnent !'approximation algebrique la meilleure possible aux classes de 

Chern entieres transcendantes (0.1) . Elles ont, d'autre part, toutes les 

proprietes desirables : non seulement celles familieres de la theorie trans-

cendante, mais egalement les proprietes de fonctorialite pour un corps de 

base k variable. 

0.5. Il resulte de ces proprietes fonctorielles que dans le cas au la 

representation lineaire donnee de G , sur le corps algebriquement clos 

k , provient d'une representation definie sur un sous-corps k 
0 

, (plus 

generalement, lorsque la classe mod. isomorphisme de cette representation 

est "rationnelle sur k "), alors les classes c.(E) de 0.13 sont in-
o ~ 

variantes par action du groupe des k -automorphismes de k 
0 

C'est la 

une condition cohomologique necessaire tout-a-fait non triviale pour la 

possibilite de reduire le corps de base de la representation a un sous-

k 
0 

. Lorsque k 
0 

est de type fini sur le corps premier, il en re-

sulte par exemple (grgce au fait qu'alors le groupe des k -automorphis
o 
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mes "opere enormement" sur les racines de l'unite et par suite sur les 

modules de Tate Tt(k) ) que toutes les classes de Chern t -adiques sont 

des classes de torsion. Ainsi, lorsque G est de type fini, comme on 

peut toujours reduire alors le corps de definition a un corps de type 

fini au sens absolu, on trouve que dans ce cas toutes les classes c.(E) 
l. 

I -adiques sont des classes de torsion ! On retrouve ainsi par voie a

rithmetique un resultat "transcendant" connu ~2, p. 22i] ~6] , qu'on 

peut exprimer en disant que pour toute representation lineaire d'un grou-

pe discret G dans un vectoriel de dimension finie sur ~ , les clas-

ses de Chern rationnelles sont nulles, (ou, ce qui revient au meme 

moyennant une restriction convenable assez anodine sur G , que les 

classes de Chern entieres sont des classes de torsion). La methode arith-

metique donne cependant des resultats beaucoup plus precis, en permettant 

de majorer multiplicativement les ordres de ces classes de Chern entieres 

c. (E) 
l. 

en fonction de la structure d'un corps de definition k 
0 

de type 

fini, et plus precisement, en fonction de la sous-extension cyclotomique 

maximale de k (voir 4.11 pour l'enonce precis). 
0 

0.6. Le principe de definition des classes de Chern "arithmetiques" 

(0.11) est le suivant. On remarque qu'un substitut algebrique de l'espace 

classifiant BG du groupe discret G est tout trouve : c'est le "topos" 

forme des G -ensembles (i.e. des ensembles sur lesquels le groupe G o-

pere). Les faisceaux abeliens (ou groupes abeliens) de ce topos sont en 

effet simplement les G -modules M , le foncteur "sections" est le fonc

teur M ~ H0 (G,M) = MG , et les foncteurs derives de ce foncteur, i.e. 

les groupes de cohomologie du topos, sont, par definition meme, donnes par 

les groupes de cohomologie Hi(G,M) de G . D'autre part, munissant ce 
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topos du faisceau d'anneaux constant defini par le corps k une repre-

sentation lineaire de G sur k n'est autre qu'un k -Module sur le to-

pos, lequel est localement libre de type fini si et seulement si la re-

presentation correspondante de G est de dimension finie. Il s'impose 

alors de paraphraser la construction des classes de Chern, donnee dans ~7] , 

dans le cas des Modules localement libres de type fini sur un topos locale-

ment annele quelconque. Cette construction est esquissee dans ce cadre ge-

neral dans le § 1. Signalons qu'elle fait un usage essentiel de la cohomo

logie etale [2] . Ainsi, dans le cas du topos associe a un groupe discret 

G , et du Module associe a une representation lineaire de G dans un 

vectoriel E sur k , elle fait intervenir la topologie etale du schema 

projectif P(E) associe a E , via la cohomologie etale mixte de ce sche-

rna, considere comme schema a groupe d'operateurs discret G . Au § 2, nous 

definissons de fa~on generale la cohomologie etale mixte d'un schema X a 

groupe discret d'operateurs, sur le modele de [1~ , et definissons (suivant 

le programme esquisse au § 1) les classes de Chern mixtes pour un faisceau 

localement libre "a operateurs" lE sur (X,G) Cette definition contient 

comme cas particulier la definition des classes (0.11). 

Il convient de remarquer cependant que cette definition est consi-

derablement plus riche que celle envisagee dans 0.3 , qui correspond au 

cas ou X est le spectre d'un corps algebriquement clos sur lequel G o-

pere trivialement. Ainsi, pour une representation lineaire de G definie 

sur un corps de base arbitraire k , la i.eme classe de Chern mod n se 

trouve dans un groupe de cohomologie mixte 

(0.14) 
2. 

c. (E) £ H ~(Spec (k) ,G 
~ 
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qui fait intervenir simultanement la cohomologie du groupe discret G et 

la cohomologie du groupe profini iT
1

(k) =Gal (k/k) , ou k est une cl6-

ture algebrique de k L'homomorphisme canonique 

2i ( (0 i 2i - ®i 
(0.15) H (Spec k) ;G, lf"n ) ~ H (Spec(k) ,G; ffn ) 

est en general loin d'etre injectif, et la classe (0.14) peut fort bien 

etre non nulle, alors que son image (0.11) (ou on remplace k par k) 

par l'homomorphisme (0.15) est nulle. C'est ainsi que nous verrons sur des 

exemples que lorsque k est de type fini, done que (comme il a ete dit dans 

0.5) la classe de Chern t -adique (0.11) de la representation de G dans 

E®kk est une classe de torsion, il n'en est pas necessairement de meme de 

la classe de Chern t -adique sur k , definie par les classes (0.14) ou 

n parcourt les puissances de t On peut bien entendu dans de telles re-

flexions remplacer le corps de base par n'importe quel anneau de base. On 

trouve par exemple de cette fa~on des conditions cohomologiques necessaires 

pour la possibilite de la restriction du corps (ou de l'anneau) de base, dans 

une representation lineaire donnee de G : savoir que toutes les classes de 

Chern proviennent de classes de Chern mixtes relatives a l'anneau plus petit. 

Ces conditions sont considerablement plus fortes que celles signalees a la 

fin de 0.5. Il semblerait d 1 ailleurs interessant d'examiner la question : 

dans quelle mesure ces conditions cohomologiques necessaires sont-elles aussi 

suffisantes, en travaillant avec des representations virtuelles (elements des 

anneaux de representation ~(G)) plut6t qu'avec des representations effec

tives? 

0.7. Dans le § 6, utilisant le meme principe de construction, mais en 
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utilisant la cohomologie de DE RHAM ou de HODGE des schemas, plutot que 

leur cohomologie t -adique, on trouve deux autres variantes de la notion 

de classes de Chern d'un Module localement libre a operateurs. Elle com

prend encore comme cas particulier la definition de classes de Chern pour 

une representation lineaire d'un groupe discret G qui devrait pouvoir 

rendre des services analogues a ceux de la definition t -adique, Ces 

classes, liees aux differentielles absolues du corps ou anneau de base, sont 

de ce fait de nature exclusivement arithmetique (m~me lorsque le corps de 

base est le corps des complexes !). La question des relations entre ces 

classes de Chern au sens de DE RHAM ou de HODGE avec les classes de Chern 

t -adiques (comme d'ailleurs de celles-ci entre elles) est une question fort 

interessante, qu'on peut considerer comme un cas particulier de la question 

analogue pour la cohomologie des schemas - question qui est loin d'~tre e

claircie a l'heure actuelle. Notons que les classes de Chern de DERHAM ont 

l'avantage sur les classes t -adiques de se construire sans hypothese sur 

les caracteristiques residuelles de la base. En revanche, lorsque le groupe 

G est fini, et qu'on travaille sur un corps de base de caracteristique nul

le, les classes de Chern style DERHAM sont toutes nulles ; et lorsque l'on 

travaille sur l'anneau des entiers d'un corps de nombres, il en est encore 

de m~me des i > 1 ci pour . Dans le cas des groupes finis, cela limite 

forcement l'interet de ces classes de Chern style DERHAM. 

0.8. Bien entendu, la construction du topos envisage au debut du § 0.6 

se generalise aussitot au cas ou on remplace le groupe G discret par un 

groupe algebrique quelconque sur un corps donne, ou plus generalement par un 

schema en groupes sur une base quelconque (ou, egalement, par un groupe to-
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pologique quelconque). On est ainsi conduit au "point de vue faisceautique" 

dans la theorie de l'espace classifiant, qui sera expose systematiquement 

ailleurs ~1~ . De ce point de vue, on peut envisager la construction des 

classes de Chern t -adiques (resp. style DE RHAM, ou HODGE) pour les Modules 

localement libres sur les topos localement anneles, comme reduite a la m~me 

construction dans la situation "universelle" : celle du topos etale associe 

au site des schemas de type fini sur S = Spec 2Z [t-
1J (resp. S Spec(~)) a 

schema en groupes d'operateurs G = Gt(n)S (le schema en groupes lineaire 

sur S), ce topos jouant le r6le d'un "topos classifiant" pour le groupe li-

neaire G • La classe de Chern t -adique (disons) "universelle" pour les 

fibres de rang n est alors une classe de cohomologie t -adique de ce topos 

(0.16) T ®i) 
' t 

Cela permet une approche assez differente [1s] pour la definition des diver-

ses variantes des c. 
1 

Nous verrons par exemple dans loc. cit. que la coho-

mologie de ce topos classifiant (a coefficients t -adiques constants tordus) 

est isomorphe a celle du schema grassmanien habituel sur S , et que via cet 

isomorphisme, les ci sont les classes de cohomologie associees [1i} a des 

cycles convenables sur la grassmannienne, - cycles d'ailleurs exprimables en 

fonction des classiques cycles de Schubert. Ainsi peuvent se preciser les liens 

entre la theorie arithmetique et la theorie topologique transcendante des clas-

ses caracteristiques, En m~me temps, la nature des faisceaux de coefficients 

naturels pour les classes de Chern t -adiques peut s'interpreter par le phe-

nomene, sans doute assez familier a l'heure actuelle, que la classe de coho-

mologie associee a un cycle de codimension i sur un schema regulier est re-

lative au m~me faisceau de coefficients t -adique, 
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T ~ i - 1 . ·1!1 ' 6P i t - .~m 1/~tY 
y 

que la i.eme classe de Chern d'un fibre vectoriel (la source commune de 

!'introduction de ces sempiternels faisceaux etant comme de juste la suite 

exacte de KUMMER (0.10)). 

Signalons que, suivant la m~me voie, on parvient [15] a une theo-

rie generale des classes caracteristiques en geometrie algebrique, englobant 

egalement la theorie des classes de STIEFEL-WHITNEY pour les fib.res ortho-

gonaux ; d'ou en particulier une theorie des classes de STIEFEL-WHITNEY pour 

des representations lineaires de groupes dans des espaces vectoriels munis 

de formes quadratiques non degenerees. 

0.9. L'enonce transcendant auquel on a fait allusion dans 0.5 peut 

s'enoncer encore en disant que si H est le groupe lineaire complexe a n 

variables, G un groupe discret, et 

(0 .17) u 

un homomorphisme de groupes, alors l'homomorphisme correspondant 

induit un homomorphisme nul sur la cohomologie rationnelle 

(0 .18) 

De fa~on equivalente, si X est un espace topologique (un polyedre fini, si 

on veut), et P un fibre principal sur X de groupe H associe a une re-

presentation (0.17) de son groupe fondamental 
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(ce qu'on exprime parfois en disant que P est un fibre principal plat sur 

X , ou lorsque X est une variete differentiable, que P admet une con-

nexion integrable invariante par H), les classes caracteristiques ration-

nelles de P sont nulles, i.e. 

(0.19) 

Il est connu que cette propriete s'etend au cas ou H est, plus generalement, 

un groupe complexe reductif dont le groupe des composantes connexes est fini 

(ce qui implique aussitot la m~me conclusion lorsque H est un groupe de Lie 

compact, en utilisant le groupe complexe associe [10] , qui satisfait en ef-

fet aux hypotheses precedentes). Cet enonce, plus general en apparence, est 

d'ailleurs une consequence immediate du cas particulier ou H est le groupe 

lineaire, gr~ce au fait que pour un groupe complexe reductif connexe H 

l'anneau caracteristiqu~ H*(BH'~) est engendre par les classes de Chern des 

fibres vectoriels complexes sur BH associes aux representations lineaires 

complexes de H 
(*) 

Le theoreme qu'on vient de signaler ne s'etend pas au cas ou H 

est un groupe de Lie connexe reel (m~me semi-simple) ou complexe quelconque, 

[32, cor. au Th. 2] . Dans un appendice a ce travail, nous prouvons par con-

tre qu'il suffit que H soit un groupe de Lie complexe algebrique. Notre de-

monstration est transcendante en apparence, mais signalons que l'on pourrait 

encore en donner une demonstration arithmetique, par essentiellement le m~me 

argument d'invariance que celui indique dans 0.5 ; il suffirait pour cela 

('*) 
Ce dernier fait, qui ne semble pas figurer explicitement dans la litte-

rature, doit cependant ~tre considere comme "bien connu", et il peut servir de 
base a un traitement considerablement simplifie de la theorie des classes ca
racteristiques des groupes de Lie connexes. 
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d'utiliser la theorie algebrique [15] de la cohomologie classifiante pour 

les groupes algebriques (a laquelle nous avons fait deja allus.ion dans 0.8). 

L'auteur pense que la raison profonde du theoreme en question,et qui tient le 

plus directement compte de !'hypothese d'algebricite faite sur H, est bien 

donnee par la demonstration arithmetique a laquelle on vient de faire allu

sion, 

0.10. Remarquons encore que le theoreme precedent n'est pas le seul exem-

ple connu de theoreme, de nature topologique ou geometrique par son enonce, 

dont la demonstration naturelle (ou m~me la seule demonstration connue) se 

fasse par voie arithmetique, par un procede de reduction a des corps ou an

neaux de base de type fini au sens absolu. Peut-~tre le premier exemple connu 

est le beau theoreme de LAZARD [30] , suivant lequel toute loi de groupe, don

nee par des formules polynomiales sur un espace affine kn sur un corps k 

est necessairement nilpotente, qui se prouve par reduction au c.as ou k est 

un corps fini, auquel cas le theoreme est trivial. (Il ne semble pas qu'on 

connaisse une autre demonstration "elementaire" de ce theoreme la seule autre 

demonstration que je connaisse utilise la theorie de structure de BOREL des 

groupes algebriques affines, et la theorie de la cohomologie etale). Pour un 

autre exemple, tire de la theorie "geometrique" des familles de varietes a

beliennes en caracteristique nulle, par reduction a une situation a corps re

siduel fini, nous renvoyons a [21] , ou sont combinees methodes arithmetiques 

et transcendantes. Comme dernier exemple, reposant d'ailleurs comme 0.5 sur 

les proprietes galoisiennes du groupe des racines de l'unite, signalons encore 

ici sans demonstration le theoreme suivant, qui utilise de plus la resolution 

des singularites de HIRONAKA : 

Soit f X ~ S un morphisme propre d'espaces analytiques com-
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plexes, avec S non singulier de dimension 1, supposons gue X s.:;it "al-

gebrique relativement a S ", par exemple soit un sous-espace analytigue 

ferme de (f etant induit par la projection de ce dernier). 

Alors il existe une partie discrete T de S telle gue, pour tout entier 

i , le faisceau soit localement constant sur S-T (ou Q 
X 

des.igne le faisceau constant de valeur @. sur X), done donne sur S-T 

par une representation lineaire de 1(
1

(S-T,s
0

) (groupe fondamental de 

S-T en un point base donne s ) par automorphismes d'un espace vectoriel 
0 

Hi = Hi(X , Q) 
s de dimension finie sur ~ . De plus, pour tout s t T 

0 

designant par L l'element du groupe fondamental de S-T defini par un 
s 

"lacet autour de s " issu de s 
0 

, il existe une puissance 

n(s) > 0) qui opere de fason unipotente sur les Vi 

L n(s) 
s (~ 

J'ignore si un enonce de cette nature est valable lorsqu'on aban-

donne !'hypothese d'algebricite relative faite sur le morphisme f , et j'ai 

tendance a suspecter que non <~·) ; remarque analogue pour la formulation 

hypothetique, en termes de familles analytiques de tores complexes sur une 

base algebrique, du resultat cite de [21] sur les familles algebriques de 

varietes abeliennes. Comparer aussi avec le resultat negatif signale dans 

0.6, et la question soulevee plus bas (4.14 a)) pour les classes de Chern 

"mixtes" sur les varietes analytiques complexes compactes. 

0.11. Dans le m~me ordre d'idees que les reflexions qui precedent, on 

Ce 
5.10.1964. 

theoreme figure dans une lettre de l'auteur a J.P.SERRE, du 

(~ *) 
Apres avoir redige le present article, l'auteur a pris connaissance 

d'un preprint d'un travail de P.A. GRIFFITHS, annon~ant un resultat sensible
ment identique (par une demonstration transcendante, utilisant les techniques 
de LEFSCHETZ) : cf.P,A. GRIFFITHS, On the periods of integrals of algebraic 
manifolds (Summary), (mimeographie, Berkeley). Dans une communication per
sonnelle, P.A. GRIFFITHS a precise que !'hypothese d'algebricite n'est en 
fait pas requise ; par contre, il suppose X et les fibres "generales" 
non singulieres. 
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peut remarquer que beaucoup d'enonces de topologie gardent un sens, et peu

vent encore se demontrer, dans le contexte des varietes algebriques "abs

traites", et plus generalement des schemas (par exemple en utilisant la to

pologie etale de ceux-ci). Ce sont m~me souvent des cas particuliers de tels 

theoremes sur des schemas generaux (valables generalement en caracteristique 

quelconque). Il doit en ~tre ainsi, bien entendu, des theoremes topologiques 

concernant plus specialement les varietes algebriques (tels les theoremes du 

type de LEFSCHETZ pour les sections hyperplanes des varietes projectives, 

quoique une demonstration en termes de cohomologie etale n'ait pas encore ete 

trouvee a l'heure actuelle pour le plus profond d'entre eux). Cette remarque 

prend tout son sens lorsqu'on observe que certains des espaces les plus im

portants pour les topologues sont bien des varietes algebriques complexes. 

C'est ainsi que, aux groupes de Lie compacts chers aux topologues, il y a 

tout avantage, pour une meilleure comprehension geometrique de la situation, 

a substituer les groupes complexifies tlo] ' qui fournissent les m~mes inva

riants homotopiques, mais ont l'avantage d'etre des groupes lineaires alge-

briques sur ~ ; on constate que le fibre universe! EG et l'espace clas-

sifiant BG d'un tel groupe, qui se construisent en termes de varietes de 

STIEFEL ou de GRASSMANN complexes, sont egalement des varietes algebriques 

(plus precisement, des limites inductives de telles varietes). La cohomologie 

entiere de BG (du mains modulo torsion, et pour G connexe) peut d'ailleurs 

s'interpreter de fa~on purement algebrique comme son anneau de CHOW (fait 

assez special aux varietes algebriques en question, et qui avait ete signale 

deja dans Ll8, 4-24]) ; on peut egalement la remplacer par les cohomologies 

I -adiques. C'est en ce sens, par exemple, que la theorie des espaces clas

sifiants des groupes de Lie compacts peut ~tre consideree comme un chapitre 
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de geometrie algebrique "abstraite", et qui pourrait ~tre traite (du moins 

pour ses.resultats cohomologiques les plus ~mportants) par les methodes de 

geometrie algebrique, comme il sera plus ou moins clair pour le lecteur at

tentif de [18] ; comparer § 0. 7, et cf [15] pour un expose de ce point de 

vue. Comme le groupe K(BG) topologique peut egalement s'interpreter comme 

1~ groupe K des classes de faisceaux coherents sur la variete algebrique 

BG (ou du moins comme une limite projective des groupes K des varietes 

algebriques dont BG est la limite), ceci invite done aussi a reconsiderer 

les theoremes connus recents de ATIYAH [6] , SEGAL-ANDERSON [1] et KAROUBI 

[27] sur la comparaison de l'anneau des representations (complexes, complexes 

orthogonales ou complexes symplectiques) de G , et du groupe K corres

pondant (KU , KO ou KSp) de BG , en termes de geometrie algebrique sur 

un corps de base (voineun schema de base) general. 

Comme autre exemple du role clef joue par les varietes algebriques 

en topologie, rappelons la determination par MILNOR et NOVIKOFF [33] de l'an-

neau de cobordisme quasi-complexe, dont les generateurs sont les classes 

de certaines varietes algebriques complexes projectives tres simples. 

Ces exemples, et bien d'autres, permettent de prevoir que les in

ter-relations entre la topologie, la geometrie et l'arithmetique (sans compter 

!'analyse, comme auxiliaire de tous trois) ne pourront que se multiplier et 

se resserrer dans l'avenir, pour le plus grand benefice de chacune de ces 

disciplines, et le plaisir et la delectation des mathematiciens concernes. 

§ 1. CLasses de Chern sur un topos localement annele. 

1.1. Dans le present paragraphe, nous donnons l'esquisse d'une theorie 
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des classes de Chern sur un topos l37, II 4.12] localement annele [22] , 

via une theorie de la "cohomologie etale des topos localement anneles", qui 

devrait etre ecrite sur le modele de [2] . Dans le cas d'un espace topolo-

gique ordinaire, annele par les fonctions continues a valeurs complexes, 

cette theorie est essentiellement la theorie ordinaire des classes de Chern, 

traitee suivant la methode de [17] ' a la difference pres qu'ici les coef-

ficients naturels sont des faisceaux de racines de l'unite tordues, au lieu 

du faisceau constant des entiers, la suite exacte de KUMMER (1,1) rempla-

~ant la suite exacte de l'exponentielle 

(qui, elle, fait appel a la structure topologique des groupes de sections 

du faisceau structural). Dans le cas d'un schema, la theorie des classes de 

Chern est esquissee dans [25] , sur le meme modele. Dans les deux paragra-

phes suivants, nous developperons directement, sur ce modele, la theorie 

des classes de Chern sur les schemas a operateurs, sans nous appuyer expli-

citement dans ce cas particulier sur la theorie des schemas relatifs de [22] , 

ni celle de la cohomologie etale des topos localement anneles generaux, qui 

reste a ecrire. La lecture du present paragraphe n'est done pas, a stricte-

ment parler, indispensable a l'intelligence du present article. Il fournit 

cependant le principe unificateur pour les divers'es variantes de la notion 

de classe de Chern, et a ete la motivation initiale pour la definition don-

nee au paragraphe suivant, qui n'est qu'un simple exercice de transcription 

de la definition generale donnee ici. 

1.2. Soit X un topos localement annele. Nous supposons defini, sur Le 

modele de (2, Exp. VII] , le"site etale de X" (*hnt la categorie des fais-

(*) Cette construction est faite maintenant dans [22]. 
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ceaux sera notee ici Xet , pour eviter des confusions avec le topos de 

depart X . Soit n > 0 un entier tel que n. lX soit une section inver

sible du faisceau structural ~X . Considerant sur Xet le faisceau 

"multiplicatif" (f:rm)X, , l'elevation ala puissance n.eme dans ce fais-
et 

ceau est alors un epimorphisme (NB c'est en vue d'obtenir ce fait qu'on doit 

travailler avec les topologies etales), done fournit une suite exacte de fais-

ceaux sur xet 

( 1. 1) 0 ~ t}t. ~ ({;- --- (1)- ~ 0 
11 n m m 

(suite exacte de KUMMER) - ou nous avons omis dans les notations ~met ~~ 

la reference au topos de base X, . Le faisceau 
et !Jin sur X, 

et 
, noyau de 

l'elevation ala puissance n.eme dans ~ , est appele faisceau des racines 
m 

n.emes de l'unite sur Xet . On verifie que c'est un faisceau de 2Z/n2Z-Mo-

dules inversible, i.e. localement isomorphe au faisceau constant sur xet de 

valeur Z /n 7l La m~me chose sera vraie par suite pour ses puissances ten-

sorielles Wn ® i , pour i f 7L 

Si alors ~ est un faisceau de modules inversible (i.e, locale-

ment libre de rang 1) sur X d'ou une classe 

(1. 2) ct{lL) 

l'operateur cobord de la suite exacte (1.1) nous fournit un element 

(1. 3) 

qui sera par definition la premiere classe de Chern du faisceau inversible 0.. 

1.3. Plus generalement, pour un Module localement libre IE sur X 
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nous nous proposons de definir des classes de Chern 

(1.4) 

Supposons ~ de rang constant r . On introduit le fibre pro

jectif P associe a E tEGA II 4.11 J , qui est un schema relatif sur X 

au sens de loc. cit., et en particulier c'est un topos localement annele au-

dessus de X Par suite Pet est un topos localement annele au-dessus de 

xet et on a un morphisme structural 

f : P, ~X_, et .,t 

Procedant comme dans [17] , on considere le faisceau inversible canonique 

(L = {) (-1) 
p sur P , d'ou une classe 

(1.5) \L 

et par consequent une section 

(1. 6) 

Lorsqu'on se fixe un isomorphisme 

(1.7) 

(ce qui est toujours possible localement sur X, 
et 

' tout au mains), le re-

sultat clef dans l'etude cohomologique de f consiste dans les relations : 

(1.8) 
0 si j impair, ou j > 2(r-l) 

est libre sur $In 7.Z , de base 5' i 
0 ' 

si 

0 ~ i ~ r-1 
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a l'isomorphisme (1.7) sur les coefficients. Utilisant la suite spectrale 

de Leray pour f et le faisceau X In 7l sur Pet on conclut de fa~on 

bien connue de (1.8) [25] que cette suite spectrale degenere, et fournit 

un isomorphisme canonique de H-llf<(X, ,7Zin'll) -modules: 
et 

(1. 9) * 11...- 177 i H (P, ,'lZ/n7l) ~....L..l.!l (X,t,u./n']l) S 
et "- e o 

i.e. H* (Pet'7Zin7t) est libre sur H>i' (X, ,'JZ/n7Z) 
et ' 

de base les ~0 
i 

2 l'image de s (1. 5) pour 0 ~ i ~ r-1 ~ 
0 
~ H (Pet'7Z/n:tZ) designant 

grtlce a l'isomorphisme ~ (1. 7) sur les coefficients. C'est la une va-

riante globale de (1.8) essentiellement equivalente a (1.8) Quant a 

la demonstration de (1.8) , une fois etendue au cas des schemas relatifs 

le "theoreme de changement de base pour un morphisme propre" de [2, Exp. XII] , 

elle se ramene ala determination de la structure cohomologique de l'espace 

projecti£ sur un corps algebriquement clos, qui est bien connue [25] . 

Toujours moyennant (1.7) , on pourra de fa~on unique, grtlce a 

(1.9) , exprimer cor ~ comme combinaison lineaire des ~oi (O ~ i .~ r-1), 

d'ou une relation de la forme 

(1.10) > c.(!B) ~ r-i 
~ 0 <;, 0 

0 
0~ i~ r 

ou les ci(i£)
0 

t: H2i(Xet,Z/n7l) sont bien determines par cette relation 

et la condition c ( iE) 1 , et definissent les classes de Chern (1.4) 
0 0 

de E a coefficients dans 2Z/n ~ , d'ou grtlce a (1.7) des classes de 

Chern (1.4) (puisque ¢ definit des isomorphismes 

(1.11) f : '!Z/n 7l ) . 
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1.4. Cette definition cependant depend en apparence de !'existence et 

du choix d'un isomorphisme global (1.7) Pour donner une definition qui 

en so it independante, on precede comme dans [25] pour deduire des isomorphis-

mes (1.8) (qui gardent un sens localement sur Xet) , pour tout faisceau 

If de 7.Z'!n7l -Modules sur xet , un isomorphisme 

(1.12) 

(ou la somme du deuxieme membre est en fait finie, puisqu'il suffit de l'e-

tendre aux j ~ 0 tels que i-2j ~ 0 i.e. 2j ~ i) , qui realise un iso

morphisme de Hi(Pet,flAE ([p)) avec la somme directe des 

Hi.,. 2j(X, /P ® ifl 6?>(-j)) correspondants ; bien entendu, le produit de ce 
et, Jr n 

dernier module avec t; j s 'en tend au sens du cup-produit avec 

~ j G.. H
2

j (P et'/(tn ® j) , (ou !; j est la cup-puissance j .erne de ~ de

fini dans (1.5)), compte tenu de l'homomorphisme canonique de H~ (Xet' ... ) 

* ) dans H (Pet' •.. ) . Ce cup-produit prend bien ses valeurs dans le pre-

mier membre de (1.12) 

La formule (1.12) , qui est une generalisation de (1.9) inde

pendante de la donnee d'un I comme dans (1.7) , donne un sens a la for-

mule analogue a (1.10) , ou nous pouvons maintenant s.upprimer les indices 

o aux classes de cohomologie envisagees : 

c. ( lE) Sr-i 
1 

0 (1.13) 

Compte tenu de (1.12) , ou on fait IT' =IJ.tn®r IT II , cette formule (1.13) , 

plus la relation determine de fa~on unique les c.(JE) 
1 

com-

me elements des , annonces dans (1.4) . On definit comme 

d'habitude la classe de Chern totale : 
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(1.14) c.(IE) 
1 

1.5. Procedant comme dans [17] , [25] , on etablit pour les classes 

c. (IE) les trois proprietes caracteristiques : compatibilite avec les 
1 

images inverses de Modules localement libres par des morphismes de topos, 

normalisation pour le cas des Modules inversibles (alors la classe de 

Chern est celle definie par (1.3)), enfin et surtout, la formule d'addi-

tivite 

(1.15) c <IE) c(E') c(E") 

pour une suite exacte 

o ~ IE' ._...IE ~ E'' ~0 

de Modules localement libres. (Seule la verification de cette derniere re-

lation n'est pas triviale). 

Pour simplifier, nous avions suppose dans nos reflexions que le 

Module localement libre £ envisage etait de rang constant. Il est evident 

comment generaliser la definition au cas general, en decomposant le topos 

X en morceaux, sur chacun desquels ~ est de rang donne r Le formu-

laire habituel (en particulier (1.15)) sera valable encore. Signalons ega-

lement la formule bien connue 

(1.16) 

ou det (IE) est le faisceau inversible, puissance exterieure maxima de lb 

et ou le deuxieme membre de (1.16) peut done s'interpreter par la formule 

<L3) appliquee a det <IB) 
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1.6. Il reste a examiner comment se comportent les .classes de Chern 

c.(!E) 
1 

, pour un fixe, quand on fait varier n . Soit 

n' mn 

un multiple de n , tel que n' .lX soit une section inversible de CDX 

Alors on a un homomorphisme canonique surjectif de faisceaux sur 

(1.17) 

X, 
et 

donne par !'elevation ala puissance n.eme. On en conclut des homomorphismes 

(1.17 bis) (19 i . r· ® i If. ® i 
un n' · n' ---"> n 

' 

d'ou des homomorphismes canoniques 

(1.18) 
( i) 

un n' 
' 

Ceci pose, designant par c.(n)(i£) les classes de Chern a coefficients dans 
1 

les /k n® i 1 f 1 d · ff~ , on trouve a ormu e e compara1son 

(1.19) 
(i) 

un,n' 
(c.(n')(\£)) 

1 

dont la demonstration est essentiellement triviale en termes des definitions 

(ou de la caracterisation axiomatique des classes de Chern par leurs trois 

proprietes fondamentales), et de la verification dans le cas du c
1 

des 

faisceaux inversibles. Ce dernier resulte aussitot de l'homomorphisme sur les 

suites exactes de cohomologie, deduit de l'homomorphisme sur les suites exac-

tes de KUMMER associees respectivement a l'entier n' et n 



(1. 20) 

ou r:J... (z) 
m 

z 

0--+ /f1n' --..~r 

l un,n' 

0 __,. r n ___.,. 

o:r 
m 

1 ~ 
({;-

m 
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1\""-'r.l..n' (f,. ~o 
m 

\. id 
n 

t --+ 0 m 

1.7. On peut exprimer les proprietes de compatibilites (1.19) de fa-

~on commode, lorsque n,n' parcourent les puissances d'un nombre premier 

1 fixe, en introduisant le "faisceau 1 -adique" 

(1.21) 

systeme project if des faisceaux 1ft t y ( y ~· 0) sur xet (les morphismes 

de transition etant donnes par (1.17)), et ses puissances tensorielles 

(1.22) T ® i 
t 

systeme projectif des faisceaux a morphismes de transition don-

nes par (1.17 bis) • Par abus de langage, le faisceau 1 -adique T ®0 
t 

sera aussi simplement note LZ t , mais on gardera a 1 • esprit qu • n s • agit 

ici d'un systeme projectif de faisceaux sur xet et non du faisceau cons-

tant sur Xet defini par l'anneau 2Zt des entiers t -adiques. On posera 

egalement, par definition 

( 1. 23) 

Les relations de compatibilite (1.19) peuvent alors s'exprimer en disant 

que (pour un nombre t fixe, tel que t.lX so.it une section inver-

sible de (l)X) les , pour v variable, sont les composantes 

d'un element bien determine 
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(1.24) 

qu'on appellera la i.eme classe de Chern t -adique du faisceau localement 

libre IE . La connaissance de ces c. (E)(!) 
]. 

, pour tout nombre premier 

t tel que t.lx soit inversible, equivaut a la connaissance des 

pour tout n admissible i.e. tel que n.lX soit inversible, D'autre part, 

ces classes de Chern t -adiques satisfont encore manifestemP.nt aux proprie-

tea habituelles deja enumerees plus haut, et en particulier a la formule 

d'additivite (1.15) pour une suite exacte courte de Modules localement 

0 _____..._ IE ) ~ IT" 1 ibres -, ------, LU 

1.8. Supposons que le faisceau structural QDX de X soit un faisceau 

de £ -algebres (ou ~ designe le corps des complexes), qui soit muni 

en plus d 1 une structure vectorielle topologique (i.e. qui soit en m~me temps 

le faisceau de ~ -vectoriels sous-jacent a un faisceau sur X , a valeurs 

dans la categorie des espaces vectoriels topologiques). Moyennant des condi-

tions convenables, impliquant en particulier la convergence de la serie ex-

ponentielle a coefficients dans Q?X , d'ou la suite exacte exponentielle 

(1. 25) 

on peut esperer trouver, sur le modele deja utilise, une theorie des classes 

de Chern a coefficients entiers 

(1.26) 

pour les faisceaux de Modules localement libres ~ sur X , qui pour 

un faisceau inversible ~ soit donne par la formule 

(1.27) 
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ou ici l'operateur cobord d est celui associe ala suite exacte (1.25) 

La question technique qui se posera, pour developper ce point de vue, est 

d'arriver a formuler des conditions sur X , qui, non seulement permettent 

d'ecrire (1.25) , mais qui de plus permettent de developper une notion de 

fibre projectif P associe a un Module localement libre ~ , qui fournisse 

pour P un topos topologiquement annele satisfaisant aux memes conditions 

que X (donnant lieu par suite a une suite exacte exponentielle (1.25)), 

et satisfaisant aux relations de la forme (1.8) (avec 2Z/n ~ remplace 

par , et 
., 

'f;o 1 ~) par a section ., de definie par le fais-

ceau inversible canonique ~ sur P). Sans tenter ici une axiomatisation dans 

da sens (*) ~ remarquons que dans le cas particulier ou X est le topos 

des faisceaux d'ensembles associe a un espace topologique ordinaire, ou 

plus generalement, le topos des faisceaux d'ensembles a groupe d'operateurs 

[16, Chap. vj associe a un espace topologique X 
0 

muni d'un groupe d'auto-

morphismes G , les conditions envisagees sont verifiees de fa~on evidente, 

en prenant sur X 
0 

le faisceau d'anneaux topologiques des fonctions comple-

xes continues, et prenant comme fibre projectif associe a un Module locale-

ment libre ~ (a groupe G) le fibre projectif ordinaire, considere comme 

un espace topologique a groupe d'operateurs G , et muni encore du faisceau 

d'anneaux (a groupe d'operateurs G) des fonctions complexes continues sur 

p (ou plus precisement, le topos des faisceaux d'ensembles a groupe d'ope-

rateurs G sur ledit fibre projectif). Les groupes de cohomologie du topos 

X associe a (X ,G) ne sont autres que les groupes de cohomologie mixtes 
0 

(1. 28) 

de l'espace et du groupe G , etudies dans loc. cit. Dans ce cas, on trouve 

(*) Il apparatt qu'il y en a, suivant des principes fort generaux et naturels 

a la fois! 
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une theorie des classes de Chern pour les Modules loc. libres equivariants 

lE sur X 
0 

(1.29) 

, de groupe G fournissant des invariants 

2. 
c.(/E) ~ H ~(X ,G ;Z) 
~ 0 

theorie qui dans le cas ou G est reduit au groupe unite, se reduit a la 

theorie ordinaire des classes de Chern. (Il serait d'ailleurs possible de 

ramener le cas general a celui-ci, en interpretant les groupes (1.28) com-

me les groupes de cohomologie ordinaire d'un espace fibre (X ,G) 
0 

convena-

ble bien connu, de fibre X 
0 

, et de base 1 'espace classifiant [7] BG .du· 

groupe discret G ; nous laissons au lecteur le soin (facile) de verifier 

la compatibilite de cette definition, et de la definition envisagee ici via 

les fibres projectifs). 

Ceci pose, et nous restreignant (par la force des choses !) au cas 

particulier des espaces topologiques a operateurs, il s'impose de comparer 

les classes (1.4) et (1.29) . D'ailleurs ici X ~X sera une equiet ----, 

valence de topos, done les classes (1.4) peuvent ~tre considerees comme 

des classes 

(1.30) 

Notons d'autre part qu'on a ici un isomorphisme canonique (1.7) , defini 

par l'exponentielle par la formule 

(1.31) ~(1 mod n) exp (2i rr /n) 

de sorte que la donnee des classes (1.22) equivaut a celle de classes 

(1.32) 
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D'autre part, ces dernieres sont definies, comme il a ete vu plus haut, a 

l'aide de la formule (1.10) , qui est aussi essentiellement la formule qui 

definit les classes de Chern "transcendantes" (1.27) , a cela pres que les 

coefficients pour cette derniere sont ~ au lieu de 2Zin~, et que l'on 

travaille sur le fibre projectif ordinaire (au lieu de travailler sur le fi-

bre projectif au sens : schema relatif sur X 
0 

' a groupe d'operateurs G). 

Ceci implique alors aussit8t que les classes de Chern "arithmetiques", sous 

la forme (1.24) , deduite de (1.22) et (1.23) , se .deduisent des classes 

de Chern "transcendantes" (1.29) , par l'homomorphisme canonique 

deduit de 1 'homomorphisme canonique Z ~ ~/n 7l sur les coefficients. 

En effet, grgce a ce qui precede, on est ramene a prouver la m~me chose pour 

les invariants et 
(n) 

cl 0 
associes au fibre inversible a operateurs 

rL = ~P(l) sur le fibre projectif (ordinaire) P , ce qui nous ramene a 

l'enonce de comparaison pour les invariants (1.5) resp. (1.27) associes 

a un faisceau inversible i1 sur X . Or dans ce cas, ceci resulte des de-

finitions, et de l'homomorphisme de suites exactes de cohomologie associe a 

l'homomorphisme suivant entre les suites exactes de Kummer (1.1) et expo-

nentielle (1.17) 

~ 0 

(1.35) 

~ 0 

ou les fl~ches verticales sont definies par 
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{

0( (z) 

~( t) 

exp (2i1fz/n) 

0 ( t mod n) exp 2i 1Tt 
n 

§ 2. Classes de Chern sur un schema a groupe d'operateurs. 

2 .1. So it X ' ( * ) un schema , muni d'un groupe G d'automorphismes. 

Procedant comme dans [16, Chap v] , on en conclut que G "opere" sur le to-

pos des faisceaux etales [2, VII] sur X , d'ou une notion de "faisceau e-

tale sur X a groupe d'operateurs G", ou "faisceaux sur (Xet'G)" , ces 

faisceaux formant une categorie, qui est encore un topos ~ , comme il 

resulte facilement du critere de GIRAUD [ 2, IV 1,2 J . Done aux objets abe-

liens de ce topos, i.e. aux faisceaux abeliens F sur X a groupe d'ope-

rateurs G , sont associes des groupes de cohomologie, appeles groupes de 

cohomologie (mixtes) etales du schema a operateurs G , et notes 

(2.1) i 
H (X, ,G ; F) 

et 

On explicite les liens de cette cohomologie mixte avec, d'une part la coho-

mologie etale ordinaire de X (etudiee dans [2] ), et d'autre part la coho-

mologie ordinaire du groupe abstrait G , en termes d'une suite spectrale 

canonique 

(2.2) 

Cette suite spectrale s'etablit exactement comme la suite exacte analogue 

En conformite avec la reedition du Chap. I des EGA, nous dirons do
renavant "schema" au lieu de "preschema", en reservant le mot "schema separe" 
a la notion precedemment designee sous le nom de "schema". 
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dans [16, 5.2.1] , ou plus simplement, comme cas particulier de la suite 

spectrale de LERAY (37, V § 5] . Nous laissons le detail au lecteur, ainsi 

que l'etablissement (lorsque X/G existe dans un sens raisonnable) de la 

deuxieme suite spectrale donnee dans loc. cit., qui n'est qu'un cas parti-

culier de la suite spectrale de LERAY pour morphismes de topos (et dont 

nous n'aurons pas besoin ici). 

2.2. Soit maintenant ffi un Module localement libre sur X muni 

d'operations de G (compatibles avec les operations de G sur X). On 

peut, de fac;on equivalente, regarder lE comme un Module localement l.ibre 

du topos ~ annele par QDX , ce qui conduit (compte tenu des conside

rations generales du par. 1) a construire des classes de Chern pour ~ 

De fac;on precise, n > 0 etant un entier fixe, tel que n.lX soit une sec

tion inversible de OX , i.e. n premier aux caracteristiques residuelles 

de X , on definira directement des 

(2.3) 

en transcrivant simplement la construction esquissee au § 1. On dispose ici 
v 

du fibre project if ordinaire P = P( IE) associe au Module dual iE [EGA II 

4.1.1] (Noter que la convention de notation adoptee dans loc. cit. est oppo-

see de celle qui etait utilisee 

" est note P( ffi)). Le groupe G 

dans [17] , ou on note 

opere encore sur P 

ce qui ici 

Nous pouvons done con-

siderer la cohomologie etale mixte de (P,G) , ce qui nous dispense tout a 

la fois du recours a la notion generalisee de schema relatif de [22] , et a 

une theorie (encore a ecrire) de la cohomologie etale des topos localement 

anneles generaux, dont il etait question au § 1. Nous pouvons alors sans dif-

ficulte transcrire la construction indiquee au § 1 dans le contexte particu-
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lier actuel, travail qui est ecrit en detail dans [ 25 ] lorsque G 

est le groupe unite, expose auquel il n'y a essentiellement rien a changer. 

Pour le morphisme 

f (P,G) ~ (X,G) 

les formules purement locales (1.8) sont valables : le processus de loca-

lisation dans les topos associes a (X,G) (P,G) implique en effet, en par-

ticulier, "l'oubli" des operations de G de sorte que les formules a veri-

fier sont identiques aux formules analogues, quand on fait abstraction des 

operations de G formules qui sont etablies dans loc. cit. comme conse-

quence du "theoreme de changement de base pour un morphisme propre" [?,XII 5.!} . 

On en deduit, pour tout faisceau abelien a operateurs sur (X,G) , an-

nule par n (i.e. qui est un faisceau de ~/n2Z -modules) des isomorphismes 

canoniques ( *) 

(2.4) ou 

(2.5) 

Dans cette derniere formule, on interprete cl({)p(l)) comme un element 

(2.6) 

dans la cohomologie mixte de Pet et de G , a coefficients dans le groupe 

multiplicatif, compte tenu des operations de G sur (Dp(l) (deduites des 

operations de G sur ~ et du caractere fonctoriel de la construction de 

GDP(l) en fonction de [j ). La suite exacte de KUMMER (1.1) est ici re-

gardee comme une suite exacte de faisceaux abeliens a operateurs sur Pet 

Dorenavant, quand une confusion ne sera pas a craindre, nous omet
trons 1' indice "et" dans la notation (2 ,1) . 
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(!'exactitude provenant de !'hypothese que n.lX est inversible), ce qui 

donne un sensa l'operateur cobord qui intervient dans (2.5). Une fois ob-

tenu (2.4), on en deduit une definition des classes de Chern (2.3) par 

la formule (1.13) 

2.3. Les classes de Chern qu'on vient de definir satisfont aux trois 

proprietes fondamentales de HIRZEBRUCH [23] , qui les caracterisent 

(i) Fonctorialite, pour un morphisme f : (X' ,G') --+ (X,G) de 

schemas a groupes d'operateurs, un Module localement libre [E sur (X,G) , 

et son image inverse f.ft (\B) sur (X' ,G') 

c.(f-«<fB)) = f*(c.(\E)) 
1 1 

(ii) Normalisation, pour un fibre inversible (L 

c( [1) = 1 + c
1 

( [L) , ou c
1 

( {L) est donne par (2.5) . 

(iii) Formule d'additivite, pour une suite exacte 

0 ---t [.' ~ ffi -4> If/--+ 0 de Modules localement libres sur (X, G) 

c(l£.) c< IE') c < 1£'1) 

La demonstration de (i) et (ii) est triviale ; pour celle de (iii), 

qui se fait suivant le meme principe que dans [17] , nous renvoyons a [25] , 

ou est traite le cas ou G = e et dont la demonstration se transpose im-

mediatement au cas general. - Des proprietes (i), (ii) et (iii) on deduit 

formellement, de fac;on bien connue, le formulaire habitue!, comprenant notam-

ment le calcul des classes de Chern d'une puissance exterieure ou d'un pro-

duit tensoriel de Modules localement libres a operateurs : on se ramene tou-

jours au cas de Modules qui sont des sommes de Modules a operateurs inversibles 
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(par passage a des schemas de drapeaux convenables), grace au fait que la 

cohomologie de X s'envoie injectivement dans celle de ces fibres. 

Comme cas particulier utile de (i) , signalons le fait suivant 

l'image des c.(i£,) 
~ 

par l'homomorphisme "d'oubli de G" 

sont les classes de Chern ordinaires de n; , apres oubli des operations de 

G 

§ 3. Comparaison avec la definition transcendante. 

3.1. Supposons maintenant que X soit un schema localement de type fini 

If> 
sur le corps ~ des complexes. Alors a X est associe un espace analytique 

Xan , sur lequel G opere encore par automorphismes. Le Module localement 

libre a operateurs sur (X,G) definit de m~me un Module localement libre 

a operateurs sur . Il lui sont associes, par voie transcendante, 

des classes de Chern 

(3.1) 

ou xtop designe l'espace topologique localement compact sous-jacent a xan 

(muni du groupe d'automorphismes G) ; par definition, les sont 

les classes de Chern associees au fibre vectoriel complexe topologique a . 

lE an operateurs associe a , ou si on prefere, au faisceau de modules loca-

lement l ibre sur (Xtop,G) 1" 1 f t · t · 1 ~ , anne ~ par es one ~ons con ~nues camp exes, 

rr an 
associe a w par extension du faisceau d'anneaux des fonctions homomorphes 
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aux fonctions continues. Une definition en forme de ces classes de Chern est 

esquissee dans § 1.8. Les considerations developpees a cet endroit s'appli-

quent de plus, dans la situation presente, pour donner une description des 

classes de Chern "arithmetiques" (2.3) en termes des classes de Chern 

"transcendantes" (3.1) . Pour preciser ce point, notons qu'on a des homomor-

phismes canoniques evidents 

(3.2) Hj (X G If' ) Hj (Xan, G et' ; ____.... 

associes au morphisme de topos associe au morphisme de sites a groupe d'ope-

rateurs evident (comparer [2, XI 4) 

(3.3) g 

Lorsque le faisceau abelien a operateurs F sur Xet est constructible au 

r. ] ltl n® i sens de L2, IX , en particulier est un faisceau de la forme ff' , alors 

les homomorphismes (3.2) sont des isomorphismes. En effet, !'utilisation 

de la suite spectrale (2.2) , et de la suite spectrale analogue pour le 

faisceau a operateurs sur (xan,G) ,.. , , nous ram~ne au cas au G est 

le groupe unite, cas qui est traite dans [2, XVI] (ou, plus elementairement, 

i.e. sans resolution des singularites, dans [2,Xlj lorsque X est lisse sur 

d: , cas qui suffira le plus souvent). En particulier, on trouve des homo-

morphismes 

(3.2 his) H2i(X G·lk. <S>i) 
et' 'rrn ~ 

qui sont en fait des isomorphismes. Done la classe de Chern (2.3) dans le 

premier membre de (3.2 his) est connue quand on connatt son image dans le 

deuxieme membre • Utilisant de plus l'isomorphisme ¢ de 
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(1.7) defini par (1. 31), d'ou des isomorphismes 

(3.4) 

on voit qu'il suffit d'exprimer les classes correspondantes 

(3.5) 

definies en termes des classes (2.3) en appliquant (3.2 bis) et l'iso-

morphisme inverse de (3.4) . Ceci pose, les considerations esquissees a la 

fin du § 1 montrent que les classes (3.5) ne sont autres gue celles gui se 

deduisent des classes de Chern "transcendantes" {3,1) par les homomorphis

~ H2i(Xan,G;~) ~ H2 i(Xan;G;zr/n~) deduits de l'homomorphisme cano-

nigue Z-+ .7Z In '.:Z sur les coefficients. 

3.2. 

(3. 6) 

Inversement, dans le cas ou les homomorphismes canoniques 

Hj(Xan,G;~O ---+1im Hj(Xan,G,!E/n7Z) =TTHj(Xan,G;!i'Zt) 
n 

sont injectifs, alors la connaissance des t premier, i.e. 

la connaissance des classes de Chern t -adiques (§ 1.7) 

(3. 7) 

ou encore de leurs images 

(3.8) 

implique celle des classes de Chern transcendantes (3.1). 

On fera bien attention que dans le dernier membre de (3.6) , et dans 3.8 , 

JZt doit ~tre considere comme designant un faisceau t -ad'ique a operateurs sur 



251 

xan , i.e. le systeme projectif <~It~~) de faisceaux a operateurs, -

et non le faisceau constant defini par le groupe abstrait 7Zt , comparer 

§ 1.6 . Ainsi, on a par definition 

(3. 9) 

et on peut seulement dire qu'on a un homomorphisme canonique 

(3.10) j an r-n j ( an ,77 ) 
H (X ,G; ZO ®:E t.£J t ~ H X ,G; a..t 

homomorphisme qui en general n'est pas un isomorphisme. 

3.3. Cependant, lorsque les Hj(Xan,G;~) sont des l?Z -modules de type 

fini, alors les homomorphismes (3.10) sont des isomorphismes, et par suite 

l'homomorphisme (3.6) est bien injectif (puisque la famille de changements 

d'anneaux zr ~ 2Zt est fidelement plate). C'est la une consequence facile 

de la suite exacte deduite de 0 ~ z:r ~ ~ ~ ~ ln7Z ~ 0 reliant 

les cohomologies a coefficients dans 2Z et 7Z In~ , consequence que nous 

laissons au lecteur d'etablir. La condition de finitude envisagee sur les 

Hj(Xan,G;2Z) est verifiee en particulier lorsque X est de type fini sur 

([, , et que le ~ [G] -module "trivial" '7Z admet une resolution gauche L.*' par 

des ~~]-modules libres de type fini. Pour le verifier, on est ramene, comp-

te tenu de la suite spectrale de nature transcendante analogue a (2.2) , re

lative a l'espace a operateurs (Xan,G) muni du faisceau constant 26 

1 Hq(Xan, 'r71) montrer que es lLJ sont des 2Z -modules de type fini, ce qui est 

une consequence bien connue de la triangulabilite des paires de varietes al-

gebriques complexes [31] , et a prouver que Hp(G,M) est de type fini sur 

~ lorsque M est un G -module qui est de type fini sur '2Z , ce qui re-

sulte aussitot du calcul habituel de la cohomologie de G en termes de L* 
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3.4. Lorsque les Hj(Xan,G;~) sont des ~ -modules de type fini, 

done les homomorphismes (3.10) des isomorphismes, on conclut aussit8t 

ceci : Eour que la classe de Chern entiere c.(IE) soit une classe de tor-
1 

sion, il faut et il suffit que la classe de Chern t -adique c. (IE )(t) 
1 

t s 
le soit ; si cette derniere est d'ordre alors la composante de 

c.(~) dans le sous-groupe de t -torsion de H2 i(Xan,G;~) est d'ordre 
1 

ts 

En l'absence d'hypotheses de finitude sur les Hj(Xan,G;2Z) , on 

peut donner encore des enonces un peu mains precis, dans lesquels on peut 

d' ail leurs rempl.acer Xan par n' importe quel espace topologique Z , en 

travaillant cependant avec l'homologie et la cohomologie singulieres de 

l'espace 

(Z,G) = (EGxZ)/G 

(EG etant le fibre universel pour G cf 0,1), Posant pour abreger 

(3.11) H. = H.((Z,G),2Z)) 
1 1 

la formule des coefficients universels [8, Chap. VI] nous donne la suite 

exacte : 

(3 .12) 

So it t un nombre premier. Alors un element c a une image nulle 

dans Hi( (Z,G), 7Z/tv Z) si et seulement si il est "divisible par t..Y ", 

done il en est ainsi pour tout ·y si et seulement si c est ".infiniment t -

divisible dans Hi". Conune le seul element infiniment t -div.isible de ~ 

est zero, il s'ensuit alors que l'image de c dans Hom(Hi,~) est nulle, 
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(3.13) 
1 

c e Ext (H. 
1
,z) 

1-
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De plus, Hom(H.,~) etant sans torsion, on voit que c est infiniment t-
1 

1 
divisible dans le Ext 

Considerons maintenant la suite exacte 

0 ___..,. T ____.,. H . l -+ S -+ 0 
1-

ou T est le sous-groupe de t -torsion de H. 1 1-
, d'ou (compte tenu que 

Hom(T,'E) = O) une suite exacte sur les 
1 

Ext 

(3.14) 
1 1 1 

0--+ Ext (S,7Z) ~Ext (Hi_1 ,7Z) --+Ext (T,'i£) -0 

D'autre part, T etant un groupe de torsion, calculant son 
1 

Ext avec 

grace a la resolution injective standard de 2Z par ~ et Q I ?Z , on trouve 

Ext1 (T,Z) '"'--',. Hom(T,(Q/:?Z;) rv) lim Hom(U,<Q/~) 
-u 

ou U parcourt les sous-groupes finis de T • Comme pour un tel U 

Hom(U, ~/2Z) est un t -groupe fini, done n'a d'autre element infiniment t -

divisible que zero, il s'ensuit que 
1 

Ext (T,?z;) n'a d'autre element infini-

ment t -divisible que zero, d'ou compte tenu de (3.13) (3.14) : 

1 
c E: Ext (S,'?l) 

Notons d'autre part que, S etant sans t -torsion, i.e. la multiplication 

par t dans s etant injective, et 
1 

Ext etant exact a gauche en son pre-

mier argument, on trouve que la multiplication par t dans 
1 

Ext (S,']Z) est 

surjective, done le groupe 
1 

Ext (S,~) est t -divisible. En resume 
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Proposition 3.5. Soit z UTI espace topologique a groupe discret d'opera-

teurs G soient H. 
~ 

et les groupes d'homologie et cohomologie sin-

guliere mixtes en degre i de l'espace a operateurs, donnes par (3.11) ' 

i un nombre premier, S~ le quotient de Hi par son sous-groupe de !-torsion, 

et considerons la suite exacte des coefficients universels (3.12) d'ou ,_ 

moyennant !'inclusion (3.14) 1 t 1 
Ext (Si-l ,2:D ~ Ext (Hi-l ,~) , une inclu-

sion 

Ceci pose, pour tout nombre premier t , la partie de Hi formee des 

elements infiniment t -divisibles, i.e. dont les imag~s dans les 

i ~ /"~ rT7 ) H ( (Z,G, t£J 1- U-J. sont nulles, est identique a 1 
Ext (Si-l, 2Z) . En 

particulier, UTI el€ment infiniment t -divisible c de Hi a une image 

nulle dans Hom(Hi, ~) , ou, ce qui revient au meme, a une image nulle 

dans 

H. 1 
~-

i 
H((Z,G),Q) Enfin, lorsque le sous-groupe de 

de H. 1 est annule par une puissance finie de t 
~-

est de type fini), alors les elements c de 

t -torsion 

(par exemple si 

d'image dans 

Hi((Z,G), ~) nulle sont exactement ceux pour lesquels il existe un entier 

m)O avec me infiniment t -divisible. 

3.5 .1. Bien entendu, le lecteur aura remarque que cet enonce n'a rien de 

special aux espaces a operateurs et leur cohomologie mixte singuliere, et 

concerne plutot la cohomologie et l'homologie d'un complexe de chatnes de 

groupes abeliens quelconque. Il s'applique aux groupes tels que les 

i an 
H (X ,G;2Z) consideres plus haut, grace au fait que pour des espaces loca-

lement contractibles comme Xan , la theorie de la cohomologie singuliere 
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co!ncide avec la theorie faisceautique, comme il est bien connu. 

§ 4. Proprietes de torsion des classes de Chern cas .geometrique. 

4.1. Sous les conditions generales de 2.1, supposons que X soit le 

spectre d'un corps separablement clos k Alors le topos forme des fais-

ceaux etales sur X est equivalent, par le foncteur "sections", au topos 

egal a la categorie des ensembles ; done le topos des G -faisceaux n'est 

autre a equivalence pres que le topos des ensembles a groupe d'operateurs 

G , done la cohomologie mixte (2.1) se reduit alors a la cohomologie or-

dinaire de G , a coefficients dans des G -modules. Done, supposant qu'on 

fait operer G trivialement sur k , de sorte que les "fibres vectoriels 

a operateurs" envisages dans 2.2 ne sont autres que les representations de 

G dans des vectoriels de dimension finie sur k , pour un tel (G,k) -mo-

dule E , les classes de Chern t -adiques sont des classes 

(4 .1) 

(ou le premier groupe de cohomologie ecrit n'est qu'une notation abreg~e et 

abusive pour la limite projective du dernier membre). 

4.2. Soit alors If le groupe des automorphismes du corps k Il opere 

sur le systeme projectif des groupes If' t y(k) done sur celui des 

/rt.) (k) ® i , done sur le groupe de cohomologie t -adique intervenant dans 

4.1. Les proprietes generales des classes de Chern resumees dans 2.3 don-

nent alors, pour tout (J' E. 'IT , la formule 
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(4.2) O"""(c.(E)) 
1 

E ®k (k,(1') 

ou dans le dernier membre (k, <f ) designe k considere comme k ,.algebre 

gr~ce a l'homomorphisme t$': k ---joo k , et ou on fait operer encore G 

sur le produit tensoriel de la fa~on habituelle, En particulier, si T(E 

est le sous-groupe de f( "stabilisateur" de la classe de E , i.e. forme 

des (:J' € 1T tels que E ~ Q""'E , on voit que ci (E) est invariante par 

(4.3) c:r' (c. (E)) 
1 

c.(E) si E -::::!. c:IE 
1 

4.3. Soit en particulier k 
0 

un sous-corps de k , tel que la classe 

de E soit invariante par le groupe Gal(k/k ) 
0 

k , i.e. tel que Gal(k/k
0

) C. 1TE alors les 

l'action de Gal(k/k ) . L'hypothese sur k 
0 0 

des k -automorphismes de 
0 

c.(E) sont invariants par 
1 

qu'on vient d'envisager est 

verifiee en particulier si E provient, par extension du corps de base, du 

module E d'une representation lineaire de G definie sur le sous-corps 
0 

k . Cette condition suffisante n'est cependant nullement necessaire, comme 
0 

i1 est bien connu. Ainsi, lorsque k est de caracteristiqu.e nulle, il existe 

un plus petit sous-corps k 
0 

de k ayant la propriete Gal(k/k
0

) C. TfE (*) 

c'est le corps engendre sur le corps premier par les valeurs de la fonction 

trace 

mais on sait qu'en general la representation envisagee ne peut pas s'ecrire 

sur ce corps. 

Considerons done la representation de r 

('~q du moins si le G-module E est semi-simple. 

Gal (k/k ) 
0 
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(4.4) ¢ 

que nous interpretons comme un caractere t -adique de r . Alors la re-

presentation de r dans 

i,eme de ce caractere 

(4.5) 

So it 

(4.6) 

l'image de r par ; 

T (k) ® i 
t est donne par la puissance ordinaire 

r --+Aut T (k)® i t 

si k 
0 

r '77* ¢< ) c ~ t 

est une cl6ture separable de k 
0 

dans k • 

est aussi l'image du groupe profini Gal(k /k ) 
0 0 

par !'application con-

• tinue naturelle de celui-ci dans Zl t 

* ~t . Il en est de m~me des groupes 

(4. 7) H i 
1 

Ceci dit, la propriete d'invariance de 

c'est done un sous-groupe ferme de 

c. (E) 
1 

par r = Gal(k/k ) s'ex-
0 

plicite simplement par les relations A c. (E) c. (E) pour 
1 

A € H. , i.e. 
1 1 

( i\- 1) c.(E) 0 pour A E. H. , ou encore 
1 (4.8) 1 

0 pour 

ou bien entendu le groupe de valeurs dans (4.1) est regarde comme un mo-

dule sur Z? t de la fa~on evidente. Cela montre deja que dans le cas ou 

Hi -!- f 1 ~ ( et en particul ier, lorsque 

ni) la classe de cohomologie t -adique 

H
1 

n'est pas reduit a un groupe fi

c.(E) est une classe de torsion, 
1 

i.e. annule par une puissance convenable de t . De fa~on plus precise, po-

sons dans ce cas 
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(4. 9) 

ou 

(4 .10) 

4.4. 

ex (i) 

designe la valuation 1 -adique. On aura alors 

Remarquons que 

t~(i) c.(E) 
1 

'77* u = ~ t 

0 dans (4.1) 

est un produit du groupe 

racines (1-l).emes de l'unite, qui est fini d'ordre 1-1 premier a 1 

par le groupe u des "Einseinheiten", qui est un module de type f.ini et 
0 

rang 1 sur 'llt Les sous-groupes fermes de u sont ceux dont la trace 

sur u est un sous- 7Z t -module. Ce sont egalement les sous-groupes qui 
0 

sont soit ouverts (done d'indice fini), soit finis. 

... 
4.5. Lorsque H1 est un sous-groupe fini de U = ~t , soit d le 

de 

pgcd parmi les entiers annulant H
1 

, i.e. le plus petit d > 0 tel que 

(4 .11) H d 
1 

Alors la relation (4.8) ou (4.10) implique 

(4.12) c. (E) est de torsion pour i sj=. 0 (mod d) 
1 

elle ne donne aucun renseignement pour i ~ 0 (mod d) . Un cas particulier 

amusant est celui ou k = 1R 
0 

' corps des reels, d'ou 

r = :lZ /l?l -~ H
1 

et d = 2 : on trouve que la classe de Chern t -adique t erne 

de la complexifiee d'une r~presentation lineaire reelle du groupe G 

pour i impair, est nulle si 1 ~ 2 et annulee par 2 en tous cas. L'ar-

gument utilise, qui revient a introduire la representation complexe conju-

guee dans E et a utiliser la relation E ~ E d'ou 

c. (E) 
1 

c. (E) 
1 

i 
(-1) c.(E) , est egalement valable pour les classes de Chern 

1 
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entieres transcendantes de 0.1, et dans le cas plus general des fibres 

vectoriels reels et leurs complexifies sur un espace topologique quelcon-

que (pas necessairement de la forme BG), ou le resultat est evidemment 

bien connu des topologues. 

Lorsque H
1 

n'est pas fini, done est un sous-groupe d'indice fi-

* ni de U = 7£ 1 alors on trouve (comme deja signale plus haut) que toutes 

les classes de Chern i -adiques sont de torsion, la formule (4.9) don-

nant une valeur finie pour ()( (i) pour tout entier i ~ 1 

sant une relation (4.10) i.e. une majoration multiplicative 

l'ordre de la classe de Chern i -adique c. (E) 
1 

done fournis-

t ()( ( i) 
de 

4.6. En tout cas, la majoration (4.10) de l'ordre de cette classe ne de-

pend que de k 
0 

de i et de t , et non du choix particulier de G et de E . 
' 

elle devient de mains en mains bonne quand i augmente multiplicativement, com-

me il est evident sur (4.9) : on ne trouve jamais de majoration de l'ordre de 

c.(E) independante de i 
1 

car IX ( i) tend vers + oo quand i tend vers 

l'infini multiplicativement. D'autre part, posant 

(4 .13) 

on trouve 

(4.14) 

[ = Card ( Im (H
1 

- ( :ZZ /i 7Z )*)) , done 

{)( (i) = 0 si et seulement si i ~ 0 (mod 0) 

c. (E) = 0 s i i =f 0 (mod & 
1 

On remarquera qu'en general, pour k 
0 

i et t 

(4.10) pour l'ordre de la classe de Chern i adique c. (E) 
1 

6/ Ci-1) 

d'ou 

fixes, la majoration 

(pour G et E 

variables) n'est pas la meilleure possible, deja pour le cas i=l Prenons par 

exemple pour k 
0 

le corps des racines i -emes de l'unite sur ~ , alors 

se calcule par la formule (2.5) en termes de la fonction determinant 

g t\/1/L~ det gE *' '* k c k 
0 
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(qui est bien a valeurs dans ki-
0 

et non seulement dans k* , a cause de 

l'hypothese faite que la classe de E est rationnelle sur k ), via les 
0 

v 
obstruc.tions a ecrire cet homomorphisme connne puissance 1. .eme d'un ho-

momorphisme dans k* . Or supposant G a engendrement fin!, l'image M 

de G dans k'* 
0 

est un 2Z -module de type fin!, dont le sous-groupe de 

torsion est un sous-groupe du groupe des racines de l'unite de k 
0 

, lequel 

est d'ordre 1.-1 d'apres GAUSS [29, p. 53] , done premier a 1. il s 1 en-

suit que pour tout entier Y > 0 , 1' inclusion se remonte en 

un homomorphisme via l'~pimorphisme .. * :k ---+k. 

Par suite on trouve que la premiere classe de Chern 1. -adique c
1

(E) est 

nulle. Ce resultat, etabli d'abord pour G a engendrement fin!, reste vrai 

pour tout G par un argument innnediat de passage a la l.imite. Or .ici on 

u 
0 

groupe des Einseinheiten, et ~(1) = 1 , de sorte que la 

formule (4.10) ne donne que la relation 1. c1(E) = 0 , au lieu de 

c
1

(E) = 0 

Il semble done que les relations (4.10) sont encore relativement 

grossieres. Un probleme interessant serait de determiner, pour k , 1. 
0 

i donnes, la meilleure majoration possible pour l'ardre de la cl.asse de 

et 

Chern ! -adique c
1

(E) , pour G et E variables, soumis eventuellement 

a des conditions restrictives (G fin!, ou G fin! cyclique, ou la repre-

sentation E definissable sur k , etc.). 
0 

4.7. En vue d'expliciter (4.9) done (4.10) , introduisons le sous-

corps 1. -cyclotomique maximal de k 

(4 .15) z Z(1.) C. k 
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y 
engendre par les racines de 1 'unite ! -emes, tout ·v , et l.e sous-corps 

t -cyclotomique maximal de k 
0 

, defini conune 

(4.16) z 
0 

z (t) 
0 

Z(t) 1\ k 
0 

On a le diagranune de corps 

ou p est le 

loisienne de 

de Z/Z et. 
0 

sous-corps 

-----+ P(k ,Z) 
0 

t z 

premier de k 
0 

k ---•k 
0 

Comme z est une extension ga-

p 
' 

la theorie de Galois no us apprend qu'il en est de m~me 

de P(k ,Z) sur k 
' 

et que moyennant l'homomorphisme natu-
0 0 

rel les groupes de Galois de ces deux dernieres extensions sont isomorphes. 

Done le groupe de Galois de P(k ,Z) 
0 

sur 

de Galois de Z/P 

'77* 
lui-m@me isomorphe a 

(et m@me egal a 4U t lorsque k 
0 

done p 

k est isomorphe a un sous-groupe 
0 .,.. 

un sous-groupe ouvert TT de 2? t 

est de caracteristique nulle, par 

le th. de GAUSS. [29, p. 53}). D'apres les theoremes d'extensions d'isomor-

phismes, l'homomorphisme de restriction 

r • Gal(k/k ) --+ Gal(P(k ,Z)/k ) ~ Gal(Z/Z ) ~ '~ t 
0 0 0 0 

est surjectif, done moyennant les identifications faites, on trouve 

*' (4.17) Hl Im <¢ : {1 ~ 'llt ) Gal (Z/Z ) 
0 .. 

Par suite, le sous-groupe Hl de 7lr associe au corps k ne depend que 
0 

du sous-corps t -cyclotomigue maximal z de k 
' 

via la formule (4.17) 
0 0 

On en conclut en particulier un isomorphisme canonique 
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(4.18) Gal(Z /P) 
0 

(P corps premier) , 

* qui mont.re .que le sous-groupe H
1 

de 'JZ t est d' indice fini si et seulement 

si Z est une extension finie du corps premier P 
0 

Nous allons resumer les renseignements obtenus dans un theoreme 

recapitulatif : 

Theoreme 4.8. Scient k un corps, k une extension separablement close 
0 

de k G un groupe discret, muni d'une representation lineaire dans un 

vectoriel E de dimension finie sur k c.(E)(t) ses classes de Chern 
~ 

t -ad.iques (4.1) , ou t est un nombre premier distinct de la caracteris

tique de k . On suppose que la classe "stable" (*) de la representation 

donnee est invariante par le groupe des k -automorphismes de k 
0 

(ce qui 

signifie aussi, si k est de caracteristique nulle, que la fonction trace 
0 --------------------~---------

G ~ k associee a la representation prend ses valeurs dans k ) . Soit 
0 

Z la sous-extension t -cyclotomique maximale (4.16) de k 
0 0 

et soit 

H son groupe de Galois sur le corps premier P , identifie comme d'habi-

* tude a un sous-groupe ferme du groupe ~t des unites t -adiques. Posons, 

pour tout entier i ~ 1 

(4.9) o< (i) = Inf v
1

( Ai- 1) 
)\€H 

ou est la valuation t -adique. Alors on a (si (){ (i) o# + oo 

(4.10) 0 

i.e. 

Corollaire 4.9. Si Z est une extension finie du corps premier P , en 
0 

particulier si le corps k 
0 

est une extension de type fini de P alors 

(i~) i.e. dans le groupe ~(G) des classes de k-representations de G* [ 4}. 
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toutes les classes de Chern t -adiques c. (E) 
~ 

sont des classes de torsion. 

Corollaire 4.10. Soit G un groupe a engendrement fini, et E le module 

d'une representation lineaire de dimension finie de G sur un corps sepa-

rablement clos k Alors pour tout nombre premier t distinct de la ca-

racteristique de k , les classes de Chern t -adiques c.(E) 
~ 

(i ~ 1) 

sont des classes de torsion. 

En effet, l'hypothese sur G implique que la representation donnee 

provient d'une representation sur un sous-corps k 
0 

de k de type fini sur 

le corps premier P , et on applique 4.9. 

Corollaire 4.11. Soit G un groupe discret, E le module d'une represen-

tation lineaire complexe de dimension finie. Alors les classes de Chern ra

tionnelles ci(E)({. E H
2

i(G,(Q) (deduites des classes entieres de 0.1) 

sont nulles pour tout i ~ 1 Si le corps k engendre par les valeurs du 

caractere 

fini sur 

g ·~ Tr gE est de type fini, .et si Hi-l (G, "E) est de type 

2. 
!;Z(*)1 alors ci(E)€: H ~ (G,'ll.) est une classe de torsion, dont 

la 1 -composante c.(E)(t) 
~ 

satisfait a (4 .10) ou IX (i) est defini 

dans (4.9) ci-dessus. 

Pour verifier la premiere assertion, on peut remplacer G par ses 

sous-groupes a engendrement fini (par un argument immediat laisse au lecteur), 

ce qui nous permet de supposer G de type fini. Alors, choisissant un nombre 

premier 1 quelconque, le corollaire 4.10 , et la comparaison 3.1 de la 

theorie arithmetique et la theorie transcendante des classes de Chern, nous 

montrent qu'il existe pour tout i un entier m. '> 0 tel que l'image de 
~ 

m.c.(E) 
~ ~ 

dans tous les H2 i(G, ?Z /t~7l..) est nulle (ou c.(E) designe main
~ 

tenant la classe de Chern entiere). Utilisant 3.5 on en conclut que l'image 

(i<) Il suffit qu'il le soit modulo son sous-groupe de torsion. 
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de c. (E) dans H2i(G, ~) est nulle. La derniere assertion de 4.11 se 
~ 

deduit de m~me de 4.8 et de 3.5. 

Remarques 4.12. 

a) Comme nous l'avons deja signale dans 0.5 , le resultat 4.11 

etait connu par voie transcendante ; cf 0.9 pour d'autres commentaires con-

cernant ce resultat. 

b) Dans 4.10 on ne peut supprimer !'hypothese que G soit a 

engendrement fini, comme on voit deja dans le cas ou G est le groupe des 

racines de l'unite de k d'ordre une puissance de t E la representa-

tion .de degre 1 canonique : on voit tout de suite que la classe t -adique 

c1 (E) n'est pas une classe de torsion : en fait, l'ordre de son image dans 

H2(G,/f t y (k)) est egal a ty , qui augmente indef.iniment avec Y Cela 

n'emp~che que 4.11 est valable sans supposer G de type fini : on fera 

attention ace propos qu'une classe de Hj(G,Z) dont l'image dans Hj(G, ~) 

est nulle n 1 est pas necessairement une classe de torsion, l'homomorphisme 

canonique Hj(G,7J)®Zdi ~Hj(G,(Q) n'etant pas en general un isomor

phisme (c 'est un isomorphisme si Hi-l (G,7/.) est de type fini sur 7l ! ) • 

4.12. On peut general iser les resul tats precedents en utilisE .t les .£2.!!::. 

jectures de WElL [3 7] de la fac;on suivante. Supposons d' abord que k so.it 

la cloture algebrique d'un corps fini k 
0 

, et que l'on ait un schema pro-

jectif et non singulier X 
0 

sur k 
0 

, muni d'un Module localement libre 

(E , le groupe discret operant par automorphismes sur la situation 
0 

(X , IE ) sur k , done aussi sur la situation (X, f£) qui en est deduite 
0 0 0 

par extension 

mixtes 

k --+ k 
0 

du corps de base, d'ou des clas.ses de cohomologie 



265 

(4.19) 

Supposons, pour un i donne, que l'image de c.(lE) 
1 

par l'homomorphisme 

canonique 

soit de torsion, ce qui signifie aussi que la classe de Chern i.eme ordinaire 

de ~ (en oubliant les operations de G) est une classe de torsion. Suppo-

sons de plus que les conjectures de WEIL pour les valeurs absolues ordinaires 

des valeurs propres de Frobenius, operant sur les 

dfn 

soient vraies pour j < 2i , i.e. que pour ces j , les valeurs absolues en 

question soient egales a q 
j /2 

ou q = card(k ) Je dis que so us ces 
0 

conditions, la classe t -adigue mixte (4.19) elle-m~me est une classe de 

torsion. Pour le voir, on utilise encore l'invariance de la classe (4.19) 

par les operations de Gal(k/k ) 
0 

, ou ce qui revient au m~me, par l'automor-

phisme du groupe de cohomologie mixte provenant de l'automorphisme de Frobe-

nius 

du corps k 

Frob 
q 

Utilisant l'isomorphisme canonique 

et la suite spectrale de cohomologie t -adique deduite de (2.2) 

(4.20) 
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(qu'il faut en toute rigueur interpreter comme une suite spectrale de sys-

temes projectifs), on est ramene de proche en proche a verifier que dans 

Es,2i-s 09 T (k)®i 
CD :!Zt t 

pour s ~ 1 

tout element invariant par l'action de 

et pour ceci, que Es ,2i-s® T (k) ® i 
2 t 

Frob 
q 

est un element de torsion, 

ne "contient" pas (comme quotient de 

deux sous- 2? t -modules stables par Frobenius) de module a operation tri-

viale de Frobenius, qui ne soit de torsion. Ou encore, que s 2i-s E ' ne "con-
2 

tient" pas de module a operateurs, sur lequel Frobenius opere simplement par 

multiplication par 
-i 

q , et qui ne soit de torsion. Or c'est la un exer-

cice facile et pratiquement evident, sur l'expression explicite (4.20) du 

terme E
2 

, et compte tenu que d'apres l'hypothese faite, les valeurs ab

solues des valeurs propres de Frobenius operant sur H
2i-s (X, @t) sont 

(2i-s)/2 
q , done q 

i 
(puisque s ~ 1) • 

4.12.1. Par un argument de specialisation facile, utilisant le theoreme de 

specialisation pour la cohomologie t -adique [2, XVI 2.2] , on trouve la 

meme conclusion dans le cas d'une situation (k,X,~ ,G) X schema pro-

jectif et lisse sur le corps separablement clos k , lorsque celle-ci peut 

se deduire par extension de la base 

A ~ k i.e. Spec(k) ~ Spec(A ) 
0 0 

d'une situation analogue sur le spectre s d'un sous-anneau A de k de 
0 0 

type fini sur ~ 
' 

avec un schema project if et lisse X sur s un Mo-
0 0 

dule localement libre fE sur X 
' 

et G operant sur (X '\b ) par s 
0 0 0 0 0 

automorphismes. Cette hypothese sera verifiee en particulier lorsque le grou-

pe G est a engendrement fini. Supposons de plus que pour au mains un point 
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ferme s de S (done a corps residuel fini) la conjecture de WElL, pour 
0 

les valeurs absolues des valeurs propres de Frobenius operant sur les Hj 

! -adiques (j < 2i) de la variete projective lisse X 
0 s 

sur le corps 

fini k(s) , soit vraie ; il en sera en particulier ainsi d'apres WElL 

[28 p. 140] si i = 1 , ou si X est une variete abelienne, ou un pro-

duit de courbes Sous ces conditions, il sera encore vrai que si la clas-

se de Chern ordinaire de ~ , 1 d H2i(X, 1ft® i) , a va eurs ans est une 

classe de torsion (par exemple si la classe de Chern, en tant que classe de 

cycles, a un multiple qui est algebriquement equivalent a zero), alors il en 

est de meme de la classe de Chern mixte (4.19) . 

4.12.2. L'hypothese faite dans l'alinea precedent sur la validite de la 

conjecture de WElL en au moins un point ferme s de S depend du choix 
0 

de (S ,X ) dont on deduit (k,X) par changement de base. Si on veut e
o 0 

noncer une hypothese intrinseque a (k,X) , on exigera qu'il existe un 

ouvert de ZARlSKl non vide U de S 
0 

de U , la conjecture de WElL pour X 
0 s 

tel que pour tout point ferme s 

sur k(s) t -adique 

soit valable. La verification d'invariance de cette hypothese par rapport 

au choix de (S ,X ) , et par rapport a une extension du corps de base k 
0 0 

est immediate. On dira sous ces conditions que la conjecture de WElL est 

vraie pour X sur k , et la cohomologie t -adigue en dimension j . Avec 

cette terminologie, on peut formuler : 

Theoreme 4.13. Soient X un schema projectif lisse sur le corps ~ des 

complexes, ~ un Module localement libre de type fini sur X i un en-

tier, tel que la i.eme classe de Chern rationnelle de £ (classe dans 

H2i(Xan, lf'l)) ~ soit nulle. Supposons de plus que pour un nombre premier conve-
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nable t , la conjecture de WEIL soit vraie pour X et la cohomologie 

t -adique en dimension j < 2i , au sens precise ~ans 4.12.2. (ce qui est 

sans doute toujours le cas, et est prouve par WEIL dans le cas ou i = 1 

ou X une variete abelienne, ou plus generalement un produit de varietes 

abeliennes et de courbes algebriques). Soit alors G un groupe discret ope-

rant par automorphismes sur (X, 1£,) 

mixte rationnelle 

Cette classe est egalement nulle. 

et considerons la classe de Chern 

Pour demontrer ce theoreme, on se ramene comme pour 4.11 au cas 

ou G est a engendrement fini, done ou la situation (X, IE ,G) provient 

d'une situation de type fini sur 

et 3.5 , et procedant comme dans 

Remarques 4.14. 

~ comme dans 

4.11 , on deduit 

4.12.1. 

4.13. 

Utilisant 4.12.1 

a) Lorsque X est reduit a un point, 4.13 se reduit a l'enonce 

4.11. Mais contrairement a ce dernier, 4.13 ne semble pas admettre une de

monstration par voie transcendante, qui serait independante disons des con

jectures de WEIL, et resterait valable lorsque l'on remplace X par une va

riete analytique compacte (eventuellement supposee kMhlerienne). J'ignore 

si l'enonce analytique-complexe correspondant est vrai, m~me en se bornant 

au cas ou i = 1 , et ou X est un tore complexe (non algebrisable). Com

parer les commentaires dans 0.10 

b) Admettant les conjectures .~e WEIL et la resolution des singula

rites, on se convainc que les resultats de 4.12 et 4.13 doivent ~tre va-
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lables pour des schemas X propres sans plus (pas necessairement projec-

tifs, ni lisses). Par contre, l'hypothese de proprete est essentielle, m~me 

si X est suppose lisse. Pour avoir un contre-exemple relatif a ci , on 

prendra 

(4. 20 X (t, i (fr 
m m 

X , , , X ~m 
"T]i (i facteurs), G = ~ l£= [) i 

X 

avec operations triviales de G sur X , l'operation sur [E s'obtenant 

en associant au j .erne element de la base canonique de 7l i (1 ~ j ~ i) 

l'automorphisme de multiplication dans n; par la j.eme fonction coordonnee 

t j sur le j. erne facteur f£ j de lE 

cul facile donne la formule de KUNNETH 

, l'identite sur les autres, Uncal-

(4.22) * H (X,G; ~t) 

et on a par multiplicativite 

(4.23) c.(E) 
1 

ou les pr. (1 ~ j ~ i) sont les projections de X sur ses facteurs, et 
J 

ou 

est la premiere classe de Chern t -adique c
1

(fi8
0

) du fibre a operateurs 

iE (j) o = X 
0 

sur X 
0 m 

, le groupe ?Z operant en faisant operer le 

generateur 1 de 2Z par multiplication par la fonction coordonnee t 

ll< 177 D'ailleurs, on a encore une formule du type KUNNETH donnant H (X0 ,~;~ t) 

* '11M H (X
0

,z;?;7Zt)!::::!. H (X ,'?Z)® 
0 ~ 

ou u,v sont de degre 1 , le dernier isomorphisme n'etant pas canonique et 
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dependant du choix d'un isomorphisme ~t ~ T!(k) . On a cependant, de 

fa<;on canonique 

et moyennant cet isomorphisme, on constate par un calcul facile que la clas-

se ~ devient l'element 1 de zz 1 Les formules (4.22) et (4.23) mon-

trent alors que H2 i(X G· T e&:d) 
' ' t est canoniquement isomorphe a 

comme base c.(TI;) , qui n'est done pas une classe de torsion. 
~ 

avec 

c) Le meme exemple essentiellement montre que l'enonce analogue a 

4.13 , ou on remplacerait X par une variete differentiable compacte, est 

egalement faux. I1 suffit dans 1 'exemple precedent (avec k = IC- ) de pren-

dre l'image inverse du fibre a operateurs ~ sur le tore compact de dimen-

sion i contenu dans X([') <t"* i . Cela rend improbable qu'on puisse 

prouver un enonce generalisant 4.13 par des methodes de geometrie diffe-

rentielle. 

§ 5. Proprietes de torsion des classes de Chern cas arithmetique. 

5.1. Dans le present paragraphe, nous examinons les classes de Chern 

de representations lineaires du groupe discret G sur des corps k pas ne-

cessairement separablement clos ; elles sont done a valeurs dans des groupes 

de cohomologie mixtes, faisant intervenir a la fois la cohomologie ordinaire 

de G , et la cohomologie galoisienne de k , i.e. celle du groupe profini 

if= Gal (k/k) , groupe fondamental de k Commen<;ons par expliciter dans 

quelques cas simples le calcul de ces groupes, en termes d'invariants coho-

mologiques plus familiers. 
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5.1.1. Notons que le topes des faisceaux etales sur Spec(k) est equi-

valent a la categorie des ensembles sur lesquels Tr opere continument 

[2, VIII 2.1] (i.e, de fa~on que le stabilisateur de tout point soit un 

sous-groupe ouvert de 11 ) ; par suite, le topes des faisceaux etales sur 

Spec(k) , a groupe d'operateurs G , est equivalent a la categorie des en-

sembles sur lesquels 1T x G opere continument, ou I[ x G est muni de 

la topologie produit (G etant considere corrune groupe discret), On en con-

clut tres facilement que si F est un objet abelien dudit topes, i.e, de-

fini par un groupe abelien M = F(Spec(k)) , sur lequel T[ x G opere con-

tinument, alors on a des isomorphismes canoniques 

(5,1) H~(Spec(k),G; F) .-.J 

ou 11 . = lL /U . 
~ ~ 

U. parcourant un systeme fondamental de sous-groupes 
~ 

ouverts de 1t Lorsque en particulier G est un groupe fini, alors TC x G 

est encore un groupe pro-fini, et on trouve 

(5.2) * H · (Spec(k),G; F) r-J "* H (Tlx G, M) 

ou le deuxieme membre designe la cohomologie habituelle du groupe profini 

T[ x G 

5.1. 2. Dans les cas qui nous occupent, i.e. ou If 
@ i 

F = 
n 

G opere 

trivialement sur F , i.e. G opere trivialement sur M (qui s'identifie 

done simplement a un module "admissible" sur IT ) . Alors on dispose de for

mules du type KUNNETH, permettant d'exprimer la cohomologie H(TI:.xG, MUi) 
~ 

en termes, disons, de la cohomologie de lti et de l'homologie de G a coef-

ficients entiers, Plus generalement, on trouve de telles formules pour 

if H (X,G; F) chaque fois que le groupe discret G opere trivialement sur le 
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schema X et sur le faisceau F cf ~16, p. 192] . Dans le cas ou les 

H. (G, Z) sont libres de type fini sur Z , on en deduit par exemple un 
J 

isomorphisme (dont la fl~che s'explicite aisement en termes de cup-produits) 

(5.3) H'* (X,G; F) ~ H *(X, F) ®'Z!" H * (G,7l') 

d'ou, par passage a la limite sur les , des isomorphismes 

(5.4) Hil-(XG·T®i) "-' H*(Xf®i)® H*'(G'JZ) 
''! ~ •t 7£ ' 

L'hypothese qu'on vient de faire sur G est satisfaite en particulier pour 

G ~ ZZ r 

alors l'algebre de cohomologie de G est donnee par 

(5.5) 

5.1.3. Notons encore que sous les conditions de validite de (5.3) , l'ho-

momorphisme canonique 

H .;t (X,G; F) --+ H* (X, F) 

s'interprete comme la reduction modulo l'ideal d'augmentation H+(G,~) de 

H"lit (G, ?li) (ideal des elements de degres > 0). Par suite, si IE est un 

fibre vectoriel sur X sur lequel G opere, et si la classe de Chern ordi

naire de E dans H2i(X,Tt(i)) est nulle, cela signifie que la classe de 

Chern mixte dans le deuxieme membre de (5.4) se trouve dans 

H~ (X,Tt(i)) (/) H+(G,~) . I1 en est toujours ainsi. en parti.culier lorsque 

X est loc~l, par exemple le spectre d'un corps. 

5.1.4. Lorsqu'on suppose encore les Hi(G,~) de type fini sur ~ , mais 
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pas necessairement libres sur ~ , les formules precedentes (5.3) , (5.4) 

restent vraies si H* (G) est sans ! -torsion et si F est un faisceau de 

! -torsion. Lorsque H~(G) a de la ! -torsion, on trouve encore par passa

ge a la limite dans les suites exactes des coefficients universels de loc. 

cit., relatives aux coefficients ~ tV , une suite exacte : 

~ 1 j ®i n ®i 
(5.6) 0 ~ .L-- Ext (Hi-l (G,Z ),H (X,Tt )) _. H (X,G;Tt ) 

p+q=n 

d 1 oil en tensorisant sur ~ par <Q 

(5. 7) 

oil on a pos6 pour abreger (et par abus de langage) 

* ---"' ( ) ) tf) * IT'I ( • * ® i ff\ (5.8) H (X,G; ~t(i))=H (X,G;Tt i ~~ t"(t , H (X,'4::f 1))=H (X,Tt )®2Zt~t 

La fli!che dans (5. 7) est encore celle donnee par cup-produit. On peut 

done dire que l'isomorphisme de KUNNETH (5.4) donne par cup-produit reste 

valable en supposant seulement les H.(G,7l) 
J 

de type fini, a condition de 

negliger les groupes de torsion i.e. de tensoriser par a( . Avec ce grain 

de sel, la remarque faite dans 5.1.3 sur les classes de Chern reste en-

core valable. 

5.2. Comme premieres proprietes triviales, de nullite resp. de torsion 

pour les classes de Chern t -adiques mixtes, il y a celles liees a la t -

dimension cohomologique du couple (X,G) . Ainsi, on deduit aussit8t de la 

suite spectrale (2.2) que l'on a 
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(5.9) 

d'ou les relations 

(5.10) c.(E)(t) 
1 

G -- 177 r Par exemple si a.J , on trouve que 

c.(E)(t) 
1 

0 pour 2i ) cdl(X) + r 

De merne, negligeant la partie de torsion de la cohornologie l -.adique, et 

supposant pour simplifier que G opere trivialement sur X , et que les 

H.(G,'lli) sont de type fini sur 7l , pour pouvoir utiliser (5.3) , on 
J 

trouve 

(5.11) c.(E)(t) 
1 

de torsion si 2i > cd ~ l (X) + cd IQ. (G) , 

ou cd~(G) est la dimension cohomologique de G relativement aux modules 

de coefficients qui sont des <l(-modules, et ou cd Q (X) 
t 

designe la borne 

inferieure des entiers n tels que i> n implique l'existence d'un entier 

, tel que ls Hi(X,F) = 0 pour tout faisceau etale de l -torsion F 8 

sur X , done : 

cdQl (X) ~ .cdl(X) 

On notera que, alors qu'il est tout-a-fait exceptionnel qu'on ait 

cdl(G) < + 00 (si G est fini, ce n'est jamais le cas si l divise 

card(G) !), les groupes discrets les plus importants qu'on rencontre en pra-

tique satisfont bien a 

cdQ (G) <.. + 00 

et cette propriete de finitude jouit de proprietes de stabilite agreables 
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(notarnment par extension de groupes, et passage a un sous-groupe d'indice 

fini). Ace titre, la formule (5.11) donne des renseignements effectifs 

pour les cas les plus interessants. Rappelons a ce propos [SGA 4 IX] que 

pour un corps k de type fini sur le corps premier P on a 

(5.12) 

et 

(5.13) 

sauf pour le cas ou 

1 + deg.tr. k/P si car.k 

cdt(k) = 2 + deg,tr. k/P si car.k 

t = 2 et ou la cloture algebrique k 
0 

de 

0 

p dans k 

n'est pas purement imaginaire (auquel cas la 2 -dimension cohomologique de 

k peut €tre infinie) ; mais meme dans ce cas, on voit que !'extension qua-

dratique k' = k( r-1.) satisfait a (5.13) 
' 

d'ou resulte que (5.13) 

reste val able pour k en y remplac;ant cdt(k) par cdG (k) (les Hi(k,F) 
t 

pour i > 2 + deg,tr. k/P etant annules par 2). 

Compte. tenu des observations qui precedent, on peut done dire que 

la possibilite de restreindre a k le corps de base d'une representation 

lineaire de G donnee sur une extension K de k , impose des conditions 

de la forme 

ci (E) CO de torsion pour 2i > cd cfit (k) + cdCQ (G) 

pour les classes de Chern mixtes dans Hiif (Spec(K) ,G, - ) de la represen

tation, qui imposent done une minoration sur le degre de transcendance de 

k sur le corps premier : 

(5.14) deg.tr.k/P ~ 2i - E - cdca(G)-1, 
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ou i designe le plus grand entier tel que c. (E) (t) 
1 

ne so it pas de 

torsion, et ~ est egal a 0 ou 1 suivant que K est de caracteristique 

non nulle ou nulle. 

5.3. Il convient cependant de noter que, contrairement a ce qui se 

passe dans le cas "geometrique" envisage au paragraphe precedent, les clas-

ses de Chern mixtes t -adiques des representations lineaires de G ne 

sont pas necessairement des classes de torsion, le corps de definition de la 

representation etant un corps k de type fini sur le corps premier. Exami-

nons par exemple le cas de la classe c
1 

, associee d'apres (1.16) a un 

homomorphisme de groupes 

~ G ~ k* 

Pour que la classe de Chern t -adique c
1 

correspondante soit nulle, il 

faut et il suffit done que pour tout entier ·y , l'homomorphisme prece
'Y 

dent soit de la forme lft , ou <f : G -+ k est un homomorphisme con-

Venable. Cela implique en particulier que pour tout g e G ¢(g) est un 

element infiniment t -divisible de k * . Or on verifie facilement, k e-

tant de type fini sur le corps premier, que les seuls elements infiniment 

t -divisibles de k~ sont les racines de l'unite de k d'ordre premier a 

t . Par suite, 

(5.15) 

et par consequent 

0 ·<::==;;;>- ~(G) est un sous-groupe fini de k* d'or

dre premier a t 

(5.16) c1 (~) (t) de torsion~ 1(G) est contenu dans le sous-groupe fini 

des racines de l'unite de k 
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On voit done que si le corps k (extension de type fini du corps premier) 

n'est pas un corps fini, il existe toujours des homomorphismes ~ --+ k* 

dont les classes de Chern t -adiques mixtes ne sont pas des classes de tor-

sion. Ce resultat reste valable si on prend pour k une extension de type 

fini non algebrique d'un corps k 
0 

quelconque : tout homomorphisme 

.... 
; : G ~ k dont les valeurs ne sont pas contenues dans la cl8ture alge-

brique de k 
0 

dans k donne des classes de Chern t -adiques qui ne sont 

pas des classes de torsion. 

5.3.2. U.tilisant cet exemple, on trouve facilement, pour n ~ 1 donne, 

un cas ou c (E)(!) n'est pas une classe de torsion, k = k (t1 , ... , t ) 
n o n 

etant une extension transcendante pure de degre n d'un corps arbitraire-

ment donne k (le corps premier, par exemple, ou un corps algebriquement 
0 

clos), et G = ~ n . On posera simplement 

ou Li est de rang 1 et donne par la representation composee 

G ~n m /Ji .:if ,-~. ( ) 
P-J ~k ' 1/}i 1 

Utilisant l'isomorphisme (5.4) , on trouve 

c (E) (t) 
n <s 1 

n ®n n 
)®u € H (k,Tt )®H (G,7z:) n n 

ou u est le generateur canonique de Hn(G,2Z) , et ou 
n 

(5.17) 

qi : Spec(k) ~ Spec(k
0
(t)) etant associe a l'homomorphisme 

k(t) ~ k = k
0
(t1 , ••. , tn) qui envoie t sur ti , et 
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etant defini par la formule 

(5.18) c
1 

(L) 

lei L designe le module de la representation lineaire de rang 1 de 2Z 

defini par le caractere 2Z--+ k (t) envoyant le generateur 1 sur t 
0 

Notre assertion que c (E) (1.) 
n 

n'est pas une classe de torsion revient done 

a dire que l'element cup-produit 

(5.19) ~ ""C" Hn(k,T./Eln) 
sl"''::>n€. s. 

n'est pas un element de torsion, ce qui resulte du fait plus precis que le 

cup-produit correspondant des classes mod, !Y est un element de 

Hn(k,f ly®n) d'ordre egal a I.y . Ceci se prouve aisement par recurrence 

sur n , en utilisant le 

Lemme 5.3.1, Soient k un corps K = k(t) une extension pure de degre 

de transcendance 1 , n un entier premier a la caracteristique de k 

l'image de t E. H0 (K, (b ) = K ·iiE: par l'homomorphisme cobord 
m 

de la suite exacte de KUMMER relative a l'entier n F un faisceau a-

belien etale sur Spec(k) , annule par n Alors l'homomorphisme 

defini par cup-produit avec ~ , est injectif. 

Indiquons seulement le principe de la demonstration du lemme : on 

prouve l'assertion analogue, plus forte a priori, ou on remplace K par le 

corps des series formelles k((t)) . Or cette derniere assertion se prouve 
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aisement par les calculs locaux explicites [2, X n° iJ . 

5.4. Remarquons que dans l'exemple precedent d'une classe de Chern t-

adique c (E) en 
n 

qui n'est pas de torsion, il n'aurait pas ete possible de 

remplacer le groupe G = ~n par un groupe avec m<n . De fa~on 

precise, supposons que G soit un groupe abelien de type fini sur 26 

de rang n , et considerons le module E d'une representation lineaire de 

G definie sur un corps k . Alors on a 

(5.20) c.(E)(!) de torsion pour i > n 
l. 

rang G 

En effet, lorsqu'on suppose tout d'abord que E admet une suite 

de composition dont les quotients E. 
J 

tivite des classes de Chern montre que 

de i 

sont de rang 1 , la formule d'addi-

c. (E) 
l. 

est une somme de produits 

d'autre part, comme on a remarque 

dans 5 .1. 3 , les 

(5.5) que l'ideal 

sont dans H'lf. (k,Tt) ® H+(G,l]Z) 

de H"* (G, ~) est de puissance 

Natant par 

(n+l).eme 

nulle (et il en est de meme de H+(G,~) si G est sans torsion), on 

conclut (5.20) dans ce cas. On trouve meme c.(E)(!) = 0 pour i > n 
l. 

lorsqu'on suppose G sans torsion, ce qui constitue alors une condition 

cohomologique necessaire pour la possibilite de trouver une filtration de 

E a facteurs de rang 1 , plus generalement pour pouvoir ecrire E dans 

l'anneau de representations ~(G) comme une somme de representations de 

rang 1 . 

Dans le cas general, on note que G etant commutatif, il existe 

necessairement une extension finie k' de k au-dessus de laquelle l'hy-

pothese precedente de devissage soit realisee. Or pour une telle extension, 

l'argument de trace habituel nous montre que les homomorphismes 
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H * (k, G; F) ~ H ~ (k 1 , G; F) 

sont injectifs modulo elements annules par [k' :k] . Cela nous ramene done 

au cas deja traite. 

Le m~e argument essentiellement permet de montrer ceci 

Proposition 5.5. Soient G un groupe discret tel que les H.(G,~) 
l. 

soient 

de type fini sur , et tel que cd Q (G) = d .( + oo • So it E le module 

d'une representation lineaire de G sur un corps k . Supposons qu'il 

existe une extension finie k' de k telle que E ® k' 
k 

admette une suite 

de composition de longueur s . Soient r
1 
~ r

2 
~ ••• ~ rs les rangs des 

facteurs de cette suite de composition, ecrits par ordre de grandeur decrois-

sante, Soit 

(5.21) 

(ou on convient que r i = 0 pour i > s) . Alors pour tout nombre premier 

t distinct de la caracteristique de k on a 

(5.22) c.(E)(!) de torsion pour i) r 
l. 

Cet enonce est de toutes fa~ons trivial si d ~ s , puisqu'alors 

on a r = rang E Lorsque d < s , cet enonce donne par contre une condi-

tion necessaire non triviale, en termes des classes de Chern t -adiques 

mixtes, pour pouvoir obtenir une filtration de E du type indique, apres 

extension finie du corps de base, On remarquera que dans le cas ou le groupe 

G est a engendrement fini, cette derniere hypothese est en fait une condi-

tion "purement geometrique", qu'il suffira d'exprimer pour la representation 

correspondante sur n'importe quelle extension algebriquement close k' de 
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k (comme on voit par des arguments standards bien connus ~GA IV 9.U ). 

Pour la demonstration de 5.5 , on se ramene comme ci-dessus au cas 

ou k k' , de sorte que c. (E) 
~ 

s'ecrit comme une somme de termes de la 

forme c. (E
1

) . . • c. (E ) , ou les itx sont des ent iers ~ 0 de somme 
~1 ~s s 

egale a i Or cela exige evidemment que le nombre des ~ tels que 

iO( o/-0 soit >d (s'iletait ~d ,lasommeserait ~r=r1+ ... +rd!), 

ce qui, en vertu de 5.7 et de la remarque 5.1.3 implique que le produit 

des c. (E ri) est nul modulo torsion. 
~()( 

5.6. Supposons que nous disposions d'une formule de KUNNETH du type 

(5.4) (par exemple G = 2[r) ou (5.7) . Supposons de plus qu 1 on ait 

(5.23) 
0 (l)i 

H (X,Tt ) 0 pour tout i ~ 1 

ce qui est le cas, rappelons-le, chaque fois que X est de type fini sur 

Spec(2Z) ou sur un corps premier. Alors on aura done 

(5.24) H '*(X G·T ®i) +( ®i * , , t ::> H X,Tt )®7J H (G,7t) (i '? 1) 

(resp. la relation analogue avec les coefficients ~t(i) ,[(). Posons de 

plus 

d resp. d cd CU.t (X) 

Alors on conclut que le produit de m > d elements dans le H+ de (5.24) 

est nul, done le produit de m> d classes de Chern c.(ffi.) (i~ 1) 
~ ~ 

dans les H
2

i(X,G;Tt ® i) resp. dans les H2 i(X,G; ~t(i)) , est nul. Cela 

permet de repeter les arguments de 5.4 sous forme symetrique. On obtient 

en particulier : 
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Proposition 5.7. L'enonce 5.5 reste valable lorsqu'on remplace l'hypo-

these cd<Q (G) < + 00 par celle que k est de type fini sur le corps pre-

mier, et qu'on designe par d l'entier cd~l (k) egal a 'i:::. + deg. tr .k/P 

ou £ = 1 si k est de car. p > 0 ~ = 2 si k est de caracteris-

tique nulle. 

Si les hypotheses de 5.5 et 5.7 sont realisees simultanement, 

on pourra done prendre 

d Inf(cd(Q(G) , cd/1'"\ (k)) 
\I:J(t 

5.8. Dans le present paragraphe, nous avons "pour fixer les idees" tra-

vaill~ surtout sur un corps de base. Signalons cependant qu'il y aura ge-

neralement interet a travailler plutot sur des anneaux de base, tels par 

exemple que les anneaux d'entiers des corps de nombres. Rappelons a ce pro-

pos que toute representation lineaire d'un groupe fini G peut se definir 

sur un corps de nombres k extension finie de ~ (et meme sur une ex-

tension cyclotomique de ~ ), et meme sur l'anneau des entiers A de k 

(bien qu'en general la connaissance de la representation sur k ne deter-

mine pas entierement, meme a isomorphisme pres, la representation sur A). 

On notera cependant que lorsqu'une representation est donnee sur un anneau 

A , pour definir ses classes de Chern l -adiques mixtes, il faut commencer 

par remplacer A par l'anneau localise 

pour obtenir un anneau dont les caracteristiques residuelles soient premieres 

a l . On trouve alors des 
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L'avantage a priori de ces classes sur celles ou on remplacerait 

A' (suppose integre) par son corps des fractions, c'est qu'elles fournis-

sent evidemment des invariants plus fins, par lesquels (pour I variable) 

on peut eventuellement esperer distinguer entre les differentes fa~ons de 

reduire a A l'anneau de base de la representation, initialement donnee 

sur le corps des fractions. Comme autre avantage, signalons que les corps 

globaux les plus courants (tels que ~ , ou les corps de fonctions) ont 

generalement une cohomologie galoisienne immense, contrairement aux anneaux 

(tels que ~ , ou des sous-anneaux affines des corps de fonctions) qui 

leur donnent naissance, et qui fourniront le plus souvent des modules de type 

fini sur ~I comme groupes de cohomologie I -adiques mixtes ou les clas-

ses de Chern mixtes prennent leur valeur. 11 en est en particulier ainsi 

lorsque les groupes d'homologie entiere de G sont de type fini, et que 

l'on travaille sur un ouvert d'un Spec(A) ou A est l'anneau des en-

tiers d'un corps de nombres, Pour une ~tude arithmetique plus poussee de ces 

classes de Chern, il faudrait au prealable avoir une bonne connaissance des 

groupes de cohomologie de tels ouverts, a coefficients dans les faisceaux 

I -adiques de TATE T <Xl i 
I . 11 ne semble pas d'ailleurs que ces groupes de 

cohomologie aient ete determines, a l'heure ou ces lignes sont ecrites. 

§ 6. Cas des cohomologies de HODGE et de DE RHAM. 

6.1. Soit X un schema sur un autre. On lui associe canoniquement 

un complexe des formes differentielles relatives de X sur S 
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(6.1) * 
OX/S 

ou _(}its est le faisceau conormal ala diagonale de XxSX , l'operateur 

differentiel etant la "differentielle exterieure" habituelle [EGA IV 16] 

Nous appellerons ce complexe le complexe de DE RHAM de X par rapport a S , 

et son hypercohomologie 

(6.2) 

est appelee la cohomologie de DE RHAM de X sur S . Il est parfois commode 

de considerer egalement le complexe de HODGE de X sur S , qui a m~me fais-

ceau gradue sous-jacent que le complexe de DERHAM, mais dont l'operateur 

differentiel est nul. L'hypercohomologie de ce complexe 

(6.3) 

sera appelee cohomologie de HODGE de X sur S . On notera que c'est un 

groupe non seulernent gradue, mais bigradue de fa~on naturelle. Les relations 

entre ces deux especes de cohomologie sont exprimees par la suite spectrale 

d'hypercohornologie de (6.2) : 

(6.4) HD*R(X/S) .¢=:== Ep,q = Hp'q(X/S) = Hq(X .fl p ) 
1 -""Hdg • -x/s 

Ainsi, le groupe gradue ~R(X/S) est muni d'une filtration naturelle, qui 

"remplace" la bigraduation qui lui fait defaut. 

* La structure multiplicative habituelle de _[2 X/S definit sur 

)o' • 
H~R(X/S) et HHdg(X/S) des structures d'anneau gradue filtre resp. d'anneau 

bigradue ; ces anneaux sont anticommutatifs. 

Notons que les anneaux de cohomologie (gradues filtres resp. bi-



285 

gradues) ~~(X/S) et ~dg(X/S) ont le caractere contravariant habitue! 

par rapport au schema relatif X/S , relatif a des carres commutatifs, -

caractere fonctoriel qu'on utilisera sans autre mention. 

Rappelons enfin [20] que lorsque S est le spectre du corps des 

complexes, et que X est lisse sur S (done si X est une variete alge-

brique non singuliere sur le corps des complexes), la cohomologie de DE 

RHAM ~R(X/S) est canoniquement isomorphe a la cohomologie complexe ordi

naire de l'espace analytique Xan associe a X 

6.2. Supposons maintenant qu'on ait un Module inversible flu sur X 

d'ou un element 

(6.5) 

classe de ce faisceau a isomorphisme pres. Utilisant l'homomorphisme "deri-

vee logarithmique" : 

(6.6) f ~ D{f) df/f 

(ou 2Zi designe le faisceau des i -cocycles), on trouve un element 

(6. 7) 1 n 1 
H (X,._J..LX/S) 

de degre total deux dans la cohomologie de HODGE. De m~me, travaillant en 

theorie de DERHAM, et utilisant l'homomorphisme canonique 

valable pour tout complexe de faisceaux sur X ' on trouve un element 

(6.8) 
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Les elements (6.7) et (6.8) sont appeles respectivement la pre-

miere classe de Chern de ~ au sens HODGE, et au sens DE RHAM. Dans cette 

construction, nous avions sous-entendu un p.reschema de base S en dessous 

de X , alors que [1 est donne sur X . On notera que 1 1 invariant .. ~ 

plus fin sera obtenu en prenant S = Spec('~) 

Bien entendu, nous avons obtenu ainsi deux homomorphismes 

(6.9) Pic(X) et 2 
Pic(X) ~ HDR(X/S) 

Ces homomorphismes sont fonctoriels par rapport au schema relatif X/S 

comme on constate aussitot. 

6.3. Supposons main tenant qu 'on ait un Moduel localement libre lB de 

rang r sur X . Designons pour simplifier par H * (X/S) la cohomologie 

de DE RHAM ou de HODGE de X , etant entendu qu'on travaillera pour le mo-

ment dans l'une ou l'autre theorie exclusivement. Designons encore, comme 

aux paragraphes 1 et 2, par 

le fibre project if defini par 1£ , et considerons 1 'homomorph.isme d' anneaux 

H ~ (X) ~ H ""(P) 

qui permet de regarder H*(p) comme un module a gauche (disons) sur H~(X) . 

Soit encore 

defini par (6.8) resp. (6.7) , avec L = ([)p(l) X remplace par P 

Le resultat clef (non trivial), demontre par ILLUSIE [24], est : 
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(6.10) Les ;- i (0 ~ i < r-1) forment une base de H·* (P) sur 

Ceci permettra ddnC:-d' ex-Primer ~ <'.onnne combinaison linea ire des ·~ i 

pour 0 '- i ~ r-1 , et de definir des classes 

(6.11) 

par la· formule habituelle 

(6.12) > c. (IE) ~ r-i 
~ 

0 

0' i~ r 

Bien que nous ne l'ayons pas verifie en detail, il n'y a guere de 

doute (et nous admettrons) que le formalisme habituel (2.3) des classes de 

Chern, exprime par la caracterisation axiomatique bien connue de HIRZEBRUCH, 

reste valable dans le contexte DE RHAM et HODGE, Pour ce point et une theorie 

plus detaillee de ces classes, ainsi que leur generalisation aux classes ca-

racteristiques style HODGE et DE RHAM de schemas en groupes autres que Gl(r) , 

nous renvoyons a l'expose systematique Ll5] , 

lei encore, le preschema de base S sous X etait sous-entendu. 

On trouve les classes de Chern les plus fines en faisant S = Spec(2Z) 

celles pour un S quelconque s'en deduiront par l'homomorphisme canonique 

(6.13) 

Mais il n'y a pas lieu de negliger le cas ou S est une base quelconque, si 

on desire utiliser les classes de Chern pour le calcul de la structure d'un 

anneau de cohomologie H"* (P/S) d'un fibre projectif P associe a un Modu

le localement libre sur S , en termes de l'anneau H*(X/S) et des classes 

de Chern de [B , en utilisant (6,10) a (6.12) 
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6.4. Disons quelques mots sur les relations entre les diverses defini-

tions de classes de Chern dont on dispose (transcendante, ! -adique, DE 

RHAM, HODGE). Pour la relation des classes transcendantes avec les classes 

! -adiques, cf § 1,8 et § 3. Lorsque X est lisse sur S = Spec(lt) , on 

trouve de m~me la compatibilite de la definition style DE RHAM avec la defi-

nition transcendante, compte tenu de l'homomorphisme 

De fa~on precise, on trouve 

(6.14) 1 

Pour le voir, on est ramene, grace a la caracterisation axiomatique, au cas 

d'un Module inversible, ou le resultat est facile [3, Prop. 12] . Enfin, mo-

dulo verification (sans doute sur le m~me principe) qui, on l'espere, figurera 

dans (15] (*) , les relations entre les classes de Chern style DE RHAM et 

style HODGE doivent pouvoir s'exprimer de la fa~on suivante, en termes de la 

suite spectrale (6.4) qui les relie : la classe de Chern 

HODGE est un cocycle universe! dans la suite spectrale, done definit un ele-

ment de degre total 2i , degre filtrant i dans Eoo ; d'autre part, la 

classe c. (\B) style DE RHAM est de filtration ~i , et reduite modulo fil
~ 

tration i+l devient egale a l'element du Eao defini par la classe de 

Chern style HODGE. Comparer avec l'enonce analogue de ATIYAH-HIRZEBRUCH [5] 

sur la classe de cohomologie associe a un cycle analytique d'une variete ana-

lytique complexe, et l'element du K(X) topologique associe. 

6.5. Arrive a ce point, il convient de signaler que tous les developpe-

ments precedents gardent un sens dans le contexte general des topos anneles, 

(*) et probablement dans [24] en atendant. 
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adopte au paragraphe 1 ; inutile d'ailleurs ici de remplacer le topos donne 

par le topos etale associe. Ces developpements s'appliquent en particulier 

encore dans le cas envisage au § 2 d' un groupe disc ret G operant sur un 

espace annele, et plus specifiquement, sur un preschema X . Dans ce der-

nier cas, la theorie peut se developper sans utiliser explicitement la theo-

rie des schemas relatifs sur des topos anneles, et sans transposer a ce cas 

les calculs de ILLUSIE ecrits provisoirement dans le cadre des schemas or-

dinaires : il suffira en effet de proceder comme au n° 2 pour constater que 

le "resultat clef" de 6,3 reste valable encore pour l'hypercohomologie de 

DE RHAM ou de HODGE mixte, faisant intervenir le groupe d'operateurs. On 

trouve ainsi des classes de Chern, pour un Module localement libre l£. sur 

X , a groupe d'operateurs G 

(6.15) 

resp. 

(6.16) 

Il est entendu ici que G opere sur X par S -automorphismes ; on pourra 

par exemple toujours prendre S = Spec(?l) Sur X , on garde la topologie 

de ZARISKI. 

Lorsque X , au lieu d'~tre un schema, est un espace analytique 

complexe, on retrouve comme cas particulier de la definition generale une va-

riante differentielle analytique complexe des classes de Chern, qui est es-

sentiellement connue dans le cas "HODGE" et pour X lisse [3] ; dans le cas 

X analytique reelle ou variete c 00 par contre, G = e , la variante 

HODGE n'offre plus d'inter~t, puisque les IL~'i(X) 
--Hdg 

i r. i 
= H (X,~ X) = 0 pour 
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i > 0 (en prenant comme faisceau de differentielles les faisceaux habi-

tuels, qui sont des quotients du faisceau des differentielles defini a la 

KAHLER par voie purement algebrique). Quant au cas "DERHAM", il redonne 

essentiellement dans ce cas (via l'isomorphisme de DERHAM de la cohomologie 

complexe ordinaire et la cohomologie de DE RHAM) les classes de Chern trans-

cendantes ordinaires, mais considerees comme etant a coefficients complexes. 

6.6. En particulier, si G est un groupe discret, et E le module 

d'une representation lineaire de rang fini de G sur un anneau A , les 

considerations de 6.5 nous fournissent des classes de Chern style DE RHAM 

et style HODGE 

(6.15 bis) 

resp. 

(6 .16 bis) 

Lorsque A est un corps k , le complexe resp. groupe de coefficients ne 

change pas, quand on remplace l'anneau de base ~ , par rapport auquel on 

prend les differentielles, par le corps premier P contenu dans k , ou 

meme par la cl6ture algebrique 

est de caracteristique 

plus grand 

Lorsque l'on a 

k de P dans K ; lorsque k 
0 

, on peut meme remplacer k 
0 

par le corps 

ce qui est le cas par exemple lorsque A est un corps parfait de caracteris-

tique p > 0 , ou une extension algebrique de Q{ , ou l'anneau ~ ou un 
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localise de ~ , alors le complexe de DE RHAM est reduit a sa composante 

A de degre zero. Par suite les groupes de cohomologie de HODGE 

i n i 
H (G,.gA/S) sont nuls pour i > 0 done aussi les classes de Chern c.(E) 

~ 

correspondantes (style HODGE). Quant ala cohomologie de DERHAM, elle est 

isomorphe a H .. (G,A) , done n' est pas triviale en general. Cependant, ad-

mettant !'assertion de 6.4 suivant laquelle c.(ffi) 
~ 

style DE RHAM est de 

filtration i j-1 j ;rn , et natant qu'ici Filt HDR(A ~,G) = 0 pour tout j 

on trouve que dans ce cas, les classes de Chern style DE RHAM sont egalement 

nulles. En particulier, on voit que lorsque A= k est un corps algebrique-

ment clos, la theorie des classes de Chern, style HODGE ou DE RHAM, est vide 

si k est de caracteristique p > 0 

6. 7. Il n' en est plus de m@me si k est un corps algebriqttement clos 

de caracteristique nulle non algebrique sur a( , par exemple le corps a: 
ou un corps non parfait. Considerons par exemple une representation lineaire 

de degre 1, donnee par un caractere 

alors la classe de Chern style HODGE 

(6.17) 

s'identifie par definition a l'homomorphisme 

(6.18) u G ...-. Il ~/P donne par u(g) 

ou d ~(g) designe la differentielle absolue (i.e. par rapport au corps pre

mier P) de ~(g) . Par suite, on a 

(6.19) 0 ¢(=9;· d ~(g) 0 pour tout g € G 
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lorsque k est de caracteristique nulle, cela signifie que ;(g) est 

algebrique sur le corps premier ~ pour tout g € G , done que ~ est 

"definie sur cQ. II Lorsque k est de car. P> 0 cela signifie que 
' 

pour tout g e G on a ~(g) €. kp done que fl est "definie sur kP". 

Si done fl ~/P :# 0 
' i.e. k non parfait ou k extension non algebrique 

de ~ , on peut toujours trouver des representations de rang 1 de G = ~ 

sur k dont le style HODGE soit :# 0 . D'ailleurs, la suite spec-

trale standard montre que chaque fois que le c
1 

style HODGE est non nul, 

(G operant trivialement sur le corps k) il en est de ~me du c
1 

style DE RHAM, 

son image dans E
1

•1 (cf. 6.4) etant non nulle. (Utiliser le fait que la relation 
(X) 

2l= dx pour deux elements d'une extension de corps k/P implique dx=o, dy=O, 
y 

fait qui se verifie sans difficulte). 

Procedant comme dans 5.3.2 on en conclut egalement des exem-

ples de classes de Chern c. (E) 
1 

, style HODGE ou DE RHAM, qui ne sont pas 

nulles, pour i donne, tant dans le cas d'un corps de base de type fini sur 

le corps premier, que dans le cas d'une extension de type fini d'un corps 

arbitrairement donne k (auquel cas on peut prendre aussi le complexe des 
0 

differentielles relatives a k comme complexe de coefficients). Lorsque 
0 

l'on est en caracteristique nulle, on voit aisement qu'une classe non nulle 

reste non nulle apres toute extension k' du corps k (fait valable plus 

generalement chaque fois qu'on a une extension separable d'un corps k ), de 

sorte qu'on peut alors dans l'exemple precedent remplacer k par une exten-

sion algebriquement close, par exemple par le corps des complexes. On voit 

done que la theorie des classes de Chern DERHAM ou HODGE "arithmetique", 

pour les representations complexes des groupes discrets, n'est pas du tout 

triviale ; contrairement a ce que nous avons vu dans le paragraphe 4 dans le 

cas de la theorie t -adique, on trouve meme des classes de Chern dans des 
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groupes d'hypercohomologie qui sont des espaces vectoriels sur Q (en fait, 

m~me sur ~ en l'occurence), i.e. les classes non nulles de tous degres 

que nous rencontrons sont egalement des classes qui ne sont pas de torsion. 

6.8. La raison de cette difference, en apparence peu naturelle, avec 

la theorie t -adique, c'est que les classes de Chern t -adiques qui ont 

vraiment un caractere "arithmetique" sont celles qui se definissent sur des 

corps de base de type fini (auquel on peut toujours reduire la representa-

tion donnee lorsque G est a engendrement fini). Dans ce cas, nous avons 

vu que les classes de Chern t -adiques donnent egalement des invariants 

generalement non triviaux dans des espaces de cohomologie qui sont des vec

toriels sur Qt 1 , done des invariants qui ne sont pas de torsion. On no

tera que ces invariants ne se detruisent alors pas non plus par passage a 

une extension du corps de base k , tant qu'on reste dans les corps de type 

fini au sens absolu. 

Il n'emp~che que lorsqu'on travaille sur le corps premier <D.. lui-

m~me, et qu'on se borne a la consideration des cl il se peut que les cl 

t -adiques ne soient pas des classes de torsion (cf (5.16)) 
' 

alors que les 

classes de Chern style HODGE ou DE RHAM sont nulles Il est possible que 

cette anomalie puisse ~tre exorcisee en travaillant avec une theorie cohomo-

logique plus fine que la theorie de DE RHAM, dont la definition reste a trou-

ver, theorie qui fournirait des groupes de cohomologie s'envoyant dans la 

cohomologie de DERHAM. C'est dans cette direction, inauguree par les travaux 

de MONSKY et WASHNITZER t}s] , qu'il convient egalement de chercher une theo-

rie raisonnable des "classes de Chern p -adiques" pour une representation 

lineaire de G definie sur un corps k parfait de caracteristigue p > {) (*). 

Si W(k) est l'anneau des vecteurs de WITT construit sur k , ces classes 

(*) Pour les principes generaux qui devraient permettre une telle definition, 
voir dans ce m@me volume, A. GROTHENDIECK, Crystals and De Rham Cohomology 
of algebraic schemes, 7.4. 
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de Chern devraient etre des 

(6.20) c.(E) ~ H2i(G,W(k)) 
1 

(*). 

6.9. ~estant d'autre part dans le cadre de la cohomologie de_ DERHAM 

ou de HODGE, on peut noter que l'on a des resultats de nullite analogues 

a ceux du paragraphe 5. Ainsi, on trouve aisement (par consideration de la 

filrration de la cohomologie de DERHAM, et en utilisant 6.4), que 

(6.21) n~/s 0 pour i>n implique c. (E) 
1 

0 pour i > n 

les classes de Chern etant prises dans la cohomologie de DE RHAM ou de HODGE 

relativement a s Ceci impose done des restrictions, en particulier, a 

la possibilite de restreindre a un sous-corps k 
0 

le corps de base d'une 

representation lineaire donnee sur un corps k , en se rappelant que dans 

le premier membre de !'implication (6.21) on peut prendre pour n le de-

gre de transcendance de k
0 

sur le corps premier. Cette majoration (6.21) 

est plus simple que celle obtenue dans 5.2 , en ce qu'elle ne fait pas in-

rervenir la dimension cohomologique de G lui-meme. 

Comme dans 5.1 (et sans les ennuis techniques de passage a la 

limite), on trouve pour la cohomologie de HODGE ou de DERHAM mixte des for-

mules du type KUNNETH comme (5.3) , pourvu que G opere trivialement sur 

X . Cela permet de formuler egalement pour les classes de Chern style HODGE 

ou DE RHAM les resultats de 5.5 et 5.6 . Nous en laissons le detail au 

lecteur. 

6.10. Nous avons surtout envisage ici le cas d'un corps de base, mais 

comme nous avons deja mentionne dans 5.8 , il y aura sans doute avantage 

(~~) Du moins si les H (G,Z/PZ) sont finis (sinon, il convient de remplacer le 
n 

deuxieme membre de (6.20) par lim H2 i(G,W(k)/p~W(k))). Notons qu'on devra . . ~ 

avoir (cr-p
1

)c
1

=0, ou cr provientvde l'automorphisme de frobenius de W(k), d'ou 
i 1 

il resulte que les c sont de torsion. Par ailleurs, on devra avoir c =0, 

sauf peutetre pour p=2. 



295 

souvent a travailler sur des anneaux de base plus. generaux. Signalons a ce 

propos que si A est l'anneau des entiers d'une extension finie k de a( 

distincte de , on a 

(6.22) 0 pour i):. 2 ,. ' 
mais . .D. ~/Z 1 0 

la premiere relation signifiant que .D ~/ '!ZJ est un A -module localement 

monogene, fait elementaire bien connu [36, p. 68 Prop. 14] , le deuxieme 

etant une reformulation du theoreme de MINKOWSKI [29, p. 78] d'apres lequel 

toute extension algebrique finie k de IQ de degre > 1 est "ramifiee 

sur cQ " i.e. donne un anneau d'entiers A qui est ramifie sur ~ Il 

s'ensuit que pour des representations lineaires definies sur A , les 

ci(E) sont nuls pour i ~ 2 (6.21) , mais qu'en general il pourra exister 

(m~me si G est fini) des representations de rang 1 dont le c
1 

est non 

nul. Prenant par exemple pour k le corps cyclotomique des racines 
n , 

p .emes 

de l'unite, on sait que l'anneau des entiers A est engendre par une racine 

primitive de l'unite, ce qui implique que pour une telle racine ~ 

d ~ 1 0 . Par suite, la representation lineaire identique du groupe 

on a 

des racines pn.emes de l'unite dans A representation 

definie sur A , a un c
1 

qui est non nul en vertu de (6.19) . 

6 .11. Pour terminer, signalons que la construction de ATIYAH [3] des 

classes de Chern style HODGE en geometrie analytique peut se transporter 

sans difficulte au cas general envisage dans le present paragraphe, et donne 

une construction de ces classes qui est independante de la theorie cohomolo-

gique style HODGE des fibres projectifs. Renvoyant a [lSJ pour le detail de 

la construction, et la comparaison avec la definition precedente, contentons-

nous de signaler que pour definir la "classe de ATIYAH" 
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(6.23) 

du Module localement libre lb , donnant naissance aux classes de Chern en 

prenant les puissances 

(6.24) 

et utilisant l'homomorphisme 

(6.25) c. 
l. 

defini par le "i.eme coefficient du polyn8me caracteristique", il convient 

d'utiliser le fibre cotangent du fibre principal p associe a as ' de 

groupe structural Gl(r) (r = rang( [E)) , plut8t que le fibre tangent com-

me il est d'usage. L'extension de ATIYAH, definie par descente a X du fais-

ceau des 1 -differentielles relatives de P/S (faisceau sur lequel en effet 

Gl(r) opere) est alors une extension 

dont c(E) est la classe. (Ce sont les splittages de !'extension (6.26) 

qu'il convient de designer sous le nom de "connexions sur ~ relativement 

a sll). Pour simplifier les notations, nous n'avons pas ecrit de groupe dis-

cret d'operateurs dans la situation ; c'est d'ailleurs inutile lorsque l'on 

convient de travailler encore sur un topos localement annele quelconque, com-

me i1 serait encore loisible (*). 

§ 7. Appendice Generalisation d'un resultat de J. MILNOR. 

Nous allons ici prouver le theoreme suivant, que nous avions signa-

(*)Pour une generalisation de cette construction au cas ouE est un complexe 
"parfait", et divers complements, cf. (24]. 
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le dans 0.9 

Theoreme 7.1. $oient G le groupe des points rationnels sur d: d'un grou-

pe algebrique sur le corps ~ des complexes, r un groupe discret, 

u : r --+ G un homomorphisme, d'ou un morphisme sur les espaces classifiants 

Bu : Br ~ BG (G etant muni de sa topologie habituelle, en faisant un 

groupe de Lie complexe). Alors pour tout corps de coefficients k de carac-

teristique nulle, l'homomorphisme correspondant 

est nul pour i > 0 

Bien entendu, le point de vue adopte dans cet enonce et&nt le point 

de vue homotopique, les groupes de cohomologie envisages sont les groupes de 

cohomologie singuliere. Il est immediat que 7.1 equivaut au 

Corollaire 7.2. Soient X un espace topologique connexe ponctue, 

¢ : TI 
1 

(X) ~G un homomorphisme (ou G est comme dans 7.1 ) , d' ou un fi-

bre associe principal P sur X de groupe G . Alors les classes carac-

teristiques de P en dimensions > 0 , a coefficients dans un corps k de 

caracteristique nulle, sont nulles. 

Il suffit d'ailleurs de verifier 7.2 lorsque X y est un polyedre 

fini, compte tenu de la definition de la cohomologie singuliere. Dans le cas 

ou X est une variete differentiable, 7.2 peut aussi se reformuler ainsi 

(cf [3, Prop. 14] ) : 

Corollaire 7.3. Soient X une variete differentiable, P un fibre princi-

pal sur X a groupe structural G , muni d'une connexion integrable inva-
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riante par G . Alors les classes caracteristiques de P en dimensions 

)> 0 a coefficients dans un corps k de caracteristique nulle, sont 

nulles. 

On notera que dans 7.2 et 7.3 , lorsque l'homologie singuliere 

entiere de X est de type fini sur ~ en toute dimension, alors la con

clusion enoncee equivaut encore a dire que les classes caracteristiques en

tieres de P , en dimensions > 0 , sont des classes de torsion. Cette con

clusion peut tomber en defaut lorsqu'on abandonne l'hypothese de finitude 

faite, cf. 4.12 b). 

La demonstration de 7.1 se fera en plusieurs pas. 

a) Cas ou G est connexe et reductif. C'est le cas traite par 

J. MILNOR [32, Th. 3] , dont nous rappelons la demonstration. On prouve le 

resultat sous la forme 7.2 , en supposant X un polyedre fini. Alors X 

se plonge dans un espace LR n , et comme il est bien connu, X est alors 

retracte par deformation d'un voisinage ouvert convenable dans ~ n Cela 

nous ramene alors au cas ou X est une variete differentiable, done a prou

ver 7.3 . Or dans ce cas, G etant complexe reductif, un theoreme bien con

nude A. WEIL [9] nous apprend comment calculer les classes caracteristiques 

a coefficients complexes de P en termes du tenseur courbure d'une connexion 

de P , en lui appliquant les polynomes invariants (par l'action adjointe) 

sur l'algebre de Lie de G . Lorsqu'il existe une connexion integrable, i.e. 

a tenseur courbure nul, cela implique la conclusion de 7.3 . 

On notera que le theoreme de A. WEIL cite est enonce le plus souvent 

pour un groupe structural de Lie connexe et compact (c'est pourquoi, sans dou

te, MILNOR n'enonce son resultat que pour un tel G). Mais grace ala theorie 
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du groupe complexe associe a un groupe de Lie compact [10, Chap. vr] , ce 

resultat s'etend aussitot au cas d'un groupe de Lie complexe reductif connexe 

(la connexion etant d'ailleurs egalement superflue, en fait), D'autre part, 

KAMBER [26] annonce une demonstration purement topologique du resultat de 

MILNOR. 

b) Cas G connexe commutatif. Alors le resultat 7.1 est valable 

sans supposer G algebrique ni meme complexe. En effet, on aura alors un 

isomorphisme de groupes topologiques 

ce qui nous ramene aussitot au cas ou G est lui-meme egal a 1T , le tore 

11". reel de dimension 1, ou si on prefere, a son complexifie ~ . Mais ce der-

nier est un groupe complexe reductif, et on est done dans le cas a) 

c) Invariance du probleme par passage de G a la composante neutre 

G
0 

, ou de G suppose connexe a un groupe isogene. La premiere reduction 

provient du fait que l'homomorphisme 

est injectif lorsque k est de caracteristique nulle (car G/G
0 

est un grou-

pe fini ; l'image du premier membre est alors le sous-espace des invariants 

so us dans le second membre). La deuxieme provient du fait bien connu 

qu'une isogenie de groupes de Lie induit un isomorphisme de la cohomologie des 

classifiants, a coefficients dans un corps k de caracteristique nulle, 

d) Cas general. Il resulte aussitot des points precedents, combine 
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au lemme suivant de la theorie des groupes algebriques 

Lemme 7.4. Soit G un schema en groupes algebrique lisse et connexe sur un 

corps parfait. Il existe alors un sous-groupe invariant U , lisse connexe 

unipotent (done isomorphe comme schema a l'espace affine de m~me dimension), 

et une isogenie 

avec H
1 

commutatif, et H
2 

semi-simple. 

On notera que lorsque K est le corps ~ des complexes, alors le 

groupe de Lie complexe U(~) h "" n est homeomorp e a ~ , done l'homomorphisme 

G ~ G/U induit un homotopisme sur les espaces classifiants correspondants, 

ce qui nous ramene, pour demontrer 7.1 pour G , ale demontrer pour G/U , 

ou encore pour H
1 

et pour H
2 

, justiciables de b) et a) ci-dessus. 

Pour ~tre complet, donnons une demonstration de 7.4 a coups de 

references. D'apres le theoreme de structure fondamental de CHEVALLEY, on a 

une suite exacte 

avec A une variete abelienne, et L un groupe algebrique lisse connexe et 

affine. On prend pour U le radical unipotent [11] de L , c'est un sous-

groupe caracteristique de L done invariant dans G et il est lisse con-

nexe unipotent. Alors G' = G/U est une extension de la variete abelienne A 

par le groupe L' = L/U , qui est reductif. On sait qu'il existe une isogenie 

avec T un tore, et L 
0 

L' ~T XL 
0 

un groupe semi-simple a centre nul. Il suffit done 
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de prouver que l'extension G" de A par TxL deduite de G' peut se 
0 

mettre so us la forme d'un produit Hl X H2 comme ci-dessus. Or soit z le 

centre de G" On sait, comme consequence immediate de [13, XII 6.1 et 

VIB 11.9] , que le morphisme Z ~A est surjectif, done un epimorphisme, 

done l'extension G" 

A par Z f\ (TxL ) 
0 

de A par TxL 
0 

est definie par l'extension Z 

Ce dernier groupe, etant contenu dans le centre de 

de 

TxL , qui est T , est contenu dans T , de sorte que l'extension G" 
0 

apparatt comme le produit d'une extension H
1 

de A par T , et de 

H
2 

= L
0 

• Enfin on sait (cf demonstration de [13, XII 6.4] ) que H
1 

est 

commutative. Cela acheve de prouver 7.4 done 7.1 . 

Remarques 7.5. 

a) La partie a) de la demonstration, utilisant des methodes pro-

prement topologiques et de geometrie differentielle, peut ~tre remplacee par 

une reference a 4.11 , demontre ici par voie arithmetique ; cf commentaires 

dans 0.9 

b) Le theoreme 7.1 ne reste pas valable lorsqu'on abandonne l'hy-

pothese d'algebricite faite sur G m~me si G est connexe et semi-simple, 

par exemple G = S1(2,~) ; en fait, d'apres le resultat de MILNOR cite dans 

0.9 , on a alors des contre-exemples a 7.2 (i.e. a 7.3) pour tout X qui 

provient d'une courbe algebrique lisse, connexe et propre de genre g ~ 2 

en prenant l'homomorphisme canonique du groupe fondamental de X dans le 

groupe des automorphismes de son rev~tement universel (groupe isomorphe au 

quotient de G par son centre :~ 1). Comme me l'a signale J.P. SERRE, le 

theoreme 7.1 ne s'etend pas non plus au cas ou G est suppose seulement un 

groupe de Lie complexe et connexe. Son exemple est le suivant. Soit G' le 

groupe des matrices complexes inversibles triangulaires strictes de degre 3, 



302 

I 
qui est un groupe algebrique nilpotent de dimension 3, r le sous-groupe 

forme des matrices a coefficients entiers, r ' son intersection avec le 
0 

centre de G' (qui est de dimension 1), de sorte que ,·On prend 

G=G'Ir' 
0 

r = r '1 r' u : r ~ G le plongement canorlique. Le 
0 

sous-groupe compact maximal de G est fR I Z = 'lr , le cercle, done la co-

homologie classifiante entiere de G est engendree par une classe c de 

dimension 2, qu'on peut aussi interpreter comme !'obstruction a splitter l'ex-

tension donnee G' de G par ~ (cf a ce sujet le dernier chapitre du 

livre de J. GIRAUD, Cohomologie non abelienne, a parattre dans North Holland 

Publishing Cie). L'image inverse de cette classe sur B est alors la classe 

de !'extension r l 
de r par 7L , qui n'est pas de torsion comme on veri-

fie facilement (car autrement on trouverait que r l 

, done G' , serait com-

mutatif). 
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