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CLASSES DE CHERN ET REPRESENTATIONS LINEAIRES

DES GROUPES DISCRETS

par A. GROTHENDIECK

§ 0. Introduction.

0.1. Soit G wun groupe discret opérant linéairement sur un espace
vectoriel complexe E de dimension finie. Il est bien connu comment asso-

cier 3 E des '"classes de Chern"
2i
(0.1) c,(E) € H @, Z) .

Pour ceci, on interpréte la cohomologie entiére de G comme étant celle
de son "espace classifiant" BG |:7] [34] , et utilisant le fibré uni-
versel EG , qui est un fibré principal de base BG s groupe G ,

pour tordre E , on trouve un fibré vectoriel associé

[E - (E,6) = (EGX E)/G , (ol on fait opérer G sur [EGX E par
gla,x) = (a.g—1 ,€.X)) . Par définition, les classes Ci(E) sont les
classes de Chern du fibré vectoriel [E sur BG (cf. [25_1 pour la défi-
nition et les propriétés des classes de Chern de fibrés vectoriels),

Cette définition des classes (0.1) est indiquée dans 1'appendice & El;] ,

oli est également soulevée la question d'une définition purement algébri-
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que de ces classes, n'utilisant pas la construction (de nature topolo-
gique et transcendante) de l'espace classifiant BG . Le but initial

du présent travail a été de fournir une solution & ce probléme.

0.2, Signalons d'abord qu'il y a lieu de reformuler le probléme ini-
tial, dont la solution est négative pour des raisons triviales que nous
allons expliquer maintenant. Notons que par '"définition purement algé-
brique" il faut entendre sans doute une définition iﬁdépendante de la
topologie mise sur le corps des complexes, et qui garderait donc un sens

si ce corps était remplacé par n'importe quel corps de base, soumis au
besoin a des conditions purement algébriques convenables, telles que celle
d'dtre algébriquement clos, ou méme d'@tre isomorphe au corps d: des nom-
bres complexes (i.e. d'étre en plus de caractéristique nulle et de degré

de transcendance sur le corps premier égal A la puissance du continu). On
demanderait alors aux classes de Chern (0.1) d'@tre inchangées pour un
changement de corps de base par un isomorphisme k —> k' (et en particu-
lier, par automorphismes du corps k). De plus, dans le cas oli k = C s
elles doivent cofncider avec les classes définies plus haut par voie trans-
cendante, Or, m@me en se bornant & la seule classe Cl(E) , au cas de vec-
toriels E de dimension 1, et du seul corps de base k = C , on voit fa-
cilement qu'une telle théorie n'existe pas, méme si G est un groupe
cyclique d'ordre n > 1 . En effet, la donnée d'une représentation linéaire
de G dans un espace vectoriel E de dimension 1 sur k reviePt a la
donnée d'un homomorphisme G — k¥ de G dans le groupe k* des éléments
inversibles de k , ou encore (tout élément de G &tant d'ordre fini)

d'un homomorphisme
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(0.2) G — fo k)

oty "Loo(k) désigne le groupe des racines de l'unité de k . D'autre
: i . .

part, G étant fini, donc H (G,{) =0 pour i)> O , la suite exacte

de cohomologie associée & la suite exacte de G -modules triviaux

0 ~> Z — @ —_ Q/Z —~3» 0 nous donne un isomorphisme canonique
0.3) 826,72 == u'(@, Q/Z) - von(c, Q/Z

de sorte que la définition d'une classe cz(E) € H2(G,Z_') revient a la

définition d'un homomorphisme

(0.4) c > Q/Z .

D'ailleurs, lorsque k est algébriquement clos de caractéristique nulle,
on sait que le groupe nrt,o,(k) est isomorphe (non canoniquement) au

groupe @/Z . Si on a méme k = a: , alors un isomorphisme canonique
~/

(0.5) §: el EAIZ

peut &tre choisi de fagon bien connue, utilisant 1'exponentielle :

(0.6) @ (qmodZ ) = exp (2i Wq) pour q€ (93

On vérifie aussit8t que via les isomorphismes (0.3) et (0.5) , la clas-
se de Chern cl(E) définie dans 0.1 n'est autre que 1'homomorphisme (0.2),
i.e. qu'on a égalité entre ce dernier et (0.4) modulo l'identification
(0.5) . or 1'isomorphisme (0.5) n'est pas de nature algébrique, mais uti-
lise au contraire de fagon essentielle la topologie du corps @ ; en fait,
on sait, par un théoréme classique de GAUSS [29, pP. 5?] que composant cet

isomorphisme avec les automorphismes de I,;“(C) induits par les automor-
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phismes du corps des complexes, on trouve tous les isomorphismes possibles
entre @/Z et ”4,09(¢) , qui forment un torseur (= ensemble princi-
pal homogéne) sous le groupe Aut(@/Z)’—‘—’TT Z; , produit des groupes
zzrt des entiers ! -adiques, pour tous les nombres premiers ! . Ce-
ci montre donc que la classe cl(E) définie par voie transcendante n'a

pas la propriété d'invariance algébrique demandée.

0.3. Ces considérations suggdrent cependant que pour trouver une dé-
finition purement algébrique des classes de Chern ci(E) , i1 faudra
remplacer le groupe de coefficients %/ par des groupes différents, atta-
dés fonctoriellement au corps de base k (#), et plus spécifiquement, au grou-
pe ”t¥£k) des racines de l'unité dans k . En fait, étant fixé un en-
tier n premier & la caractéristique de k , et désignant par ”tn(k)

le groupe des racines n.2mes de l'unité dans k (isomorphe, non canoni-
quement; au groupe Z/n ZZ) , on trouve aisément une définition algébrique

d'une classe

. 2
(0.7) cl(E) € H(G, Ht,n(k)) s
définie comme

(0.8) ¢, (B) = @

»*
d€H1(G,k*) i.e. d: G —> k
est défini comme le déterminant de la représentation linéaire donnée de

G dans E

(*) Supposé algébriquement clos dans ce qui suit.
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(0.9 d(g) = dét (gE) .

et ot 3 est l'opérateur cobord de la suite exacte de cohomologie associée

a2 la suite exacte de G -modules triviaux (dite "de KUMMER")

n
(0.10) 0= 0 — ¥ XXy k*-, 0

La classe (0.7) jouera alors le rdle d'une premidre classe de Chern

"mod n" . La formule habituelle d'additivité pour une extension
0 — E'—> E— E"— 0

de deux représentations
Ci(E) = 2 C.(E')ck(E") s
k=1
nous oblige alors, pratiquement, a chercher une définition des classes de

Chern mod n supérieures comme étant des classes

i facteurs

(0.11) c.(B) e n?l(e, ”pn(k)& b, on mn(k>®l = If’n(k) ®...® [ @

0.4. Dans ce travail, nous présentons une construction algébrique de
tels invariants (0.11) , et explicitons leur lien avec la réduction mod n
des classes de Chern entigdres (0.1) définies par voie transcendante, lors-
que le corps de base k est égal 2a C . on obtient 1'équivalent algébri-
que des classes de Chern entigres, sur un corps algébriquement clos k
quelconque, en introduisant, pour tout entier I premier a la caractéris-~

tique de k , le module de Tate

(0.12) Tl(k) = <1_vn_n Ht/IV(k) R

qui est un ZZ 1-.module isomorphe (non canoniquement !} 2 2271 , ses
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puissances tensorielles

Tr(k)Ql , ie & ,
également isomorphes (non canoniquement) 2 ZZI , et les groupes de co-
homologie de type ¥ -adique, définis par

we,r,®h = gmwle, fry e ®h
y

Alors la collection des classes de Chern mod 1‘) , pour ¥y variable, dé-

finit des classes de Chern
(0.13) c,® € wie,n,w®h

qui donnent 1'approximation algébrique la meilleure possible aux classes de
Chern entiéres transcendantes (0.1) . Elles ont, d'autre part, toutes les
propriétés désirables : non seulement celles familidres de la théorie trans-
cendante, mais également les propriétés de fonctorialité pour un corps de

base k wvariable,

0.5. Il résulte de ces propriétés fonctorielles que dans le cas ol la
représentation linéaire donnée de G , sur le corps algébriquement clos
k , provient d'une représentation définie sur un sous-corps k0 , (plus
généralement, lorsque la classe mod. isomorphisme de cette représentation

est "rationnelle sur k, "), alors les classes Ci(E) de 0.13 sont in-

variantes par action du groupe des ko -automorphismes de k . C'est la

une condition cohomologique nécessaire tout-a-fait non triviale pour la

-

possibilité de réduire le corps de base de la représentation & un sous-

corps k . Lorsque k est de type fini sur le corps premier, il en ré-
corps o q ° yp PsS p s

sulte par exemple (gri3ce au fait qu'alors le groupe des ko -automorphis-
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mes "opere énormément" sur les racines de l'unité et par suite sur les

modules de Tate Tl(k) ) que toutes les classes de Chern ¥ -adiques sont

des classes de torsion. Ainsi, lorsque G est de type fini, comme on

peut toujours réduire alors le corps de définition & un corps de type
fini au sens absolu, on trouve que dans ce cas toutes les classes ci(E)
1 -adiques sont des classes de torsion ! On retrouve ainsi par voie a-
rithmétique un résultat "transcendant" connu [?2, pP. 22%] [?QJ , qu'on
peut exprimer en disant que pour toute représentation linéaire d'un grou-
pe discret G dans un vectoriel de dimension finie sur d: , les clas-
ses de Chern rationnelles sont nulles, (ou, ce qui revient au méme
moyennant une restriction convenable assez anodine sur G , que les
classes de Chern entidres sont des classes de torsion). La méthode arith-
métique donne cependant des résultats beaucoup plus précis, en permettant
de majorer multiplicativement les ordres de ces classes de Chern entiéres
Ci(E) , en fonction de la structure d'un corps de définition ko de type
fini, et plus précisément, en fonction de la sous-extension cyclotomique

maximale de k_ (voir 4.11 pour l'énoncé précis).

0.6, Le principe de définition des classes de Chern "arithmétiques"
(0.11) est le suivant. On remarque qu'un substitut algébrique de l'espace
classifiant BG du groupe discret G est tout trouvé : c'est le "topos"
formé des G -ensembles (i.e. des ensembles sur lesquels le groupe G o-
pére). Les faisceaux abéliens (ou groupes abéliens) de ce topos sont en
effet simplement les G -modules M , le foncteur "sections" est le fonc-
teur M ~~> H°(G,M) = MG , et les foncteurs dérivés de ce foncteur, i.e.
les groupes de cohomologie du topos, sont, par définition méme, donnés par

les groupes de cohomologie Hl(G,M) de G . D'autre part, munissant ce
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topos du faisceau d'anneaux constant défini par le corps k , une repré-
sentation linéaire de G sur k n'est autre qu'un k -Module sur le to-
pos, lequel est localement libre de type fini si et seulement si la re-
présentation correspondante de G est de dimension finie. Il s'impose

alors de paraphraser la construction des classes de Chern, donnée dans [}i] s
dans le cas des Modules localement libres de type fini sur un topos locale-
ment annelé quelconque, Cette construction est esquissée dans ce cadre gé-
néral dans le § 1, Signalons qu'elle fait un usage essentiel de la cohomo-
logie étale [2] . Ainsi, dans le cas du topos associé & un groupe discret

G , et du Module associé & une représentation linéaire de G dans un
vectoriel E sur k , elle fait intervenir la topologie étale du schéma
projectif P(E) associé & E , via la cohomologie étale mixte de ce sché-
ma, considéré comme schéma 2 groupe d'opérateurs discret G . Au § 2, nous
définissons de fagon générale la cohomologie étale mixte d'un schéma X 2a
groupe discret d'opérateurs, sur le modéle de [ié] , et définissons (suivant
le programme esquissé au § 1) les classes de Chern mixtes pour un faisceau
localement libre "a opérateurs" [E sur (X,6) . Cette définition contient

comme cas particulier la définition des classes (0.11),

I1 convient de remarquer cependant que cette définition est consi-
dérablement plus riche que celle envisagée dans 0.3 , qui correspond au
cas ot X est le spectre d'un corps algébriquement clos sur lequel G o-
pere trivialement, Ainsi, pour une représentation linéaire de G définie
sur un corps de base arbitraire k , la i.eme classe de Chern mod n se

trouve dans un groupe de cohomologie mixte

(0.14) ci(E) € HZi(Spec (k),G ; H&ﬂ ® i) s
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qui fait intervenir simultanément la cohomologie du groupe discret G et
la cohomologie du groupe profini TTl(k) = Gal (k/k) , od k est une clé-

ture algébrique de k . L'homomorphisme canonique
2i , ®i 2i S @iy 21 - ®i
(0.15) H " (spec(k);G, nvn ) = H (Spec(k),G,H‘frn ) =H (G,ﬂbn(k) )

est en général loin d'8tre injectif, et la classe (0.14) peut fort bien
atre non nulle, alors que son image (0.11) (od on remplace k par k)

par l'homomorphisme (0.15) est nulle. C'est ainsi que nous verrons sur des
exemples que lorsque k est de type fini, donc que (comme il a été dit dans
0.5) la classe de Chern Y -adique (0.11) de la représentation de G dans
EC)kE est une classe de torsion, il n'en est pas nécessairement de méme de
la classe de Chern Y -adique sur k , définie par les classes (0.l4) ol
n parcourt les puissances de I . On peut bien entendu dans de telles ré-
flexions remplacer le corps de base par n'importe quel anneau de base. On
trouve par exemple de cette fagon des conditions cohomologiques nécessaires
pour la possibilité de la restriction du corps (ou de l'anneau) de base, dans
une représentation linéaire donnée de G : savoir que toutes les classes de
Chern proviennent de classes de Chern mixtes relatives 2 1'anneau plus petit.
Ces conditions sont considérablement plus fortes que celles signalées a la
fin de 0.5. Il semblerait d'ailleurs intéressant d'examiner la question :
dans quelle mesure ces conditions cohomologiques nécessaires sont-elles aussi
suffisantes, en travaillant avec des représentations virtuelles (éléments des
anneaux de représentation Rk(G)) plutbt qu'avec des représentations effec-

tives?

0.7. Dans le § 6, utilisant le m@me principe de construction, mais en
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utilisant la cohomologie de DE RHAM ou de HODGE des schémas, plutdt que

leur cohomologie I -adique, on trouve deux autres variantes de la notion

de classes de Chern d'un Module localement libre & opérateurs. Elle com-
prend encore comme cas particulier la définition de classes de Chern pour
une représentation linéaire d'un groupe discret G , qui devrait pouvoir
rendre des services analogues a ceux de la définition I -adique. Ces
classes, liées aux différentielles absolues du corps ou anneau de base, sont
de ce fait de nature exclusivement arithmétique (méme lorsque le corps de
base est le corps des complexes !). La question des relations entre ces
classes de Chern au sens de DE RHAM ou de HODGE avec les classes de Chern

! -adiques (comme d'ailleurs de celles-ci entre elles) est une question fort
intéressante, qu'on peut considérer comme un cas particulier de la question
analogue pour la cohomologie des schémas - question qui est loin d'&tre é-
claircie & l'heure actuelle. Notons que les classes de Chern de DE RHAM ont
1'avantage sur les classes ¥ -adiques de se construire sans hypoth&se sur
les caractéristiques résiduelles de la base. En revanche, lorsque le groupe
G est fini, et qu'on travaille sur un corps de base de caractéristique nul-
le, les classes de Chern style DE RHAM sont toutes nulles ; et lorsque l'on
travaille sur l'anneau des entiers d'un corps de nombres, il en est encore
de méme des ¢, pour i> 1 . Dans le cas des groupes finis, cela limite

forcément l'intérét de ces classes de Chern style DE RHAM,

0.8, Bien entendu, la construction du topos envisagé au début du § 0.6
se généralise aussitdt au cas ol on remplace le groupe G discret par un
groupe algébrique quelconque sur un corps donné, ou plus généralement par un

schéma en groupes sur une base quelconque (ou, également, par un groupe to-
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pologique quelconque). On est ainsi conduit au "point de vue faisceautique"

dans la théorie de l'espace classifiant, qui sera exposé systématiquement

ailleurs [ié] . De ce point de vue, on peut envisager la construction des
classes de Chern Y -adiques (resp. style DE RHAM, ou HODGE) pour les Modules
localement libres sur les topos localement annelés, comme réduite & la méme

construction dans la situation "universelle'" : celle du topos étale associé

Spec(Z2))

[

-1
au site des schémas de type fini sur S = Spec ZZ [1 ] (resp. S
schéma en groupes d'opérateurs G = Gl(n)S (le schéma en groupes linéaire

sur S), ce topos jouant le rS8le d'un "topos classifiant" pour le groupe li-

néaire G ., La classe de Chern I -adique (disons) "universelle'" pour les

fibrés de rang n est alors une classe de cohomologie ¥ -adique de ce topos :

2i ®i
(0.16) c, € H (B ol(m) ° TI )

Cela permet une approche assez différente [15] pour la définition des diver-
ses variantes des c, - Nous verrons par exemple dans loc., cit. que la coho-
mologie de ce topos classifiant (3 coefficients Y -adiques constants tordus)
est isomorphe & celle du schéma grassmanien habituel sur S , et que via cet
isomorphisme, les c, sont les classes de cohomologie associées [ié] a des
cycles convenables sur la grassmannienne, - cycles d'ailleurs exprimables en
fonction des classiques cycles de Schubert, Ainsi peuvent se préciser les liens
entre la théorie arithmétique et la théorie topologique transcendante des clas-
ses caractéristiques. En méme temps, la nature des faisceaux de coefficients
naturels pour les classes de Chern Y -adiques peut s'interpréter par le phé-
noméne, sans doute assez familier a 1'heure actuelle, que la classe de coho-

mologie associée 3 un cycle de codimension i sur un schéma régulier est re-

lative au méme faisceau de coefficients I -adique,
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®i _ .., ®i
Ty = lim ﬂtro R
V
que la i.eme classe de Chern d'un fibré vectoriel (la source commune de

1'introduction de ces sempiternels faisceaux étant comme de juste la suite

exacte de KUMMER (0.10)).

Signalons que, suivant la mé&me voie, on parvient [15] a4 une théo-
rie générale des classes caractéristiques en géométrie algébrique, englobant

également la théorie des classes de STIEFEL-WHITNEY pour les fibrés. ortho-

gonaux ; d'olu en particulier une théorie des classes de STIEFEL-WHITNEY pour
des représentations linéaires de groupes dans des espaces vectoriels munis

de formes quadratiques non dégénérées.

0.9. L'énoncé transcendant auquel on a fait allusion dans 0.5 peut
s'énoncer encore en disant que si H est le groupe linéaire complexe 3 n

variables, G un groupe discret, et
(0.17) u:G-—H

un homomorphisme de groupes, alors 1'homomorphisme correspondant

induit un homomorphisme nul sur la cohomologie rationnelle

(0.18) Hl(BH, Q) — Hl(BG,(R) est nul pour i >0
De fagon équivalente, si X est un espace topologique (un polyaddre fini, si

on veut), et P un fibré principal sur X de groupe H , associé a une re-

présentation (0.17) de son groupe fondamental
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G = ’Wl(x) ,

(ce qu'on exprime parfois en disant que P est un fibré principal plat sur
X , ou lorsque X est une variété différentiable, que P admet une con-

nexion intégrable invariante par H ), les classes caractéristiques ration-

nelles de P sont nulles, i.e.
(0.19) Hl(BH,Q) _ Hl(X,Q) est nul pour i S0 .

Il est connu que cette propriété s'étend au cas o H est, plus généralement,
un groupe complexe réductif dont 1le groupe des composantes connexes est fini
(ce qui implique aussitét la méme conclusion lorsque H est un groupe de Lie
compact, en utilisant le groupe complexe associé [10] , qui satisfait en ef-
fet aux hypothéses précédentes). Cet énoncé, plus général en apparence, est
d'ailleurs une conséquence immédiate du cas particulier ot H est le groupe
linéaire, gr8ce au fait que pour un groupe complexe réductif connexe H |,
1'anneau caractéristique H*(BH’Q) est engendré par les classes de Chern des
fibrés vectoriels complexes ;ur BH associés aux représentations linéaires
complexes de H (‘*).

Le théorgme qu'on vient de signaler ne s'étend pas au cas ot H
est un groupe de Lie connexe réel (méme semi-simple) ou complexe quelconque,
[32, cor, au Th, 2] . Dans un appendice a ce travail, nous prouvons par con-
tre qu'il suffit que H soit un groupe de Lie complexe algébrique. Notre dé-
monstration est transcendante en apparence, mais signalons que l'on pourrait
encore en donner une démonstration arithmétique, par essentiellement le méme

argument d'invariance que celui indiqué dans 0.5 ; il suffirait pour cela

%) Ce dernier fait, qui ne semble pas figurer explicitement dans la litté-

rature, doit cependant &tre considéré comme "bien connu", et il peut servir de
base & un traitement considérablement simplifié de la théorie des classes ca-

ractéristiques des groupes de Lie connexes,.
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d'utiliser la théorie algébrique [15] de la cohomologie classifiante pour

les groupes algébriques (2 laquelle nous avons fait déja allusion dans 0.8).
L'auteur pense que la raison profonde du théor&me en question,et qui tient le
plus directement compte de 1'hypothése d'algébricité faite sur H , est bien

donnée par la démonstration arithmétique a laquelle on vient de faire allu-

sion,

0.10. Remarquons encore que le théoreéme précédent n'est pas le seul exem-
ple connu de théordme, de nature topologique ou géométrique par son énoncé,
dont la démonstration naturelle (ou méme la seule démonstration connue) se
fasse par voie arithmétique, par un procédé de réduction & des corps ou an-
neaux de base de type fini au sens absolu. Peut-&tre le premier exemple connu
est le beau théoréme de LAZARD [30] , suivant lequel toute loi de groupe, don-
née par des formules polynomiales sur un espace affine k" sur un carps k
est nécessairement nilpotente, qui se prouve par réduction au cas ot k est
un corps fini, auquel cas le théoréme est trivial, (Il ne semble pas qu'on
connaisse une autre démonstration "élémentaire" de ce théordme ; la seule autre
démonstration que je connaisse utilise la théorie de structure de BOREL des
groupes algébriques affines, et la théorie de la cohomologie étale). Pour un
autre exemple, tiré de la théorie "géométrique'" des familles de variétés a-
béliennes en caractéristique nulle, par réduction & une situation & corps ré-
siduel fini, nous renvoyons 2 [21] , ou sont combinées méthodes arithmétiques
et transcendantes. Comme dernier exemple, reposant d'ailleurs comme 0.5 sur
les propriétés galoisiennes du groupe des racines de l'unité, signalons encore
ici sans démonstration le théoréme suivant, qui utilise de plus la résolution

des singularités de HIRONAKA :

Soit f : X —>» S un morphisme propre d'espaces analytiques com-
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plexes, avec S non singulier de dimension 1, supposons que X s3it "al-

gébrique relativement 3 S ", par exemple soit un sous-espace analytique

de ce dernier).

fermé de SxPE (f étant induit par la projection pPT,

Alors il existe une partie discréte T de S telle que, pour tout entier

i , le faisceau le* (d}x) soit localement constant sur S-T (od (QX

désigne le faisceau constant de valeur (@ sur X), donc donné sur S-T

par une représentation linéaire de T[l(S-T,sO) (groupe fondamental de

S-T en un point base donné so) par automorphismes d'un espace vectoriel

i i
H =H (XS ,(Q) de dimension finie sur () . De plus, pour tout s € T ,
o
désignant par LS 1'élément du groupe fondamental de S-T défini par un

L n(s)
S

"lacet autour de s " issu de s il existe une puissance (avec
—————— o 2 S

i (%)

n(s) > 0) qui op2re de facon unipotente sur les V

J'ignore si un énoncé de cette nature est valable lorsqu'on aban-
donne l'hypothése d'algébricité relative faite sur le morphisme f , et j'ai

s (% %) ;
tendance a suspecter que non ; remarque analogue pour la formulation
hypothétique, en termes de familles analytiques de tores complexes sur une
base algébrique, du résultat cité de [21] sur les familles algébriques de
variétés abéliennes, Comparer aussi avec le résultat négatif signalé dans

0.6, et la question soulevée plus bas (4.14 a)) pour les classes de Chern

"mixtes" sur les variétés analytiques complexes compactes.

0.11. Dans le mé&me ordre d'idées que les réflexions qui précédent, on
*

) Ce théoréme figure dans une lettre de l'auteur & J.P.SERRE, du

5.10.1964,

(x %)

Aprés avoir rédigé le présent article, l'auteur a pris connaissance
d'un preprint d'un travail de P.A. GRIFFITHS, annongant un résultat sensible-
ment identique (par une démonstration transcendante, utilisant les techniques
de LEFSCHETZ) : cf,P,A, GRIFFITHS, On the periods of integrals of algebraic
manifolds (Summary), (miméographié, Berkeley). Dans une communication per-
sonnelle, P.A. GRIEFFITHS a précisé que 1'hypoth2se d'algébricité n'est en
fait pas requise ; par contre, il suppose X et les fibres "générales"
non singulieéres.
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peut remarquer que beaucoup d'énoncés de topologie gardent un sens, et peu-
vent encore se démontrer, dans le contexte des variétés algébriques "abs-
traites", et plus généralement des schémas (par exemple en utilisant la to-

pologie étale de ceux-ci). Ce sont mé&me souvent des cas particuliers de tels

théorémes sur des schémas généraux (valables généralement en caractéristique
quelconque), Il doit en 8tre ainsi, bien entendu, des théor2mes topologiques
concernant plus spécialement les variétés algébriques (tels les théorzmes du
type de LEFSCHETZ pour les sections hyperplanes des variétés projectives,
quoique une démonstration en termes de cohomologie étale n'ait pas encore été
trouvée 2 l'heure actuelle pour le plus profond d'entre eux). Cette remarque
prend tout son sens lorsqu'on observe que certains des espaces les plus im-
portants pour les topologues sont bien des variétés algébriques complexes,
C'est ainsi que, aux groupes de Lie compacts chers aux topologues, il y a
tout avantage, pour une meilleure compréhension géométrique de la situation,
a2 substituer les groupes complexifiés [10] , qui fournissent les mémes inva-
riants homotopiques, mais ont 1l'avantage d'&tre des groupes linéaires algé-

briques sur () ; on constate que le fibré universel E et 1'espace clas-

G
sifiant BG d'un tel groupe, qui se construisent en termes de variétés de
STIEFEL ou de GRASSMANN complexes, sont également des variétés algébriques
(plus précisément, des limites inductives de telles variétés). La cohomologie
entiere de BG (du moins modulo torsion, et pour G connexe) peut d'ailleurs
s'interpréter de facon purement algébrique comme son anneau de CHOW (fait
assez spécial aux variétés algébriques en question, et qui avait été signalé
déja dans [18, 4—24] ) ; on peut également la remplacer par les cohomologies

! -adiques. C'est en ce sens, par exemple, que la théorie des espaces clas-

sifiants des groupes de Lie compacts peut &tre considérée comme un chapitre
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de géométrie algébrique "abstraite", et qui pourrait &tre traité (du moins
pour ses"fésultats cohomologiques les plus importants) par les méthodes de
géométrie algébrique, comme il sera plus ou moins clair pour le lecteur at-
tentif de [18] ; comparer § 0.7, et cf [15] pour un exposé de ce point de
vue, Comme le groupe K(BG) topologique peut également s'interpréter comme
le groupe K des classes de faisceaux cohérents sur la variété algébrique
B (ou du moins comme une limite projective des groupes K des variétés

G

algébriques dont BG est la limite), ceci invite donc .aussi & reconsidérer
les théor2mes connus récents de ATIYAH [6] , SEGAL-ANDERSON [1] et KAROUBI
[27] sur la comparaison de l'anneau des représentations (complexes, complexes
orthogonales ou complexes symplectiques) de G , et du groupe K corres-
pondant (KU , KO ou KSp) de BG , en termes de géométrie algébrique sur

un corps de base (voimun schéma de base) général.

Comme autre exemple du r8le clef joué par les variétés algébriques
en topologie, rappelons la détermination par MILNOR et NOVIKOFF [33] de 1'an-
neau de cobordisme quasi-complexe, dont les générateurs sont les classes

de certaines variétés algébriques complexes projectives trés simples.

Ces exemples, et bien d'autres, permettent de prévoir que les in-
ter-relations entre la topologie, la géométrie et l'arithmétique (sans compter
1'analyse, comme auxiliaire de tous trois) ne pourront que se multiplier et
se resserrer dans l'avenir, pour le plus grand bénéfice de chacune de ces

disciplines, et le plaisir et la délectation des mathématiciens concernés.

§ 1. Classes de Chern sur un topos localement annelé.

1.1, Dans le présent paragraphe, nous donnons 1l'esquisse d'une théorie
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des classes de Chern sur un topos [37, I1 4.12] localement annelé [22] s
via une théorie de la "cohomologie étale des topos localement annelés", qui
devrait &tre écrite sur le modéle de [2] . Dans le cas d'un espace topolo-
gique ordinaire, annelé par les fonctions continues a valeurs complexes,
cette théorie est essentielleﬁent la théorie ordinaire des classes de Chern,
traitée suivant la méthode de [lj] , & la différence prés qu'ici les coef-
ficients naturels sont des faisceaux de racines de 1'unité tordues, au lieu
du faisceau constant des entiers, la suite exacte de KUMMER (1.1) rempla-

gant la suite exacte de 1'exponentielle
0 — Z — 0, — d)* — O
X X X

(qui, elle, fait appel 2 la structure topologique des groupes de sections
du faisceau structural). Dans le cas d'un schéma, la théorie des classes de
Chern est esquissée dans [25] , sur le méme modéle. Dans les deux paragra-
phes suivants, nous développerons directement, sur ce modéle, la théorie
des classes de Chern sur les schémas 3 opérateurs, sans nous appuyer expli-
citement dans ce cas particulier sur la théorie des schémas relatifs de [22]
ni celle de la cohomologie étale des topos localement annelés généraux, qui
reste 3 écrire, La lecture du présent paragraphe n'est donc pas, 2 stricte-
ment parler, indispensable & 1'intelligence du présent article. Il fournit
cependant le principe unificateur pour les diverses variantes de la notion
de classe de Chern, et a été la motivation initiale pour la définition don-
née au paragraphe suivant, qui n'est qu'un simple exercice de transcription

de la définition générale donnée ici.

1.2. Soit X wun topos localement annelé. Nous supposons défini, sur le

modéle de [2, Exp. VII] , le"site étale de X" (¥bnt la catégorie des fais-

(#) Cette construction est faite maintenant dans [22].
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ceaux sera notée ici xét , pour éviter des confusions avec le topos de

départ X ., Soit n > 0O un entier tel que n. 1X soit une section inver-
sible du faisceau structural (Dx . Considérant sur Xét le faisceau

"multiplicatif" ((E'm)X , 1'élévation 3 la puissance n.&me dans ce fais-
ét
ceau est alors un épimorphisme (NB c'est en vue d'obtenir ce fait qu'on doit

travailler avec les topologies étales), donc fournit une suite exacte de fais-

ceaux sur X
ét

(1.1) 0——>H4—»G—>(l‘:—-+o
n m m

(suite exacte de KUMMER) - ol nous avons omis dans les notations @J’m et HA-’“—

la référence au topos de base xét' Le faisceau “tn sur Xét , noyau de

1'élévation & la puissance n.eéme dans G’m , est appelé faisceau des racines

n.2mes de 1l'unité sur Xét . On vérifie que c'est un faisceau de 72 /nTL-Mo-

dules inversible, i.,e. localement isomorphe au faisceau constant sur xét de

valeur Z/nZ . La m&me chose sera vraie par suite pour ses puissances ten-

sorielles H{n@]' , pour i€ 7 .

Si alors H.u est un faisceau de modules inversible (i.e. locale-

ment libre de rang 1) sur X , d'oll une classe

¢ ),
m

(1.2) el éHl(x,Gy ) T HN(X ,
m ét

1l'opérateur cobord de la suite exacte (1.1) nous fournit un élément
_ 2
(1.3) e, (L) = 3 (el € Ko fit)

qui sera par définition la premidre classe de Chern du faisceau inversible i

1.3. Plus généralement, pour un Module localement libre [E sur x ,
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nous nous proposons de définir des classes de Chern
21 ®1i
(1.4) ci([E) € H (Xét,H{n ) .

Supposons B de rang constant r . On introduit le fibré pro-
jectif P associé &4 E [EGA II 4.11] , qui est un schéma relatif sur X

au sens de loc. cit., et en particulier c'est un topos localement annelé au-

dessus de X . Par suite Pét est un topos localement annelé au-dessus de
Xét , et on a un morphisme structural

Procédant comme dans [_17] , on considére le faisceau inversible canonique

L- OP(—I) sur P , d'od une classe

- 2 - _
(1.5 E-c(remn Bges ) L - O,¢-1
et par conséquent une section

} o 2
(1.6) T e H (X, R7fy ("&n))

Lorsqu'on se fixe un isomorphisme

(1.7) §:@nm, 5 WO,
X, n' X
ét ét
(ce qui est toujours possible localement sur Xét , tout au moins), le ré-

sultat clef dans l'étude cohomologique de f consiste dans les relations

ij*('(Z/n'ZZ)=O si j impair, ou j % 2(r-1) .
(1.8)

rR%Le (Z InZ) est libre sur Z /nZ , de base ‘g’l, si
* o

Oéisr—l s
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oty E)oé Ho(Xét, sz"E (Z/nZ)) est déduit de f} donné par (1.6) gréace

a 1'isomorphisme (1.7) sur les coefficients, Utilisant la suite spectrale

de Leray pour f et le faisceau Z /n7Z: sur Pét , on conclut de facgon

bien connue de (1.8) [25] que cette suite spectrale dégénére, et fournit

un isomorphisme canonique de H*(Xét,Z/n‘Z) -modules

, % i

(1.9 H¥ (Pét,Z/nZ) o~ lJH (Xét,%/n%) EO s

i.e. H¥(P_ ,Z/nZ) est libre sur H¥ (X, ,Z/n'T) , de base les € i
et ét o

pour 04 i gr-1 , goe H2(P Z /nZ) désignant 1'image de F (1.5)

ét’
grice & l'isomorphisme p (1.7) sur les coefficients. C'est 13 une va-
riante globale de (1.8) , essentiellement équivalente a2 (1.8) . Quant a
la démonstration de (1.8) , une fois étendue au cas des schémas relatifs
le "théordme de changement de base pour un morphisme propre" de [2, Exp. XII] R

elle se raméne a la détermination de la structure cohomologique de 1'espace

projectif sur un corps algébriquement clos, qui est bien connue [25] .

Toujours moyennant (1.7) , on pourra de fagon unique, grice a

(1.9) , exprimer gor comme combinaison linéaire des ’gol (0 i gr-1),
d'ol une relation de la forme
(1.10) > c (B)_ ‘gor‘l =0 ,

O¢ igrT

B3 =
ot les ci(iE')o € HZI(XéE,Z/nZ) sont bien déterminés par cette relation
et la condition co(’lfu')0 =1 , et définissent les classes de Chern (1.4)

de E & coefficients dans Z/nZ , d'oh grice 2 (1.7) des classes de

Chern (1.4) (puisque f définit des isomorphismes

(1.11) §':zZne S g FN .
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1.4. Cette définition cependant dépend en apparence de l'existence et
du choix d'un isomorphisme global (1.7) . Pour donner une définition qui
en soit indépendante, on procéde comme dans [25] pour déduire des isomorphis-
mes (1.8) (qui gardent un sens localement sur xét) , pour tout faisceau

[ de Z/nZ. -Modules sur X,, » un isomorphisme

(1.12) W %) ~ || et ¥, [P@ﬂ( ®(3ygd |
ét P ét n
jz 0O
(ot 1la somme du deuxidme membre est en fait finie, puisqu'il suffit de 1'é-
tendre aux j » O tels que 1i-2j > 0 i.e. 2j ¢ i) , qui réalise un iso-

morphisme de Hl(Pét,f‘}k (F)) avec la somme directe des

®(~J)) correspondants ; bien entendu, le produit de ce

1-2j o
B, Fe fa
dernier module avec ¥ 1 s'entend au sens du cup-produit avec

i 2j ®j N k] . .
E e H (Pét’”{n ) , (od E est la cup-puissance j.2me de T dé-
fini dans (1.5)), compte tenu de 1'homomorphisme canonique de H¥ (xét’ .

dans H¥ (P ...)) . Ce cup-produit prend bien ses valeurs dans le pre-

ét’

mier membre de (1.12) .

La formule (1.12) , qui est une généralisation de (1.9) indé-
pendante de la donnée d'un f comme dans (1.7) , donne un sens 2 la for-
mule analogue a2 (1.10) , olt nous pouvons maintenant supprimer les indices

o aux classes de cohomologie envisagées

r-i _
(1.13) Z . ci([E)E =0

Compte tenu de (1.12) , ol on fait F =y ®r , cette formule (1.13) ,
a .
plus la relation co([E-) =1 , détermine de fagon unique les ci(EE) com-~
1 2 21 ®i P
me éléments des H (Xét,}f»n ) , annoncés dans (1.4) . On définit comme

d'habitude la classe de Chern totale
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(1.14) (E) = 2 c, (B .
iyo
1.5. Procédant comme dans [17] s [25] , on établit pour les classes

ci({E) les trois propriétés caractéristiques : compatibilité avec les

images inverses de Modules localement libres par des morphismes de topos,

normalisation pour le cas des Modules inversibles (alors la classe de
Chern est celle définie par (1.3)), enfin et surtout, la formule d'addi-

tivité
(1.1s) ¢(E) = c(E") c(E")
pour une suite exacte

0 —» E' —»E — E" —>0

de Modules localement libres. (Seule la vérification de cette dernidre re-

lation n'est pas triviale).

Pour simplifier, nous avions supposé dans nos réflexions que le
Module localement libre [B envisagé était de rang constant. Il est évident
comment généraliser la définition au cas général, en décomposant le topos
X en morceaux, sur chacun desquels E est de rang donné r ., Le formu-
laire habituel (en pargiculier (1.15)) sera valable encore, Signalons éga-

lement la formule bien connue
(1.16) e (E) = c, (a6t (E) ,

ot dét (E) est le faisceau inversible, puissance extérieure maxima de & ,
et ol le deuxiéme membre de (1.16) peut donc s'interpréter par la formule

(1.3) appliquée a dét ()
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1.6. Il reste & examiner comment se comportent les classes de Chern
ci(E;) , pour un E fixé, quand on fait varier n . Soit
n' = mn

un multiple de n , tel que n'.lX soit une section inversible de G)X .

Alors on a un homomorphisme canonique surjectif de faisceaux sur xét

(1.17) Cont t s

donné par 1'élévation 2 la puissance n.&me. On en conclut des homomorphismes
(1.17 bis) o ®1 L &1 — ft ®1i
n,n n n

d'ol des homomorphismes canoniques

(1)

n,n’

1 ®i 21 ®i
(1.18) : H (xét,”{n, ) = B LK T

~

Ceci posé, désignant par ci(n)(E) les classes de Chern 2 coefficients dans

i .
les ﬁlna) , on trouve la formule de comparaison

b

iy (B =l e M@y

dont la démonstration est essentiellement triviale en termes des définitions
(ou de la caractérisation axiomatique des classes de Chern par leurs trois
propriétés fondamentales), et de la vérification dans le cas du ¢ des
faisceaux inversibles. Ce dernier résulte aussitdt de 1'homomorphisme sur les
suites exactes de cohomologie, déduit de l'homomorphisme sur les suites exac-

-

tes de KUMMER associées respectivement & l'entier n' et n
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n'
0_;H4n'__+¢rmm__~,@'m_;o

(1.20) lu“’“' L x X id
n

0 —» ﬂitl —— (}m —_— «;m -— 0 ,

ot ok (z) = 2" .

1.7. On peut exprimer les propriétés de compatibilités (1.19) de fa-
con commode, lorsque n,n' parcourent les puissances d'un nombre premier

1 fixé, en introduisant le "faisceau ¥ -adique"

(1.21) Ty =Ty (G = Pyvd s,

systéme projectif des faisceaux HII,; (Vv30) sur X, (les morphismes

ét

de transition étant donnés par (1.17)), et ses puissances tensorielles

@i _ ®1i
(1.22) T.l = (//( 1\) )97/0 3

@i

systéme projectif des faisceaux ﬁ(lv , 4 morphismes de transition don-

nés par (1.17 bis) . Par abus de langage, le faisceau Y -adique TIXDO

sera aussi simplement noté EZI , mais on gardera & l'esprit qu'il s'agit
ici d'un systéme projectif de faisceaux sur Xét , et non du faisceau cons-

tant sur X défini par l'anneau ZZI des entiers Y -adiques. On posera

également, par définition

] @iy _ 4. ] ®i
(1.23) H (Xét,Tr )—‘1_:311 (xét,#{w )

Les relations de compatibilité (1.19) peuvent alors s'exprimer en disant

que (pour un nombre premier Y fixé, tel que I.IX soit une section inver-
R

sible de d)x) les cgr)(ﬂﬂ) , pour ¥ variable, sont les composantes

d'un élément bien déterminé
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&i

21
(1.24) ci(E)(Y) € BU(X, LTy ),

qu'on appellera la i.2me classe de Chern Y -adique du faisceau localement

libre [E . La connaissance de ces ci(B)(l) , pour tout nombre premier

T tel que Y.lx soit inversible, équivaut a la connaissance des cin)(ﬁi)
pour tout n admissible i.e. tel que n.lx soit inversible, D'autre part,
ces classes de Chern I -adiques satisfont encore manifestement aux proprié-
tés habituelles déja énumérées plus haut, et en particulier & la formule
d'additivité (1.15) pour une suite exacte courte de Modules localement
libres 0 — B — E — E” — 0 .

1.8. Supposons que le faisceau structural d)x de X soit un faisceau
de (€ -algebres (ot € désigne le corps des complexes), qui soit muni

en plus d'une structure vectorielle topologique (i.e. qui soit en méme.temps
le faisceau de (€ -vectoriels sous-jacent a un faisceau sur X , 3 valeurs
dans la catégorie des espaces vectoriels topologiques). Moyennant des condi-
tions convénables, impliquant en particulier la convergence de la série ex-

ponentielle & coefficients dans QJX , d'oll la suite exacte exponentielle

*
(1.25) 0 s Z — Ox—>(Dx-—>o ,

on peut espérer trouver, sur le modéle déja utilisé,'une théorie des classes

de Chern a coefficients entiers
. 2i
(1.26) ¢ (B) € BT,

pour les faisceaux de Modules localement libres E sur X s, qui pour

un faisceau inversible L soit donné par la formule

(1.27) ;L) = dcx(ln e vx,zm)



241

olt ici 1'opérateur cobord D est celui associé a la suite exacte (1.25) .
La question technique qui se posera, pour développer ce point de vue, est
d'arriver a3 formuler des conditions sur X , qui, non seulement permettent
d'écrire (1.25) , mais qui de plus permettent de développer une notion de
fibré projectif P associé a un Module localement libre E , qui fournisse
pour P un topos topologiquement annelé satisfaisant aux mémes conditions
que X (donnant lieu par suite 2 une suite exacte exponentielle (1.25)),
et satisfaisant aux relations de la forme (1.8) (avec Z/n'Z remplacé
par Z , et Eg par la section 35) de sz* (Z) définie par le fais-
ceau inversible canonique HJ sur P). Sans tenter ici une axiomatisation dans
da sens (¥) » remarquons que dans le cas particulier oi X est le topos

des faisceaux d'ensembles associé a un espace topologique ordinaire, ou

plus généralement, le topos des faisceaux d'ensembles & groupe d'opérateurs
[16, Chap. VJ associé a un espace topologique Xo muni d'un groupe d'auto-
morphismes G , les conditions envisagées sont vérifiées de fagon évidente,
en prenant sur Xo le faisceau d'anneaux topologiques des fonctions comple-
xes continues, et prenant comme fibré projectif associé 2 un Module locale-
ment libre [E (2 groupe G) le fibré projectif ordinaire, considéré comme
un espace topologique & groupe d'opérateurs G , et muni encore du faisceau
d'anneaux (2 groupe d'opérateurs G) des fonctions complexes continues sur

P (ou plus précisément, le topos des faisceaux d'ensembles & groupe d'opé-
rateurs G sur ledit fibré projectif). Les groupes de cohomologie du topos

X associé 2 (XO,G) ne sont autres que les groupes de cohomologie mixtes
(1.28) H'(X_,6 /A

de l'espace et du groupe G , étudiés dans loc. cit. Dans ce cas, on trouve

(*) I1 apparait qu'il y en a, suivant des principes fort généraux et naturels
a3 la fois!
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une théorie des classes de Chern pour les Modules loc. libres équivariants

ﬂz sur Xo s, de groupe G , fournissant des invariants
(1.29) ci(lE) e H21(XO,G /AN

théorie qui dans le cas od G est réduit au groupe unité, se réduit a la
théorie ordinaire des classes de Chern. (Il serait d'ailleurs possible de
ramener le cas général 2 celui-ci, en interprétant les groupes (1.28) com-
me les groupes de cohomologie ordinaire d'un espace fibré (XO,G) convena-
ble bien connu, de fibre Xo , et de base 1l'espace classifiant Li] BG du
groupe discret G ; nous laissons au lecteur le soin (facile) de vérifier
la compatibilité de cette définition, et de la définition envisagée ici via

les fibrés projectifs).

Ceci posé, et nous restreignant (par la force des choses !) au cas
particulier des espaces topologiques & opérateurs, il s'impose de comparer
les classes (1.4) et (1.29) . D'ailleurs ici X, —> X sera une équi-

valence de topos, donc les classes (l.4) peuvent &tre considérées comme

des classes
(n) 2i . ®i
(1.30) e, (E)Yen (X,6 ;v ) .

Notons d'autre part qu'on a ici un isomorphisme canonique (1.7) , défini

par l'exponentielle par la formule
(1.31) ¢(1 mod n) = exp (2iM/n) ,

-

de sorte que la donnée des classes (1.22) équivaut & celle de classes

(1.32) ME) = @PH M E) € vPix 6 s Zn D)
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D'autre part, ces derniéres sont définies, comme il a été vu plus haut, a
1'aide de la formule (1.10) , qui est aussi essentiellement la formule qui
définit les classes de Chern '"transcendantes" (1.27) , a cela prés que les
coefficients pour cette derniére sont Z au lieu de Z/nZ , et que l'on
travaille sur le fibré projectif ordinaire (au lieu de travailler sur le fi-
bré projectif au sens : schéma relatif sur Xo , a groupe d'opérateurs G).

Ceci implique alors aussit8t que les classes de Chern "arithmétiques', sous

la forme (1.24) , déduite de (1.22) et (1.23) , se déduisent des classes

de Chern "transcendantes" (1.29) , par 1'homomorphisme canonique

* *
BY (X ,6 520 —> H (X .6 ; ZNhZD

déduit de 1'homomorphisme canonique Z——-) Z/nz sur les coefficients.

En effet, grl8ce 2 ce qui précede, on est ramené & prouver la méme chose pour

, . n
les invariants ¢ et c( )
1 1 o

L- ¢%(1) sur le fibré projectif (ordinaire) P , ce qui nous raméne 2

associés au fibré inversible & opérateurs

1'énoncé de comparaison pour les invariants (1.5) resp. (1.27) associés

a un faisceau inversible ﬂ, sur X ., Or dans ce cas, ceci résulte des dé-
finitions, et de 1'homomorphisme de suites exactes de cohomologie associé a

1'homomorphisme suivant entre les suites exactes de Kummer (1.1) et expo-

nentielle (1.17)
£ 3
0 Z —0, 50 — o
. o (o] 0
(1.35) 3 o idh
» *
O—ﬁ’fvn_ﬁa)xo—éoxo—’ °

oli les fléches verticales sont définies par
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o (z) = exp (2illz/n)

@ (£ mod n) = exp

2i Tt
p,(t) =

§ 2. Classes de Chern sur un schéma 3 groupe d'opérateurs.

2.1. Soit X un schéma *) , muni d'un groupe G d'automorphismes,
Procédant comme dans [16, Chap V] , on en conclut que G '"opére" sur le to-
pos des faisceaux étales [2, Vli] sur X , d'ol une notion de "faisceau é-
tale sur X 2a groupe d'opérateurs G", ou "faisceaux sur (Xét,G)" , ces
faisceaux formant une catégorie, qui est encore un topos ?5 , comme il
résulte facilement du critére de GIRAUD [ 2, 1V 1.2 ] . Donc aux objets abé-
liens de ce topos, i.e. aux faisceaux abéliens F sur X , 2 groupe d'opé-

rateurs G , sont associés des groupes de cohomologie, appelés groupes de

cohomologie (mixtes) étales du schéma 3 opérateurs G , et notés

(2.1) H'(X. ,G ; F) .
ét

On explicite les liens de cette cohomologie mixte avec, d'une part la coho-
mologie étale ordinaire de X (étudiée dans [2] ), et d'autre part la coho-
mologie ordinaire du groupe abstrait G , en termes d'une suite spectrale

canonique

¥ . Psq _ 4P q
(2.2) H (Xét,G,F) < E, HY(G, H (Xét,F))

Cette suite spectrale s'établit exactement comme la suite exacte analogue

(%) .

En conformité avec la réédition du Chap. I des EGA, nous dirons do-
rénavant 'schéma" au lieu de "préschéma", en réservant le mot "schéma séparg"
4 la notion précédemment désignée sous le nom de "schéma",
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dans [16, 5.2.;] , ou plus simplement, comme cas particulier de la suite
spectrale de LERAY (37, Vs 5] . Nous laissons le détail au lecteur, ainsi
que l'établissement (lorsque X/G existe dans un sens raisonnable) de la
deuxiéme suite spectrale donnée dans loc. cit., qui n'est qu'un cas parti-
culier de la suite spectrale de LERAY pour morphismes de topos (et dont

nous n'aurons pas besoin ici).

2.2, Soit maintenant (B un Module localement libre sur X , muni
d'opérations de G (compatibles avec les opérations de G sur X). On
peut, de facon équivalente, regarder (E comme un Module localement libre

du topos ?2 annelé par O , ce qui conduit (compte tenu des. considé-

X
rations générales du par. 1) & construire des classes de Chern pour E
De fagon précise, n > O étant un entier fixé, tel que n.1X soit une sec-

tion inversible de @ i.e. n premier aux caractéristiques résiduelles

X 3

de X , on définira directement des
2i . ®©i
(2.3) c,(B) emn (xét,c,”(n )

en transcrivant simplement la construction esquissée au § 1. On dispose ici
du fibré projectif ordinaire P = P(di) associé au Module dual [E [EGA 1I
4.1.1] (Noter que la convention de notation adoptée dans loc. cit, est oppo-
sée de celle qui était utilisée dans [17] , ol on note . p(E) ce qui ici
est noté P(E‘é)). Le groupe G opére encore sur P . Nous pouvons donc con-
sidérer la cohomologie étale mixte de (P,G) , ce qui nous dispense tout a
la fois du recours a la notion généralisée de schéma relatif de [22] , et a
une théorie (encore 2 écrire) de la cohomologie étale des topos localement

annelés généraux, dont il é&tait question au § 1., Nous pouvons alors sans dif-

ficulté transcrire la construction indiquée au § 1 dans le contexte particu-
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lier actuel, travail qui est écrit en détail dans [ 25 ] lorsque G
est le groupe unité, exposé auquel il n'y a essentiellement rien & changer,

Pour le morphisme
f: (p,6) — (X,6) ,

les formules purement locales (1.8) sont valables : le processus de loca-
lisation dans les topos associés 2 (x,6) , (P,G) 1implique en effet, en par-
ticulier, ﬁl'oubli" des opérations de G , de sorte que les formules & véri-
fier sont identiques aux formules analogues, quand on fait abstraction des
opérations de G , formules qui sont établies dans loc., cit, comme consé-
quence du "théorzgme de changement de base pour un morphisme propre"[?,XII 5.£I.
On en déduit, pour tout faisceau abélien a opérateurs E‘ sur (X,G6) , an-

nulé par n (i.e. qui est un faisceau de Z /n#Z -modules) des isomorphismes

canoniques %)

(2.4) HY(P, G f * (F)) ~ | I Hi'zj(x,c;ﬁ'aﬂfcn@('j))gj , ol
ixo0

(2.5) § =@, e BAR,Gi R )

Dans cette derniére formule, on interpréte CY(GDP(I)) comme un élément
(2.6) e (0,(1) € B (.6 G )

dans la cohomologie mixte de Pét et de G , a coefficients dans le groupe
multiplicatif, compte tenu des opérations de G sur G)P(l) (déduites des
opérations de G sur [F et du caractére fonctoriel de la construction de

q)f(l) en fonction de [ ). La suite exacte de KUMMER (1.1) est ici re-

gardée comme une suite exacte de faisceaux abéliens 3 opérateurs sur Pét

(*) . :
Dorénavant, quand une confusion ne sera pas & craindre, nous omet-
trons l'indice '"ét" dans la notation (2.1)
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(1'exactitude provenant de 1l'hypothé&se que n.lX est inversible), ce qui

donne un sens & l'opérateur cobord qui intervient dans (2.5). Une fois ob-
tenu (2.4), on en déduit une définition des classes de Chern (2.3) par

la formule (1,13)

2.3. Les classes de Chern qu'on vient de définir satisfont aux trois

propriétés fondamentales de HIRZEBRUCH [23] , qui les caractérisent

(i) Fonctorialité, pour un morphisme £ : (X',G') —» (X,G) de
schémas & groupes d'opérateurs, un Module localement libre E sur x,6 ,

et son image inverse f¥ ([B) sur (X',G")

ci<f*(ﬂ—))> = £%(c (B)) .

(ii) Normalisation, pour un fibré inversible 1

() =1+ Cl(ﬂl) , ol cl(ﬂ") est donné par (2.5) .

(iii) Formule d'additivité, pour une suite exacte

)
00— E — [E «— B"— 0 de Modules localement libres sur (X,6)
c(E) = c(E) «(E) .

La démonstration de (i) et (ii) est triviale ; pour celle de (iii),
‘qui se fait suivant le méme principe que dans [17] , nous remvoyons a [25] ,
oll est traité le cas ot G = e , et dont la démonstration se transpose im-
médiatement au cas général, - Des propriétés (i), (ii) et (iii) on déduit
formellement, de fagon bien connue, le formulaire habituel, comprenant notam-
ment le calcul des classes de Chern d'une puissance extérieure ou d'un pro-
duit tensoriel de Modules localement libres & opérateurs : on se raméne tou-

jours au cas de Modules qui sont des sommes de Modules 2 opérateurs inversibles
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(par passage & des schémas de drapeaux convenables), grice au fait que la

cohomologie de X s'envoie injectivement dans celle de ces fibrés.

Comme cas particulier utile de (i) , signalons le fait suivant

1'image des ci(ﬂz) par l'homomorphisme "d'oubli de G "
21 L, ®i 24, . ®i
H"(X,G ’ﬂ‘n ) —H (x,ﬂ&n ),

sont les classes de Chern ordinaires de Ib , aprés oubli des opérations de

G

§ 3., Comparaison avec la définition transcendante.

3.1. Supposons maintenant que X soit un schéma localement de type fini
sur le corps C des complexes. Alors 3 X est associé un espace analytique
an

X , sur lequel G opére encore par automorphismes., Le Module localement

libre & opérateurs B sur (X,G) définit de méme un Module localement libre

a4 opérateurs £ sur x* . Il lui sont associés, par voie transcendante,
des classes de Chern

. it
(3.1) c, (E*e i x®, ;%) = 12 i™P,6;2)

-

XtoP désigne 1'espace topologique localement compact sous-jacent a X"
(muni du groupe d'automorphismes G) ; par définition, les ci(uaan) sont
les classes de Chern associées au fibré vectoriel complexe topologique 2.
opérateurs associé a g3 , ou si on préfére, au faisceau de modules loca-
lement libre sur (XtoP,G) , annelé par les fonctions continues complexes,

. . an : . .
associé a (b par extension du faisceau d'anneaux des fonctions homomorphes
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aux fonctions continues. Une définition en forme de ces classes de Chern est
esquissée dans § 1.8. Les considérations développées a cet endroit s'appli-
quent de plus, dans la situation présente, pour donner une description des
classes de Chern "arithmétiques" (2.3) en termes des classes de Chern
"transcendantes" (3.1) . Pour préciser ce point, notons qu'on a des homomor-

phismes canoniques évidents
(3.2) B (x,,,6;F) — B (x™,6 ; g*(F))

associés au morphisme de topos associé au morphisme de sites & groupe d'opé-

rateurs évident (comparer [2, XI 4] )

an

(3.3) g 1 (X;,6) — (X,.,6) .

Lorsque le faisceau abélien a opérateurs F sur Xét est constructible au
sens de [?, IX] , en particulier est un faisceau de la forme ”{négl , alors

les homomorphismes (3.2) sont des isomorphismes. En effet, l'utilisation
de la suite spectrale (2.2) , et de la suite spectrale analogue pour le
faisceau a opérateurs g¥* ([f) sur (x°",6) , nous ramene au cas od G est
le groupe unité, cas qui est traité dans [2, XVi] (ou, plus élémentairement,
i.e. sans résolution des singularités, dans [Z,X;] lorsque X est lisse sur
@. , cas qui suffira le plus souvent). En particulier, on trouve des homo-

morphismes
. 2i . ®i 2i,.an . ®i
(3.2 bis) H (xét,c,lf(n ) — H(X ,G,/’(n )

qui sont en fait des isomorphismes. Donc la classe de Chern (2.3) dans le
premier membre de (3.2 bis) est connue quand on connaft son image dans le

deuxiéme membre H21(Xan,G;ﬂ( nw i) . Utilisant de plus 1'isomorphisme ¢ de
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(1.7) défini par (1.31), d'od des isomorphismes
(3.4) 12 (x*,¢; Z/n'T) ——>H21(xa“,c;/§kn®l) ,
on voit qu'il suffit d'exprimer les classes correspondantes
(n) 2i,_an
(3.5) N (E)oéH X7,6;4/WZ)

définies en termes des classes (2.3) en appliquant (3.2 bis) et 1l'iso-
morphisme inverse de (3.4) . Ceci posé, les considérations esquissées 2 la

fin du § 1 montrent que les classes (3.5) mne sont autres que celles qui se

déduisent des classes de Chern "transcendantes" (3.1) par les homomorphis-

2i

H21 (Xan;G;ZZ/nSZ) déduits de 1'homomorphisme cano-

mes (Xan,G;ZZ) —> H

nique Z— Z/n'Z sur les coefficients.

3.2. Inversement, dans le cas olt les homomorphismes canoniques
(3.6) 1w (x*",6;Z) — lim 0 x*",6, Z/0Z) =1 IHJ(Xan,G;Zr)
n

.. , , (n) . ,
sont injectifs, alors la connaissance des c; (E>) , 1 premier, i.e.

la connaissance des classes de Chern Y -adiques (§ 1.7)
(3.7) e, (B € vhx,6m,®h)
ou encore de leurs images

(3.8) ¢, (BY(D_e vt x™,6;Z))

implique celle des classes de Chern transcendantes (3.1).

On fera bien attention que dans le dernier membre de (3.6) , et dans 3.8 ,

Z

1 doit &tre considéré comme désignant un faisceau ! -adique 2 opérateurs sur
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-~
x2" , i.e. le systéme projectif (Z/1 %) de faisceaux 2 opérateurs, -

et non le faisceau constant défini par le groupe abstrait ZZY , comparer

§ 1.6 . Ainsi, on a par définition

(3.9) W& e Z,) = lim W6, Z/1 7))
S

! N

et on peut seulement dire qu'on a un homomorphisme canonique
(3.10) HJ(Xan,G;Z)@)ZZX ——>HJ(Xan,G;‘Zl) ,

homomorphisme qui en général n'est pas un isomorphisme.

3.3. Cependant, lorsque les HI(x®",G;Z) sont des 7 -modules de type

fini, alors les homomorphismes (3.10) sont des isomorphismes, et par suite

1'homomorphisme (3.6) est bien injectif (puisque la famille de changements

d'anneaux Z& —» ZZ est fidelement plate). C'est la une conséquence facile
de la suite exacte déduite de 0 —» Z — Z —» Z/nZZ —» 0 , reliant
les cohomologies & coefficients dans ZZ et Z/n% , conséquence que nous
laissons au lecteur d'établir. La condition de finitude envisagée sur les
Hj (Xan,G;Z) est vérifiée en particulier lorsque X est de type fini sur
C , et que le Z [G] -module "trivial" 74 admet une résolution gauche L, par
des Z[G]-modules libres de type fini. Pour le vérifier, on est ramené, comp-
te tenu de la suite spectrale de nature transcendante analogue 2 (2.2) , re-
lative & 1l'espace & opérateurs (Xan,G) muni du faisceau constant Z , &
montrer que les Hq(Xan,Z) sont des %4 -modules de type fini, ce qui est
une conséquence bien connue de la triangulabilité des paires de variétés al-
gébriques complexes [31:] s, et & prouver que HP(G,M) est de type fini sur
Z lorsque M est un G -module qui est de type fini sur 'Z, , ce qui ré-

sulte aussitdt du calcul habituel de la cohomologie de G en termes de Ly
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3.4, Lorsque les Hj(Xan,G;ZZ) sont des 74 -modules de type fini,
donc les homomorphismes (3.10) des isomorphismeé, on conclut aussitét
ceci : Pour que la classe de Chern entidre ci(E:) soit une classe de tor-
sion, il faut et il suffit que la classe de Chern Y -adique ci(ﬂﬂ)(l)

le soit ; si cette dernidre est d'ordre IS , alors la composante de
ci({E) dans le sous-groupe de I -torsion de H2i(Xan,G;Z) est d'ordre

IS

En l'absence d'hypothéses de finitude sur les Hj(Xan,G;ZZ) , on
peut donner encore des énoncés un peu moins précis, dans lesquels on peut
d'ailleurs remplacer xa" par n'importe quel espace topolagique Z , en
travaillant cependant avec l'homologie et la cohomologie singulidres de.

1'espace
(z,6) = (EGxZ)/G

(EG étant le fibré universel pour G , cf 0.1), Posant pour abréger

(3.11) H, = H,((2,6,2) , H =1(z,,2) ,

la formule des coefficients universels LS, Chap. VI] nous donne la suite

exacte :
(3.12) 0 —» Extl(Hi_l,Z) — H — Hom(H,,’Z) — 0 .

Soit I un nombre premier, Alors un élément c de Hi a une image nulle
dans Hi((Z,G),ZZ/ZvZZ ) si et seulement si il est "divisible par A4 ",
donc il en est ainsi pour tout Y si et seulement si c¢ est "infiniment
divisible dans Hi". Comme le seul élément infiniment Y -divisible de Z

est zéro, il s'ensuit alors que l'image de c¢ dans Hom(Hi,Zﬁ) est nulle,

1 -
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donc que
1
(3.13) ¢ € Ext (Hi_l,‘Z\) .

De plus, Hom(Hi,'Z) étant sans torsion, on voit que c¢ est infiniment ¥ -

divisible dans le Ext1 .
Considérons maintenant la suite exacte
O—»T—?Hi_1—+ S —> 0 ,

ot T .est le sous-groupe de Y -torsion de Hi , d'oli (compte tenu que

1

Hom(T,Z) = 0) une suite exacte sur les Ext1
1 1 1
(3.14) 0 —» Ext (S,Z) —> Ext (Hi_l,Z) —» Ext (T,'Z) —> 0 .

1
D'autre part, T étant un groupe de torsion, calculant son Ext~ avec Z

grice 2 la résolution injective standard de & par G et Q/Z , on trouve
L '

Extl(T,Z) =y Hom(T,R/Z) =% lim Hom(U,R/Z) ,
u

ot U parcourt les sous-groupes finis de T , Comme pour un tel U ,
Hom(U, &/Z) est un I -groupe fini, donc n'a d'autre élément infiniment ¥ -

divisible que zéro, il s'ensuit que Extl(T,'Z) n'a d'autre élément infini-

ment Y -divisible que zéro, d'oit compte tenu de (3.13) (3.14)

c € Extl(S,'Z) .

Notons d'autre part que, S é&tant sans I -torsion, i.e. la multiplication
- 1
par Y dans S étant injective, et Ext étant exact a gauche en son pre-
. 1
mier argument, on trouve que la multiplication par Y dans Ext (S,'Z) est

surjective, donc le groupe Extl(S,'Z) est Y -divisible. En résumé
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Proposition 3.5. Soit Z wun espace topologique & groupe discret d'opéra-

. i . . .
teurs G , soient Hi et H les groupes d'homologie et cohomologie sin-

uliére mixtes en degré i de 1l'espace 3 opérateurs, donnés par (3.11) ,
g g p P )

¥ un nombre premier, ‘Sf le quotient de Hi par son sous-groupe de Y—torsion,

et considérons la suite exacte des coefficients universels (3.12) , d'ou

moyennant l'inclusion (3.14) Extl(Sf_l,Zf)C~—+ Extl(Hi_l,ZZ) , une inclu-

sion

1

Extl(S.
i-

1,%) (SR gt .

. . . i <
Ceci posé, pour tout nombre premier Y , la partie de H formée des

éléments infiniment 1 -divisibles, i.e. dont les images dans les

i Y
H'((z,6, Z/1"Z ) sont nulles, est identique 2 Extl(Si_l,ZZ) . En

. . (12 P AP i .
particulier, un élément infiniment ¥ -divisible ¢ de H a une image

nulle dans Hom(Hi’ z) |, ou, ce qui revient au méme, a une image nulle
dans Hi((Z,G), Q) . Enfin, lorsque le sous-groupe de I -torsion
Tf—l de Hi-l est annulé par une puissance finie de Y (par exemple si
Hi-l est de type fini), alors les éléments c de Hi d'image dans

i . , .
H ((Z,6), Q) nulle sont exactement ceux pour lesquels il existe un entier

mS0 , avec mc infiniment ¥ -divisible.

3.5.1. Bien entendu, le lecteur aura remarqué que cet énoncé n'a rien de
spécial aux espaces 2 opérateurs et leur cohomologie mixte singulidre, et
concerne plutdt la cohomologie et 1'homologie d'un complexe de chafnes de
groupes abéliens quelconque. Il s'applique aux groupes tels que les
Hi(Xan,G;ZZ) considérés plus haut, grdce au fait que pour des espaces loca-

. a P . . .
lement contractibles comme X » la théorie de la cohomologie singuliére
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cofncide avec la théarie faisceautique, comme il est bien connu.

§ 4. Propriétés de torsion des classes de Chern : cas géométrique.

4.1, Sous les conditions générales de 2.1, supposons que X soit le
spectre d'un corps séparablement clos k . Alors le topos formé des fais-
ceaux étales sur X est équivalent, par le foncteur "sections', au topos
égal 3 la catégorie des ensembles ; donc le topos des G -faisceaux n'est
autre a équivalence prés que le topos des ensembles & groupe d'opérateurs

G , donc la cohomologie mixte (2.1) se réduit alors & la cohomologie or-
dinaire de G , & coefficients dans des G -modules. Donc, supposant qu'on
fait opérer G trivialement sur k , de sorte que les "fibrés vectoriels
a4 opérateurs" envisagés dans 2,2 ne sont autres que les représentations de
G dans des vectoriels de dimension finie sur k , pour un tel (G,k) -mo-
dule E , les classeg‘de Chern Y -adiques sont des classes

(4.1 c;® € W¥e,r, 10 ®h o Lin B,y »y 0 Fh

(ot le premier groupe de cohomologie écrit n'est qu'une notation abrégée et

abusive pour la limite projective du dernier membre).

4.2, Soit alors TU 1le groupe des automorphismes du corps k . Il opdre
sur le systéme projectif des groupes ﬁKr ¥ (k) , donc sur celui des
H11y>(k)éoi , donc sur le groupe de cohomologie I -adique intervenant dans
4.1, Les propriétés générales des classes de Chern résumées dans 2.3 don-

nent alors, pour tout € T{ , la formule
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(4.2) o (e, (E)) = ci("'E) , 9E=E ®, ko) ,

ol dans le dernier membre (k,o ) désigne k considéré comme k -algdbre
grice a 1'homomorphisme &: k — k , et oli on fait opérer encore G
sur le produit tensoriel de la fagon habituelle, En particulier, si TTE
est le sous-groupe de U "stabilisateur" de la classe de E , i.e. formé

des o€ Tl tels que E =~ YE , on voit que ci(E) est invariante par

T

E

(4.3) o (c,(E)) = ¢ (E) si E =2 g

4.3, Soit en particulier k° un sous-corps de k , tel que la classe
de E soit invariante par le groupe Gal(k/ko) des k_-automorphismes de

k , i.e. tel que Gal(k/ko) c 1T£ ; alors les ci(E) sont .invariants par
1'action de Gal(k/ko) . L'hypoth2se sur k = qu'on vient d'envisager est
vérifiée en particulier si E provient, par extension du corps de base, du
module E0 d'une représentation linéaire de G définie sur le sous-corps

ko . Cette condition suffisante n'est cependant nullement nécessaire, comme
il est bien connu. Ainsi, lorsque k est de caractéristique nulle, il existe
un plus petit sous-corps k_ =~ de k ayant la propriété Gal(k/ko) c.TfE (*) :
c'est le corps engendré sur le corps premier par les valeurs de la fonction

trace
Tr, ¢ G — Lk ;

E

mais on sait qu'en général la représentation envisagée ne peut pas s'écrire

sur ce corps.

Considérons donc la représentation de | = Gal (k/ko)

(*) du moins si le G-module E est semi-simple.
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*
(4.4) g: N —rer0)~ Z, ,

que nous interprétons comme un caractdre [ -adique de I . Alors la re-
. . r ®i . s
présentation de dans Tl(k) est donné par la puissance ordinaire

i,2me de ce caractére :

4.5) g M o ae T, 0® ~ T
Soit
*
(4.6) m o =gd") < Z,

1'image de [' par ﬂ s si Eo est une cl8ture séparable de k_ dans k ,
H1 est aussi 1'image du groupe profini Gal(Eo/ko) par l'application con-

*
.tinue naturelle de celui-ci dans ZZr , ¢'est donc un sous-groupe fermé de

*
ZZY . Il en est de m&me des groupes

L .
%.7) B =K =g (M) e Z

1

Ceci dit, la propriété d'invariance de ci(E) par | = Gal(k/ko) s'ex-

plicite simplement par les relations Xci(E) = ci(E) pour A € H, , i.e.

(A-1) c . (B)
i

0 pour AE€H, , ou encore
(4.8) *

(7\1-1) ci(E) O pour A€EH

1 ”
ot bien entendu le groupe de valeurs dans (4.1) est regardé comme un mo-

dule sur ZZI de la fagon évidente. Cela montre déja que dans le cas ol

Hi # il% (et en particulier, lorsque H, n'est pas réduit & un groupe fi-

1

ni) la classe de cohomologie Y -adique ci(E) est une classe de torsiom,

i.e. annulé par une puissance convenable de I . De fagon plus précise, po-

sons dans ce cas
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(4.9) X(i) = Inf v, (A-1) = Tnf v (2 1oy,
)\eHi )eHl

ol vy désigne la valuation ¥ -adique. On aura alors

(4.10) 1“(1) ci(E)=0 dans (4.1) .

4.4, . Remarquons que U = Zu); est un produit du groupe (Z /Y Z)* des
racines (Y-1).2mes de 1l'unité, qui est fini d'ordre Y-1 premier 3 ¥ ,
par le groupe Uo des "Einseinheiten", qui est un module de type fini et de
rang 1 sur ZI . Les sous-groupes fermés de U sont ceux dont la trace
sur Uo est un sous- ZY -module. Ce sont également les sous-groupes qui

sont soit ouverts (donc d'indice fini), soit finis,

*
4.5, Lorsque H1 est un sous-groupe fini de U = Zl , soit d 1le
pged parmi les entiers annulant Hl , i.e. le plus petit d > 0 tel que
d _ "o
(4.11) H W = {19 (d'odr d Icard Hl) .

Alors la relation (4.8) ou (4.10) implique

(4.12) ci(E) est de torsion pour ik 0 (mod d) ;
elle ne donne aucun renseignement pour i = 0 {(mod d) . Un cas particulier
amusant est celui oilt ko =T , corps des réels, d'oi

M- V) ¥/ AN H1 et d =2 : on trouve que la classe de Chern 1 -adique léme
de 1la complexifiée d'une rgprésentation linéaire réelle du groupé G ,

pour i impair, est nulle si Y # 2 , et annulée par 2 en tous cas. L'ar-
gument utilisé, qui revient 3 introduire la représentation complexe conju-

guée dans E et a utiliser la relation E ~ E d'od

Ci(E) = Ci(fl) = (-1)1C1(E) , est également valable pour les classes de Chern
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entiéres transcendantes de 0.1, et dans le cas plus général des fibrés
vectoriels réels et leurs complexifiés sur un espace topologique quelcon-
que (pas nécessairement de la forme BG), oll le résultat est évidemment

bien connu des topologues.

Lorsque H1 n'est pas fini, donc est un sous-groupe d'indice fi-

*
ni de U = 2?1 , alors on trouve (comme déja signalé plus haut) que toutes

les classes de Chern Y -adiques sont de torsion, la formule (4.9) don-

nant une valeur finie pour (i) pour tout entier i 3 1 , donc fournis-
sant une relation (4.10) i.e. une majoration multiplicative la(l) de
l'ordre de la classe de Chern ¥ -adique ci(E)

4.6, En tout cas, la majoration (4.10) de l'ordre de cette classe ne dé-

pend que de ko , de i , et de Y , et non du choix particulier de G et de FE

H
elle devient de moins en moins bonne quand i augmente multiplicativement, com-
me il est évident sur (4.9) : on ne trouve jamais de majoration de 1'ordre de

ci(E) indépendante de i

, car & (i) tend vers +00 quand i tend vers

1'infini multiplicativement. D'autre part, posant

(4.13) <§ = Card (Im (H1 — (Z/YZ)*)) , donc 81 (¥-1) ,
on trouve ¥ (i) = 0 si et seulement si i ?é 0 (modé) , d'od
(4.14) c,(E) =0 si i =0 (mod § )

On remarquera qu'en général, pour ko , 1 et 1 fixés, la majoration
(4.10) pour 1l'ordre de la classe de Chern ! adique Ci(E) (pour G et E
variables) n'est pas la meilleure possible, déja pour le cas i=l , Prenons par

exemple pour ko le corps des racines Y -émes de l'unité sur dQ , alors Cl(E)

se calcule par la formule (2.5) en termes de la fonction déterminant

" "
g av det 8 G — ko c kX
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(qui est bien & valeurs dans kz et non seulement dans k* , a cause de
1'hypothése faite que la classe de E est rationnelle sur ko), via les
obstructions & écrire cet homomorphisme comme puissance 19 .eme d'un ho-
momorphisme dans k* . Or supposant G 2 engendrement fini, 1l'image M
de G dans k§ est un Z -module de type fini, dont le sous-groupe de
torsion est un sous-groupe du groupe des racines de l'unité de ko , lequel
est d'ordre ¥-1 d'aprés GAUSS [29, p. 53] , donc premier 3 Y ; il s'en-
sult que pour tout entier vy >0 , l'inclusion M —» k* se remonte en
« Voo *
un homomorphisme M — k  via 1'épimorphisme x Ay x tk —k .
Par suite on trouve que la premidre classe de Chern I -adique CI(E) est
nulle, Ce résultat, établi d'abord pour G 23 engendrement fini, reste vrai
pour tout G par un argument immédiat de passage & la limite. Or ici on
aura H) =U_ , groupe des Einseinheiten, et &(1l) =1 , de sorte que la

formule (4.10) ne donne que la relation I CI(E) =0 , au lieu de

cl(E) =0 .

Il semble donc que les relations (4.10) sont encore relativement
grossieéres. Un probléme intéressant serait de déterminer, pour ko , I et
i donnés, la meilleure majoration possible pour l'ordre de la classe de
Chern Y -adique ci(E) , Pour G et E variables, soumis éventuellement
2 des conditions restrictives (G fini, ou G £fini cyclique, ou la repré-

sentation E définissable sur ko , etc.).

4.7. En vue d'expliciter (4.9) donc (4.10) , introduisons le sous-

corps ¥ -cyclotomique maximal de k

(4.15) z=z(I)C k ,
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1%
engendré par les racines de l'unité I -2mes, tout V , et le sous-corps

1 -cyclotomique maximal de ko , défini comme

(4.16) Z =2 () =21 Nk
[o] (o] (o}

On a le diagramme de corps

k ~~——> P(k_,2) » k > k
1‘o 'cf o
=k N
z, ,FO Z oy Z
2 >
ot P est le sous-corps premier de ko . Comme Z est une extension ga-

loisienne de P , la théorie de Galois nous apprend qu'il en est de méme

de Z/ZO et. de P(ko,Z) sur ko , et que moyennant 1l'homomorphisme natu-
rel les groupes de Galois de ces deux dernidres extensions sont isomorphes.
Donc le groupe de Galois de P(ko,Z) sur ko est isomorphe & un sous-groupe
.de Galois de Z/P , lui-méme isomorphe 2 un sous-groupe ouvert T de‘Z;r

(et méme égal 2a 'Z’; lorsque ko donc P est de caractéristique nulle, par
le th, de GAUSS. [29, P. 53]). D'aprés les théordmes d'extensions d'isomor-

phismes, 1l'homomorphisme de restriction
#*
" = Gallk/k ) —» Gal(P(k_,2)/k ) = Gal(z/2) & Zi
est surjectif, donc moyennant les identifications faites, on trouve
*
(4.17) Hy=In(f: T —7Z,) =cal (z/2)

1

»
Par suite, le sous-groupe Hl de ZI associé au corps ko ne dépend que

du sous-corps ¥ -cyclotomique maximal Z, de k,  , via la formule (4.17)

On en conclut en particulier un isomorphisme canonique
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(4.18) W/Hl.Qi Gal(Zo/P) (P = corps premier) ,

]
qui montre .que le sous-groupe H1 de 'sz est d'indice fini si et seulement

si Z0 est une extension finie du corps premier P

Nous allons résumer les renseignements obtenus dans un théoréme

récapitulatif

Théoréme 4.8, Soient kO un corps, k une extension séparablement close

de k , G un groupe discret, muni d'une représentation linéaire dans un

vectoriel E de dimension finie sur k ci(E)(l) ses classes de Chern

~

Y -adiques (4.1) , ot Y est un nombre premier distinct de la caractéris-

tique de k . On suppose que la classe "stable" (#*) de la représentation

donnée est invariante par le groupe des ko -automorphismes de k (ce qui

signifie aussi, si ko est de caractéristique nulle, que la fonction trace

G —» k associée a la représentation prend ses valeurs dans ko) . Soit

Zo la sous-extension ¥ -cyclotomique maximale (4.16) de ko , et soit

H son groupe de Galois sur le corps premier P , identifié comme d'habi-

*
tude a un sous-groupe fermé du groupe ZZ& des unités ¥ -adiques. Posons,

pour tout entier i > 1

(4.9) ¥ (1) = Inf vl S
NeH

ot vy est la valuation Y -adique. Alors on a (si W {i) # + 0 1i,e,

[SN

H™ # (1))

X (i)

(4.10) )4 ci(E)(l) =0 .

Corollaire 4.9, Si ZO est une extension finie du corps premier P , en

particulier si le corps ko est une extension de type fini de P , alors

(*) i.e. dans le groupe Rk(G) des classes de k-représentations de G, {4].
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toutes les classes de Chern I -adiques Ci(E) sont des classes de torsion.

N

Corollaire 4,10. Soit G un groupe 3 engendrement fini, et E le module

d'une représentation linéaire de dimension finie de G sur un corps sépa-

rablement clos k . Alors pour tout nombre premier I distinct de la ca-

ractéristique de k , les classes de Chern Y -adiques ci(E) 1i>1

sont des classes de torsion.

En effet, l'hypotheése sur G implique que la représentation donnée
provient d'une représentation sur un sous-corps ko de k de type fini sur

le corps premier P , et on applique 4,9,

Corollaire 4.11. Soit G un groupe discret, E 1le module d'une représen-

tation linéaire complexe de dimension finie. Alors les classes de Chern ra-

tionnelles ci(E)lQ € H21(G,42) (déduites des classes entidres de 0.1)

sont nulles pour tout i ) 1 . Si le corps k engendré par les valeurs du

caractére g w~y Tr g, est de type fini, et si Hi_l(G,QZ) est de type

fini sur ZZ(%¥)alors ci(E)e g2t (G,Z) est une classe de torsion, dont

la 1 -composante ci(E)(I) satisfait 3 (4.10) , od X (i) est défini

dans (4.9) ci-dessus.

Pour vérifier la premidre assertion, on peut remplacer G par ses
sous-groupes 3 engendrement fini (par un argument immédiat laissé au lecteur),
ce qui nous permet de supposer G de type fini. Alors, choisissant un nombre
premier I quelconque, le corollaire 4.10 , et la comparaison 3.1 de la
théorie arithmétique et la théorie transcendante des classes de Chern, nous
montrent qu'il existe pour tout i wun entier mi'> 0 tel que l'image de

i v
mici(E) dans tous les HZl(G,ZZ/I Z) est nulle (ol Ci(E) désigne main-

tenant la classe de Chern enti&re). Utilisant 3.5 on en conclut que 1'image

(*) 11 suffit qu'il le soit modulo son sous-groupe de torsiom.
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de Ci(E) dans H21(G,02) est nulle, La derni2re assertion de 4.11 se

déduit de m@me de 4.8 et de 3.5.

Remarques 4,12,

a) Comme nous 1'avons déja signalé dans 0.5 , le résultat 4.11
était connu par voie transcendante ; cf 0.9 pour d'autres commentaires con-

cernant ce résultat,

b) Dans 4.10 on ne peut supprimer l'hypothése que G soit a
engenﬂrement fini, comme on voit déja dans le cas ol G est le groupe des
racines de 1l'unité de k d'ordre une puissance de I , E 1la représenta-
tion de degré 1 canonique : on voit tout de suite que la classe Y -adique
cl(E) n'est pas une classe de torsion : en fait, l'ordre de son image dans
HZ(G,H(1~9(k)) est égal a 19 , qui augmente indéfiniment avec Y . Cela
n'emp&che que 4.l11 est valable sans supposer G de type fini : on fera
attention & ce propos qu'une classe de Hj(G,Z) dont 1'image dans Hj(G,dl)
est nulle n'est pas nécessairement une classe de torsion, 1l'homomorphisme
canonique g c,z)e_Q ——)Hj (6,&) n'étant pas en général un isomor-

Z
phisme (c'est un isomorphisme si Hi_l(G,EZ ) est de type fini sur Z !).

4.12, On peut généraliser les résultats précédents en utilisec t les con-
jectures de WEIL C}Z] de la fagon suivante, Supposons d'abord que k soit
la cléture algébrique d'un corps fini ko , et que l'on ait un schéma pro-
jectif et non singulier Xo sur ko , muni d'un Module localement libre
ﬂio s, le groupe discret opérant par automorphismes sur la situation
(XO,LEO) sur k_, donc aussi sur la situation (X,lt) qui en est déduite
par extension ko —3 k du corps de base, d'ol des classes de cohomologie

mixtes
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(4.19) ci(lE) e HZi(X,G; ru‘l"z’i) .

Supposons, pour un i donné, que 1l'image de ci(E;) par l'homomorphisme

canonique

HZi(X,G;TI®i) . H2i(X,T1® i)

soit de torsion, ce qui signifie aussi que la classe de Chern i.2me ordinaire
de [E (en oubliant les opérations de G) est une classe de torsion. Suppo-
sons de plus que les conjectures de WEIL pour les valeurs absolues ordinaires

des valeurs propres de Frobenius, opérant sur les

i Q dfn j GQ
H (X, 1) = H (XsZI) 821 1 H
soient vraies pour j { 21 , i.e. que pour ces j , les valeurs absolues en
question soient égales a q il2 , ot q = card(ko) . Je dis que sous ces

conditions, la classe I -adique mixte (4.19) elle-m@me est une classe de

torsion. Pour le voir, on utilise encore l'invariance de la classe (4.19)
par les opérations de Gal(k/ko) , ou ce qui revient au méme, par 1l'automor-
phisme du groupe de cohomologie mixte provenant de 1l'automorphisme de Frobé-

nius
. 4
Frobq DX gy X
du corps k ., Utilisant 1'isomorphisme canonique

HZi(X,G;Tla’i) ~ HZi(X,G;'Er)® Tr(k)® i

Z y

et la suite spectrale de cohomologie I -adique déduite de (2.2)

(4.20) H*(x,c;zp — £f- HS(G,Ht(X,'ZZ.I)) ,
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(qu'il faut en toute rigueur interpréter comme une suite spectrale de sys-

temes projectifs), on est ramené de proche en proche & vérifier que dans

s,21—s®

Ewo

ZrTl(k)®i , pour sl

tout élément invariant par 1'action de Frobq est un élément de torsion,

s,2i-s

®T %1 ne "contient" pas (comme quotient de
2 1

et pour ceci, que E

deux sous- ZZI -modules stables par Frobenius) de module & opération tri-

§,2i-s
2

viale de Frobenius, qui ne soit de torsion. Ou encore, que E ne "con-
tient'" pas de module & opérateurs, sur lequel Frobenius opére simplement par
. . -1 . . . N
multiplication par q , et qui ne soit de torsion. Or c'est la un exer-
cice facile et pratiquement évident, sur l'expression explicite (4.20) du
terme E2 , et compte tenu que d'apres l'hypothése faite, les valeurs ab-
. . ) 2i-s
solues des valeurs propres de Frobenius opérant sur H (X,GQI) sont

q (2i-s)/2 , donc # gq t (puisque s > 1) .

4.12.1. Par un argument de spécialisation facile, utilisant le théoréme de
spécialisation pour la cohomologie ¥ -adique {2, XVIi 2.2] , on trouve la
méme conclusion dans le cas d'une situation (k,X,[E,G) , X schéma pro-
jectif et lisse sur le corps séparablement clos k , lorsque celle-ci peut

se déduire par extension de la base
A —k i.e. Spec(k) — Spec(Ao)

d'une situation analogue sur le spectre So d'un sous-anneau Ao de k de
type fini sur Z , avec un schéma projectif et lisse Xo sur S0 , un Mo-
dule localement libre Ek) sur Xo , et G opérant sur (Xo’“so) par So -
automorphismes. Cette hypothése sera vérifiée en particulier lorsque le grou-

pe G est a engendrement fini. Supposons de plus que pour au moins un point
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fermé s de So (donc a corps résiduel fini) la conjecture de WEIL, pour
les valeurs absolues des valeurs propres de Frobenius opérant sur les Hj

Y -adiques (j £ 2i) de la variété projective lisse XO g sur le corps
fini k(s) , soit vraie ; il en sera en particulier ainsi d'aprés WEIL

[28 p. 14q1 si 1 =1 , ousi X est une variété abélienne, ou un pro-
duip»de courbes ... Sous ces conditions, il sera encore vrali que si la clas-
se de Chern ordinaire de I} , & valeurs dans HZi(X,TrZQDi) , est une
classe de torsion (par exemple si la classe de Chern, en tant que classe de

cycles, a un multiple qui est algébriquement équivalent & zéro), alors il en

est de méme de la classe de Chern mixte (4,19)

4.12.2, L'hypothése faite dans l1'alinéa précédent sur la validité de la
conjecture de WEIL en au moins un point fermé s de So dépend du choix
de (SO,XO) dont on déduit (k,X) par changement de base. Si on veut é-
noncer une hypothése intrins2que 2 (k,X) , on exigera qu'il existe un
ouvert de ZARISKI non vide U de So , tel que pour tout point fermé s
de U , la conjecture de WEIL pour Xo s Sur k(s) et le Hj 4 -adidue
soit valable, La vérification d'invariance de cette hypoth&se par rapport
au choix de (SO,XO) , et par rapport & une extension du corps de base k ,

est immédiate, On dira sous ces conditions que la conjecture de WEIL est

vraie pour X sur k , et la cohomologie Y -adique en dimension j . Avec

cette terminologie, on peut formuler

Théoréme 4.13. Soient X un schéma projectif lisse sur le corps C des

complexes, [E un Module localement libre de type fini sur X , i un en-

tier, tel que la i.2me classe de Chern rationnelle de E; (classe dans

2i,_an .
H" (X", ®R)) soit nulle. Supposons de plus que pour un nombre premier conve-
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nable ¥ , la conjecture de WEIL soit vraie pour X et la cohomologie

1 -adique en dimension j ¢ 2i , au sens précisé dans 4.12.2, (ce qui est

sans doute toujours le cas, et est prouvé par WEIL dans le cas ot i =1 |,

ou X wune variété abélienne, ou plus généralement un produit de variétés

abéliennes et de courbes algébriques). Soit alors G un groupe discret opé-

rant par automorphismes sur (X,[E) , et considéroens la classe de Chern

mixte rationnelle

ci(lEa“) e Bt @) .

|}

Cette classe est également nulle.

Pour démontrer ce théor2me, on se ramdne comme pour 4,11 au cas
ot G est a engendrement fini, donc ol la situation (X,EE,G) provient
d'une situation de type fini sur 7 , comme dans 4.,12,1, Utilisant 4,12.,1

et 3.5 , et procédant comme dans 4.11 , on déduit 4.13.

"Remarques 4.14,

a) Lorsque X est réduit a un point, 4.13 se réduit 2 1'énoncé
4.11, Mais contrairement 2 ce dernier, 4.13 ne semble pas admettre une dé-
monstration par voie transcendante, qui serait indépendante disons des con-
jectures de WEIL, et resterait valable lorsque l'on remplace X par une va-
riété analytique compacte (éventuellement supposée k¥hlérienne). J'ignore
si 1'énoncé analytique-complexe correspondant est vrai, m@me en se bormant
au cas ot i =1 , et ot X est un tore complexe (non algébrisable). Com-

parer les commentaires dans 0.10 ,

b) Admettant les conjectures .ie WEIL et la résolution des singula-

rités, on se convainc que les résultats de 4.12 et 4.13 doivent &tre va-
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lables pour des schémas X propres sans plus (pas nécessairement projec-
tifs, ni lisses). Par contre, l'hypoth2se de propreté est essentielle, méme
si X est supposé lisse. Pour avoir un contre-exemple relatif a ¢, »on

prendra

(4.21) x=G 1. ¢

X ..
m m

3 ﬂrm (i facteurs), G =Z* , b= (DX]' ,

avec opérations triviales de G sur X , l'opération sur [E s'obtenant
en associant au j.2me élément de la base canonique de 7 1 a 434 1)
l'automorphisme de multiplication dans E par la j.éme fonction coordonnée
tj sur le j.2me facteur lEj de [E , l'identité sur les autres. Un cal-

cul facile donne la formule de KUNNETH
! L *
(4.22) B* (x,6;Z) = Q& w (G T2
et on a par multiplicativité
I *

(4.23) ci(E) = I pr, (§) ,

1¢j¢i
ol les prj (1€ j ¢ i) sont les projections de X sur ses facteurs, et

~

ou

2 . = 2 r
e wi(G .Z:%) W6 Z;Zp®, Ty

Zy

est la premigre classe de Chern [ -adique cl([Eo.) du fibré a opérateurs

Eo = (DX sur Xo = Gm , le groupe Z opérant en faisant opérer le
)

générateur 1 de Z par multiplication par la fonction coordonnée t

D'ailleurs, on a encore une formule du type KUNNETH donnant n* (Xo,'Z;Z l)

_ v , - 2 2
R RLZZy = wY B, BT = Tyle] 167D

~

ot u,v sont de degré 1 , le dernier isomorphisme n'étant pas canonique et
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dépendant du choix d'un isomorphisme ZY acl Tl(k) . On a cependant, de

fagon canonique
2 — ~ wl 1 . o
HO(X ,Z;Ty) &2 H (X ,T)) @ H (Z,Zy) = chs’/ZI o~ ZI ,

et moyennant cet isomorphisme, on constate par un calcul facile que la clas-

se & devient 1'élément 1 de ZZr . Les formules (4.22) et (4.23) mon-
2i @i . . N

trent alors que H" (X,G; TY ) est canoniquement isomorphe a ZZI , avec

comme base ci(ﬂg) , qui n'est donc pas une classe de torsion.

¢) Le méme exemple essentiellement montre que l'énoncé analogue &
4,13 , ol on remplacerait X par une variété différentiable compacte, est
également faux, Il suffit dans 1'exemple précédent (avec k = € ) de pren-

dre 1'image inverse du fibré a opérateurs £ sur le tore compact de dimen-

sion i contenu dans X(C) = €* ' | Cela rend improbable qu'on puisse
prouver un énoncé généralisant 4.13 par des méthodes de géométrie diffé-

rentielle.

§ 5. Propriétés de torsion des classes de Chern : cas arithmétique,

5.1. Dans le présent paragraphe, nous examinons les classes de Chern

de représentations linéaires du groupe discret G sur des corps k pas né-
cessairement séparablement clos ; elles sont donc & valeurs dans des groupes
de cohomologie mixtes, faisant intervenir a la fois la cohomologie ardinaire
de G , et la cohomologie galoisienne de k , i.e. celle du groupe profini
M= Gal(k/k) » groupe fondamental de k . Commengons par expliciter dans
quelques cas simples le calcul de ces groupes, en termes d'invariants coho-

mologiques plus familiers,
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5.1.1. Notons que le topos des faisceaux étales sur Spec(k) est équi-
valent & la catégorie des ensembles sur lesquels T opére continfment

EZ, VIII 2.13 (i.e. de fagon que le stabilisateur de tout point soit un
sous-groupe ouvert de M ) ; par suite, le topos des faisceaux étales sur
Spec(k) , a groupe d'opérateurs G , est équivalent a la catégorie des en-
sembles sur lesquels T x G opere continfiment, od TL x G est muni de

la topologie produit (G étant caonsidéré comme groupe discret). On en con-
clut tres facilement que si F est un objet abélien dudit topos, i.e. dé-
fini par un groupe abélien M = F(Spec(k)) , sur lequel T x G opére con-

tinGment, alors on a des isomorphismes canoniques

UixG

(5.1) H ¥ (Spec(k),G; F) ~ 1lim BE*(TC, x ¢, M 7))
—_ 1

i
oll TTi =TC /Ui , Ui parcourant un systéme fondamental de sous-groupes
ouverts de U , Lorsque en particulier G est un groupe fini, alors T x G

est encore un groupe pro-fini, et on trouve
% ~ ¥
(5.2) H” (Spec(k),G; F) =2 H  (TUx G, M) ,

ol le deuxiéme membre désigne la cohomologie habituelle du groupe profini

Tx G

. . N i i 5
5.1.2. Dans les cas qui nous occupent, i.e. ot F = ﬁ{ng) , G opére

trivialement sur F , i.e. G opére trivialement sur M (qui s'identifie

donc simplement 2 un module "admissible" sur TU ), Alors on dispose de for-
U.

mules du type KUNNETH, permettant d'exprimer la cohomologie H(TtixG, ML)

en termes, disons, de la cohomologie de ‘T[i et de 1l'homologie de G 2 coef-

ficients entiers, Plus généralement, on trouve de telles formules pour

u¥* (X,G; F) chaque fois que le groupe discret G opére trivialement sur le
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schéma X et sur le faisceau F , cf l._16, p. 1927 . Dans le cas ol les
Hj (G, Z&) sont libres de type fini sur Z , on en déduit par exemple un

isomorphisme (dont la fl&che s'explicite aisément en termes de cup-produits)
(5.3) H* (X,6; F) <~ B¥* (X,F) @, i*@,z) ,

d'ol, par passage & la limite sur les F = f/«.rv@i , des isomorphismes
(5.4) n* 6,00 &L w* (x,rf’i)@zz H* (G, Z) .

L'hypothése qu'on vient de faire sur G est satisfaite en particulier pour
yp q P p

alors l'algeébre de cohomologie de G est donnée par

A ) *
(5.5) u*c,z) ~ A u'@eZ) ~ N¢ ,on ¢=HomGT) .

5.1.3. Notons encore que sous les conditions de validité de (5.3) , l'ho-

momorphisme canonique
H¥(X,6; F) —s H¥* (X,F)

s'interpréte comme la réduction modulo 1'idéal d'augmentation H+(G,Z) de
H* (G,Z) (idéal des éléments de degrés > 0). Par suite, si B est un
fibré vectoriel sur X sur lequel G opere, et si la classe de Chern ordi-
naire de E dans HZi(X,TI(i)) est nulle, cela signifie que la classe de
Chern mixte dans le deuxidme membre de (5.4) se trouve dans

H¥ (X,Tr(i)) ® H+(G,Z) . 11 en est toujours ainsi en particulier lorsque

X est local, par exemple le spectre d'un corps.

- 5.1.4. Lorsqu'on suppose encore les Hi(G,Z) de type fini sur Z , mais
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pas nécessairement libres sur % , les formules précédentes (5.3) , (5.4)
restent vraies si Hy (G) est sans 1 -torsion et si F est un faisceau de
1 -torsion. Lorsque I{*(G) a de la Y -torsion, on trouve encore par passa-
ge 3 la limite dans les suites exactes des coefficients universels de loc,
cit.,, relatives aux coefficients ”& 19 , une suite exacte :

1 ! ®i &1
(5.6) 0 —> P_;_+q=n Ext (Hi—l(G’Z)’HJ(X’TI )) — H“(X,G;TZ )

—_— Hom(Hi(G,‘Z),Hj(X,T1®i))-—-:»0 ,
p+q=n

d'ol en tensorisant sur Z par Q

(5.7) H*(X,G;Qr(i)) & ou* (x,@1®i)® H*,®) ,

Q

ol on a posé pour abréger (et par abus de langage)
* ) £y Y . : " Sy ® ®i
(5.8) B¥(X,6; @, (i) ﬂ(x,c,rrm)ez 1«21 , WX, Q,(1)=H" &, T, )“’21@1 .

La fl&che dans (5.7) est encore celle donnée par cup-produit. On peut
donc dire que l'isomorphisme de KUNNETH (5.4) donné par cup-produit reste
valable en supposant seulement les Hj(G,Zi) de type fini, & condition de
négliger les groupes de torsion i.e. de tensoriser par Q . Avec ce grain
de sel, la remarque faite dans 5.1.3 sur les classes de Chern reste en-

core valable,.

5.2. Comme premiéres propriétés triviales, de nullité resp. de torsion
pour les classes de Chern ! -adiques mixtes, il y a celles liées 2 la 1 -
dimension cohomologique du couple (X,G) . Ainsi, on déduit aussitét de la

suite spectrale (2.2) que 1l'on a
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(5.9 cdl(X,G) & edyX) +edy(@)
d'ol les relations
(5.10) ;@) =0 si 21 >edy(X) +cdy(6) .

. T
Par exemple si G =74 , on trouve que

ci(E)(I) =0 pour 2i > ch(X) +r

De méme, négligeant la partie de torsion de la cohomologie 1 -adique, et
supposant pour simplifier que G opére trivialement sur X , et que les
Hj(G,ZJ) sont de type fini sur %, , pour pouvoir utiliser (5.3) , on

trouve
(5.11) ci(E)(I) de torsion si 2i ch I(X) + ch(G) ,

ol CdQQ(G) est la dimension cohomologique de G relativement aux modules
de coefficients qui sont des (@ -modules, et ol édalr(X) désigne la borne
inférieure des entiers n tels que i> n implique l'existence d'un entier
8 , tel que 1® Hi(X,F) = 0 pour tout faisceau étale de Y -torsion F

sur X ’, donc

CdQI(X) < edy(x) .

On notera que, alors qu'il est tout-a-fait exceptionnel qu'on ait
Cdl(G) <+ 00 (si G est fini, ce n'est jamais le cas si ¥ divise
card(G) !), les groupes discrets les plus importants qu'on rencontre en pra-

tique satisfont bien a

ch(G)<+oo ,

et cette propriété de finitude jouit de propriétés de stabilité agréables
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(notamment par extension de groupes, et passage & un sous-groupe d'indice
fini). A ce titre, la formule (5.11) donne des renseignements effectifs
pour les cas les plus intéressants. Rappelons a ce propos [SGAZ+IX] que

pour un corps k de type fini sur le corps premier P , on a

(5.12) cdl(k) =1 + deg.tr. k/P si car.k = p>0 |,
et
(5.13) cdl(k) = 2 + deg.tr, k/P si car.k =0 ,

sauf pour le cas ot ¥ = 2 et ol la cl8ture algébrique ko de P dans k
n'est pas purement imaginaire (auquel cas la 2 -dimension cohomologique de
k peut &tre infinie) ; mais méme dans ce cas, on voit que l'extension qua-
dratique k' = k(V{ - 1) satisfait a (5.13) , d'ol résulte que (5.13)
reste valable pour k en y remplacant cdl(k) par Cd@}f(k) (les Hi(k,F)

pour i > 2 + deg.tr. k/P étant annulés par 2),

Compte tenu des observations qui précedent, on peut donc dire que
la possibilité de restreindre & k le corps de base d'une représentation
linéaire de G donnée sur une extension K de k , impose des conditions

de la forme

c.(E)(X) de torsion pour 2i > cd 4 (k) + cd__(G)
i QY

@

pour les classes de Chern mixtes dans H™ (spec(X),G, - ) de la représen-
tation, qui imposent donc une minoration sur le degré de transcendance de

k sur le corps premier

(5.14) deg.tr.k/P P 2i - £ - cd p(G)-1,
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ot 1 désigne le plus grand entier tel que ci(E)(I) ne soit pas de
torsion, et & est égal a4 O ou 1 suivant que K est de caractéristique

non nulle ou nulle.

5.3. Il convient cependant de noter que, contrairement & ce qui se
passe dans le cas "géométrique" envisagé au paragraphe précédent, les clas-
ses de Chern mixtes Y -adiques des représentations linéaires de G ne

sont pas nécessairement des classes de torsion, le corps de définition de la
représentation étant un corps k de type fini sur le corps premier. Exami-

nons par exemple le cas de la classe ¢ , associée d'aprés (1.16) 2 un

1

homomorphisme de groupes
f : 6 —> k* |

Pour que la classe de Chern Y -adique ¢ correspondante soit nulle, il

faut et il suffit donc que pour tout entier Y , 1'homomorphisme précé-
Ry

dent soit de la forme ¥ , ol 99 : G — k est un homomorphisme con-

venable, Cela implique en particulier que pour tout g& G , @#(g) est un

élément infiniment ¥ -divisible de k * . Or on vérifie facilement, k é-

tant de type fini sur le corps premier, que les seuls éléments infiniment

1 -divisibles de ¥ sont les racines de l'unité de k d'ardre premier a
! . Par suite,
(5.15) cl(ﬂ)(l) =0 &&—p P(G) est un sous-groupe fini de k* d'or-

dre premier 2 Y ,
et par conséquent

(5.16) cl(ﬁ)(l) de torsion ¢=> #(G) est contenu dans le sous-groupe fini

des racines de l'unité de k .
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On voit donc que si le corps k (extension de type fini du corps premier)
n'est pas un corps fini, il existe toujours des homomorphismes 7 — k¥
dont les classes de Chern ¥ -adiques mixtes ne sont pas des classes de tor-
sion. Ce résultat reste valable si on prend pour k une extension de type
fini non algébrique d'un corps ko quelconque : tout homomorphisme

¢ : G —> k"‘E dont les valeurs ne sont pas contenues dans la cl8ture algé-
brique de ko dans k donne des classes de Chern Y -adiques qui ne sont

pas des classes de torsionm.

5.3.2. Utilisant cet exémple, on trouve facilement, pour n }» 1 donné;
un cas ol cn(E)(Z) n'est pas une classe de torsion, k = kd(tl’ cees tn)
étant une extension transcendante pure de degré n d'un corps arbitraire-
ment donné ko (le corps premier, par exemple, ou un corps algébriquement

clos), et G= Z " . On posera simplement
E =L, +...+L_ ,

ol Li est de rang 1 et donné par la représentation composée

pPr,

G = zn i Z, i kJi

s ¢i(1) =t .

Utilisant 1'isomorphisme (5.4) , on trouve
¢ n ®n n
c, (BX(1) = (5, ...T Jou € H (k,T," IOH (G,Z) ,
ol u est le générateur canonique de u'(c,Z) , et ot
»
(5.17) Ei =q; (§)e Hl(k,’I‘I) ,

q; : Spec(k) ~=» Spec(ko(t)) étant associé a 1'homomorphisme

k(t) —k = ko(tl, cees tn) qui envoie t sur t, , et

i
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e u'(k_(t), T
& o S 4
étant défini par la formule
1 1
(5.18) ¢ (L) = E®u € HA(spec(k (t)),Z;T) MK (k(t ),T)) @K (Z, 7

Ici L désigne le module de la représentation linéaire de rang 1 de Z&
défini par le caractedre Z —» ko(t) envoyant le générateur 1 sur t
Notre assertion que cn(E)(Y) n'est pas une classe de torsion revient donc

a4 dire que 1'élément cup-produit

) n ASn
(5.19) €, ... €,€H (k,Tr )

n'est pas un élément de torsion, ce qui résulte du fait plus précis que le

. v (12
cup-produit correspondant des classes mod. VY est un élément de

W>
Hn(k,#( vgan) d'ordre égal a Y . Ceci se prouve aisément par récurrence
4

sur n , en utilisant le

Lemme 5.3.1, Soient k un corps , K = k(t) une extension pure de degré

de transcendance 1 , n un entier premier & la caractéristique de k ,

e Hl(K,//an) l'image de té& HO(K,GJm) =x* par l'homomorphisme cobord

de la suite exacte de KUMMER relative 3 l'entier n , F un faisceau a-

bélien étale sur Spec(k) , annulé par n . Alors 1'homomorphisme

H' (k,F) ——> H1+1(K,F®#{n) ,

défini par cup-produit avec % , est injectif.

Indiquons seulement le principe de la démonstration du lemme : on
prouve l'assertion analogue, plus forte a priori, ol on remplace K par le

corps des séries formelles k((t)) . Or cette derniére assertion se prouve
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aisément par les calculs locaux explicites [g, X n° 2] .

5.4, Remarquons que dans 1'exemple précédent d'une classe de Chern [ -
adique Cn(E)(I) qui n'est pas de torsion, il n'aurait pas été possible de
n m
remplacer le groupe G = 24 par un groupe 7, avec m< n , De facgon

précise, supposons que G soit un groupe abélien de type fini sur 2% ,
de rang n , et considérons le module E d'une représentation linéaire de

G définie sur un corps k . Alors on a
(5.20) ci(E)(l) de torsion pour i n = rang G

En effet, lorsqu'on suppose tout d'abord que E admet une suite
de composition dont les quotients Ej sont de rang 1 , la formule d'addi-
tivité des classes de Chern montre que ci(E) est une somme de produits
de i facteurs de la forme cl(Ej) ; d'autre part, comme on a remarqué
dans 5,1.3 , les Cl(Ej) sont dans H* (k,Tl)éb H+(G,2Z) . Notant par
(5.5) que 1'idéal H+(G,¢Q) de H¥ (G,®) est de puissance (n+l).&me
nulle (et il en est de méme de H+(G,ZZ) , si G est sans torsion), on
conclut (5,20) dans ce cas. On trouve méme ci(E)(l) =0 pour iSnmn ,
lorsqu'on suppose G sans torsion, ce qui constitue alors une condition
cohomologique nécessaire pour la possibilité de trouver une filtration de
E a facteurs de rang 1 , plus généralement pour pouvoir écrire E dans
1'anneau de représentations Rk(G) comme une somme de représentations de

rang 1

Dans le cas général, on note que G étant commutatif, il existe
nécessairement une extension finie k' de k au-dessus de laquelle 1l'hy-
pothése précédente de dévissage soit réalisée. Or pour une telle extension,

1'argument de trace habituel nous montre que les homomorphismes
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H* (k,6; F) — H¥ (k',G; F)

sont injectifs modulo éléments annulés par [k':k] . Cela nous raméne donc

au cas déja traité.
Le méme argument essentiellement permet de montrer ceci

Proposition 5.5. Soient G un groupe discret tel que les Hi(G,ZZ) soient

de type fini sur Z , et tel que ch(G) =d {+ 00 , Soit E le module

d'une représentation linéaire de G sur un corps k . Supposons qu'il

existe une extension finie k' de k telle que E Qbkk' admette une suite

de composition de longueur s . Soient r,»y r, > ... 2 g les rangs des

1 2

facteurs de cette suite de composition, écrits par ordre de grandeur décrois-

sante. §oit
(5.21) r=r. +...+r

(ot on convient que r, = 0 pour 1> s) . Alors pour tout nombre premier

1 distinct de la caractéristique de k , on a

(5.22) c;(E)(1) de torsion pour i >r .

Cet énoncé est de toutes facons trivial si d > 5 puisqu;alors
ona r = rang E , Lorsque d ( s , cet énoncé donne par contre une condi-
tion nécessaire non triviale, en termes des classes de Chern ¥ -adiques
mixtes, pour pouvoir obtenir une filtration de E du type indiqué, aprés
extension finie du corps de base, On remarquera que dans le cas ot le groupe
G est a engendrement fini, cette derni2re hypothadse est en fait une condi-
tion "purement géométrique", qu'il suffira d'exprimer pour la représentation

correspondante sur n'importe quelle extension algébriquement close k' de
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k (comme on voit par des arguments standards bien connus EEGA v 9.i_l ).

Pour la démonstration de 5.5 , on se raméne comme ci-dessus au cas

ot k = k' de sorte que c,(E) s'écrit comme une somme de termes de la
s q i

forme cil(El) ciS(Es) , ot les iy sont des entiers » O de somme
égale a 1 . Or cela exige évidemment que le nombre des ¢ tels que
iy #0 soit >d (s'il était ¢ d , la somme serait (r = ooty

ce qui, en vertu de 5.7 et de la remarque 5.1.3 implique que le produit

des ¢, (Eo() est nul modulo torsion.
Ix

5.6. Supposons que nous disposions d'une formule de KUNNETH du type

(5.4) (par exemple G = Z5) ou (5.7) . Supposons de plus qu'on ait
(5.23) HO(X,TIG’ H=o pour tout i >1 ,

ce qui est le cas, rappelons-le, chaque fois que X est de type fini sur

Spec(Z) ou sur un corps premier. Alors on aura donc
¢ i + ® i .
(5.24) B* (X617, > wx,T, 1)@ZH*(G,7L) Gyl ,

(resp. la relation analogue avec les coefficients Q,(i) ,Q}). Posons de
1

plus

d= cdi(X) resp, d = CdQI(X) .

Alors on conclut que le produit de m$ d éléments dans le H+ de (5.24)

est nul, donc le produit de m» d classes de Chern ci(mi) iy 1D ,

dans les HZI(X,G;TIGD i

) resp. dans les HZi(X,G;QI(i)) , est nul, Cela
permet de répéter les arguments de 5.4 sous forme symétrique, On obtient

en particulier :

v,
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Proposition 5.7, L'énoncé 5.5 reste valable lorsqu'on remplace 1'hypo-

thése CddQ(G) < + 00 par celle que k est de type fini sur le corps pre-

mier, et qu'on désigne par d 1l'entier cd(Q (k) , égal a3 ¢ + deg.tr.k/P
Y

ol €=1 si k est decar. p>»0 , € =2 si k est de caractéris-

tique nulle,

Si les hypothéses de 5.5 et 5.7 sont .réalisées simultanément,

on pourra donc prendre

d = Inf(ch(G) s chI(k)) .

5.8. Dans le présent paragraphe, nous avons '"pour fixer les idées" tra-
vaille surtout sur un corps de base, Signalons cependant qu'il y aura gé-
néralement intér&t a travailler plutdt sur des anneaux de base, tels par
exemple que les anneaux d'entiers des corps de nombres, Rappelons 2 ce pro-
pos que toute représentation linéaire d'un groupe fini G peut se définir
sur un corps de nombres k , extension finie de @ (et méme sur une ex-
tension cyclotomique de @ ), et méme sur l'anneau des entiers A de k
(bien qu'en général la connaissance de la représentation sur k ne déter-
mine pas enti2rement, méme & isomorphisme prés, la représentation sur A),
On notera cependant que lorsqu'une représentation est donnée sur un anneau
A , pour définir ses classes de Chern Y -adiques mixtes, il faut commencer

par remplacer A par l'anneau localisé
" = ry~L-
A = AT,

pour obtenir un anneau dont les caractéristiques résiduelles soient premidres

a Y . On trouve alors des
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®@i

ci(E®AA')(Y)€ HZi(Spec(A'),G; Ty ) .

L'avantage a priori de ces classes sur celles ol on remplacerait
A' (supposé intégre) par son corps des fractions, c'est qu'elles fournis-
sent évidemment des invariants plus fins, par lesquels (pour Y variable)
on peut éventuellement espérer distinguer entre les différentes fagons de
réduire & A 1'anneau de base de la représentation, initialement donnée
sur le corps des fractions, Comme autre avantage, signalons que les corps
globaux les plus courants (tels que Q » ou les corps de fonctions) ont
généralement une cohomologie galoisienne immense, contrairement aux anneaux
(tels que A , ou des sous-anneaux affines des corps de fonctions) qui

leur donnent naissance, et qui fourniront le plus souvent des modules de type

fini sur ZZY comme groupes de cohomologie Y -adiques mixtes ol les clas-
ses de Chern mixtes prennentﬁleur valeur. Il en est en particulier ainsi
lorsque les groupes d'homologie entidre de G sont de type fini, et que
1'on travaille sur un ouvert d'un Spec(A) , ol A est 1l'anneau des en-
tiers d'un corps de nombres, Pour une étude arithmétique plus poussée de ces
classes de Chern, il faudrait au préalable avoir une bonne connaissance des
groupes de cohomologie de tels ouverts, & coefficients dans les faisceaux
1 -adiques de TATE T1<x>i . I1 ne semble pas d'ailleurs que ces groupes de

cohomologie aient été déterminés, a l'heure ol ces lignes sont écrites,

§ 6. Cas des cohomologies de HODGE et de DE RHAM,

6.1. Soit X un schéma sur un autre., On lui associe canoniquement

un complexe des formes différentielles relatives de X sur S
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/\ 1

=N

(6.1) == X/s —Xx/s

o L) ;/S est le faisceau conormal a3 la diagonale de XxSX s, l'opérateur

différentiel &tant la "différentielle extérieure" habituelle [FGA v 16] .

Nous appellerons ce complexe le complexe de DE RHAM de X par rapport a S ,

et son hypercohomologie

* * *
6.2) Hp (X/8) = [H (x,_gx/s)

est appelée la cohomologie de DE RHAM de X sur S , Il est parfois commode

de considérer également le complexe de HODGE de X sur S , qui a méme fais-

ceau gradué sous-jacent que le complexe de DE RHAM, mais dont l'opérateur

différentiel est nul. L'hypercohomologie de ce complexe

* = q P
(6.3) Hyygg(X/S) S~ ulx, L2 /s
. P>4
sera appelée cohomologie de HODGE de X sur S . On notera que c'est un

groupe non seulement gradué, mais bigradué de fagon naturelle., Les relations
entre ces deux espi&ces de cohomologie sont exprimées par la suite spectrale

d'hypercohomologie de (6.2)

¥ Psq - P4 g | p
(6.4) Hpp (X/8) &= Ej —HHdg(x/s) HI(X, 'Qx/s) .

Ainsi, le groupe gradué H;k(X/S) est muni d'une filtration naturelle, qui

"remplace" la bigraduation qui lui fait défaut.

*
La structure multiplicative habituelle de :gles définit sur

H;%(X/S) et H;;g(X/S) des structures d'anneau gradué filtré resp. d'anneau

bigradué ; ces anneaux sont anticommutatifs.

Notons que les anneaux de cohomologie (gradués filtrés resp. bi-
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* * . .
gradués) HDR(X/S) et HHdg(X/S) ont le caractdre contravariant habituel
par rapport au schéma relatif X/S , relatif a des carrés commutatifs, -

caractére fonctoriel qu'on utilisera sans autre mention.

Rappelons enfin [20] que lorsque S est le spectre du corps des
complexes, et que X est lisse sur S (donc si X est une variété algé-
brique non singulidre sur le corps des complexes), la cohomologie de DE
RHAM H;;(X/S) est canoniquement isomorphe & la cohomologie complexe ordi-

naire de 1l'espace analytique X associé a X .

6.2. Supposons maintenant qu'on ait un Module inversible L oser x s

d'oll un élément
.1 *
(6.5) W EH (x,(Dx )y,

classe de ce faisceau 3 isomorphisme prés, Utilisant 1'homomorphisme "déri-

vée logarithmique"

(6.6) £ avy D(E) = af/f : O — Zl(g‘;)c_ __Q}l( ,
(ol Z* désigne le faisceau des i -cocycles), on trouve un élément

- 41,1 1 1
6.7) D(Y) = cl(ll) 3 HHdg(X/S) =H (x,,ﬁ_lx/s) ,

de degré total deux dans la cohomologie de HODGE. De méme, travaillant en

théorie de DE RHAM, et utilisant 1'homomorphisme canonique
i i 1, % 1y 141 W
gt e, Z () — H M, Oy
-
valable pour tout complexe de faisceaux 4:; sur X , on trouve un élément

(6.8) e, (L) = ¢g'p () € u (x/s)
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Les éléments (6.7) et (6.8) sont appelés respectivement la pre-

miére classe de Chern de U.\ au sens HODGE, et au sens DE RHAM, Dans cette

construction, nous avions sous-entendu un préschéma de base S en dessous
de X , alors que [L est donné sur X , On notera que l'invariant.le

plus fin sera obtenu en prenant S = Spec(Z) .

Bien entendu, nous avons obtenu ainsi deux homomorphismes

(6.9) Pic(X) = H1<x,®;) —-,Hﬁdg(x/s) et Pic(X) —» H§R<x/s> .

Ces homomorphismes sont fonctoriels par rapport au schéma relatif X/S ,

comme on constate aussitdt.

6.3, Supposons maintenant qu'on ait un Moduel localement libre B de
rang r sur X , Désignons pour simplifier par n¥ (x/s) 1a cohomologie
de DE RHAM ou de HODGE de X , étant entendu qu'on travaillera pour le mo-
ment dans l'une ou l'autre théorie exclusivement. Désignons encore, comme

aux paragraphes 1 et 2, par
P =p(E)
le fibré projectif défini par {F , et considérons 1'homomorphisme d'anneaux
B*(x) — 5@

qui permet de regarder H*(P) comme un module 2 gauche (disons) sur H*(X) .

Soit encore
- 2
g =c (0 aner’w

défini par (6.8) resp. (6.7) , avec [L = (DP(l) , X remplacé par P

Le résultat clef (non trivial), démontré par ILLUSIE E24] , est
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(6.10) Les gi (0 gi ¢r-1) forment une base de u* (p) sur H*(X)

. LS e r M PP — L
Ceci permettra done—d'exprimer ¥~ comme combinaison linéaire des &

pour 0 i ¢ r-1 , et de définir des classes
(6.11) e, (B) € u?x/s)

par la formule habituelle
(6.12) > c(BygTt-o
O0gigr

Bien que nous ne l'ayons pas vérifié en détail, il n'y a gudre de
doute (et nous admettrons) que le formalisme habituel (2.3) des classes de
Chern, exprimé par la caractérisation axiomatique bien connue de HIRZEBRUCH,
reste valable dans le contexte DE RHAM et HODGE. Pour ce point et une théorie
plus détaillée de ces classes, ainsi que leur généralisation aux classes ca-
ractéristiques style HODGE et DE RHAM de schémas en groupes autres que gl(r) ,

nous renvoyons & l'exposé systématique [}5] .

Ici encore, le préschéma de base S sous X était sous-entendu.
On trouve les classes de Chern les plus fines en faisant S = Spec('Z)

celles pour un S quelconque s'en déduiront par 1'homomorphisme canonique
¥ 3
(6.13) H (X/Spec(Z)) — H (X/S8) .

Mais il n'y a pas lieu de négliger le cas oli S est une base quelconque, si
on désire utiliser les classes de Chern pour le calcul de la structure d'un

anneau de cohomologie H* (P/s) d'un fibré projectif P associé & un Modu-
le localement libre sur S , en termes de l'anneau H*(X/S) et des classes

de Chern de [E , en utilisant (6.10) a (6.12) .
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6.4, Disons quelques mots sur les relations entre les diverses défini-
tions de classes de Chern dont on dispose (transcendante, ! -adique, DE
RHAM, HODGE). Pour la relation des classes transcendantes avec les classes

1 -adiques, cf § 1.8 et § 3. Lorsque X est lisse sur S = Spec(&) , on
trouve de méme la compatibilité de la définition style DE RHAM avec la défi-

nition transcendante, compte tenu de 1'homomorphisme
@: 1* @@, 7)) — ¥, Q) ~ H.D;(X/ o .

De fagon précise, on trouve :

1 DR
—_— c  (
(2iT)P P

(6.14) ¢ (cZ(®) = E)

Pour le voir, on est ramené, grice & la caractérisation axiomatique, au cas
d'un Module inversible, ol le résultat est facile [}, Prop. 12] . Enfin, mo-
dulo vérification (sans doute sur le méme principe) qui, on 1l'espére, figurera
dans [15] (#*) , les relations entre les classes de Chern style DE RHAM et
style HODGE doivent pouvoir s'exprimer de la fagon suivante, en termes de la

suite spectrale (6.4) qui les relie : la classe de Chern cI(Ei) style

HODGE est un cocycle universel dans la suite spectrale, donc définit un élé-

ment de degré total 2i , degré filtrant i dans Egqge ; d'autre part, la

classe ci((E) style DE RHAM est de filtration )i , et réduite modulo fil-

tration i+l devient égale a l'élément du Eq défini par la classe de

Chern style HODGE. Comparer avec l'énoncé analogue de ATIYAH-HIRZEBRUCH tS]

sur la classe de cohomologie associé a un cycle analytique d'une variété ana-

lytique complexe, et 1'élément du K(X) topologique associé,

6.5. Arrivé a ce point, il convient de signaler que tous les développe-

ments précédents gardent un sens dans le contexte général des topos annelés,

(*) et probablement dans [24] en atendant.
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adopté au paragraphe 1 ; inutile d'ailleurs ici de remplacer le topos donné
par le topos étale associé. Ces développements s'appliquent en particulier
encore dans le cas envisagé au § 2 d'un groupe discret G opérant sur un
espace annelé, et plus spécifiquement, sur un préschéma X . Dans ce der-
nier cas, la théorie peut se développer sans utiliser explicitement la théo-
rie des schémas relatifs sur des topos annelés, et sans transposer a ce cas
les calculs de ILLUSIE écrits provisoirement dans le cadre des schémas or-
dinaires : il suffira en effet de procéder comme au n° 2 pour constater que
le "résultat clef" de 6.3 reste valable encore pour l'hypercohomologie de
DE RHAM ou de HODGE mixte, faisant intervenir le groupe d'opérateurs. On
trouve ainsi des classes de Chern, pour un Module localement libre E  sur

X , a groupe d'opérateurs G

—31 o2l n*
(6.15) c,(B) € H(X/s, 6) =W (X,6; Dy ,)
resp.
ii culy e i
(6.16) c,(E) € HHdg(X/S, ¢) =nx,c 2 /s

Il est entendu ici que G opére sur X par S -automorphismes ; on pourra
par exemple toujours prendre S = Spec(Z) . Sur X , on garde la topologie

de ZARISKI.

Lorsque X , au lieu d'@tre un schéma, est un espace analytique
complexe, on retrouve comme cas particulier de la définition générale une va-
riante différentielle analytique complexe des classes de Chern, qui est es-
sentiellement connue dans le cas "HODGE" et pour X 1lisse [Q] ; dans le cas
X analytique réelle ou variété c® par contre, G = e , la variante

HODGE n'offre plus d'intér8t, puisque les 1&;(X) = Hl(X,éz:;) = 0 pour
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i > 0 (en prenant comme faisceau de différentielles les faisceaux habi-
tuels, qui sont des quotients du faisceau des différentielles défini & la
KAHLER par voie purement algébrique). Quant au cas "DE RHAM", il redonne
essentiellement dans ce cas (via 1l'isomorphisme de DE RHAM de la cohomologie
complexe ordinaire et la cohomologie de DE RHAM) les classes de Chern trans-

cendantes ordinaires, mais considérées comme étant 3 coefficients complexes.

6.6, En particulier, si G est un groupe discret, et E 1le module
d'une représentation linéaire de rang fini de G sur un anneau A , les
considérations de 6.5 nous fournissent des classes de Chern style DE RHAM

et style HODGE

, 4
(6.15 bis) c (EB>e H ZI(G"QA/%) ,
resp.
(6.16 bis) c,(B) e Hi(c,ﬂi )
i ==A/7
Lorsque A est un corps k , le complexe resp. groupe de coefficients ne

change pas, quand on remplace 1'anneau de base "ZZ , par rapport auquel on

prend les différentielles, par le corps premier P contenu dans k , ou

méme par la cl8ture algébrique k0 de P dans K ; lorsque k
est de caractéristique p > O , on peut méme remplacer ko par le corps
plus grand k, = P(kP)

1

Lorsque l'on a

1 -
-é:Z‘A/gZ =0

ce qui est le cas par exemple lorsque A est un corps parfait de caractéris-

tique p > 0 , ou une extension algébrique de Gl , ou l'anneau Z, ou un
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localisé de Z , alors le complexe de DE RHAM est réduit 2 sa composaﬁte

A de degré zéro, Par suite les groupes de cohomologie de HODGE

Hi(G,fgzi/s) sont nuls pour i 0 , donc aussi les classes de Chern ci(E)
correspondantes (style HODGE), Quant 2 la cohomologie de DE RHAM, elle est
isomorphe a n¥ (G,A) , donc n'est pas triviale en général. Cependant, ad-
mettant 1l'assertion de 6.4 suivant laquelle ci(iE) style DE RHAM est de
filtration i , et notant qu'ici Filtj_ngR(A/ZZ,G) = 0 pour tout j ,
on trouve que dans ce cas, les classes de Chern style DE RHAM sont également
nulles. En particulier, on voit que lorsque A = k est un corps algébrique-

ment clos, la théorie des classes de Chern, style HODGE ou DE RHAM, est vide

si k est de caractéristique p> 0

6.7. Il n'en est plus de méme si k est un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle non algébrique sur QR , par exemple le corps  ,
ou un corps non parfait, Considérons par exemple une représentation linéaire

de degré 1, donnée par un caractére
p : 66— k ,

alors la classe de Chern style HODGE

(6.17) ¢ (B) = c () € w2l(k/p,6) 2 Hom(c, Q2] )

) 1 1 HHdg i *=x/p’ ?

s'identifie par définition a 1'homomorphisme

(6.18) u:c— Q! donné par u(g) = dg(g)/f(g)
—k/P ’

od d P(g) désigne la différentielle absolue (i.e. par rapport au corps pre-

mier P) de ¢(g) . Par suite, on a

(6.19) c (E) =0 &> d ¢§(g) = 0 pour tout g€ G ;
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lorsque k est de caractéristique nulle, cela signifie que ﬂ(g) est

algébrique sur le corps premier ({Q pour tout g € G , donc que § est

"définie sur @ ". Lorsque k est de car. p> 0 , cela signifie que

pour tout g€ G , on a @(g) e kP, donc que # est "définie sur kPr,
, Fe) 1 : . , s

Si donc 2L /p #0 , i.e. k non parfait ou k extension non algébrique

e @& , on peut toujours trouver des représentations de rang 1 de G = Z

sur k , dont le ¢ style HODGE soit # O . D'ailleurs, la suite spec-

1

trale standard montre que chaque fois que le ¢ style HODGE est non nul,

1

(G opérant trivialement sur le corps k) il en est de meme du c. style DE RHAM,

i
son image dans Eigl (cf. 6.4) étant non nulle. (Utiliser le fait que la relation
%¥= dx pour deux éléments d'une extension de corps k/P implique dx=0, dy=0,

fait qui se vérifie sans difficulté),.

Procédant comme dans 5.3.2 , on en conclut également des exem-
ples de classes de Chern ci(E) , style HODGE ou DE RHAM, qui ne sont pas
nulles, pour i donné, tant dans le cas d'un corps de base de type fini sur
le corps premier, que dans le cas d'une extension de type fini d'un corps
arbitrairement donné ko (auquel cas on peut prendre aussi le complexe des
différentielles relatives a ko comme complexe de coefficients). Lorsque
l'on est en caractéristique nulle, on voit aisément qu'une classe non nulle
reste non nulle aprés toute extension k' du corps k (fait valable plus
généralement chaque fois qu'on a une extension séparable d'un corps k ), de
sorte qu'on peut alors dans l'exemple précédent remplacer k par une exten-
sion algébriquement close, par exemple par le corps des complexes, On voit

donc que la théorie des classes de Chern DE RHAM ou HODGE "arithmétique",

pour les représentations complexes des groupes discrets, n'est pas du tout

triviale ; contrairement 2 ce que nous avons vu dans le paragraphe 4 dans le

cas de la théorie 1 -adique, on trouve méme des classes de Chern dans des
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groupes d'hypercohomologie qui sont des espaces vectoriels sur Q (en fait,

méme sur @€ en l'occurence), i.e. les classes non nulles de tous degrés

que nous rencontrons sont également des classes qui ne sont pas de torsion.

6.8. La raison de cette différence, en apparence peu naturelle, avec

la théorie Y -adique, c'est que les classes de Chern Y -adiques qui ont
vraiment un caractdre "arithmétique" sont celles qui se définissent sur des
corps de base de type fini (auquel on peut toujours réduire la représenta-
tion donnée lorsque G est 3 engendrement fini). Dans ce cas, nous avons

vu que les classes de Chern Y -adiques donnent également des invariants
généralement non triviaux dans des espaces de cohomologie qui sont des vec-
toriels sur ¢21 , donc des invariants qui ne sont pas de torsion. On no-
tera que ces invariants ne se détruisent alors pas non plus par passage 2
une extension du corps de base k , tant qu'on reste dans les corps de type

fini au sens absolu.

I1 n'emp&che que lorsqu'on travaille sur le corps premier () lui-

méme, et qu'on se borne 3 la considération des ¢ , il se peut que les c

1 1

! -adiques ne soient pas des classes de torsion (cf (5.16)) , alors que les
classes de Chern style HODGE ou DE RHAM sont nulles . Il est possible que
cette anomalie puisse &tre exorcisée en travaillant avec une théorie cohomo-
logique plus fine que la théorie de DE RHAM, dont la définition reste 2 trou-
ver, théorie qui fournirait des groupes de cohomologie s'envoyant dans la
cohomologie de DE RHAM. C'est dans cette direction, inaugurée par les travaux
de MONSKY et WASHNITZER [35] , qu'il convient également de chercher une théo-

rie raisonnable des "classes de Chern p -adiques" pour une représentation

linéaire de G définie sur un corps k parfait de caractéristique p >-O ).

Si W(k) est l'anneau des vecteurs de WITT construit sur k , ces classes

(*) Pour les principes généraux qui devraient permettre une telle définitionm,
voir dans ce méme volume, A. GROTHENDIECK, Crystals and De Rham Cohomology
of algebraic schemes, 7.4,
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de Chern devraient &tre des
(6.20) c,(E) e 2iewmw))  (h.

6.9. Restant d'autre part dans le cadre de la cohomologie de. DE RHAM
ou de HODGE, on peut noter que l'on a des résultats de nullité analogues
a ceux du paragraphe 5. Ainsi, on trouve aisément (par considération de la

filtration de la cohomologie de DE RHAM, et en utilisant 6.4), que

(6.21) =0 pour i>n implique ci(E) =0 pour isn ,

i
—=X/s
les classes de Chern étant prises dans la cohomologie de DE RHAM ou de HODGE
relativement 3 S ., Ceci impose donc des restrictions, en particulier, a
la possibilité de restreindre a un sous-corps ko le corps de base d'une
représentation linéaire donnée sur un corps k , en se rappelant que dans
le premier membre de 1'implication (6.21) on peut prendre pour n le de-
gré de transcendance de k, sur le corps premier. Cette majoration (6.21)
est plus simple que celle obtenue dans 5.2 , en ce qu'elle ne fait pas in-

tervenir la dimension cohomologique de G lui-méme.

Comme dans 5.1 (et sans les ennuis techniques de passage a la
limite), on trouve pour la cohomologie de HODGE ou de DE RHAM mixte des for-
mules du type KUNNETH comme (5.3) , pourvu que G opére trivialement sur
X . Cela permet de formuler également pour les classes de Chern style HODGE
ou DE RHAM les résultats de 5,5 et 5.6 . Nous en laissons le détail au

lecteur,

6.10, Nous avons surtout envisagé ici le cas d'un corps de base, mais

comme nous avons déja mentionné dans 5.8 , il y aura sans doute avantage

(#) Du moims si les Hn(G,Lbl) sont finis'(sinon, il convient de remplacer le
deuxidme m?mb?e de (6.20) par £39.H21(G,W(k)/pVW(k))). Notons qu'on devra
avoir (G-pl)cl=0, ot O provient’he 1'automorphisme de frobenius de W(k), d'od
il résulte que les ci sont de torsion. Par ailleurs, on devra avoir c1=0,

sauf peuté&tre pour p=2.
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souvent & travailler sur des anneaux de base plus. généraux. Signalons & ce
propos que si A est l'anneau des entiers d'une extension finie k de Q

distincte de @& , on a

i

(6.22) Ly

.. . 1
=0 pour iy 2 , mais Tg}A/Z 0 |,

est un A -module localement

1
== Al 7

monogeéne, fait élémentaire bien connu [?6, p. 68 Prop. 14] , le deuxieéme

la premigre relation signifiant que 0

étant une reformulation du théoreme de MINKOWSKI [29, pP. 78] d'aprés lequel
toute extension algébrique finie k de (Q de degré > 1 est "ramifiée
sur @ " i.e. donne un anneau d'entiers A qui est ramifié sur Z . Il
s'ensuit que pour des représentations linéaires définies sur A , les

Ci(E) sont nuls pour 13> 2 (6.21) , mais qu'en général il pourra exister
(méme si G est fini) des représentations de rang 1 dont le c est non
nul, Prenant par exemple pour k 1le corps cyclotomique des racines pn.émes
de 1'unité, on sait que l'anneau des entiers A est engendré par une racine
primitive de l'unité, ce qui implique que pour une telle racine g ,ona
<ig'# O . Par suite, la représentation linéaire identique du groupe

¢~ Z/p"Z des racines p".2mes de 1'unité dans A , représentation

définie sur A , a un c;, qui est non nul en vertu de (6.19)

1

6.11, Pour terminer, signalons que la construction de ATIYAH [37] des
classes de Chern style HODGE en géométrie analytique peut se transporter

sans difficulté au cas général envisagé dans le présent paragraphe, et donne
une construction de ces classes qui est indépendante de la théorie cohomolo-
gique style HODGE des fibrés projectifs. Renvoyant 2 [}5] pour le détail de
la construction, et la comparaison avec la définition précédente, contentons-

nous de signaler que pour définir la "classe de ATIYAH"
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(6.23) c(®) €1 (X, End(E) ® Q,lt,s

du Module localement libre , donnant naissance aux classes de Chern en

prenant les puissances

(6.24) @ e nlx, sym (End(lE))@QX/S

et utilisant 1'homomorphisme

(6.25) ¢, : syn”(End(B)) — Oy

défini par le "i.2me coefficient du polynSme caractéristique", il convient
d'utiliser le fibré cotangent du fibré principal P associé 2 E , de
groupe structural Gl(r) (r = rang(JE)) , plutdt que le fibré tangent com-
me il est d'usage. L'extension de ATIYAH, définie par descente &3 X du fais-
ceau des 1 -différentielles relatives de P/S (faisceau sur lequel en effet

Gl(r) opere) est alors une extension
al -
(6.26) 0 — Lo — Ati([B) — End(B) — o0 ,

dont ¢(E) est la classe, (Ce sont les splittages de l'extension (6.26)
qu'il convient de désigner sous le nom de "connexions sur {E\ relativement

a s"), pour simplifier les notations, nous n'avons pas écrit de groupe dis-
cret d'opérateurs dans la situation ; c'est d'ailleurs inutile lorsque l'on
convient de travailler encore sur un topos localement annelé quelconque, com-

me il serait encore loisible (%),

§ 7. Appendice : Généralisation d'un résultat de J, MILNOR.

Nous allons ici prouver le théorame suivant, que nous avions signa-

(*) Pour une généralisation de cette construction au cas ol E est un complexe
"parfait", et divers compléments, cf. [24].

-
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1é dans 0.9

Théordme 7.1, Soient G le groupe des points rationnels sur € d'un grou-

pe algébrique sur le corps € des complexes, " un groupe discret,

u: [ —> ¢ un homomorphisme, d'ol un morphisme sur les espaces classifiants
: P s P

Bu : Br, — BG (G étant muni de sa topologie habituelle, en faisant un

groupe de Lie complexe), Alors pour tout corps de coefficients k de carac-

téristique nulle, 1'homomorphisme correspondant

i i
H (BG,k) —>H (13r| k)

est nul pour i >0 ,

Bien entendu, le point de vue adopté dans cet énoncé étant le point
de vue homotopique, les groupes de cohomologie envisagés sont les groupes de

cohomologie singulidre, Il est immédiat que 7.1 équivaut au

Corollaire 7.2. Soient X un espace topologique connexe ponctué,

g : Ttl(X) —>G un homomorphisme (oli G est comme dans 7.1 ), d'od un fi-

bré associé principal P sur X , de groupe G . Alors les classes carac-

téristiques de P en dimensions >» O , a coefficients dans un corps k de

caractéristique nulle, sont nulles.

I1 suffit d'ailleurs de vérifier 7.2 lorsque X y est un polyaddre
fini, compte tenu de la définition de la cohomologie singulidre. Dans le cas

ol X est une variété différentiable, 7.2 peut aussi se reformuler ainsi

(cf [3, Prop. 147)

Corollaire 7.3. Soient X wune variété différentiable, P wun fibré princi-

pal sur X A& groupe structural G , muni d'une connexion intégrable inva-
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riante par G . Alors les classes caractéristiques de P en dimensions

> 0 , a coefficients dans un corps k de caractéristique nulle, sont

nulles,

On notera que dans 7.2 et 7.3 , lorsque l'homologie singulidre
entidre de X est de type fini sur 7. en toute dimension, alors la con-
clusion énoncée équivaut encore & dire que les classes caractéristiques en-
tieéres de P , en dimensions > O , sont des classes de torsion. Cette con-
clusion peut tomber en défaut lorsqu'on abandonne 1l'hypothése de finitude

faite, cf. 4,12 b).

La démonstration de 7.1 se fera en plusieurs pas.

a) Cas o G est connexe et réductif, C'est le cas traité par

J. MILNOR [32, Th. 3] , dont nous rappelons la démonstration. On prouve le
résultat sous la forme 7.2 , en supposant X un pblyédre fini, Alors X

se plonge dans un espacé R"™ , et comme il est bien connu, X est alors
rétracte par déformation d'un voisinage ouvert convenable dans R "™ . cela
nous raméne alors au cas ol X est une variété différentiable, donc & prou-
ver 7.3 ., Or dans ce cas, ‘G étant complexe réductif, un théoréme bien con-
nu de A, WEIL [9] nous apprend comment calculer les classes éaractéristiques
& coefficients complexes de P en termes du tenseur courbure d'une connexion
de P , en lui appliquant les polyndmes invariants (par l'action adjointe)
sur l'algébre de Lie de G . Lorsqu'il existe une connexion intégrable, i.e,

a tenseur courbure nul, cela implique la conclusion de 7.3 .

On notera que le théorzme de A, WEIL cité est énoncé le plus souvent
pour un groupe structural de Lie connexe et compact (c'est pourquoi, sans dou-

te, MILNOR n'énonce son résultat que pour un tel C). Mais gr8ce a la théorie
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du groupe complexe associé a un groupe de Lie compact [10, Chap. VI] , ce
résultat s'étend aussitdt au cas d'un groupe de Lie complexe réductif connexe
(la connexion étant d'ailleurs également superflue, en fait), D'autre part,
KAMBER [2@] annonce une démonstration purement topologique du résultat de

MILNOR.

b) Cas G connexe commutatif. Alors le résultat 7.1 est valable

sans supposer G algébrique ni méme complexe, En effet, on aura alors un

isomorphisme de groupes topologiques

ce qui nous raméne aussitdt au cas ot G est lui-méme égal a b , le tore
. . . L £ N P * .
réel de dimension 1, ou si on préfére, a son complexifié @~ . Mais ce der-

nier est un groupe complexe réductif, et on est donc dans le cas a) .

¢) Invariance du probléme par passage de G 2 la composante neutre

o < s . 5 . . .
G , ou de G supposé connexe 3 un groupe isogéne. La premiére réduction

provient du fait que 1l'homomorphisme
H '*(BG,k) —> H*(B0,k)

est injectif lorsque k est de caractéristique nulle (car G/Go est un grou-
pe fini ; 1'image du premier membre est alors le sous-espace des invariants
sous G/G° dans le second membre)., La deuxiéme provient du fait bien connu
qu'ung isogénie de groupes de Lie induit un isomorphisme de la cohomologie des

classifiants, 3 coefficients dans un corps k de caractéristique nulle.

d) Cas général. Il résulte aussit8t des points précédents, combiné
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au lemme suivant de la théorie des groupes algébriques

Lemme 7.4. Soit G un schéma en groupes algébrique lisse et connexe sur un

corps parfait, Il existe alors un sous-groupe invariant U , lisse connexe

unipotent (donc isomorphe comme schéma i l'espace affine de méme dimension),

et une isogénie

G/U —H xH, ,

avec H1 commutatif, et H2 semi-simple.

On notera que lorsque K est le corps @ des complexes, alors le
groupe de Lie complexe U(L) est homéomorphe 2 dLn , donc 1'homomorphisme
G —> G/U induit un homotopisme sur les espaces classifiants correspondants,
ce qui nous raméne, pour démontrer 7.1 pour G , 3 le démontrer pour G/U ,

ou encore pour H; et pour H, , justiciables de b) et a) ci-dessus,

Pour &tre complet, donnons une démonstration de 7.4 & coups de
références. D'aprés le théor2me de structure fondamental de CHEVALLEY, on a

une suite exacte
l 5L —G—A-—>1 |,

avec A une variété abélienne, et L un groupe algébrique lisse connexe et

affine, On prend pour U le radical unipotent [11] de L , c'est un sous-

groupe caractéristique de L donc invariant dans G , et il est lisse con-

nexe unipotent. Alors G' = G/U est une extension de la variété abélienne A
par le groupe L' = L/U , qui est réductif, On sait qu'il existe une isogénie

L' —Tx1L s
o

avec T wun tore, et L0 un groupe semi-simple 3 centre nul. Il suffit donc
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de prouver que l'extension G" de A par TxLo déduite de G' peut se
mettre sous la forme d'un produit H1 X H2 comme ci-dessus. Or soit Z le
centre de G" . On sait, comme conséquence immédiate de [ﬁB, XII 6.1 et
VIB 11.9] , que le morphisme Z —» A est surjectif, donc un épimorphisme,
donc 1l'extension G" de A par TxL0 est définie par l'extension Z de
A par 2 f\(TxLo) . Ce dernier groupe, étant contenu dans 1é centre de
TxLo , qui est T , est contenu dans T , de sorte que l'extension G"
apparalt comme le produit d'une extension H1 de A par T , et de

H2 = Lo . Enfin on sait (cf démonstration de E13, XII 6.4] ) que H est

commutative, Cela achéve de prouver 7.4 donc 7.1 .

Remarques 7.5.

a) La partie a) de la démonstration, utilisant des méthodes pro-
prement topologiques et de géométrie différentielle, peut &tre remplacée par
une référence & 4,11 , démontré ici par voie arithmétique ; cf commentaires

dans 0.9 .

b) Le théordme 7.1 ne reste pas valable lorsqu'on abandonne 1'hy-
pothése d'algébricité faite sur G , m@me si G est connexe et semi-simple,
par exemple G = SI(2,R) ; en fait, d'aprés le résultat de MILNOR cité dans
0.9 , on a alors des contre-exemples a 7.2 (i.e. a 7.3) pour tout X qui
provient d'une courbe algébrique lisse, connexe et propre de genre g > 2 ,
en prenant 1'homomorphisme canonique du groupe fondamental de X dans le
groupe des automorphismes de son rev&tement universel (groupe isomorphe au
quotient de G par son centre x 1), Comme me 1'a signalé J.P. SERRE, le
théoréme 7.1 ne s'étend pas non plus au cas oi G est supposé seulement un

groupe de Lie complexe et connexe. Son exemple est le suivant. Soit G' le

groupe des matrices complexes inversibles triangulaires strictes de degré 3,
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qui est un groupe algébrique nilpotent de dimension 3, r'i le sous-groupe

’
formé des matrices & coefficients entiers, r'o son intersection avec le

/

centre de G' (qui est de dimension 1), de sorte que f1o ~ Z . On prend
' “

G=2¢a'/ F’O , =17 F,o , u: ' —5¢ 1le plongement canorique. Le

sous-groupe compact maximal de G ést (R /7 = T , le cercle, donc la co-

homologie classifiante entidre de G est engendrée par une classe c¢ de
dimension 2, qu'on peut aussi interpréter comme l'obstruction & splitter 1'ex-
tension donnée G' de G par W, (cf a ce sujet le dernier chapitre du
livre de J. GIRAUD, Cohomologie non abélienne, & paraitre dans North Holland
Publishing Cie). L'image inverse de cette classe sur B est alors la classe

' P 3
de 1l'extension [' de I par %, , qui n'est pas de torsion comme on véri-

/
fie facilement (car autrement on trouverait que M , donc G' , serait com-

mutatif),
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