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CHAPITRE O (suite) ()

PRELIMINAIRES

Sommaire

14. Dimension combinatoire d’un espace topologique.

15. Suites M-réguliéres et suites & -réguliéres.

16. Dimension et profondeur dans les anneaux locaux noethériens.
17. Anneaux réguliers.

18. Compléments sur les extensions d’algébres.

19. Algebres formellement lisses et anneaux de Cohen.

20. Dérivations et différentielles.

21. Différentielles dans les anneaux de caractéristique p.

22. Critéres différentiels de lissité formelle et de régularité.

23. Anneaux japonais.

Lo LON LON LON LON LON LON LON LON LON

La presque totalité des paragraphes précédents est consacrée a I’exposé de notions
d’Algebre commutative qui seront utilisées au cours du chapitre IV. Bien qu’une bonne
partie de ces notions figure déja dans plusieurs ouvrages ([1], [12], [13], [17], [30]),
on a pensé qu’il serait plus commode pour le lecteur d’en avoir une exposition suivie
et 2 peu pres indépendante. Joints aux §§ 5, 6 et 7 du chapitre IV (ou est utilisé le
langage des schémas), ces paragraphes constituent, & l'intérieur de notre Traité, un
petit Traité spécial, & peu pres indépendant des chapitres I a III, et qui vise a présenter
sous une forme cohérente les propriétés des anneaux qui « se comportent bien »
relativement & des opérations telles que la complétion ou la fermeture intégrale, en
rattachant systématiquement ces propriétés & quelques conceptions générales (?).

(*) On rappelle que le symbole Oy (resp. Erry) référe a la partie du chapitre o (resp. la liste d’Errata)
jointe au chapitre N.

(3) La plupart des propriétés dont il s’agit ont été découvertes par Chevalley, Zariski, Nagata et Serre.
L.a méthode utilisée ici a d’abord été développée en automne 1961, dans un cours professé 3 Harvard University,
par A. Grothendieck.
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6 A. GROTHENDIECK Chap. o

§ 14. DIMENSION COMBINATOIRE D’UN ESPACE TOPOLOGIQUE

4.1. Dimension combinatoire d’un espace topologique.

(x4.x.1) Soit I un ensemble ordonné; une chaine d’éléments de I est par définition
une suite finie strictement croissante §,<¢;<...<¢, d’éléments de I (n>o0); par
définition la longueur de cette chaine est n. Si X est un espace topologique, ’ensemble
de ses parties fermées irréductibles est ordonné par inclusion, d’ol la notion de chaine de
parties fermées irréductibles de X.

Définition (14.1.2). — Soit X un espace topologique. On appelle dimension combinatoire
de X (ou simplement dimension de X s’il ne peut y avoir de confusion) et on note dimce(X),
ou simplement dim(X), la borne supérieure des longueurs des chaines de parties fermées irréductibles
de X. Pour tout xeX, on appelle dimension combinatoire de X en x (ou simplement dimension
de X en x) et on note dim (X) le nombre inf(dim(U)), ot U parcourt ’ensemble des voisinages
ouverts de x dans X. v

Il résulte de cette définition que l'on a

dim(g) =—o0
(la borne supérieure dans R de la partie vide étant —oo). Si (X,) est la famille des
composantes irréductibles de X, on a
(14.x.2.1) dim(X) = sup dim(X,)

car toute chaine de parties fermées irréductibles de X est par définition contenue dans
une composante irréductible de X, et inversement ces composantes sont fermées dans X,
donc toute partie fermée irréductible d’'un X, est une partie fermée irréductible de X.

Définition (14.1.3). — On dit qu'un espace fopologique X est équidimensionnel si toules
ses composantes irréductibles ont méme dimension (égale alors a dim(X) par (14.1.2.1)).

Proposition (14.x.4). — (i) Pour toute partie Y d’un espace topologique X, on a
dim(Y)<dim(X).

(i1) Si un espace topologique X est réunion finie de parties fermées X, on a
dim(X) = sup dim(X).

Pour toute partie fermée irréductible Z de Y, I’adhérence Z de Z dans X est
irréductible (0, 2.1.2) et ZnY=2Z, d’ou (i). D’autre part, si X:ilng,i, ou les X,
sont fermés, toute partie fermée irréductible de X est contenue dans un des X; (0, 2.1.1),
et par suite toute chaine de parties fermées irréductibles de X est contenue dans un
des X;; d’ou (ii). ‘

On déduit de (14.1.4, (i)) que pour tout xeX, on peut aussi écrire
(r4.1.4.1) dim,(X) =lién dim(U)

la limite étant prise suivant ’ensemble filtrant décroissant des voisinages ouverts de x

dans X.
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§ 14 PRELIMINAIRES 7

Corollaire (14.1.5). — Soient X un espace topologique, x un point de X, U un voisinage
de x, Y;(1<ui<n) des parties fermées de U telles que xeY,; pour tout i et que U soit réunion
des Y;. Alors on a

(x4.1.5.1) dim,(X) = smip(dimx(Yi)).

I} résulte de (14.1.4, (ii)) que Pon a dim,(X) =inf(sup(dim(Y;nV))) lorsque V
Voo

parcourt I'ensemble des voisinages ouverts de x contenus dans U; de méme on a
dim,(Y;) =inf(dim(Y;nV)) pour tout i. Le corollaire est donc évident si
v

sup(dim,(Y,)) = +;

dans le cas contraire, il y a un voisinage ouvert VocU de x tel que dim(Y;nV) =dim,(Y,)
pour 1<i<n et pour tout VcV,, d’ou la conclusion.
Proposition (14.x.6). — Pour tout espace topologique X, on a dim(X) = sup dim,(X).
zeX

I1 résulte de la définition (14.1.2) et de la prop. (14.1.4) que dim, (X)<dim(X)
pour tout xeX. D’autre part, soit Z,CcZ,;C...CZ, une chaine de parties fermées
irréductibles de X, et soit x€Z,; pour tout ouvert UcX contenant x, UnZ, est irré-

ductible (0;, 2.1.6) et fermé dans U, et comme on a U—nZi——-Zi dans X, les UnZ,
sont distincts deux a deux; donc on a dim(U)>n, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (14.1.7). — St (X,,) est un recouvrement ouvert de X, ou un recouvrement fermé
localement fini de X, on a dim(X) =sup (dim(X,)).

Si X, est un voisinage de xeX, ona dim, (X)<dim(X,), d’oula premiére assertion.
D’autre part, si les X, sont fermés et si U est un voisinage de xeX qui ne rencontre qu’un
nombre fini d’ensembles X, on a dim,(X) <dim(U) =sup (dim(UnX,)) < sup (dim(X,))
d’apreés (14.1.4), d’ou la seconde assertion. * *

Corollaire (14.1.8). — Soit X un espace de Kolmogoroff (0;, 2.1.3) noethérien, et soit F
Uensemble des points fermés de X. Alors dim(X) =sup dim,(X).

=3
Avec les notations de la démonstration de (14.1.6), il suffit de remarquer qu’il

existe dans Z, un point fermé (0;, 2.1.3).

Proposition (14.1.9). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien non vide. Pour que
dim(X) = o, il faut et il suffit que X soit fini et discret.

Si un espace X est séparé (et a fortiori si X est un espace discret), les seuls ensembles
fermés irréductibles de X sont réduits & un point, donc dim(X)=o0. Inversement,
supposons que X soit un espace de Kolmogoroff noethérien tel que dim(X)=o0; comme
toute composante irréductible de X contient un point fermé (0;, 2.1.3), elle doit étre
réduite a ce point. Comme X n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles, il est
fini et discret.

Corollaire (14.1.10). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien. Pour qu’un point xeX
soit isolé, il faut et il suffit que dim,(X)=o.

La condition est évidemment nécessaire (sans hypothése sur X). Elle est suffisante,
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8 A. GROTHENDIECK Chap. o

car il en résulte que dim(U)=o0 pour un voisinage ouvert U de x, et comme U est un
espace de Kolmogoroff noethérien, U est fini et discret.

Proposition (x4.x.1x). — La fonction x-~>dim,(X) est semi-continue supérieurement
dans X.

Il est clair que cette fonction est semi-continue supérieurement en tout point
ou elle vaut 4 co. Supposons donc dim,(X)=n<4co0; alors, la formule (14.1.4.1)
montre qu’il existe un voisinage ouvert U, de x tel que dim(U) == pour tout voisinage
ouvert UCU, de . Cela étant, pour tout yeU, et tout voisinage ouvert VCU, de y,
on a dim(V)<dim(U,)=n (14.1.4); on déduit donc de (14.1.4.1) que dim,(X)<n.

Remarque (14.1.312). — Si X, Y sont deux espaces topologiques, et f:X —>Y
une application continue, on peut avoir dim(f(X))>dim(X); on en a un exemple
en prenant pour X un espace discret a 2 éléments a, b, pour Y I'ensemble {4, b} muni
de la topologie pour laquelle les ensembles fermés sont o, {a} et {q, b}; si f:X—>Y
est application identique, on a dim(Y)=1 et dim(X)=o0. On notera que Y est le
spectre d’un anneau de valuation discréte A, dont a est 'unique point fermé et 4 le
point générique; si K et k£ sont le corps des fractions et le corps résiduel de A, X est le
spectre de I'anneau kXK et f l'application continue correspondant a I’homomor-
phisme (¢, ¢) : A>kXK, ol ¢ : A>k et ¢ : A—>K sont les homomorphismes cano-
niques (cf. IV, 5.4.3).

14 .2. Codimension d’une partie fermée,

Définition (14.2.1). — Etant donnée une partie fermée irréductible Y d’un espace topo-
logique X, on appelle codimension combinatoire (ou simplement codimension) de Y dans X, et
on note codim(Y, X) la borne supérieure des longueurs des chaines de parties fermées irréductibles
de X, dont Y est le plus petit élément. Si Y est une partie fermée quelconque de X, on appelle
codimension de Y dans X, et on note encore codim(Y, X) la borne inférieure des codimensions
dans X des composantes irréductibles de Y. On dit que X est équicodimensionnel si toutes les parties
fermées irréductibles minimales de X ont méme codimension dans X.

11 résulte de cette définition que Codim(s, X)= + o0, la borne inférieure de la
partie vide de R étant +oco. Si Y est fermé dans X et si (X,) (resp. (Yy)) est la famille
des composantes irréductibles de X (resp. Y), tout Y, est contenu dans un X,, et plus
généralement toute chaine de parties fermées irréductibles de X dont Y, est le plus
petit élément est formée de parties d’'un X,; on a donc

(r4.2.1.1) codim(Y, X) =inf(sup(codim(Y,, X,)))
B o
ol pour chaque 8, « parcourt I’ensemble des indices tels que Y CX,.

Proposition (14.2.2). — Soit X un espace topologique.
(i) i @ est Uensemble des parties fermées irréductibles de X, on a

(r4.2.2.1) dim(X) =sup (codim(Y, X)).
YED
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§ 14 PRELIMINAIRES 9

(i1) Pour toute partie fermée non vide Y de X, on a
(14.2.2.2) dim (Y) + codim (Y, X) <dim (X).

(ii) St Y, Z, T sont trois parties fermées de X telles que YCZCT, on a
(14.2.2.3) codim (Y, Z) +codim (Z, T)< codim (Y, T).

(iv) Pour qu’une partie fermée Y de X soit telle que codim(Y, X)=o, il faut et il suffit
que Y contienne une composante irréductible de X.

Les assertions (i) et (iv) sont des conséquences immédiates de la définition (14.2.1).
Pour démontrer (ii), on peut se borner au cas ou Y est irréductible, et alors la formule
résulte des définitions (14.1.1) et (14.2.1). Enfin, pour démontrer (iii), on peut, en vertu
de la définition (14.2.1), se borner d’abord au cas ou Y est irréductible; alors
codim (Y, Z)=sup (codim (Y, Z,)) pour les composantes irréductibles Z, de Z conte-

«

nant Y; il est clair que codim (Y, T)>codim(Y,Z), donc l’inégalité est vraie si
codim (Y, Z)= + c0; sinon, il existe un « tel que codim (Y, Z)=codim (Y, Z,) et en
vertu de (14.2.1), on peut se borner au cas ou Z est lui aussi irréductible; mais alors
I'inégalité (14.2.2.3) est conséquence évidente de la définition (14.2.1).

Proposition (14.2.3). — Sotent X un espace topologique, Y une partie fermée de X. Pour
tout ouvert U dans X, on a

(14.2.3.1) codim (YnU, U)>codim (Y, X).

En outre, pour que les deux membres de (14.2.3.1) soient égaux, il faut et il
suffit que, si (Y,) est la famille des composantes irréductibles de Y rencontrant U, on ait
codim (Y, X) = igf (codim (Y, X)).

On sait (0,2.1.6) que Z~>Z est une bijection de lensemble des parties
fermées irréductibles de U sur l’ensemble des parties fermées irréductibles
de X rencontrant U, et en particulier fait correspondre aux composantes irréductibles
de YnU les composantes irréductibles de Y rencontrant U; si Y, est une de ces
derniéres, on a donc codim (Y,, X)=codim(Y,nU, U), et la proposition résulte alors
de la définition (14.2.1).

Définition (14.2.4). — Soient X un espace topologique, Y une partie fermée de X,
x un point de X. On appelle codimension de Y dans X au point x et on note codim,(Y, X) le
nombre sup (codim(YnU, U)), ot U parcourt Pensemble des voisinages ouverts de x dans X.

U

En vertu de (14.2.3), on peut aussi écrire
(14.2.4.1) codim, (Y, X) =1itl;n (codim (YN U, U))
la limite étant prise suivant 'ensemble filtrant décroissant des voisinages ouverts de x
dans X. On notera que 'on a

codim, (Y, X)=+ow si xeX—Y.



10 A. GROTHENDIECK Chap. o

Proposition (14.2.5). — St (Y,)1<i, est une famille finie de parties fermées d’un espace
topologique X, et Y la réunion de cette famille, on a

(14.2.5.1) codim (Y, X)=inf(codim (Y;, X)).

En effet, toute composante irréductible de I'un des Y, est contenue dans une
composante irréductible de Y, et inversement toute composante irréductible de Y est
aussi composante irréductible de un des Y; (0;, 2.1.1); la conclusion résulte donc de
la définition (14.2.1) et de l'inégalité (14.2.2.3).

Corollaire (14.2.6). — Sotent X un espace topologique, Y un sous-espace fermé localement
noethérien de X.

(1) Pour tout xeX, il n’existe qu'un nombre fini de composantes irréductibles Y, (1<i<n)
de Y contenant x, et on a codim, (Y, X):irilf (codim (Y;, X)).

(i1) La fonction x->codim, (Y, X) est semi-continue inférieurement dans X.

En effet, par hypothése il y a un voisinage ouvert U, de x dans X tel que YnUj,
soit noethérien, donc n’ait qu’un nombre fini de composantes irréductibles, qui sont
traces sur U, de composantes irréductibles de Y; a fortior: il n’y a qu’un nombre fini
de composantes irréductibles Y, (1<i¢<n) deY contenant x, et on peut, en remplacant U,
par un voisinage ouvert UCU, de x ne rencontrant aucun des Y; qui ne contiennent
pas x, supposer que les Y;nU sont les composantes irréductibles de YnU; pour tout
voisinage ouvert VCU de x dans X, les Y;nV sont alors les composantes irréductibles
de YnV, et (14.2.3) montre alors que codim(Y;, X)=codim(Y;,nV,V), ce qui
prouve (i). En outre, pour tout x’eU, les composantes irréductibles de Y contenant x’
sont certaines des Y;, donc codim, (Y, X)>codim, (Y, X), ce qui démontre (ii).

14.3. La condition des chaines.

(x4.3.1) Dans un espace topologique X, nous dirons qu’une chaine Z,CZ,C...CZ,
de parties fermées irréductibles est saturée s’il n’existe pas de partie fermée irréductible Z’
distincte des Z; et telle que Z,CZ’'CZ,. , pour un indice £.

Proposition (14.3.2). — Soit X un espace topologique tel que, pour deux parties fermées
trréductibles quelconques Y, Z de X telles que YCZ, on ait codim (Y, Z)<+4co. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Deux chaines saturées de parties fermées irréductibles de X, ayant mémes extrémités, ont
méme longueur.

b) St Y, Z, T sont trois parties fermées irréductibles de X telles que YCZCT, on a

(14.3.2.1) codim (Y, T')=codim (Y, Z) +codim (Z, T).
Il est immédiat que @) entraine b). Réciproquement, supposons b) vérifiée, et
démontrons que si deux chaines saturées de mémes extrémités ont pour longueurs m

et n<m, on a nécessairement m=n. Raisonnons par récurrence sur z, la proposition
étant évidente pour n=1. Supposons donc n>1,n<m, et soit Z,CZ,C...CZ, une

106



§ 14 PRELIMINAIRES 11

chaine saturée telle qu’il existe une autre chaine saturée d’extrémités Z,, Z et de
longueur m. Comme codim(Z,, Z,)>m>n et que codim(Z,, Z,)=1, il résulte de b)
que codim(Z,, Z,)=codim(Z,, Z,)—1>n—1, ce qui contredit ’hypothése de récurrence.

Lorsque les conditions de (14.3.2) sont remplies, on dit que X satisfait a la
condition des chafnes, ou encore est un espace caténaire. 11 est clair que tout sous-espace fermé
d’un espace caténaire est caténaire.

Proposition (14.3.3). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien de dimension finie.
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) Deux chaines maximales de parties fermées irréductibles de X ont méme longueur.

b) X est équidimensionnel, équicodimensionnel, et caténaire.

c) X est équidimensionnel, et pour deux parties fermées irréductibles Y, 7 de X telles
que YCZ, on a

(14.3.3.1) dim(Z) =dim(Y) + codim(Y, Z).

d) X est équicodimensionnel et pour deux parties fermées irréductibles Y, Z de X telles
que YCZ, on a

(14.3.3.2) codim(Y, X) =codim(Y, Z) + codim(Z, X).

Les hypothéses sur X entrainent que les extrémités d’une chaine maximale de
parties fermées irréductibles de X sont nécessairement un point fermé et une composante
irréductible de X (0;, 2.1.3); en outre, toute chaine saturée d’extrémités Y, Z (avec Y CZ)
est contenue dans une chaine maximale dont les éléments autres que ceux de la chaine
donnée, ou bien sont contenus dans Y ou bien contiennent Z. Ces remarques établissent
aussitot ’équivalence de a) et b), et prouvent aussi que si a) est vérifiée, on a, pour toute
partie fermée irréductible Y de X

(x4-3-3-3) dim(Y) + codim(Y, X) =dim(X);

comme (14.3.2.1) a lieu, on déduit aussitot (14.3.3.1) et (14.3.3.2) de (14.3.3.3).
Inversement, (14.3.3.1) entraine (14.3.2.1), donc (14.3.3.1) entraine la condition
des chaines en vertu de (14.3.2); en outre, en appliquant (14.3.8.1) au cas ou Y est
réduit 2 un point fermé x de X et Z a une composante irréductible de X, on obtient
codim({x}, X) =dim(Z); on en conclut que ¢) entraine 5). De méme, (14.3.3.2)
entraine (14.3.2.1), donc la condition des chaines; en outre, avec le méme choix de Y
et Z que ci-dessus, (14.3.3.2) entraine encore codim({x}, X)=dim(Z), donc (toute
composante irréductible de X contenant un point fermé en vertu de (0, 2.1.3)),
d) entraine b).

On dit qu’un espace de Kolmogoroff noethérien est biéquidimensionnel s’il est de
dimension finie et s’il vérifie les conditions équivalentes de (14.3.3).

Corollaire (14.3.4). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien biéquidimensionnel ;
alors, pour tout point fermé x de X et toute composante vrréductible Z de X, on a

(14.3.4.1) dim(X) = dim(Z) = codim({x}, X) = dim,(X).
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12 A. GROTHENDIECK Chap. o

La derniére égalité résulte de ce que si Y,={x}CY;C...CY, est une chaine
maximale de parties fermées irréductibles de X et U un voisinage ouvert de «,
les UnY,; sont des parties fermées irréductibles de U deux a deux distinctes (puisque
UnY;=Y,), dou dim(U)=dim(X) en vertu de (14.1.4).

Corollaire (14.3.5). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien; si X est

biéquidimensionnel, il en est de méme de toute réunion de composantes irréductibles de X et de toute
partie fermée irréductible de X. En outre, pour toute partie fermée Y de X, on a alors

(14.3.5.1) dim(Y) 4 codim(Y, X) =dim(X).

Toute chaine de parties fermées irréductibles de X étant contenue dans une
composante irréductible de X, la premiére assertion découle aussitot de (14.3.3).
En outre, si X' est une partie fermée irréductible de X, X’ vérifie trivialement les
conditions (14.3.3, ¢)), d’ou la seconde assertion.

Enfin, pour démontrer (14.3.5.1), remarquons que ’on a vu dans la démons-
tration de (14.3.3) que cette relation est vérifiée lorsque Y est irréductible;si Y, (1<i<m)
sont les composantes irréductibles de Y, celle des Y; pour laquelle dim(Y;) est le plus
grand est aussi celle pour laquelle codim(Y;, X) est le plus petit; donc (14.3.5.1)
résulte des définitions de dim(Y) et de codim(Y, X).

Remarque (14.3.6). — Le lecteur remarquera que la démonstration de (14.3.2)
s’applique 4 un ensemble ordonné quelconque, le fait qu’il s’agit de parties fermées
irréductibles d’un espace topologique n’intervenant pas dans cette démonstration. Il en
est de méme de la démonstration de (14.3.3) dans un ensemble ordonné E tel que pour
tout xeE, il existe un z<x qui soit minimal dans E, et ou la longueur des chaines
d’éléments de E est bornée.

§ 15. SUITES M-REGULIERES ET SUITES #-REGULIERES

15. 1. Suites M-réguliéres et suites M-quasi-réguliéres.

(x5.1.1) Soient A un anneau, N un A-module; dans ce qui suit, nous noterons
N[T,, ..., T,], pour abréger, le A-module gradué N®,A[T;, ..., T,] (T, indéter-
minées), ou N est gradué par la graduation triviale et A[T,, ..., T,] par le degré total.
Soient M un A-module, f; (I <i<n) des élémentsde A, J= '21 J:A l'idéal de A engendré

par les f;, et munissons M de la filtration J-préadique; on définit alors un homomorphisme
gradué surjectif de A-modules gradués, de degré o,

(x5.1.1.1) ¢ : (8r(M)[Ty, ..., T,] - gr.(M)

de la facon suivante : si £egr,(M) est la classe mod. JM d’un élément xeM, au
couple formé de £ et d’un polynéme P[Tj, ..., T,] homogéne de degré £, on fait
correspondre la classe mod. J**'M de P(fi, ...,f)x; il est immédiat que cette classe
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ne dépend que de & et de P, et si S, est ’ensemble des polynémes homogénes de degré &
dans A[T}, ..., T,], on a ainsi défini une application A-linéaire

¢y, gro(M)®, S, — gr, (M),

qui est surjective par définition de J*M.

Nous dirons dans ce qui suit qu'un élément feA est non diviseur de zéro dans un
A-module M si 'homothétie fy : x~>fx de M est injective.

Lemme (x5.x.2). — Soient M un A-module, f un élément de A, et munissons M de la
Siltration ( fA)-préadique. St f est non diviseur de zéro dans M, I’homomorphisme canonique défini
dans (15.1.1) :

(r5.1.2.1) ¢ (M/fM)[T] — gr,(M)

est bijectif. La réciproque est vraie si M est séparé pour la topologie ( fA)-préadique.

Onaici gr,(M)=f"M/f**'M; dire que ¢ est injective signifie que pour tout xeM
et tout £, la relation f*xef**'M implique xefM; il est clair qu’il en est bien ainsi si f
est non diviseur de zéro dans M. Inversement, remarquons que ’homothétie fy : x> fx
définit par passage aux quotients, des homomorphismes gr,(M) — gr;, (M), donc un
homomorphisme gradué g de degré 1 de gr,(M) dans lui-méme; et dire que ¢ est injectif
exprime encore que g est injectif. Si on suppose la filtration de M séparée, il en résulte
que fy; est injective (Bourbaki, Alg. comm., chap. 111, § 2, n° 8, cor. 1 du th. 1).

Corollaire (15.x.3). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini.
Pour que f soit non diviseur de zéro dans M, il faut et il suffit que ¢ soit bijectif.

On doit seulement démontrer que la condition est suffisante; pour prouver que fy
est injective, il suffit de montrer que pour tout idéal premier p de A, ’homothétie de
rapport f’'=f/1€eA’=A, dansle A-module M, =M’ estinjective (Bourbaki, Alg. comm.,
chap.I1, § 3,n° 4, th. 1). Orona f'*M'[f ¥ M’ = (f*M/f**1M)®,A’, etil estimmédiat
que ’homomorphisme canonique ¢’ : (M'[f'M’)[T] — gr,(M’) estégala ¢®1,,; siqest
injectif, il en est donc de méme de ¢’ (0;, 1.3.2). On est donc ramené au cas ou A est
un anneau noethérien local, dont nous désignerons par m l'idéal maximal. Si fé¢m,
alors f est inversible et il n’y a rien a démontrer. Si fem, on sait que M est séparé pour
la topologie (fA)-préadique (0;, 7.3.5), et il suffit donc d’appliquer (15.1.2).

Définition (15.1.4). — Soient A un anneau, M un A-module. On dit qu’un élément feA
est M-régulier (resp. M-quasi-régulier) si f est non diviseur de zéro dans M (resp. si I’homo-
morphisme (15.1.2.1) est bijectif ).

Nous venons donc de démontrer que tout élément M-régulier est M-quasi-régulier,
et que la réciproque est vraie si A est noethérien et M un A-module de type fini. Lorsqu’on
ne suppose plus M de type fini, cette réciproque peut étre en défaut : par exemple, si A
est un anneau principal qui n’est pas un corps, K son corps des fractions et M le
A-module K/A, on a fM=M pour tout f+o0 dans A, donc les deux membres
de (15.1.2.1) sont réduits a o, mais f est alors diviseur de zéro dans M.
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14 A. GROTHENDIECK Chap. o

(x5.1.5) Supposons maintenant M muni d’une filtration (M,) telle que M, =M,
et désignons par gr (M) = @ M,/M,,, le A-module gradué associé. Les notations étant

k>0
celles de (15.1.1), posons, pour tout k>o,
(15.1.5.1) M,=M,+3M,_,;+... +F M, +JM,.

I1 est clair que (M) est une filtration sur M. Lorsque M, =2*M, ou £ est un idéal de A,
la filtration (M) n’est autre que la filtration (J -+ &)-préadique. Nous noterons gr/(M)
le A-module gradué associé a (M;). Notons encore (gr,(M)®,(A/J))[Ty, ..., T,] le
produit tensoriel de A-modules gradués (II, 2.1.2) (gr,(M)®, (A/3J))®,A[T,, ..., T,].
On définit un homomorphisme gradué surjectif de A-modules gradués, de degré o,

(15.1.5.2) b: (gr.(M)®, (A/IN[Ty, - .., T,] — gri(M)

de la fagon suivante : si acA/J est la classe d’'un élément acA, EeM, /M, ., la classe
d’'un élément xeM, et P[Ty, ..., T,] un polynéme homogéne de degré %, on fait
correspondre au triplet («, &, P) la classe mod. M;_ ., de P(f;, ..., f)ax; on vérifie
encore aussitot que cet élément ne dépend bien que de &, « et P, et cela définit ’homo-
morphisme gradué (15.1.5.2), qui est surjectif en vertu de la définition (15.1.5.1).
On retrouve ’homomorphisme (15.1.1.1) en considérant la filtration sur M telle
que M, =o.

Lemme (15.1.6). — On garde les notations de (15.1.5) et on suppose n=1, en
posant f=f,. Si f est gr,(M)-régulier, ’homomorphisme (15.1.5.2) est bijectif.

Soit Q , (resp. Q%) le sous-A-module des termes de degré £ au premier (resp. second)
membre de (15.1.5.2). Munissons Q, de la filtration
(15.1.6.1) (Qui= X (gm_;(M)®,(A[fA)T’

I<k—1

de sorte que (Q,)o=Q, et (Q,)r+, =0, et pour cette filtration, on a
8r(Qy) = (gr(M)®, (A/fA)) T* %

Munissons Q’, de la filtration formée des ¢((Q,);) = (Q%);- Comme ces filtrations sont
finies, il suffit de prouver que les homomorphismes {,; : gr;(Q,) — gr;(Q%) déduits de ¢,
sont injectifs (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 8, cor. 1 du th. 1). Or on a
gri(Qy) = (MM, ) Oy (AfA) T~ = (My/ (fM;+ M, ))T" ;. d’autre part, (Q4)iyy
est I'image de

M+ Mg+ M
dans M;/M;,,;. On est donc ramené a écrire que, pour xeM;, la relation
(15.1.6.2) frixeM A+ M+ STIM L M

implique xefM;+M,,,. Or, le second membre de (15.1.6.2) est contenu dans
M,.,+M;,,, et en vertu de (15.1.5.1), M, , est contenu dans M, , + f*"'~""M.
L’hypothése sur f entraine que f est non diviseur de zéro dans M/M, pour tout %
(Bourbaki, loc. cit.). La relation f*~ixef*"*~*M -+ M, , entraine donc (en raisonnant
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dans M/M,, ;) lexistence d’'un yeM tel que x*—fpeM;.,, et comme xeM,;, on a
freM;, d’ou (enraisonnant dans M/M,), yeM;, etfinalement xefM;+M,,,. C.Q.F.D.

Défimition (x5.1.7). — Soit (f);<ic, une suite d’fléments de A. On dit qu’elle est
M-réguliére si, pour 1<i<n, f; est (M[( 2 f;M))-régulier. On dit que la suite (f;) est

1<j<i—1
M-quasi-réguliére si I’homomorphisme canonique7¢ défint dans (15.1.1.1) est byectif.
Lorsque M =A, on dit simplement « suite réguliére » et « suite quasi-réguliére ».
Proposition (15.1.8). — Les notations étant celles de (15.1.5), on suppose que la
suite. (fi)i<i<n €t gr.(M)-réguliére. Alors ’homomorphisme canonique (15.1.5.2) est bijectif.

La proposition n’est autre que (15.1.6) pour n=1; raisonnons par récurrence
n—1

sur n. Posons J'= X f;A, de sorte que JI=J"'+/ A, et soit
i=1 .

Ml’c, =M, +3"'M,_;+... +3”k_1M1+3”kMo;

on peut donc écrire
M) =My £, M+ .o+ LMY M

Notons gr.'(M) le A-module gradué associé a la filtration (M;') de M. On peut
écrire, a des isomorphismes canoniques pres

(gr. (M)®(A/J))OA[T, ..., T,]= (gr. M)®(A/I")NI[T,, ..., T, ]®(A[f,A)®A[T,]
et par suite (15.1.5.2) se factorise en
(15.1.8.1) (gr (M)® (A[fA))[T,] — gri(M)

et
((gr.(M)® (A/I"D[Ty, - - -, T,_])© (Al£,A)OA[T,] “=> gr//(M)® (A[f,A)©A[T, ]

J’ étant P’application (15.1.5.2) ou 'on remplace n par n—1, J par J" et gr.(M)
par gr./(M). L’hypothése de récurrence entraine que ¢’ est bijective et il reste donc a
voir qu’il en est de méme de (15.1.8.1). En appliquant (15.1.6), il suffit de montrer
que f, est gr’(M)-régulier. Mais gr.’(M) s’identifie a (gr,(M)®(A/J"")[Ty, ..., T,_41;
par hypothése, ’homothétie de rapport f, dans gr,(M)®(A/J"’) est bijective; il en est
par suite de méme de ’homothétie de rapport f, dans gr.'(M), puisque A[T;, ..., T, ]
est un A-module libre.

Proposition (15.1.9). — Sotent M un A-module, (f);<;<, une suite d’éléments de A.
87 la suite (f;) est M-réguliére, elle est M-quasi-réguliére. La réciproque est vraie lorsqu’ on suppose
en outre que les A-modules M, M/fiM, ..., M/( X f,M) sont séparés pour la topologie

1

n 1<j<n—
S-préadique (o J= X fA).
i—1

La premiere assertion résulte de (15.1.8), o 'on prend M;=o0, et par suite
I’homomorphisme (15.1.5.2) se réduit a (15.1.1.1). Inversement, supposons que

n—1

3 A,

111

I’homomorphisme ¢ de (15.1.1.1) soit bijectif. Notons que si on pose J'’'=
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et si on désigne par gr’(M) le A-module gradué associé a M filtré par la filtration
J'’-préadique, ¢ se factorise en

(15.1.9.1) (gr. (M)®(A[£,A))[T,] - gr.(M)
et en ¢'®1, ou ¢’ est ’homomorphisme canonique
(gry'(M))[Ty, ..., T, 4] — grl’(M).

Comme ces deux homomorphismes sont surjectifs, ils sont bijectifs si ¢ est supposé bijectif,
donc ¢’ est nécessairement injectif, et par suite bijectif puisqu’il est surjectif. On peut
alors raisonner par récurrence sur n (le cas =1 résultant de (15.1.2)), car sur

n—2
M, M/fiM, ..., M/( Z f;M) la topologie J'’-préadique est plus fine que la topologie
i=1

J-préadique, et par suite est séparée. On voitdonc que lasuite (f); <;<,s €st M-réguliére.
D’autre part, montrons que I’hypothése entraine que si yeM/JI'M est tel que
SEyefEri(M/J'M), alors ona yef,(M/J''M). En effet, si x est un représentant de y,
montrons que I'on a f¥xeJ*+*M; notre assertion résultera alors du fait que (15.1.9.1)
est injectif. L’hypothése entraine fFfxeff+*'M + J”"MCJM, d’ou, puisque ¢ est injectif,
f¥1xeJM; par récurrence, on obtient ainsi xeJIM, d’ou finalement fFfxeJ*+'M.
On termine le raisonnement comme dans (15.1.2) : sur M/J"'M, la filtration J-préadique
est identique a la filtration ( f,A)-préadique, donc est séparée par hypothése, et on conclut
que ’homothétie de rapport f, dans M/J"’M est injective, ce qui achéve de montrer
que la suite (f);<i<n, €st M-réguliére.

Corollaire (15.1.10). — Avec les notations de (15.1.9), supposons que pour tout A-module N
de type fini, M®,N soit séparé pour la topologie J-préadique. Alors, pour que la suite (f;) soit
M-réguliére, il faut et il suffit qu'elle soit M-quasi-réguliére.

On notera que I’hypothése de (15.1.10) entraine que, si la suite (f;);<i<n, €St
M-réguli¢re, il en est de méme de la suite (f,;) pour toute permutation ¢ de
Pintervalle [1, n].

Corollaire (x5.1.11). Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini,
(fi)icicn une suite finie d’éléments contenus dans le radical de A. Alors, pour que la suite ( f;)
soit M-réguliére, il faut et il suffit qu’elle soit M-quasi-réguliére.

C’est un cas particulier de (15.1.10), puisque tout A-module de type fini est alors

séparé pour la topologie J-préadique (0, 7.3.5).

Remarques (15.1.12). — (i) Lorsque A est un anneau local noethérien, M un
A-module de type fini, et lorsque les f; sont contenus dans 'idéal maximal de A, la
notion de suite M-réguliére a été introduite par J.-P. Serre sous le nom de M-suite [17].

(ii) Méme si A est noethérien et M =A, une suite (f, g) de deux éléments de A
qui est quasi-réguliére n’est pas nécessairement réguli¢re. Par exemple, la suite (o, 1)
est quasi-réguliére, puisqu’alors J=fA +gA=A, donc gr,(A)=o0; maissi Ao elle
n’est pas réguliére; on notera toutefois que dans ce cas la suite (1, 0) est réguliére, car 1
n’est pas diviseur de o dans A, et comme A/A=o0, o n’est pas diviseur de zéro dans
ce module (cf. (15.1.1)).
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(1) Dans (15.1.6), on ne peut en général remplacer I’hypothése que f est
gr.(M)-régulier par I’hypothése qu’il est gr,(M)-quasi-régulier. Pour le voir, reprenons
I'exemple (15.1.4) ou A est un anneau principal de corps des fractions K+ A et
prenons M=K, la filtration (M,) de M étant définie par My=M =K, M;=A, M,=o0
pour £>2, d’ot gry(M)=K/A, gr;(M)=A, gr,(M)=o0 pour k>2. Si f+o0dans A, on a
vu que f n’est pas gr,(M)-régulier, mais comme ona f*gr,(M)/f**1gr (M) =f*A/f**+1A,
il est immédiat que I’homomorphisme (15.1.2.1) (ot M est remplacé par gr,(M)) est
injectif, donc f est gr,(M)-quasi-régulier. Mais avec les notations de (15.1.6), on a
alors M;=K pour tout k>0, donc gr.(M)=o, tandis que le premier membre
de (15.1.5.2) n’est pas réduit a o.

Proposition (15.1.13). — Soient A un anneau, M, N deux A-modules, (f;);<;<, une
suite d’éléments de A. St la suite ( f;) est M-réguliére et si N est un A-module plat, alors la suite ( f;)

est M®, N-réguliére. La réciproque est vraie si N est un A-module fidélement plat.
i—1
En effet (sans hypothése sur N), (M®,N)/( X fi(M®,N)) est isomorphe a
i=1

i—1

(M/( Z £,M))®,N; il suffit alors d’appliquer (0, 6.1.1) et (0, 6.4.1) & I’homothétie
i=1 i—1

de rapport f; dans M/( 2 f;M).
=1

Corollaire (15.x.14). — Sotent A un anneau, M un A-module, (f),<;<, une suite finie
d’éléments de A. Soient o : A—B un homomorphisme d’anneaux, M'= Mz =M®,B, fi=0o(f)
pour 1<i<n. St B est un A-module plat et si la suite (f;) est M-réguliére, alors la suite (f) est

M'-réguliére; la réciproque est vraie si B est un A-module fidélement plat.
i—1 i—1
Eneffet, M'/( 2 fiM’) s’identifiea (M/( 2 £;M))®,B, et’homothétie de rapport f;
j=1 =1 j=1
dans le B-module M'/( X f'M’) a I’homothétie de rapport f; dans le A-module
. j=1

1—1
(M/( X f;M))®B; lassertion résulte donc de (15.1.13).
=1

Proposition (15.x.15). — Sotent A un anneau, B une A-algébre commutative, (f));<i<,
une suite finie d’éléments de B, M un B-module. Supposons que la suite ( f;) soit M-réguliére et que

i—1

chacun des A-modules M[( X M) (1<i<n) soit plat. Alors, pour tout homomorphisme d’anneaux
p: A=A, si lon pose 1;?; BRA', M'=M®,A" et f/=f®1 (1<i<n), la suite (f]) est
M'-réguliére et les A'-modules M’[ (‘2_]1 Ji M) (1<i<n) sont plats.

Considérons la suite (exactc: =plar hypothése)

o >MAM MM >0

(la fleche MM étant 'homothétie de rapport f; dans M). L’hypothése que M/f;M
est A-plat entraine que la suite

0 - M®,A’ 22 MO,A" — (M/AM)®,A’ — o
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est exacte (0, 6.1.2). Cela montre que ’homothétie de rapport f;' dans M’ est injective.
Posons ensuite, pour 1<i<n—1, M;=M/( 2 M), M{=M'/( X f/M’); ona M;=M;®,A’,
=1 i=1

M,/fi M, =M, M}/ f, 1 M{=M|_ ,; il suffit de remplacer dans le raisonnement précé-
dent M et f; par M; et f;,; pour conclure que I’homothétie de rapport f;,, dans M;
est injective, en raison de la platitude de M,/f;,;M,. La derniére assertion résulte
de (0;, 6.2.1).

Proposition (15.1.16). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
de A, ¢ : A—B un homomorphisme local, M un B-module de type fini. Soit (f);<i<, une suite
d’éléments de Uidéal maximal de B, et pour tout i, soit g; 'image de f;, dans B, k. Les conditions
sutvantes sont équivalentes : ;

a) La suite (f;) est M-réguliére et les quotients M;=M/[( X f;M) sont des A-modules
plats pour 1<i<n. =t

b) La suite (f;) est M-réguliére et le A-module M, est plat.

c) Le A-module M est plat et la suite (g);<i<, et (M®, k)-régulicre.

d) Le A-module M est plat, et pour tout homomorphisme d’anneaux o : A—A’, si on
pose B'=B®,A’, M'=MQ®,A’, f/=f®1 (1<i<n), la suite (f,

) est M'-réguliére.

I1 est clair que a) entraine 4); pour montrer que b) entraine d), il suffit, en vertu
de (15.1.15), de montrer que b) entraine que les M, sont des A-modules plats
pour o<i<zn—1 (en posant My=M). Comme M, ,=M,/f; ;M;, on est ramené,
par récurrence descendante, a prouver que si & est un élément de 'idéal maximal de B
tel que ’homothétie de rapport 2 dans M soit injective et que M/AM soit un A-module
plat, alors M est un A-module plat; mais cela n’est autre que (0, 10.2.7). Il est clair
que ¢) est le cas particulier de d) obtenu en prenant A’=#k. Reste donc & prouver
que ¢) entraine ¢). Comme M est un A-module plat et un B-module de type fini, il
résulte de ¢) et de (O, 10.2.4) que ’homothétie de rapport f; dans M est injective
et que son conoyau M/f{M=M,; est un A-module plat. Raisonnons par récurrence
sur 7 et supposons démontré que M, est un A-module plat; comme I’homothétie de
rapport g;,, dans M;®,k est injective par hypotheése, il résulte encore de (0yy;, 10.2.4)
que I’homothétie de rapport f; , dans M, est injective et que M,/f;, ;M;=M,_ ; estun
A-module plat, ce qui achéve la démonstration. On notera que la démonstration du fait
que ¢) entraine a) n’utilise pas le fait que les f; appartiennent a I'idéal maximal de B.

Corollaire (15.1.17). — Les hypothéses sur A et B étant celles de (15.1.16), soient M
un B-module de type fini, plat sur A, R un sous-B-module de M tel que N=M/[R soit un A-module
plat. Soit (f)i<i<, une suite d’éléments de 'idéal maximal de B ayant les propriétés suivantes :

(1) fMcR pour 1<i<n.

(i) S8t g; est Pimage de f; dans B®,k, la suite (g)<i<, est (M®,k)-réguliere.

(iii) La somme des sous-(B®,k)-modules g,(M®,k) de M®,k est P'image canonique
de R®,k dans M@,k (égale au noyau de I’homomorphisme canonique M®,k —-N® k).

Alors la suite (f;) est M-réguliére et 'on a R = Zlf,M

12
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Comme N est un A-module plat, il résulte de l’exactitude de la suite
0—->R—->M-—->N-—o0 que la suite 0>R®,k->M®,k—>N®,k—>0 est exacte (0, 6.1.2);
on a donc R®Ak=Zgi(M®Ak). Comme M est un B-module de type fini et que B est

noethérien, R est aussi un B-module de type fini, ot R=2XfM en vertu du lemme
de Nakayama, les f; appartenant a 1'idéal maximal de B. ’

Lemme (x5.1.18). — Sotent A un anneau, M un A-module muni d’une filtration séparée
et exhaustive (My),>, et soit feA un élément gr (M)-régulier. Alors :

(1) f est M-régulier.

(ii) Pour toutk,ona MynfM=fM,, et 'image canonique M, de M, dans M’ =M/ fM
est donc canoniquement isomorphe @ M,/ fM,.

(iii) La suite :
o—>M, \[f My, —>M/fM,—~gr,(M)/f.gr,(M)—o

est exacte, et st 'on mumit M’ de la filtration quotient (My), gr (M) est donc canoniquement
isomorphe a gr (M)/f.gr.(M).

L’assertion (i) résulte de I’hypothése sur f et de Bourbaki, A4lg. comm., chap. III,
§ 2, n° 8, cor. 1 du th. 1. Comme gr,(M/M,) est facteur direct de gr,(M), fest gr,(M/M,)
régulier pour tout £, donc (M/M,)-régulier par (i), ce qui établit (ii). Pour prouver (iii),
il suffit de voir que 'application M, _,/fM,_ ,—M,/fM, est injective : or, si xeM,
est tel que xefM,, il résulte de (ii) que x€fM, _,, ce qui acheve de prouver le lemme.

Proposition (15.1.19). — Sotent A un anneau, M un A-module muni d’une filtration (M,),~
telle que My=M, (f.)1<i<, une suite gr (M)-réguliere d’éléments de A. Supposons en outre que
pour o<i<n—1, la Sfiltration quotient de (M) sur M|/ (§ SM) soit séparée. Alors la suite (f;)

i<i

est M-régulicre, et si on pose M'=M/|( X f;M) et que Pon munit M’ de la filtration quotient
<n
de (M,), gr.(M’) est canoniquement isomorphe @ gr . (M)/( 2 f,gr.(M)).
i<n

Pour n=1, la proposition résulte du lemme (15.1.18). Raisonnons par récurrence
sur z, en posant N=M/( X f,M) et en désignant par (N,) la filtration quotient de (M,,)

<n—1
sur N, qui est séparée par hypothése; en outre gr,(N) est isomorphe a

gr.M)/( 2 figr.(M)).

Par hypotheése f, est donc gr,(N)-régulier, et il résulte donc du lemme (15.1.18) appliqué
a N que f, est N-régulier et gr,(M’) isomorphe & gr (N)/f gr,(N), ce qui démontre la
proposition.

La proposition (15.1.19) s’appliquera en particulier pour les filtrations vérifiant
I’une ou l'autre hypotheése suivante :

10 La filtration (M,) est finie et séparée (puisque cela entraine M,=o0 pour £ assez
grand);

20 A est un anneau noethérien, § un idéal contenu dans le radical de A, M un A-module

de type fini et (M,) la filtration J-préadique (0, 7.3.5).
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Corollaire (15.1.20). — Soient A un anneau, M un A-module, (f) <<, une suite

M-réguliére d’éléments de A. Alors, quels que sotent les entiers v;> 1, la suite { f) est M-réguliére

et M/(Z f'M) a une suite de composition dont les quotients sont isomorphes & M| (2 fM).

<N i<n
Raisonnons par récurrence sur n; pour n=1 les assertions sont immeédiates
puisque f'M/fi**M est isomorphe & M/fM, Phomothétie de rapport f dans M étant

injective par hypothése. Posons alors N=M/( 2 f;M); par ’hypothése de récurrence,
] 1

<n—

N admet une filtration finie (N,) pour laquelle les gr,(N) sontisomorphesa M/( X fM);
1

1<n—

par hypothése f, est donc gr,(N)-régulier; il résulte par suite de (15.1.19) que f, est
N-régulier. Appliquant le cas n=1 démontré au début, on en conclut que f," est
N-régulier et que N/f,”N admet une suite de composition dont les quotients sont
isomorphes & N/f,N; mais pour la filtration de N/f,N quotient de la filtration (N,),
gr,(N/f,N) estisomorphe & gr,(N)/f,gr,(N) par (15.1.19) pour tout k£, donc & M/( % £ M),
ce qui prouve le corollaire. s

Proposition (x5.x.21). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—>B un
homomorphisme local, M un B-module de type fini, (f)i<i<cn une suite A-réguliére formée
d’éléments de I'idéal maximal de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat.

b) St J est I'idéal ‘2 SiA, M/IM est un A|J-module plat et la suite (f;) est M-réguliére.

i<n

Le fait que a) entraine &) résulte de (15.1.13) et de (0, 10.2.2). Inversement,
si la suite (f;) est M-réguliere, elle est M-quasi-réguliére (15.1.9), donc ’homomor-
phisme (15.1.1.1) est bijectif. Mais comme la suite (f);<;<, e€st aussi supposée
A-réguliére, elle est A-quasi-réguliére (15.1.9), etI’homomorphisme canonique (15.1.1.1)
correspondant (A/J)[T,, ..., T,]—=gr.(A) est bijectif. On en conclut que ’homomor-
phisme canonique (0, 10.1.1.2)

81o(M)®,5gr,(A) —gr.(M)

est bijectif. La conclusion résulte alors de (0, 10.2.2), les f; étant dans I'idéal maximal
de A et 'homomorphisme ¢ étant local.

15.2. Suites % -réguliéres.

(15.2.1) Soient X un espace annelé, # un Ogx-Module, f;(1<i<n) une suite de
sections de Oy au-dessus de X, # I’'ldéal de Oy engendré par les f; (image de 0% par
I’homomorphisme 0% >0y défini canoniquement par les f; (0;, 5.1.1)). Les sous-0x-
Modules #*# définissent sur F une filtration, et on pose encore gr,(F)= #*"F| F*1 F;
si S, est l’ensemble des polynémes homogeénes de degré total £ dans I’an-
neau Z[T, ..., T,], S, peut étre considéré comme un faisceau simple sur X, et on
définit comme dans (15.1.1) un homomorphisme canonique

(r5.2.1.1) @ : 8ro(F)®gS;, — gr(F)
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de la fagon suivante : pour tout ouvert U de X (ou d’une base de la topologie de X),
on considére I’homomorphisme (15.1.1.1)

i, ¢ 8L(T'(U, #))®, 8, — gr,(I'(U, #))

défini par les n sections f;|Uel'(U, O), le I'(U, Ox)-module T'(U, %) étant filtré
par les sous-modules (I'(U, #))*I'(U, &#). Le Ox-Module gr,(#) étant associé au pré-
faisceau U-»gr,(I'(U, #)) pour tout £, les ¢, définissent un homomorphisme de
Ox-Modules (15.2.1.1). En vertu des propriétés d’exactitude des limites inductives de
modules et de leur commutation aux produits tensoriels, il résulte de ce qui précede
que pour tout xeX, I’homomorphisme (¢,), des fibres des deux membres de (15.2.1.1)
au point x s’identifie & I’homomorphisme de (15.1.1)

(15.2.1.2) gr(F,)®z S, — gr(F,)

défini par la suite ((f;),);<i<, d’éléments de 0,.
(15.2.2) Les notations étant celles de (15.2.1), nous dirons que la suite (f);<i<,

est F-réguliére si, en désignant par f;# le sous-Oy-Module de # image de I’endo-
1—1

morphisme de & défini par j;, Iendomorphisme de &/ (]§1 fiF ) défini par f; est injectif
pour 1<i<n; nous dirons que la suite (f;) est F-quasi-réguliére si les homomor-
phismes (15.2.1.1) sont injectifs. Il résulte de ces définitions et des remarques de (15.2.1)
que pour que la suite (f;) soit F-réguliere (resp. F-quasi-réguliere), il faut et il suffit
que, pour tout xeX, lasuite ((f;),)1<i<n SOit F -réguliére (vesp. F -quasi-réguliére). Toute
suite F-réguliere est donc F-quasi-réguliere (15.1.9); la réciproque est vraie si &
est un Ox-Module de type fini, si les O, sont des anneaux noethériens pour tout xeX et
si en outre les (f;), appartiennent au radical de 0, pour tout xeX (15.1.11).

Si X =Spec(A) est un schéma affine, et ﬂ'zﬁ, il résulte de (I, 1.3) que pour
que la suite (f;) soit & -réguliére (resp. #-quasi-réguliére) il faut et il suffit qu’elle soit
M-régulie¢re (resp. M-quasi-réguliere). '

Lorsque # =0y, on supprimera la mention de % dans Jes définitions précédentes.

Remarque (15.2.3). — Lorsque X =Spec(A) et J =¢21 fiA, lasuite (f)) est quasi-
régulie¢re pour tout A-module M dans tout ouvert U ne rencontrant pas V(J), car en tout
point xeU, ona J,=0, et les deux membres de (15.2.1.2) sont nuls. La notion de
suite I\N/I-réguliére n’a donc d’intérét qu’au voisinage des points de V().

Proposition (15.2.4). — Sotent X un espace annelé, F un Ox-Module cohérent, x un point
de X, (fi)icicn une suite d’éléments de T'(X, Ox). Si la suite ((f;),)1<icn €St F -réguliére,

il existe un voisinage ouvert U de x tel que la suite (f;|U);¢;<, soit (F |U)-réguliére.
i—1
En effet, pour 1<i<n, le Ox-Module F| ('21 J;F) est cohérent (0, 5.3.4),donc
j=
il en est de méme du noyau de I’endomorphisme de ce Ox-Module défini par f; (0;, 5.3.4);
comme la fibre au point x de ce noyau est nulle, il en est de méme de sa restriction a
un voisinage de x (0, 5.2.2).
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Proposition (x5.2.5). — Soit u=({, 0) : X—>Y un morphisme plat d’espaces annelés
(0,6.7.1); soient F un Oy-Module, G=u(F), (f)i<i<n une suite d’éléments de
(Y, Oy), (8)1<i<n la suite de leurs images g;=0(f;)el'(Y, u (0x)) =T'(X, Ox). Silasuite ( f))
est F -réguliere, la suite (g;) est G-réguliere. La réciproque est vraie si u est un morphisme fidélement
plat (0;,6.7.8).

Soient x un point de X, y=u(x)=1¢(x); on a

=4 )Ou0p > €t (8):=0%(4((f)))s

comme par hypothése 6% :¢;(0,) >0, fait de 0, un {;(0,)-module plat, et que Je
foncteur ¢ est exact, la premitre assertion résulte de lassertion correspondante
de (15.1.14); il en est de méme de la seconde, compte tenu de ce que I’hypothése que u
est fidelement plat signifie que ¢ est surjectif et que 6 fait de O, un {,(0,)-module fidéle-
ment plat.

§ 16. DIMENSION ET PROFONDEUR
DANS LES ANNEAUX LOCAUX NOETHERIENS

16 . 1. Dimension d’un anneau.

(x6.x.1) On appelle dimension (ou dimension de Krull) d’'un anneau A et on note
dim A la dimension (combinatoire) de son spectre Spec(A) (14.2.1); comme les parties
fermées irréductibles de Spec(A) sont les V(p), o p est un idéal premier de A
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, n® 3, cor. 1 de la prop. 14), il revient au méme
de dire que dim(A) est la borne supérieure des longueurs des chaines (14.1.1)

PoCPiC. .. Cp,

d’idéaux premiers de A. Si A+o0, ona dim A>o. Un anneau artinien + o (en particulier

un corps) est de dimension o (Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7); un

anneau de Dedekind qui n’est pas un corps (en particulier Z ou un anneau £[T] de

polynémes a une indéterminée sur un corps k) est de dimension 1 (Bourbaki, 4lg. comm.,

chap. VII, § 2). Un anneau noethérien n’est pas nécessairement de dimension finie [30].
Si (p,) est la famille des idéaux premiers minimaux de A, on a (14.1.2.1)

(x6.x.1.1) dim(A)zsgp(dim(A/pa)).

(x6.1.2) Pour tout idéal a de A, les idéaux premiers de A/a correspondent
biunivoquement aux idéaux premiers de A contenant a, donc

(16.1.2.1) dim(A/a)<dim(A).

Si en outre a n'est contenu dans aucun idéal premier minimal p, de A, toute chaine
d’idéaux premiers de A contenant a peut étre complétée par un des p,, donc on a

(x6.1.2.2) 1 +dim(A/a)<dim(A).
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(6.1.3) Si S est une partie multiplicative de A, les idéaux premiers de S™!A
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, donc
on a

(x6.x.3.1) dim(S7'A)<dim(A).
Pour tout idéal premier p de A, on a, par définition (14.2.1)
(16.1.3.2) dim(Ap) =codim(V(p), Spec(A)).
Ce nombre est encore appelé hauteur de I'idéal premier p et noté ht(p). Plus généralement,
pour tout idéal a de A, on appelle hauteur de a le nombre
(16.1.3.3) ht(a) =codim(V(a), Spec(A)).

Si (p,) est la famille des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a,
on a donc (14.2.1)

(16.1.3.4) ht(a) =ir;f(ht(pl)).
On a évidemment
(16.1.3.5) dim(A) =sup(dim(A,,))

ol m parcourt ’ensemble des idéaux maximaux de A.
(x6.1.4) Pour tout idéal premier p de A, on a (14.2.2.2)

(16.1.4.1) dim(A,) +dim(A/p)<dim A.

On dit que A est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéquidimensionnel)
lorsque Spec(A) est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéqui-
dimensionnel). Lorsque A est noethérien et biéquidimensionnel, les deux membres
de (16.1.4.1) sont égaux pour tout idéal premier de A (14.3.5).

Pour tout idéal a de A, les idéaux premiers de A/a correspondent biunivoquement
aux idéaux premiers de A contenant a, donc, si A est caténaire, il en est de méme de Ala.
De méme, pour toute partie multiplicative S de A, les idéaux premiers de S™'A corres-
pondent biunivoquement aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, donc sz A est
caténaire, il en est de méme de STA.

En outre, comme les idéaux premiers de A contenus dans un idéal premier p
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A, pour que A soit caténaire,
il faut et il suffit que A, le soit pour tout p. Dire que A est caténaire signifie donc
((14.3.2) et (16.1.3.2)) que pour tout couple d’idéaux premiers p, q de A tels
que qCp, on a

(16.1.4.2) dim(A,) +dim(A,/qA,) = dim(A,).

Si A est biéquidimensionnel, il en est de méme de A, pour tout idéal premier p
de A

Proposition (16.1.5). — Soit o : A—>B un homomorphisme d’anneaux faisant de B une
A-algebre entiére. Alors on a dim(B)<dim(A); si de plus p est injectif, on a dim(B)=dim(A).
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Si n est le noyau de p, p(A) est isomorphe a A/n, donc dim p(A)<dim(A)
par (16.1.2.1), et comme B est entier sur o(A), on peut se borner & démontrer la
seconde assertion lorsque AcB. Si pjcp;c...cp, est une chaine d’idéaux premiers
de B, les p;nA sont alors des idéaux premiers distincts dans A (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 2, n° 1, cor. 1 de la prop. 1), donc forment une chaine d’idéaux premiers.
Inversement, pour toute chaine p,cp,c...cp, d’idéaux premiers de A, on sait qu’il
existe pour chaque ¢ un idéal premier p; de B tel que p;nA=p, et que p;Cp;.,
pour o<i<m—1 (loc. cit., cor. 2 du th. 1). D’ol la conclusion.

Proposition (16.x.6). — Soient B un anneau intégre, A un sous-anneau local de B, m son
1déal maximal. Supposons que A soit intégralement clos et que B soit entier sur A; alors, pour tout
i1déal maximal n de B, on a dim(B,) =dim(A).

La premiére partie du raisonnement de (16.1.5) montre que dim(B,)<dim(A).
Inversement, considérons une chaine d’idéaux premiers p,Cp,C...cCp,=m de A; on
sait que nnA=m (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n® 1, prop. 1) et en vertu des
hypothéses faites, on peut appliquer le second théoréme de Cohen-Seidenberg (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 2, n° 4, th. 3), qui prouve l’existence d’une chaine d’idéaux
premiers p,Cp;C...Cp;=n de B telle que p;nA=p; pour tout i; on en déduit
aussitét dim(B,)>dim(A), d’ou la proposition.

(6.x.7) Soit M un A-module; on appelle dimension de M et on note dim,(M)
ou dim(M) la dimension de I’anneau A/Ann(M) (isomorphe a P'anneau des homo-
théties Ay de M). On a donc dim(M*) =dim(M) pour tout £>o0. Si M est de type fini,
les idéaux premiers de A contenant Ann(M) sont exactement ceux qui appartiennent
a Supp(M) (0;, 1.7.4) et ce dernier est fermé dans Spec(A), donc on a alors

(16.1.7.1) dim(M) =dim(Supp(M))<dim(A).
Si M, N sont deux A-modules tels que NCM, on a
(16.x.7.2) dim(N)<dim(M), dim(M/N)<dim(M).

Si S est une partie multiplicative de A et si M est de type fini, on a
(16.1.7.3) dimg_,, (S ~*M)<dim,(M).

En effet, on a Ann(S~'M)=S"'Ann(M) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2,
n° 4) et S7!A/ST!Ann(M)=S"!(A/Ann(M)).

Par ailleurs, toute chaine maximale d’idéaux premiers contenant Ann(M) se
termine par un idéal maximal m, donc sa longueur est égale a celle de la chaine des
idéaux premiers correspondants de A,, (qui contiennent Ann(M,) = (Ann(M)),); de
cette remarque et de (16.1.7.3), on tire

(x6.x.7.4) dim, (M) = s&p(dimAm(Mm))

ol m parcourt ’ensemble des idéaux maximaux de A.
On dit que M est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéquidimensionnel)

lorsque A/Ann(M) Dest.
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Proposition (16.x.8). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, p un idéal’
premier de A. On a alors

(16.1.8.1) dim, (M) dim,(M/pM)< dim,(M).

Ona Ann(M,)=(Ann(M)),, donc les idéaux premiers de A, contenant Ann(M,)
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A contenant Ann(M) et contenus
dans p. D’autre part, si Ann(M)=n, V(Ann(M/pM))=V(p+n) (0, 1.7.5), donc les
idéaux premiers de A contenant Ann(M/pM) contiennent p+n; d’ou la conclusion.

Cette dernié¢re remarque montre en outre que 'on a

(16.1x.8.2) dim, ,(M/pM) =dim, (M/pM).

Proposition (x6.x.9). — Soient A un anneau noethérien, o : A—B un homomorphisme
d’anneaux, M un B-module tel que My, soit un A-module de type fini. Alors on a
(16.1.9.1) dim, (M) = dimg(M).

En effet, I'anneau By des homothéties du B-module M s’identifie 2 un sous-
anneau de C=End,(M,,;), et C est un A-module de type fini (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. III, § g, n° 1, lemme 2), donc il en est de méme de By; d’ailleurs ’anneau Ay
des homothéties du A-module M est un sous-anneau de By, image canonique de A
dans C, donc By est fini sur Ay; la conclusion résulte donc de (16.1.5).

(x6.x.10) Soit A un anneau noethérien; si M est un A-module de longueur finie,
on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7 et cor. 1 de la prop. %)
que Supp(M) est un espace fini discret, donc dim(M)=o0 si M=+ o0; réciproquement,
si M est un A-module de type fini tel que dim(M)=o, tout point de Supp(M) est fermé,
autrement dit est un idéal maximal de A, donc (loc. cit., prop. 7) M est de longueur finie.

16 . 2. Dimension d’un anneau semi-local noethérien (1).

(x6.2.1) Soient A un anneau semi-local noethérien, v son radical; rappelons qu’un
idéal de définition q de A est un idéal tel que qCr et que q contienne une puissance de r;
il revient au méme de dire que les seuls idéaux premiers contenant q sont maximaux,
ou que A/q est un anneau artinien. Soit M un A-module de type fini; pour tout

n—1

entier n>0, M/q"M est un A-module de longueur finie, égale a .Zolong(gri(M)), ougr,(M)
est le (A/q)-module gradué associé & M muni de la filtration gq-préadique. On sait qu’il
existe un polynéme Q (n) a coeflicients rationnels tel que long(gr,(M))=Q(n) pour =
assez grand (III, 2.5.4); on en déduit aussitot qu’il existe un polyndéme P,(M, n) en n, a
coefficients rationnels, tel que long(M/q"M) =P,(M, n) pour n assez grand; il est clair que
ce polynoéme est unique et que son coefficient dominant est >0 si M+o0; on dit que
c’est le polynéme de Hilbert-Samuel de M pour la filtration q-préadique.

(1) Ce numéro reproduit I’exposé donné par Serre dans un cours au Collége de France en 1958.
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Lemme (x6.2.2.x). — Soit (M,) une filtration q-bonne de M (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° 1); alors long(M/M,) est égal, pour n grand, & un polynéme en n dont le
degré et le coefficient dominant sont les mémes que ceux de P,(M, n).

En effet, il existe n, tel que M, ,=qM, pour n>n,, dou les inclusions
q"t*McM,,, =q"M, Cq"MCM, pour n grand, ce qui entraine

P,(M, 7+ ) > long(M/M, ,,,)> P,(M, n)> long(M/M,)

et par suite la conclusion.

Si q" est un second idéal de définition, on a q'Dq™ pour un entier m, donc
P, (M, n) <P,(M, mn) ; par suite le degré de P (M, n) ne dépend pas de 'idal de définition q
considéré; on le note d(M).

Lemme (16.2.2.2). — Soit 0 > M’ - M — M"' — 0 une suite exacte de A-modules de
type fini. Alors le polyndme P (M, n) —P (M’, n) —P,(M"', n) aundegré <dM') —1<d(M)—1.

En effet, la filtration des M,=M'nq"M’ est g-bonne (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° 1, prop. 1); comme long(M/q"M) =long(M"'[q"M"’) +long(M’'/M,)
le lemme résulte aussitét de (16.2.2.1) appliqué a M'.

Théoréme (16.2.3) (Krull-Chevalley-Samuel). — Soient A un anneau semi-local
noethérien, t son radical, M+ o un A-module de type fini, d(M) le degré du polynéme de Hilbert-
Samuel de M (pour un idéal de définition quelconque de A); soit d’autre part s(M) la borne inférieure
des entiers n tels qu’il existe des éléments x,, ..., x, de v pour lesquels M[(x, M+ ... +x,M)
soit de longueur finie. Alors on a

d(M) = s(M) = dim(M).

Lemme (16.2.3.1). — Pour tout xer, soit M le sous-module de M formé des éléments
annulés par x. Alors :
(1) On a s(M)<s(M/xM) +1.
(i1) Sotent p, les idéaux premiers appartenant a Supp(M) et tels que
dim(A/p;,) =dim(M) (1<i<m).

St x¢p, pour tout i, on a dim(M/xM)<dim(M)—1.
(iii) S% q est un idéal de définition de A, le polynome
P (M, n) —P,(M/xM, n)

est de degré <d(M)—1.

L’assertion (i) est triviale, car si (%);<;<, est tel que pour le module
N=M/xM, N/(x;N+ ... +x,N) soit de longueur finie, il suffit d’observer que ce
module est isomorphe 2 M/(xM+x M+ ... +x,M).

Pour prouver (ii), on remarque que, si a est ’annulateur de M, les idéaux premiers
qui contiennent I’annulateur de M/xM sont ceux qui contiennent a-+Ax (0, 1.7.5);
aucun des p; ne peut donc contenir a-+Ax et par définition de dim(M) (16.1.7) toute
chaine d’idéaux premiers contenant a-+ Ax a donc une longueur <dim(M)—1.

122



§ 16 PRELIMINAIRES 27

Enfin, pour démontrer (iii), on note que ’on a deux suites exactes

o> M->M3xM-=>0, o0—->asM—>M->MxM —>o

et 'assertion découle aussitét du lemme (16.2.2.2).

La démonstration de (16.2.3) se fait en trois étapes :

(16.2.3.2) On a dim(M)<d(M).

Raisonnons par récurrence sur d(M), le cas d(M) =o0 étant trivial. Supposons donc
dM)>1, etsoit p,eSupp(M) tel que dim(A/p,) =dim(M). Cela entraine que p, est un
élément minimal de Supp(M), donc il est associé a M (Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 1,
no 4, th. 2) et M contient par suite un sous-module N isomorphe a A/p, (loc. cit., § 1,
n 1); comme d(M)>d(N) par (16.2.2.2), on est ramené a prouver que dim(N)<d(N).
Soit donc p,Cp,C...Cp,
n<d(N). Cest évident si n=o0. Sinon, il existe xep;nt tel que x¢p,, car la relation
Po2 p;NT entrainerait Dt puisque P, ne contient pas p,, donc P, serait maximal, ce qui
est absurde. On a p;eSupp(N/xN), pouri>1, donc n— 1 < dim (N/xN) (16.1.7). Comme
N =0 en vertu du choix de x, on a d(N/xN)<d(N)—1 par (16.2.3.1, (iii)). L’hypo-
thése de récurrence implique alors d(N/xN) = dim(N/xN) >zn—1, donc n— 1<d(N)— 1.

(x6.2.3.3) On a d(M)<s(M).

Soit en effet (x);<i<, une famille d’éléments de r telle que, si 'on pose

une chaine d’idéaux premiers distincts dans A, et montrons que

a=xA+4+...4+xA, M/aM soit de longueur finie. Les idéaux associés a M/aM sont
alors maximaux (Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7) et comme ce sont les
seuls idéaux premiers contenant q=a+ (tnAnn(M)), A/q est artinien (loc. cit., prop. 9)
et q est un idéal de définition de A. Maison a ¢"M/q""'M =a"M/a" "' M, et si M est
engendré par r éléments z;, @”M/a”**M est un (A/q)-module engendré par les images
canoniques des xy'xy. .. xmz; o0 v, =m, donc par r(m :-11_ !
m;l}——n—l— I), ol a est une constante, et on en déduit aussitét que le
degré de P,(M, n) est <n; d’ou d(M)<s(M).

(x6.2.3.4) On a s(M)<dim(M).

Notons d’abord que n=dim(M) est fini par (16.2.3.2). Raisonnons par récurrence

) éléments; sa longueur

est par suite <ar(

sur n; la proposition est évidente pour n=o, puisque M est alors de longueur
finie (16.1.10). Supposons n>1, et soient p,;(1<i<m) lesidéaux premiers de Supp(M)
tels que dim(A/p;,) =n; la définition des p, montre que ce sont des éléments minimaux
de Supp(M), donc en nombre fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n® 4, th. 2).
Comme n>1, les p; ne sont pas maximaux, et il existe donc xer tel que x¢p; pour
tout ¢ (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2). En vertu de (16.2.3.1),
on a sM)<s(M/xM) +1 et dim(M)>dim(M/xM) +1; I’hypothése de récurrence
entraine que s(M/xM)<dim(M/xM), d’ou la conclusion.
Corollaire (16.2.4). — Sous les hypothéses de (16.2.3), on a

A~

(16.2.4.1) dim3; (M) =dim, (M).
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En effet, M/t"M et M/y"M sont isomorphes, donc d(M)=d(M).

Corollaire (16.2.5). — La dimension d’un anneau semi-local noethérien A est finie et égale
au nombre minimum d’éléments du radical de A engendrant un idéal de définition.

C’est I'égalité s(M)=dim(M) pour M=A.

En particulier :

Corollaire (16.2.6). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal,
k=Alm son corps résiduel; on a
(16.2.6.1) dim(A) <rg,(m/m?).

En effet, on sait que siles x; (1<i<n) sont des éléments de m dont les classes mod. m?
forment une base du k-espace vectoriel m/m?, les x; engendrent m (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 4).

Proposition (16.2.7). — Soient k un corps, B une k-algebre graduée de type fini & degrés positifs engendrée par ses éléments
homogeénes de degré 1 et telle que By=k; soient E un B-module gradué de type fini, de sorte (III, 2.5.4) que, pour n
assez grand, g (E,)=r(n) est de la forme ®(n)—DP(n—1), o D est un polynome en n de degré d. Alors il existe
dans B une famille (t;); <;<q de d éléments homogénes de degrés =1 tels que E| (Z4E) soit de rang fini sur k.

(2

Soit ¢ I'idéal maximal (:J B, de B, et, pour tout n, soit E; le sous-B-module ® E; de E. Tout
1

n=1 h=n
élément de B—q détermine une homothétie injective dans le B-module artinien E/E 7”, et cette homothétie est
donc bijective (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 3), ce qui entraine que (E/E;)q s’identifie
a E[E,; comme le corps résiduel de B est k, on déduit de I’hypothése que lonng((E/E;,)q) est un polynéme

en n de degré d. D’autre part, comme E est un B-module de type fini et que B est engendré par ses éléments
homogenes de degré 1, la filtration (E,) sur E est g-bonne (Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 1, n° 3, lemme 1),
donc la filtration ((E,)q) sur Eq est aBy-bonne. Puisque B, est un anneau local noethérien, on conclut de (16.2.3)
et de (16.2.2.1) que 'on a dim(E;) =d. Raisonnons alors par récurrence sur d, le lemme étant évident
si d=o0. Supposons d>1, et observons que les idéaux premiers minimaux »; (1<i<7r) dans Ass(E) sont
gradués (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 3, n° 1, prop. 1), et que q est distinct de la réunion des p; puisque d>1;
il y a donc un élément homogéne t €q n’appartenant A aucun des p; (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 1, n° 4,
prop. 8). Comme les idéaux premiers (p;); sont les éléments minimaux de Ass(Eq) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1, n® 2, prop. 5), on a dim(Ey/t,Eq) =d—1 (16.3.4). Il suffit alors d’appliquer I’hypothése de
récurrence au B-module gradué E/t,E pour obtenir la conclusion.

16 . 3. Systémes de paramétres dans un anneau local noethérien.

Proposition (16.3.1). — Soient A un anneau noethérien, p un idéal premier de A, n un
entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ht(p) =dim(A,)<n;

b) Il existe n éléments x; de A (1<i<n) tels que p soit minimal dans Uensemble des idéaux
premiers contenant I’idéal a engendré par les x; (autrement dit V(p) est une composante irréductible
de V(a)).

La condition b) entraine que aA, est un idéal de définition de A, d’ot1 a) en vertu
de (16.2.5). Inversement, si a) est vérifiée, il existe un idéal de définition b de A engendré
par n éléments x,/s, avec seA—p. En vertu de la correspondance biunivoque entre
idéaux premiers de A, et idéaux premiers de A contenus dans p, V’idéal a de A engendré
par les x; vérifie b).
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Pour n=1, on obtient le cas particulier :

Corollaire (16.3.2) (« Hauptidealsatz »). — Pour qu’un idéal premier dans un anneau
noethérien soit de hauteur <1, il faut et il suffit qu’il soit minimal dans ensemble des idéaux
premiers contenant un idéal principal convenable.

Corollaire (16.3.3) (Artin-Tate). — Soit A un anneau intégre noethérien. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) A est un anneau semi-local de dimension <1.

b) 1l existe f+0 dans A tel que A; soit un corps.

La condition a) équivaut a dire que A n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers
m;#+ 0, et que ces idéaux sont tous maximaux (o étant un idéal premier). Comme le
produit des m; n’est pas nul, puisque A est intégre, un élément f+o0 de ce produit
appartient a tous les m;, donc (o) est le seul idéal premier de I’anneau intégre A,
autrement dit A; est un corps. (On notera que cette partie de la démonstration n’utilise
pas le fait que A est noethérien.) Prouvons maintenant que ) entraine a); I’hypo-
these &) signifie que tout idéal premier p+o0 de A contient f. Soient p; (1<i<n) les
idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent f (qui sont en nombre fini
puisque A/fA est noethérien); il suffit de prouver que les p; sont des idéaux maximaux,
car alors tout idéal premier # o0 contient nécessairement un des p;, donc lui est égal.
Supposons donc qu’il existe un idéal maximal m contenant un des p, et distinct des p;;
m n’est donc pas contenu dans la réunion des p; (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1,
n° 1, prop. 2), autrement dit il existe gem n’appartenant a aucun des p;. Soit q un
des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent g; il résulte du « Haupt-
idealsatz » (16.3.2) que q est de hauteur 1, donc % o0; il contient par suite f, donc aussi
un des p;, et comme geq et que g n’appartient a aucun des p;, q est distinct des p;; il serait
donc de hauteur >2, ce qui est contradictoire.

Proposition (16.3.4). — Sotent A un anneau semi-local noethérien, t son radical, M un
A-module de type fini, p; les éléments de Supp(M) tels que dim(A[p,) =dim(M). Alors les p,
sont des éléments minimaux de Ass(M), et lon a dim(M/p;M) =dim(M). Pour tout xcx, on a

(16.3.4.1) dim (M/xM) > dim (M) — 1.

En outre, pour que les deux membres de (16.3.4.1) soient égaux, il faut et il suffit que x
n’appartienne @ aucun des ;.

La premiére assertion est immeédiate, car les p; sont par définition des éléments
minimaux de Supp(M) (16.1.6), et ces derniers sont aussi éléments minimaux de Ass(M)
(Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 4, th. 2). En outre, Supp(M/p;M) est ’ensemble
des idéaux premiers contenant p; (0, 1.7.5), donc dim(M/p;M) =dim(A/p;) =dim(M).

Posons N=M/xM. Six,, ...,x, sontdesélémentsde rtelsque N/(x; N+ ... 4+ x,N)
soit de longueur finie, cela signifie que M/(xM +x, M+ ... +x,M) est de longueur
finie, d’ou P'inégalité (16.3.4.1) en vertu de (16.2.3).

Le fait que les deux membres de (16.3.4.1) soient égaux lorsque x n’appar-
tient 4 aucun des p,; résulte de (16.3.4.1) et de (16.2.9.1). Inversement, si
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dim(M/xM) =dim(M)—1, aucun des p, ne peut appartenir a Supp(M/xM), et les
idéaux premiers de ce support sont ceux qui contiennent Ann(M) + Ax; comme les p,
contiennent Ann(M), ils ne peuvent contenir x.

Corollaire (x6.3.5). — Avec les notations de (16.3.4), pour tout idéal aCyp,, on a
dim(M/aM) =dim(M) et si l’on pose N=M/aM, la relation dim(M/xM) =dim(M) —1
entraine dim(N/xN) =dim(N) —1.

En effet, Supp(N) est U'ensemble des idéaux premiers contenant a-Ann(M),
donc p; appartient a Supp(N) et comme dim(N)<dim(M)=dim(A/p;,), on a
dim(A/p;) =dim(N); en outreles idéaux premiers qeSupp(N) tels que dim(A/q) = dim(N)
sont certains des p;; si ¥ n’appartient a aucun des p;, on a donc dim(N/xN) =dim(N)—1
en vertu de (16.3.4).

Définition (16.3.6). — Sotent A un anneau semi-local noethérien, t son radical, M un
A-module de type fini, et posons n=dim(M). On appelle systéme de paramétres pour M tout
systeme  (x;)y<i<n, de n éléments de v tel que M|(x, M+ ... 4x,M) soit de longueur finie.

On a vu (16.2.3) qu’il existe toujours de tels systemes.

n

On a vu au cours de la démonstration de (16.2.3.3) que si S:lzlxiA est tel

que M/JIM soit de longueur finie, =+ Ann(M) est un idéal de définition de A, et
réciproquement, s’il en est ainsi, M/JM est un module de type fini sur I’anneau arti-
nien A/q, donc est de longueur finie. Il revient donc au méme de dire que (%);<;<,
est un syst¢tme de parameétres pour M ou pour A/Ann(M) (ou encore que leurs images
dans A/Ann(M) forment un syst¢tme de paramétres pour cet anneau). Si (%;);<;<, €St
un systéme de paramétres pour M, il en est de méme de (x¥) pour tout entier k> 1,
car on peut se borner, en vertu de ce qui précéde, au cas ot M=A, et si J est un idéal

n
de définition de A, l'idéal 2 xfA contient J*", donc est aussi un idéal de définition.

i=1

Proposition (16.3.7). — Soient A un anneau semi-local noethérien, t son radical, xy, . . ., X,
des éléments de v, M un A-module de type fini.

On a alors
(x6.3.7.1) dim(M/(x;M + ... +xM))>dim(M)—&.

En outre, pour que les deux membres de (16.3.7.1) soient égaux, il faut et il suffit qu’il
existe des éléments x; (k+1<i<n=dim(M)) de 1 tels que (x)y<;<, S0it un systeme de
paramétres pour M.

L’inégalité (16.3.7.1) résulte de (16.3.4.1) par récurrence sur k. Si les deux
membres de (16.3.7.1) sont égaux, et si %, ..., %, estun syst¢tme de paramétres pour
M/(x;M+...4+xM), il est clair que M/(¥xM+... +xM+x_ M+ ... +xM)
est de longueur finie, donc (x,);<;<, est un systtme de parametres pour M; récipro-
quement, s’il existe des x;(k+1<i<n) ayant cette propriété et si l'on pose
N=M/xM+ ... +xM), il est clair que N/(x, ;N+...4x%N) est de longueur
finie, donc dim(N)<n—&%, et les deux membres sont égaux en vertu de (16.3.7.1).
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Proposition (16.3.8). — Soient A un anneau semi-local noethérien, X = Spec(A) son
spectre, a un idéal de A distinct de A tel que codim(V(a), X)=r>o0. Il existe alors
r éléments xy, ..., x, de a, faisant partie d’un systéme de paramétres de A, tels que

codim(V(a), V(Ax,+ . .. +Ax,)) =o.

Soient p; (1<i<m) les idéaux premiers minimaux de l'anneau A, q; (1<i<n)
les idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a; on a (14.2.1)
codim(V(a), X) =ir}f(codim(V(q]-), X)) =ix’_1f(dim(qu)) (16.1.3.2). L’hypothése r>o
entraine que a n’est contenu dans aucun des p;; par suite il existe xea qui n’appar-
tient a aucun des p; (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n°® 1, prop. 2). On a
comme ci-dessus codim(V(a), V(Ax)) =irj1f (dim((A/Ax)q]_/Az)) =irj1f (dim(qu/qux)); mais
comme x/1 n’est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux de qu on a
dim(qu/qux)zdim(qu)—I (16.3.4), d’ou codim(V(a), V(Ax)) =r—1. Pour la
méme raison, on a dim(A/Ax)=dim(A)—1. Raisonnons maintenant par récur-
rence sur 7; si r>1, il existe r—1 éléments x; (2<i<r) de A’=A/Ax, faisant partie
d’un systtme de parametres de cet anneau, appartenant a a/Ax et tels que
codim(V(a/Ax), V(A'x;+ ... +A'x;)) =o0. Soit (%), 1<i<, un systtme d’éléments
de A’ tel que (x{);<;<, SOit un systéme de parametres de A’; pour tout 7 tel que 2<i<s,
soit x; un élément de la classe x; dans A, avec x;ea pour 2<i<r; il est immédiat que
A/(Ax+ Ax,+ ... +Ax,) estdelongueur finie, et comme dim(A)=s, onvoitque x, =x
et les x; d’indices ¢>2 répondent aux conditions de I’énoncé.

Proposition (16.3.9). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m I’idéal maximal
de A, k son corps résiduel, ¢ : A—>B un homomorphisme local.

(i) On a
(16.3.9.1) dim(B) <dim(A) + dim(B®, k).

(ii) Soient M=o un A-module de type fini, N0 un B-module de type fini. On a
(16.3.9.2) dimy(M®, N) <dimy (M) +dimg g (N ®,£).

Soient m la dimension de A, (5);<;<n, un systtme de parametres de A (16.3.6),
de sorte que si a:ZsiA, A/a est un A-module de longueur finie. Alors ’anneau A/a

est artinien, donc l'idéal maximal m/a de cet anneau est nilpotent; I’idéal mB/aB
de B/aB, image de (m/a)®,B, est donc lui aussi nilpotent, et par suite on a
dim(B/aB) =dim(B/mB) (les spectres de ces deux anneaux ayant méme espace sous-
jacent). D’autre part .B/aB=B/(s;B+...+s,B), etlesimagesdess;dans B appartiennent
a I’idéal maximal de B. Par suite (16.3.7), on a

dim(B) <m + dim(B®, k)

ce qui n’est autre que (16.3.9.1).

Pour prouver (16.3.9.2), notons que si t (resp. s) est ’annulateur de M (resp. N)
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dans A (resp. B),ona dim, (M) =dim(A/r), dimg(N) =dim(B/s) par définition (16.1.7);
d’autre part, Supp(M®,N) est un sous-ensemble fermé de Spec(B) qui s’iden-
tifie (I,9.1.13) & Supp(M) Xgpeeu)Supp(N) =Spec((B/s) ®, (A/r)) = Spec(B/(s + tB)).
Comme N®,k est un B-module de type fini, on a dimgg ,(N®, k) = dimg(N®,4)
(16.1.9), et Supp(N®, k) est égal a Spec(B/(s+mB)) par le méme raisonnement
que ci-dessus. Appliquant (16.3.9.1) a A/r et & B/(s+1tB) il vient
dim(B/(s + tB)) <dim(A/x) +dim(B/(s + mB))

ce qui n’est autre que (16.3.9.2).

Corollaire (x6.3.10). — Sous les hypothéses de (16.3.9), st mB est un idéal de définition
de B, on a dim(B)<dim(A); si de plus A est intégre et dim(A) =dim(B), ¢ est injectif.

La premiére assertion résulte de (16.3.9) puisque alors dim(B/mB)=o0. On peut
d’ailleurs remplacer A par ¢(A), donc dim(B)<dim(¢(A)); si a=Ker(p)+o0, etsi A

est intégre, on a dim(¢(A)) =dim(A/a)<dim(A) (16.1.2.2), donc on ne peut alors
avoir dim(A) =dim(B) que si a=o.

16 . 4. Profondeur et coprofondeur (1).

Proposition (16.4.x). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini. Alors toute suite M-réguliére (x,)y<;<, (15.1.7) formée d’éléments de
m, fait partic d’un systéme de paramétres pour M.

Raisonnons par récurrence sur r; considérons le A-module

N=M/xM+...+x_;M);

par hypothése x;, ...,x,_, font partie d’'un systtme de parametres pour M, donc
dim(N)=dim(M)—(r—1) (16.3.7). Comme par hypothése ’homothétie de rapport x,
dans N est injective, x, n’appartient & aucun des idéaux premiers associés a N,
donc (16.3.4) on a dim(N/x,N)=dim(N)—1, ce qui s’écrit aussi

dim(M/(x; M+ ... +xM))=dim(M) —r;

la conclusion résulte donc de (16.3.7).

Pour un A-module M=*o0, une suite M-réguliere d’éléments de m a donc
au plus dim(M) éléments.

Lemme (16.4.2). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k= A/m
son corps résiduel, M un A-module. Pour qu’une suite M-réguliére (%;)i<;<, @ éléments de m
soit maximale, il faut et il suffit que Pon ait Hom,(k, M/(x; M +...4+x,M)) =*o.

Dire que (x;,) est maximale signifie que, pour aucun xem, I’homothétie de
rapport x dans N=M/(x; M +...+x,M) n’est injective, ou encore que m est contenu
dans la réunion des idéaux premiers associés & N (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1,
n° 1, cor. 2 de la prop. 2), donc égal & un de ces derniers, puisque c’est un idéal

(*) Dans la g¢ partie du chap. III, nous développons la notion de profondeur du point de vue cohomo-
logique et dans un cadre plus général.
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maximal (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2); autrement dit, il y a un
élément zeN dont ’annulateur est m, et par suite le sous-module Az de N est isomorphe
a A/m=k; d’ou le lemme.

Lemme (16.4.3). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k= A|m
son corps résiduel, M un A-module, (%;);<;<, une suite M-réguliére d’éléments de m. Alors
les A-modules Hom,(k, M/(x, M +...+x,M)) et Ext}(k, M) sont isomorphes, et pour n>1,
ils sont aussi isomorphes & Ext}(k, M/x;M).

Raisonnons par récurrence sur =z, la proposition étant évidente pour n=o.
Posons N=M/x;M; la suite (%),<;<, est N-réguliere, donc

Hom, (k, M/(x, M + ... +x,M)) =Hom, (£, N/(x,N + ... +x,N))
est isomorphe & Ext7~*(%, N) en vertu de I’hypothése de récurrence. Considérons alors

la suite exacte 0 —~M > M — M/x;M =N — 0; on en déduit la suite exacte des Ext
(16.4.3.1)  Ext’~'(k, M) — Ext}~(k, N) — Ext?(k, M) 3 Ext}(k, M).

En vertu de ’hypothése de récurrence, Ext}~!(k, M) est isomorphe 2
Hom,(k, M/(x M +...+x,_,M)),

qui est nul, puisque (%);<;<,_; n’est pas une suite M-réguliére maximale (16.4.2).
D’autre part, comme x;em, I’homothétie de rapport %, dans le A-module Hom, (£, T)
est nulle pour tout A-module T, donc il en est de méme de I’homothétie de rapport x,
dans tout A-module Ext}(k, T); les assertions du lemme découlent donc aussitét de la
suite exacte (16.4.3.1).

Corollaire (16.4.4). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k=A/m
son corps résiduel, M un A-module de type fini =+ o. Toutes les suites M-réguliéres maximales
d’éléments de m ont le méme nombre d’éléments, qui est le plus petit entier n tel que Exty(k, M) % o.

Définition (16.4.5). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini. On appelle profondeur de M, et I’on note prof, M ou prof(M) la borne
supérieure du nombre d’éléments d’une suite M-réguliére formée d’éléments de m.

On a donc prof(M)= 4o si et seulement si M=o, et, par (16.4.1)

(16.4.5.1) prof(M)<dim(M) si M=o.

On a évidemment prof (M*) = prof (M) pour tout £>o.

Proposition (16.4.6). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal,
M un A-module de type fini.

(i) Pour que prof(M)=o, il faut et il suffit que meAss(M) (ou encore qu’il existe
un sous-module de M isomorphe au corps résiduel £=A/m de A).

(ii) Pour tout élément M-régulier x appartenant a m, on a

(16.4.6.1) prof(M/xM) =prof (M) —1.
(iii) S2 M=o, on a
(16.4.6.2) prof(M)gpeiﬂg(M) dim(A/p)<dim(M).
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(iv) On a prof,(M) = prof; (M).

(i) Dire que prof(M)=o signifie qu’il n’existe aucun xem tel que ’homothétie
de rapport x dans M soit injective, autrement dit que tout xem appartient & un idéal
premier associé a M (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2);
mais m ne peut étre réunion des idéaux premiers associés & M que s’il est égal a4 I'un
d’eux (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2).

(i) Si (%);<i<m est une suite (M/xM)-réguliére formée d’éléments de m, la suite
formée de x et des x; est M-réguliére, et il résulte de la définition qu’elle est maximale
lorsque la suite (¥;);<;<, est une suite (M/xM)-réguliére maximale; d’ou la conclusion.

(iii) Raisonnons par récurrence sur n=prof(M), l’assertion étant évidente pour
n=o0. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (16.4.6.3). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini,
teA un élément M-régulier. Alors, pour tout peAss(M), tout idéal premier minimal parmi ceux
qui contiennent P 4 At est associé a M[tM.

On sait qu’il existe une suite exacte

o->M'—->M->M"-o0

telle que Ass(M') ={p}, Ass(M"")=Ass(M)—{p} (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ 1, n° 1, prop. 4); comme ¢ est M-régulier, il est aussi M’-régulier et M"’-régulier
(loc. cit., § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2). On en déduit que la suite

0> M’ [tM’ > M/tM—>M" [tM"' 0

est exacte (15.1.18). Par suite, ona Ass(M’/tM’) CAss(M/tM). Mais les idéaux premiers
de A contenant p sont les points de Supp(M’) (loc. ¢it., § 1, n® g, prop. 7), donc les
idéaux premiers contenant p - At sont les points du support de M'/tM’'=M’'®, (A[tA)
(0;, 1.7.5); un élément minimal de l’ensemble de ces idéaux premiers appartient
donc a Ass(M'[tM’) (Bourbaki, loc. cit., § 1, n° g, cor. 1 de la prop. 7), et a fortiori
a Ass(M/tM).

Ce lemme étant établi, revenons a la démonstration de (iii). Soit xem un
élément M-régulier, de sorte que prof(M/xM)=n—1 par (ii); pour tout peAss(M),
il résulte du lemme qu’il y a un idéal p’ associé a M/xM et contenant p+xA; mais
comme x est M-régulier, on a x¢p, d’ou p’#+p et par suite dim(A/p")<dim(A/p)—1.
Or P’hypothése de récurrence montre que n—i1<dim(A/p’); on en conclut que
n<dim(A/p) pour tout peAss(M).

4 (iv) On peut se borner au cas ou M= o0. Rappelons que M:M@AA a un iso-
morphisme canonique prés (0;, 7.8.3); comme A est un A-module plat, on a des
isomorphismes canoniques Exti(k, M)®,A = Extfg(k, M®,A) puisque k=k®,A A un
isomorphisme canonique pres (0, 12.3.5). L’assertion (iv) résulte donc de (16.4.4)
et du fait que A est un A-module fidélement plat (0, 7.3.5).

(16.4.6.4) On notera que si p est un idéal premier de A, on peut avoir ausst
bien propr(Mp)<profA(M) que propr(Mp)>profA(M); pour un exemple du premier cas,
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il suffit de prendre pour A un anneau local intégre de dimension >1; ona prof(A)>1
mais prof(K)=o0 pour le corps des fractions K de A. Pour un exemple du second cas,
considérons un anneau local noethérien intégre A, de dimension >2, d’idéal maximal m,
et soit k=Ay/m, son corps résiduel; soit A=A ®JF I’extension triviale de A, par le
Ag-module £ (18.2.3), I'idéal J étant Aj-isomorphe & £ (de sorte que la multiplication
dans A est donnée par (x,z)(x’,2") = (xx', 2"+ x'2)). Il est clair que J est le nilradical de
A et A/J est isomorphe a A, de sorte que tout idéal premier p de A est de la forme p,®3,
ou p, est un idéal premier de A;; en particulier m=m,®J est I'unique idéal maximal
de A. Comme tout élément de m, annule J, on a prof(A) = prof(A,) =o0; au contraire,
si PoF My, les éléments de J sont annulés par ceux de my,—p,, donc A, est canoni-
quement isomorphe a (Ay),,, et comme A, est intégre, prof(A,) =prof(Ay), >1 si p,+o.

Corollaire (x6.4.7). — Pour qu’un anneau local noethérien réduit A soit de profondeur o,
il faut et il suffit que A soit un corps.

En effet, comme l'intersection des idéaux premiers minimaux de A est o, A n’a
pas d’idéaux premiers associés immergés; en vertu de (16.4.6, (1)), si prof(A)=o, l'idéal
maximal m de A est aussi idéal premier minimal, donc est le seul idéal premier de A,
et comme A est réduit, m=o.

Proposition (16.4.8). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—B un
homomorphisme local, M un B-module tel que M, soit un A-module de type fini. Alors on a
(16.4.8.1) profy (M;,;) = profg(M).

On peut se borner au cas M+ o; supposons que profy(My;) =7 Si (%);<i<x
est une suite (M,)-régulitre maximale formée d’éléments de I'idéal maximal de A,
les p(x;) constituent une suite M-réguliére formée d’éléments de l'idéal maximal
de B, et on a donc, en posant N=M/(p(x))M + ... 4+ o(x,) M), profy(N) = profy(M) —n
(16.4.6, (ii)); de méme N;=Mp/(x, M+ ... +x,My)) et prof,(Ng)=0; on est
ainsi ramené a démontrer la proposition lorsque n=o0. Soit £ le corps résiduel de A;
comme £ est un quotient de A, le A-module P=Hom,(k, M) est un sous-module
de Hom,(A, My,)) =M, et I'hypothése entraine que P+o0 (16.4.6, (i)); en outre,
P est un A-module de type fini (puisque M, est un A-module de type fini), donc
un k-espace vectoriel de type fini, étant annulé par I'idéal maximal de A, et finalement
un A-module de longueur finie. D’autre part, P est aussi un sous-module du B-module M, et
puisqu’il est de longueur finie en tant que A-module, il ’est a fortior: en tant que B-module.
Comme il est # 0, il contient un sous-B-module simple, c’est-a-dire isomorphe au corps
résiduel de B; on conclut alors de (16.4.6, (i)) que 'on a bien profy(M) =o.

Définition (x6.4.9). — Soient A un anneau local noethérien M un A-module de type fini.
Si M=o, on appelle coprofondeur de M et on note coprof,(M) ou coprof(M), lentier fini
dim, (M) —prof,(M)>0 (16.4.5.1). I M=o, on pose coprof(M)=o.

On a coprof (M¥) = coprof (M) pour tout £>o.

Proposition (16.4.10). — Sotent A un anneau local noethérien, M un A-module de

type fini.
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\

(i) Pour tout élément M-régulier x appartenant & Uidéal maximal de A, on a
coprof(M/xM) = coprof(M).

(ii) On a coprofA(M):coprofK(M).

En effet, (i) résulte de (16.3.4) et (16.4.6, (ii)), et (ii) de (16.2.4) et
(16.4.6, (iv)).

Nous montrerons plus tard (IV, 6.11.5) que pour tout idéal premier p de A, on
a coprofy (M,)<coprofy (M).

Proposition (16.4.xx). — Sous les hypothéses de (16.4.8), on a

(16.4.11.1) coprof, (M,,;) = coprofy(M).
Cela résulte de (16.1.9) et (16.4.8).

16 . 5. Modules de Cohen-Macaulay.

Définition (16.5.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dit qu’un A-module de
type fini M est un module de Cohen-Macaulay si coprof(M)=o, autrement dit si M =0 ou
siM#+oet dim(M) =prof(M). On dit que A est un anneau de Cohen-Macaulay si le A-module A
est un module de Cohen-Macaulay.

Un A-module de longueur finie est un module de Cohen-Macaulay puisqu’il est:
de dimension o (16.1.10). Un anneau local réduit A de dimension 1 est un anneau de
Cohen-Macaulay, car alors son idéal maximal m ne peut étre associé a A (Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 10), donc prof(A) =1 en vertu de (16.4.6, (i)).
Si A est un anneau local intégre et intégralement clos de dimension >2, on a prof(A)>2 : en effet,
si x#0 estun élément de m, on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 1, n° 4, prop. 8)
que les idéaux premiers associés a A/xA sont de hauteur 1, donc distincts de m, et leur
réunion est par suite distincte de m (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2);
il existe donc des suites (x, ») qui sont -A-réguliéres et formées d’éléments de m, d’otr notre
assertion. On en conclut qu’un anneau local intégralement clos de dimension 2 est un anneau
de Cohen-Macaulay.

Proposition (16.5.2). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
Sfini. Pour que M soit un module de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que M soit un A-module
de Cohen-Macaulay.

Cela résulte aussitét de (16.4.10, (ii)).

Proposition (16.5.3). — Sous les hypothéses de (16.4.8), pour que M soit un B-module
de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que M, soit un A-module de Cohen-Macaulay.

Cela résulte de (16.4.11).

Proposition (16.5.4). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini 0. ST M est un A-module de Cohen-Macaulay, on a dim(A[p) =dim(M) pour tout
idéal premier peAss(M); en particulier aucun idéal premier associé & M n’est immergé.

Cela résulte aussit6t des inégalités (16.4.6.2).

On peut encore dire que M (ou Supp(M)) est équidimensionnel (16.1.7).
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Proposition (16.5.5). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini < o, x un élément de m. Supposons que M soit un module de Cohen-Macaulay ;
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) x est M-régulier;

b) dim(M/xM) =dim(M)—1;

c) x wappartient & aucun élément minimal de Supp(M).

En outre, M|xM est alors un modulede Cohen-Macaulay.

On a vu (16.5.4) que tous les éléments p de Ass(M) sont minimaux dans Supp(M)
et que dim(A/p)=dim(M); l’équivalence de a) et c) résulte donc de Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2; ’équivalence de b) et c¢) résulte
de (16.3.4). Le fait que M/¥M soit un module de Cohen-Macaulay résulte enfin
de (16.4.10, (i)).

Corollaire (16.5.6). — Sous les hypotheses de (16.5.5), soit (x,);<;<, une suite d’éléments
de m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La sutte (x;) est M-réguliére.

b) On a dim(M/(x;M+ ... +xM)) =dim(M)—r.

c) Les x; font partie d’un systéme de paramétres de M.

En outre, lorsque ces conditions sont satisfaites, N=M[(x; M + ... +x,M) est un module
de Cohen-Macaulay, donc, pour tout idéal peAss(N), on a dim(A/p) =dim(M)—r.

On sait déja que b) et ¢) sont équivalentes (16.8.6) et que a) entraine ¢) (16.4.1)
sans hypothése sur M. Pour voir que ¢) implique a) et prouver la derniére assertion de
I’énoncé, raisonnons par récurrence sur 7, 'assertion étant triviale pour r=o. Puisque x,;
fait partie d’un systéme de parameétres, dim(M/x; M)=dim(M)—1 (16.3.6), donc x; est
M-régulier et M/x;M est un module de Cohen-Macaulay par (16.5.5). Comme la
suite (%;),<;<, fait partie d’un systéme de paramétres pour P=M/x;M, Phypothése de
récurrence montre que (¥;),<;<, €st une suite P-réguliére et que P/(x,P 4 ... +-x,P)=N
est un module de Cohen-Macaulay; en outre (¥);<;<, €st M-réguliére.

Remarque (16.5.7). — Il résulte de (16.5.6) qu’il y a identité entre les systémes
de paramétres pour M et les suites M-réguli¢res maximales d’éléments de m lorsque M est un
module de Cohen-Macaulay. Inversement, il résulte de (16.4.1) que si un A-module
de type fini non nul est tel qu’il y ait une suite M-réguliére qui soit un syst¢éme de parameétres
pour M, alors M est un module de Cohen-Macaulay. La derniére propriété énoncée
dans (16.5.6) caractérise aussi les modules de Cohen-Macaulay :

Proposition (16.5.8). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini. On suppose que pour toute suite (%);<;<, d’éléments de A faisant partie d’un systéme de
paramétres pour M, et tout idéal premier p associé & N=M/[(x;M+...+xM), on ait
dim(A/p) =dim(N). Adlors M est un module de Cohen-Macaulay.

Soit (;)1<i<n un systéme de paramétres pour M; il suffit de montrer que la suite ()
est M-réguli¢re. Raisonnons par récurrence sur n=dim(M), la proposition étant triviale
pour n=o. Par hypothése (appliquée avec 7=0) les idéaux premiers p; associés & M
sont tous tels que dim(A/p;) =dim(M); comme y, fait partie d’un systéme de parameétres
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pour M, il résulte de (16.3.7) et (16.3.4) que y; n’appartient & aucun des p;» donc
est M-régulier. Si on pose P=M/yM, (5;)s<;<, ©st un systéme de paramétres pour P,
et il est immédiat que P vérifie ’hypothése de 1’énoncé; appliquant I’hypothése de
récurrence, on voit donc que (J;),<;<, ©st une suite P-réguliere, ce qui démontre la
proposition.

Proposition (16.5.9). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini; on suppose que M soit un module de Cohen-Macaulay. Soit peSupp(M), et posons
r=dim(M)—dim(M/pM). Alors il existe une suite M-régulidre (x,),<;<, formée d’éléments de p;
pour toute suite ayant ces propriéiés, on a

dim(M/(x;M+...+x,M)) =dim(M/pM) =dim(A/p),

et p est un élément minimal de Ass(M/(x; M +. ..+ x.M)).

Prouvons d’abord I’existence des x;; il n’y a rien & démontrer pour r=o.
Pour r>o0, procédons par récurrence sur r. Comme pour tout idéal premier q; associé
a M on a dim(A/q;)=dim(M) (16.5.4), 'hypotheése dim(M/pM)<dim(M) entraine
que p ne peut étre contenu dans un des g;, ces derniers étant les idéaux premiers
minimaux parmi ceux qui contiennent Ann(M) (16.1.2.2 et 16.1.7); on en conclut
que p n’est pas non plus contenu dans la réunion des q; (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II,
§ 1, n° 1, prop. 2), et par suite il existe un x;,€p qui est M-régulier (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2). On déduit donc de (16.5.5) que N=M/x;M
est un module de Cohen-Macaulay, de dimension dim(M)—1; comme x;€p, on a
d’ailleurs N/pN=M/pM, d’ou dim(N)—dim(N/pN)=r—1; on peut par suite appli-
quer a N T'hypothése de récurrence, et si (x;),<;<, est une suite N-réguliére formée
d’éléments de p, il est clair que (¥);<;<, €st une suite M-réguliére formée d’éléments
de p. Si on pose P=M/(x;M+...+xM), ona P/pP=M/pM puisque les x; sont
dans p, et dim(P) =dim(P/pP) par (16.5.6); mais comme P est un module de Cohen-
Macaulay, on a aussi dim(P)=dim(A/p’) pour tout p’cAss(P) (16.5.4). Comme
peSupp(P) (01, 1.7.5), p contient un des idéaux p’cAss(P) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1,n04, th. 2), et comme dim(P)=dim(P/pP)<dim(A/p)<dim(A/p’) =dim(P),
on a nécessairement p=p’ (16.1.2.2), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (16.5.10). — Sous les mémes hypothéses que dans (16.5.9) :

(i) M, est un A, -module de Cohen-Macaulay.

(ii) On a
(16.5.10.1) dim(M) =dim,(M/pM) —}—dimAp(Mp).

Avec les notations de (16.5.9), soient x; les images canoniques des x; dans
A, (1<i<r); comme les x; appartiennent 4 I'idéal maximal de A, et forment une suite
M, -réguliere par platitude (15.1.14), on a

propr(Mp) >r=dim(M) —dim(M/pM)> dimAp(Mp)

(en vertu de (16.1.8.1)). Mais compte tenu de (16.4.5.1), les trois termes de cette
inégalité sont nécessairement égaux, d’ou le corollaire.
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Corollaire (16.5.1xx). — Soit A un anneau local noethérien; supposons qu’il existe un

A-module de type fini M de support Spec(A), qui soit un module de Cohen-Macaulay. Alors,
pour tout idéal premier p de A on a

(x6.5.1x.1) dim(A) =dim(A/p) +dim(A,).
En effet, Supp(M/pM)==Spec(Afp) (0, 1.7.5) et Supp(M,)=Spec(A,); la

relation (16.5.11.1) est donc un cas particulier de (16.5.10.1).

Corollaire (x6.5.x2). — Tout anneau quotient d’un anneau local noethérien A vérifiant
les conditions de (16.5.11) (en particulier tout anneau quotient d’un anneau local de Cohen-
Macaulay) est caténaire.

Il suffit évidemment de prouver que A lui-méme est caténaire c’est-a-dire que, pour
deux idéaux premiers pCq de A,ona (16.1.4.2)

dim(A,) = dim(A,) + dim(A,/pA,).

Or, en vertu de (16.5.10, (i)) A, vérifie les mémes hypothéses que A, et la relation
précédente n’est donc autre que (16.5.11.1) appliquée a A, et al’idéal premier pA,de A,.

(x6.5.13) Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. On dit
que M est un A-module de Cohen-Macaulay si, pour tout idéal premier p de A, M, est
un A -module de Cohen-Macaulay; en vertu de (16.5.10) cette définition coincide
avec (16.5.1) lorsque A est local. On dit que A est un anncau de Cohen-Macaulay si tous
les A, le sont. Il est clair que si M (resp. A) est un A-module de Cohen-Macaulay (resp. un
anneau de Cohen-Macaulay), S ! M est un S ~* A-module de Cohen Macaulay (resp. S A
est un anneau de Cohen-Macaulay) pour toute partie multiplicative S de A.

§ 17. ANNEAUX REGULIERS

17.1. Définition des anneaux réguliers.

Proposition (x7.x.1). — Soient A un anneau local noethérien de dimension n, m son idéal
maximal, k= A/m son corps résiduel. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) L’homomorphisme canonique surjectif de k-modules gradués (15.1.1.1)

9 : i(m/m?) — gri,(A)

(ot le second membre est le k-module gradué associé & A muni de la filtration m-préadique) est
bijectif.

b) On a rg,(m/m?) =n.

c) Lidéal m admet un systtme de générateurs de n éléments.

d) L’idéal m admet un systéme de générateurs qui est une suite A-régulicre.

En vertu du lemme de Nakayama, rg,(m/m?) est le plus petit nombre d’éléments
d’un systtme de générateurs de m, donc b) et ¢) sont équivalentes. D’autre part,
si (%)1<i<, €st un systtme de générateurs de m dont les classes X; mod. m® forment
une base du k-espace vectoriel m/m? $'(m/m?) est isomorphe & l’anneau de poly-
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némes k[T, ..., T,]; compte tenu de ce que tout A-module de type fini est séparé pour
la filtration m-préadique (0, 7.3.5), il résulte de (15.1.9) que les conditions a) et d)
sont équivalentes; en outre, comme toute suite A-réguliere d’éléments de m a au plus
n éléments (16.4.1), on voit que d) entraine ¢). Reste & prouver que ¢) entraine a).
Posons pour abréger S=8'(m/m?)=k[T,, ..., T,], G=gr,(A), et considérons la suite
exacte 0 > —S >G>0, oule noyau J de ¢ est donc un idéal gradué de S. Pour
tout entier s>o0, on a donc

(17.1.1.1) ("‘ S ‘) —long(8,) =long(G,) +long(3,).

Supposons J=+ o0, de sorte qu’il existe un élément homogeéne uey de degré h1>o;

. 3, contient uS,_, pour s>h, et comme u+0 et que S est intégre, uS,_, est isomorphe

a S,_, comme k-espace vectoriel; on aurait donc long(J,)> long(S,_,) = (S_Z_*__Z_ I) ,
d’ott pour s>#h,

(r7.1.1.2) long(Gs)<(s+n_l)——(s_h+n_l).

n—I n—1I

Or, le second membre de (17.1.1.2) est un polynéme en s de degré <n—2; mais
ona G,=m'/m**!, et pour s assez grand, long(G,) est un polynéme en s de degré exac-
tement égal 2 n—1 dont le coefficient dominant est >0 (16.2.1), ce qui contredit

Pinégalité (17.1.1.2). C.Q.F.D.

Définition (17.1.2). — On dit qu'un anneau local noethérien qui vérifie les conditions
équivalentes de (17.1.1) est régulier.
Corollaire (x7.x.3). — Un anneau local régulier est intégre, intégralement clos, et un

anneau de Cohen-Macaulay.

La derniére assertion résulte de (17.1.1, d)); d’autre part, si A est régulier,
gri,(A) est intégre et complétement intégralement clos, étant isomorphe a &[Ty, ..., T,];
on en conclut que A posséde aussi ces deux propriétés (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° g, cor. de la prop. 1 et chap. V, § 1, n° 5, prop. 15).

Exemples (17.1.4). — (i) Un anneau local régulier de dimension o, étant integre
par (17.1.3), est nécessairement un corps, et réciproquement.

(ii) Pour qu’un anneau local noethérien de dimension 1 soit régulier, il faut et il
suffit qu’il soit un anneau de valuation discréte : en effet, dire qu’un anneau local noethérien
de dimension 1 est régulier signifie que son idéal maximal est principal et la conclusion
résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 3, n° 6, prop. q.

(iii) Soit £ un corps; ’anneau de séries formelles A =£k[[T;, ..., T,]] estun anneau
régulier de dimension n; en effet, il est clair que les T; (1<i<n) engendrent I'idéal maximal m
de A et forment une suite A-réguliere, car A/(T;A+...+T;A) est isomorphe
3 H[Tiprs - T,

Proposition (x7.1.5). — Pour qu’un anneau local noethérien A soit régulier, il faut et il
suffit que son complété A le soit.
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En effet, 'idéal maximal de A est mA et on sait que mt/m"*! et (mA)"/(mA)’“f1
sont des k-espaces vectoriels isomorphes; la condition @) de (17.1.1) est donc la méme
pour A et A.

Définition (17.1.6). — Etant donné un anneau local noethérien A, d’idéal maximal m, on
appelle systeme régulier de paramétres de A un systeme de paramétres pour A (16.3.5) qui
engendre m.

L’existence d’un tel syst¢éme équivaut au fait que A est régulier (17.1.1);si (%,);<;<n
est un systéme régulier de parametres, c’est un systéme minimal de générateurs de m,
dont les classes mod. m® forment une base de m/m?® sur k; en vertu de (17.1.1, a)) et
de (15.1.9), (x;) est une suite A-réguliére maximale (d’ot la terminologie).

On prendra garde toutefois que, dans un anneau régulier, un systéme de parameétres
pour A qui est aussi une suite A-réguliere n’est pas nécessairement un systéme régulier de
parametres, comme le montre ’exemple des puissances k-iémes d’un systéme régulier de
paramétres (15.I.20).

Proposition (17.1.7). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k = A/m
son corps résiduel, (%;);<;<, une suited’élémentsde m, J l'idéal % A+ ...+ x,A. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) A est régulier et les x; font partie d’un systéme régulier de paramétres de A.

a’) A est régulier et les classes %; des x; mod. m® sont linéairement indépendantes sur k.

b) Les x; font partie d’un systéme de paramétres pour A et A|J est un anneau régulier.

En outre, lorsque ces conditions sont vérifices,  est un idéal premier.

La derni¢re assertion résulte trivialement du fait que A/J, étant régulier, est
intégre (17.1.3). Posons n=dim(A). L’équivalence de a) et a’) est immédiate; en effet,
les classes mod. m® des éléments d’un systéme régulier de parameétres forment une base
de m/m? par rapport a £, et réciproquement, si les x; (1<i<r) sont linéairement indé-
pendants sur £, on peut trouver n—r éléments x;em (r 4+ 1<i<n) telsque les x; (1<i<n)
forment une base de m/m? donc (;);<;<, est un systéme régulier de paramétres. Pour
voir que a) entraine ), remarquons que puisque les x; font partie d’un systéme de
paramétres de A, on a dim(A/J)=n—r (16.3.6); soit n=m/J l'idéal maximal
de A/J. On a une suite exacte

(x7.1.7.1) o—(m?+ J) /m?>—>m/m2—n/n’*—>o

puisque 1= (m?*+3J)/J; I’hypothése a) entraine que rg,((m?+ J)/m?)=r, donc
rg,(n/n?) =n—r=dim(A/J), ce qui prouve b) en vertu de (17.1.1, b)).

Inversement, pour prouver que b) entraine a), notons que le fait que les x;
font partie d’un systtme de parameétres entraine que dim(A/J)=n—r (16.3.6);
I’hypothése que A/ est régulier implique d’autre part rg(n/n®)=n—r (17.1.1);
par ailleurs on a évidemment rg,((m®+ J)/m?)<r, donc on tire de (17.1.7.1) que
rg,(m/m?)<r+ (n—r)=n; donc A est régulier en vertu de (16.2.6) et (17.1.1). En
outre la relation rg,(m/m?)=n entraine alors rg,((m?+ J)/m?) =r, et par suite les X;
sont linéairement indépendants sur k. C.Q.F.D.
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Corollaire (x7.1.8). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, ¢t un
élément de m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) AJtA est régulier et t est non diviseur de zéro dans A.

b) A est régulier et t¢m?>.

C’est le cas particulier r=1 de (17.1.7) (compte tenu de ce qu’un élément de m
non diviseur de o fait partie d’un syst¢tme de parameétres (16.4.1)).

Corollaire (17.1.9). — Sotent A un anneau local régulier, m son idéal maximal, § un
idéal de A contenu dans m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’anneau A[J est régulier.

b) J est engendré par une suite (x;),<;<, faisant partie d’un systéme régulier de paramétres
de A.

On a déja vu (17.1.7) que b) entraine a). Inversement, supposons que A/J soit
régulier (ce qui entraine que J est premier) et soient n=dim(A), n—r=dim(A/J);
avec les notations de (17.1.7), la suite exacte (17.1.7.1) donne rg,((m?+J)/m?) =r,
donc il existe une suite (¥;);<;<, d’éléments de J faisant partie d’un systéme régulier
de parametres de A. Posons J =x; A+ ...+x,A; il résulte de (17.1.7) que JF’ est
un idéal premier de A et que A/J’ est régulier et de dimension n—r; mais comme
AIFT=(A/F)/(3|J') et que J/J est premier dans I’anneau integre A/J’, les dimensions
de A/J et de A/J’ ne peuvent étre égales que si J=3J" (16.1.2.2).

17.2. Rappels sur la dimension projective et la dimension injective des
modules.

(r7.2.1) Soient A un anneau, M un A-module. Rappelons (M, VI, 2) qu’on
appelle dimension projective (resp. dimension injective) de M et que I'on note dim. proj(M)
ou dim. proj,(M) (resp. dim.inj(M) ou dim. inj,(M)) le plus petit n (entier ou égal
a +o0) tel qu'il existe une résolution projective gauche (resp. une résolution injective
droite) de M qui soit de longueur n. Il revient au méme (loc. cit.) de dire que n est le plus
petit nombre tel que pour tout A-module N, on ait Ext{(M, N) =o (resp. Ext;(N, M) =o)
pour tout :>n, ou seulement pour i=n-1. Pour tout facteur direct M’ de M, on a donc
dim. proj(M’)<dim. proj(M) puisque Exti(M’, N) est facteur direct de Exti(M, N);
de méme dim. inj(M’')<dim. inj(M). Une condition équivalente & dim. proj(M) =n
(resp. dim. inj(M) =n) est que = est le plus petit nombre tel que, pour toute suite exacte

o>R—>P_;»>...>P,>M->o0

(resp.o>M >Q,— ... >Q,_, - C — 0), ol tous les P, pour o<i<n sont projectifs
(resp. tous les Q; pour 0<i<n sont injectifs), alors R est projectif (resp. C est injectif).
Remarques (17.2.2). — (i) Dire que M est un A-module projectif (resp. injectif )
équivaut donc a dire que dim. proj(M) =o (resp. dim. inj(M) =o).
(i1) Soit T un foncteur covariant additif de la catégorie des A-modules dans une
catégorie abélienne. Il résulte aussitét des définitions de (17.2.1) et de celle des
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foncteurs dérivés que si  dim. proj(M)<n (resp. dim. inj(M)<n), on a L‘T(M)=o
(resp. R'T(M) =0) pour tout i>n.

(iii) Si on suppose A noethérien et M de type fini, la derniére interprétation de la
dimension projective donnée dans (17.2.1) montre que si dim. proj(M) =n, M admet
une résolution gauche de longueur » formée de modules projectifs de type fini. Si de plus A
est un anneau local noethérien, M admet une résolution de longueur n par des modules
libres de type fini, un A-module projectif de type fini étant alors libre (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § g, n° 2, cor. 2 de la prop. 5).

Lemme (17.2.8). — Sotent A un anneau, M un A-module. Pour que dim. inj(M)<n
il faut et il suffit que pour tout A-module monogéne N, on ait Ext;™!(N, M) =o.

Avec les notations de (17.2.1), il s’agit de prouver que C est injectif; pour tout
A-module N, Ext}**(N, M) est isomorphe 2 Ext; (N, C) (M, V, 7), doncona Ext{(N, C) =o
pour tout A-module N de la forme A/J, ou J est un idéal quelconque de A. La suite
exacte des Ext montre alors que ’homomorphisme canonique Hom(A, C) - Hom(S, C)
est surjectif pour tout idéal J de A, ce qui implique que C est un A-module injectif
M, I, 3.2).

Lemme (17.2.4). — Sotent A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. Pour
que dim. proj(M)<n, i faut et il suffit que pour tout A-module monogéne N, on ait
Ext;*1(M, N) =o.

On sait en effet (M, VI, 2.5) que la condition dim. proj(M)<n est équivalente
a Ext}™'(M, N)=o0 pour tout A-module N de type fini; pour voir que la condition de
P’énoncé est aussi suffisante, on raisonne par récurrence sur le nombre de générateurs m

b

de N : il y a un sous-module N; de N engendré par m— 1 éléments et tel que N,=N/N,
soit monogéne; de la suite exacte 0 - N; - N — N, -+ 0, on déduit alors la suite exacte
Ext?*Y(M, N,) - Ext;"(M, N) — Ext;*1(M, N,) et ’hypothése de récurrence montre
que la condition de ’énoncé entraine bien Ext;*!(M, N)=o.

Corollaire (17.2.5). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module. On a

(17.2.5.1) dim. inj,(M) =sup (dim. inj, (M,,))

et st M est de type fim
(17.2.5.2) dim. proj, (M) =sup (dim. proj, (M)

ot m parcourt ensemble des idéaux premiers (ou Uensemble des idéaux maximaux) de A.
En effet, si N est un A-module de type fini (donc de présentation finie), on a,
pour toute partie multiplicative S de A et pour tout ¢>o0

S—1Exti(N, M) =Ext}_,,(S7'N, S™'M)
par platitude, en considérant une résolution libre de M et en utilisant le fait que la
relation précédente est vraie pour i=o (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2,
n® 7, prop. 19). En particulier Extim(Am/ﬁAm, M,,) = (Exti(A/J, M)),, pour tout idéal
premier m et tout idéal J de A; si I'on tient compte de (17.2.3) et de ce que tout
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idéal de A, est de la forme JA,, pour un idéal convenable § de A, on déduit la
formule (17.2.5.1) de ce qui précede et de Bourbaki, Alg. comm., chap. I1, § 3, n° g, th. 1.
On proceéde de méme pour (17.2.5.2) en utilisant cette fois (17.2.4) et en échangeant
les roles de M et de N.

Pour les anneaux noethériens et les modules de type fini, I’étude de la dimension
projective ou de la dimension injective est donc ramenée par (17.2.5) au cas des
anneaux locaux. On a alors le

Lemme (17.2.6). — Soient A un anneau local noethérien, k son corps résiduel, M un
A-module de type fini. Pour que dim. proj(M)<n, il est nécessaire que Tor}(M, k) =0 pour
i>n, et il suffit que Tory, (M, k) =o.

La nécessité est un cas particulier de la remarque (17.2.2 (ii)), appliquée au fonc-
teur covariant M~>k®, M. Pour prouver que la condition est suffisante, il s’agit,
avec les notations de (17.2.1), d’établir que R est projectif lorsque les P, sont supposés
de type fini; or Tors, (M, k) est isomorphe a Tor}(R, k) (M, V, 7); et on sait que,
puisque R est de type fini, la condition Tor}(R, k) =0 entraine que R est libre (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § 3, n® 2, cor. 2 de la prop. 5).

Corollaire (v7.2.7). — Sous les hypothéses de (17.2.6), soit x un élément M-régulier
de A appartenant & l’idéal maximal de A; alors on a

(r7.2.7.1) dim. proj(M/xM) = dim. proj(M) 4 1.

En effet, de la suite exacte 0 - M > M — M/xM — o définie par la multiplication
par x dans M, on déduit la suite exacte des Tor ¢

Tor*(M, k) > Tor*(M, k) — Tor}(M/xM, k) — Tor (M, k) > Tork_,(M, k)

pour tout i>1. Or, pour tout A-module N, I’homothétie de rapport x dans M®,N
provient aussi bien de I’homothétie de rapport x dans M que de ’homothétie de rapport »
dans N; on en conclut aussit6t, puisque I’homothétie de rapport x dans k est nulle par
définition, que, pour tout i, ’homomorphisme Tor#(M, k) > Tor}(M, k) est nul; autre-
ment dit, on a la suite exacte

o — Tor*(M, k) — Tor}(M/xM, k) — Tor*_,(M, k) — o.

Si dim. proj(M) =n, ona Tor(M, k) + 0 et Tor), (M, k) =Tor} _,(M, k) =0 en vertu
de (17.2.6). Il résulte donc de ce qui précéde que 'on a Tory ,(M/xM, k)+0 et
Tork, ,(M/xM, k) =0, donc dim. proj(M/xM)=n-+1 par (17.2.6).

Proposition (17.2.8) (M. Auslander). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Tout A-module est de dimension projective <n.

a') Tout A-module de type fini est de dimension projective <n.

b) Tout A-module est de dimension injective <n.

c) Pour tout couple de A-modules M, N on a Ext;*'(M, N)=o.

c’) Pour tout couple de A-modules M, N tel que M soit de type fini (ou seulement
monogéne), on a Ext;™'(M, N)=o.
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Cela résulte aussitét de (17.2.1) et (17.2.3).

Le plus petit nombre 7 (entier ou 4 o0) pour lequel les conditions équivalentes
de (17.2.8) sont satisfaites est appelé dimension cohomologique globale (ou simplement
dimension cohomologique) de A et noté dim. coh(A).

Proposition (17.2.9). — Soit A un anneau noethérien. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) dim. coh(A)<n.

b) Tout A-module de type fini est de dimension injective <n.

c) Pour tout couple de A-modules de type fini, M, N, on a Ext;**(M, N) =o.

Cela résulte aussitdt de la définition et de (17.2.4).

Corollaire (17.2.10). — Si A est un anneau noethérien, on a

(17.2.10.1) dim. coh(A) =sup (dim. coh(A,,))

ot m parcourt le spectre de A (ou I’ensemble des idéaux maximaux de A).

Cela résulte de (17.2.9) et (17.2.5).

Proposition (x7.2.11). — Sotent A un anneau local noethérien, k son corps résiduel. Pour
que dim. coh(A)<n, il est nécessaire que Tor}(k, k) =o0, pour i>n, et il suffit que
Torp ,(k, k) =o.

Compte tenu de (17.2.6), il suffit de prouver que les relations dim. coh(A)<n
et dim. proj,(k)<n sont équivalentes. Il est clair que la premiére entraine la seconde
par définition. Inversement, si dim. proj,(k)<n, on a Tor}(M, k)=o0 pour i>n et
pour tout A-module M en vertu de (17.2.2, (ii)); donc dim. proj(M)<n, ce qui prouve
la proposition en vertu de (17.2.8).

Corollaire (17.2.12). — Soit A un anneau noethérien. Pour que I'on ait dim. coh(A)<n,
il est nécessaire que, pour tout idéal maximal m de A, on ait TorPm(Ajm, A/m)=o0 pour i>n,
et il suffit que ces relations soient vérifides pour i=n- 1.

Cela résulte aussitot de (17.2.11) et (17.2.10).

Proposition (17.2.13). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—B un
homomorphisme local faisant de B un A-module plat. Alors on a
(r7.2.13.1) dim. coh(A)<dim. coh(B).

Supposons que dim. coh(B)=n soit finie; il suffit de prouver que pour tout
couple (M, N) de A-modules de type fini, on a Tor}(M, N)=o0 pour i>n (17.2.11).
Comme B est un A-module fidélement plat (0;, 6.6.2), il revient au méme (0;, 6.4.1)
de montrer que l'on a

(17.2.13.2) Tor}(M, N)®,B=o.
Or, si L ,=(L;) est une résolution droite de M par des A-modules libres, il
résulte de ce que B est un A-module plat que L ,® B=(L,®,B) est une réso-

lution droite du B-module M®,B par des B-modules libres; en outre, on a
(L;®,B)®3(N®,B) = (L;®,N)® B, d’oli on conclut aussitét que le premier membre
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de (17.2.13.2) est égal a TorP(M®,B, N®,B); I’hypothése sur B entraine que
ce B-module est nul pour i>n (17.2.2, (ii)), d’ou la conclusion.

(x7.2.14) Soient (X, Og) un espace annelé, # un Oy-Module; on appelle dimension
projective {resp. injective) ponctuelle de F et on note dim. proj(F ) (resp. dim. inj(#)) le nombre
sgg(dim. proj(#,)) (resp. sgg(dim. inj(£#,))). On appelle dimension cohomologique ponctuelle

de X et onnote dim. coh(X) lenombre sup(dim. coh(0,)). Ilrésultede (17.2.5) et (17.2.10)
zeX

que lorsque A est un anneau noethérien, M un A-module de type fini et X = Spec(A), on a
dim. proj(l\N/I) =dim. proj(M), dim. inj (ﬁ) =dim. inj(M) et dim. coh(X) =dim. coh(A).
On appelle dimension projective (resp. injective) de F en un point xeX la dimension projective
(resp. injective) de F,, dimension cohomologique de X en un point x la dimension cohomo-
logique de 0,.

Proposition (17.2.15). — Soient X, Y deux espaces annelés en anneaux locaux noethériens,
f:X =Y un morphisme plat. Si dim. coh(X)<n, alors Y est de dimension cohomologique <n
en tout point de f(X).

Cela résulte aussitét de (17.2.13).

17.3. Théorie cohomologique des anneaux réguliers.

Théoréme (x7.3.1) (Hilbert-Serre). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que A
soit de dimension cohomologique finie, il faut et il suffit que A soit régulier; on a alors

(r7.3.1.1) dim. coh(A) =dim(A).

Supposons A régulier; soient m son idéal maximal, x = (¥;);<;<, unsystéme régulier
de paramétres de A (17.1.6); considérons le complexe de ’algébre extérieure K (x)
(II, 1.1.1), qui est formé de A-modules libres, avec K;(x) =0 pour i>n; comme (x;)
est une suite réguliére, on a H(K, (x))=o0 pour >0 (I, 1.1.4 et 1.1.3.3) et
H,(K,(x)) =A/(xA+...+x,A)=A/m=k; les K;(x) forment par suite une résolution
libre de k de longueur zn. Or, le fait que les x; appartiennent a m entraine aussitét que dans le
complexe K, (x, k) =K, (x)®,k, 'opérateur bord est nul en toutes dimensions, si bien que

’on a, par définition, Tor}(k, k) :;\(k"); I’égalité (17.3.1.1) résulte donc aussitot de
(17.2.11) (ce résultat est essentiellement le « théoréme des syzygies» de Hilbert).

Montrons maintenant que si A est un anneau local noethérien, m son idéal
maximal, et si dim. proj,(m) est finie, alors A est régulier, ce qui achévera de
démontrer (17.8.1). Nous procéderons par récurrence sur n=rg,(m/m?). Pour n=o,
on a m=o0 et 'assertion est triviale.

Lemme (17.3.1.2) (Nagata). — Si fout élément de m—m?® est diviseur de zéro dans A,
il existe c4o0 dans A tel que cm=o0 (autrement dit on a meAss(A)).

On peut se borner au cas o m=o0, donc m=+m2 L’hypothése entraine que
m—m? est contenu dans la réunion des idéaux p, de Ass(A) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1, n° 1, cor. g de la prop. 2); donc m est contenu dans la réunion de m®
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et des p;, donc dans I'un des p; puisque mdm® (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1,
n® 1, prop. 2); m étant maximal, cela prouve le lemme.

Lemme (17.3.1.3). — St aem—m?, m/Aa est isomorphe & un facteur direct de m/am.

Il existe un systtme minimal de générateurs de m contenant a (dont les images
dans m/m? forment une base de ce k-espace vectoriel); soit b I'idéal engendré par les
éléments de ce systtme autres que a. Comme la relation xacb entraine xem (en
considérant I'image de xa dans m/m®), on a bnAaCam d’ol un homomorphisme
b/(bnAa)—>m/am déduit de I'injection b—>m par passage aux quotients, et qui est
injectif. En outre, b+ Aa=m, et ’homomorphisme composé

m/Aa= (b -+ Aa)/Aa = b/(bnAa) - m/am — m/Aa

est 'identité; d’ou le lemme.

Lemme (17.3.1.4). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, E un
A-module de type fini et de dimension projective finie. Si acm est A-régulier et E-régulier, alors E[aE
est un (AlaA)-module de dimension projective finie, au plus égale a dim. proj,(E).

Raisonnons par récurrence sur h=dim. proj,(E), le cas A=o0 étant trivial
puisque alors E est un A-module projectif, donc E/aE un (A/aA)-module projectif. Il
existe une suite exacte

0—>N—->L—->E-—>o

ou L est libre et dim. proj,(N)=k—1 (17.2.2, (iii)), N étant de type fini. En outre,
la suite
0—->N/aN —L/aL. -E[aE —o0

est exacte (15.1.18). Comme a est A-régulier, il est aussi N-régulier puisque L est libre;
Ihypothése de récurrence entraine que N/aN est un (A/aA)-module de dimension projec-
tive <h—1, et comme L/aL est un (A/aA)-module libre, E/aE est un (A/aA)-module de
dimension projective <A.

Examinons maintenant deux cas :

I. — Supposons d’abord que tout élément de m—m?® soit diviseur de zéro dans A,
auquel cas (17.3.1.2) il existe ¢+ 0 dans A tel que ¢m =o0. Montrons alors que m=o.
S’il n’en était pas ainsi, notons d’abord que m ne pourrait étre un A-module projectif,
car il serait libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § g, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), ce qui
contredit la relation ¢m=o0. On aurait donc n=dim. coh(A)>1. Comme meAss(A),
il existerait une suite exacte de A-homomorphismes

o—-k—->A—-E—o.

Mais cela est absurde, car en vertu de la relation n>1, la suite exacte des Tor donnerait
la suite exacte o — Tor2_,(E, k) — Tor2(k, k) —o0; orona Tors ((E, k)=o0 (17.2.2, (ii))
et Tor2(k,k)+o0 (17.2.11) et nous avons abouti & une contradiction.

II. — On peut donc se borner au cas ou il existe aem—m? qui est un élément
A-régulier, et par suite aussi m-régulier. Considérons ’anneau A’=A/aA et son idéal
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maximal m’'=m/aA; il est clair que rg(m’/m”? =n—1. En vertu de (17.3.1.4),
m/am est un A’-module de dimension projective finie, donc il en est de méme de m’ = m/aA,
qui en est un facteur direct (17.8.1.8 et 17.2.1). L’hypothése de récurrence entraine
par suite que A’=A/aA est régulier, ce qui prouve par (17.1.8) que A est régulier.

Corollaire (17.3.2). — Si A est un anneau local régulier, A, est régulier pour tout idéal
premier p de A.

En effet, on a vu (17.2.10) que dim. coh(A,)<dim. coh(A), donc la conclusion
résulte aussitot de (17.3.1).

Proposition (17.3.3). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, o : A—~B un
homomorphisme local, m (resp. n) I’idéal maximal de A (resp. B), k=A/m (resp. ¥’ =B/n) le
corps résiduel de A (resp. B). On a donc un homomorphisme canonique de k'-espaces vectoriels

(17.3.3.1) ¢ (m/m?)® k" —n/nd.

(1) St B est régulier et si B est un A-module plat, A est régulier.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est régulier et I’homomorphisme ¢ (17.9.3.1) est injectif.

b) A et B sont réguliers, et pour un systéme régulier de parametres (x;);<; <, de A, les ¢(x;)
font partie d’un systéme régulier de paramétres de B (auquel cas cette propriété a lieu pour
tout systéme régulier de parametres de A).

c) B e B®,k sont réguliers, et B est un A-module plat.

d) A et B®,k sont réguliers, et B est un A-module plat.

e) A et BQ,k sont réguliers, et Pon a

(17.3.3.2) dim(B) = dim(A) + dim(B®,k).

(i) On a dim.coh(A)<dim.coh(B) par (17.2.13), donc il suffit d’appliquer
(17.3.1).

(ii) Lorsque A est supposé régulier et que (¥;) est un systeme régulier de parametres
de A, dire que B est un A-module plat équivaut, en vertu de (15.1.21) a dire que la suite
des y;=o(x) est B-réguliere (puisque B®,k est un k-module plat). D’autre part,
comme dim(A)=m, et que la suite () engendre I’idéal mB, la relation (17.3.3.2),
qui s’écrit aussi dim(B/mB) =dim(B) —m, équivaut a dire que la suite (3;);<;<n fait
partie d’un syst¢tme de parametres de B (16.3.7). On voit donc que les conditions &),
d) et ¢) équivalent respectivement aux suivantes :

b’) A et B sont réguliers et ( ););<;<, fait partie d’un systéme régulier de paramétres

de B.

3

d’) A est régulier, B/( 2 yB) est régulier et la suite (y;) est B-réguliere.
i=1

W

¢') A est régulier, B/(
de parameétres de B.

) 9B) est régulier et la suite (y;,) fait partie d’'un systéme

Or, b’) et ¢') sont équivalentes en vertu de (17.1.7), et comme d’) entraine ¢’)
(16.4.1) et est entrajnée par ') (17.1.7%), elle leur est équivalente. La conjonction
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de b) et d) implique trivialement ¢), et en vertu de (i), ¢) entraine d); on a donc
prouvé I’équivalence de 5), ¢), d) et ¢). En outre, il est clair que ) entraine a),
les classes des x; dans m/m® formant alors une base de ce k-espace vectoriel et
les classes des y; dans n/n® un systtme libre de ce A’-espace vectoriel. Reste donc
a prouver que a) entraine ¢). Posons V=m/m% W=n/n?; il est immédiat que I’on
a $(Vut') = (n®+mB)/n’>. On a d’une part, en vertu de (16.3.9)

(17.-3.3-3) dim(B) <dim(A) + dim(B®,k);
en second lieu, d’aprés (16.2.6), on a
(17.3.3-4) dim(A) <rg,, (VOL).

Enfin, dans ’anneau local B®,k=B/mB, n’=n/mB est 'idéal maximal, £’ le corps
résiduel et n’'/n"? estisomorphe & n/(n®+mB) = W/{(V®,%’); onadonc,d’apres (16.2.6)
(17.3.3.5) dim(B®, k) <rg, W —rg, 4 (VE,K).

Enfin, puisque B est supposé régulier, on a dim(B) =rg,W (17.1.1); on conclut
donc de (17.3.3.3), (17.3.3.4) et (17.3.3.5) que l'on a

rg, W<dim(A) 4 dim(B®,k) <rg, W + rg, (VO k') —rg (VL)
et dire que les deux termes extrémes de cette inégalité sont égaux signifie que ¢ est injectif.
La condition ) entraine donc nécessairement que dans chacune des relations (17.3.3.3),
(17.3.3.4) et (17.3.3.5), les deux membres sont égaux; or, Pégalité dans (17.3.3.4)

(resp. (17.8.3.5)) signifie que A (resp. B®,k) est régulier (17.1.1); on a donc bien
prouvé que a) entraine ¢).

Proposition (17.3.4). — Sotent A un anneau local régulier de dimension n, m son idéal
maximal. Pour tout A-module non nul de type fini M, on a
(17.3.4.1) prof(M) + dim. proj(M) ==.

Raisonnons par récurrence sur m=prof(M). Si m=o, on sait (16.4.6, (1))
qu’il existe un sous-A-module N de M isomorphe & £=A/m; appliquant la suite exacte
des Tor a la suite exacte o - N - M — M/N — o, on obtient une suite exacte

Tor?, ,(M/N, k) — Tor2(N, k) - Tory(M, k),

et ’hypothése que A est régulier entraine Tor?, ;(M/N, k) =o0 ((17.3.1.1) et (17.2.6)),
donc TorA(k, k) est isomorphe & un sous-A-module de Tori(M, k); appliquant de
nouveau (17.3.1.1) et (17.2.6), on voit que Tor*(M, k)+o0, donc dim. proj(M)=n
(17.2.6); mais comme dim. proj(M)<n par (17.3.1.1), on a bien dim. proj(M) =n.
Supposons maintenant m>o, et soit x un élément M-régulier appartenant a m; on
sait alors (16.4.6, (1)) que 'on a prof(M/xM)=m—1, et d’autre part (17.2.7)
dim. proj(M/xM) =dim. proj(M) +1; T’hypothése de récurrence prouve aussitét la
relation (17.3.4.1).
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Corollatre (17.3.5). — (i) Soit A un anneau local régulier de dimension n; pour qu'un
A-module M =0 de type fini soit libre, il faut et il suffit que M soit un A-module de Cohen-
Macaulay de dimension n.

(ii) Sotent A un anneau local régulier, B un anneau local, o : A—B un homomorphisme
local faisant de B un A-module de type fini. Pour que B soit un A-module libre, il faut et il suffit
que B soit un anneau de Cohen-Macaulay et que o soit injectif (ou, ce qui revient au
méme (16.1.5), que dim(B) =dim(A)).

(i) Cela résulte de (17.3.4.1) et du fait que pour un A-module de type fini,
il revient au méme de dire que ce module est projectif ou libre (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5); les A-modules libres de type fini M sont donc
caractérisés par la relation dim. proj(M)=o0 (17.2.2, (i)).

(ii) Dire que B est un anneau de Cohen-Macaulay équivaut a dire que B est
un A-module de Cohen-Macaulay (16.5.3), donc il suffit d’appliquer (i), puisque
dim B=dim A (16.1.5).

(17.3.6) On dit qu’un anneau noethérien A est régulier si pour tout idéal premier p
de A, 'anneau local A, est régulier; lorsque A lui-méme est un anneau local, il résulte
de (17.3.2) que cette définition est équivalente a celle de (17.1.2). Pour que A soit
régulier, il suffit, en vertu de (17.3.2), que A, soit régulier pour tout idéal maximal m de A.
En outre, il résulte aussitot de cette définition que pour toute partie multiplicative S de
A, ST'A est régulier.

Proposition (17.8.7). — Si A est un anneau noethérien régulier, tout anneau de polynémes
A[Ty, ..., T,] est régulier.

I suffit évidemment de prouver que I’anneau de polynémes B =A[T] est régulier;
comme B est un A-module libre, pour tout idéal premier q de B, B, est un A -module
plat, o p=qnA (0;, 6.3.1); il suffit donc, en vertu de (17.1.10), de prouver que
B,/pB, est régulier, et comme cet anneau est un anneau local en un idéal premier
de A [T]/pA,[T]=4[T] (ot k est le corps résiduel A /pA,), il suffit de prouver que
C=#[T] est régulier; or, C étant principal, les anneaux locaux en les idéaux premiers
de C sont des anneaux de valuation discréte ou un corps (pour I'idéal (o)), donc régu-
liers (17.1.4), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (17.3.8). — Si A est un anneau régulier, tout anneau de séries formelles
A[[Ty, ..., T]] est régulier.

Soit J I'idéal engendré par les T; dans ’anneau de polynémes A[T,, ..., T,];
comme ce dernier est régulier par (17.3.7), et que A[[T,, ..., T,]] est le complété
de A[T,,...,T,] pour la topologie J-préadique (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 12, Exemple 1), la conclusion résulte du

Lemme (17.3.8.1). — Sotent A un anneau régulier, J un idéal de A, A le séparé complété
de A pour la topologie -préadique. Alors A est régulier.

Il suffit en effet (17.3.6) de voir que pour tout idéal maximal n de A, ’anneau
local A, est régulier; on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 4, prop. 8) que 1
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est de la forme mA, ot m est un idéal maximal de A contenant J, et que ’homomorphisme
canonique A—A donne un homomorphisme injectif A, —A,, tel que la topologie
nA,-préadique de A, induise sur A, la topologie mA  -préadique, et que A,, soit dense
dans f\“ pour la topologie nAn-préadique ; par suite les complétés des anneaux locaux
noethériens A, et A, sont canoniquement isomorphes. Or, par hypothése A, est régulier,
donc il en est de méme de son complété (17.1.5) et comme le complété de A, est régulier,
il en est de méme de A, par (17.1.5).

Corollaire (17.3.9). — Soit A un anneau noethérien, quotient d’un anneau noethérien
régulier B. St C est une A-algébre de type fini, tout anneau de fractions S~'C de C est quotient
d’un anneau régulier.

En effet, C est quotient d’'un anneau de polynémes A[T;, ..., T,]; comme A =B/J,
ou J est unidéalde B,ona A[Ty, ..., T,]=B[Ty, ..., T,]/3B[T;, ..., T,]; en vertu
de (17.3.7), on peut donc se borner au cas ou C est quotient d’un anneau régulier B’;
mais si S’ est I'image réciproque de S dans B’, S’ est une partie multiplicative de B’
et C est un anneau quotient de S’~'B’, si bien que finalement tout revient & voir que
lorsque C est régulier, il en est de méme de S™'C, ce qu’on a vu en (17.3.6).

L’importance des quotients d’anneaux réguliers tient entre autres a la propriété
précédente et au fait que ce sont des anneaux caténaires (16.5.12).

Tous les anneaux importants dans les applications a la Géométrie algébrique
sont des quotients d’anneaux réguliers.

§ 18. COMPLEMENTS SUR LES EXTENSIONS D’ALGEBRES

Ce paragraphe rassemble un certain nombre de constructions fonctorielles sur Jes
anneaux, qui seront utilisées de facon répétée aux §§ 19 et 20; il ne contient aucun
résultat non trivial.

18 . 1. Images réciproques d’anneaux augmentés.

(x8.1.1) Etant donné un anneau A (non nécessairement commutatif), la catégorie
des A-anneaux a pour objets les couples (B, p) formés d’un anneau B et d’un homo-
morphisme d’anneaux ¢ :A—B, pour morphismes (dits aussi A-homomorphismes) les
homomorphismes d’anneaux u:B—C tels que, si p:A—B et o:A—-C sont les
homomorphismes (dits structuraux) définissant la structure de A-anneau sur B et C respec-
tivement, le diagramme

B % C

(18.1.x.1) \p\ /f,’
A

soit commutatif. Le noyau J de u est un idéal bilatére qui est un A-bimodule (pour p).
Si f:A’—>A est un homomorphisme d’anneaux, pour tout A-anneau (B, p),
(B, pof) est un A’-anneau, et si u:B—C est un A-homomorphisme du A-anneau (B, p)
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dans le A-anneau (C, s), c’est aussi un A’-homomorphisme du A’-anneau (B, pof) dans
le A’-anneau (C, oof); on définit ainsi un foncteur canonique de la catégorie des A-anneaux
dans celle des A’-anneaux.

(x8.x.2) Soient B, E, F trois A-anneaux, f:E—B,g:F—-B deux A-homo-
morphismes. Rappelons que Pon appelle produit fibré de E et F sur B (pour
les A-homomorphismes f et g) et que 'on note E XzF le sous-anneau G de ’anneau
produit E XF, formé des couples (x, ) tels que f(x) =g(»); les restrictions p, : G—E,
ps : G=>F des projections pr; et pry, a G sont encore appelées les projections canoniques ;
la structure de A-anneau de G est définie par I’homomorphisme o—(p(a), o(a))
(o p: A—E et o:A—F sontles homomorphismes structuraux), qui applique effec-
tivement A dans G en vertu de (18.1.1). La propriété caractéristique de EXzF est
que, pour tout couple de A-homomorphismes u: C—E,v: C—F tels que fou=goy,
il existe un A-homomorphisme et un seul w : C—G tel que u=p,ow, v =pyow. On peut
encore dire que EXyF est limite projective du systéme projectif formé de B, E, F et
des A-homomorphismes f, g, dans la catégorie des A-anneaux (0;;, 8.1.9).

(x8.1.3) Soit J I'idéal bilatere de E, noyau de f; il est immédiat que le noyau '
de p, : G—>F est’idéal formé des éléments (x, 0) oit ¥€J; la restriction 7, : J' —J de p,
est donc un isomorphisme d’anneau sans élément umité, et aussi un isomorphisme de
A-bimodules. De méme, si | est le noyau de g, le noyau K de p, : G>E est I'idéal des
éléments (o, ) ou yeK, et la restriction i,: R —>K de p, est un isomorphisme (au
méme sens). Enfin, il est clair que le noyau du A-homomorphisme ¢=fop, =gop, de
ExzF dans Best IxK=J @K', de sorte que 'on a le diagramme commutatif

0 o o
N bl

JoR — & > K

(18.1.3.1) l \\ fl p”l
o—>3 — G — F

g nl o

B

o— 3 — E—f—>

Les définitions et résultats de (18.1.2) et (18.1.3) s’étendent aussitét au produit
fibré d’une famille quelconque (E,),c; de A-anneaux défini par une famille de A-homo-
morphismes f, : E,—~B. Nous laissons la formulation de ces résultats au lecteur.

(x8.1.4) Conformément a la terminologie de (M, VIII), nous appellerons A-anneau
augmenté sur B un A-anneau E muni d’un A-homomorphisme surjectif (dit augmentation
de E), f: E—B; le noyau J de f est appelé I'idéal d’augmentation. On dit que le A-anneau
augmenté E est trivial s'il existe un A-homomorphisme de A-anneaux s :B—E qui est inverse
a droite de l'augmentation f:E—B (autrement dit fos=15). La suite exacte de
A-bimodules

0—>3—>E A B—-o
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est alors scindée; autrement dit, on peut identifier le A-bimodule E 2 BX J, et la multi-
plication dans E est alors donnée par

(6, 2) (8", 2") = (b¥’, b2’ +2b" + 22'),
& étant considéré comme B-bimodule au moyen de s : B—E.

(x8.1.5) Avec les notations de (18.1.2), supposons que le A-homomorphisme f
soit surjectif, autrement dit fasse de E un A-anneau augmenté sur B. Alors il est clair que
po: G—>F est aussi surjectif, autrement dit définit sur G une structure de A-anneau
augmenté sur F, que on appelle I'tmage réciproque par g : F—B de ’anneau augmenté E.

Proposition (18.1.6). — Pour que image réciprogue G =EXgF par g:F—B du
A-anneau augmenté E soit un A-anneau augmenté trivial, il faut et il suffit qu’il existe un A-homo-
morphisme u : ¥F—E rendant commutatif le diagramme

F
Z/ i g
E - B

La condition est évidemment nécessaire, en prenant u=p,os, ou s:F—->G est
un A-homomorphisme inverse a droite de p,. Inversement, s’il existe un A-homomor-
phisme u vérifiant la condition de 1’énoncé, I’existence de P'inverse a droite s de p, résulte
de la propriété universelle du produit fibré (18.1.2) appliquée aux A-homomorphismes
u:F—>E et 15:F->F.

Ce résultat entraine en particulier que si E est un anneau augmenté #rivial, il en
est de méme de toutes ses images réciproques.

(x8.1.7) Reprenons la situation décrite en (18.1.2) et (18.1.3); on a évidemment
sur & une structure de G-bimodule, provenant de sa structure de F-bimodule et de
I’homomorphisme d’anneaux p,: G—F. Comme i, est bijectif on a en outre une
injection 0=joiy;': R~G, qui est un homomorphisme de G-bimodules. Nous allons voir
inversement que, lorsqu’on suppose en outre que f et g sont surjectifs, autrement dit que E
et F sont des A-anneaux augmentés sur B, la donnée d’un tel homomorphisme 6 permet
de reconstituer ’anneau augmenté E (sur B) & partir de ’anneau augmenté G (sur F).

De fagon précise, donnons-nous un A-anneau F augmenté sur B et un A-anneau G
augmenté sur F, les idéaux d’augmentation étant notés & et J' respectivement :

o
!
!
v |
(x8.x.7.1) 0o —> 3’——>G—h>F——>0
K
B
!
(6]
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L’homomorphisme % définit sur tous les idéaux de F (et en particulier sur K) une structure
de G-bimodule. Soit 0 : 8 G un homomorphisme de G-bimodules rendant commutatif
le diagramme (18.1.7.1); cela implique que 0 est injectif et que JF'NOB(K) =o;
comme 6(R) est un idéal bilatére de G, et que A(6(R)) =K, ’homomorphisme composé
goh : G—>B se factorise en G —> G/O(K) —’;B, ou f est surjectif; en outre I'image J
de J' dans E=G/6(R) est le noyau de f (celui de gok étant J'®O(RK)), et la restriction
a 3 de ’homomorphisme canonique ¢:G—E est injective. On peut donc former
le produit fibré G’ =E X3F, et comme les deux A-homomorphismes ¢ : G—E et 4 : G—F
sont tels que fog=goh, ils définissent un unique A-homomorphisme z:G'—G par la
propriété universelle de G’ (18.1.2); nous allons voir que u est bijectif. 11 suffit de le
prouver lorsque u est considéré comme homomorphisme de A-bimodules; mais on
notera alors que u est compatible avec les filtrations finies sur G’ et G formées respec-
tivement par G’ et J"'=Ker(G'—F), et par Get J'; en outre, on a vu (18.1.3) que
grou : F—>F est I'identité et que gryu: J"—3J  est bijectif, donc u lui-méme est bijectif
(Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. g du th. 1).

18 .2. Extensions d’un anneau par un bimodule,

(x8.2.1) Soient E un A-anneau augmenté sur B, f:E-—B l’augmentation,
S =Ker(f) l'idéal d’augmentation. Sil’on a J*=o0, J est non seulementun E-bimodule
mais aussi un B-bimodule puisque B est isomorphe a E/J; de fagon précise, tout beB est
delaforme f(x) avec x€E, etsiz, z'sontdans Jon a (x-+2)z2' =x2" (resp. 2'(x 4 z2) =2zx)
de sorte que la valeur de xz’ (resp. z’x) ne dépend pas de I’élément xef~'(b), et peut
s’écrire bz’ (resp. z'b) ce qui définit la structure de B-bimodule considérée. Inversement,
si § est muni d’une structure de B-bimodule telle que xz'=f(x)z’ et z'x=2z'f(x) pour
xeE et 2’e€3J, il est clair que J*=o.

(x8.2.2) On appelle A-extension d’un A-anneau B par un B-bimodule L une suite
exacte d’homomorphismes de A-bimodules

0—>L—j>E—f>B—>O

ot E est un A-anneau, f un A-homomorphisme d’anneaux et l'on a, pour x€E
et zel,

I =x(2),  j&f(x)) =y(2)x

d’olt résulte (18.2.1) que j(L) est un idéal bilatere de carré nul de E. Par abus de
langage on dira aussi que E est une extension de B par L. On dit que deux A-extensions E,
E’ de B par L sont A-équivalentes s'il existe un isomorphisme de A-anneaux u:ESE’
(dit aussi A-équivalence de A-extensions) rendant commutatif le diagramme

E

V4 N

«J B—o
N

B

(18.2.2.1) o—L
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(x8.2.3) On dit qu’une A-extension E de B par un B-bimodule L est A-triviale
si E est un A-anneau augmenté (sur B) trivial (18.1.4). On définit sur le A-bimodule
produit B XL une structure de A-anneau en posant (x, s)(, t) = (xy, xt +sy), comme
on le vérifie aussitot, et il est immédiat que les applications canoniques j: L—-BxL
et f:BXxXL—B définissent une A-extension de B par L qui est A-iriviale, ’application
canonique g :B-—->BXxL étant un A-homomorphisme inverse a droite de f. On dit que
cette extension est ’extension triviale type de B par L et on la note Dy(L); il est immédiat
que toute A-extension A-triviale de B par L est A-équivalente a Dy(L).

On notera que toute extension du A-anneau A lui-méme par un A-bimodule est
nécessairement A-triviale.

, . j 1 R A L, .
(18.2.4) Etant données deux A-extensions L LESB L LE B , un morphisme

de la premieére dans la seconde est par définition un triplet d’homomorphismes
de A-bimodules (u, v, w) tel que le diagramme

o—L 5E 5B o
(x8.2.4.1) wl ul vl

()——)L’—”—>E'—’,—>B'—>O
j

soit commutatif, u et » étant des A-homomorphismes d’anneaux et w étant tel que
w(bz) =v(b)w(z) et w(zb) =w(z)v(b) pour zeL et beB (en d’autres termes, le
couple (v, w) constitue un di-homomorphisme du B-bimodule L dans le B’-bimodule L’);
il est clair que si (¥, ', w’") est un morphisme de L’—~E’—B’ dans une A-extension
L"—E"—B", (u'ou, v'ov, w'ow) est encore un morphisme, ce qui justifie la terminologie.

La considération des deux carrés commutatifs du diagramme (18.2.4.1) va nous
conduire a deux opérations sur les extensions de A-anneaux.

(x8.2.5) En premier lieu, considérons une A-extension E’ de B’ par L’

o>L LE LB 5o
et un A-homomorphisme d’anneaux v:B—B’,et soit F=E'Xx3;B Dimage réciproque
par v du A-anneau augmenté E’ (18.1.5), de sorte que I'on a un diagramme commutatif

o— L, —F B —o

T

0——>L'7->E'——’7>B’—>0
dont les lignes sont exactes, p, et p, étant les homomorphismes canoniques; on a
vu (18.1.3) que 7 est bijectif et il résulte aussi de la définition (18.1.2) que Li=o, de
sorte que Pon peut considérer que F est une A-extension de B par L', que l'on appelle
image réciproque par v de Pextension E’ de B’ par L’ (L’ étant naturellement considéré
comme B-bimodule au moyen de I’homomorphisme d’anneaux v). Le caractere fonc-
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toriel du produit fibré vis-a-vis de chacun des facteurs montre en outre que si 'on a un
morphisme de deux extensions de B’

o— L —E —B — o0

TR

o — L —E — B — o
on en déduit un morphisme image réciproque par v

o> L - EXzgB—->B—>o0

hl ngIIBl 2l1,,

o> L, > E;XgB—-B > o

En particulier, si E] et E; sont des A-extensions A-équivalentes de B’ par L', leurs images
réciproques par v sont des A-extensions A-équivalentes de B par L'.

La définition du produit fibré montre que lorsque ’on a un morphisme (18.2.4.1)
de A-extensions, il se factorise a travers I'image réciproque de E’ par v; de fagon précise,
il existe un A-homomorphisme unique u,:E—F=E'Xy;B rendant commutatif le
diagramme

o —L ' E 5B — o

ool ]

o — L,— F 2B — o0

Q) n | »

o —> L’T>E'—7—>B'——>0
ou w, est la restriction de u, a L et p,ou,=u, tow,=w.

(18.2.6) Etudions en particulier les images réciproques d’extensions par des
A-homomorphismes surjectifs. Considérons un A-homomorphisme surjectif » : B>B’, une
A-extension F de B par un B-bimodule L, et I’idéal bilatére & de B, noyau de v (qui peut
étre considéré comme F-bimodule au moyen de I’augmentation F—B); onavu (18.1.7%)
que tout homomorphisme de F-bimodules 6 : 8 F rendant commutatif le diagramme

!

e

F—B
détermine une extension E’ de B’=B/R par L dont ’image réciproque par » : B—B’
est équivalente a F, et que toute A-extension E’ de B’ par L ayant cette derniére propriété
s’obtient ainsi (4 une A-équivalence prés). En outre, pour que deux homomorphismes 6, , 0,
de F-bimodules de | dans F donnent deux A-extensions A-équivalentes de B par L, il faut
et il suffit qu’il existe une A-équivalence u de la A-extension F sur elle-méme telle que
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0,=uof;; cela résulte aussitét de ce qu'on a vu dans (18.2.5) et de la définition de la
bijection canonique de F sur le produit fibré E’'x;B (18.1.%).

(x8.2.7) Considérons maintenant le carré de gauche de (18.2.4.1), et rappelons
d’abord la notion de somme amalgamée dans la catégorie des A-bimodules : étant donnés
trois A-bimodules X, Y, Z et deux A-homomorphismes f: XY, g:X—+Z, la somme
amalgamée Y®yZ est limite inductive du systéme inductif formé par X, Y, Z et les
A-homomorphismes f, g dans la catégorie des A-bimodules (0, 8.1.11). On définit
ce A-bimodule comme quotient du produit YXZ par le sous-A-bimodule M image
de X par I’homomorphisme x~>(f(x), —g(x)). Sa propriété caractéristique est que,
pour tout couple d’homomorphismes de A-bimodules u:Y—>T,v:Z—T tels que
uof =vog, il existe un homomorphisme et un seul w:Y®yxZ T tel que u=uwoj, et
v=wojy, oU J;:Y>Y®iZ et j,:Z—>YDxZ sont les applications canoniques.

(x8.2.8) Considérons maintenant une A-extension E de B par un B-bimodule L :

o—>L—f>Ei>B—>o

et soit d’autre part w : L —~L’ un homomorphisme de B-bimodules. Soit H le A-bimodule
somme amalgamée E® L’; montrons comment on peut munir ce A-bimodule d’une
structure de A-anneau et définir une A-extension

o—~L'"-H->B—o.

Notons pour cela que L’ est muni d’une structure de E-bimodule au moyen de
I’homomorphisme d’augmentation E —B; on peut donc former la A-extension triviale
type G=Dg(L’) (18.2.3). Considérons alors I’application 0 : z~>(j(z), —w(z)) de L
dans G; c’est un homomorphisme de G-bimodules (L étant considéré comme G-bimodule
au moyen de I’homomorphisme canonique p : G—E). En effet, pour (x,2')eG et zeL,
ona (j(z), —w(z))(x 2) = (j(2)%, j(2)z' —w(2)x); or j(2)z'=f(j(2))z'=0 par définition
de la structure de E-bimodule sur L', et j(z)x =j(zf(x)) et w(z)x =w(zf(x)); on vérifie
de méme que 0 est un homomorphisme de G-module a gauche. On peut alors appliquer
au diagramme commutatif

-.

o — L — G

@l NS
O<«—tW<«—tm<«—F«—0o
o

~

le résultat de (18.1.7). Comme H=G/0(L) par définition, notre assertion est une
conséquence immédiate de (18.1.7).
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On dit que la A-extension H de B par L’ est déduite de E au moyen de I’ homomorphisme
w: L—L'. Le caractére fonctoriel de la somme amalgamée en chacun des sommandes
montre en outre que si I’on a un morphisme d’extensions

o—>L - E —- B - o

SN

o—->L - E, - B, > o0

on en déduit canoniquement un morphisme d’extensions

o—» L - E®L - B - o

IL'lZ g@hlul hl

o> L - E®L - B, - o

En particulier, si E,; et E, sont des A-extensions A-équivalentes de B par L, les extensions
de B par L' qu'on en déduit au moyen de w sont A-équivalentes.

Lorsque 'on a un morphisme (18.2.4.1) de A-extensions, il se factorise a travers
la A-extension H de B par L’ déduite de E au moyen de I’homomorphisme w : L —L’
(L’ étant considéré comme B-bimodule au moyen de ’homomorphisme v:B—>B')
en effet, la définition de la somme amalgamée montre qu’il existe un A-homomorphisme
unique u,: H—E’ de A-bimodules, rendant commutatif le diagramme

O—>Li>E—f>B—>0

wl lil len

O——>L(')—7;>H70>B—>O
j..zl l l
o> L —-E —>B - o

i’ '

avec u=uyof;, w=7jyow,, j, €t j, étant les homomorphismes canoniques; on vérifie immé-
diatement que u, est aussi un homomorphisme d’anneaux. ‘

Notons enfin les propriétés fonctorielles relatives aux extensions triviales :

Proposition (18.2.9). — Soient B, B’ deux A-anneaux, L un B-bimodule, L' un
B’-bimodule, v:B—>B' un A-homomorphisme d’anneaux, w :L—L' un homomorphisme de
A-bimodules tel que (v, w) soit un di-homomorphisme de bimodules. Alors, 1l existe un A-homomorphisme
unique d’anneaux u : Dy(L) Dy (L) rendant commutatif les diagrammes

Dy(L) - Dy (L) Dy(L) - Dy (L)
4

B—— B L — 1

ot les fléches verticales sont les injections canoniques.
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En effet, u ne peut étre que P'application (x, s)->(v(x), w(s)) et il reste a vérifier
que c’est un A-homomorphisme d’anneaux, ce qui résulte trivialement de la défini-
tion (18.2.3). On notera que u rend aussi commutatif le diagramme

Dy(L) - Dy (L)

| |

v v
B ‘U—> B

ou cette fois les fleches verticales sont les augmentations.

Proposition (18.2.10). — Soient B un A-anneau, L. un B-bimodule, E une A-extension
de B par L. On définit une application bijective de Iensemble G des homomorphismés de B-anneaux
de B dans E (autrement dit, I’ensemble des A-homomorphismes inverses a droite de
Paugmentation E->B) sur Pensemble G’ des A-équivalences de Dy(L) sur E en faisant corres-
pondre a tout geG la A-équivalence g' : (x,s)~>g(x)+s; Uapplication réciproque fait corres-
pondre a tout g'eG’ le B-homomorphisme x—>g'(x,0).

Ceci résulte aussitot des définitions.

18. 3. Le groupe des classes de A-extensions.

(18.3.1) Considérons un A-anneau B et un B-bimodule I fixés; alors la
relation « E et E’ sont A-équivalentes» entre A-extensions E, E’ de B par L est une relation
d’équivalence, et pour cette relation on peut parler de I’ensemble des classes de A-extensions
A-équivalentes de B par L. Il suffit pour le voir de remarquer que si, pour tout xeB,
¢, est un élément de E dont I'image dans B est x, tout zeE s’écrit d’'une maniére et
d’une seule sous la forme ¢, 4, ou teL, et on peut écrire ¢, ,=c,+¢,+o(x, ),
Gy = 6,6, + (%, ), ol o(x, ) et P(x, ») sont des éléments de L, les applications ¢ et ¢
de BxB dans L devant vérifier des conditions exprimant que E est un A-anneau, qu’il
est inutile d’écrire ici. Toute A-extension de B par L est donc A-équivalente a une
A-extension dont B L est I’ensemble sous-jacent, d’ou on tire aussitot notre conclusion.

(x8.3.2) Le A-anneau B étant fixé, désignons provisoirement par T(L) I’ensemble
des classes de A-extensions de B par L. Pour tout B-homomorphisme w :L—L’ de
B-bimodules, on définit canoniquement une application T(w) : T(L) — T(L’) en faisant
correspondre 2 la classe d’'une A-extension E de B par L la classe de la A-extension E® L’
déduite de w, en vertu de (18.2.8). Si w’:L’—>L" est un second homomorphisme
de B-bimodules, on a en outre

(x8.3.2.1) ‘ T(w'ow) =T (w')oT(w).

En effet, on sait qu’il existe un isomorphisme canonique de A-bimodules
E@LL/I : (E@LIJ’)(_BL/L”
en vertu des propriétés générales de limites inductives (cf. par exemple (I, 3.3.9)),
et il est immédiat de vérifier que c’est bien une A-équivalence de A-extensions, d’ou
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la relation (18.3.2.1). Si Cy désigne la catégorie des B-bimodules, on voit qu’on a ainsi
défini un foncteur covariant T : Cy—>Ens. ‘

(x8.3.3) Considérons maintenant une famille (L,),o; de B-bimodules et leur
produit LZOEIL“; les projections pr, :L—>L, définissent des applications

T(pr,) : T(L) - T(Ly),
d’olt une application canonique

(18.3.3.1) IITr,) : T(L) - I T(L,).

a acl
Nous allons voir que cette application est bijective. En effet, pour tout «el, soit E,
une A-extension de B par L,, et soit F le produit fibré des E, sur B (18.1.3); il est immédiat
que F est une A-extension de B par L= II L, et que si 'on remplace chaque E, par

acl
une A-extension A-équivalente E;, le produit fibré F’ des E; sur B est A-équivalente
a4 F. On a ainsi défini une application II T(L,) - T(L) etil est clair que cette application
acl

est réciproque de (18.3.3.1), d’ol1 notre assertion. On identifiera canoniquement T (L)
a II'T(L, par Papplication (18.3.3.1). On vérifie en outre immédiatement que
acl

si (Ly)se; est une seconde famille de B-bimodules et, pour chaque «, w, : L,—>L, un
homomorphisme de B-bimodules, alors, en posant w=Ilw, :L - L'=II L, T(w)
a acl

s'identifie & Il T(w,) quand on fait I’identification piécédente.
aclI

(18.3.4) Cela étant, pour un B-bimodule L, ’addition est un homomorphisme
s : LxL—L de B-bimodules, et il en est de méme de la symétrie ¢ : L—L de laloiadditive
de L. On en déduit une loi de composition

T(s) : T(L) x T(L) - T(L)

dans T(L) en vertu de (18.3.3), et cette loi est une loi de groupe commutatif dont T (¢)
est la symétrie, comme il résulte de la définition d’un objet en groupes au moyen de
diagrammes commutatifs (0, 8.2.5 et 8.2.6). Nous désignerons par Exan,(B, L) le
groupe commutatif ainsi défini et nous dirons que c’est le groupe des classes de A-extensions
de B par L.

(x8.3.5) Désignons par K la catégorie dont les objets sont les triplets (A, B, L)
ol A est un anneau, B un A-anneau et L un B-bimodule; les morphismes de cette catégorie

sont les triplets (u, v, w) ou u : A’—>A et v : B'—B sont deux homomorphismes d’anneaux
rendant commutatif le carré de gauche du diagramme

A — B L
uT Tu lw
A" - B L’

ot les fleches horizontales sont les homomorphismes structuraux; enfin w : L—L’ est
un homomorphisme de groupes commutatifs tel que 'on ait w(v(d')z) =b'w(z) et
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w(zv(b")) =w(2)b’ quels que soient zeL et b'eB’ (en d’autres termes, w est un homomor-
phisme de B’-bimodules lorsqu’on munit L de la structure de B’-bimodule définie par v).
La composition des morphismes est définie par (v, v, w’)o(u, v, w) = (uou’, vov', W ow),
qui se justifie aussitét. Nous nous proposons de montrer que

(18.3.5.1) (A, B, L) ~> Exan, (B, L)

est un foncteur covariant de la catégorie K dans la catégorie Ab des groupes commutatifs. Il
s’agit donc pour tout triplet (u, v, w) comme ci-dessus, de définir un homomorphisme de
groupes commutatifs

(u, v, w), : Exan, (B, L) - Exan,,(B’, L").

En vertu de la définition des morphismes dans K, on peut écrire
(u, v, w) = (14, 1g, wW)o(I,, v, 1) 0(y, Iy, Iy)

ou, dans le premier facteur, L est muni de sa structure de B’-bimodule définie par v;
nous définirons donc d’abord (u, v, w), lorsque deux des homomorphismes u, v, w sont
réduits a I'identité.

(x8.3.6) Nous prendrons d’abord pour (1, 15, w) lapplication
(x8.3.6.1) w, : Exan, (B, L) — Exan, (B, L")

notée T(w) dans (18.3.2); il est immédiat de vérifier que c’est un homomorphisme
de groupes, cette propriété s’exprimant par la commutativité de diagrammes, trans-
formés par T de diagrammes analogues pour L et L'.

L’application (1,, v, 15), est Papplication
(18.3.6.2) v" : Exan, (B, L) — Exan,(B’, L)

définie de la fagon suivante : si E est une A-extension de B par L, on a vu que E XxgB’
est une A-extension de B’ par L (18.2.5) et que si ’on remplace E par une A-extension
A-équivalente E’, E’xB’ est A-équivalente & E x3B’; I'image par ¢ de la classe de E
est la classe de E xpB’. On vérifie aussitét que si w : L—L’ est un homomorphisme
de B-bimodules, le diagramme

Exan,(B, L) —» Exan,(B’, L)

(18.3.6.3) Wi W

Exan,(B, L’) —» Exan, (B’, L)

est commutatif, L. et L’ étant considérés comme B’-bimodules au moyen de v dans la
colonne de droite. Remplagant L et L’ respectivement par L XL et L, et w par ’addition s
dans L, on en conclut que »" est bien un homomorphisme de groupes.
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Enfin, Yapplication (u, 15, 1;), est ’application
(18.3.6.4) " : Exan,(B, L) — Exan,,(B, L)
qui s’obtient en faisant correspondre 4 une A-extension E de B par L ’anneau E considéré
comme A’-anneau au moyen de u (18.1.1), qui est évidemment une A’-extension de B
par L, B étant aussi considéré comme A’-anneau au moyen de u; il est clair qu’une

A-équivalence est aussi une A’-équivalence, d’ou l'application (18.3.6.4), qui, pour
tout homomorphisme w : L.—~L’ de B-bimodules, rend encore commutatif le diagramme

Exan,(B,L) —» Exan, (B, L)

(x8.3.6.5) w, wy

Exan, (B, L") — Exan, (B, L")
d’ol 'on conclut comme ci-dessus que #~ est un homomorphisme de groupes.

Cela étant, on pose (u, v, w) = (14, 1y, w) o(1,, v, 1) oy, 1, 1), et l'on vérilie
facilement, en raison de la commutativité des diagrammes (18.3.6.3) et (18.3.6.5),
que Pon a (uou’, o', wow) = (', v', w') o(u, v, w) , ce qui achéve de prouver que
(18.9.4.1) est un foncteur.

L’existence de I’homomorphisme de groupes (18.3.6.1) montre en particulier
que si E est une A-extension friviale de B par L, 'extension E® L’ de B par L.’ définie
dans (18.2.8) est aussi triviale, ce que 'on vérifie d’ailleurs sans peine de facon directe.

D’autre part, pour tout élément z du centre Z de B, I’homothétie 4, : y > yz=2y
est un endomorphisme du B-bimodule L, donc (4,), est un endomorphisme du groupe
commutatif Exan,(B, L), et par fonctorialité, ces endomorphismes définissent sur
Exan, (B, L) une structure canonique de Z-module.

(x8.3.7) Soient A, A’ deux anneaux, #:A’—>A un homomorphisme, B un
A-anneau et L. un B-bimodule. Le noyau de I’homomorphisme de groupes

«" : Exan, (B, L) — Exan, (B, L)

est formé par définition des classes de A-extensions de B par L qui sont A'-triviales quand
on les considére comme A’-extensions au moyen de u. On désigne ce noyau par la
notation Exan,,,(B, L) quand cela ne préte pas a confusion.

Si A est un anneau, et si on a un diagramme commutatif de A-homomorphismes
de A-anneaux

B —- B
(x8.3.7.1) T T
A" — A
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on en déduit canoniquement des homomorphismes
(x8.3.7.2) Exan, (B, L) — Exan,,, (B, L) — Exan,,,(B’, L)
qui proviennent de la commutativité du diagramme

Exan, (B, L) - Exan,.(B, L) — Exan,.(B’, L)

! i l
| | i
Exan, (B, L.} -» Exan,(B,L) — Exan,(B’, L)

ou les fleches sont déduites de celles de (18.3.7.1) par fonctorialité.

Proposition (18.3.8). — Soient B un anneau, J un idéal bilatére de B, C=B[|J ['anneau
quotient; |32 est alors canoniquement muni d’une structure de C-bimodule. Pour tout C-bimodule L,
soit Hom((J/J% L) le groupe additif des homomorphismes de C-bimodules de J|J dans L.
On définit alors un isomorphisme canonique de groupes commutatifs

(18.3.8.1) 7, : Homg(J/J?, L) 5 Exang(C, L)

en faisant correspondre & tout C-homomorphisme w : J|J* — L (qui est a fortiori un B-homo-
morphisme) la classe de Uextension (B|J?)®y L déduite de Pexiension B|J® de C par J|F?
au moyen de w; ['isomorphisme réciproque fait correspondre a la classe d’une B-extension E de C

par L Phomomorphisme w tel que le composé T — J|J? S L soit la restriction & 3 de I homo-
morphisme structural B—E.

Soit F=B/J?, qui est une B-extension de C par J/J%. Pour toute B-extension
0o>L5>EAC>0 deC par L, Phomomorphisme structural f: B—E est tel que le
composé BAELC soit I’homomorphisme canonique B — B/J=C. Comme l’image
de I par pof est nulle, f(J) est contenu dans le noyau de p, c’est—é-direj(L\,, et comme j(L)

est de carré nul, on a f(J*)=o0; donc fse factorise en B — B/J*=F = E, etsiw est
la restriction de u & J/3J% on a un diagramme commutatif

/3 — F - C — o

17

— G — o
P

Cn?

——
|
w |
v
o — L —
7
autrement dit (¥, 15, w) est un morphisme d’extensions (18.2.4). On en déduit un
morphisme d’extensions
— F

w l

|
\
— E —

4 —> 0

e v
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ot E'=F®yqmL (18.2.8); il s’agit de prouver que u' est une B-équivalence, ce qui
établira que 7, est bijectif. En vertu de la construction faite dans (18.2.8), tout revient
a prouver (compte tenu de (18.1.7)) que I'image réciproque G de lextension E de C
par I’homomorphisme canonique g:F—>C est F-triviale, ce qui est évident puisque g
se factorise en F>E5C (18.1.6).

11 reste a voir que v, est un homomorphisme de groupes; or, pour tout B-homo-
morphisme £ :L—L’, il est immédiat que le diagramme

L

Hom(J/3?%, L) = Exang(C, L)

Hom(1, h) By

Homg(3/J, L) => Exang(C, L)

est commutatif. Il suffit d’appliquer cette remarque & ’homomorphisme L xL—L
définissant 1’addition pour conclure.

18 . 4. Extensions d’algébres.

(x8.4.1) Soit A un anneau commutatif. La catégorie des A-algébres est alors une
sous-catégorie pleine de celle des A-anneaux, caractérisée par le fait que les homo-
morphismes structuraux p :A—B sont centraux.

Si B est une A-algébre, L un B-bimodule, il est immédiat que la A-extension
triviale type Dg(L) est une A-algebre. De méme, dans la construction de (18.2.5)
(resp. de (18.2.8)), si B, B’ et E’ (resp. B et E) sont des A-algébres, il en est de méme
de E'xyB (resp. de E®L’). Enfin, il est clair que si B est une A-algébre et E une
A-extension de B par un B-bimodule L qui est une A-algébre, toute A-extension de B
par L, A-équivalente 2 E, est aussi une A-algebre. On déduit alors aussitét de la défini-
tion (18.3.4) que les classes de A-extensions équivalentes de B par L qui sont des
A-algébres forment un sous-groupe, noté Exal,(B, L), de Exan,(B,L). Soit K’ la sous-
catégorie pleine de la catégorie K définie dans (18.3.5), dont les objets (A, B, L) sont
tels que A soit commutatif et B une A-algebre. Alors ce qui précéde montre que

(A, B, L) ~ Exal, (B, L)

est un foncteur covariant de K' dans Ab. Les résultats de (18.3.7) sont inchangés lorsqu’on
remplace partout Exan par Exal.

(x8.4.2) Supposons toujours I’anneau A commutatif. Les remarques de (18.4.1)
restent valables lorsque P'on remplace « algébre » par « algébre commutative » et
« bimodule » par « module ». Si B est une A-algebre commutative et L. un B-module,
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les classes de A-extensions équivalentes de B par L qui sont des A-algébres commutatives
(ou, ce qui revient au méme, des A-anneaux commutatifs) forment un sous-groupe de
Exal, (B, L), noté Exalcom, (B, L). Si K"’ est la sous-catégorie pleine de K’ formée des
triplets (A, B, L) ou A et B sont commutatifs et L un B-module,

(A, B, L) ~ Exalcom, (B, L)

est encore un foncteur covariant de K'* dans Ab. On peut aussi dans (18.3.7) remplacer
partout Exan par Exalcom. Enfin, si dans (18.3.8), on suppose que B soit un anneau

commutatif et que L soit un C-module, le méme raisonnement donne un isomorphisme
canonique

(18.4.2.1) Hom,(3/3? L) 5 Exalcomg(C, L)

ou le premier membre est le groupe des homomorphismes de C-module.

(x8.4.3) Soit A un anneau commutatif. Un cas important d’extensions de
A-algebres est formé des A-algebres E, extensions d’une A-algébre B par un B-bimodule L
telles que E, en tant que A-module, soit une extension triviale du A-module B par
le A-module L; autrement dit, la suite exacte de A-modules 0o—~E-—L—>B—0 est scindée.
On dit alors que E est une extension de Hochschild de B par L. Ce sera toujours le cas
lorsque B est un A-module projectif, et en particulier lorsque A est un corps commutatif.
En tant que A-module, on peut identifier E & BXL, la multiplication dans E étant
donnée par (x,s5)(», t) = (xy, xt+sy+f(x,9)) avec f(x,y)eL. Si l’on écrit que cette
multiplication définit sur B XL une structure de A-algébre, on trouve (M, XIV, 2)
que f doit étre une application A-bilinéaire de BXB dans L, telle que

(18.4.3.1) S (0, 2) +f(x, )2 =%f(9, 2) +f (%, 92)

autrement dit, f est un 2-cocycle sur B a valeurs dans L, au sens de Hochschild; pour que
Iextension E soit A-triviale, il faut et il suffit que I'on ait

(18.4.3.2) Slx, ) =xg(y) —g(xp) +g(x)y

ou g est une application A-linéaire de B dans L, autrement dit f doit étre un 2-cobord
au sens de Hochschild. On en déduit aussitot que les classes d’extensions de Hochschild
de B par L forment un sous-groupe de Exal,(B, L), isomorphe au groupe de cohomologie
de Hochschild H(B, L).

Si B est une A-algébre commutative, et L un B-module, les extensions de Hochschild
commutatives de B par L correspondent aux 2-cocycles symétriques, c’est-a-dire tels que
f(», x)=f(x,). Les classes d’extensions de Hochschild commutatives de B par L forment
donc un sous-groupe de Exalcom, (B, L), isomorphe au sous-groupe de Hj (B, L) image
du groupe des 2-cocycles symétriques, que nous noterons Hj (B, L)*.

(x8.4.4) Bornons-nous au cas ou A et B sont commutatifs et L. un B-module,
et rappelons dans ce cas la définition équivalente des groupes de Hochschild
Hi(B, L) (M, IX, 6). On considére un complexe P ,=(P,),5, de B-modules,
ot P,=B®"*Y=B®,B®...®,B (n+1 fois), la structure de B-module étant définie
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66 A. GROTHENDIECK Chap. o

par x(,®9,®...9y,, ) = (21)®9,®...®y,,,; ladérivation, de degré — 1, d,: P, -P, _,,
est définie par

4, (@%@ . . . Bk, 1) = (%1%) O X ® . . . QK |y —X,® (%%)® .. . ®%, + ... +
(—D)" ' ®x,® .. ®%, _ B (%,%, 1) + (—1)" (%, 1 15%7)Ox,® . . . B,

qui est bien B-linéaire puisque B est commutatif.

Un 2-cocycle de ce complexe a valeurs dans L est une application B-linéaire & de
B®B®B dans L telle que A(d;(*®y®2z®t)) =0; mais comme A(x®y®z) =xh(1®y®7),
le cocycle h est déterminé par I’application A-bilinéaire (9, z)~>f(, 2)=h(1®y®2)
de B X B dans L, et en écrivant la condition précédente pour A, on retrouve pour f
la condition (18.4.3.1). De méme, un 2-cobord sera une application de la forme
x®@y®z~>h'(dy(x@y®2)), ou A’ :B®,B—>L est linéaire, et ici encore A’ est déter-
miné par Papplication B-linéaire g:y~A'(1®y) de B dans L; on obtient alors
b (dy(1®xQ®9)) = xg(y) —g(xy) +rg(x), ce quiredonne (18.4.3.2). On procede de méme
pour tout 7, et ’on voit ainsi que I'on a

(18.4.4.1) Hi (B, L) = Hi(Homy(P,, L)).

(x8.4.5) Sous les conditions de (18.4.4), on peut interpréter de la méme fagon
le groupe H; (B, L)° (18.4.3). Pour cela, modifions le complexe P, en degré 3, en consi-

dérant un nouveau complexe & .
P.:P; > P, > Py
nous prendrons P;=P,®(B®,B®,B), d; coincidant avec d; sur P,, et étant donné

dans B®,B®,B par
d3(x@y® 2) = x@y® z— x®2®9.

La relation d,d;=o0 résulte de la commutativité de B. Avec les notations intro-
duites ci-dessus, un 2-cocycle de P! correspond maintenant a une application
A-bilinéaire f:BxB—L qui est symélrigue et vérifie (18.4.3.1); par suite, on a
H; (B, L)*=H?(Homy(P,, L)).

(x8.4.6) Dans le cas particulier ou I’on considére un corps commutatif £, une extension
K de k,on a Exti(M, L)=o0 quels que soient les K-espaces vectoriels L, M, et par suite
(M, VI, 3.3 a)), on a un isomorphisme canonique

(18.4.6.1) Hi(K, L)  Homg(H,(P,), L)
et de méme

(18.4.6.2) Hi(K, L)* = Homyg(Hy(P)), L).

18.5. Cas des anneaux topologiques.

(x8.5.1) Soient A, B deux anneaux fopologiques dont la topologie est linéaire,
¢ : A>B un homomorphisme continu, L. un B-bimodule topologique, et supposons qu’il
existe un idéal bilatere ouvert K de B tel que K;,.L=L.K;=o0, de sorte que L peut étre
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considéré comme un (B/R)-bimodule pour tout idéal ouvert KcK,. Soient alors RcRK,
un idéal bilatére ouvert de B, J un idéal bilatére ouvert de A tel que o(J)cK, de sorte
que B/R peut étre considéré comme un (A/J)-anneau discret. La remarque précédente
prouve que le groupe Exan,(B/f, L) est défini; en outre, si R c{, J'cJ sont deux
idéaux bilatéres ouverts de A et B respectivement tels que p(J’)CR’, on a par (18.3.5.1)
un homomorphisme canonique

(18.5.1.1) Exan,5(B/R, L) — Exan,(B/R’, L).

L’ensemble des couples d’idéaux ouverts (J, &) tels que p(J)CKRCK, est évi-
demment ordonné filtrant & droite pour la relation « J2J' et KD K’ » et les appli-
cations (18.5.1.1) définissent un systéme inductif de groupes additifs ayant cet ensemble
pour ensemble d’indices. On pose, par abus de notation (car il ne s’agit plus d’un groupe
en correspondance biunivoque naturelle avec un ensemble d’extensions)

(x8.5.1.2) Exantop, (B, L) =£rr; Exan, 4(B/&, L).

Dire que le second membre de (18.5.1.2) est nul signifie donc que, pour tout
couple d’idéaux ouverts JcA, KcB tels que p(J)cKRcK, et toute (A/J)-extension E
de B/K par L, il existe deux idéaux ouverts J'CJ, K'CK tels que p(J')cK’ et que
I'image réciproque par I’homomorphisme B/R’—B/R de E soit triviale.

Nous laissons au lecteur la définition analogue des limites inductives Exaltop, (B, L),
Exalcotop, (B, L) a partir de Exal,5(B/R, L) et de Exalcom,(B/R, L) pour le cas
ol A est commutatif et B une A-algébre (resp. une A-algébre commutative) topologique.

(18.5.2) Si 'on a un diagramme commutatif d’homomorphismes continus
d’anneaux

B — B
[
A" — A

on en déduit canoniquement deux homomorphismes de groupes additifs
Exantop, (B, L) — Exantop,.(B, L) — Exantop,.(B’, L)
par passage a la limite inductive a4 partir de (18.3.5.1).

En vertu de ’exactitude du foncteur ll_r)n dans la catégorie des groupes commutatifs,
le noyau de ’homomorphisme

Exantop, (B, L) —~Exantop,.(B, L)

est la limite inductive des noyaux des homomorphismes

Exan, 4(B/K, L) — Exan,, s (B/SK, L)

ol on a pris pour J’ I'image réciproque de J; on note ce noyau Exantop,,.(B, L). On
définit de méme Exaltop, (B, L) et Exalcotop,, (B, L). Enfin, si on a un homomorphisme
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continu de B-bimodules L—L’, on en déduit canoniquement un homomorphisme de
groupes additifs
Exantop, (B, L) — Exantop, (B, L")

par passage a la limite inductive a partir de (18.3.6.1).

(18.5.3) Etant donnés un anneau topologique C et deux C-bimodules topo-
logiques M, N, on note Hom. cont,(M, N) le groupe additif des C-homomorphismes
continus de M dans N.

Lemme (x8.5.3.1). — Soient C un anneau topologique, E, L deux C-bimodules topologiques ;
on suppose que les topologies sont linéaires, que L est discret et annulé par un idéal bilatére ouvert
de C. Alors on a un isomorphisme canonique

(18.5.3.2) lim Homg(E/V, L) S Hom. conty(E, L)

ou dans le premier membre la limite inductive est prise suivant Uensemble ordomné filtrant des
couples (R, V) tels que K soit un idéal bilatére ouvert de C, V un sous-C-bimodule ouvert de E,
tels que R. L=L.&=0, R.ECV, E.RCV.

Comme C/{ et E/V sont discrets, on a des homomorphismes canoniques
wy v : Homgq(E/V, L) — Hom. conty(E, L) formant un systéme inductif, d’ott un homo-
morphisme (18.5.3.2) par passage a la limite inductive. Comme I’homomorphisme
E/V'—E[V est surjectif pour V’'CV, il résulte aussitot de la définition que I’homomor-
phisme Hom4(E/V, L) — Homgg(E/V’, L) (avec 8. L=L.{ =0, R ECV’, E.RCV’)
est injectif, et il en est évidemment de méme de I’homomorphisme

Homge(E/V, L) - Homg (E/V, L)

pour {CRK; on en conclut que I’homomorphisme (18.5.3.2) est injectif. D’autre
part, si u est un C-homomorphisme continu de E dans L, son noyau est un sous-bimodule
ouvert V, de E, et si &, est un idéal bilatére ouvert de C tel que K,.L=L.&;=o0 et
K,.-ECV,, E.],CV,, il est clair que u est 'image canonique d’un (C/&;)-homomor-
phisme de E/V, dans L, donc (18.5.5.2) est surjectif.

Cela étant, la proposition (18.3.8) se généralise comme suit aux anneaux topo-
logiques :

Proposition (18.5.4). — Soient B un anneau topologique linéairement topologisé, J un
idéal bilatéere de B, C=B|J Panneau topologique quotient; J|J* (o J est muni de la topologie
induite par celle de B et J| 3 de la topologie quotient de celle de ) est alors canoniquement muni
d’une structure de C-bimodule topologique. Pour tout C-bimodule discret L annulé par un idéal ouvert
de C, il existe alors un tsomorphisme canonique

(18.5.4.1) Hom. conty(J/J?, L) > Exantopy(C, L).

En effet, pour tout idéal ouvert & de B tel que (J-+K)/J annule L, on a,
d’aprés (18.3.9), un isomorphisme canonique

HomB!(3+ R)((S +8)/(F+R), L) = ExanB/S\(B/(S +8), L)

et il suffit de passer 2 la limite inductive, en tenant compte de (18.5.3.1).

164



§ 19 PRELIMINAIRES 69

§ 19. ALGEBRES FORMELLEMENT LISSES ET ANNEAUX DE COHEN

19 . 0. Introduction.

(x9.0.1) Au chapitre IV, nous introduirons et étudierons entre autres une classe
importante de morphismes de préschémas, les morphismes lisses(*). Une de leurs propriétés
fondamentales (et qui, jointe & une condition de finitude, les caractérise) est une propriété
de relévement des morphismes : si f:X-—Y est un morphisme lisse, g:Y'—Y un
morphisme, alors pour tout morphisme 4 :Y"'—Y’ faisant de Y’ un préschéma « peu

différent » de Y, tout Y-morphisme Y''—X se factoriseen Y'' LY > X. De facon précise,

bornons-nous au cas ott Y =Spec(A), X =Spec(B) sont affines; B est alors appelée une

A-algebre formellement lisse si, pour toute A-algébre C et tout idéal nilpotent J de C, tout

A-homomorphisme B—C/J se¢reléveen B — C — C/J. En d’autres termes, ’application
Hom, (B, C) - Hom, (B, C/J)

est surjective. Dans beaucoup d’applications, X apparaitra comme objet représentant
un foncteur contravariant représentable Y'~>F(Y') de la catégorie des Y-préschémas dans
celle des ensembles, de sorte (0;;, 8.1.8) que ’on aura F(Y’) =Homy(Y’, X). Dans le
cas affine, si I’on pose F°(C)=F(Spec(C)), la vérification du fait que, sous les conditions
ci-dessus, F'(C) — F°(C/J) est surjectif (qui peut se faire méme sans savoir que F est
représentable) établira que f est lisse, pourvu que la condition additionnelle de finitude
soit remplie.

(x9.0.2) Pour les algébres topologiques sur un anneau topologique A, il y a une
notion analogue d’algébre formellement lisse que nous ne préciserons pas ici (cf. 19.3.1).
L’étude de ces notions est faite d’abord d’un point de vue élémentaire au § 19, puis,
a l'aide des propriétés des différentielles qui seront développées aux §§ 20 et 21, des
théorémes plus délicats seront prouvés au § 22. Résumons ici les principaux résultats
sur les algébres formellement lisses :

I. — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—~B un homomorphisme
local, & le corps résiduel de A, et soit By=B®,k; on munit A, B et B, de leurs topologies
préadiques et £ de la topologie discréte. Alors, pour que B soit une A-algebre formellement
lisse, il faut et il suffit que B soit un A-module plat et que B, soit une k-algébre formellement
lisse (19.7.1). Ce théoréme raméne donc la lissité formelle, pour les anneaux locaux
noethériens, 4 la méme question pour les anneaux locaux noethériens qui sont des algebres
sur un corps.

II. — Soient £ un corps, A un anneau local noethérien qui est une k-algebre.
Pour que A soit formellement lisse, il faut et il suffit que A soit géométriquement régulier
sur k, c’est-a-dire que pour toute extension finie k' de k, ’anneau semi-local A®, %’ soit

(1) Aussi appelés morphismes simples dans certains travaux récents (en s’inspirant de la terminologie classique
de « point simple ») ; cette terminologie préte cependant & confusion, notamment en théorie des groupes algébriques.
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régulier (22.5.8); le complété A de A est alors un anneau isomorphe & un anneau de
séries formelles K[[T,, ..., T,]] (19.6.5). En outre, la structure de k-algébre de A,
lorsque A est supposé étre complet et formellement lisse sur £, est entierement déterminée
par le corps résiduel K de A et la dimension de A; celle-ci peut d’ailleurs étre arbitraire
a condition de satisfaire a l'inégalité dim(A)> rg,(Yx,), ou Yy, est le « module
d’imperfection » de K (22.2.6).

En particulier, pour qu’une extension K de £ soit formellement lisse, il faut et il
suffit que K soit une extension séparable de k (19.6.1).

III. — Soient A un anneau local noethérien,  un idéal de A distinct de A,
Ay=A/J, B, un anneau local noethérien complet, Ay—>B, un homomorphisme local
faisant de B, une Aj-algébre formellement lisse. Alors il existe un anneau local noethérien
complet B, un homomorphisme local A—B faisant de B un A-module plat, et un
Ag-isomorphisme B®, Ay B, (de sorte que, par I), B est une A-algébre formellement lisse);
en outre B est déterminé par ces propriétés a isomorphisme pres (19.7.2). Ce théoréme
contient en particulier les théorémes de Cohen sur la structure des anneaux locaux noethé-
riens complets (19.8), qui joueront un réle important dans les §§ 6 et 7 du chapitre IV.

IV. — L’intérét de I’étude des anneaux locaux noethériens formellement lisses
sur un autre provient de la caractérisation « ponctuelle » suivante des morphismes lisses :
si X et Y sont des préschémas localement noethériens, f: X—Y un morphisme localement
de type fini, alors, pour que f soit lisse, il faut et il suffit que pour tout xe X, I’anneau 0,
soit formellement lisse sur @y, . En particulier, si Y = Spec(k), ol & est un corps parfait,
dire que f est lisse équivaut a dire que X est un préschéma régulier.

V. — Enfin, nous verrons aux §§ 20, 21 et 22 que la notion d’algébre formellement
lisse s’introduit de fagon naturelle dans la théorie des différentielles de Kihler, les deux
théories s’éclairant mutuellement.

(x9.0.3) Dans tout ce paragraphe et les suivants, les anneaux et modules topo-
logiques seront supposés linéairement topologisés (0;, 7.1.1); les anneaux topologiques
considérés seront supposés commutatifs, sauf mention expresse du contraire. Rappelons que
si A et B sont deux anneaux topologiques, ¢ : A—B un homomorphisme d’anneaux
définissant sur B une structure de A-algébre, on dit que B est une A-algebre topologique
si p est continu pour les topologies envisagées.

Pour abréger, dans un anneau topologique A (resp. un A-module topologique M),
nous dirons « systéme fondamental d’idéaux (resp. sous-modules) ouverls » au lieu de « systéme
fondamental de voisinages de o formé d’idéaux (resp. sous-modules) ».

Etant donnés un anneau topologique A et un A-module M, les ensembles JM,
ol J parcourt un systéme fondamental d’idéaux ouverts, forment un syst¢éme fondamental
de sous-modules ouverts d’une topologie sur M faisant de M un A-module topologique,
et que 'on dit déduite de la topologie de A.

Soit M un A-module topologique dont la topologie est moins fine que la topologie
déduite de celle de A; alors, si N est un sous-module ouvert de M, le A-module discret M|N
est annulé par un idéal ouvert de A, car par hypothése il existe un tel idéal & tel que {. M CN.
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Si M et N sont deux A-modules topologiques dont les topologies sont toutes deux
déduites de celle de A, alors fout A-homomorphisme u: M-—N est continu, car pour
tout voisinage V de o dans N, il existe par hypothése un idéal ouvert J de A tel
que JNCV, et 'on a donc u(IJM)CINCV.

Lorsque B est une A-algébre topologique, la topologie sur B déduite de celle de A
est plus fine que la topologie donnée, car pour tout idéal ouvert & de B, il y a par hypothése
un idéal ouvert J de A tel que JBCRK.

19.1. Epimorphismes et monomorphismes formels.

Proposition (x9.x.x). — Soient A un anneau topologique, M, N deux A-modules topo-
logiques, {W,) un systéme fondamental de sous-modules ouverts dans N, u : M—N un A-homo-
morphisme continu, M, N les séparés complétés de M et N, u :M-N e prolongement continu
de u aux séparés complétés.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) u(M) est dense dans N.

a’) (M) est dense dans N.

a’) Pour tout », I’homomorphisme composé M-—>N—>N/W, est surjectif.

(11) Les conditions suivantes sont équivalentes :

b) L’image réciproque par u de la topologie de N est égale a la topologie de M.

b’) u est un isomorphisme du A-module topologique M sur le sous-A-module topologique
(M) de N (qui est nécessairement fermé).

b") Les u=*(W,) forment un systtme fondamental de voisinages de o dans M.

Cela résulte immédiatement de la définition des séparés complétés, et du fait
que N/W, est discret.

(19.1.2) Lorsque les conditions équivalentes de (i) (resp. (ii)) dans (19.1.1)
sont remplies, on dit que u est un épimorphisme formel (resp. un monomorphisme formel).
On dit que u est un bimorphisme formel s’il est & la fois un monomorphisme formel et un
épimorphisme formel; il revient au méme, en vertu de (19.1.1), de dire que % est un
isomorphisme du A-module topologique M sur le A-module topologique N.

Proposition (19.1.3). — Sotent A un anneau topologique, M, N deux A-modules topo-
logiques, u: M—N un A-homomorphisme continu. On suppose qu’il existe deux systémes fonda-
mentaux de sous-modules ouverts, (V,), (W,) dans M et N respectivement, ayant méme ensemble
d’indices et tels que u(V,)CW, pour tout \; soit u, : M/V,—>N|W, [’homomorphisme déduit
de u par passage aux quotients. Alors :

(1) Pour que u soit un épimorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout N, u, soit surjectif.

(i) Pour que u soit un monomorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout A, il existe
un y tel que V,CV, et que Ker(u,) soit contenu dans le noyau V, [V, de Uapplication canonique
M/V,->M/V,.

(iii) Pour que u soit un bimorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout X, u, soit
surjectif et qu’il existe un y tel que V,CV, et que I’homomorphisme canonique M[V,—M/[V,
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se factorise en M/V‘LE;N/W‘L»M/Vl (o Uhomomorphisme N|W,—>M|V, est nécessai-
rement unique).

L’assertion (i) est immédiate; d’autre part, Ker(u,)=u"'(W,)/V,, et le noyau
de l'application canonique M/V,—>M/V, est V,/V,; la condition de (ii) revient donc
a dire que »~'(W,)CV,, et lassertion (ii) en découle aussitét; enfin, lorsque u, est
surjectif, il revient au méme de dire que Ker(x,) est contenu dans V,/V,, ou de dire
que M/V,—M/V, se factorise en vou,, ol v est un homomorphisme N/W,—>M/V,,
puisque N/W, s’identifie alors a (M/V,)/Ker(x,).

Corollaire (19.x.4). — Soient A un anneau topologique, M, N deux A-modules topologiques
dont les topologies sont déduites de celle de A, u: M—>N un épimorphisme formel. Soit (,)
un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour que u soit un bimorphisme formel, il faut
et il suffit que pour tout N, I’homomorphisme u, : M/J,M — N/J,N déduit de u par passage
aux quotients soit bijectif.

On a en effet «(JM)CJ,N et on peut appliquer le critére (19.1.3, (iii)); mais

si Pon a une factorisation M/SMMEN/SMN—Z M/3J,M, limage de J,M/J,M par u,
est 3 N/J,N, donc 'image de J,N/J,N par v est o et v se factorise en

N/3N—N/3N->M|3,M;
mais alors I’automorphisme identique de M/J, M se factorise en
o~ “a o~ v o~
M/3M—N/JN—-M/5,M,

ce qui montre que u, est injectif, et comme on sait déja qu’il est surjectif, cela prouve le
corollaire.

Proposition (19.x.5). — Soient A un anneau topologique, M, N deux A-modules topo-
logiques, u:M—>N un A-homomorphisme continu. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout A-module topologique discret E et tout A-homomorphisme continu v : M—E,
il existe un A-homomorphisme continu w : N—E tel que v=wou.

b) Pour tout sous-module ouvert V' de M, il existe un sous-module ouvert W'' de N, un
sous-module ouvert V' CV'nu~'(W") et un homomorphisme h:N/W"'—M|V' tels que
Uhomomorphisme canonique M|V —M/[V' se factorise en

MV N/W” 5 MV

ot u'’ est déduit de u par passage aux quotients.

Pour voir que a) entraine 4), il suffit d’appliquer ¢) & E=M/V’ et a ’homomor-
phisme canonique v : M—~M/V’; alors W =w®""(0) est un sous-module ouvert de N et
V" =u"*(W") un sous-module ouvert de M contenu dans V'; ces sous-modules et I’homo-
morphisme £ : N/W” — M/V’ déduit de w par passage au quotient répondent a la
question. Inversement, pour montrer que b) entraine a), on peut se limiter au cas ou v
est surjectif, en remplacant E par (M); alors V'=Ker(v) est un sous-module ouvert

de M, donc E est isomorphe au A-module discret M/V’, et en appliquant 4), on obtient
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le A-homomorphisme continu w cherché en prenant le composé N »N/W”—LM/V’,
le diagramme

u

M - N
f
¥

M/V" —> N/W”
étant commutatif.

Lorsque les conditions équivalentes de (19.1.5) sont remplies, nous dirons que u
est formellement inversible @ gauche; comme la condition 4) de (19.1.5) implique que
u= (W) CV’, u est alors un monomorphisme formel. La terminologie est en outre justifiée
par les corollaires suivants :

Corollaire (19.1.6). — 8’il existe un A-homomorphisme continu s : N—>M tel que sofi = 15,
alors u est formellement inversible & gauche.

On notera que # est alors un isomorphisme topologique de M sur un Sacteur direct
topologique de N. Pour prouver (19.1.6), il suffit de noter qu’avec les notations
de (19.1.5, a)), v:M—E se prolonge en un A-homomorphisme continu % : M—E
puisque E est discret; soient j: M—M et j': NN les homomorphismes canoniques;
alors, en posant w=70s0j’, on a wou=>7yos0loj=7yoj=u0.

Corollaire (19.1.7). — Supposons que les topologies de M et de N soient déduites de celle
de A, et soit (J,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour que u soit formellement
inversible & gauche il faut et il suffit que, pour tout \, I’homomorphisme wu, : M|J M — N/J, N,
déduit de u par passage aux quotients, soit inversible @ gauche (autrement dit, soit un isomor-
phisme de M/J, M sur un facteur direct de N/J,N).

En effet, la condition est suffisante, car, pour V'=3, M dans la condition 5)
de (19.1.5), on répond a la question en prenant W”'=3J,N, V'=V’' et A tel
que hou, soit I'identité dans M/J, M. Inversement, si u est formellement inversible
a gauche, alors, pour tout 2, il y a, en vertu de (19.1.5, 4)), un p tel que J,C3,
et un homomorphisme k:N/J,N > M/J,M tels que I’homomorphisme cano-

nique M/J,M — M/J, M se factorise en M/SuMziN (3. N —h> M/J, M; mais comme
(I (NI N)) =3 A(N/J,N) €3, (M/J M) =0, & se factorise canoniquement en
N/3,N—-N [F,NS>M/S, M, et il est immédiat que s est inverse 4 gauche de u,.

Proposition (19.x.8). — Soit A un anneau topologique admettant un systeme fondamental
dénombrable décroissant (J,) d’idéaux ouverts. Soient M, N deux A-modules topologiques dont
les topologies sont déduites de celle de A, u : M—N un A-homomorphisme. Posons M, =M/J, M,
N,=N/3J,N et soit u,: M,—N, le (A[J,)-homomorphisme déduit de u par passage aux
quotients. Supposons que, pour tout n, P,= Coker(u,) soit un (A[J,)-module projectif et que M
sott séparé et complet. Alors, pour que u soit formellement inversible & gauche, il faut et il suffit que u soit
inversible & gauche (et u est alors un isomorphisme topologique de M sur un facteur direct
topologique de N).
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En vertu de (19.1.7), on a des diagrammes commutatifs

u 3
o — M, —— N, ¥

n o

o — M, , — Nyyy — Py — o
n+1 Pp+1

ou les lignes sont des suites exactes scindées, autrement dit, il existe pour chaque n un

homomorphisme s, : P,—N, tel que p,o5,=1p . Nous allons montrer que I'on peut,

par récurrence sur z, définir un homomorphisme s, : P,—N, tel que p,0s.=1, et que
n

les diagrammes

Sn
P, — N,

P

— N

n+1 o n+1
n+1

soient commutatifs. En effet, gos, ,—s0h est un homomorphisme de P, , dans
,(M,) =, (M, 1) [3nthy 41(M,, 41); comme P, est un (A/[J, . ,)-module projectif, cet
homomorphisme se factorise en

by 1
Poiy = uy (M) =ty (M1 0) [ St 41 (M 11)
d’oli Pon conclut aussitét que s, ,=s,,;,—t,,, répond a la question. Cela étant, de
la décomposition de N, en somme directe de u,(M,) et de s,(P,), on déduit aussitét un
homomorphisme w, : N,—>M, inverse a gauche de u, et tel que les diagrammes

wn
N, — M,

T

Noti —> Moy
n+1

soient commutatifs. Le systtme projectif (w,) admet alors une limite projective
#w:N->M=M, d’ou par composition avec ’homomorphisme canonique N—N, un
homomorphisme w : N—-M tel que, pour tout z, ’endomorphisme (wou), de
M,=M/J,M déduit de wou par passage aux quotients soit I’identité; cela entraine
que wou=1, puisque M est séparé et complet.

Proposition (19.x.9). — Soient A un anneau topologique préadmissible (0, 7.1.2),
R un idéal de définition de A, (J,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts de A. Soient M, N
deux A-modules topologiques dont les topologies sont déduites de celles de A, et tels que pour tout A,
N/J, N soit un (A|3J,)-module projectif (cf. (19.2.3)). Soit u: M—>N un A-homomorphisme.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) u est formellement inversible a gauche.

b) L’homomorphisme uy : M/SM—>N/QN  déduit de u par passage aux quotients est
inversible a gauche.

On a vu (19.1.7) que la condition a) équivaut a dire que u, est inversible 4 gauche
pour tout A; comme £ est un idéal ouvert, donc contient un J,, on en déduit aussitot
que , est inversible a gauche. Pour montrer inversement que 5) entraine a), notons que
pour tout A, £/J, est par hypothése un idéal nilpotent de A/J,. Notre assertion
résultera de la proposition suivante :

Proposition (x9.x.10). — Soient A un anneau, M, N deux A-modules, N étant projectif,
u:M—>N un A-homomorphisme. Soit J un idéal de A; on suppose vérifiée 'une des conditions
suivantes :

(1) J est nilpotent.

(i) I est contenu dans le radical de A et M est de type fini.

Alors, pour que u soit inversible & gauche, il faut et il suffit que [’homomorphisme
Uy : M/IM—->N/IN de (A]J)-modules, déduit de u par passage aux quotients, soit inversible
a gauche.

La condition étant évidemment nécessaire, prouvons qu’elle est suffisante. Soit z,

un inverse & gauche de u,; ’homomorphisme composé N—>N/IN3M/IM se factorise

en N>M-—>M/IM puisque N est projectif; alors w=uvou est un endomorphisme
de M tel que I’endomorphisme w, de M/JM déduit par passage aux quotients soit
identité, et il suffit de prouver que w est lui-méme bijectif (car alors w™'os sera un
inverse a2 gauche de u). Distinguons maintenant les deux cas.

(i) Pour tout n on a le diagramme commutatif

(37;/37»-}—1) ®A/S (M/SM) — SnM/3n+1M

1@gri(w) gr(w)

(3n/$n+1)®A/$(M/3M) — 3nM/Sn+1M

ou les fleches horizontales sont surjectives, et comme gr'(w)=uw, est Pidentité, il en
est de méme de gr*(w) qui, a fortiori, est bijectif. La filtration J-préadique sur M étant
finie puisque J est nilpotent, on en conclut que w est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, cor. § du th. 1).

(ii) Il suffit de montrer que pour tout idéal maximal m de A, Pendomorphisme w,,
de M, est bijectif (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II, § 3, n° g, th. 1) et comme JA,,CmA,,,
et A,/3A,=(A/J)n, on est ramené & prouver la proposition lorsque A est un anneau
local. En outre, on peut supposer que 3 est I'idéal maximal J, de A, car si 4, est inversible
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a gauche, il en est de méme de uy : M/IJM — N/IJM obtenu par tensorisation de ,
avec 1,5, puisque 'on a M/J M= (M/IM)®, 5(A[J,). Supposons donc J maximal,
de sorte que A/J est un corps. Il suffit évidemment de montrer que M est un A-module
libre sous les conditions de I’énoncé : en effet, det(w,) est alors I'image canonique de det(w)
dans A/J, donc det(w) n’appartient pas & ’idéal J et est par suite inversible. Or le (A/J)-
espace vectoriel M/JM étant libre de type fini, il y a un A-module de type fini L et
un A-homomorphisme f:L—M tel que ’homomorphisme f; : L/JL — M/JM déduit
de f par passage aux quotients soit bijectif. Comme M est de type fini, on en conclut
tout d’abord que f est surjectif par le lemme de Nakayama (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11,
§ 3, n° 2, cor. 1 de la prop. 4); en outre, si g=uwuof, I’homomorphisme g, : L/JL — N/JN
déduit par passage aux quotients est inversible a gauche, et puisqu’ici L est libre, la
remarque du début prouve que g est lui-méme inversible a gauche; or cela entraine
évidemment que f est injectif, ce qui achéve la démonstration.

Mentionnons en passant les corollaires suivants de (19.1.10) :

Corollaire (xg.x.x1x). — Soient A un anneau local, k son corps résiduel, M un A-module
de type fini, N un A-module projectif, u: M—N un homomorphisme. Pour que u soit inversible
a gauche, il faut et il suffit qu’il existe un systeme de générateurs (x;)y<;<n de M tel que les
images par u®1: M@k > N&®k des xQ@1 soient lindairement indépendantes dans N&,k;
les x; forment alors une base de M.

La condition est évidemment nécessaire, car si u est inversible a gauche, M est
un A-module projectif de type fini, donc libre. Inversement, si la condition est satisfaite,
il est clair que les x;® 1 forment une base de M®,k et que u®1 est inversible a gauche;
il suffit donc d’appliquer (19.1.10) & I'idéal maximal J de A.

Corollaire (19.x.12). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, N un
A-module projectif, u : M—N un homomorphisme. Pour tout idéal premier peSpec(A), les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) L’homomorphisme u,: M, — N, est inversible a gauche.

b) L’homomorphisme u®1 : M®,k(p) — N®,k(p) est injectif (on rappelle que k(p)
désigne le corps résiduel de A en p).

c) 1l existe un systéme fini d’éléments x;,eM (1<i<m) tel que les images des x; dans M,
engendrent ML, et un systéme de m formes linéaires y; sur N (1<i<m) tel que det(<y;, u(x)>)¢p.

d) Il existe feA—p tel que Ihomomorphisme w, : M, — N, soit inversible & gauche.

En outre, ensemble des peSpec(A) vérifiant ces conditions est ouvert dans Spec(A).

La derniére condition est conséquence triviale de d). Comme N est projectif,
il est facteur direct d’'un A-module libre A”; en outre, comme M est de type fini, u(M) est
contenu dans un sous-module de A” de la forme A" pour n fini; comme chacun des
énoncés a), b), ¢), d) est équivalent a I’énoncé correspondant oit I'on remplace N
par N®P (u étant toujours supposé appliquer M dans N), on est ramené au cas ou N
est libre de type fini. Il est trivial que d) entraine a), et a) et b) sont équivalentes en vertu
de (19.1.11); d’ailleurs a) entraine que M, est libre (19.1.11), donc @) entraine ¢),
en prenant pour les x; une famille dont les images dans M, forment une base de ce
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A, -module et en notant que (puisque N est libre de type fini) toute forme linéaire sur
le Aj-module N, s’écrit u=uv/f, ot feA—p, et ol v est une forme linéaire sur le
A-module N. II est clair que ¢) entraine 4), et il reste donc a voir que ) entraine d).
Or, comme N est de présentation finie, (Hom,(N, M)), s’identifie canoniquement a
HomAp(Np, M,) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, n® 7, prop. 19). Si w, est inverse a
gauche de u,, il existe donc un homomorphisme w :N—->M et un élément feA—p
telsque w=uw,® (1/f) Ta,e La relation wou,= Ty, s’écrit donc aussi (w ou)®1Ap =f. Ty,
Mais comme M est un A-module de type fini, il existe geA—p tel que "endomor-
phisme g((wou)—f.1y) s’annule en tous les générateurs de M, donc soit nul. Si on
pose h=fg, et y,=u®1, ,w,=w®1, , onadonc w,(u(z))=(f/1)z pourtout zeM,;
mais comme £/1 est inversible dans A;, il en estde mémede f/1=f", et f'~'w, est par
suite inverse a gauche de u,, ce qui achéve la démonstration.

Proposition (19.x.x3). — Supposons vérifibes les hypothéses de (19.1.9) et supposons
en outre que (J,) soit une suite décroissante (J,) et que M soit séparé et complet. Alors les conditions a)
et b) de (19.1.9) sont aussi équivalentes a :

c) u est inversible & gauche.

On sait déja que ¢) entraine @) (19.1.6). Inversement, si a) est vérifiée, on sait
(avec les notations de (19.1.8)) que M, est facteur direct du (A/J,)-module projectif N,,
donc P, est aussi isomorphe a un facteur direct de N,, et par suite est projectif; il suffit
donc d’appliquer (19.1.8).

Notons enfin la proposition suivante :

Proposition (19.1.14). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, N un A-module
projectif, u:M—>N un A-homomorphisme.

(i) Pour que u soit inversible & gauche, il faut et il suffit que, pour tout idéal maximal m
de A, u, :M, —>N,, soit inversible a gauche.

(ii) Soit A’ une A-algébre qui soit un A-module fidélement plat. Pour que u soit inversible
@ gauche, il faut et il suffit que u®1 : M®,A’' >N®, A’ soit inversible a gauche.

Comme dans (19.1.12), on peut se borner au cas ou N est libre de type fini;
dire que u est inversible 4 gauche signifie alors que u est injectif et que le module
quotient P=N/u(M) est projectif, car u(M) sera alors facteur direct de N. Notons en
outre que puisque M est de type fini, P est de présentation finie. Cela étant :

(i) La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est satisfaite,
on sait que u est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n® g, th. 1) et comme
P,,=N,./u,,(M,,) est projectif pour tout m, on sait que cela entraine que P est projectif
(loc. cit., § 5, n°® 2, th. 1).

(i) Ici encore, la condition est trivialement nécessaire. Inversement, si elle est
remplie, on sait que u est injectif (0;, 6.4.1) et comme P®,A’= Coker(u®1) est pro-
jectif, donc plat, on en déduit que P est un A-module plat (0;, 6.6.3), donc projectif
puisqu’il est de présentation finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2
du th. 1).
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Remarque (19.1.15). — La notion « duale » de celle d’homomorphisme formellement inversible 4 gauche
est celle d’homomorphisme formellement inversible & droite; un tel A-homomorphisme continu u: M—N vérifie,
par définition, la condition suivante : pour tout sous-module ouvert W’ de N, il existe un sous-module ouvert
V'Cu™(W’') de M, un sous-module ouvert W’ CW’ de N et un homomorphisme h: N/W”—>M/V’ tels que
I’homomorphisme canonique N/W”—N/W’ se factorise en

h u'
N/W” — M|V’ — N/W’
ou u’ est déduit de u par passage aux quotients. Cela entraine que u est un épimorphisme formel; s’il existe un
A-homomorphisme continu 7 : N— M tel que #oy = Ig, on vérifie aussitot que z est formellement inversible 2 droite.
Si les conditions de (19.1.7) sont remplies, pour que z soit formellement inversible & droite, il faut et il suffit que
les uy, soient inversibles a droite (c’est-a-dire que le noyau de u, est facteur direct de M/J;M et que #, est un isomor-
phisme d'un supplémentaire de Ker(uy) sur N/3J;N). Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer
les propositions correspondant 4 (19.1.8) et (19.1.9) (dans I'analogue de (19.1.8), il faut supposer M séparé et

complet et que M, est un (A/3,)-module projectif; dans I’analogue de (19.1.9), il faut supprimer ’hypothése sur
les N/, N, mais supposer par contre que, pour tout A, M/J3M est un (A/3J;)-module projectif).

19.2. Modules formellement projectifs.

Définition (19.2.1). — Sotent A un anneau topologique. On dit qu’un A-module topo-
logique M est_formellement projectif s°il vérifie la condition suivante : pour tout idéal ouvert J de A,
tout couple de (A[J)-modules (discrets) P, Q , tout A-homomorphisme surjectif u :P—Q et
tout A-homomorphisme continu v : M —Q , il existe un A-homomorphisme continu w : M—P tel
que v=uow.

(x9.2.2) Pour vérifier la condition de (19.2.1), on peut évidemment se borner
(en remplagant Q par (M) et P par «~'(v(M)) au cas ol v est lui-méme surjectif;
alors Q est isomorphe & M/V, ol V est un sous-module ouvert de M tel que JMcV;
la condition de (19.2.1) équivaut alors & dire que pour tout (A/J)-module discret P
et tout A-homomorphisme surjectif « : P—>M]/V, il existe un sous-module ouvert V'cV
dans M et un A-homomorphisme w : M/V’'—P, tels que ’homomorphisme canonique
M/V’'—>M/V se factorise en M/V’i">P—u>M/V. On notera qu’il suffit de vérifier cette
condition lorsque J parcourt un systéme fondamental de voisinages de o dans A formé
d’idéaux.

(x9.2.3) Supposons qu’il existe un systéme fondamental (J,) d’idéaux ouverts
dans A et un syst¢tme fondamental (V,) de sous-modules ouverts de M, ayant méme
ensemble d’indices que (J,) et tel que, pour tout A, M/V, soit un (A/J,)-module projectif.
Alors M est formellement projectif : il suffit en effet, avec les notations de (19.2.2),
de prendre A tel que J,cJ et V,cV; comme P est aussiun (A/J,)-module, la factori-
sation de ’homomorphisme canonique M/V, -M/V en M/V, -P—->M/V résulte de
ce quil s’agit d’un (A/J,)-homomorphisme et de ce que M/V, est supposé étre
un (A/J,;)-module projectif.

Lorsque la condition plus stricte de ce numéro est satisfaite, on dit que M est
strictement formellement projectif.

Proposition (19.2.4). — Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique
dont la topologie est déduite de celle de A. Pour que M soit formellement projectif, il faut et il suffit
qu’tl soit strictement formellement projectif.
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On vient de voir que la condition est suffisante. Inversement, supposons M
formellement projectif et soit (J,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour
tout 2, soient P un (A/J,)-module libre et u : P—>M/J, M un (A/J,)-homomorphisme
surjectif. Il existe doncun J,c3J, tel que ’homomorphisme canonique M/J,M —M/J, M
se factorise en M/SMM—u;P—'; M/3J, M; mais comme w(J,(M/J,M))c3,P=o0, w se
factorise en M/J, M —~M/3, M>P, etil est clair que uov est I'identité dans M/3,M, ce
qui prouve que ce (A/J,)-module est projectif.

Proposition (19.2.5). — Sotent A un anneau topologique, M un A-module topologique.

(1) Pour que M soit formellement projectif (resp. strictement formellement projectif ), il faut
et il suffit que le A-module topologique M le soit.

(ii) Soit A’ une A-algébre topologique. Si M est formellement projectif (resp. strictement
Jormellement projectif ), alors M®, A’ (muni de la topologie produit tensoriel) est un A'-module
topologique formellement projectif (vesp. strictement formellement projectif ).

(i) 11 suffit de remarquer que lorsque J (resp. V) parcourt ’ensemble des idéaux
ouverts de A (resp. ensemble des sous-modules ouverts de M), le séparé complété 5
(resp. V) parcourt lensemble des idéaux ouverts de A (resp. 'ensemble des sous-
modules ouverts de M), et A/S=A/S (resp. 1\7[/\7= M/V) a un isomorphisme canonique
pres; comme la notion de module formellement projectif (resp. strictement formellement
projectif) ne fait intervenir que les A/J et les M/V, on en déduit aussitdt (i).

(i) Supposons d’abord M formellement projectif et posons M'=M®, A’; soient J’
un idéal ouvert de A’, P, Q' deux (A’/J’')-modules discrets, u’:P'—>Q’ un
A’-homomorphisme surjectif, v’ : M’'—Q’ un A’-homomorphisme continu. Il y a un idéal
ouvert J de A tel que JA'CT’, donc P’ et Q' sont aussi des (A/J)-modules discrets.
Si Pon considére le A-homomorphisme composé »:M->M’'>Q’ qui est continu,
I’hypothése entraine qu’il existe un A-homomorphisme continu w: M—P’ tel que
v=u'ow; mais comme P’ est un A’-module topologique, w se factorise en M- M’iP',
ol w’ est un A’-homomorphisme continu, et comme v oj= (u’ow’)oj, on en conclut que
v'=uow'.

Supposons ensuite que M soit strictement formellement projectif; soit (J,)
(resp. (V,)) un systéme fondamental d’idéaux ouverts (resp. de sous-modules ouverts)
dans A (resp. M) tel que (M/V,) soit un (A/J,)-module projectif, et scit (J,) un systéme
fondamental d’idéaux ouverts dans A’. On a un systéme fondamental de voisinages de o
dans M’ en prenant les sous-modules Im(M®, J,,) +Im(V,®,A’) =W,,,, ol A et p.sont tels
que JA'Cy,. Comme (M®,A")/W,, = (M/V,)®,q (A'[J]) et que (M/V,) est
un (A/J,)-module projectif, M’'/W,, est un (A’/J;)-module projectif.

19 . 3. Algébres formellement lisses.

Définition (19.3.x). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
On dit que B est une A-algébre formellement lisse si, pour toute A-algébre topologique discréte C
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et tout idéal nilpotent J de C, tout A-homomorphisme continu u :B—>C[J se factorise en

B>C3 C/3 o v est un homomorphisme continu et ¢ I’homomorphisme canonique.
La définition (19.3.1) revient a dire que la propriété suivante a lieu :
(P) Pour tout idéal ouvert K de la A-algébre B et tout A-homomorphisme

u' :B/f—C/J, ilyaunidéal ouvert R CK de B tel que Phomomorphisme B—>B/Rf> C/3
se factorise en B—>B/R’—LC—>C/3, ou v’ est un A-homomorphisme.

En effet, si u:B—C/J est un A-homomorphisme continu, il a pour noyau &
un idéal ouvert de B, donc u se factorise en B»B/RLC/S, et si (P) est vérifiée, il suffit

de 'appliquer a u’ et de prendre pour v la composée B—>B/R'$C pour satisfaire aux
conditions de (19.3.1). Inversement, supposons que B soit une A-algébre formellement
lisse; donnons-nous un idéal ouvert & de B et un A-homomorphisme u':B/{ —~>C/J

et appliquons la définition (19.3.1) & u: B»B/RLCB; si v:B—C est un A-homo-
morphisme continu tel que u se factorise en B—v>C—>C/3, Pidéal K =Ker(v)n] de B

est ouvert et contenu dans K; par suite v se factorise en B—>B/R’£>C, et v’ vérifie bien
la condition (P).

Proposition (19.3.2). — Soient A un anneau discret, V un A-module projectif; I’algébre
symétrique B=S;(V), munie de la topologie discréte, est une A-algébre formellement lisse.

En effet, les notations C et J ayant le méme sens que dans (19.4.1), soit « : B—>C/J
un homomorphisme de A-algébres, qui par restriction 8 V=S8}(V), donne un homo-
morphisme de A-modules %, : V—>C/J; comme V est projectif, u; se factorise en

V3>CE>C/S, et v; se prolonge en un homomorphisme de A-algebres v :8;(V)—C,
tel que le composé ¢ov coincide avec u dans V, donc ¢ov=u, ce qui démontre la
proposition.

Corollaire (x9.3.3). — Si A est un anneau discret, toute algébre de polynémes B= A[T,],c 1,
munie de la topologie discréte, est une A-algébre formellement lisse.

Proposition (19.3.4). — Soit A un anneau topologique, et soit B= A[[T,]],c un anneau

de séries formelles X ¢, T* (algébre large sur A du monoide NV, identifié en tant que A-module
v=3 (U

au produit ANY ). Si Pon munit B de la topologie produit, B est une A-algebre formellement lisse.
Soit (8,),cy un systtme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour toute partie
finie H de I, tout ueM et tout entier n, désignons par Ky , , le voisinage de o dans B

formé des (c,) tels que pour tout A= (A,),c; tel que A,=o0 pour a¢H et X A,<n, on
acH
ait ¢,€8,. On vérifie immédiatement que les &, , forment un syst¢me fondamental de

voisinages de o dans B et sont des idéaux de B, donc la topologie produit est compatible
avec la structure de A-algébre de B.

Notons d’abord, avec les mémes notations, le

Lemme (19.3.4.1). — Soit E une A-algébre discréte.

(i) 87 f:B—E est un A-homomorphisme continu, il existe une partie finie H de 1 telle
que f(T,)=o0 pour a¢H, et f(T,) est milpotent dans E pour tout acH.
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(i1) Inversement, soient H une partie finie de 1, (2,)ycy une famille d’éléments nilpotents
de E. Il existe un A-homomorphisme continu g : B—>E et un seul tel que g(T,)=2z, pour acH
et g(T,)=o0 pour a¢H.

(i) résulte aussitot de ce que f~'(0) est un voisinage de o dans le A-module
produit A™ | d’ott f(T*)==0 sauf pour un nombre fini de valeurs de AeN®. Pour
prouver (ii), il suffit de remarquer que ’anneau de polynémes B'=A[T,],c; est dense
dans B; Dexistence et l'unicité de la restriction g|B’ sont triviales et sa continuité
résulte de ’hypothése que les f(T,) pour acH sont nilpotents, carsi (f(T,))"==0 pour
tout acH, ona g(T*)=o0 pour tout A= (A,).c; de support fini sauf ceux tels que A, =o
pour a¢H et A, <n pour acH, c’est-a-dire sauf pour un nombre fini de valeurs de 2.

Ce lemme étant établi, et les notations C et J ayant le méme sens que dans (19.3.1),
on a u(T,)=o0 sauf pour acH, H étant une partie finie de I, et les z,=u(T,) pour
«cH sont nilpotents dans C/J; comme J est nilpotent, il existe une famille (x,),cy
d’éléments nilpotents de C dont les images canoniques dans C/J sont les z,; si v est
le A-homomorphisme continu de B dans C tel que »(T,)=o0 pour «¢H, o(T,)=x,
pour «cH, il est clair que u se factorise en B 5C— C/3.

Proposition (19.3.5). — Soit A un anneau topologique.

(1) A est une A-algébre formellement lisse.

(if) 87 B est une A-algébre formellement lisse et G une B-algébre formellement lisse, alors C
est une A-algébre formellement lisse.

(iii) Sotent B une A-algébre formellement lisse, A’ une A-algébre topologique; alors la
A’-algébre topologique B®, A’ (0, 7.7.5 et 7.7.6) est formellement lisse.

(iv) Soient B une A-algeébre topologique, S (resp. T) une partie multiplicative de A (resp. B)
telle que I’image canonique de S dans B soit contenue dans T. Si B est une A-algébre formellement
lisse, alors T—'B est une S~' A-algébre formellement lisse.

(v) Soient B; (1<i<n) des A-algébres topologiques. Pour que H B, soit une A-algébre
Sformellement lisse, il faut et il suffit que chacune des By le soit. =

(i) Si C est une A-algebre discréte, ¢ : C— CG/J I’homomorphisme canonique
de C sur une A-algébre quotient quelconque de G, le seu! A-homomorphisme de A

dans C/J est 'homomorphisme composé A Las C/J, ou ¢ est ’homomorphisme
définissant la structure de A-algébre de C; comme ¢ est continu, la condition de (19.3.1)
est trivialement vérifiée.

(ii) Soient «: A — B,B : B — C les homomorphismes continus définissant respec-
tivement la structure de A-algébre sur B et celle de B-algebre sur C, de sorte que Poa
définit la structure de A-algébre sur C. Soient E une A-algébre discréte, £ un idéal
nilpotent de E, #:C — E/2 un A-homomorphisme continu, de sorte que uofoa est
Phomomorphisme définissant la structure de A-algebre de E/Q. Comme B est une
A-algébre formellement lisse, le A-homomorphisme continu uof : B — E{& se factorise

en B> E — E/Q, ot v est un A-homomorphisme continu; v et uoB définissent alors sur E
et E/Q respectivement des structures de B-algébre topologique, pour lesquelles E/ est
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encore ’algeébre quotient (discréte) de la B-algebre E. En outre, u est un B-homomorphisme

. . v . .
continu, donc se factorise en C — E — E/2, ol w est un B-homomorphisme continu;
comme voa estle A-homomorphisme définissant la structure de A-algébre sur E, w est
bien un A-homomorphisme continu, d’olt notre assertion.

(i) Soient G une A’-algébre topologique discréte, J un idéal nilpotent de C,
u:B® A’ - C/J un A’-homomorphisme continu. Si on compose u et ’homomorphisme

canonique p: B —~ B®,A’, on obtient (puisque A —B->B®, A’ est égal au composé
A -~ A’5 B®A’) un A-homomorphisme continu qui, par hypothése, se factorise donc
en B> C - C/J, ou v est un A-homomorphisme continu (pour la structure de A-algébre
topologique sur C définie par le composé A — A’ 5 G des homomorphismes canoniques).
L’égalité des composés A B > C et A — A’ > C entraine donc existence d’un homo-
morphisme continu d’anneaux f:B®, A’ - C tel que v=fop et w=foc (0;,7.7.6);
comme les homomorphismes composés B > B®, A’ Lo C/J et B> B®, A’ 5 Q3
(resp. A’ > B®, A’ Lo C/3 et A’ > B®, A’ =S C/J) sont égaux, on a bien la facto-
risation u : BO,A’ > C — C/3, ce qui établit (iii).

(iv) La topologie considérée sur S~'A (resp. T~!B) est naturellement celle pour
laquelle un systéme fondamental de voisinages de o est formé des S™'J (resp. T™'R),
ol J (resp. ) parcourt un systtme fondamental d’idéaux ouverts dans A (resp. B)
(0;,7.6.1). Si a:A—>B est Phomomorphisme canonique, il est clair que I’homomor-
phisme canonique «':S™'A - T 'B déduit de « (et dont Iexistence résulte de ce
que «(S)CT par hypothése) est continu (0, 7.6.6). Soient alors C une S~*A-algébre
topologique discréte, I un idéal nilpotent de cette algebre, «:T 'B—- C/J un
S~!A-homomorphisme continu; alors le composé B LTS C/3J est un A-homomor-

phisme continu qui, par hypothese, se factorise en B % C - C/3, ouvest un A-homomor-
phisme continu. Comme pour tout ¢€T, ¢/1 est inversible dans T~'B, u(¢/1) est inversible
dans C/J. Comme J est nilpotent, tout élément de la classe u(¢/1) dans C, et en
particulier »(¢), est inversible dans G (0, 7.1.12), et par suite » se factorise en

¥ . A
B3 T-1BX C; comme v est continu, il en est de méme de w (0;, 7.6.6), et c’est un

S~! A-homomorphisme car le composé A -> B L T1B5 C est égal &
ASSTASTBS G,

donc S'A S T-B5 C est I’homomorphisme canonique définissant sur C la structure
de S~'A-algébre. Enfin, les homomorphismes composés B L T-BS C— C/3 et
BLT-'BS C/3 étant égaux, le méme raisonnement montre que u est bien égal au
composé T~!B -3 C— C/[J, d’ou (iv). "
Enfin, (v) est immédiat, la donnée d’un A-homomorphisme continu de B= II B,

i=1
dans C (resp. C/J) équivalant a celle de n A-homomorphismes continus B,—C
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(resp. B;—~C/J) et tout A-homomorphisme continu B;—C (resp. B;—~C/J) donnant
par composition un A-homomorphisme continu B—B,—C (resp. B—>B; -C/J).

Proposition (19.3.6). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
A et B les séparés complétés respectifs de A et B, de sorte que B est une A-algébre topologique. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse.

b) B est une A-algébre formellement lisse.

c) B est une A-algébre formellement lisse.

Bien entendu, la structure de A-algebre sur B est définie par Phomomorphisme ¢,
si ¢ : A—>B est 'homomorphisme définissant la structure de A-algébre sur B. Comme
toute A-algebre discréte C est séparée et compléte, elle est aussi une A-algébre (par
prolongement canonique de ’homomorphisme de A dans C), et un A-homomorphisme
continu de B dans G donne par prolongement canonique un A-homomorphisme (et
a fortiort un A-homomorphisme) de B dans C (autrement dit, tout A-homomorphisme
B—C se factorise en B—~B—C de facon unique). Ces remarques et la définition (19.3. 1)
entrainent aussitot la proposition.

Corollaire (19.3.7). — Sous les hypothéses de (19.3.5, (iv)), la A{S~'}-algeébre
topologique B{T '} est formellement lisse.

Cela résulte des définitions (0;, 7.6.1 et 7.6.7) et de (19.3.5, (iv)) et (19.3.6).

Proposition (19.3.8). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
et supposons que pour tout idéal ouvert K de B, R* soit aussi ouvert. Soient A’y B’ des anneaux
topologiques obtenus en munissant A et B de topologies plus fines que les topologies initiales, et
supposons que I’homomorphisme canonique < : A—>B  soit encore un homomorphisme continu
de A’ dans B'. Alors, si B’ est une A’-algébre formellement lisse, B est une A-algébre formel-
lement lisse.

Il suffit d’appliquer le lemme suivant :

Lemme (19.3.8.1). — Sotent C une A-algeébre discréte, 3 un idéal nilpotent de C. Supposons
que le carré de tout idéal ouvert de B soit ouvert. Alors, si un homomorphisme composé v : B5C -C/3
est continu, I’homomorphisme u est continu.

En effet, R=u"*(J) est le noyau de v et il est ouvert par hypothése; comme
il existe un entier n tel que J"=o0, K" est contenu dans Ker(x); mais par récurrence
sur A, il résulte de ’hypothése que K& est ouvert, donc aussi &” pour tout 7, et par suite
Ker{u) est lui aussi ouvert, ce qui prouve notre assertion.

On notera que I'hypothése sur B signifie que la topologie de B est borne
supérieure des topologies K-préadiques, ou & parcourt ’ensemble des idéaux ouverts
de B. Si B est un anneau préadigue (0;, 7.1.9), cette condition est toujours
vérifiée.

(x9.3.9) Nous allons maintenant voir que la propriété d’étre formellement lisse
implique des propriétés de « relevement » d’homomorphismes sous des conditions plus
générales que celles de la définition (19.3.1).
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Proposition (19.3.10). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre formellement
lisse. Soient C une A-algébre topologique, J un idéal de C, vérifiant les conditions suivantes :

1° C est métrisable et complet. ‘

20 Y est fermé et la suite (J") tend vers o.

Alors, tout A-homomorphisme continu u : B — C[S se factorise en B> C — G/, oit v est
un A-homomorphisme continu.

Soit (£,) une suite décroissante d’idéaux de C formant un systéme fondamental
de voisinages de o. Pour tout 7, considérons la A-algebre discréte C/Q, et ’idéal (J+2,)/8,
de cette algebre; comme il existe & tel que JFCQ,, (J+ L,)/8, est nilpotent. Pour tout n,

soit u, I’homomorphisme continu B - C/F — C/(3+£,) = (C/2,)}/(3+L,)/8,); par

\ . v ¢ \ .
hypothése u, se factorise en B > C/g, > C/(J+L,), o v, est un A-homomorphisme
continu. Montrons qu’on peut choisir de proche en proche les , de sorte que u,
se factorise en

vn+l
B— C/2,,,—~CJg,

pour tout z (autrement dit, que les v, forment un systéme projectif d’homomorphismes).
Cela résultera du lemme suivant :

Lemme (19.3.10.1). — Soient B une A-algébre formellement lisse, E, E' deux A-algébres
topologiques discrétes, & (resp. K') un idéal milpotent de E (resp. E'), f:E—-E' un
A-homomorphisme surjectif tel que f(R)CK', f' : E[] — E'|K" homomorphisme déduit de f par
passage aux quotients. Soient u : B—~E|R un A-homomorphisme continu, u’ I’ homomorphisme composé
B E/® LN E'IK', et soit v' : B — E' un A-homomorphisme continu tel que u' se factorise en
BLE - E’|Q'. Alors il existe un A-homomorphisme continu v:B —~>E tel que v se
Sactorise en B S ELE.

Dans le diagramme commutatif

E - E

|

E/f - B8

tous les homomorphismes sont surjectifs; si £ est le noyau de f, E’ s’identifie 2 E/8 et &’
a (K+2)/Q. Utilisons maintenant le lemme élémentaire suivant :

Lemme (19.3.10.2). — Soient F un anneau (non nécessairement commutatif), a, b deux
idéaux bilatéres de F; alors le produit fibré (F|a) Xgyq15)(F/D) Sidentifie canoniquement a
F/(an®).

Ce n’est autre qu’une application particuliere de (18.1.7), o, dans le diagramme
(18.1.7.1), on remplace G par F/(anb), J’ par b/(anb), F par F/b, & par (a+Db)/b,
B par F/(a+Db) et 6 parle F-homomorphisme bijectif canonique (a+b)/bSa/(anb).
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Appliquant ce lemme 2 la situation de (19.3.10.1), la commutativité du diagramme

B %> E'=E/Q
4
B/ — ES’

montre P'existence d’un homomorphisme w :B—E/(RnEL) tel que v’ et u se factorisent

w .
en B5E/(Rn8) -E/€ et BSE/(RNL) ~E/R respectivement; comme le noyau de w
contient l’intersection de ceux de v’ et de u, il est ouvert dans B et w est continu. Enfin,

il est clair que RN € est nilpotent, donc w se factorise en B->E—>E/(RnL), ot u est
un A-homomorphisme continu répondant a la question.

Revenant a la démonstration de (19.3.10), I’existence de v,,, résulte du lemme
(19.8.10.1) appliqué en remplagant E, E’, &, &’ par C/8,.,, C/L,, (J+L,,1)/L .1 et
(J+L,)/8, respectivement, u, u' et v’ par u,, ., u, et y, respectivement. Notons que,
comme C est séparé et complet, il est égal a Ll_lll (C/L,), et v:LiLn v, est un A-homomor-

phisme continu de B dans C. Comme J est fermé dans C, on a JI=M(J-+2,);

comme C/J est métrisable et complet et que les (J+8,)/J forment un systéme fonda-
mental de voisinages de o dans C/J, on a C/S:l_i_rr_l(C/(S +8,)) et h(_m ¢, est 'application

canonique ¢ : C—C/J. Comme 11(__11’1 u,=u, on a bien u=vog, C.Q.F.D.
Corollaire (19.3.x1). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre formellement
lisse, C un anneau local noethérien complet, J un idéal distinct de C, ¢ : A—~C un homo-

morphisme continu, faisant de C une A-algébre topologique. Alors tout A-homomorphisme continu
uy: B—>Cy=C/S se factorise en B>C —>C[S, ot u est un A-homomorphisme continu.
Toutes les conditions de (19.3.10) sont en effet remplies (0;, 7.3.5).

Proposition (19.8.12). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre formellement lisse, C une A-algébre
topologique, I un idéal de C, vérifiant les conditions suivantes :

190 II existe un systéme fondamental d’idéaux ouverts £ de C, tels que les Cy=C/[8) soient des anneaux artiniens et
que Uh rphisme ique C—)l(iLn Gy, soit un isomorphisme d’anneaux topologiques.

A

20 L’idéal I est fermé dans C et topologiquement nilpotent.

39 Le carré de tout idéal ouvert de B est ouvert. v

Dans ces conditions, tout A-homomorphisme continu u : B—>CJ[3 se factorise en B—C—C/3, ot v est un A-homo-
morphisme continu.

Soit Jp= (I + 8,)/¢, I'image canonique de I dans C,, qui est un idéal nilpotent, et soit #) ’homomorphisme
u
composé B—>C/I—C,/3J; =C/(3 + &,). Montrons que fout A-homomorphisme w :B—C tel que u se factorise
w
en B—>C—C/3J est nécessairement continu; en effet, pour tout 2, il y a un idéal ouvert & de B tel que () € (IJ+8;)/3,
d’ot w(R®) c3+8,, donc il y a une puissance K2" de R telle que w(82™)c®;, ce qui établit notre
assertion puisque $2" est ouvert dans B. On peut donc se borner A trouver un A-homomorphisme w ayant la
propriété précédente sans s’inquiéter de ses propriétés de continuité. Or, I’ensemble Hom(B, G) de tous les
A-homomorphismes d’algébres de B dans C est égal a l<u_n Hom(B, C,), et ce dernier est _fermé dans le C-module C:,

muni de la topologie produit, pour laquelle il est linéairement compact puisque C, est artinien. Pour tout A, soit Wy
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wA
I’ensemble des wyeHom(B, Cy) tels que #, se factorise en B—C) — G, /3, ; W, est une variété linéaire fermée dans

le C-module Hom(B, C;), non vide puisque B est formellement lisse. Dans le produit I Hom(B, C,)=E,, consi-
LA
dérons la sous-variété linéaire Uy formée des (wy,), <) tels que wy =@y 0wy pour ughet wp €Wy (ol gy : C—C,

est ’homomorphisme canonique), qui est aussi fermée. Enfin, soit V) la variété linéaire dans le produit IT Hom(B, C,),

13
produit de Uy et des Hom(B, C,,) pour p.:t)\, qui est encore fermée. Tout revient 4 voir que Iintersection des V)
est non vide, car un élément w de cette intersection appartiendra a lix__n Hom(B, C,) par définition. D’ailleurs, comme 3

est fermé, et C= 121_1 C, linéairement compact, C/J s’identifie a l(lr_n C,/3,, et application canonique ¢ : C—C/3J

a 121_1 $a, ol Yy, est Papplication canonique Cy—C;/3,. On conclut donc comme dans (19.3.10) que $ow =u.

19.4. Premiers critéres de lissité formelle.

Proposition (19.4.1). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique;
supposons qu’il existe deux familles filtrantes décroissantes (J,)uc1> (Ra)acr d’idéaux de A et B
respectivement, telles que : 1° (J,) tend vers o dans A et (K,) tend vers o dans B; 2° pour
tout acl on a JBCK, (de sorte que BIR, est une (A[J,)-algeébre topologique); 3° pour
tout wel, BIR, est une (A[J,)-algebre formellement lisse. Alors B est une A-algébre formelle-
ment lisse.

En effet, soient C une A-algébre discréte, & un idéal nilpotent de C, K un idéal
ouvert de B; par hypothése il y a un a€l tel que ],c K, donc B/R est quotient de B/{,
par un idéal ouvert. Tout A-homomorphisme u’':B/{-—>C/Q est aussi un (A/J,)-
homomorphisme, donc il existe un idéal ouvert & de B tel que K,cR'CK et que
B/Ra»B/RiC/Q se factorise en B/K], ——>B/R'£>C —-C/8, ou ¢ est un (A/J,)-
homomorphisme; d’ou la conclusion, en vertu de la remarque suivant (19.3.1).

Corollaire (19.4.2). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
(Jo)w 1 une famille filtrante décroissante d’idéaux de A tendant vers o. Pour que B soit une A-algébre
formellement lisse, il faut et il suffit que pour tout o.cl, si lon pose A,=AlJ,,B,=B/J,B,
B, soit une A,-algbre formellement lisse.

La condition est suffisante par (19.4.1), et elle est aussi nécessaire par (19.3.5,
(iii)).

Proposition (19.4.3). — Sotent A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
Supposons que pour toute A-algébre discréte C et tout idéal J de C tel que F=o, tout
A-homomorphisme continu u : B—C/[J se factorise en B—v>C-+C/3, ou v est un A-homomorphisme
continu. Alors B est une A-algébre formellement lisse.

En effet, avec les mémes notations, soit & un idéal nilpotent quelconque de C,
et considérons un A-homomorphisme continu %’ : B—C/R. Supposons que {"=o, et
posons C;=C/R pour 1<i<m, de sorte que C,=C, que K'/K est un idéal de
carré nul J; dans C;, et C,=C,,/J;.;; I'hypothése entraine alors par récurrence
sur : Pexistence de A-homomorphismes continus u; : B—C; tels que u,=u et que
se factorise en BE*1C,;,, >C; /3., =C;; d’ot la conclusion.

Proposition (19.4.4). — Sotent A un anneau topologique, B une A-algébre topologique
(commutative). Pour que B soit une A-algébre formellement lisse, il faut et il suffit que pour
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tout B-module topologique discret L, annulé par un idéal ouvert de B, on ait (cf. (18.5.1))
Exalcotop, (B, L) =o.

Soit (K,) un systtme fondamental décroissant d’idéaux ouverts de B et posons
B, ==B/&,. Considérons une A-algé¢bre topologique discréte C et un idéal J de C tel
que J*=o, de sorte que C est une A-extension de C/J par J; supposons donné un
A-homomorphisme u : B,—~C/J et formons la A-extension E, de B, par J, image
réciproque de C par ’homomorphisme u (18.2.5); c’est une A-algebre topologique
pour la topologie discréte. Si Exalcotop, (B, L)=o0, il existe par définition (18.5.1)
un p tel que K,CRK, et que Pextension image réciproque E, soit A-triviale; mais cela
signifie (18.1.6) qu’il existe un A-homomorphisme continu » : B,—~E, tel que I’homo-
morphisme canonique B,—B, se factorise en BUL—1)>EA—>BA ; on en conclut aussitot
que Bu—>B;‘—u>C/S se factorise en Bu—lEk—>C—>C/3, et cela prouve, en vertu
de (19.3.1) et (19.4.3), que B est une A-algébre formellement lisse. La réciproque
est immédiate, en appliquant (19.3.1) au cas ot C est une A-algebre topologique qui
est une A-extension de B, par L, et 2 ’homomorphisme identique B,—B,=C/L.

Lorsque A et B sont des anneaux discrets, le critére de lissité formelle (19.4.4)
se réduit a

(r9.4.4.1) Exalcom, (B, LY=o pour tout B-module L;

autrement dit, foute A-extension commutative de B par un B-module doit étre A-triviale.

Corollaire (19.4.5). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique
( commutative) .

(i) Supposons que B soit une A-algébre formellement lisse. Alors, pour tout idéal ouvert K
de B, tout (B|K)-module L et tout 2-cocycle de Hochschild A-bilinéaire et symétrique f de
(B/R)x (B/R) dans L. (18.4.3), il existe un idéal ouvert R'CR tel que, si ¢ : BIR' >B/R
est Phomomorphisme canonique, fo(pX @) soit un 2-cobord de Hochschild A-bilinéaire de
(B/R')X (B/R’) dans L.

(i) Si B est un A-module formellement projectif (19.2.1) et si la condition de (i) est vérifiée,
B est une A-algébre formellement lisse.

(i) Le 2-cocycle f définit une A-extension de Hochschild C de B/f par L (18.4.3).
Appliquant (19.3.1) a G, a I'idéal de carré nul L de C et & I’homomorphisme identique
B/fK—>B/R=CJL, on en déduit la condition (i) en vertu de (18.4.3).

(i) Appliquons le critére (19.4.3), en considérant un idéal ouvert & de B, un
idéal ouvert J de A tel que JBCSK, et une (A/J)-extension E de B/{ par L. Comme B
est un A-module formellement projectif, Papplication A-linéaire continue canonique
p : B—>B/K se factorise en B3 E—B/R, ot w est une application A-linéaire continue

(19.2.1), qui se factorise donc elle-méme en B»B/R’iE ou K’ est un idéal ouvert
de B contenu dans K; remplacant J par un idéal plus petit, on peut supposer que
JIBCK'. Alors I'image réciproque par ’homomorphisme canonique B/R’—>B/{ de
Iextension E de B/R par L, est une (A/J)-extension de Hochschild E' de B/R' par L;
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appliquant (i) a un cocycle définissant cette extension (18.4.3), on en conclut qu’il
y a un idéal ouvert R'CR’ de B tel que I"image réciproque E”” de E par B/R" —B/K
soit A-triviale, C.Q .F.D.

Corollaire (19.4.6). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique qui
soit un A-module formellement projectif. Soit A’ une A-algébre munie de la topologie déduite de
celle de A. Supposons en outre que A’ soit un A-module fidélement plat, et que Pune des conditions
sutvantes soit remplie :

10 Il existe un systéme_fondamental (J,) d’idéaux ouverts de A et un systéme fondamental (M)
d’idéaux ouverls de B, ayant méme ensemble d’indices et tels que, pour tout N, on ait J,BCIN,
et que BN, soit un (A]J,)-module projectif de type fini.

20 A’ est un A-module projectif de type fini.

Alors, pour que B'=B®, A’ (muni de la topologie produit tensoriel) soit une A’-algébre
Sormellement lisse, il faut et il suffit que B soit une A-algébre formellement lisse.

La suffisance de la condition est contenue dans (19.3.5, (iii)), sans aucune hypo-
thése supplémentaire sur B ni A’. Pour démontrer la réciproque, nous allons appliquer
le critére (19.4.5); sous ’hypothése 29, nous désignerons encore par (,) un systéme
fondamental d’idéaux ouverts de B, et, pour tout A, par J, un idéal ouvert de A tel
que J,BCIM,; dans les deux cas, nous poserons A,=A/J,,B,=B/M,, Aji=A,®,A’,
B, =B,®,A’. Soit f un 2-cocycle de Hochschild A,-bilinéaire symétrique de B,xB,
dans un B,-module L; par extension des scalaires, on en déduit un 2-cocycle de
Hochschild f'= f®1, A’-bilinéaire symétrique, de Bj xB, dans L'=L®,A’. Comme
par hypothése B’ est une A’-algébre formellement lisse, il existe, par (19.4.5, (i)), un
indice @ tel que I, CIN,, et tel que, si @' : B, - B; est application canonique,
f'o(e’X¢") estun 2-cobord de Hochschild de B, X B, dans L’; autrement dit, son image ¢’
dans le groupe de Hochschild Hﬁh(BL; L’)® est nulle; il est clair que si ¢ : B,—B, est
I’homomorphisme canonique, et ¢ la classe de fo(pX¢) dans le groupe de Hochschild
Hju(Bu , L)?, ¢’ est 'image canonique de ¢. Or, si P; est le complexe relatif aux anneaux A,
et B, défini dans (18.4.5), servant au calcul de Hjn(Bu, L)*, le complexe analogue relatif
aux anneaux A, et B est évidemment P,®,A’; dans I’hypothése 19, la construction
de P, montre que c’est un A,-module projectif de type fini. On conclut donc de
Bourbaki, Alg., chap. II, ge éd., § 5, n® 3, prop. 7 que, sous les deux hypotheéses, on a
HomAiL(P:®AA’, L®, A= (HomAu(P:, L))®, A’ a un isomorphisme canonique pres;
comme A’ est un A-module plat, on a par suite (18.4.5)

H, (B, L)' = (H} (B,, L)")®, A’

et Pon peut donc écrire ¢’=c¢®1; mais comme A’ est un A-module fidelement plat,
I’hypothése ¢’=o0 entraine ¢=0, ce qui achéve la démonstration.

Proposition (19.4.7). — Soient A un anneau topologique préadmissible, J un idéal de
définition de A (0, 7.1.2), B une A-algébre topologique qui soit un A-module formellement projectif.
Considérons les anneaux topologiques quotients Ay= A|J, By=B|3IB; alors, pour que B soit

184



§ 19 PRELIMINAIRES 89

une A-algébre formellement lisse, il faut et il suffit que By soit une Ag-algébre formellement
lisse.

La nécessité de la condition résulte de (19.4.2). Pour voir qu’elle est suffisante,
notons d’abord qu’en considérant un syst¢tme fondamental de voisinages ouverts de o
dans A formés d’idéaux J, contenus dans J, on peut, en vertu de (19.4.2), se ramener
au cas ou A est discret puisque B/J,B est un (A/J,)-module formellement projectif
(19.2.5); par définition d’un anneau préadmissible, J est alors nilpotent. Il suffit en
outre de démontrer la proposition lorsque J*=o0, carsi J™=o0, on I’appliquera succes-
sivement aux anneaux A,=A/J et B,=B/J'B et a lidéal F~YF de A, pour
k=2,3,...,m, en notant (19.2.5) que B,=B®,A, est un A,-module formellement
projectif. Appliquons le critére (19.4.5, (ii)) en considérant un idéal ouvert & de B
et un 2-cocycle de Hochschild A-bilinéaire symétrique f de (B/R)x(B/R) dans un
(B/R)-module L. Considérons d’abord le cas particulier o JL=o0, de sorte que L
peut aussi étre considéré comme un (B,/SB;)-module, et f se factorise en

(B/R)X (BJR) — (By/SBy) X (By/KBy) > L

ou f, est un 2-cocycle de Hochschild bilinéaire symétrique. En vertu de I’hypo-
thése, il y a donc un idéal ouvert KR'CKR dans B et une application Ag-linéaire
2o Bo/S'By—L telle que fo(p(%), 0o(0)) = x80(9) —80(#9) + go(x).» pours, y dans By/R'B,,
@ : By/S'By — By/8B, étant I’homomorphisme canonique. On en conclut aussitbt que
Papplication A-linéaire composée g:B/R' —By/R'B,SL est telle que dg=fo(p X o),
ou ¢ :B/R—>B/f est 'homomorphisme canonique.

Passons maintenant au cas général, et considérons d’abord le (B/RK)-module
L/3L=L’, pour lequel on a JL'=o0; si f’ est Papplication A-bilinéaire composée
(B/R)x(B/R)—LL%L’, S est encore un 2-cocycle de Hochschild symétrique, et en vertu
de ce qui précéde, il existe un idéal ouvert R'CR dans B et une application A-linéaire
g :B/{'—L’ vérifiant dg’'=f"o(¢’X¢’) pour I’application canonique ¢’ :B/{'—B/K.
Comme B est un A-module formellement projectif, il existe un idéal ouvert K;C{’
et une application A-linéaire g, : B/R{—L telle que ’homomorphisme B/R{—»B/R'iL’
se factorise en B/R{—g;L»L’. Considérons alors le 2-cocycle de Hochschild

Ji(x ) =F(91(%), ¢1()) — xg1(y) + &1 (xp) — g1(x) 7,

application A-bilinéaire symétrique de (B/R{)X(B/K;) dans L. Le choix de g, entraine
que f; prend ses valeurs dans JL. Comme J(JL)=o0, on peut de nouveau appliquer
le premier cas, et il y a donc un idéal ouvert KRCR; et une application A-linéaire
g : B/R”"—>3JL telle que

J1(@a(%), 9a( ) = x85(¥) — ga(y) +82(%)y

dans (B/KR”)x(B/{!"), ¢, : BIR”’—>B/{; étant Papplication canonique; I’application
A-linéaire g=g,+g.00, : BIf”—L vérifie donc dg=fo(p X ¢) pour I’application cano-
nique ¢ : B/R”—>B/K’. C.Q.F.D.
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19.5. Lissité formelle et anneaux gradués associés.

(r9.5.1) Soient G un anneau topologique (commutatif), V un C-module topo-
logique, et considérons 1’algebre symétrique Sg(V) ="€>‘)0 S¢(V), que nous allons munir
canoniquement d’une fopologie linéaire, compatible avec sa structure de C-algébre. Pour
cela, considérons un sous-module ouvert U de V, et 'idéal gradué U .Sy(V) qu’il engendre
dans 8;(V); nous prendrons comme systeme fondamental de voisinages de o dans Si(V)
I’ensemble des sommes a.Sg(V)+U.S;(V), ot a (resp. U) parcourt un systéme
fondamental d’idéaux ouverts (resp. de sous-modules ouverts) de C (resp. V). On notera
que si la topologie de V est moins fine que la topologie déduite de celle de C, on peut se
borner aux couples (a, U) tels que aVCU, donc a.Sy(V)+U.Sy(V)=a.1,+U.S;(V);
dans ce cas la topologie induite sur chacun des S%(V) pour n>1 a pour syst¢tme fonda-
mental de voisinages de o les U.S%~*(V), ou U parcourt les sous-modules ouverts de V;
en particulier, sur V=S8}(V), elle coincide avec la topologie donnée (en général elle
est moins fine que cette dernié¢re). En outre, dans tous les cas, ’algébre topologique Si(V)
ainsi définie est, pour les catégories des C-modules topologiques et des C-algebres
topologiques, la solution du méme probléme universel que pour les catégories de
C-modules et de C-algébres. En effet, soient E une C-algébre topologique, u : V—-E un
homomorphisme de C-modules, S(x) =" son extension canonique 2 Sj(V). Supposons u
continu; alors, si b est un idéal ouvert de E, son image réciproque U =u"'(b) est un
sous-C-module ouvert de V, et 'image par % de U.S(V) est donc contenue dans b ;
comme par ailleurs il existe un idéal ouvert a de C tel que a.ECB, donc u(a.SE(V))Cb,
cela prouve que  est continu. Réciproquement, si % est continu, et si b est un idéal
ouvert de E, il existe un sous-module ouvert U de V tel que %(U.S;(V))Ch, et en
particulier %(U.15)Ch, c’est-a-dire u(U)Ch, donc u est continu. Rappelons en outre
que 'on a un isomorphisme canonique de C-modules topologiques (discrets)

(19.5.1.1) SE(V)/U.S2—1(V) S 84(V/U).

(x9.5.2) Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique (commu-
tative), 3 un idéal de B (non nécessairement ouvert ni fermé); dans tout ce qui suit,
on munit J et les J" (n>2) de la topologie induite par celle de B, les quotients C=B/J,
J"/J"*+1=gr(B) de la topologie guotient, de sorte que les J"/J"*! sont des C-modules
topologiques; P'injection canonique J/J?->grg(B) se prolonge en un homomorphisme
(d’abord non topologique) de C-algébres

¢ : $5(J/I?) — gry(B)
qui pour chaque n donne un homomorphisme surjectif de C-modules
(19.5.2.1) o 2 SH(IITF?) = J*/J" ' =gry(B).

Lorsque S%(J/3?) est muni de la topologie définie dans (19.5.1), les homo-
morphismes ¢, sont continus, en vertu de la propriété universelle (19.5.1) de Sg(J/J?)
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appliquée a la A-algebre topologique E =grqs(B/J") muni de la topologie produit
de celles des J¥/J**%, et a Pinjection canonique J/J*—>E. Notons qu’ici la topologie
de J/3? est moins fine que la topologie déduite de celle de C (cette derniére topologie
sur J/3? étant aussi la topologie déduite de celle de B).

Théoréme (19.5.3). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre fopologique,
3 un idéal de B, CQ=B|J la A-algébre topologique quotient. On suppose que la A-algébre C est
Sformellement lisse. Alors :

(i) 87 B est une A-algébre formellement lisse, J|3? est un C-module topologique formellement
projectif (19.2.1).

(ii) St B est une A-algébre formellement lisse et un anneau préadmissible (0;, 7.1.2), les
homomorphismes o, (19.5.2) sont des bimorphismes formels (19.1.2).

(iii) Réciproquement, supposons que B soit préadmissible, que la suite (J*) tende vers o
dans B, que J|J* soit un C-module formellement projectif et que les o, soient des bimorphismes
Sormels. Alors B est une A-algébre formellement lisse.

La démonstration de ce théoréme est longue et encombrée de détails techniques;
aussi commencerons-nous par en démontrer un corollaire plus simple, ol apparaissent
plus nettement les idées directrices; ce corollaire est d’ailleurs le cas particulier du
théoréme (19.5.3) qui sera le plus fréquemment employé par la suite.

Corollaire (19.5.4.). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
3 un idéal de B tel que la topologie de B soit la topologie J-préadique. On suppose que la
A-algébre discréte C=B|J est formellement lisse. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse.

b) J/3® est un C-module projectif et I’homomorphisme canonique

o : Sy(3/3?) — gry(B)
est bijectif.

c) Le séparé complété B de B est une A-algebre topologique isomorphe & une A-algébre de
la forme B’ oi B'=8(V), V étant un C-module projectif et B’ étant muni de la topologie
B'*-préadique, on B't est I'idéal d’augmentation.

(19.5.4.1) Prouvons d’abord que @) entraine que J/J? est un C-module projectif.
Soient donc P et Q deux C-modules, #:P—>Q un C-homomorphisme surjectif, et
v:J3/3—~Q un C-homomorphisme. L’anneau B[J® étant considéré comme une
B-extension de C par J/J?, on en déduit par » une B-extension E= (B/J*)®yqyQ
de C par Q (18.2.8). Comme C est une A-algébre discréte formellement lisse,
Pextension E est A-triviale (19.4.4) et peut donc s’identifier & D;(Q) (18.2.3). L’homo-
morphisme surjectif u : P—~Q définit alors canoniquement un A-homomorphisme surjectif
¢ : Dg(P)—>Dy(Q) (18.2.9) dont le noyau est un idéal £ de P'extension E’=D(P),
contenu dans P, et a fortior: de carré nul. Soit f: B—~E =E’/2 ’homomorphisme définis-
sant la structure de B-algébre de E : comme £ est de carré nul, et que B est une A-algébre
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formellement lisse, f se factorise en B->E’—>E’ /8, ou g est un A-homomorphisme continu.
Le diagramme

AN )

0 I”'
|

B — B/J?

ou v’ est déduit de v (18.2.8), est commutatif. D’ailleurs I'image de J par Jog est contenue
dans Q, donc I'image de J par g est contenue dans P+ 2 =P, et I'image de 3?2 par g
est nulle. Restreignant g et 0 & J, on obtient un diagramme commutatif

P 5 Q
RIRY
ce qui prouve que le C-module J/J* est projectif.
(r9.5.4.2) Prouvons en second lieu que a) entraine que ¢ est bijectif, ce qui
achévera de montrer que a) entraine ). Posons E,=B/J"*!, et désignons par F, le

quotient de Si(J/F?) par la puissance (n-1)¢ de son idéal d’augmentation. Comme
J/J3"+* est nilpotent dans E, et que C est une A-algebre discréte formellement lisse,

Pautomorphisme identique de G se factorise en C—’>En—>C=En/(S/S"+1) ol f est un
A-homomorphisme; d’autre part, J/J* étant un C-module projectif d’apres (19.5.4.1),
I'automorphisme identique de J/J* se factorise en 3/321'»3/3”“»3/32, ou g est
une application C-linéaire; a4 partir de f et ¢ on obtient canoniquement un homo-
morphisme de C-algébres Si(J/J?)—E, qui d’ailleurs (par définition de g) s’annule
sur la puissance (n-+1)¢ de I'idéal d’augmentation de Si(J/J?), d’ol, en passant au
quotient, un A-homomorphisme surjectif d’algébres v : F,—~E, tel que gr’(v) et gr'(v)
soient les automorphismes identiques de C et de J/J% Par définition de I’homomorphisme
canonique @, on voit que gri(s)=¢,; pour tout j<z. Notons maintenant que le noyau it
de v est un idéal nilpotent de F,, de sorte que E, s’identifie & F,/R. Comme B est une
A-algebre formellement lisse, le A-homomorphisme canonique g, : B—>E,=B/J"*!, qui
est continu, se factorise en BiFn—i E,, ol w est un A-homomorphisme continu; comme
gr’(v) est identité, w(J) est contenu dans 'idéal d’augmentation de F,, d’ott w(J***!)=o,
si bien que w se factorise en BEQB/S”:EnﬂFn, et le composé Enan—U»En est
I'identité. En outre, comme gr’(s) et gr'(v) sont les automorphismes identiques de C
et de J/J?% il en est de méme de gr'(w’) et de gr'(w’). Comme gr*(E,) est engendré par
gr'(E,), ’homomorphisme composé
gri(w’)
e

. (Pi . .
gr/(F,) — gt/ (Ey,) gr'(F,)
est I'identité pour tout j<n, puisque c’est vrai pour j=o0 et j=1; faisant j=n, on
prouve ainsi que ¢, est injectif, ce qui achéve de montrer que @) entraine 4).
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(19.5.4.3) Prouvons ensuite que 4) entraine ¢). Le méme raisonnement qu’au
début de (19.5.4.2) prouve lexistence d’un A-homomorphisme surjectif d’algébres
v:F,~>E, tel que gri(v)=¢q; pour tout j; comme g, est bijectif pour tout j et que les
filtrations de F, et E, sont finies, on en conclut que v est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. 1). Soient maintenant G une A-algébre topologique
discréte, | un idéal de carré nul dans G, f: B — G/t un A-homomorphisme continu
d’algebres. Comme G est discréte, il existe un entier m tel que f s’annule dans J", donc f

. f \ .
se factorise en B — E,5G/%, ol 'on prend n=2m. On a donc par composition un
v

. . N ~ n
A-homomorphisme continu d’algebres 7:C—F,—E,—~G/R, et comme C est une
. C . T8
A-algebre formellement lisse discréte, 7 se factorise en C-—>G—G/R, de sorte que G
est muni par 7' d’une structure de C-algébre. D’autre part, la restriction a J/3J2 de

v

~e In
homomorphisme f, : F,—E,—>G/R est une application C-linéaire g : J/IJ2—>G/N.
Puisque J/J? est un C-module projectif, g se factorise en S/SziG—»G/in, ou h est
une application C-linéaire; par prolongement, on en déduit un homomorphisme de
C-algebres w : S3(3/32) -G, et par construction tout élément de degré m a pour image
par w un élément de N, donc tout élément de degré n=2m a une image nulle

puisque M2=o0; autrement dit,  se factorise en Sy(J/32) —F,—>G. Par construction,

le composé F,’>G-5>G/9t coincide avec f. dans C et dans 3/32, donc est égal & f7.
Finalement, le composé

B-E, S F,%G5Gm

étant égal a f, on voit que B est une A-alg¢bre formellement lisse.

(r9.5.4.4) Il reste a prouver 1’équivalence de @) et ¢). En premier lieu,
¢) entraine a) : en effet, B’ est une C-algebre formellement lisse pour la topologie
discréte (19.3.2), donc aussi pour la topologie B’'*-préadique (19.3.8); comme C
est une A-algebre formellement lisse, B’ est aussi une A-algebre formellement lisse
(19.3.5, (ii)) et finalement B’ est une A-algebre formellement lisse (19.3.6), donc B
est une A-algébre formellement lisse (19.3.6). Reste & voir que a) entraine c¢).
Notons d’abord que puisque C est une A-algébre formellement lisse, ’homomorphisme
identique C—B/J se factorise en C—>B—B/3, ot C—>B est un A-homomorphisme
(19.3.10); B, et par suite tous les B/J3" ", sont donc munis de structures de C-algébres.
D’autre part, comme J/3J? est un C-module projectif par &), Iinjection cano-
nique J/32—>B/3? permet de former un systtme projectif de C-homomorphismes
u, : 3/32—>B/J"*! pour n>1, donc aussi (par la propriété universelle de I’algébre symé-
trique) un systéme projectif d’homomorphismes de C-algébres v, : S¢(J/I2) =B’ —B/J"**;
d’ailleurs il est clair que v, s’annule dans (B’ *)"** et comme gr(z,) =¢, et gr'(s,) =0,
ona gr'(s)=¢; pour o< j<n. Comme les ; sont des isomorphismes par 4), et que les
filtrations de B’/(B’*)"*! et de B/J"** sont finies, on en conclut que v, est bijectif pour
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tout n (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. 1); d’ol ¢) par passage
a la limite projective.

Remarque (19.5.5). — Sous les hypothéses générales de (19.5.4), supposons en
outre que J soit un idéal maximal de B, de sorte que C=DB/SJ est un corps, et que J/J2
soit un C-espace vectoriel de dimension finie. Alors les conditions a), ) et ¢) de (19.5.4)
sont encore équivalentes a la suivante :

d) Etant donnés une algébre de polynémes E=C[T,, ..., T,] sur le corps C, et en désignant
par w Uidéal maximal de E engendré par les T, (1<i<n), alors, pour tout idéal b de E contenant
une puissance W, tout homomorphisme v:B—>E|b de A-algébres C-augmentées se factorise

en BSE/*—E/[b, oit w est un A-homomorphisme.

En effet, J/32 étant ici un C-module libre, il suffit de vérifier que la condition d)
entraine que ’homomorphisme canonique ¢ : S5(J/I2) >gry(B) est bijectif. Or ici
S;5(J/3?%) s'identifie & Palgebre de polynémes E=C[T,, ...,T,], ot n=rg(J/I?),
et 'idéal d’augmentation de E est 'idéal n engendré par les T,. Pour tout entier £>o,
Phypothése que C est une A-algébre discréte formellement lisse entraine comme
dans (19.5.4.2) lexistence d’un A-homomorphisme surjectif f: E/n**! »B/J+1, tel
que gri(f)=gq, pour tout j<k. Si bm**'=Ker(f), B/J**" s’identific donc & E/b, et
Ihypothése d) permet de factoriser ’homomorphisme canonique B-—B/J**! en
BiE/n"*‘LB/S"“; comme gr’(f) estl’identité, ona w(J)<n/n***, donc w(J**+!)= o;
on conclut comme dans (19.5.4.2) que ¢, est injectif pour tout £, ce qui achéve de
prouver notre assertion.

(19.5.8) Démonstration du théoréme (19.5.3). — Soit (b,) un systéme fondamental décroissant d’idéaux ouverts

de B. Nous poserons
B,=B/b,, Cy=B/(by+3J), Ja= (bg+ 3) /by,

de sorte que

Co=B,/3, et 3P+l (b, +37)/(b,+IH1).
Les C-modules ((b NI?) - Jn+1)/In+1 de J#/I*+1 forment un systéme fondamental de sous-modules ouverts
du G-module topologique I%/I*+1; comme (b, NI?)+I*+1=3J"N(b,+I"*1), on a
(B NI+ I1+1) = I (30N (B, + I0H1)) = (b + 37 (5 + 301 = JIAHL,

(19.5.6.1) Démonstration de (19.5.3, (i)). — Soient P, Q deux Cgy-modules discrets, u :P—Q wun
Cy-homomorphisme surjectif. L’anneau discret B/(b, -+ J?) est une B-extension de C, par I'idéal de carré nul Sa/Si.
Soit v : J/IJ2—>Q un C-homomorphisme continu; remplagant au besoin b, par un idéal ouvert plus petit de B,
on peut supposer que le noyau de v contient le sous-C-module ouvert ((b,NJI)+ I?)/J?; passant au quotient, on
déduit de » un Cy-homomorphisme de modules discrets »” : I, /3:‘—>Q; soit E,, la B,-extension de C, par Q déduite
de B/(by+3%) au moyen de ¢/, etsoit v} : B/(by+ I%)—E, le B,-homomorphisme correspondant (18.2.8); E, est
une A-algébre topologique discréte, et l’isomorphisme canonique C¢—~>EG/Q_ donne par composition un
A-homomorphisme continu f: CG—Cy—>E,/Q . Mais comme Q est de carré nul dans E, et que C est une A-algébre

. . [ \ . . .
formellement lisse, f se factorise en C—>E,—>E,/Q ol g est un A-homomorphisme continu. Comme g est continu
.

g
et E, discret, il existe un B>a tel que gsefactoriseen C—>Cg—>E,. D’autre part, soit Eg la A-extension de Cg
par Q, image réciproque de E, par I’homomorphisme canonique Cg—>Cg; Dexistence de g’ (tel que le

g . ..
composé Cg—>E,—>C,; soit I'homomorphisme canonique) équivaut au fait que Eg est une extension A-triviale,
et peut donc s’identifier a DCB(Q-)' Cela étant, ’homomorphisme surjectif u : P—>Q définit canoniquement un
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homomorphisme surjectif DCB(P)_}DCB(Q—) (18.2.9), dont le noyau est un idéal £ de I’extension Eg = DCB(P)
contenu dans P, et a fortiori de carré nul. Soit f’:B-—>Eg=Eg/® le A-homomorphisme continu définissant la
structure de B-algébre topologique de Eg; comme ¢ est de carré nul et que B est une A-algébre formellement
lisse, f* se factorise en B—>Eg—>Eg/¢, ol 4’ est un A-homomorphisme continu. La construction de Ef donne par

composition un A-homomorphisme ¢ : Eg—>Eg—>E,, et il est clair que le diagramme
rp B B o

¢
8 —> Ey

ai [ o

B —> B/(5,+3)

est commutatif. D’ailleurs, I'image par o4’ de J est contenue dans Q , donc 'image par 4’ de J est contenue dans P,
et 'image de J? par %’ est nulle. Restreignant ” et 6 a4 3, on obtient un diagramme commutatif

u
P— Q
Wz
3/32
ol w est continu, ce qui prouve que J/J? est un C-module formellement projectif.

(19.5.6.2) Pour tout entier n>0, nous poserons
E, =B/ +1, de sorte que E,=GC;

les idéaux (by+I"+1)/I*+1 forment un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans E,, et nous poserons

Ea,n = B/(ba"*’ 3n+1) = Ba/sz + 1;

anneau quotient discret. De méme, dans grg(B) =3J7/I"+1, nous avons vu queles ((b, NI")+ I*+1)/I"+1 forment
un systéme fondamental de voisinages de o, le quotient de J*/I?+1 par ce sous-module s’identifiant canoniquement
a 32/3:"'1. Considérons I’algébre symétrique Saa(Sa/Si); nous noterons Fy , le quotient de Séa(sa/ﬂi) par la
puissance (n - 1)¢ de son idéal d’augmentation. Pour un n>1 fixé, il résulte de (19.5.1.1) que les Sga(Sa/S:)
sont les quotients de 88(3/32) par un systéme fondamental de sous-modules ouverts dans ce C-module topologique.

Pour abréger le langage, nous dirons que pour a<f3, les homomorphismes canoniques Bg—B,, Cg—C,,
39/32430‘/3:‘, Eg,n—>Eq,n> Fg,n—>Fq,ns etc., sont les homomorphismes de transition.

Lemme (19.5.6.3). — Supposons que la A-algébre C soit formellement lisse, I’anneau B préadmissible et le C-module I /3%
formellement projectif. Alors @

(i) Pour tout o, il existe B> et un A-homomorphisme surjectif d’algébres :

Vap * Fa,n—> Ea'n
tel que gr®vyp) : Cg—> Cy et gri(vgg) :3913?3 — Sa/si soient les homomorphismes de transition.

(i) Si B et vyg vérifient les conditions de (i), alors, pour tout y =P, il existe 8>y et un A-homomorphisme surjectif
d’algébres vy5 i Fg,p—> Ey p vérifiant les conditions de (i) (pour vy et &) et rendant commutatif le diagramme

L
FB,'IE —_— Eaz.n

(19.5.6.4) ]\ I

FS, n > Ey, n
1)78

ot les fleches verticales sont les homomorphismes de transition.
(i) Dans la A-algébre topologique discréte Eg ,, 1'idéal Sa/3:+1 est nilpotent, et ’isomorphisme iden-

tique Ca-: Eq,n/(3o/35 + 1) donne par composition un A-homomorphisme continu C—>Co—>E,, /(3/35 + 1) ;
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. f
comme C est une A-algébre formellement lisse, cet homomorphisme se factorise en C—°‘>Ea,n—> Ea'n/(Sa/3:+1),
ou f, est un A-homomorphisme continu; par suite, I, /3:+1 devient, au moyen de f,, un C-module topologique
discret annulé par un idéal ouvert de C. L’hypothése que J/I* est un C-module formellement projectif entraine

alors I’existence d’une application C-linéaire continue g, : 3/J2— 3a/3:+1 rendant commutatif le diagramme

IR RS R

|

J3/3%

Comme f, et g, sont continus, il y a un 8 >a tel que ces homomorphismes se factorisent respectivement en
7
C—>Cy 2, .,
2 Iap n+1
3/ — 3‘3,/3‘5 — I3,

et a partir de f :,‘5 et g;B, on obtient donc canoniquement un homomorphisme de Cg-algébres

s;ﬁ<38/3;) —> Egp

qui d’ailleurs (par définition de ggg) s’annule dans la puissance (n-+1)¢ de Iidéal d’augmentation de SéB(SB/SZ);
passant au quotient par cette puissance (n+1)°, on obtient I’homomorphisme v,g cherché, compte tenu des
définitions de f, et gq; la surjectivité de v,g résulte en effet de celle des deux homomorphismes gri(v,g) et gr'(vyg),
puisque cela entraine que gr(v,g) est surjectif (I'algébre gr*(E,, ,) étant engendrée par gr'(Eq, ,) et grl(Eq, ), et
comme les filtrations considérées sont finies, on peut appliquer Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 3
du th. 1.

(ii) L’hypothése que B est préadmissible signifie que ’on peut supposer tous les b, contenus dans un méme by,
dont les puissances fendent vers o. Cela entraine en particulier que le noyau de I’homomorphisme de transition
Ey »n—>Eq n €gal 2 (b + In+1)/(by + 3" F1), est nilpotent; appliquant le lemme (19.3.10.1), on voit qu’on peut
supposer f,, choisi de sorte que le diagramme

« ;{Ea,n

Y Eyn

(ol la fléche verticale est ’homomorphisme de transition) soit commutatif. L’hypothése que J/I? est un C-module
formellement projectif permet d’autre part de choisir g, : 3/32_>SY/37*;+1 de sorte que le diagramme

B — T,

33

soit commutatif (il suffit de remarquer que 'image par (g4, py) de 3/3* dans le module produit (Sa/?)z"' 1) X (SY/S?Y)
est contenue (vu la définition de g, et de la relation B <Yy) dans 'image canonique Q dans ce module produit du
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module P=3Y/3: et d’appliquer la définition (19.2. 1) 4 ’homomorphisme surjectif P—>Q et & ’homomorphisme
(8¢5 py) de 3/ dans Q ). Ce choix def,, et de g, permet alors, en construisant s5,, comme dans (i), d’obtenir en outre
la commutativité du diagramme (19.5.6.4).

Lemme (19.5.6.5). — Supposons que les A-algebres B et C soient formellement lisses et que B soit préadmissible (de sorte
qu’en vertu de (19.5.6.1), les conditions de (19.5.6.3) sont satisfaites). Pour tout systéme de deux indices o<P et d’un
homomorphisme vyg vérifiant les conditions de (19.5.6.3, (i)), il existe un indice X\=>B et un A-homomorphisme d’algébres

wpy t By, —>Fp, 0

tel que : 1° gr'(wpy) : Cy—>Cg et gri(wgy) : S;JS;—»SG/SE sotent les homomorphismes de transition; 2° le composé
Ey, . u—,-g)‘ Fa,n ':EE Ey,n soit Phomomorphisme de transition.

Appliquons le lemme (19.5.6.3, (ii)) avec y =f3, ce qui donne un 3>f et un vp; : F5,,—Ep ,. Rappelons
que g5 est surjectif; d’autre part, son noyau R est nilpotent : en effet, 'idéal d’augmentation F": de Fg, ,, est nilpotent
par définition, et le noyau de gr'(sgs) : C5 — Cg est aussi nilpotent en vertu de ’hypothése que B est préadmissible.
On voit donc que Eg,, s’identifie & Fg, ,/%. Comme B est une A-algébre formellement lisse, le A-homomorphisme

. . . w 8
canonique pg ,:B-—>Eg ,, qui est continu, se factorise en B — F5, — Eg ,, ou w est un A-homomor-

phisme continu. Comme Fy , est discret, il existe A>8 tel que w soit nul dans by, donc w se factorise en

'y . . , wy 35 .
B — B/b) — F§,,. Considérons ’homomorphisme composé w)} : Bjby — Fg , £> Fg,n, ol gps est ’homomor-
phisme de transition; notons que gr%(ggs) =gr’(zgs) : Cs—Cg est 'homomorphisme de transition; comme
le composé wvggow, est I’homomorphisme canonique B/by—>B/(bg +3Jnt+1),  cela montre que l'image de
Jp=(by +3J)/bpy par w) est contenue dans I'idéal d’augmentation F;‘, n» €t par suite 'image par w) de
3;+1 = (bp + I 1) [b) =3I+ (0, NI" 1) est nulle. Autrement dit, w) se factorise en

wgy
B/b;\ —> B/(b;\ +3"+1) = E)\,n — Fa,n

tel que le composé¢ E, , w—ai\ Fg.n v—a—f E,,», soit 'homomorphisme de transition. Le raisonnement précédent
0|

montre aussi que gr’(wgy), qui est le composé B/(by +3I) —>gr'(Fs, ) gﬂ gr’(Fg, ,), est ’homomorphisme
de transition Cj—>Cg, puisque zggow) est ’homomorphisme canonique. En outre, on a aussi grl(gps) =8gr'(zps)
(19.5.6.3), donc le méme raisonnement prouve que grl(wgs) est ’homomorphisme de transition.

(19.5.6.6) Démonstration de (19.5.3, (ii)). — Pour montrer que ¢, est un bimorphisme formel, nous allons
appliquer le critére de (19.1.3, (iii)). Les conditions de (19.5.6.5) étant satisfaites par hypothése, déterminons,
pour tout indice a, v4g et wpy vérifiant les conclusions de ce lemme. L’homomorphisme

8" (vqp) : 81"(Fg,n) —> 81"(Eq,p)

n’est autre que ’homomorphisme
2 1
Pap,n * 589(39/33) - 3:/3:+

déduit de ’homomorphisme canonique ¢, (19.5.2.1) par passage aux quotients; en effet, il résulte de (19.5.6.3)
que grl(vep) et gri(veg) coincident respectivement avec Pap,0 €t Pap,15 €t la définition de ’homomorphisme
canonique ¢ montre alors, par récurrence sur j<n, que gr!(vyg) €t Pup, j sont égaux pour tout J. Cela étant,
comme ¢, est surjectif, c’est a fortiori un épimorphisme formel; en outre, pour j<n, ’homomorphisme composé

, PAr,i . grj(tvg;\) X
gt (Fy,p) —3 gri(Ey, ) ———> gri(Fg, )

est ’homomorphisme de transition, car c’est vrai pour j=o0 et j=1 envertude (19.5.6.5), et comme gr*(E, ,)
est engendré par grl(E, ,) cela démontre I’assertion par récurrence sur j. Composant avec ’homomorphisme de
transition grf (Fg,n) = gri (Fy,n), on voit donc, pour j=n, que l'on a factorisé ’homomorphisme de transition
gr"(Fy,n) = g1™(Fy ) en

PAr,
gr"(F;“n) b grn(EA,n) nd gr”(Fa,n)
ce qui est la condition du critére (19.1.3) pour que @, soit un bimorphisme formel.
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Lemme (19.5.6.7). — Supposons que B soit préadmissible, que I|J? soit un C-module formellement projectif, que G soit
une A-algébre formellement lisse et que les @, soient des bimorphismes formels. Alors, pour tout couple d’indices , B tel que a<B
et tout homomorphisme vyg : ¥g —>Ey , vérifiant les conditions de (19.5.6.3, (1)), il existe un indice v =B tel que, pour tout
indice =7y, il y ait un diagramme ¢ atif de A-h rphismes

otk Py, est ’homomorphisme de transition.

Appliquant le critére (19.1.3) a chacun des @j pour o< j<n, onvoitquil existeunindice Y>3 et des homo-
morphismes uniquement déterminés (et surjectifs) de C,-modules

wh, © 811 (Ey, ) — gri(Fg, )
tels que les composés
wl

. Pyvej By .
gr!(Fy, ) —> gri(Ey,,) —> gr!(Fg,p)

soient les homomorphismes de transition (le fait qu’on puisse choisir le méme indice y pour tous les Y; résulte de
ce qu’ils sont en nombre fini). En outre, I'unicité des w%Y prouve (puisque ¢ est un homomorphisme d’algébres
graduées) que wgy = (w{sy)0 <j<n oStun homomorphisme de CY-algél(J’res graduées gr*(Ey, ,)—>gr*(Fg,,) =Fg, p.
En outre, comme ., g €t Py, sont les homomorphismes identiques, wgy © Cy— Cg et wéY : SY/Si — 33/3; sont
les homomorphismes de transition, et il en est dqnc de méme de gr’(v,g0wgy) et degrl(vygowpy); comme gr* (E, ,) est
engendré par gri(Ey, ), on en conclut que gri(y,gowpy) est aussi ’homomorphisme de transition pour o<<j<n.
Appliquons maintenant a o, 3 et y le lemme (19.5.6.3, (ii)), ce qui donne le diagramme (19.5.6.4) avec 8>1v;
puis répétons le raisonnement du début en remplagant a et 8 par y et 3. On obtient ainsi un indice A>3 et un
diagramme commutatif d’homomorphismes

‘WaY "’aB
gr'(Ey,n) —> Fg,n —> Eq,n
»
\
grlpy) 955 uﬁ;\\ Pay
\

r* (E —> F —> E,,
g (A,n) g 8 n ys Y, 1

ou les fléches verticales sont les homomorphismes de transition. Tout revient & prouver I’existence de 1’homo-
morphisme ug, laissant le diagramme commutatif, et pour cela il suffit évidemment de montrer que 'on a
Ker(vys) cKer(gps), vy5 €t gps étant surjectifs. Comme wg, est surjectif, cette derniére relation équivaut a
Ker(vygows)) € Ker(gggows)) = Ker(wpgyo (gr(pyn))). Mais on a vu ci-dessus que gr(py,) =gr(vygowsy) et il est clair
que Ker(v gowg)) cKer(gr(vysows))) = Ker(gr(pyy)) cKer(wpyo (gr(#ya))), ce qui achéve la démonstration du

y U
lemme, car pour tout >y, il suffira de définir ug, comme le composé E, , iy Eyn —B)Y Fg,n-

(19.5.6.8) Démonstration de (19.5.3, (iii)). — Soient G une A-algébre topologique discréte, %t un idéal de
carré nul dans G, f: B—G/%t un A-homomorphisme continu d’algébres. Comme G/ est discréte, il y a un indice o
tel que f s’annule dans b, ; par hypothése, il existe un entier m tel que J™cb,, donc f se factorise en

P fo,
B > Eq pn —5 G/
ou I’on prend n=2m. Les hypothéses du lemme (19.5.6.3) étant satisfaites, on a tout d’abord un B>« et un
A-homomorphisme composé
%ap fa,n

(19.5.6.9) fa,"ovag :Fp . —> By, — G/n

et comme Fg ,, est une Cg-algébre, donc a fortiori une C-algebre topologique (discréte), cela donne par composition
un A-homomorphisme continu 7 : C—Fg,,—>G/%t. Comme d’autre part C est une A-algébre formellement lisse,
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cet homomorphisme se factorise en 7 : C—>G—G/%t ol 7’ est un A-homomorphisme continu, si bien que G est ainsi

muni d’une structure de C-algébre topologique (discréte). D’autre part, par composition avec ’homomorphisme

canonique

3/3*—3g/35—>Fg, n

on déduit de (19.5.6.9) un C-homomorphisme continu g : J/JF— G/N. Comme J/J? est un C-module formellement

h
projectif, g se factorise en J/I2—>G-—>G/N, ou k est un C-homomorphisme continu. Comme G est discret, il existe
un indice y>f tel que I'image par & de ((b,N3J)+I?)/I* soit nulle, ainsi que 'image par r" de (b,+3J)/3, de
sorte que % se factorise en

B
2
3/32——>3Y/3Y-—>G
ol #” est un C,-homomorphisme. Par prolongement, on déduit donc de 4" un homomorphisme de C.-algébres

w: SG (34/3)—>G

et par construction, tout élément de degré m a pour image par w un élément de 9, donc tout élément de degré n=2m
a une image nulle, puisque %2 =o0; autrement dit, w se factorise en

’

. 2 Wy
85, (3¢/3) > Fy,n G

q, v
Appliquons maintenant & v,y : FY,"—E')Y F‘s,”-ﬁii E,,» lelemme (19.5.6.7), dontles hypothéses sont vérifiées; il existe
donc un 8>y et un homomorphisme uys : Eg n—>Fy, , tel que le composé gy o yg soit Phomomorphisme de tran-

sition pgg5 : E5 n—>Ey,n. On obtient donc finalement un diagramme commutatif de A-homomorphismes continus

Ia,
Eyn —> G

Yap
Pas Fﬁ,n
T By
B —> E;, — F,,, — G
s Uys wy

4

et le composé f’:B—>G des homomorphismes de la ligne inférieure est donc tel que f se factorise en B—G—G/®,
ce qui prouve que B est une A-algébre formellement lisse.
La démonstration du th. (19.5.3) est ainsi achevée.

Corollaire (19.5.7). — Sotent A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
(b,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans B, Jun idéal de B, C=B|J la A-algébre topolo-
gique quotient. On pose C,=B[(b, +J). On suppose que : 1° pour tout n, la topologie induite sur 3"
par celle de B est aussi la topologie du B-module 3" déduite de la topologie de B (19.0.2) (cette condi-
tion sera remplie en particulier si B est noethérien et sa topologie préadique (0;,7.3.2));
20 C est une A-algébre formellement lisse. Sous ces conditions :

(1) Si B est une A-algébre formellement lisse, alors, pour tout A, (J/I)®:C, est un
C,-module projectif.

(11) 87 B est une A-algébre formellement lisse et un anneau préadmissible, alors pour tout A,
I homomorphisme canonique

(r9.5.7.1) P=9%®1g, : S.CA((S/SZ)(@CCA) — gr(B)®:Cy
est bijectif.
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xn

(iii) Réciproquement, supposons que B soit préadmissible, que la suite (J") tende vers o,
et que, pour tout %, (J[J)®C, soit un C,-module projectif et I'homomorphisme (19.5.4.1)
sout bijectif. Alors B est une A-algébre formellement lisse.

En effet, la topologie de J/3? et celle des SE(J/JI?) sont alors aussi déduites de celle
de B (19.5.1); les conclusions sont alors des conséquences immédiates de (19.5.3) et
des critéres de (19.1.4) et (19.2.4) spéciaux a ce type de topologies.

Remarque (19.5.8). — Supposons que J/J? soit un C-module de type fini et que,
pour la topologie quotient de celle de B, C soit un anneau de Zariski; soit r un idéal de
définition de C, de sorte que les 1" forment un syst¢me fondamental de voisinages de o
dans C. Alors les conclusions de (i) et (ii) dans (19.5.7) peuvent étre remplacées par
les suivantes :

(i) J/3? est un C-module projectif.

(ii’) L’homomorphisme canonique ¢ : 85(J/J?) —>gry(B) est bijectif.

En effet, il est clair que (i’) entraine la conclusion de (i) dans (19.5.7). Inver-
sement, si  (J/I?)®.C, est un C,-module projectif pour tout A, alors (J/I2)®.(C/r")
est un (C/r")-module projectif (donc plat) pour tout n; on en conclut que J/3J2
est un C-module plat (0y;, 10.2.2), donc projectif puisqu’il est de présentation
finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2 du th. 1). D’autre part,
les C-modules S§(J/3J2?) et gri(B) sont de type fini, et on sait que lorsque C est
un anneau de Zariski, il revient au méme de dire alors que ¢, est bijectif ou que ¢,
est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 5, prop. 9), donc (ii) est équi-
valent a (ii’).

19.6. Cas des algébres sur un corps.

Théoréme (19.6.1) (Cohen). — Soient k un corps, K une extension de k, k et K étant
munis des topologies discrétes. Pour que K soit une k-algébre formellement lisse, il faut et il suffit
que K soit une extension séparable de k.

La nécessité de la condition sera établie en (19.6.5.1) (et naturellement ne sera
pas utilisée jusque-1a); nous nous bornerons ici & prouver que la condition est suffisante.
Distinguons deux cas :

I. — K est une extension séparable de type fini de k. On sait alors (Bourbaki, Alg.,
chap. V, § 9, n° 3, th. 2) qu’il existe une sous-extension pure K'=k(Ty, ..., T,) de K
telle que K soit une extension algébrique finie séparable de K’'. Compte tenu de (19.3.5,
(i1)), on peut donc se borner, soit au cas ot K=K’, soit au cas ou K est algébrique
fini sur £. Dans le premier cas, on sait que A=k[T,, ..., T,] est une k-algébre formelle-
ment lisse (19.3.3), donc il en est de méme de k(Ty, ..., T,)=S"'A, ou S=A—{o}
(19.3.5, (iv)). Dans le second cas, tous les groupes de cohomologie de Hochschild Hj(K, L)
pour un (K, K)-bimodule quelconque L, sont nuls : en effet, si 'on considére la k-algebre
produit tensoriel C=K®,K, L est un C-module a gauche et le groupe de cohomo-
logie H% (K, L) est égal a Extj(K, L), ou K est aussi considéré comme (K, K)-bimodule,

196




§ 19 PRELIMINAIRES 101

donc comme C-module a gauche (M, IX, 4). Or, comme K est une extension finie
séparable de £, on sait que K®,K est composée directe d’extensions de &, dont I’une
est K lui-méme (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 8, prop. 3); cela entraine donc que K
est un C-module projectif, d’oi notre assertion. Toute k-extension de K de noyau L est
donc k-triviale, et a fortiori les k-extensions commutatives le sont, d’ot1 le théoréme dans
ce cas (19.4.4).

II. — Cas général. — Avec les notations de (18.4.5), il s’agit de prouver que
Homg(H,(P.), L)=o0 pour fout K-espace vectoriel L, ce qui signifie évidemment que
H,(P))=o0. Si K est réunion d’une famille filtrante de sous-extensions K® de £, P! est
limite inductive des complexes correspondants P.®, puisque le foncteur l_1£)n commute
au produit tensoriel dans la catégorie des k-modules; par ’exactitude du foncteur h_r)n
dans cette catégorie, on a donc H,(P!) =£r};1 H,(P/®). Comme I’hypothése que K est
séparable entraine qu’il en est de méme de toute sous-extension de K et que K est
réunion des sous-extensions de type fini, la premiére partie de la démonstration entraine
bien que K est une k-algébre formellement lisse. C.Q .F.D.

Corollaire (19.6.2). — Soient A un anneau local séparé et complet, K son corps résiduel,
k un sous-corps de K tel que K soit une extension séparable de k. Alors il existe un sous-corps K’
de A contenant k, tel que la restriction a K’ de I’ homomorphisme canonique A—XK soit un isomor-
phisme de K' sur K. )

Soit m I'idéal maximal de A. En vertu de I’hypothése et de (19.6.1), K est une
k-algébre formellement lisse; appliquant (19.3.10) en remplagant C par A et J par m,
on voit que I’automorphisme identique de K=A/m se factorise en K5A-—>A/m, oliuest
un k-homomorphisme, donc nécessairement un k-isomorphisme de K sur un sous-corps K’
contenant £.

Corollaire (19.6.3). — Soient A un anneau local noethérien complet, m son idéal maximal,
k son corps résiduel. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A contient un sous-corps.

b) 8% p est la caractéristique de k, on a pA=o.

c) 1l existe un corps K tel que A soit isomorphe & un anneau quotient d’un anneau de séries
Sormelles B=K[[Ty, ..., T,]].

Lorsqu’il en est ainsi, on peut supposer que A est isomorphe & B[b, ot b est contenu dans le
carré de I’idéal maximal de B.

Il est immédiat que ¢) implique a), car A est +o0 puisque c’est un anneau local;
comme K est un corps et que ’homomorphisme composé K3B->A (ol ¢ est Iinjection
canonique) n’est pas nul, il est injectif. Pour voir que a) entraine b), il suffit de remarquer
que si K est un sous-corps de A, K est isomorphe a un sous-corps de k£ et a par suite
méme caractéristique p; comme p.1=o0 dans K, donc dans A, on a pA=o. Récipro-

quement, b) entraine a), car le composé des homomorphismes canoniques Z5A sk
a pour noyau pZ, et 'on a j(pZ)=o0, donc Ker(j)=pZ et A contient un anneau A’
isomorphe a Z/pZ et ne rencontrant pas m; si p>o0, A’ est un corps; sinon, tout
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élément de A’ étant inversible dans A, le corps des fractions de A’ (isomorphe 4 Q)
est aussi contenu dans A.

Prouvons enfin que a) entraine ¢); la condition ) entraine que A contient un
sous-corps premier k,, isomorphe au sous-corps premier de %, et dont £ est par suite
extension séparable. Appliquant (19.6.2), on voit d’abord qu’il existe un isomorphisme f
de £ sur un sous-corps K de A. D’autre part, soit (¥;), <;<, un systtme d’éléments de m
tel que les classes mod. m? des x; forment une base (sur £) de m/m? Puisque A est complet,
il y a alors un homomorphisme continu d’anneaux u : k[[T,, ..., T,]]>A tel que u
soit égal a f dans £ et que u(T,)=x; pour tout ¢ et cet homomorphisme est surjectif
en vertu du choix des x; (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° g, prop. 11).

Théoréme (19.6.4). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne, m son idéal
maximal, K=A[m son corps résiduel, A étant muni de la topologie m-préadique. On suppose
que K soit une extension séparable de k. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est une k-algébre formellement lisse.

b) Le complété A de A est k-isomorphe & un anneau de séries formelles K[[Ty, ..., T,]]
(dont la structure de k-algébre est définie par I’homomorphisme composé

FEREK[[TY, ..., T,

ou ¢ est 'injection canonique et ¢ I’homomorphisme définissant la structure d’extension
de K).

b') A est un anneau isomorphe & un anneau de séries Sormelles K[[Ty, ..., T,]].

c) A est un anneau local régulier.

Le fait que a) entraine b) est le cas particulier de ((19.5.4), équivalence dea) etc)),
appliqué en y remplacant A par £, B par A et J par m, compte tenu de (19.6.1). Il est
clair que b) entraine b’) et b’) entraine ¢) par (17.1.1). Enfin si ¢) est vérifiée, il résulte
de (17.1.1,a)) et de ((19.5.4), équivalence de &) et a)), appliqué a K=A/m
remplagant C, que A est une k-algébre formellement lisse.

Corollaire (19.6.5). — Sotent k un corps, A une k-algébre locale noethérienne, m son idéal
maximal, A étant muni de la topologie m-préadique. Supposons que A soit une k-algébre formellement
lisse; alors A est géométriquement régulier sur k, autrement dit (cf. IV, 6.7.6), pour toute extension
finie k' de k, Panneau semi-local A'= A®,k' est régulier (17.9.6). En outre, st K est le corps
résiduel de A, A est isomorphe & un anneau de séries formelles K[[Ty, ..., T,]1.

Comme A’=A®,k’, il résulte de (19.3.6) et de (17.1.5) (appliqué aux anneaux
locaux en les idéaux maximaux de A’) qu’on peut se borner au cas oi A est complet;
alors A’ est une k’-algébre formellement lisse (19.3.5, (iii)) et par ailleurs est composée
directe de k’-algebres locales, qui sont aussi formellement lisses (19.3.5, (v)). On est
donc ramené A prouver que A est régulier. Soit k, le sous-corps premier de k; comme &
est une extension séparable de k,, c’est une kj -algebre formellement lisse (19.6.1) et
en vertu de ’hypothése, il en est de méme de A (19.3.5, (ii)). Comme le corps résiduel K
de A est une extension séparable de k,, on peut alors appliquer (19.6.4) a A et k,,
d’ou la conclusion.
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Corollaire (19.6.5.x). — Soient A un anneau local noethérien, k un sous-corps de A tel
que A soit une k-algebre formellement lisse (pour sa topologie préadique). Alors tout corps K tel
que kCKCA est une extension séparable de k.

En effet, pour toute extension finie £’ de £, ’anneau K®,k' s’identifie & un
sous-anneau de A’=A®,k’; comme A’ est un anneau régulier, il est réduit, donc il en est
de méme de K, ce qui prouve que K est une extension séparable de k£ (Bourbaki, Alg.,
chap. VIII, § 7, n° 3, th. 1).

On notera que cela démontre que la condition de I’énoncé de (19.6.1) est
nécessaire.

Remarque (19.6.5.2). — Si K est une extension non séparable de k, Panneau de
séries formelles K[[T}, ..., T,]] n’est donc pas une k-algébre formellement lisse (pour la
structure de £-algébre usuelle rappelée dans (19.6.4)). D’autre part, il y a des k-algébres
formellement lisses A qui sont des anneaux locaux noethériens complets dont le corps
résiduel K est une extension non séparable de £ (par exemple les complétés des localisés de
B=k[T,, ..., T,] en des idéaux maximaux n tels que B/n soit une extension algébrique
finie non séparable de £); un tel anneau ne peut donc étre k-isomorphe & K[[Ty, ..., T,]]
bien qu’il lui soit isomorphe en vertu de (19.6.5).

On peut dans certains cas préciser le corollaire (19.6.5) :

Proposition (19.6.6). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne, m son
idéal maximal, A étant muni de la topologie m-préadique. Supposons que le corps résiduel K=A[m
de A soit tel qu’il existe une extension radicielle finie ky de k pour laquelle le corps résiduel de I’ anneau
local K®k, soit une extension séparable de ky (nous exprimerons plus tard cette propriété
en disant que K est de multiplicité radicielle finie sur k (IV, 4.7.4) et nous verrons que
cette condition est toujours satisfaite lorsque K est une extension de type fini de k). Alors
les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) A est une k-algébre formellement lisse.

b) 1l existe une extension radicielle finie k' de k telle que A®. k' soit k'-isomorphe & une
algébre de séries formelles K'[[Ty, ..., T,]], ot K’ est une extension séparable de k'.

b’") 1l existe une extension finie k' de k telle que I’anneau semi-local A®,k' ait au moins
un anneau local composant qui soit k'-isomorphe a une algébre de séries formelles K'[[Ty, ..., T]],
ot K’ est une extension séparable de k'.

c) A est géométriquement régulier sur k (19.6.5).

Notons d’abord que si &’ est une extension radicielle de %, il n’y a qu’un seul
idéal de A'=A®k’ au-dessus de m, formé des éléments dont une puissance p*-itme
(p exposant caractéristique de k) est dans m pour un % convenable (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 2, n° g, lemme 4); A’ est donc un anneau local, et il en est de méme de
K®,k'= (A® k') [(m®,k’) ; enoutre les corps résiduels de ces deux anneaux sont identiques.
Rappelons d’autre part que si K est une extension séparable de k, alors, pour toute
extension finie £’ de k, K®,k" est composé direct de corps (Bourbaki, 4lg., chap. VIII,
§ 7, n° g, cor. 1 du th. 1), et par suite mM®, k" est le radical de A®,k", et les corps
composants de K®, k" sont les corps résiduels aux idéaux maximaux de A®,k"; en
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outre, ces corps sont des extensions séparables de £"’ puisque pour toute extension £
de £, K®k=(K®,")®, k5 est sans radical (loc. cit., th. 1). Si Pon applique ces
remarques au corps K de multiplicité radicielle finie sur £, on voit que pour toute extension
finie £ de ky, (K®,k'"),q est séparable sur £”.

Passons a la démonstration de (19.6.6). Il est trivial que 4) implique 4’). Montrons
que b’) entraine a). Sil’on pose B'=K'[[T}, ..., T,]], ’hypothése que K’ est séparable
sur £’ entraine, par les remarques du début, que pour toute extension finie £’ de k',
les composants de I’anneau semi-local complet B'®, %"’ (égal & I’anneau de séries
formelles (K'®,.k")[[Ty, ..., T,]]) sont les anneaux K;'[[Ty, ..., T,]], ou les K}’ sont
les corps composants de K'®,,k"”’. Comme les composants locaux de B'®, k"’ sont aussi
des composants locaux de A®k"= (A®,k')®, k", on voit que I’hypothése 4’) est encore
vérifiée lorsqu’on remplace £’ par une quelconque de ses extensions finies. En particulier,
on peut supposer que k' est quasi-galoisienne, donc extension galoisienne d’une extension
radicielle k, de £; A'=AQ K peut alors s’écrire A(®,.k', ou A(’)=A®kk(’) est un anneau
local complet. On sait alors (Bourbaki, 4lg., chap. VIII, § 8, prop. 4) que A’ est composé
direct d’anneaux locaux isomorphes @ Aj en tant que kg-algébres. Or, un de ces anneaux
est par hypothése £’-isomorphe 4 un anneau de séries formelles K'[[T,, ..., T,]], ou K’
est une extension séparable de £’, donc aussi une extension séparable de £,; compte tenu
de (19.6.4), Aj est donc une kj-algebre formellement lisse. Mais comme £ est un k-module
fidelement plat, projectif et de type fini, on conclut de (19.4.%) que A est une -algébre
formellement lisse.

On a déjavu (19.6.5) que @) implique ¢) ; il reste donc a vérifier que ¢) implique 4).
Or, si ¢) est vérifié, alors, pour toute extension radicielle finie £’ de £ contenant £,
A®.k’ est un anneau local régulier, dont le corps résiduel K’ est une extension séparable
de k’; il résulte donc de (19.6.4) que son complété A®, k' est k’-isomorphe A un anneau
de séries formelles K'[[Ty, ..., T,]]-

Remarques (19.6.7). — (i) On notera que I’hypothése que K est de multiplicité
radicielle finie sur £ n’a été utilisée que dans la démonstration de I'implication 4’) = a).

(ii) Nous prouverons plus tard (22.5.8) que a) et ¢) sont équivalentes, sans
hypothése sur I'extension K de k.

19.%7. Cas des homomorphismes locaux; théorémes d’existence et d’unicité.

Dans ce numéro, lorsqu’un anneau semi-local est considéré comme un anneau
topologique, il est toujours sous-entendu qu’il s’agit de sa topologie r-préadique, oli t est son
radical. Tout homomorphisme local d’anneaux locaux est donc automatiquement continu.

Théoréme (19.7.x). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, m, n leurs idéaux
maximaux respectifs, k= A|m le corps résiduel de A; on suppose A et B munis respectivement des
topologies m-préadique et n-préadique. Soit ¢ : A—B un homomorphisme local, et posons B,=B®, k.
Les propriétés suivantes sont équivalentes : :

a) B est une A-algébre formellement lisse.
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b) B est un A-module plat et By=B/mB (muni de la topologie quotient) est une k-algébre
Jformellement lisse.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

(x9.7.x.1) Démontrons d’abord que 5) entraine a); nous allons appliquer le
critére (19.4.7), avec JI=m; en vertu de la seconde hypothése dans b), tout revient
a montrer que B est un A-module formellement projectif. L’hypothése entraine que pour
tout A>o, B/m"B est un (A/m")-module plat (O, 10.2.1); comme les m" forment
un systéme fondamental de voisinages de o dans A et que (B/m"B)®, 1k =B,, on peut
remplacer A et B par A/m" et B/m"B respectivement, et par suite supposer A artinien
(donc discret). Comme B; est une k-algébre formellement lisse, c’est un anneau
régulier (19.6.5); soit (x{);<;<, un systéme régulier de parameétres pour By (17.1.6),
et pour tout i, soit x;€B tel que ! soit son image dans By;=B/mB; comme les x°

engendrent I'idéal maximal ny,=n/mB de B, les idéaux &,= _21 (x9)™B, (pour m>o)

forment un syst¢tme fondamental de voisinages de o dans By, car g, est évidemment

n
contenu dans 17, et d’autre part contient n7". Posons J,,= 2 #"B pour tout m>o;
i=1

il est clair que n= 3, +mB; comme il existe un £>o0 tel que m*=o0, ona n"CJp~*Ccn™ "
pour m>h, et comme on a vu que J,I0J,"™", on voit que les J,, forment un systéme
fondamental de voisinages de o dans B. Tout revient par suite a prouver que les B/ J"
sont des A-modules libres, et il revient au méme de voir que ce sont des A-modules plats
Oy, 10.1.3). Or, ’hypothése que (x7) est une suite By-réguliére d’éléments de 1’idéal
maximal de B, entraine la méme propriété pour la suite des (x9)™ (1<i<n) pour tout m>o
(15.1.20); la conclusion résulte donc de (15.1.16, b) et ¢)).

Lemme (19.7.1.2). — Sotent A un anneau topologique, B, C deux A-algébres topologiques
qui sont des anneaux locaux noethériens. On suppose en outre que C est complet et que le corps résiduel
B/m de B est un A-module de type fini. Soit E le produit tensoriel complété B&,C. Alors :

(i) E est un anneau semi-local noethérien complet.

(ii) L’idéal mE est contenu dans le radical de E, et pour tout h>o, E[mPE est isomorphe
a (B/m"®,C.

(iii) 87 G est un A-module plat, E est un B-module plat.

Par définition, E est le séparé complété du produit tensoriel B®,C pour la topo-
logie définie par les idéaux Im(m'®,C)+Im(B®n) (0;,7.7.5). Si l'on pose
t=Im(m®,C) +Im(B&n), on a r*CIm(m'®,C)+Im(B®,n")Cr’, donc E est aussi
le séparé complété de B®,C pour la topologie r-préadique. Par hypothése,
(B®,C)/r=(B/m)®, (C/n) est un (C/n)-module de type fini, donc un anneau artinien;
en outre, r/r2, étant un quotient de ((m/m?)®,C)® (B®, (n/n?)), est un (B®,C)-module
de type fini; appliquant (0;, 7.2.11), on voit donc que E est un anneau noethérien; en
outre, E/tE, isomorphe & (B®,C)/r, étant artinien, E est semi-local. Notons maintenant
que E, qui est isomorphe a E_IB((B/mi) ®, (C/n?)), est aussi isomorphe, par le théoréme

Y
de la double limite projective, a l(i._m(l(i_r._r_l((B/m‘)®A(C/n"))); mais Lig((B/m‘)@A(C/nj))

g i j
201
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est le séparé complété de (B/m')®,C, et comme C est complet, ce n’est autre que
(B/m")®,C lui-méme, B/m' étant un A-module de type fini puisque m/m' est un
(B/m)-module de type fini (0;,7.3.6). On a donc E=l(i2((B/m")®AC). Pour tout

entier k>o, m"E, étant un idéal de E, est fermé dans E (0;, 7.3.5), donc complet, et
d’autre part il est évidemment dense dans l(i_g(lm(m"/m" +1®,C)), donc égal a cette

K3
derniére limite projective. En outre, tous les systémes projectifs considérés sont définis

par des homomorphismes surjectifs; il résulte donc de (0, 13.2.2) que E/m’E est
isomorphe 2 (B/m")®,C= (B®,C)/Im(m*®,C). En particulier comme Im(m®,C)Cr,
cela montre que mE est contenu dans tE, donc dans le radical de E. Enfin, ’hypothése
que C est un A-module plat entraine que (B/m")®,C=E/m"E est un (B/m")-module
plat pour tout 2>o0 : comme B et E sont noethériens et que mE est contenu dans le
radical de E, il résulte de (0y, 10.2.2) que E est un B-module plat.

Lemme (19.7.1.3). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k son
corps résiduel, B, une k-algébre; on suppose que By est un anneau local noethérien, complet et régulier.
Alors il existe une A-algébre topologique B qui est un anneau local noethérien complet, un A-module
plat, et tel que B, soit k-isomorphe & B®,k=B/mB.

Comme A est plat sur A et a méme corps résiduel, on peut se borner au cas o A
est complet.

Soit K le corps résiduel de By, et distinguons deux cas :

I) K est une extension séparable de k. En vertu de (19.6.4), B, est k-isomorphe
a un anneau de séries formelles K[[T;, ..., T,]]. Lorsque B,=K, le lemme a déja
été démontré (0, 10.3.1); soit C un anneau local noethérien complet qui est un
A-module plat et tel que C®,k soit isomorphe a4 K. Pour n>1, il suffit de prendre
(avec la notation précédente) B=C[[T,, ..., T, ]]; on sait en effet (Bourbaki, Alg.
comm., chap. III, § 3, n° 4, cor. 3 du th. 1) que B est un C-module plat, donc aussi un
A-module plat, et d’autre part, il est immédiat que C[[T,, ..., T,]]®,k est isomorphe
a (CmQO)[[T,, ..., T,]]=B,.

IT) K est de caractéristique p>o, et par suite il en est de méme de k. Notons P le
corps premier F,, et W(P) anneau local complet des nombres p-adiques Z,, qui est
un anneau de valuation discréte (donc régulier), et a P pour corps résiduel. Montrons
d’abord qu’il existe un homomorphisme continu d’anneaux W(P)—A faisant donc
de A une W(P)-algébre topologique. En effet, si j: Z—A est ’homomorphisme canonique,

ona j(pZ)Cm parhypothése,d’ott j~*(m)=pZ, et par suite j se factorise en Z»sz-l»A,

ol f est un homomorphisme local, donc continu, qui (puisque A est complet) se prolonge
par continuité en I’homomorphisme W(P)—A cherché.

Comme £ est extension séparable de P, le cas I) montre qu’il y a un homomor-
phisme local W(P)—>W(k), ot W(k) est un anneau local noethérien complet et un
W(P)-module plat, tel que W(k)®yp P soit isomorphe a £. D’ailleurs, comme l'unifor-
misante p de W(P) est un élément W(k)-régulier par platitude (0;, 6.3.4) et comme
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W(k)[pW (k) =k, pW (k) est I'idéal maximal de W(k), ce qui entraine que ce dernier
anneau est un anneau de valuation discréte complet (Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § g, n° 5,
prop. 9). Par (19.7.1.1) on voit en outre (puisque £ est séparable sur P, donc une
P-algebre formellement lisse (19.6.1)) que W(k) est une W(P)-algebre formellement lisse.
Le W(P)-homomorphisme continu W (k) —£ se factorise donc en W(k) >A—k (19.3.11),
ce qui permet de considérer A comme une W (k)-algebre topologique. Appliquant main-
tenant le cas I) a B, considéré comme P-algébre et a W(P), on voit qu’il existe une
W(P)-algebre By qui est un anneau local noethérien complet, un W(P)-module plat,
et telle que Bp®yp P soit P-isomorphe a B,. Utilisant de nouveau le fait que W(k)
est une W(P)-algebre formellement lisse, on voit par (19.3.11) que ’homomorphisme
composé W (k) —k—B, sefactorise en W(k)—>B,—B,; enoutre, comme k= W(k)/pW(k),
on a By®yk=Bp/pBp=B®ypP=B,. Montrons que By est un W(k)-module plat;
comme W(k) est un anneau de valuation discréte dont p est I'uniformisante, il suffit de
vérifier que Bp est un W(k)-module sans torsion (0;, 6.3.4), ou encore que p est un
élément By-régulier, ce qui résulte de ce que B, est un W(P)-module plat (0;, 6.5.4).
Posons maintenant R
B=B®yuA

et notons que le corps résiduel de A étant égal a celui de W(k), est a fortiori un W(k)-
module de type fini. Il résulte donc tout d’abord de (19.7.1.2) que B est un anneau
semi-local noethérien complet, mB étant contenu dans le radical de B; en outre B/mB
est k-isomorphe & Bp®y;k=B,, donc B est en fait un anneau local. Comme By est un
W (k)-module plat, (19.7.1.2) montre enfin que B est un A-module plat. C.Q .F.D.

Lemme (19.7.1.4). — Sotent A un anneau, J un idéal de A, M, N deux A-modules
séparés pour la topologie J-préadique. On suppose en outre que N est complet pour la topologie
J-préadique et que M soit un A-module plat. Soit u:N—->M un A-homomorphisme; si
u®1 : N®, (A[J) > M®, (A|J) est bijectif, alors u est bijectif.

Les modules gradués associés étant pris relatifs aux filtrations J-préadiques, il
résulte des hypothéses sur M et N relativement aux topologies J-préadiques qu’il suffit
de prouver que gr(u) : gr,(N)—gr (M) est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 8, cor. 3 du th. 1). Or, on a un diagramme commutatif

To(u)®1
gry(N)®, gr,(A) = gry(M)®, gr,(A)
PN Pm
gr.(N) gr.(M)

griu)
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ou Ay=A/J=2gry(A), et oy et ¢y sont les applications canoniques (0, 10.1.1.2).
Par hypothese, gry(u) est bijectif ainsi que @y (Op;, 10.2.1), et gy est surjectif; on en
déduit d’abord que gry(u)®1' est bijectif, puis que ¢y est injectif, donc bijectif, et enfin
que gr(u) est bijectif.

Lemme (19.7.1.5). — Sotent A un anneau noethérien,  un idéal de A, B, B’ deux
A-algebres qui sont des anneaux locaux noethériens, les homomorphismes A—B, A—B’ étant continus
pour la topologie J-préadique sur A. On suppose que : 1° B et B’ sont complets pour les topologies
J-préadiques; 2° B est une A-algébre formellement lisse; 3° B’ est un A-module plat. Posons
Ay=AlJ, etsoit uy:B®, Ay - B'®,A, un Ay-isomorphisme; alors il existe un A-isomorphisme
u:B—>B" tel que uy=u®1 (ce qui entraine que B’ est une A-algébre formellement lisse et B
un A-module plat).

Posons By=B®, A,, B)=B'®,A,. Notons que si m et m’ sont les idéaux maximaux
de B et B’, les topologies J-préadiques sur B et B’ sont séparées puisque JBcm et
3B’cm’; en outre, comme JIB’ est fermé dans B’ pour la topologie J-préadique,
I’homomorphisme composé B ——>B03°+B(’), qui est continu pour les topologies J-préadiques,
se factorise en B—M>B’—>B(’), ou u est un A-homomorphisme continu (19.3.10). On a
évidemment u,=u®1, et ’hypothése que u, est bijectif entraine qu’il en est de méme
de u en vertu de (19.7.1.4).

(x9.7.1.6) Fin de la démonstration. — Pour achever de prouver (19.7.1), il faut
montrer que a) entraine b); on sait déja que a) entraine que B est une k-algébre formel-
lement lisse (19.3.5, (iil)), donc tout revient & prouver que B est un A-module plat.
Il revient au méme d’établir que B est un A-module plat (Bourbaki, Alg. comm., chap. 111,
§ 5, n° 4, prop. 4), et ’on sait que B est une A-algébre formellement lisse (19.3.6); on
peut donc se borner au cas oit A et B sont complets. Comme B, est une k-algebre formel-
lement lisse, c’est un anneau régulier (19.6.5) et complet (0;, 6.3.5); appliquant
(19.7.1.3), on voit qu’il existe une A-algébre B’ qui est un anneau local noethérien
complet et un A-module plat, un homomorphisme local A—B’ et un k-isomorphisme
B,3B,=B'®,k. Il suffit alors d’appliquer (19.7.1.5) en prenant pour J l'idéal
maximal de A, pour obtenir que B est A-isomorphe a B’, donc est un A-module
plat. C.Q.F.D.

Théoréme (19.7.2). — Soient A un anneau local noethérien,  un idéal contenu dans
Vidéal maximal de A, Ay=A|T, B, un anncau local noethérien complet, Aq—B, un homomorphisme
local faisant de B, une Ag-algébre formellement lisse. Alors il existe un anneau local noethérien
complet B, un homomorphisme local A —B faisant de B un A-module plat, et un Ay-isomorphisme
u:B®,A;IB,. Si (B, ) est un couple satisfaisant aux mémes conditions que (B, u), il existe
un A-isomorphisme v : BB’ rendant commutatif le diagramme

BO,A, o5 B'O, A,

N

By
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Soit m I'idéal maximal de A, de sorte que my=m/J est 'idéal maximal de A,,
A et A, ayant le méme corps résiduel £. Posons By,=B,®, k; comme By, est une k-algébre
formellement lisse (19.3.5, (iii)), c’est un anneau local régulier (19.6.5); en appli-
quant (19.7.1.3), on voit qu’il existe une A-algébre topologique B qui est un anneau
local noethérien complet, un A-module plat, et pour laquelle on a un k-isomorphisme
g : B®,kSBy. Notons qu’en vertu de (19.7.1), B est une A-algébre formellement lisse,
donc B®,A,=B/JIB est une Aj-algebre formellement lisse (19.3.5, (iii)) et un anneau
local noethérien complet; en outre, By est un Aj-module plat en vertu de I’hypothése
et de (19.7.1); comme on a un k-isomorphisme %, : B®, k= (B®,A()®, k3B ®,k =By,
on déduit de (19.7.1.5), appliqué en y remplagant A par A, et J par m,, qu’il existe
un Ag-isomorphisme u:B®,A;SB; tel que up=u®1. Quant a P’assertion d’unicité,
notons que les idéaux J'B (resp. J'B’) sont fermés dans B (resp. B’) (0;, 7.3.5), donc B
et B’ sont séparés et complets pour les topologies J-préadiques (Bourbaki, Top. gén.,
chap. III, g¢ éd., § 3, n° 5, cor. 2 de la prop. g); on a par hypothése un Ag-isomorphisme
2o : BO,ASB ®,A, tel que u'ovy=u; comme B est une A-algeébre formellement lisse
et B’ un A-module plat, on peut appliquer (19.7.1.5), d’ou P’existence du A-isomor-
phisme v répondant a la question.

Remarques (19.7.3). — (i) On notera que l'assertion d’unicité dans (19.7.2) est
encore valable si ’on suppose seulement que B et B’ sont complets pour les topologies
J-préadiques. Nous ignorons si I'on peut améliorer de méme P’assertion d’existence,
autrement dit si I’on peut se dispenser de supposer ’anneau local B, complet (pour sa topo-
logie ny-préadique, en désignant par 1, son idéal maximal) en exigeant seulement que B
soit complet pour la topologie J-préadique. Lorsque A, est complet pour la topologie m-préa-
dique, on peut voir que ce probléme revient au suivant : si B, est un anneau local
noethérien régulier (non nécessairement complet) contenant le corps premier F,=Z[pZ,
existe-t-il pour tout n>1 une (Z/p"Z)-algeébre plate B telle que B/pB soit isomorphe a B, ?

(ii) On notera qu’en général, I'isomorphisme » dont I’existence est affirmée dans

(19.7.2) n'est pas unique (cf. (19.8.7%)).

19.8. Algébres de Cohen et p-anneaux de Cohen; application a la structure
des anmneaux locaux complets.

Les résultats de cette section sont des applications immédiates des théoréemes
de (19.7), mais méritent d’étre explicités en raison de leur importance pratique.

Définition (19.8.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m idéal maximal
de A, k=A|m son corps résiduel, ¢ : A—~B un homomorphisme local, faisant de B une A-algébre.
On dit que B est une A-algébre de Cohen si elle vérifie les conditions suivantes :

(1) B est un anneau complet.

(ii) B est un A-module plat.

(ili) B®k est un corps (autrement dit, mB est ’idéal maximal de B) qui est une
extension séparable de k.
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Théoréme (19.8.2). — Soient A un anneau local noethérien, k son corps résiduel.
(1) Si B est une A-algébre de Cohen, B est une A-algébre formellement lisse. Pour tout anneau
local noethérien complet C, tout homomorphisme local A —C et tout idéal [+ C dans C, tout

A-homomorphisme B—C|J se factorise donc en B->C —C/[3, ou v est un A-homomorphisme
(nécessairement local).

(i) Pour tout corps K, extension séparable de k, il existe une A-algébre de Cohen B telle
que B®,k soit k-isomorphe a K, et une telle A-algébre est unique & isomorphisme pres.

Comme K est une k-algébre formellement lisse (19.6.1), P’assertion (i) résulte
de (19.7.1). Pour prouver (ii), on peut se borner au cas ou A est complet, car il revient
au méme de dire que B est un A-module plat ou un A-module plat (0O, 10.2.3), on
a mB=mAB etk estle corps résiduel de A. 11 suffit alors d’appliquer (19.7.2) en prenant
J=m et By=K (et utilisant (19.6.1)).

Définition (19.8.3). — On appelle anneau local premier un anneau local de la forme Z,4,
oi pZ est un idéal premier de Z. On appelle anneau local complet premier le complété d’un anneau
local premier.

Les anneaux locaux premiers sont donc de deux sortes :

19 Ceux qui correspondent aux idéaux maximaux pZ ou p=+o0 est un nombre
premier; Z ; est un anneau de valuation discrete, dont le complété est anneau des entiers
p-adiques noté d’ordinaire Z, (*).

2° Pour l'idéal premier pZ=(0), Z, est le corps des nombres rationnels Q,
identique a son complété (la topologie étant naturellement la topologie d’anneau local
noethérien, donc ici la topologie discrete).

La terminologie de (19.8.3), analogue a celle des « corps premiers », se justifie
de la méme maniére : pour tout anneau local A, considérons I’homomorphisme canonique
¢ : Z—>A, et soit pZ 'image réciproque par cet homomorphisme de ’idéal maximal m

de A; pZ est un idéal premier de Z et ’homomorphisme précédent se factorise donc en

Z»sziA; d’ailleurs, comme ¢ est 'unigue homomorphisme de Z dans A, p et ¢ sont
déterminés de facon unique. Autrement dit, pour tout anneau local A, il y a un unique
homomorphisme ¢ : P—A, ol P est un anneau local premier; si en outre A est séparé et
complet, on peut prolonger par complétion cet homomorphisme, et il y a donc un unique
homomorphisme @:13—>A, ot P est un anneau local complet premier. D’ailleurs, par
passage aux quotients, ¢ donne un homomorphisme du corps résiduel F, si p>o (resp. Q
si p=o0) dans le corps résiduel £ de A, et p est donc la caractéristique de k.

Si 'on prend en particulier pour A un anneau local premier (resp. complet
premier), on voit qu’il n’existe dans un tel anneau qu’un seul endomorphisme, savoir
Pidentité.

(*) Cette notation, actuellement universellement utilisée, est dans ce cas en conflit avec la notation Ay
adoptée dans (0;, 1.2.3) : avec A=Z et f=p, A; signifie en effet anneau des nombres rationnels de la
forme k/p" (k€Z, n entier > 0); nous éviterons toujours d’utiliser la notation Z, pour désigner ce dernier anneau.
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Défimition (19.8.4). — Soient A un anneau local, P—A Punique homomorphisme d’un
anneau local premier P dans A, p la caractéristique des corps résiduels de P et A. On dit que A est
un anneau de Cohen si c’est une P-algébre de Cohen, c’est-d-dire (19.8.1) si :

10 A est noethérien et complet.

20 A est un P-module plat (ce qui revient aussi a dire que A est un P-module plat
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n® 4, prop. 4)).

3% A/pA est un corps (nécessairement séparable sur le corps résiduel de P, ce corps
étant premier).

Si p=o, ces conditions équivalent a dire que A est un corps de caractéristique o.
Si p>o0, on a nécessairement pA=o0; la condition 3°signifie que pA est ’idéal maximal m
de A; la condition 2° signifie que p est A-régulier, puisque P est un anneau de valuation
discréte (0, 6.3.4). Donc A est un anneau régulier (17.1.1, d)) de dimension 1, et par
suite un anneau de valuation discréte, complet en vertu de 1°; en résumé :

Proposition (19.8.5). — Les anneaux de Cohen sont les corps de caractéristique o et les
anneaux de valuation discréte complets, dont le corps résiduel a une caractéristique p>o, et dont
l’idéal maximal est engendré par p.1 (1 étant Punité de I’ anneau).

On notera que dans le second cas, p.1+0 puisque p est A-régulier, donc on
peut identifier p.1 24 lentier p; ’homomorphisme canonique Z,—A est injectif,
et on identifie p.1 a I’élément p de Z,; on dit dans ce cas que A est un p-anneau
de Cohen.

Théoréme (19.8.6) (Cohen). — (i) Soient W un anneau de Cohen, C un anneau local
noethérien complet, J un idéal de C distinct de C. Alors tout homomorphisme local u : W—>C/J
se factorise en W:;C—»C/S o v est un homomorphisme local.

(i1) Soit K un corps. Il existe un anneau de Cohen W dont le corps résiduel est isomorphe
a K. Si W’ est un second anneau de Cohen, K' son corps résiduel, tout isomorphisme u : KK’
provient par passage aux quotients d’un isomorphisme v: WSW'.

Cela n’est autre que (19.8.2) appliqué au cas ou A est un anneau local premier.

Remarques (19.8.7). — (i) Lorsque K est de caractéristique o, la partie (ii) de
(19.8.6) devient triviale.

(ii) L’homomorphisme v de (19.8.6, (1)) n’est pas nécessairement déterminé de fagon
unique par u, comme le montre déja le cas ot W est un corps de caractéristique o, JI=o
et u est un isomorphisme (cf. (21.5.5)). De méme, dans (19.8.6, (ii)) ’isomorphisme »
n’est pas nécessairement déterminé de fagon unique par u (cf. (21.5.5)).

Toutefois, lorsque K est parfait et de caractéristique p>o0, on verra (21.5.5)
que dans (19.8.6, (ii)) ’isomorphisme v est unique. On verra aussi plus tard que dans
ce cas W s’identifie a 'anneau W (K) des vecteurs de Witt de longueur infinie sur K.

(iii) Dans (19.8.6, (i)), on peut affaiblir les hypothéses sur C en utilisant (19.3.10)
et (19.3.12).

Théoréme (19.8.8) (Cohen). — Soient A un anneau local noethérien complet, k son corps
résiduel.
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(1) 1l existe un anneau de Cohen W tel que A soit isomorphe & un anneau quotient d’un anneau
de séries formelles W[[T,, ..., T, 1] (et en particulier A est isomorphe a un quotient d’un anneau
local régulier complet (17.3.8)). Si A contient un corps, il est isomorphe & un anneau quotient
de K[[Ty, ..., T,1]

(i) Supposons en outre A intégre. Alors il existe un sous-anneau B de A, tel que : 1° B est
isomorphe @ un anneau de séries formelles sur un anneau C qui est un corps ou un anneau de Cohen
(ce qui entraine que B est un anneau local régulier et complet (17.3.8)); 2° B a méme corps résiduel
que A et Pinjection B—A est un homomorphisme local; 3° A est une B-algébre finie.

Soit m I'idéal maximal de A. Il existe un anneau de Cohen W dont le corps résiduel
est isomorphe a £ (19.8.6, (ii)); on a donc un homomorphisme local W-—A/m, qui
par suite se factorise en W—u—>A—>A/m, ot z est un homomorphisme local (19.8.6, (i)).
Pour toute famille finie (;);<;<, d’éléments de m, il existe alors un homomorphisme
local v: WI[[T}, ..., T,]]>A prolongeantuet tel que »(T;)=x; pour tout i (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 4, n° 5, prop. 6). Lorsque A contient un corps, il contient un
corps premier P, dont £ est une extension (nécessairement séparable), et par suite A
contient un corps isomorphe a £ (19.6.2); on peut alors remplacer W par £ dans la
définition précédente de v.

(i) Prenons d’abord pour les x; un systtme de générateurs de m. Comme W a
méme corps résiduel que A, et que les classes des x; dans ’anneau gradué gr,(A) engendrent
gr.(A) en tant que k-algebre, gr(v) : gr,(W[[Ty, ..., T,]]) — gr.(A) est surjectif; on en
déduit que v est lui-méme surjectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 2
du th. 1). Rappelons que le cas ot A contient un corps a déja été vu et ne figure ici
que pour mémoire (19.6.3).

(if) Si A contient un corps, il contient un corps £’ isomorphe a £ comme on I'a vu;
on considére alors un systtme de paramétres (J;);<j<m de A (16.3.6), on prend
B=k[[T{, ..., T,]] et on considére 'homomorphisme local w:B—A qui coincide
dans £ avec un isomorphisme k—£’ et qui est tel que w(T;)=y; pour 1<j<m. SiA ne
contient pas de corps, 'unique homomorphisme Z,;—>A (19.8.3) est nécessairement
injectif (sans quoi, comme A est intégre, son noyau serait I'idéal maximal de Z ; et son
image isomorphe a un corps) ; en outre, on a alors p>o0 par hypothése, Z ; étant un corps
si p=o0. L’élément p.1 de A (identifié a p) est non diviseur de zéro dans A, et est
contenu dans m, donc (16.3.4 et 16.3.7) il existe une famille (z;);<;<m—1 qui, avec p,
forme un systtme de paramétres de A. L’anneau de Cohen W considéré au début de
la démonstration est alors un anneau de valuation discréte de corps résiduel &, dans
lequel p engendre l'idéal maximal (19.8.5), et 'homomorphisme unique u:W-—>A
défini au début applique p sur lui-méme. On prend alors B=W[[T,, ..., T, _,]] et
on considére I’homomorphisme local w :B—A qui coincide avec u dans W et est tel
que w(T;,)=z pour 1<i<m—1. Dans les deux cas, si n est I'idéal maximal de B, il
est clair que nA est un idéal de définition de A; comme en outre B/n et A/m sont iso-
morphes, A est un B-module guasi-fini (0, 7.4.4), donc un A-module de type fini puisque B
est complet et A séparé pour les topologies n-préadiques (0;, 7.4.1). D’autre part,
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dans les deux cas, on a dim(B)=dim(A)=m; dans le premier cas, cela résulte de
(17.1.4, (iii)); dans le second, on voit directement que p et les T; (1<i<m—1) forment
une suite B-réguliére engendrant 1, ou on peut aussi utiliser le fait que ces éléments engen-
drent n et que 'on a dim(B)>dim(A) par (16.3.10). Comme A et B sont intégres,
on tire finalement de (16.3.10) que w est injectif, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (19.8.9). — Soit A un anneau local noethérien intégre complet contenant un
corps ky; soit k le corps résiduel de A, et supposons que k soit fini sur ky. Alors, dans la conclusion
de (19.8.8, (ii)), on peut remplacer 1° et 20 par la condition que B est de la forme ki[[T,, ..., T,]],
Uinjection canonique B—>A  étant un ky-homomorphisme local (pour la structure usuelle de
ko-algébre de B).

En effet, en reprenant la démonstration de (19.8.8, (ii)), on définit cette fois
w:k[[Ty, ..., T,]]|>A comme coincidant dans £, avec l'identité et appliquant T;
sur y; pour 1<j<n. L’hypothése que £ est de degré fini sur k, entraine encore que A
est un B-module quasi-fini, donc de type fini par (0;, 7.4.1), et on conclut comme
dans (19.8.8).

Corollaire (19.8.10). — Sott A un anneau local artinien dont I’idéal maximal m est de
carré nul ; il existe alors un anneau local noethérien régulier B, d’idéal maximal n, tel que
A soit isomorphe a Bl

Soient K le corps résiduel A/m de A, n le rang de m/m?’=m sur K.
Si A contient un corps, il résulte de (19.6.3) que A est isomorphe a B/b, ou
B=K[[T;, ..., T,]] et b est contenu dans le carré de I'idéal maximal n de B; mais
comme long(B/n?) =n+1=1long(A), on a nécessairement b=n

Supposons ensuite que A ne contienne pas de corps; cela entraine que K est de
caractéristique p>o0 et que p.1+0 dans A (19.6.3); donc p.1 est un élément de m,
et il'y a par suite n—1 autres éléments x; (2<i<n) de m formant avec p.1 une base
de m sur K. Soit W un anneau de Cohen dont le corps résiduel est isomorphe & K;
W est un anneau de valuation discréte dont p engendre ’idéal maximal; on a vu dans la
démonstration de (19.8.8) qu’il y a un homomorphisme #: W—>A appliquant p sur
lui-méme et qui par passage aux quotients donne [Iidentité sur K. On prend
B=WI[[T,, ..., T,]] et l’on considére I’homomorphisme local w :B—A qui coincide
avec u dans W et est tel que w(T;,)=x; pour 2<i<zn. Il est clair que w est surjectif et
que son noyau b est contenu dans le carré de I'idéal maximal n=pB+BT,+...+BT,
de B; comme long(B/n?)=n+1=Ilong(A), on a encore b=’

Proposition (19.8.11). — Sotent A un anneau local artinien, m son idéal maximal, k son
corps résiduel. Pour que A soit isomorphe & un anneau quotient d’un anneau de Cohen, il faut et il
suffit que m soit engendré par H.1, ol p est la caractéristique de k.

La condition est évidemment nécessaire (19.8.5). Pour voir qu’elle est suffi-
sante, on observe, comme au début de la démonstration de (19.8.8), qu’il existe un
anneau de Cohen W dont le corps résiduel est isomorphe & £ et un homomorphisme

. o 18 . 2 u
local u:W-—A. En outre, si 'on considére ’homomorphisme composé¢ Z,;—>W-—>A
(qui est nécessairement I'unique homomorphisme de Z ; dans A), on voit que 'image
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par u de I'élément p.1 de W est I’élément p.1 de A; comme I’élément p.1 de W
engendre l'idéal maximal de cet anneau, on déduit aussitét de I’hypothése que
gr(u) : gr,(W)—>gr,(A) est surjectif, et par suite il en est de méme de u (Bourbaki, Alg.
comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 2 du th. 1).

19.9. Algébres relativement formellement lisses.

Défimition (19.9.x). — Sotent A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. On dit que B est une A-algébre formellement lisse relativement
a A si, pour toute A-algébre topologique discréte C, et tout idéal nilpotent § de C, tout
A-homomorphisme continu  uy: B—~C|S qui se factorise en B-> C—>C/J, o u est un
A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B—U>C—>C/3, ot v est un A-homomorphisme
continu.

I1 résulte de cette définition que si B est une A-algébre jformellement lisse, alors B
est aussi formellement lisse relativement & A, pour toute structure de A-algébre topologique
définie sur A (autrement dit, tout homomorphisme continu d’anneaux A-—A).

Proposition (19.9.2). — Soient A un anneau topologique, A une A-algébre topologique.

(1) A est une A-algeébre formellement lisse relativement & A.

(ii) 8% B est une A-algébre formellement lisse relativement a A et C une B-algebre formellement
lisse relativement @ A, alors C est une A-algébre formellement lisse relativement @ A.

(ii1) Sozent B une A-algébre formellement lisse relativement @ A, A’ une A-algébre topologique,
alors la A’-algébre topologique B®, A’ est formellement lisse relativement a A.

(iv) Soient B une A-algébre topologique, S (resp. T) une partie multiplicative de A (resp. B)
telle que I'image canonique de S dans B soit contenue dans T. St B est une A-algebre formellement
lisse relativement & A, alors T ~'B est une S—'A-algébre formellement lisse relativement & A.

(v) Soient B, (1<i<n) des A-algébres topologiques. Pour que 1B, soit une A-algibre
i=1

Sformellement lisse relativement & A, il faut et il suffit que chacune des B, le soit.

L’assertion (i) est triviale, et la démonstration des autres est étroitement calquée
sur les démonstrations de (19.3.5); elle est donc laissée au lecteur.

Corollaire (19.9.3). — Sotent A un anneau topologique, A’ et B deux A-algébres topo-
logiques. Alors la A-algébre topologique B'=B®, A’ est une B-algébre formellement lisse relativement
a A.

Cela résulte de (19.9.2, (i) et (iii)).

Proposition (19.9.4). — Sotent A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse relativement a A.

b) B est une A-algébre formellement lisse relativement a A.

c) B est une A-algebre formellement lisse relativement & A.

d) B est une A-algébre formellement lisse relativement & A.

On laisse encore au lecteur la démonstration, calquée sur celle de (19.3.6).
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(x9.9.5) De méme, I’énoncé (19.3.8) est encore valable (avec la méme démons-
tration) quand on y remplace « formellement lisse » par « formellement lisse relativement
a A». Sidans’énoncé de (19.3.10) on remplace « formellement lisse » par « formellement
lisse relativement a A » la conclusion est remplacée par la suivante (la démonstration
restant essentiellement inchangée) : fout A-homomorphisme continu uy:B—~C|J qui se
JSactorise en B5C—C |3, ot uestun A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B—LC—»C/ 3,
ot v est un A-homomorphisme continu.

(x9.9.6) Les criteres de lissité formelle (19.4.1) et (19.4.2) sont valables
lorsqu’on y remplace « formellement lisse » par « formellement lisse relativement & A »,
les démonstrations restant pratiquement inchangées.

Proposition (19.9.7). — Soient A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. Supposons que pour toute A-algébre discréte C et tout idéal § de C
tel que P=o0, tout A-homomorphisme continu uy : B—C|3 qui se factorise en B->C—>C/S,
ot u est un A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B—”>C——>C/ 3, ou v est un
A-homomorphisme continu. Alors B est une A-algébre formellement lisse relativement & A.

La démonstration de (19.4.3) se transcrit aussitot.

Proposition (19.9.8). — Soient A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. Pour que B soit une A-algébre formellement lisse relativement a A,
il faut et il suffit que pour tout B-module topologique discret L, annulé par un idéal ouvert de B,
on ait (cf. 18.4.2) Exalcotop,, (B, L)=o.

Avec les notations de la démonstration de (19.4.4), il suffit de noter ici que ’on
peut supposer que P'extension E, de B, est A-triviale; le reste de la démonstration est
alors inchangé.

Lorsque A, A et B sont des anneaux discrets, le critére (19.9.8) se réduit a

(19.9.8.1) Exalcomy, (B, L) =0 pour tout B-module L;

autrement dit, foute A-extension commutative de B par un B-module, qui est A-triviale, est
aussi A-triviale.

19 . 10. Algébres formellement non ramifiées et algébres formellement étales.

(19.10.1) Nous aurons aussi a utiliser deux notions voisines de la notion d’algebre
formellement lisse.

Définition (19.10.2). — Soient A un anneau topologique, B une A-algeébre topologique.
On dit que B est une A-algébre formellement non ramifiée si, pour tout A-homomorphisme
p:E—~>C de A-algébres discrétes, dont le noyau est nilpotent, et tout A-homomorphisme continu
u:B—>C, il existe au plus un A-homomorphisme continu v :B—E tel que u se factorise en
BS>E2C. Ondit que B est une A-algébre formellement étale si elle est formellement lisse et formel-
lement non ramifide, autrement dit, si, pour tout A-homomorphisme surjectif p : E—~C de A-algébres
discrétes, dont le noyau est nilpotent, et pour tout A-homomorphisme continu u : B—GC, il existe

un et un seul A-homomorphisme continu v : B—>E tel que u se factorise en B>EXLC.
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Exemples (19.10.3). — Nous nous bornerons aux anneaux discrets.

(i) Si ’homomorphisme structural p:A—B est surjectif, B est une A-algébre
Sformellement non ramifiée, car avec les notations de (19.10.2), ’homomorphisme composé
ASBSE doit étre I’homomorphisme structural, donc v est unique (s’il existe). Par
contre, B n’est formellement lisse que si p est bijectif.

(ii) Soient A un anneau, S une pz;rtie multiplicative de A; alors B=S"'A est
une A-algébre formellement étale. En effet, soient j : A—~B I’homomorphisme canonique,
¢ : A—>E un homomorphisme d’anneaux, J un idéal nilpotent de E, p: E->C=E/J
I’homomorphisme canonique. Si u: B—C est un A-homomorphisme, u(s/1) est inver-
sible dans C pour seS puisque s/1 est inversible dans B; mais u(s/1)=p(p(s)), et
comme J est nilpotent, le fait que I'image de p(s) dans E/J soit inversible entraine
que p(s) lui-méme est inversible dans E (0;, 7.1.12); on en conclut que p se factorise
d’une seule maniére en A->B->E, et 'on a évidemment uoj={(pov)oj, d’ot u=pou,
ce qui prouve notre assertion.

(i11) Une extension finie séparable £’ d’un corps £ est une k-algébre formellement
lisse (19.6.1); nous verrons plus loin que pour qu’une extension de type fini K d’un corps &
soit une k-algébre formellement étale, il faut et il suffit qu’elle soit formellement non
ramifiée, et cela équivaut aussi au fait que K est une extension finie et séparable
de k£ (21.7.4).

(iv) Une algebre de polynémes A[X,],c; sur un anneau A est formellement lisse
sur A (19.3.3) mais non formellement étale si 1 n’est pas vide, comme il résulte aussit6t
des définitions.

Remarque (19.10.4). — Le méme raisonnement que dans (19.4.3) montre que
pour vérifier qu'une A-algébre topologique B est formellement non ramifiée, on peut,
dans la définition (19.10.2), se borner au cas ot le noyau de p : E—G est de carré nul;
on peut en outre se borner au cas ot #(B)Cp(E) (sans quoi il n’y a aucun v factorisant u)
et en remplagant C par u(B) et E par p~'(u(B)), supposer u et p surjectifs.

§ 20. DERIVATIONS ET DIFFERENTIELLES

Les notions introduites dans ce paragraphe seront reprises sous forme géométrique
au chapitre IV, § 16, et joueront un réle important dans I’étude des préschémas. Leur
importance dans ce chapitre tient d’abord a leurs relations avec la notion d’algebre
formellement lisse, et notamment aux théorémes (20.4.9), (20.5.7) et (20.5.12), qui
seront traduits en langage géométrique dans le paragraphe du chapitre IV consacré
aux morphismes lisses, et sont d’un usage constant dans les applications. D’autre part,
les notions différentielles serviront & démontrer au § 22 d’importants critéres de régularité
qui joueront un réle essentiel dans I’étude approfondie des anneaux locaux noethériens
faite au § 7 du chapitre IV.
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20 . 1. Dérivations et extensions d’algébres.

Proposition (20.x.1). — Soient A un anneau (non nécessairement commutatif),
B, E, G des A-anneaux, p : E—C un A-homomorphisme dont le noyau R est de carré nul, u : B—C
un A-homomorphisme. Supposons qu’il existe un A-homomorphisme vy : B—~E tel que u se factorise
en BZESC. Alors Pensemble des A-homomorphismes v : B—>E tels que u=pov est identique
a Pensemble des applications vy—+D, ot D : B—>Q est une application vérifiant les deux conditions
sutvantes : .

(i) D est un homomorphisme de A-bimodules.

(i1) Quels que soient f, g dans B, on a

(20.1.1.1) D(fg)=£.D(g) +D(f).&.

Dire que p(v(f))=p(v(f)) pour feB signifie que D(f)=0v(f)—uv,(f) appartient
a Q; si Pon écrit que o( fg)=u(f)v(g), on obtient la relation (20.1.1.1), 8 étant de carré

nul, et la condition (i) résulte de ce que v et y, sont des A-homomorphismes.
Si p:A—B est ’homomorphisme structural, on tire de (20.1.1.1) que l'on a

D(p(a)f)=rp(a)D(f) +D(p(a))f pourtout acA; maison doitavoir D(p(a)f)=p(a)D(f)
d’apreés (i), donc, en faisant f=1, il vient

D(e(a))=o0 pour a€cA;

réciproquement, si D est nulle dans p(A) et vérifie (20.1.1.1), elle vérifie aussi (i).

Définition (20.x.2). — Etant donnés un A-anneau B et un B-bimodule L, on appelle
A-dérivation de B dans L une application D : B—L vérifiant les conditions (1) et (ii) de (20.1.1).

I1 résulte de (20.1.1.1) que le noyau d’une A-dérivation D :B—L est un sous-
A-anneau de B.

On appelle parfois dérivation de B dans L une Z-dérivation, c’est-a-dire une appli-
cation additive de B dans L vérifiant (20.1.1.1); on a donc D(1)=o0 pour une telle
application. Si B est une algebre sur un corps premier P, toute Z-dérivation de B est une
P-dérivation : c’est évident d’apreés ce qui précéde si P est de caractéristique >o, et dans
'=1 pour neZ donne

nD(n~')=o0

le cas contraire, la relation n.n~

donc D(n~!')=o0 puisque P est de caractéristique o.

Il résulte aussitot de la définition (20.1.2) que si D, D’ sont deux A-dérivations
de B dans L, il en est de méme de D—D’. Autrement dit, I’ensemble des A-dérivations
de B dans L est muni d’une structure de groupe additif; on note ce groupe Dér,(B, L).
Si A est commutatif, B une A-algibre commutative, et L un B-module, alors, pour toute
A-dérivation D de B dans L et tout aeA, aD est encore une A-dérivation de B dans L,
autrement dit Dér,(B, L) est alors muni d’une structure de A-module.
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La prop. (20.1.1) s’interpréte de la fagon suivante :

Corollaire (20.1.3). — Etant donnés deux A-homomorphismes de A-anneaux p : E—C,
u:B—>C dont le premier a un noyau & de carré nul, ’ensemble des A-homomorphismes v : B—E
tels que u=pov est vide ou est un espace homogéne principal pour le groupe Dér,(B, ).

En particulier :

Corollaire (20.1.4). — Soient A un anneau, C un A-anneau, L un C-bimodule, E une
A-extension de G par L, p:E—~C [Paugmentation. Lapplication qui, a toute dérivation
DeDér, (G, L), associe Uapplication x~>x-+D(p(x)) est un isomorphisme du groupe Dér, (C, L)
sur le groupe des A-équivalences de E sur elle-méme.

Appliquons (20.1.1) pour B=E, y=15 : I’ensemble des A-homomorphismes
v:E—E tels que pov=p est identique & I’ensemble des applications v=1;+D’, ou
D’eDér,(E, L). Dire qu’'un tel A-homomorphisme » est une A-équivalence équivaut
a dire que v se réduit a I’injection canonique dans L, ou encore que D’(x¥)=o0 dans L;
mais cela signifie aussi que D’ se factorise en E—I—)>C£>L, ou D est une A-dérivation.
D’ou le corollaire.

Pour les extensions triviales, (20.1.3) donne :

Corollaire (20.1.5). — Sotent A un anneau, B, C deux A-anneaux, L un C-bimodule,
u:B—>C un A-homomorphisme; I'application qui, d toute dérivation DeDér,(B, L), associe
Papplication o : x~> (u(x), D(x)) est une bijection sur Uensemble des A-homomorphismes

v:B—>Dy(L) (cf. 18.2.3) tels que u se factorise en B—v>DC(L) —-C.

Plus particuliérement :

Corollaire (20.1.6). — Soient A un anneau, B un A-anneau, L un B-bimodule. Si, a
toute dérivation DeDér,(B, L), on associe : 1° la A-équivalence (x,y)~>(x,y+D(x)) de
Pextension Dg(L) sur elle-méme; 2° le A-homomorphisme x-~>(x, D(x)) de B dans Dg(L),
inverse a droite de I’homomorphisme d’augmentation Dg(L)—B, on définit des correspondances
biunivoques canoniques entre :

(1) Pensemble Dér,(B, L);

(ii) Pensemble des A-équivalences de Dg(L) sur elle-méme;

(iii) Pensemble des A-homomorphismes inverses a droite de Ihomomorphisme d’augmenta-
tion Dg(L)—B.

On notera que la correspondance biunivoque ainsi établie entre (i) et (ii) respecte
les structures de groupe, et que celle qu’on en déduit entre (ii) et (iii) n’est autre que la
correspondance biunivoque déja définie dans (18.3.8).

Corollaire (20.1.7). — Soient A un anneau, C un A-anneau, L un A-bimodule, E une
A-extension triviale de C par L, p : E->C Paugmentation. L’ensemble des A-dérivations D de E
dans L telles que D(x)=x dans L est identique @ I’ensemble des applications x~>x—uw(p(x)),
ot w parcourt Pensemble des A-homomorphismes inverses a droite de p.

I1 suffit encore d’appliquer (20.1.1) pour B=E, yy,=15; si v=1;—D, la condition
D(x)=x pour xeL équivaut a »(x) =o0 pour xeL, c’est-a-dire & v=wop, oit w: C—E
est un A-homomorphisme; en outre la condition pov=p équivauta pow=1,, autrement
dit au fait que w est inverse a droite de p.
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20 . 2. Propriétés fonctorielles des dérivations.

(20.2.1) Soient A un anneau, B un A-anneau, L. un B-bimodule; si L’ est un
second B-bimodule et w : L—-L’ un homomorphisme de B-bimodules, il est clair que
Papplication Dv>woD est un homomorphisme de groupes additifs

(20.2.1.1) w, : Dér, (B, L) —Dér, (B, L)

etquesi @’ : L’—L" estunsecond homomorphisme de B-bimodules, ona (w’ow),= w;ow,.
Lorsque A est commutatif, B une A-algeébre commutative et L un B-module, (20.2.1.1)
est un homomorphisme de A-modules.

En second lieu, soient B’ un A-anneau, » : B'>B un A-homomorphisme qui fait
de L un B'-bimodule; alors Papplication D~>Dov est un homomorphisme de groupes
additifs,

(20.2.1.2) ° : Dér, (B, L)—Dér,(B’, L)

comme il résulte de (20.1.1.1); si 2’ : B”"—B’ est un second A-homomorphisme, on
a (vov')’=v"01". Lorsque A, B et B’ sont commutatifs et L, un B-module, (20.2.1.2)
est un homomorphisme de A-modules.

Enfin, soit % : A’—>A un homomorphisme d’anneaux faisant de B un A’-anneau;
toute A-dérivation DeDér, (B, L) est aussi une A’-dérivation, d’ou une injection cano-
nique de groupes commutatifs

(20.2.1.3) «° : Dér, (B, L) —>Dér,.(B, L)

et si u':A”—>A’ est un second homomorphisme d’anneaux, on a (uwou’)’=u""0u’;
lorsque A, A’ et B sont commutatifs et L un B-module (20.2.1.3) est un di-
homomorphisme de modules (relatif a u).
On peut encore dire que
(A, B, L) ~> Dér,(B, L)

est un Soncteur covariant de la catégorie K définie dans (18.3.5) dans la catégorie Ab
des groupes commutatifs, en faisant correspondre, a tout triplet (u, », w) constituant un
morphisme de K ’homomorphisme w,o2°0u’; la vérification de la fonctorialité résulte
de la commutativité des diagrammes

Dér,(B,L) —» Dér,(B’, L) Dér,(B,L) —Y> Dér,.(B, L)
|
v ¥

Dér,(B, ') —> Déry(B’, L) Dér,(B, L) —> Dér, (B, L)

pour tout homomorphisme w :L—L’ de B-bimodules.
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Théoréme (20.2.2). — Sotent u: A—>B,v:B—>C deux homomorphismes d’anneaux,
L un C-bimodule. On a une suite exacte canonique de groupes commutatifs

(z0.2.2.1)  0->Déry(C, L) 5 Dér,(C, L) 5 Dér, (B, L) >
% Exang(C, L)% Exan, (C, L) > Exan, (B, L)

o u®, o° sont les homomorphismes (20.2.1.3) et (20.2.1.2) respectivement, u', v' les homo-
morphismes définis dans (18.9.4.1) et (18.3.3.1) respectivement, et o 0 est défini comme suit :
pour toute A-dérivation D de B dans L, 9(D) est la classe de la B-extension de C par L définie
sur Panneau Do(L) par le A-homomorphisme o : x—~>(v(x), D(x)) (cf. (20.1.5)). En outre,
la suite exacte (20.2.2.1) est fonctorielle en L (pour les homomorphismes définis dans (20.2.1.1)
et (18.3.1.1) respectivement).

Comme D est une A-dérivation (et a fortiori une Z-dérivation) de B dans L,
le A-homomorphisme « :x~>(v(x), D(x)) définit bien sur Dy (L) une structure de
B-extension, donc 9(D) est bien définie (20.1.5). Il faut vérifier I’exactitude en 5 endroits :

1) L’exactitude en Dérg(C, L) est triviale (cf. (20.2.1)).

2) Par définition (20.2.1) le noyau de ° est ’ensemble des A-dérivations de C
dans L qui s’annulent dans »(B), c’est-a-dire celles des A-dérivations qui sont aussi
des B-dérivations (20.1.1); d’ou Dlexactitude en Dér,(C, L).

3) Le noyau de @ est formé des dérivations DeDér, (B, L) pour lesquelles la
B-extension définie par o :x~>(v(x), D(x)) est B-triviale; cela signifie (18.2.3) qu’il
existe un B-homomorphisme z~>(z, w(z)) de C dans Dg(L) (la structure de B-anneau
de Dy (L) étant définie par «); mais un tel homomorphisme, étant a fortiori un
A-homomorphisme, est de la forme z~>(z, D'(z)) ou D’eDér,(C,L) (20.1.6); et en
écrivant que c’est un B-homomorphisme, il vient

D(x)z+2(*)D’(2) = D"(v(x)2) = v(*)D’(2) +D’(v(x))2

pour xeB, 2eC, ce qui donne D’(»(x)) =D(x); le noyau de @ est donc I'image de 2°.

4) Le noyau de u' est ’ensemble des classes de B-extensions de C par L qui sont
A-triviales (18.3.%), donc (a équivalence preés) de la forme Dg(L), ou la structure
de A-anneau est définie par I’homomorphisme ¢->(u(¢), 0). Or, toute structure de
B-extension sur Dg(L) est définie par un homomorphisme « : x~>(v(x), D(x)), ou D est
une Z-dérivation de B dans L (20.1.5); dire que la structure de A-anneau de cette
B-extension est déduite de sa structure de B-anneau au moyen de u:A—B signifie
que D(u(¢))=o0 pour teA, donc que D est une A-dérivation ou encore que la classe de
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