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Séninaire BOURBAKI
(Mai 1957)
THéOREMES DE DUALITE POUR LES FAISCEAUX ALGéBRIQUES COHE’RENTS

par Alexandre GROTHENDIECK

Les résultats qui suivent, inspirés par le "théoréme de dualité algébrique" de
Serre, ont été trouvés en hiver 1955 et hiver 1956, Ils s'établissent trés simplement
4 1'aide de résultats assez élémentaires sur la echomologie des espaces projectifs
[3 J, ot 1'utilisation intensive de l'algébre homologique de Cartan-Eilenberg, sous

la forme [R].

1. Les Ext de faisceaux de modules ([2], chap. 3 et 4).

Soit X un espace topologique muni d'un faisceau 0 d'anneaux avec unité
(non nécessairement commutatifs). On considére la catégorie abélienne G2 des
feisceaux de O-modules, appelés augsi O-Modules. On salt que tout objet de cette
catégorie admet une résolution injective, ce qui permet d'y définir les foncteurs
Ext aysnt les propriétés formelles bien connues. Do fagon précise, pour éviter
des confusions, nous désignons par Homo(x 3 4, B) ou simplement Hom(X ; A , B)
le groupe abélien des O-homomorphismes de A dans B , tandis que E.?EO(A 4 B)
désignera le faisceau des germes d'homomorphismes de A dams B (A BeCs) .
On définit pour A& € G— fixé des foncteurs hy et h, a valeurs respectivement
dans la catégorie C des groupes abéliens et la catégorie QC° des faisceaux
abéliens sur X , par les formules $

(1.1) h, (B) = Homy(X ; 4 , B) b, (B) = Hom (A B)

Les foncteurs h; et b, sont des foncteurs covariants exacts a gauche, dont
on considére les foncteurs dérivés droits, notés respectivement Extg(x ;s 4, B)

st Ext0(A , B) . On a donc par définition

ExtE(X 3 A, B) = (rP hA)(B) = Hp(Homg(X 34, C(B))

(1.2)
Bxtg® , B) = (R p,)(8) = HP (Homy (A , 0(B))

ou lc symbole RP désigne lo passage aux foncteurs deereS droits, et ou C(B)
désigne une résolution injective arbitraire de B dans C— Désignons par

L] OZ — C 1¢ foncteur "sections". Rappelons que ses foncteurs dérivés droits
sont notés par B — HP(X s B) 3
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A. GROTHENDIECK

(13) B , B) = (R° v )(B) = H(r~(c(B)))

On a évidemment hy =1 -}iA ; d'autre part on vérifie que h) transforme objets injec-
tifs en objets acycliques pour I « On en conclut de fagon bien connue

PROPOSITIOIC\)I 1, = I1 existe pour tout O-Module A wun foncteur spectral cohomolo-
gique sur ‘C— , aboutissant au foncteur gradud (Ext;(x s A, B)), et dont le
terme initial est -

(1.4) EE’Q(A » B) = Hp(x ’ P__xb_g(A s B))

On en déduit des “edge-homomorphismg" et une suite exacte 3 cing termes que nous
n'écrirons pase

COROLLAIRE 1, -~ S1 A est localement isomorphe & gn s alors on a des isomorphis-

mes canoniguos
(1.5) ExtD(X 5 4, B) &< H(X , Hon(A , B))

(donnés par des edge-homomorphisms de la suite spectrale). En particulier on a un

isomorphisme canonique

(1.6) Extg(x 3 0, B) =H(X, B)

Pour utiliser ces résultats, i1l faut savoir expliciter les Ex‘tpo(A » B) « Ce sont

des foncteurs qui se calculent localement, i.e. si U est un ouvert d¢e X, ona

g_x_r:g(A , B) [u =E_xt_glu (A |lu, B V)

comme il résulte du fait que la restriction 2 U d'un O-Module injectif est un
(_(_)_lU)-Module injectifs De plus, on a des homomorphismes fonctoriels, pour xé& X
fixé

(1.7) Hom_o(A , B)x -)Homgx A » Bx)

qui se prolongent de fagon unique en un homomorphisme de foncteurs cohomologiques
en B

(1.8) Extic (4, B), —>Ext} (4 , B,)

=

PROPOSITION 2, = Si A est, dans un voisinage de x , isomorphe au conoyau d'un
homomorphisme Qm - Qn s alors (1 «7) est un isomorphisme pour tout p . Il en
est ainsi en particulier si A est un O-Module cohérent [3 )
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THEOREMES DE DUALITE

PROPOSITION 3. - Soit L, = (L;) une résolution gauche du O-Module A par
des O-Modules dont chacun est isomorphe localement & un _Qn . Alors E__x_to(A , B)
s'identifie a H*(Homo(L* » B)) , et ExtO(X ; A, B) s'identifie & 1'hypercoho~

mologie de X par rapport au complexe Homo(L . ? B) .

La démonstration est standard, on considére le bicomplexe Hbmo(L* , C(B)) ot C(B)

est une résolution injective de B , et les homomorphismes naturels de
Hom,(L, , B) et de Homy (4 , C(B)) dans ce dernier.

Pour finir, indiquons que les deux foncteurs Ext introduits dans (1.2) sont
non seulement des foncteurs cohomologiques en B , mais des bifoncteurs cohomologi-

ques, covariants en B et contrevariants en A .

2. Loi de compogition dans les Ext .

Les résultats de ce numéro sont dus indépendamment a CARTIER et & YONEDA ; voir
un exposé de CARTIER [ 1] pour des détails. Soit C une catégorie abélienne. Soient
K et L doux objets graduds dans C . On désigne par Hom(K, L) le groupe abélien
gradué dont la composante de degré n est formé des homomarphismes homogénes de

degré n de K dans L (i.e. des systémes (ui) d'homomerphismes Ki.._)Lim)

Si K et L sont des complexes (3 opérateurs différentiels de degré +1 pour fixer
les idées), on introduit dans Hom(K, I) 1'opérateur différentiel donné par

(2.1) S) =du + (=1)2" wd, ot n = deglu)

s

qui en fait un complexe & opérateur différentiel de degré + 1 . Les cycles de
degré n sont les opérateurs de degré n qui anticommutent & u (en tant
qu'opérateurs homogénes). On peut alors considérer H*(Hom(K , L)), clest un
invariant des types d'homotopie de K et de L , qu'on pourra noter H*(K ’ L) .
Si on a un troisiéme complexe M , alors la composition des homomorphismes définit
un accouplement Hom(K , L) x Hom(L , M) =>Hom(K , M) compatible avec les
opérateurs différentiels, d'ol par passage & la cohomologie des accouplements

(2.2) Bk , L) x BY(L, M) > H¥(K , M)

notés (u, v) = vu . Ces accouplements satisfont une propriété évidente d'associa-
tivité. Ep particulier, H*(K » K) est un anneau gradué associatif avec unité,

ot H*(K s L) (resp. H*(L s X)) est un module gradué & droite (resp. & gauche)
sur cet anneau, etc..En dimension 0 , (2.2) se réduit 3 la composition des
homomorphismes permis de complexes. Enfin, une suite exacte de complexes
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A. GROTHENDIECK

O ~d Kt =»K => Kt -0 » telle que K'i s'identifie & un facteur dircct de

Ki pour tout 1 , donne naissance & une sulte exacte pour les complexes de

groupes Hom(K" , L) , etcs, d'ol un opératour cobord Hi(K' » L) -4;Hi+1(K" , L)
On définit de m8me les opérateurs cobord relatifs A une sulte exacte en L o

Les accouplements (2+2) sont compatibles, au sens usuel, avec ces opérateurs
cobord.

Supposons maintenant que € soit une catégorie telle que tout élément A de
C admette une résolution injective C(A) o On constate alors, utilisant une des
nombreuses variantes du théoréme du bicomplexs, que

H*(C(a) , ¢(B)) = H*(Hom(C(A) , C(B)))
est canoniquement isomorphe &
H* (Hom(4, C(B))) = Ext*(& , B) .
Les opérateurs cobord envisagés plus haut donnent les homomorphismes cobord des

Ext . De plus, les accouplements (2.,2) donnent ici des accouplements associatifs,

compatibles avec les homomorphismes cobord t

(23) Ext*(a , B) x Ext*(B , C) = Ext*(4 , C)

En particulier, Ext*(A y A) est un anneau gradué associatif avec unité, etc.
(On montre de fagon analogue que les foncteurs ExE opérent dans les foncteurs
dérivés d'un foncteur quelconque ; nous ne mous servirons pas ici de ce fait).

Dans ls cas ou la catégorie envisagée est la catégoris 09 des 0O-Modules
sur X1, on obtient donc des accouplements

(2.4) Ext(X 5 A, B) x Ext3(X ; B, C) =ExtD*3(x 5 4, 0)

qui peuvent s'expliciter comme il a été dit. D'ailleurs, les mémes développements,
mals ol on remplace la catégorie des groupes abéliens par la catégorie des
falsceaux abélicns sur X , et les foncteurs Hom par les foncteurs Hom définis-
sent aussi des accouplements, ayant les m@mes propriétés formelles, et de

"nature locale" cette fois—cli @

(25) Extb(A , B)xExtd(B , ¢) = Extb'i(a , ©)

Ces derniers se précisent si on remarque que les homomorphismes (1.8) sont
compatibles avec les accouplements entre les Ext .
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THEOREMES DE DUALITE

Rappelons enfin qu'on a aussi une structure multiplicative entre foncteurs
HP (x, A) (cup-produit)e On constate alors que les suites spectrales de la
proposition 1 sont compatibles avec les structures multiplicatives, de fagon plus
précise, on a un accouplement do la suite spectrale E(A , B) et de la suite
spectrale E(B , C) vers la suite spectrale E(A , C) , qui, pour l'aboutissement
se réduit a l'accouplement entre les Ext globaux, et pour le termme initial
3 1'accouplehent déduit, dans le deuxitme membre de (1.4), du cup-produit et des
accouplements des Ext locaux. Il en résulte en particulier que les "edge-homomor-

phisms"
(2.6) ExtE(X 3 A, B)=H(X; g:_x_ta(A , B))
(247) H(x , Homy(4 , B)) =>Ext)(X ; 4 , B)

sont compatibles avec les structures multiplicatives. S1 on se borne donc aux
faisceaux localement isomorphes & un Q_m , cela explicite complétement la composi-
tion entre Ext globaux & l'aide du cup-produit, compte tenu de 1'isomorphisme

(1.5).

3. Résultats de cohomologie localee

Soit A un anneau commutatif avec unité muni d'un idéal J . Nous allons définir,
pour un A-module M wvarisble, des homomerphiemes fonotoriels

ExtR(8/7 4 M) — Homy (R 3/ , M ©4/3)
(3.1)
Tor;(A/J , M) (R 3/7°) @Homy (/3 , M)

ou les produits tensoriels et extérieurs sont pris sur l'anneau A ; noter d'ailleurs
que J/J:a est en fait un A/J-module, et que ses puissances extérieures en tant

que A-module eu en tant que A/J-module sont les m8mes. La définition des homomor~
phismes (3.1) revient & la définition, pour tout systéme x = (x1 s see xp)

de points de J d'homomorphismes Yy ¢

R Exty (A/T , M) =>M®A/J
(342) B
P ? Hom, (A/T , M) -—).Torﬁ(A/J s M)

de telle fagon que les conditions suivantes soient satisfaites
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A. GROTHENDIECK

dépend de fagon A-multilindaire alternée du systéme des X € J

\fxl,..',xp

ii. est dans J2 .

est nul quand un des x

\Pxi’ooo’xp i

En fait, 4. résulte de 1., puisque a P = 0 pour a &¢J , comme on voit en
remarquant que tous les modules dans (3.2) sont annulés par J .
Pour définir \fx s considérons le complexe K dont le A-module sous-jacent

est AAP , ot dont 1'opérateur différentiel est le produit intérieur i, par x

considéré comme forme lindaire sur AP de composantes X g seey xp . L'opéra-
teur différentiel est de degré =1 , les degrés sont positifs, et la cohomologie
de ce complexe en dimension O est A/(xlA + ose + X A) o Comme les xg sont

dans J , on en déduit une augmentation Kx o ~> A/ o Ainsi Kx apparaft comme
L =z

un complexe libre augmenté, 3 module d'augmentation A/J . On en déduit, de
fagon connue, des homomorphismes

Ext:(HO(KE) , M) = H*(HomA(KEE y M) ot Torﬁ(Ho(Kzg) , M) &~ H*(Kgg@ M)

d'ol, en composant avec los homomorphismes sur les Ext et les Tor déduits de
1'homomorphisme d'augmentation Ho(Kx) —>A/J , des homomorphismes

¢ Exty(A/3 , M) = H'(Hom, (K_, M)
(3.3) = A =
Wy 8 Tor*(A/J y M) &~ H,l_(Kx ® M)

Or on constate aussit8t qu'en dimension maxima p , la cohomologie des seconds
membres est M/ (x1 M+ 400 +x M) (resp. ost l'ensemble des éléments de M
annulés par chacun des x;). Comme les x, sont dans J , on en déduit des
homomorphismes

HP (Hom, (K, M))=>M @A/

(344)
Ho (K, ® M) ¢~ Homy (/7 , M

Composant les homomorphismes (3.3) et (3.4), on obtient les homomorphismes (3.2)

que nous voulions définire La vérification de i. est fastidieuse, mais ne présente
pas de difficultés.
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THEOREMES DE DUALITE

PROPOSITION 4. - Soit A un anneau commutatif avec unité, soit (x.1 9 see y xp)

une suite d'éléments de A telle que pour 1<=i=<p, l'image de x, dans le
quotient de A par 1'idéal engendré par (x; , «ee , xi_l) ne soit pas diviseur de
0 . Soit J 1'idéal engendré par les X o Alors J/.12 est un (A/J)-module libre
ayant pour base les images canoniques des X le complexe Kx ost une résolution
libre de A/J , et pour tout A-module M , les homomorphismes (3.1) en dimension p
sont bijectifs. Il on est de méme des homomorphismes analogues définis pour des
degrés i quelcongues pourva qus J.M =0 .

(Ie point essentiel, dont tous les autres résultent, est l'acyclicité de Kx ’
qui est un fait bien connu sous les conditions indiquées). -

COROLLAIRE 1. - A et J ¢tant comme ci-dessus, supposons de plus que A soit
una algébre affine régulidre de dim n sur un corps parfait k , et que A/J soit
une algdbre affine régulidre. Désignons par o (A) , (L (A/J) les modules de
différentielles de Kshler. Alors on a un isomorphisme canonique compatible avec
la localisation,

(3.5) Exty (Q"P@/A) , o)) =4/

En offet, O P(A/J) est un (A/J)-module libre de rang 1, de méme q°(A)
est un A-module libre de rang n , donc le premier membre est égal &

Btb(/7 , 1) ® P/ @ o)
(od le symbole "'" désigne le (A/J-module dual). La produit tensoriel des deux

derniers facteurs s'identifie 3 R (J /7 ) , donc 1le tout s'identifie 2
ExtE(A/J , X (J/Jz)) » donc, en vertu de la proposition, &

HomA(})\ .]'/J;2 , 1;\ J/Jz) R

1.6e 3 A/ . En particulier, il y a dans Ex'l‘,}f(&]f1 “Pa/1)), L@R) un é1ément
privilégié, correspondant & 1'élément unité de A/J , appeld classe fondamentale
de 1'idéal J dans A . (Elle peut en fait se définir sous des conditions sensi-
blement plus larges). On peut mettre le corollaire 1 sous une forme plus géométrique

et plus globale ¢

COROLLAIRE 2. - Soient X une variété non singulidre sur un corps algébriquement
clos k, Y une sous-variété fermée non singulidre de X s> 9 1s faisceau des

anneaux locaux de X , Oy la faisceau des anneaux locaux de Y considéré comme

un faisceau quotient de Oy « Soient n la dimension de X 9 N~p celleds Y,
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A. GROTHENDIECK

Soit £l (resp. Q) le faisceau des germes de formes différentielles régulidres
sur X (resp. Y) . Alors on a des isomorphismes canoniques

(3.6) Bty (2, 8y) =0

ou encors
|y n - _Q_n-p
(3.6 bis) Extg O » 8y) = Ky
La formule (3.6 bis) peut servir de définition de &§~p pour Y variété

singuliére. De fagon précise :

PROPOSITION 5. - Soit Y wun_sous-ensemble algébrigue de dimension q =n - p

dens une variété algébrique non singuliére X de dimension n . Soient F un

faisceau algébrique cohérent sur X de support contenu dans Y , et L un

faisceau algébrique localement libre sur X . Alors les faisceaux Extg (r, L)

sont nuls pour 1 < p , tandis que pour i = p , on a un isomorphisme canonique

(3.7) Extpg F, L) = H_o_mgx(F , Bt (0p/7 , 1))

21‘_1. J désigpe un faisceau d'idéaux arbitraire sur X annmulant F et dont 1l'ensem—

ble des zéros soit Y « En particulier, si F est un faisceau algébrique cohérent

sur Y,ona

(347 bis) E:E_tg‘{(F , L) = Homoy(F , ExtP(0, , L)) .

oy

Enfin, F étant toujours un faisceau algébrique cohérent sur Y , les falsceaux

Ei(F) = Extp9+i(F ’ _D_.;E) pe dépendent pas de la fagon d'immerger l'sspace algébrique

Y dens une variété non singuliére X .

La question étant locals, on peut supposer X affine et L = EX « Cela raméne &
une question d'algébre commutative, et hi8me d'algébre Jocale : Si A est une
localité réguliére, M un A-module dont le support est de dimension <q =n -p
prouver gye Exti‘(M s A) =0 pour i<p, et Exti(M » A) = Hom, (M, Ext?(a/7 , 1)),
od J est un idéal quelconque de "dimension" =< q annulant M . Pour le premier
point, on proctéde par récurrence sur q : un dévissage immédiat raméne au cas ou
M est de la forme A/J , puis, en remplagant J par un idéal plus petit et
utilisant 1'hypothése de récurrence, et la suite exacte des Ext , au,cas ou J
est engendré par un "systéme de paramétres" comme dans 13 preoposition 4 et ol le
résultat est immédiat. Le résultat précédent implique que si J est un idéal
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fixé de "dimension" <q , alors le foncteur contravariant E(M) = ExtX(M , A) sur
la catégorie des A/J-modules est exact 3 gauche; de plus il transforme sommes direc-
tes en produits directs, d'oh résulte facilement que E(M) = HomA(M E(A)) « Enfin,
la dernidre assertion de la proposition 5 est plus subtile, et résulte d'une
caractérisation intrinseque des gl (F) a 1'aide d'un théoréme de dualité locale

qui ne peut &tre donné ici.

COROLLAIRE, - Désignons par _@g le fallsceau 9 (OY ’ .Q.x) o Alors on a un

isomorphisme fonctoriel pour les failsceaux algébriques cohérents F sur Y 3

(3.8) Eitgx(F ’ %n) = HomE (F ’ ‘-‘-‘2%)

4. Classe de cohomologie associée 3 une sous-variété.

Dans toute la suite, X désigne un ensemble algébrique de dimension n , défini
sur un corps k , que nous supposerons algébriquement clos pour simplifier. Sauf
au n°® 6, X est supposée non singuliére. On désigne par % le faisceau des
anneaux locaux sur X , par S.l-x UQ)}E le faisceau des germes de formes diffé=
rentielles sur X « S1 Y est une partie fermée de X , on identifie les faisceaux
algébriques cohérents sur Y 2a des faisceaux cohérents sur X nuls hors de Y ;

il en est en particulier ainsi de P-Y ot Q’Y

IEMME 1, - Solent F un faisceau algébrique cohérent sur X dont le support
est @e dimension «n - p, L un faisceau algébrique cohérent localement libre sur

X . Alors Exté((x 3 F, L) est muil pour 1<p, et on a un isomorphisme canoni-

.q_u_g
(4.1) Extp(X 3 F , L) = KX , Et(F , 1))

Si F est un falsceau algébrique cohérent sur une partiec fermée ¥ de X de

dimension <n - p , on a un isomorphisme canonique

(4.1 bis) gzgt_;’ E, L) —__go FRL @I, gy )
P4 ¢

oix e;;—p est le faisceau sur Y défini dans le corollaire & proposition 5,
(qui s'identifie & erl P 51 Y est non singuliére).

Le formule (4.1) est une conséquence immédiate de la suite spectrale de la
proposition 1, et de la proposition 5; en vertu de la formule (3.8) pn peut écrire
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Extpg (F,1) = Lo(Q))" @ Exty F, Q) =Le (@) e Hom (Fy wg) = Hom&(FoL'ogx,wY)

ot gq=n=p, dlot 1a formile (4.1 bis)s
Faisons en particulier F = OY sy L= Q)Iz s on trouve, compte tenu que

_g; ® (g_)lz)' = s_lx‘P s un isomorphisme canonique

(4:2) Bxtf (X5 0 5 @D = Homg (5 25, FP)

Supposons maintenant Y non singuliére pour simplifier, donc g\a;_p =P |

On & un homomorphisme naturel de -Q;é P dans —0—3 P d'ob une section canonique

Sy du faisceau Extp9 (_QY » -Q}I{’) s Que nous appellerons, si toutes les composantes

de Y sont de dimension n - p , section fondamentale du faisceau Ext? (QY ’ Q:}lz)
O

Cette section définit en vertu de (4.1) un élément de Extc_{_)"K (X500 ,25) ¢ 0r

1'honomorphisme naturel &( - -QY définit un homomorphisme

metf (65 O ,05) > Extf (5 &, OF) =#(¢, 2D

On obtient ainsi un élément de Hp(X , .Q_-}Ié) , noté PX(Y) et appelé classe de cohomo-
logie de Y dans X . Elle est donc déduite de la section s, de
E:tc‘t‘.p9 (QY ’ Q—E ) par le diagramme d'homomorphismes suivants s

Y

(43) HP(X ,QP) =Ext.§x(x 3 Oy .SQ)@Exbg((x 3 0y ,0R) (X, Exhp (0y»%))

Appelons cycle non singulier de dimension n - p un élément du groupe abélien

libre engendré par les sous-variétés rréductibles non singuliéres de dimension
n-p dans X . Alors la fonction Y =¥ P(Y) se prolonge en un homomorphisme
du groupe des cycles non singuliers de dimension n - p sur X , dans le groupe
Hp(x ,I_\;)%) .

Soient ZPP ot z'P7P ' des cycles non singuliers de dimension n - p et
n - p', on dit qu'ils se coupent transversalement, si toute composante de 2

coupe transversalement toute composante de 2' « Alors le cycle Ze2' est défini,
c'est un cycle non singulier de dimension n - p - p' .+ Ceci dit, on a le

178



THEOREMES DE DUALITE

’ \ o) - !
THEOREME 1, - §l z8P et z+0P sont des cycles non singuliers qui se

coupent transversalement, alors on a

(4.4) PX(Z.Z') = PX(Z).PX(Z')

oi le produit du deuxléme membre est le cup-produit

1 ) 1 +n!
B, af) <8 (x, f) =P x, a2 .
(On suppose que X est isomorphe & une partie localement fermée d'un espece projectif)

Cotte derniére hypothése nous sert uniquement pour pouvoir conclure qus tout
faisceau algébrique cohérent sur X est quotient d'un faisceau algébrique cohérent
localement libre (SERFE), donc admet une résolution gauche par des faisceaux
localement libres. Pour prouver le théoréme 1, on peut supposer que 2 et 3!
sont des sous-variétés irréductibles non singuliéres Y et Y' se coupant
transversalement. Soit L e ne résolution gauche de EY par des faisceaux
localement libres, alors en vertu de proposition 3, le diagramme d'homomorphismes

(4.3) s'identifie au diagramme
P () & @r) (om0, » 2D TPy (1, , Q)

ou [~ est le foncpeur "groupe des sections" sur la catégorie des faisceaux
abéliens sur X , et _Iip T désigne 1'hypercohomologie de dimension p dudit
foncteur, et I son p-iéme foncteur dérivé. On supposera pour simplifier que
LO = & et que l'augmentation Lo - OY est 1'homomorphisme naturel (ce qui est
loisible), alors x est déduit de 1'homomorphisme de complexes O =L (O étant
considéré comme un complexe réduit au degré 0), compte tenu que

1_1p r(K) = RPI™ (Ko) s1 K est un complexe de faisceaux réduit au degré O .
L'homomorphisme ,6 est un "edge~homomorphism" bien conmu. Considérons un diagramme
analogue, relatif a une résolution localement libre L! de gy, s ot considérons
le diagremme commutatif d'accouplements

Rpr(&f;)é—-—_l_fpr Hom (L* ,Qalz)) 2 (4P (Hom (L,t ,Q_]I?)))

(405) B' I (QF) = gp'r(ﬂom9 (g ,08))) 5 \‘(H"'(Homg (ty ,98'))
y b y

B (@B )4 g’ * (omy (1l ,5P") 3 TP (homy (1,1, QFP)
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Les accouplements des deux colonnes de droite sont déduits de 1l'accouplement
de complexes de faisceaux

chn9 (L, »-2F) Hom9 (L;,_.Q)}z') - Hom9 (L,eL, oo )

que l'on définit & 1'aide du produit exterieur S.}}Iz x-Q:}Iz'-é Q_X_P+p' « L'accouple=~
ment de la premidre colonne est le cup-produit (relatif au produit extérieur). Je
dis que la dernidre ligne de (4.5) s'identifie au diagramme d'isomorphismes analogue
3 (443), o Y est remplacé par Y NY' et p par p +p' « Pour ceci, il

suffit de montrer que L@ L' est une résolution (évidemment localement libre)

de -QY ny * Or on a en effet

HEI®L) =0 ®% = 4y
et

H(L@L') -= Tor,

(gy ’ .Qy4) =0
pour 1 >0, du fait que Y et Y' se coupant transwersalement. Le théoréme 1

résulte maintenant de la formule ¢
(4.6) Sy* Byr = Sy .y

(ob le produit du premier membre est celui de la dernidre colomne de (4.5)). Cette
formule (4.6), de noture purement localse, se vérifie sans difficultés en prenant
pour L, et L} les résolutions envisagées dans proposition 4. On démontre de mé-
me (par une démonstration plus facile) que Z =¥ PX(Z) est compatible avec le
prodult cartésien

(4.7) Py xi(Z x2') = Px(z)qppx,(z')

(formule valable si 2 resps 2' , est un cycle non singulier sur la variété non
singulitére X , resp. X',Z»Z' étant considéré comme un cycle non singulier
sur X x X'). De (4+4) et (4.7) on déduit que PX(Z) est aussl compatible avec
1ltopération "image inverse! par un morphisme de variétés non singulidres

f:@ X=Xt

(4.8) Pl (21)) = £X(py, (2))

formule valable si 2 est un cycle non singulier sur X' tel que f scit
"transversale" & Z , i.e. tel que le graphe de f soit transversal au cycls
X x2' dans X x Xt .
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COROLLAIRE 1. — Soient X , X' deux variétés non singulidres lovalement fermdes

dans un espace projectif, supposons X' compléte. Soient U un cycle non
singulier sur X x X' , a et b deux points de X' tels que U coupe transver-
salement les cycles X x (a) st X x(b), solent Z et 2! 1les cyeles non
singuliers sur X tels que 7 x (a) = (X x (a)).U "7 x (b) = (X x (b))eu &
Alors-on a

PX(Z) = PX(Z') .
En effet, soit £, ¢ X -—3X x X' défini par £, (x) = (x, a), ona alors en
vertu de (4.8) la formule P(Z) = f:(P(U)) , de méme P(Z') = f:(P(U)) o Or,
utilisant la formule de Kiinneth

* * * * %
X x X1, QF ) =8, 2 @K &)
et ls fait que HO (X ’ —X') est réduit aux scalaires, on obtient facilement

f* = b , d'ol la conclusions

Pour tout x €X , (x) est une sous-variété non singuliére de X de codimen-
sion n, et définit donc un élément € _ do (X , -x « 51 X est une varié-
té projective non singuliére, 1l résulte du corollaire 1 que €, Be dépend pas
du point x choisi, on le note £y et on 1l'appelle classe fondamentale de
n u
(X , gx) .

REMARQUE. - Pour avoir une théorie satisfaisante, il faudrait définir Py(2)
pour des cycles 2 quelconques, et prouver le théoréme 1 pour une intersection
propre de cycles. (Au moment d'écrire cet exposé, cela n'est pas encore fait en
toute généralité). Admettant que cela est fait, le corollaire 1 devient : si 2
et 2Z' sont deux cycles algébriquement équivalents, alors PX(Z) = PX(Z’) (énoncé
qui ne semble par résulter de ce qui précéde, méme si Z et Z' sont non

singuliers).

5. la théoréme de dualité.

Dans ce numéro, X désigne une variété projective non singuliére de dimension n .

/
THEOREME 2. - La classe fondamentale €x de (X , QE) est une base de cet

espace vectoriel.

(La démonstration sera donnée plus bas). Moyennant le théoréme précédent on peut
donc identifier H-(X , Q;(l ). au corps k » Considérons maintenant. les accouple=
ments envisagés au n® 2, qui donnent en particulier un accouplement
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Extgx(x 3O 5 F) x Ext-,B;P(x 5F, ay) -)—Ext§x(x 3Oy > 9%), dees

(541) X , F) « Ext_g;p(x Fo,Qy)=HX,ar
Compte temu du théordme 2, cet accouplement définit un homomorphisme

n-; n
(5.2) Ext, P(X ; F , ay) = HE , )

%

Cet homomorphisme est fonotoriecl en F , et permute aux homomorphismes cobords
relatifs aux suites exactes O =)yF! ~—3F =3 F" =30 ,

/
THEOREME 3+ - L'homomorphisme (542) est un isomorphisme.

On retrouve en particulier le résultat de Serre ¢

COROLLAIRE. - Soient E un fibré vectoriel algébrique sur X , QX(E) le fais-
ceau des germes de sections réguliéres de E s On a alors des isomorphismes canoni-

gues ¢

(5.3) H(X , o (E)) =1 P(x , AR R (E))
I1 suffit d'appliquer le théoréme 3 et le corollaire 1 & la proposition 1l

Les théorémes 2 et 3 vont résulter de 1'énoncé suivant 3

(D) L'homomorphisme suivant
(5.2 bis) Extg P03 P, Q) = (P, 1)) @1 (=8, af),

déduit de l'accouplement (5.1) est un isomorphisme.

Montrons en effet que (D) implique le théordme 2. Soit k = 9-(x) le faisceau
des anneaux locaux de la variété réduite au point x € X , considérons 1'homomorphisme
canonique _04{ —-)5: 6t 1'homomorphisme associé

(543) HO(X, &) -8, k)
son transposé s'identifie A 1'homomorphisme

n n n
(5.4) &(x ik o, Q) @L -+Ext&(x 3% » E&)@L
déduit de 1'homomorphisme sur les Ext® associé & O -)'!_;_x 3

(5.5) Qp) = Exty (X 5 O , £F) = B (x

Extgx(xil‘x’ X Q

’—'X
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Comme (5.3) est un isomorphisme, il en est do méme de {5.4), donc aussi de (5¢5)0
Comme (x) est une base de Ext&{(x ) c_n_)’(‘) en vertu de (4.2), il s'ensuit

bien que son image €y ©st une base de " (X , Q,-;) .

Reste & prouver 1l'énoncé (D), qui résultera de fagon purement formelle des faits
é1émentaires résumés dans les lemmes suivants. On y suppose que X est une partie
fermée (singulidre ou non) de l'espace projectif P de dimension r . On utilise
la notation Qp(m) pour le faisceau sur P noté 9(m) dans [3], et la notation

QX(”‘) pour le faisceau analogue sur X .

LEMME 2, - L'énoncé (D) est vrai si X =P et F = QP(m)

Ce lemme Se vérifie par un calcul direct. Le calcul explicite des gt ¢, Q_P(m))
se trouve dans (3 ], mais 11 peut se faire plus élémentairemepte La computation
du cup-produit Hi(P ’ Qp(m)) x 1 (;r, Q_P(m')) -Q-th(P , g_P(r + r')) nécessaire
pour expliciter l'accouplement (5.1) n'offre pas de difficultés.

LEMME 3. - Tout faisceau algébrique cohérent F sur X est isomorphe 3 un
faisceau quotient d'un faisceau Qx(- m)k , Ou on peut supposer m aussi grand

que 1l'on veut .

Résulte du fait que F® Y% (m) est "engendré par ses sections" pour m grand,
of [3 ]o

LEME 4. - Soit 4 >0 « Alors E'2(P, Op(=m)) =0 pour m grand ; et pour

tout faisceau algébrique cohérent B sur X, on a Exté{(x 3 _‘?X(- m) ,B)=0

pour m grande
Le premier énoncé résulte des calculs explicites mentionnés plus haut, pour le

deuxiéme on note qu'on a un isomorphisme

Exc;_x(x. 3 O (-m), B) = H(X , B®Q(n))

(proposition 1, corollaire 1), d'ou la conclusion en vertu d'un résultab bien
connu de [3 J« Conjuguant les deux lemmes précédents , on trouve le

COROLLAIRE, - Soit 4 >0 . Alors le foncteur F = H (P » F) sur la catégorie

des faisceaux algébriques cohérents sur P est coeffacable, et il en est de

méme du foncteur Ext.a((x 3 F, B) sur la catégorie des faisceaux algébriques

cohérents sur X .
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LEMME 5, ~ Soient A 8t B deux faisceaux algébriques cohérents sur X » posons

Am) =0 Q Qx(m) o Alors pour m assez grand, 1 'homomorphisme canonique

Extqu(x s A(-m) , B) - 1°(x , Extig (A(=m) , B)) = F°(X , Ext: (4 , B)(n))

est un isomorphisme.

Cela résulte aussit8t de la suite spectrale de la proposition 1 appliquée a
A(-m) et B, puisqus l'on aura

E*9a(-m) , B) =H(x, &t_gx(A(- m) , B)) = H(X , Ext2 (4 , B)(m)) ,

o,

qui est nul pour p>0 et m grand.

Démontrons alors (D) dans le cas od X = P . Nous prouvons d'abord que
(5.2 bis)estunisomorphiSme pour P =n ; comme les deux membres sont alors des
foncteurs exacts a gauche (puisque grH (P, F) =0), 11 résulte du lemme 3
qu'il suffit de prouver l'assertion pour F = Q_P(- n) , or elle est alors contenue
dans le lemme 2. Comme les homomorphismes (5.2 bis) sont fonctoriels et compatibles
avec les opérateurs gobords, et que pour p <n 1les deux membres de (5.2 bis) sont
des foncteurs coeffagables en F (corollaire du lemme 4), 11 s'ensuit alors par
un raisonnement standard que (5.2 bis) est un isomorphisme pour tout p . Cela
prouve le théoréme de dualité pour 1l'espace projectif.

Supposons maintenant X quelconque, mais non singulisr. D'aprés le théoréme de
dualité pour P, on a un isomorphisme,

HY(X , F)1 =P , F)! =Extg;n(P 3F,Qp)
En vertu du lemme 1 (n° 4) le dernier membre s'identifie 2
n n ) n
HomQP(P 3 F, @X) = Homgc(x 3 F, Q__X) =Ext&(x 3 F, _.i_}x)
d'ol un isomorphisme
n ) n
(546) HY(X , F)' = Homg (X 3 ¥, ay) =Extg (3 F ,9y)
Faisant F = Q.;?' » on trouve un isomorphisme

(5.7) 7 B (X :Q-)lé) Sk
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On vérifie que 1'isomorphisme (5.6) n'est autre que (5.2 bis) pour p=n ,

quand on y fait L=k grlce & (5.7). Par suite, (5.2 bis) est un isomcrphisme pour
p = n . Pour prouver que c'est un isomorphisme pour tout p , il suffit encore

de prouver que pour p <n , les deux membres de (5.2 bis) sont des foncteurs
coeffagables en F, et a fortiori (compte tenu du lemme 3) que les deux membrcs sont
nuls quand on fait F = Q_X(- m) avec m grand. Or pour le premier membre cela

est vral en vertu du lemme 4, et pour le dcuxiéme membre on écrit, utilisant le

théoréms de dualité sur P :

HP(x ,_X(-m)'=Extr"P(P 5 0y (-m) , Q) .

Le deuxiéme membre est nul pour p <n et m grand, comme il résulte du lemme 5
(o on fait X = P) et du fait que 9-}{ est en tant que faisceau algébrique cohérent
sur P, de dimension cohomologique <r ~n , (car X est non singuliére) d'ol

E:;d;r p(0 , -_QP) =0 pour p<n .

6+ Lo théoréme de dualité pour les variétés singuliéres.

Soit X une partie fermée de dimension n de l'espace projectif P de dimen-
sion r o la formule (5.6) doit s'éerire ici

(6.1) (X, F)'xnomgx(x 3F, ep) =Em§x(x 3 F, Q)‘;)
ol on a posé

(6.2) way = E°(Qy) =Exty " (Qy , &)
P

Comme il a été dit dans la proposition 5, le faisceau ainsi introduit ne dépend pas
en fait de 1l'immersion choisie de X dans une variété non singuliére P . Faisant,
dans (6.1), F = gg)r(l s on trouve

(6.2) Hn(X ’ 2)2)‘: HomO X ; %zé , &,xn)

d'ol 1l'existence d'un élément privilegie dans Hn x, Qx)' , correspondant 2
1'homomorphisme identique de “"X dans lui-méme

(6.3) v (X , wy) =k
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Considérens alors les accouplements définis par la composition des Ext @

(6.4) H'X , F) x Bxtg P(X 5 F , az) =>H'(X , cuy)

%

ot composons=les avec 1l'homomorphisme 7 de (6 .3), on obtient des homomorphismes
fonctoriels, compatibles avec les opérateurs bord @

(6.5) Extg;p(x 3P, 2_,;il) — HP(x , F)!

(généralisant (5.2))¢ On vérifie que pour p =n , on obtient ainsi 1'isomorphisme
(6+1)4 Ceci posé, on a le

/7 N\
THEOREME 3 bis. - Les quatre conditions suivantes sur X sgont équivalentes
pour un entier k 2 0 domné @

1. L'homomorphisme fonctoriel (6.5) est un isomorphisme pour n -~k <p=<n .

ii. 0n a Hp(X,_Qx(-m))=0pour m grand et pour n -k <p<n .

141, Le foncteur HP(X » F) sur la catégorie des faisceaux algébriques cohérents

sur X est coeffagable pour n -k<p=<n .

iv. Ona EY(Q,) = Exti'% "0y 5 «f) =0 pour 0<is=k.

DE;MONSTRATION. -1, =ii. en vertu du lemme 4, ii. =» iii. en vertu du lemme 3,
iii. = 1. par un raisonnement standard bien connu, compte tenu que les deux
membres de (6.5) sont alors des foncteurs coeffagables pour n -k <p<n (le
premier 1'étant en vertu du lemme 4). Enfin prouvons ii,<=»ive Cela résulte zu
corollaire & la proposition qui suit ¢

PROPOSITION 6., = Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X , et soit i un

entier. Alors pour m assez grand, on a un isomorphisme :

(6.6) B, Pl-n) =% , B @E) @) ,
o _on pose (comparer n® 3, proposition 5) 3
(6.7) el (F) = ExtiO;n+j ,af)

En effet, en vertu du théoréme de dualité sur P, le premier membre de (646)

est isomorphe 2a Extg-i(P 3 F(-m) , Q;) , donc (6.6) résulte du lemme 5.
2p
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COROLLAIRE, - Pour qu'on ait u (X y F(-m)) =0 pour m grand, il faut et il

suffit que E1(F) =0 .

Rappelons que les gJ (F) ne dépendent pas en fait de 1l'immersion projective
envisagée. la condition du corollaire esb de nature purement locale, par suite, si
elle est vérifiée pour F , elle l'est pour tout faisceau localement isomorphe
& un faisceau F « En particulier, si cette condition est vérifiée pour O »
elle 1l'est pour tout faisceau algébrique cohérent localement libre. C'est par
exemple le cas pour tout i< n si X est non singuliére pour i =0 si
aucune composante d6 X n'est réduite 2 un seul point, pour 1 =0,1 si 8
est normale et toutes ses composantes sont de dimension >1 (cf. [3])e Pour
qu'il en soit ainsi pour tout 1<k , il faut et il suffit par définition que
les anneaux locaux gx (x €X) soient de "codimension homologique" >k
(cf [4] pour cette notion)e Si k =n , cela signifie en vertu du théoréme 3 bis
que le théoréme de dualité est vrai pour X , i.e. que (6.5) est un isomorphisme
pour tout p et tout F . On peut donner de nombreuses conditions équivalentes
sur les anneaux locaux 0O pour qu'il en soit ainsi (NAGATA), par exemple celle de
vérifier le théoréme d'équidimensionalité de Cohen<Macaulay. Il en est ainsi par
exemple si localement X est une "intersection compléte! daps une variété

ambiante non singulidre.

7. La dualité de Poincaré.

Soit X une variété projective non singuliére de dimension n . Alors
() = B X , .._C__).)’(t ) est une algébre anticommutative bigraduée de dimension finie,
que nous graduons par le degré total, HP?3(X) = HP(X ,4}}%) étant donc de
degré p + q . Les degrés de H*(X) sont compris emtre O et 2n . En vertu
du théoréme 2 et du corollaire au théoréme 3, H*(X) est une "algdbre de Poincaré"
de dimension 2n , l.e. Hzn(X) est muni d'un isomorphisme avec le corps de base
k , et le produit TR ()P (X)) = BB(X) = k st une dualité entre H (X) et

}fzn'm(x) « Do plus, si Y est une autre variété projective non singuliére, la
formule de Kimneth pour les faisceaux algébriques cohérents donne

(7.1) B (xY) = B¥(X) @ B*(Y)

isomorphisme compatible avec les structures d'algdbres de Poincarée De plus,

#*(x) est, en tant qu'algébre commutative, un foncteur contravariant en X ,

un morphisme f ¢ Y —>»X définissant de fagon évidente un homomorphisme d‘'algébres
graduées
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(7.2) s B = 5(Y)

Comme 11 s'agit d'algébres de Poincaré, on obtient par transposition un homomorphis=—
me d'espaces vectoriels ¢

(7.3) £, 1 HY(Y) = 8°(X)

On a vu au n® 4 que l'effet de £ sur les classes de cohomologle correspondant
3 des cycles non singuliers s'interprdte géométriquement en prenant les classes
de cohomologie qui correspondent & leurs images inverses. Il importe dans le cas
actuel de montrer que (7.3) correspond de méme & l'opération "image directe" de
cycles. Cela résulte, sous des conditions de non singularité convenable du moins,

du cas particulier suivant 3

’ \
THEOREME 4., = Si f est l'application identique d'une sous-variété non singuliére

Ve de X' dans X° » alors. désignant par 1Y 1'é1ément unité de H(Y) on a

(7.4) £,(14) = B(¥)

ot le deuxiéme membre est la classe de cohomologie dans X associée & Y .

Cette formule est équivalente 3

mym — my m,m n
(7.4 bis) <, B> £y =10 (PP, o)
od gy est 1'élément fondamental dans (Y , Sl?) » ot constitue, dans le cas des

variétés projectives non singuliéres, une nouvelle définition de la classe de
cohomologie associée & Y . Pour démontrer le théoréme 4, on interpréte grfice

au théoréme 3 la transposée de 1'homomorphisme

H'(X, 9g) =H(, oy) =8, oF

comme 1'homomorphisme

(7.5) B, &™) "’-—)-Extgx"m(x;é?%?, Qy) 4= Exta(-n(X;__I;,S;é) % Homgx(X; ab, 25)
On vérifie que 1'élénemt 1, du dual de H'(Y , Q.3) s'identifie 2 1'élément du
membre de droite correspondant & 1l'endomorphisme identidue de E}% s ot d'autre
part que l'image de cet élément dans 0 (x , g;ﬁ'm) est bien BX(Y) « Ces
compatibilités, qui euraient pu 8tre données dés le n® 4, peuvent s'énoncer, et
sont valables en fait, pour des variétés non singulidres quelconques, la deuxiéme
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la deuxidme par exemple résultamb de la commutativité du diegramme suivant d'en-

domorphismes canoniques $

Extgx'm(x oy, ,X)z—Extgx'm(x 39y ,09) = = Homg, x ;97,29

(1.6) { ¥ J

Bxtg (K 5 Oy 5 Qy ) € Extg "X 5 Oy, Dy™) S Homg (X 5 Sy » 2Y)

On obtient ainsi un équivalent exact du formalisme de la dualité de Poincaré
sur les variétés orientées compactes. En particulier, le théoréme 4 permet de
déterminer la classe de cohomologie associés & la diagonale de X x X o Par
un raisonnement bien connu, on en déduit par exemple une formule de Lefschetz 3

THEOREME 5, -~ Soit £ un endomorphisme d'une variété projective non singuliére
X , telle que les points fixes de f soient de multiplicité 1. Alors le nombre
de ces points fixes est congru, mod la caractéristique de k a4 la somme
alternée des traces des endomorphismes des H-i(X) définis par f .

La restriction sur f qu'on a dii faire tient aux difficultés mentionnées dans la
remarque du n° 4. On notera, toutefois, que la formule de Lefschetz reste vraile
81 f est "homotope" & un endomorphisme dont tous les points fixes sont de
multiplicité 1.

8. Généralisation du théoréme de dualité.

Soit X une variété algébrique non singulidére telle que tout faisceau algébrique
cohérent F sur X soit isomorphe 4 un quotient d'un faisceau algébrique
cohérent localement libre (ce qui est le cas si X est localement ferné dans
un espace projectif). Alors tout faiscau algébrique cohérent F sur X admet
une résolution finie L par des faisceaux localement libres, et pour deux telles
résolutions on peut toujours trouver une troisiéme, et un homomorphisme de celle-ci
dans les deux premiéres compatibles avec les augmentations. De méme, si L est
une résolution finie localement libre de F , et si on se donné un homomorphisme
F' —>F , alors il existe une résolution finie localement libre L' de F' et
un homomorphisme L' —>L compatible avec F' —rF , qu'on peut supposer surjectif
si F'~+»F 1l'est. Cela permet de définir, étent donnés deux entiers r , s >0,

deux multifoncteurs, cohomologiques, en des arguments Al g see Ar 3 B1 9 vee BB
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varjant dans la catégorie des faisceaux algébriques cohdrents sur X , et dont les
valeurs sont dans la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur X , resp.
dans la catégorie des modules sur HO(X » Oy) , par les formiles :

z:.*(hl o .A_r;Bl,...,BS) = H*(HQEOX(E(AI) ® ree ®-L-(AI‘)’£(B1) ® ees ®-I-:(BS)))
(841) -
Tf,*(al yeeesh 3Byene,B) = Q*F(Homg (L&) )@+ + LA ),L(B) @ +.. @ L(B)))

Dans cette formuls, E(F) désigne une résolution finie localement libre du faisceau
algébrique cohérent F , ot g*r' (K) désigne 1'hypercohomologie de l'espace X
par rapport au complexs de faisceaux X « Si r ou s est nul, on remplace le
produit tensoriel des L(A;) , resp. des _E(Bj) » par Oy « En particulier _T_g

et Tg sont des foncteurs gradués a O arguments, }'_g 8e réduit au degré 0 , ou
11 est le faisceau Oy » tandis que Tg est identique a H*(X , 3() o« Lo fait

que les deuxiemes membres de (8.1) ne dépendent pas des résolutions choisies est
de toutes fagons évident pour la premiére ligne (la question &tant alors locale),
et pour la deuxiime résulte des remarques générales qui précédaient, compte temu de
la suite spectrale d'hypercohomologie du complexe de faisceaux

K = Homy (L(4,)® «.., L(B;)®...), aboutissant & 1'hypercohomologie de X par
rapp;tgé K , et dont le terme initial est HP(X , HY(K)) , 1.e.

(8.2) EDY = #P(x , ng;)(‘l)(.tx1 > eee s h 5B, weu, B))

On voit alors que cette suite spectrale elle-mdme me dépend pas des résolutions
choisies, son aboutissement est le premier membre de (8.1). On définit facilement
les opérateurs cobords relatifs aux divers arguments Ai ’ BJ s en notant que
toute suite exacte O ~»F' —F —»F" = 0 peut se résoudrs par une suite

exacte de complexes finis localement libres.

On définit dans le systéme des foncteurs ’;l‘_:* y TeSp. Tf.* s des opérations
analogues & celles du calcul tensoriel, et dont la définition est immddiate a partir
des formules de définition (8.1). Ainsi, on a une composition (généralisant celle
‘envisagée dans le n° 2) :

* Sty 9+5 1%
(8.3) Ti (Al "'.’AI‘;B]-’.."BS)XTI" (Ai,...’AI"‘;Bl'"..,Bé') '+ Tr+r' (Al’coo’%";al,,w.’pé)
satisfaisant aux propriétés évidentes d'associativité, de compatibilité avec les
homomorphismes fonctoriels et les homomorphismes cobords, les suites spectrales. De
méme, on a des opérations de symétrie qu'on laisse au lecteur le goin d'expliciter. On
a de plus une opération de contraction chaque fois que 1'un des arguments Ai
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est égal & 1'un des arguments Bj H

s .

(8.4) Tr*(Al,...,Ai_l,C,Ai+1,...,Ar,Bl,...,Bj_l,C,Bj+1,...,BS)—)
S=1% A A
— T (Al,...,Ai,...,Ar;Bl,...,BJ.....,BS)

De plus, si un argument Ai est un faisceau localement libre, alors on peut
1l'enlever 3 condition de remplacer 1'un des A, (j #41) par AJ ®Ai s ou ltun

2 1 & [~ p:
des B, par B, @A} (ot Al Hom9 (Ai » %)) , et on a une régle de calcul
analogue dans le cad ou l'un des arguments B 5 est localement libres En particu-

lier, on peut toujours enlsver un argument qui est identique 2 QX o Si tous les
argumentd® sont localement libres, sauf au plus un des arguments Bi s la régle
qu'on vient d'énoncer donne un isomorphisme fonctoriel

(845) el O PP W ByyeeeyBy) = HY(X,A ®-++ B4 @B @ +-- ®B)

(car on est ramené au cas ot r =0, s =1, oh cela est inmédiat ¢ on peut aussi
utiliser directement la suite spectrale de terme initial (8.2)). Des opérations
correspondant. aux précédentes se définissent pour les E: + Les relations entre
les diverses opérations ainsi introduites sont les mémes que pour les opérations
analogues en calcul tensoriel.

Soit n 1la dimension de X . En appliquant successivement une composition
tensorielle (8.3) et des contractions (8.4) sur les arguments répétés, on obtient

un accouplement
'\ N n n
(8.6) (T:)p(Al,...;Bl,...) x (T7) p(Bl,...;Al,...,Aron) —H(X, Sy)

/N
THEOREME 6. - Si X est une variété projective non singulidre, alors les

accouplements (8.6) sont des dualités.

Cela résulte de fagon purement formelle du corollaire au théoréme 3. Il résulte
en effet facllement de ce corollaire que si K est un complexe de faisceaux
algébriques cohérents localement libres, alors 1'hypercohomologie de X par
rapport & K est en dualité avec 1l'hypercohomologie de X par rapport a
K'® Q.; par les accouplementsnaturels

(8.7) B « B rx @93) - F'r () =1 , of)

On le voit en utilisant la suite spectrale de terme initial HP(H3(X s K)) et la
guite spectrale analogue pour X! ®-ﬂ;{1 o Du résultat précédent, le théoréms 6
8¢ déduit en utilisant la définition (8.1).
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REMARQUES .

19 Rour les définitions précédant le théoréme 6, 11 n'était pas néceasaire qus
X soit non singulidre, car il n'était pas indispensable de travailler seulemenmt
avec des résolutions finies. Mais si X est singuliére on ne pourra plus
affirmer, a priori, que les Q‘:)p(Al » e++ 3 B , «..) soient des faisceaux
cohérents, car dans le complexs de faisceaux

HOMg ('E(Al) ®ooo)£(Bl) ® .nc)
il y aura une infinité de composantes de degré total donnd.

2° On vérifie facilement que dans les formules (8.l ), on peut remplacer un des
-L-(Bi) par Bi o Compte temu de 1la proposition 3, cela montre donc qu'on a

¥ 5 B) =Ext*9 (A, B)

T*@ 5 B) = Ext® (X 5 A, B)

%

En particulier faisant dans (846) 1r =8 =1 et A1 = % » on retrouve ls théoréme 3.
Le formule (8.8) implique aussi To*(B) = H*(X » B), 1*(A) =Ext§{(x 3 A, _(_)x)

(8.8)

3° On voit sur la formule (8.1) qu'en général les foncteurs _:gi’ ot T:_* ont
des composantes de degrés positifs gt négatifs. Utilisant la remarque 2, on voit
que si la dimension de X est n , alors les composantes non nulles de _'I_':*
sont comprises entre = (8 =1)n et mm,si s>0, entre O ot rn, si
8 = 0, et les composantes non nulles de T:* sont comprises entre - (s = 1)n et
(r+1n,sl s>0,entra 0 ot (r+1)n, st s =0, (ot seuf erreur méme,si
r>0, entre = (s -1)n et rn, resp. entre 0 et rn).
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ADDITIF

Les difficultés signalées dans la remarque de la page 13 sont actuellement complé-
tement résolues, grice & une extension des théorémes de dualité & des variétés
quelconques (& singularités arbitraires). Pour cette théorie, qui peut se formuler
dans le cadre général de la "théorie des schémas", nous renvoyons aux "Eléments de
Géométrie algébrique" de J. DIEUDONNE et A. GROTHENDIECK, actuellement en prépara=
tion. On trouvera quelques indications dans :

GROTHENDIECK (A.). - Cohomology theary of algebraic varieties, Congrés
int. des Mathématiciens, 1958, Edinburgh (A paraitre).
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