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Séminaire BOURBAKI

12¢ annde, 1959/60, n° 190
Décembre 1959

TECHNIQUE DE DESCENTE ET THEOREMES D'EXISTENCE EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE
I. GENERALITES. DESCENTE PAR MORPHISMES FIDELEMENT PLATS

par Alexander GROTHENDIECK

D'un point de vue technique, le présent exposé, et ceux qui lui feront suite,
peuvent étre considéres comme des variations sur le célébre "théoréme 90" de
Hilbert. L'introduction de la méthode de descente en géométrie algébrique semble
due 2 A. WEIL, sous le nom -de "descente du corps de base". WEIL se restreint d'ail-
leurs au cas d'extensions finies séparables de corps. Le cas d'extensions radi-
cielles de hauteur 1 a été ensuite traité par P. CARTIER. Faute du langage des
schémas, et plus particuliérement faute d'éléments nilpotents dans les anneaux
qu'on se permettait de considérer, 1'identité essentielle entre ces deux cas

n'avait pu étre formulée par CARTIER.

A 1'heure actuelle, il semble que la technique générale de descente qui sera
exposée (jointe le cas échéant aux théorémes fondamentaux de la "géométrie formel-
le", cf. [3]) est 2 la base de la plupart des théorémes d'existence en géométrie
algébrique. I1 convient de noter d'ailleurs que la dite technique peut certaine-
ment se transposer en "géométrie analytique", et on peut espérer que dans un pro-
che avenir, les spécialistes sauront démontrer les analogues "analytiques" des
théorémes d'existence en géométrie formelle qui seront donnés dans 1l'exposé II. En
tout cas, les récents travaux de KODAIRA-SPENCER, dont les méthodes semblent in-
aptes 2 la définition et 1'étude de "variétés de modules" au voisinage de leurs
points singuliers, montrent assez clairement la nécessité de méthodes plus proches
de la théorie des schémas (que devront compléter bien entendu les techniques trans-

cendantes).

Dans le présent exposé I, nous traiterons le cas de descente le plus élémentaire
(indiqué dans le titre). Les applications des théorémes 1, 2, 3 ci-dessous, sont
cependant déja fort nombreuses. Nous nous sommes bornés & en donner quelques-unes
3 titre d'exemple, sans essayer de leur donner ici le maximum de généralité pos-

sible.

Nous utiliserons librement le langage des schémas, pour lequel nous renvoyons 2
1'exposé déja cité, ainsi qu'a [2]. Notons cependant expressément que les pré-schémas

envisagés dans le présent exposé ne sont pas nécessairement noethériens, et les
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A. GROTHENDIECK

morphismes ne sont pas nécessairement de type fini. Ainsi, si A est un anneau
local noethérien, de complété A , on aura 2 considérer l'anneau non noethérien
A QA..K , et les morphismes de schémas affines correspondants aux inclusions entre
les anneaux envisagés.

A. Préliminaires sur les catégories.

1. Catégories fibrées, données de descente, morphismes de F -descente.

a.DEFINITION 1.1. - Une catégorie fibrée j de base C est formée d'une caté-

gorie C , pour tout X€C d'une catégorie :}‘X , pour tout C-morphisme

T . .
f: X—Y d'un foncteur £ : ‘TY——) JX , noté aussi

f*(g) = ‘ngx

pour §€ j; ( X étant considéré comme un "objet de C au-dessus de Y ",

i. e. comme muni du morphisme f ), et enfin pour deux morphismes composables
X —f-‘iY ——g)Z , d'un isomorphisme de foncteurs

» * %
: vl £

ces données étant assujetties aux conditions suivantes :

(1) id" =id

(ii) Cp g est l'isomorphisme identique si f ou g est un isomorphisme

’
identique
R p . . f g h

(iii) Etant donnés trois morphismes composables X ~——Y 2—T, ona
commutativité dans le diagramme suivant d'isomorphismes formé au moyen des iso-
morphismes de la forme ¢ :

u,v
* 2 * *

(h(gf))” = ((hg) £ —> £ (hg)

()" b"—> (2" &) n" =1 (" )

EXEMPIE 1. - Soit C wune catégorie ou les produits fibrés existent, on définit
’ - ’ z f 2 . .

alors une catégorie fibrée f de base C en posant X = catégorie des objets
de C au-dessus de X , le foncteur £ .7;-———) 5 correspondant & un mor-

phisme f : X—)Y étant défini par le produit fibré Z~~Z xy X .

EXEMPLE 2. - Soit C 1la catégorie des pré-schémas, et pour X€C , soit :F);
la catégorie des faisceaux quasi-cohérents de modules sur X . Si f : X—Y

r‘ 3 .
est un morphisme de pré-schémas, o f‘Y — 5; est le foncteur image inverse
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TECHNIQUE DE DESCENTE, 1

de faisceaux de modules. On obtient ainsi une catégorie fibrée de base C .

b.DEFINITION 1.2. - Un diagramme
v
u 1
E —E' —=E"
V2
d'applications d'ensembles est dit exact si u est une bijection de E sur la

partiec de E' formée des x'€ E' tels que vl(x') =v2(x')

DEFINITION 1.3. - Soit JF une catégorie fibrée de base C, considérons un

diagramme

(+) Q—é:S“

B>

de morphismes dans C tels que °<'81 = 0‘/% ; ce diagramme est dit Feexact si
pour tout couple § , d'éléments de fs s le diagramme suivant d'applications

d'ensembles

(+) Hom(§ s "))-—"(-—)Hom(o‘*(g) ) oa'(v,)) Hom(\{(%) ’ K*(q))

(ou Y © 0(/31 = o(ﬂz ) est exact.

=

.Dans ce dernier diagramme, nous avons identifié /3: o(* a (o(ﬁi)* = X

grace & ¢ « * Pour simplifier.

Bis
DEFINITION 1.4. - Soit JF une catégorie fibrée de base C , considérons deux
morphismes /31 s /52 ¢ S"—> S8' dans ,,9 . Soit S' € f, ” On appelle donnée
de recollement sur &' (relativement au couple ﬁl , /32)), urt isomorphisme
de /3;('5') sur ﬁ;(g') .51 %, nre ./', sont munis chacun d'une don-
née de recollement, un morphisme u : g —> "' dans ‘?-S" est dit compatible

avec les données de recollement si on a commutativité dans le diagramme suivant :

* 1 * 1]
BN — AR
»* »*
De cette facon, les objets de };, munis d'une donnée de recollement (relati-
vement a /31 , /_32 ) forment alors une categorle. Si o: S'— S est un mor-
phisme tel que o(/jl O(ﬁz , alors pour tout §é , l'objet g' = O(*(g)
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A. GROTHENDIECK

deﬁ

g eet muni d'une donnée de recollement canonique, puisque
» » » »
AL (R ()" (8) = (),

en posant encore y = dpy = o(ﬁz ; de plus, si u : t_')? est un morphisme
dans .7; , alors

«<*(u) : d*(g)—)o(*('))

est un morphisme dans -J('-‘é, compatible avec les données de recollement canoniques.

Cn obtient ainsi un foncteur canonique de la catégorie "(FS dans la catégorie des

objets de ‘78' munis d'une donnée de recollement relativement au couple

(ﬂl s /3‘2) . Ceci dit, on peut aussi exprimer la définition 3 en disant que le
diagramme (+) de ladite est dit f—exact si le foncteur précédent est "pleine-
ment fidéle", i. e. définit une équivalence de la catégorie j—;
catégorie de la catégorie des objets de F., nunis d'une donnée de recollement

S'
relativement & (B8, , A,) .

avec une sous-

DEFINITION 1. 5. - On dit qu'une donnée de recollement sur g é c, est

effectlve (relativement a ) si f' muni de cette donnde est isomorphe & un

°‘<§) , avec §€‘l7'

o’ .
Dans le cas ol le diagramme (+) est J’-exact 1'objet § de la définition
précédente est donc déterminé 3 un isomorphisme unique prés, et la ca.tegorle .7—

est équivalente 3 la catégorie des objets de :7'; munis d'une donnée de recol-

lement effective.

c. Le cas le plus important est celui ol
sm o= gt Xg St
les ﬁi étant les deux projections Py et P, de S' Xg S' sur ces deux fac-
teurs (on suppose maintenant que dans C , les produits fibrés existent). On a
alors deux conditions nécessaires immédiates pour qu'une donnée de recollement
e pI( g')—-) p;('g') sur un g' E\rs, soit effective.
On a
* .
(i) JAY (\f) = 1d§|
on A: st—y5s' xg S désigne le morphisme diagonal, et ou on a identifié
* » ' » f _ '
AT PH(ED & (5 AR =
On a

(11) P31 () = P (\) By, (M)
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TECHNIQUE DE DESCENTE, 1

ou désigne la projection canonique de S’ xg S! g S' sur le produit par-

P43
J
tiel de son i-iéme et j-iéme facteur.

DEFINITION 1.6. - On appelle donnée de descente sur §' 3 \’f;, , relativement

au morphisme o : S'—> S, une donnée de recollement sur g' relativement au

couple (p1 s p2) des projections canoniques S' g S'— S' , satisfaisant aux
conditions (i) et (ii) ci-dessus.

DEFINITION 1.7. - Un morphisme o : S'—>S est appelé un morphisme de .?:

descente si le diagramme de morphismes

s(.f:sll__?i_slx SI
< S

7]

o
est JF-exact (définition 1.3.) ; on dit que X est un morphisme de J-descente
strict si de plus toute donnée de descente (définition 1.6.) sur un objet de Jf‘;,

est effective.

Cette derniére condition peut aussi de fagon plus imagée s'énoncer ainsi : "Il
.\ z . .
revient au meme" de se donner un objet de ./'S s, ou un objet de J‘;, muni d'une

donnée de descente.

r‘
Notons que si un morphisme de J-descente & : S'—>S admet une "section®
s: S —:S' (i. e. un morphisme s tel que s = idS )} alors c'est un morphis-
me de -descente strict : si re ;7‘-', est muni d'une donnée de descente re-

lativement & o , "il provient" en effet de §= s™( ;') .

d. On peut présenter de fagon plus intuitive les notions précédentes, en intro-

duisant, pour un objet-paramétre T de C au-dessus de S , 1'ensemble

Homs(T , S') = 8'(T) s

dont les éléments seront désignés par t , t' , etc. Un objet §’ é g';, étant
donné, 2 tout t€S'(T) correspond alors un objet t*(g') de }; s qui sera
aussi noté f% . Une donnée de recollement sur g' (relativement 2 Py 5 Py )
est alors définie par la donnée, pour tout T sur S » et tout couple de points

t , t'€3'(T) , d'un isomorphisme
1 1
b (T gt——)gt'

(satisfaisant des conditions évidentes de fonctoralité, pour T variable). Les

conditions (i) et (ii) de 1.¢) s'écrivent alors

(i bis) \ft’t = idf, pour tout T et tout tE&€S'(T)
t
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A. GROTHENDIECK
190-06
(i1 bis) Wy pu = My g0 Myrgn PoUR tout T et t, b1, tUES!(T)

On voit d'ailleurs que (ii bis),en faisant t =t' = t" , implique t{i’t = \f‘t,t
d'ol, puisque L'rt,t est un isomorphisme par hypothese, la relation (i bis), qui
est donc en fait une conséquence de (i bis) (donc (i) est une conséquence de (ii)).
Mais si on ne suppose plus a priori les qt,t' des isomorphismes (i. e. que
Y p;( §|)—') p;( g’) est un isomorphisme), alors (ii bis) n'implique plus
nécessairement (i bis) ; la conjonction de (ii bis) et (i bis) impligue cependant

que les Lft,t' sont des isomorphismes (car on aura L(t,t' gft',t = Lft,t = 1d§% ).

2. Diagrammes exacts et épimorphismes stricts, morphismes de descente. Exemples.

a.DEFINITION 2.1. - Soit C une catégorie. Un diagramme

x ! ﬂl 1"
T——T' —=3T

%

de morphismes dans C est dit exact, si pour tout Z €C , le diagramme correspon-

dant d'applications ensemblistes
Hom(Z , T)— Hom(Z , T')—g3Hom(Z , T")

est exact (définition 1.2.). On dit alors que (T ,) (ou par abus de langage,
que T ) est un noyau du couple de morphismes (/Sl s /)’2) .

Ce noyau est évidemment déterminé & isomorphisme unique prés. Si C est la caté-

gorie des ensembles, la définition précédente est compatible avec la définition 1.2.

On définit de facon duale l'exactitude d'un diagramme

S (:‘_\__ St ;./_3.1-_. gu
B2
de morphismes dans C ; on dit alors que (S , &) est un conoyau du couple de
morphismes (/31 , /32) .

DEFINITION 2.2. - Un morphisme o : S'—> 35 est appelé un épimorphisme strict,

si c'est un épimorphisme, et si pour tout morphisme u : S'—3'7Z , la condition
nécessaire suivante est aussi suffisante pour que u se factorise en S'—S —Z :

pour tout S" eg et tout couple de morphismes ,61 , /92 : St—>» 8" tel que
«p, = %A, , onaaussi uf, =up, .

Si le produit fibré S' s S' existe, il revient au méme de dire que le diagramme

s gt g, s
f.:_.— Xg
Py
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TECHNIQUE DE DESCENTE, 1

est exact, i. e. que S est un conoyau du couple (p1 s p2) . En tous cas, un
morphisme conoyau est un épimorphisme strict. Notons aussi qu'un épimorphisme
strict qui est un monomorphisme est un isomorphisme. Nous laissons au lecteur de

développer la notion duale de monomorphisme strict.

(4
Pour préciser les relations entre la notion de morphisme de d‘-descente, et la

notion d'épimorphisme strict, nous introduisons encore les définitions suivantes :

DEFINITION 2.3. - Un morphisme o : S'—) S est appelé un épimorphisme uni-
versel (resp. un épimorphisme strict universel) si pour tout T sur S, le pro-
duit fibré T' = S' *g T existe, et la projection T!'— T est un épimorphisme

(resp. un épimorphisme strict).

Dans les trés bonnes catégories (telles la catégorie des ensembles, la catégorie
des faisceaux d'ensembles sur un espace topologique, les catégories abéliennes,
etc.) les 4 notions d'épijectivité ainsi introduites co¥ncident ; elles sont au
contraire toutes distinctes dans une ‘catégorie telle que la catégorie des pré-
schémas, ou la catégorie des pré-schémas auedessus d'un pré=schéms non vide donné
S , mfme si on se borne & des S-schémas finis sur S .

DEFINITION 2.4. - Un morphisme o : S'—>S est appelé morphisme de descente

(resp. un morphisme de descente strict) si c'est un morphisme de f:descente
P
(resp. un morphisme de F-descente strict) (cf. définition 1.7.), o0 & désigne la

catégorie fibrée de base C des objets de C sur des objets de C (n° 1, exemple 1).

~n

PROPOSITION 2.1. - Si dans C les produits finis et les produits fibrés (finis)
existent, alors il y a identité dans C entre morphismes de descepte, et épimor-

phismes stricts universels.

b.EXEMPLES. - Soit G la catégorie des pré-schémas. Spit S&C , soient S' et
S" deux pré-schémas finis sur S, i. e. correspondants & des”faisceaux d'alge-
bres ﬁ', ﬁl“" sur S qui en tant que faisceaux de modules sont quasi-cohérents

et de type fini (i. e. cohérents si S est localement noethérien). Soit

o : S'—3 S le morphisme structural de S' , et soient /31 s ﬁ2 deux
S-morphismes de S" dans S' , définis par des homomorphismes d'algébres A' — A"
désignés encore par ﬁl s 3, - Utilisant le fait qu'un morphisme fini est',mfe:c'mé‘M

(premier théoréme de Cohen-Seidenberg) on prouve facilement que le diagramme

(+) S=<— S' == 5"
A

dans E est exact si et seulement si le diagramme de faisceaux
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A. GROTHENDIECK

sur S est exact. En particulier, si o : S'— S est un morphisme fini cor-
respondant & un faisceau fﬁ d'algébres sur S , alors o« est un épimorphisme

strict si et seulement si le diagramme de faisceaux

05 =i =i3a 8, o
Ps -
est exact (c'est un épimorphisme si et seulement si ﬁ-—{é' est injectif). si S
est affine d'anneau A , donc S' affine d'anneau A' fini sur A , alors
S'— S est un épimorphisme strict si et seulement si A —»A' est un isomorphis-

me de A sur le sous-anneau de A' formé des x'€A' tels que
1 ! =
lA' QA X X QA 1A' 0

(c'est un épimorphisme si et seulement si A-—»A' est injectif). Comme nous
1'avons déja signalé, méme si S est le schéma d'un anneau local artinien, un mor-
phisme fini S'— S qui est un épimorphisme n'est pas nécessairement un épi-

morphisme strict. Cependant, on peut prouver que si S est un pré-schéma noethé-

rien, tout morphisme fini S'—2> S qui est un épimorphisme, est le composé d'une

suite finie d'épimorphismes stricts (également finis). Cela montre d'ailleurs que

le composé de deux épimorphismes stricts n'est pas nécessairement un épimorphisme

strict.

¢c. Si (+) est un diagramme exact de morphismes finis, alors pour tout morphis-
me plat T — S de pré-schémas, le diagramme transformé de (+) par le change-
ment de base T —S est encore exact. Il en résulte que si X , Y sont deux
S-pré-schémas, X étant plat sur S , alors le diagramme d'applications ensem-
blistes suivant (o X' , Y' sont les images réciproques de X , ¥ sur S' , et

X" , Y" 1leurs images réciproques sur S" )

Homs(x ’ Y) ‘—)Homs|(x' ) ¥') =3 Hom, (X" , )

S"
est exact. En particulier, si J~ désigne la catégorie fibrée de base la catégorie
C des pré-schémas, telle que pour X€G, :F’ soit la catégorie des X-pré-schémas
n.lats, alors le diagramme (+) est F-exact. (Ce résultat devient faux si on ne
fait pas d'hypothése de platitude, en particulier un épimorphisme strict fini Elgst
pas nécessairement un morphisme de descente). On voit de méme que (+) est -
exact si F désigne la catégorie fibrée pour laquelle Ji est la catégorie des
faisceaux quasi-cohérents et plats sur le pré-schéma X (ici encore 1'hypothése
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TECHNIQUE DE DESCENTE, I

de platitude est essentielle). Dans 1'un et l'autre cas, la question de
1'effectivité d'une donnée de recollement (et plus particuliérement, d'une donnée
de descente, lorsque S" = S!' *g S' ) sur un objet plat au-dessus de S' , est
délicate, (et sa réponse dans divers cas particuliers est un des objets principaux
des présents exposés). Le conférencier ignore si, pour tout épimorphisme strict
fini S'— S, toute donnée de descente sur un faisceau quasi-cohérent plat sur
S!' est effective (méme en supposant que S est le spectre d'un anneau local ar-
tinien, et en se bornant aux faisceaux localement libres de rang 1 ). Plus géné-
ralement, soient A un anneau, A' une A-algébre (tout est commutatif) telle

que le diagramme d'applications

Aoytr=2 N QA A

soit exact, ce qui équivaut aussi au fait que le morphisme S'—> S correspondant
o —

pour les spectres de A , A' soit un morphisme de V-descente, ot /S est la

catégorie fibrée des faisceaux quasi-cohérents plats. Soit M' un A'-module plat

muni d'une donnée de descente & A , i. e. d'un isomorphisme
. ' 1 & nt ]
Y: M QA A' A QA M
de A'®, A'-modules, satisfaisant les conditions (i) et (ii) de 1.(c) (que nous
laissons au lecteur le soin d'expliciter en termes de modules). Cette donnée est-

elle effective (relativement 3 la catégorie fibrée des faisceaux quasi-cohérents

plats) ? Soit M le sous-ensemble de M' formé des x'€M' tels que
o (x! 2, 1A') =1, 8 x' s
c'est un sous-A-module de M' . L'injection canonique M — M' d¥éfinit un homo-

morphisme de A'-modules M ﬁA A" — M' | L'effectivité de gf signifie alors
ceci : M est un A-module plat, et 1'homomorphisme précédent est un isomorphisme.

REMARQUE. - Dans les considérations précédentes, nous n'avions fait aucune hypo-
thése de platitude sur les morphismes du diagramme (+) , ce qui nous obligeait,
pour avoir une technique de descente, de faire des hypothéses de platitude sur les
objets au-dessus de S , S' qu'on considére. Dans le paragraphe 2, nous ferons
une hypothé&se de platitude sur o : S' —»S , ce qui nous permettra d'avoir une
technique de descente pour des objets au-dessus de S , S' qui ne sont plus sou-
mis & aucune condition de platitude. Dans tous les cas, il y a une hypothése de
platitude qui intervient. C'est 1a une des principales raisons de 1'importance de
la notion de platitude en géométrie algébrique (dont le rdéle ne pouvdit apparaitre
tant qu'on se bornait i des corps de base, sur lesquels n'importe quoi,en effet,
est plat !).
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A. GROTHENDIECK

3. Application aux étalements.- Soient A wun anneau local, B wune algébre loca-

le sur A dont 1'idéal maximal induit celui de A . Nous dirons que B est étalé
sur A (au lieu de "non ramifié", utilisé par ailleurs) s'il satisfait les é;;?—_
ditions suivantes :

(i) B est plat sur A

(1) B/YaB est une extension finie séparable de A/tTh =k (ou oo dési-
gne 1'idéal maximal de A ).
Lorsque A et B sont noethériens et k algébriquement clos, cela signifie que
1'homomorphisme AX— B sur les complétés qui prolonge A ~—>B est un isomor-
phisme. Un morphisme de type fini f : T —>S est dit étale en x€T , ou encore
T est dit étalé sur S en x , si Ex est étalé sur <9f(x) ; et £ est dit
8tale ou encore f est appelé un étalement, ou T est dit étalé sur S , 8i f
est étale en tout x€T . Remarquons d'ailleurs que si S est localement noethé-
rien, 1'ensemble des points de T ou f est étale est ouvert, et 1l'utilisation
du "main theorem" de Zariski permet de préciser la structure de T/S au voisina-

ge d'un tel point (par une équation de type bien connu).

Lorsque S est un schéma de type fini sur le corps des complexes, il lui cor-
respond un espace analytique 5 au sens de SERRE [5], & cela prés que S peut
avoir des éléments nilpotents dans son faisceau structural, ce qui ne change rien
d'essentiel dans [5]. On voit alors facilement que f est un étalement si et seu-
lement si f : T-—§ 1'est, i. e. si tout point de T admet un voisinage sur
lequel f induit un isomorphisme sur un ouvert de S . En particulier, a tout

revétement étale T de S (i. e. un morphisme fini étale f : T — S ) corres-

pond un revétement étale T de S s qui est connexe si et seulement si T 1'est
[5]. On voit d'ailleurs facilement que si T , T' sont deux schémas étalés sur

S , alors l'application naturelle

Hom (T , T')———éHomg(T , Tt)

est bijective, i. e. le foncteur T—>T de la catégorie des schémas étalés sur

S dans la catégorie des espaces analytiques étalés sur S est "pleinement fidéle",
donc définit une équivalence de la premiére catégorie avec une sous-catégorie de

la seconde. Un théoréme de GRAUERT-REMMERT [2] implique que si S est nermal, on
obtient ainsi une équivalence de la catégorie des revétements étales.de S et de
la catégorie des revétements étales (finis)de S , i. e. que tout revétement étale

de S est S-isomorphe aun T, oo T est un revétement étale de S . Montrons

qgue le théoréme de Grauert-Remmert reste valable sans hypoth&se de normalité sur

S . Soit en effet d'abord S'=—— S un épimorphisme strict‘fini, supposons le
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théoréme démontré pour S' , montrons qu'il sera vrai pour S . En effet, soit
?: un revétement étale de S , considérons son image réciproque € sur S',
qui correspond & un faisceau analytique cohérent (I d'algebres sur S' , image
réciproque du faisceau d'algébres (2 sur § définissant °G. Par hypothése,
sur S', 1:' provient d'un revétement étale T' de S', i. e. (2' provient
d'un faisceau cohérent d'algébres A' sur S' . D'autre part (2' est muni
d'une donnée de descente canonigue ?;lativement a2 §'— 5, i. e. d'un isomor-
phisme entre ses deux images réciproques sur s 3 §' =75 Xq S') , (satisfai-
sant des conditions (i), (ii)) et cet isomorphisme provient, d‘'aprés ce qui a été
dit, d'un isomorphisme sur les faisceaux algébriques correspondants, i. e. d'une
donnée de descente sur ﬁ' relativement & S'=—3S . On vérifie facilement que
cette dernitre est effective (car celle sur (@' 1'est, et l'effectivité d'une
donnée de descente, telle qu'elle a été explicitée au numéro précédent, se re-
connalt localement sur les complétés des modules qui entrent en jeu). D'ou un
faisceau cohérent d'algébres A sur S , définissant un revétement T de S,
qui est le revétement cherché:“Le résultat précédent reste alors manifestement
valable si S'—» S est seulement un composé d'un nombre fini &'épimorphismes
stricts finis, i. e. est un épimorphisme fini quelconque (d'aprés le résultat de
factorisation signalé au paragraphe 2). Il s'ensuit que le théordtme de Grauert-
Remmert reste valable si S est un schéma réduit, i. e. tel que ‘95 n'ait pas

d'éléments nilpotents, comme on voit en introduisant son normalisé S' . On passe

facilement de 1& au cas général.

Une démonstration toute analogue, utilisant encore le résultat de factorisation
pour les épimorphismes stricts finis et la nature "formelle" de 1'effectivité de
données de descente, permet de prouver le résultat suivant : soit S un pré-

schéma localement noethérien et soit S'—> S un morphisme fini, surjectif, ra-

diciel (ou, ce qui revient au méme, un morphisme de type fini tel que pour tout

T sur S, le morphisme T' = §S' xST-?‘I soit un homéomorphisme, ce qu'on ex-

prime encore en disant que S'-—»S est un homéomorphisme universel). Pour tout

T étalé sur S , considérons son image inverse T' =T xg S' , qui est étalé

sur S' . Alors le foncteur T~T' est une équivalence de catégories de la

P . . . . L
catégorie des pré-schémas T étalés sur S avec la catégorie des pré-schémas

T' étalés sur S' . (On utilise la bijectivité de
Homg (T, » T,) — Homg, (T , T})

pour deux pré-schémas T1 » T, étalés sur S, fait dont la vérification directe

2
est facile, et le fait que le théoréme énoncé est vrai si S' = (S, OS/JT)
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ot oJ est un faisceau cohérent nilpotent d'idéaux de O ([4], lemme 6)).Noter
d'ailleurs que nous ne supposons pas ici les T envisagés finis sur S . Ce ré-
sultat implique en particulier, que le morphisme S'— S induit un isomorphisme
du groupe fondamental f ] de S' sur celui de S (Minvariance topologique du

groupe fondamental d'un pré-schéma').

4. Relations avec la 1l-cohomologie.

a. Soit C une catégorie ou le produit de deux objets existe toujours, soit
TEE . Pour tout ensemble fini I # @ , on peut considérer TI , pour I variable,
on obtient ainsi un foncteur covariant de la catégorie des ensembles finis non

vides dans Ea, i. e. ce qu'on peut appeler un objet simplicial de C , noté KT .

Ce dernier dépend de fagon covariante de T ; d'ailleurs si u , v gont deux

morphismes T — T' , alors les morphismes correspondants KT-—a KT' sont homo-

topes. Disons que T domine T' si Hom(T , T') #% , c'est 12 une relation de
préordre filtrante croissante dans c.I résulte de ce qui précéde que si T
domine T' , il existe une classe (& une homotopie prés) canonique d'homomorphismes
d'objets simpliciaux KT—-# KT'

chacun domine 1l'autre, alors KT et KT' sont homotopiquement équivalents. Soit

, en particulier si KT et KT' sont tels que

maintenant F un foncteur (contravariant pour fixer les idées) de C dans une

catégorie abélienne C' , alors
(T, F) = F(K;)

est un objet cosimplicial de C' , donc définit de fagon bien connue un complexe

(de cochaines) dans C' , dont on peut prendre la cohomologie

(T, F) = (c"(T , F)) = H*(F(KT))

(on pourra mettre un C en indice du H' s'il y a possibilité de confusion).

C'est 13 un foncteur cohomologique en F , dont la variance pour T variable ré-
sulte de ce qui a été dit sur les Ko 5 de fagon précise, pour F fixé et T va-
riable dans C (préordonné par la relation de domination) les H'(T , F) forment
un systéme iﬂgﬁctif d'objets gradués de C' ; en particulier, si T et T' sont
tels que chacun domine l'autre, alors (T , F) et H* (T ,» F) sont canonique-

ment isomorphes.

Supposons que dans C les produits fibrés existent, alors on peut; pour S&C
fixé, appliquer ce qui précéde & la catégorie Se des objets de C au-dessus
de S, on écrira C (/S , F) et H'(T/S, F) au lieude C'(T, F) et

H*(T , F) si on veut préciser que l'on se place dans la catégorie Sq s ainsi,
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C*(T/S s F) est un complexe de cochaines dans Er qui, en dimension n est
égal & F(T xg T xg wee Xg T) (o la parenthése comporte n + 1 facteurs).

Notons que comme d'habitude, on peut définir HO(T/S , F) sans supposer la
catégorie (' abélienne : c'ést le noyau (définition 2.1), s'il existe, du cou-
ple de morphismes F(pi) i=1,2)

F(T) 3 F(T xg T)

correspondants aux deux projections Py s Pyt T g T=3T.En particulier, on
aura un morphisme naturel (dit d'augmentation)

F(s) — H°(T/S , F)
qui sera un isomorphisme dans les cas favorables (en particulier si T—> S est
un épimorphisme strict et si F est "exact 2 gauche"). De méme, lorsque F prend
ses valeurs dans la catégorie des groupes dans une catégorie L", on peut aussi
définir Hl(T/S , F) ; dans le cas o C" est la catégorie des ensembles (i. e.
F prend ses valeurs dans la catégorie g;s groupes ordinaires, non nécessairement
commutatifs), Hl(T , F) est le quotient du sous-groupe Zl(T/S , F) de
Cl(T/S s, F) = F(T xq T) formé des g tels que

F(py ) () = F(py,) () Fipyy)(e)

par le groupe d'opérateurs F(T) , opérant sur cl(r/s , F} et en particulier,
sur le sous-ensemble Zl(T/S , F) par

ple')-z = F(p,)(g') gF(p,)(g") ™

p
b. Soit par exemple « une catégorie fibrée de base C . Soient ;, v & :E;,
et pour tout S' sur S, soit
ar) = ' '
Fg"?(u) Hom ( § xg S ,szs)
Ainsi, F est un foncteur contravariant de CS dans la catégorie des ensem-

b
bles. Ceci posé, dire que le mormhisme d'augmentation

Ff»'l(s) —) HO(8'/s , Ff"?)

est un isomorphisme pour tout couple d'éléments g ' é JF; ’
A S'— S est un morphisme de :7:descente (définition 1.7).

- &
c. Posons de méme, pour ; Et/é et tout objet S' de C au-dessus de

Go(S! =kut(§xss') ,

on a ainsi défini un foncteur contravariant Gg. de ES dans la catégorie des
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groupes. Ceci posé, on constate que Zl(S'/S » G) s'identifie canoniquement 2
1'ensemble des données de descente sur ' o= § *g S' relativement & S'— S
(définition 1.6), et Hl(S'/S y G) s'identifie A 1'ensemble des classes (2 un iso-
morphisme prés) d'objets de Jﬁ;, munis d'une donnée dé descente relativement 2
&« : S'— S, qui, en tant qu'objets de Jg; sont isomorphes & § ' o= E *g s!
Si donc o : S'—>S est un morphisme de F-descente (ef. (b)), alors

Hl(S'/S » G) contient comme sous-ensemble 1'ensemble des classes (& un isomor-

phisme prés) d'objets V) de '5'; tels que 7 *g S' soit isomorphe dans ‘rf/s,

a Xg S' ; et cette inclusion est une identité si et seulement si toute donnée
de descente sur § ' = g *g S' relativement & o : S'— S est effective.

(Ce sera le cas en particulier si ol : S'—3S est un morphisme de S-descente
strict).

REMARQUE. - Les complexes de cochaines du type C*(T/S s F) contiennent comme
cas particuliers la plupart des complexes standard connus (cohomologie de éech,
cohomologie des groupes, etc.), et jouent un rdéle important en géométrie algé-

brique, (notamment dans la'"cohomologie de Weil" des préschémas).

d. EXEMPIE 1. - Soit S' un objet au-dessus de S €C , et soit I un groupe
d'automorphismes de S' tel que S' soit "formellement principal sur S , de

groupe I1 ", i. e. tel que le morphisme naturel
Cxsr—sg xg 8! ,

oo [Mx s désigne la somme directe de r copies de S' , soit un isomorphisme.
(On suppose que dans C les sommes directes qui interviennent ici existent). Soit
F un foncteur contravariant de C dans la catégorie des groupes abéliens. Alors

C*(S'/S » F) est canoniquement isomorphe au groupe simplicial de cochaines stan-

dard homogenes C (f, F(s')), donc H'(S'/S , F) est canoniquement isomorphe &
w(r, reE) .

e. EXEMPLE 2. - Soit G la catégorie des pré-schémas. On désigne par Ga (vgrou-

pe additif") le foncteur contravariant de G dans la catégorie des groupes abé:-

liens, défini par

G, (x) = B°(x , 9y) .

On définit de méme le foncteur Gm ("groupe multiplicatif") par

1

6 (X) = H(x , .o.x)‘

—~
1]

groupe des éléments inversibles de l'anneau H°(X "QX))’ et plus généralement

le foncteur Gi(n) ("groupe lindaire d'ordre n ") par
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Gl(n)(X) =

Gi(n , E°(X , O

9y))

qui est un foncteur de € dans la catégorie des groupes (non nécessairement com-
~

mutatifs si n >1 ; pour n =1 on retrouve Gh ). On peut d'ailleurs interpré-
ter G1(n) comme un foncteur-automorphisme (cf. (c)) en considérant la catégorie
fibrée J de base C telle que pour X€GC F, soit la catégorie des fais-
ceaux localement libres sur X : on a en effet Gl(n)(X) = Aupf,ggg) . D'aprés

(b) il s'ensuit que si &£ : S'—3 S

est un morphisme de F-descente (cf. para-

graphe 2.(c)) Hl(S'/S , G1(n)) contient l'ensemble des classes (i un isomorphis-
me prés) de faisceaux localement libres sur S dont 1l'image inverse sur S' est
isomorphe & O gt ? et cette inclusion est une égalité si et seulement si toute
donnée de descente sur OS' (relativement & o¢ : S'—3 S ) est effective. Lors-

que S est le spectre d'un anneau local, cela signifie donc HI(S'/S , Gl(n)) =(e)

puisque tout faisceau localement libre sur S est alors trivial.

Notons 1'équivalence des conditions suivantes sur un morphisme e<: S'— S :

(i). L'homomorphisme d'augmentation H°(S , 0) = G_(5)—» 1°(s'/s , G) est

un isomorphisme

(ii). S'—> S est un morphisme de

de base C envisagée ci-dessus).
~

=4 7~ . , ,
F-descente ( J étant la catégorie fibrée

Si S'-— S est fini, ces conditions équivalent aussi &

(iii). S'—¥ S est un épimorphisme strict (cf. paragraphe 2.(c)).

Supposons maintenant que S = Spec (A) , S' = Spec (A') ; alors on a

c"(s'/s , ¢,) =

1'opérateur cobord C"(A'/A , GQ——? C

rateurs faces

ai(xo 2x 8...8 xn) =x,

De méme, C°(S'/S , G) c“(A'/A G

n+l

/A, c) = @ 4

n+l(A'/A s Ga) étant somme alternée des opé-

eoe B X5 4 ? 1A' f x4 R ... & X,

s'identifie & (n§i AN)* s les opérations

simpliciales dans C (A'/A , Gm) étant induites par celles de C"(S'/S » G ).
On explicite de méme les opérations simpliciales dans C (A'/A , G1(n)) . Dans

tous les cas 3 la connaissance du conférencier, on a gt (A'/a G ) =0 pour

1 >0, et si A est local, on a Hl(A'/A R G ) =0 et plus generalement

! (A'/a , G1(n)) = (e) (lorsque S'—s S

est un morphisme de -f—descente, i. e.

le diagramme A—>A'=—3A' 2, A' est exact, comparer avec le paragraphe 2.(c)).

On notera que le "théoréme 90" de Hilbert n'est autre que la relation
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Hl(S'/S ’ Gm): 0 lorsque A est un corps et A' une extension galoisienne fi-

nie de ce dernier (cf. exemple 1), et peut encore s'exprimer en disant que dans

le cas envisagé, S'—3S est un morphisme de descente strict pour la catégorie

fibrée des faisceaux localement libres de rang 1 . C'est sous cette derniére for-

me qu'il convient de généraliser le théoréme de Hilbert, en variant les hypothéses
aussi bien sur le morphisme S'—S que sur les faisceaux quasi-cohérents envi-
sagés.

Notons enfin l'équivélence des propriétés suivantes, lorsque A est un anneau
local artinien d'idéal maximal m , A' une A-algébre (en désignant, pour tout
entier k » 0, par A, (resp. A ) les anneaux A/vmk*l (resp. A'/Tn?+l A ) :

. 1
(i). H (Ai{/Ak , Ga) =0 pour tout k.
s 1,,, -
(ii). H (Ak/Ak R Gm) =0 pour tout k .
(iii). Hl(Ai/Ak y GI(n)) = (e) pour tout k et tout n .
Si S8'— S est un épimorphisme strict, alors les conditions précédentes impli-

quent méme que c'est un morphisme de descente strict pour les modules libres (de

type fini ou non) sur A'
REMARQUE. - La définition des groupes Hl(S'/S s Gm) s dans le cas ou S , S
2
sont des schémas de corps A , A' , est due 3 MMITSUR. Le groupe H~(S'/s , Gm)

est particuliérement intéressant comme variante "globale" du groupe de Brauer,

variante pour laquelle on pourra se référer a [1], chapitre VII.

B. Descente par morphismes fidélement plats.

1. Enoncé des théorémes de descente.

DEFINITION 1.1. - Un morphisme ok : S'—5S de pré-schémas est dit plat si
pour tout x'€S' , O_, est un module plat sur l'anneau q*(x') (i. e.

~X
! M est un foncteur exact en le

0., -module M ). Un morphisme
X Od(x' ) )

Q0((x'

est dit fidelement plat s'il est plat et surjectif.

Par exemple, si S = Spec (A) , S' = Spec (A') , alors S' est plat sur S si
et seulement si A' est un A-module plat, et S' est fidélement plat sur .S si et
seulement si A' est un A-module fidélement plat (i. e. le foncteur: A' 2, M en
le A-module M est exact et fidéle) ; cela signifie aussi, dans la terminologie
de SERRE [5], que le couple (A , A') est plat. Si S' est fidélement plat sur

S , alors le foncteur image inverse de faisceaux quasi-cohérents sur S est exact

et fidéle, en d'autres termes, pour qu'une suite d'homomorphismes de faisceaux
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quasi-cohérents sur S soit exacte, il faut et il suffit que son image récipro-

que sur S' le soit 6nparticulier, pour qu'un homomorphisme de faisceaux quasi-
cohérents sur S soit un monomorphisme, resp. un épimorphisme, resp. un isomor-
phisme, il faut et il suffit que son image inverse sur S' le soit). Cette pro-
priété reste vraie si on se restreint au-dessus d'un ouvert quelconque de S , et

sous cette forme caractérise les morphismes fidélement plats.

DEFINITION 1.2. - Un morphisme ol : S5'—3 S5 est dit quasi-compact si 1'image
inverse de toute partie ouverte quasi-compacte U de S est quasi-compacte (i. e.

réunion finie d'ouverts affines).

I1 suffit évidemment de vérifier cette propriété pour les ouverts affines de S .
Par exemple, un morphisme affine (i. e. tel que l'image inverse d'un ouvert affine

soit affine) est quasi-compact.
La classe des morphismes plats, resp. fidélement plats, resp. quasi-compacts,
est stable par composition et par "extension de la base", et contient bien enten-

du les isomorphismes.
THEOREME 1. - Soit © : S'—3 S un morphisme de pré-schémas, fidilement plat
et quasi-compact. Alors o est un morphisme de descente gtrigt (A, définition 1.7)

pour la catégorie fibrée F des faisceaux quasi-cohérents (A, paragraphe 1, exem-
ple 2).
Cet énoncé signifie deux choses :
(1) S8i F et G sont deux faisceaux quasi-cohérents sur S , F' et G'

leurs images inverses sur S' , alors 1l'homomorphisme naturel
Hom (E , G)—> Hom (F' , G')

est une bijection du premier membre sur le sous-groupe du second formé des homo-
morphismes F'—> G' qul sont compatibles avec les données de descente canoniques
sur ces faisceaux, i. e. dont les images inverses par les deux projections de
Sh = gt g S' sur S' donnent un méme homomorphisme F¥ —) GV ,

(ii) Tout faisceau quasi-cohérent F' sur §S' » muni d'une donnée de descente
relativement au morphisme & : S'—> S (4, définition 1.6), est isomorphe (mu-
ni de cette donnée) A 1'image inverse d'un faisceau quasi-cohérent F sur S .

Faisant F = Oy dans (i), on trouve :

COROLIAIRE 1. - Soit G un faisceau quasi-cohérent sur S , soient G' et GM
ses images inverses sur S' et sur S" = S g S' , soient Py s By les deux pro-

jections de S" sur S' , alors le diagramme suivant d'applications d'ensembles
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»

r (G)L»—) rG") —p%) r‘(Gn)
P
est exact (A, définition 1.(a)).

D'autre part, la conjonction de (i), (ii) et de la définition 1.1 donne le
COROLIAIRE 2. - Soit G comme dans le corollaire 1. Alors il y a correspondan-
ce biunivoque entre les sous-faisceaux quasi-cohérents de G , et les sous-faisceaux
quasi-cohérents de G' dont les images inverses sur S% , par les deux projections

Py s Py donnent le méme sous-faisceau de G" .

Bien entendu, on a un énoncé équivalent en termes de faisceaux quotients. Comme
on 1'a vu (A, paragraphe 4, (e)), le théoréme 1 doit &tre considéré comme une gé-
néralisation du "théoréme 90" de Hilbert, et implique comme cas particuliers di-
verses formulations en termes de 1-cohomologie. Pour la démonstration, on est
ramené facilement au cas ou S = Spec (A) , S' = Spec (A') , et pour (i) on se

raméne facilement & prouver le corollaire 1, i. e. l'exactitude du diagramme

- ? —_ At R
M=4a8 M—>A'Q MJA' 8 A' 8 M

pour tout A-module M , ce qui résulte du lemme plus général :

LEMME 1.1, - Soit A' une A-algébre fidélement plate. Alors pour tout A-module
M, le complexe M-augmenté C (A'/A 5 Ga) 9, M (cf. A, paragraphe 4, (e)) est

une résolution de M .

I1 suffit de prouver que le complexe augmenté déduit du précédent par extension
de la base de A 2 A' satisfait les mémes conclusions. Cela améne a vérifier
1'énoncé quand on remplace A par A' et A' par A' QA A' , donc nous raméne
4 un cas ou il existe un homomorphisme de A-algébres A'—>A (ou, en termes
géométriques, au cas ou S' sur S admet une section). Dans ce cas, cela résulte
des généralités du A, paragraphe 4, (a). Signalons en passant le corollaire sui-
vant, qui généralise un énoncé bien connu en cohomologie de Galois (comparer A,
paragraphe 4, (e)) :

COROLIAIRE. - Si A' est fidélement plat sur A , on a HO(A'/A 5 Ga) = A et
Hi(A'/A s GQ =0 pour i» 1.

Pour prouver la partie (ii) du théoréme 1, on procéde comme pour (i) en se rame-
nant au cas o S' sur S admet une section, od cela résulte de (i) (cf. A, pa-
ragraphe 1, (c)).

On peut évidemment varier ad libitum le théoréme 1 et ses corollaires en intro-
duisant des structures supplémentaires diverses sur les faisceaux (ou systémes de

faisceaux) quasi-cohérents envisagés.-Par exemple, la donnée sur S d'un faisceau
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quasi-cohérent d'algébres commutatives "équivaut" 2 la donnée sur S' d'un tel
faisceau, muni d'une donnée de descente relativement 3 o« : S'—> S . Compte
tenu de la correspondance fonctorielle entre de tels faisceaux quasi-cohérents
sur S , et des pré-schémas affines au-dessus de S , on obtient la deuxiéme as-

sertion du théoréme suivant :

THEOREME 2. - Soit o : S'— S comme dans le théoréme 1. Alors o est un

morphisme de descente (non strict en général) (A définition 2.4), et c'est un mor-

phisme de descente strict pour la catégorie fibrée des schémas, affines au-dessus

de pré-schémas, (A, définition 1.7).
la premiére assertion du théoréme signifie ceci : soient X , Y deux pré-schémas
au-dessus de S, X' , Y' leurs images inverses sur S' et X" , ¥" leurs ima-

ges inverses sur 3" = S! g S' , alors le diagramme suivant d'applications naturelles
»

t ]
Homg (X , Y) i—)ﬂoms,(x' R Y')____E_i_)_;ﬂoms,,(x" » YM)
P2

est exact, i. e. ot’  est une bijection de HomS(X s ¥) sur la partie de
Homs,(X' s Y') formé des homomorphismes qui sont compatibles avec les données de
descente canoniques sur X' , Y' (i. e. dont les images inverses par les deux
projections de S" sur S' sont épales). Cela résulte facilement du théoréme 1,
corollaire 1, lorsqu'on se borne & Y affine sur S ; dans le cas général, il
faut conjuguer le théoréme 1 avec le résultat suivant :

LEMME 1.2, - Soit & : S'—>S un morphisme fidelement plat et quasi-compact.
Alors S s'identifie 2 un espace topologique quotient de S' , i. e. toute partie

U de S telle que o(-l(U) soit ouverte, est ouverte.

Pour compléter le théoréme 2, il faut donner des critéres d'effectivité pour une
donnée de descente sur un S'-pré-schéma X' (dans le cas ob X' n'est pas sup-

posé affine sur S' ). Remarquons d'abord qu'une telle donnée de descente n'est

pas nécessairement effective, méme si S est le spectre d'un corps k , S' 1le

spectre d'une extension quadratique k' de ce dernier, et S' un schéma
algébrique propre de dimension 2 sur S' (comme on peut voir, d'aprés SEREE,

en utilisent la surface non projective de NAGATA). Pour qu'une donnée de descente

sur X'/S' relativement & o€ : S'— S (fidélement plat et quasi-compact) soit

effective, il faut et il suffit que X' soit réunion d'ouverts Xi » affines sur

S' , qui soient "stables" par la donnée de descente sur X' . Il en est certaine-

ment ainsi (quel que soit X'/S' et la donnée de descente sur X' ) si le morphis-

me e : S'—> S est radiciel (i. e. injectif, et 2 extensions résiduelles qui
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sont radicielles). On peut montrer aussi qu'il en est encore ainsi si

A: S'—3S est fini, et toute partie finie de X' , contenue dans une fibre

de X' sur S, est contenue dans un ouvert de X' affine sur S (c'est le
critére de Weil). Il en est en particulier ainsi, si X'/S' est quasi-projectif,
et dans ce cas, on peut montrer que le pré-schéma "descendu" X/S est aussi quasi-
projectif (et projectif si X'/S' 1test). En rdsumé :

THEOREME 3. - Soit ¢ : S'—3S un morphisme de pré-schémas, fidélement plat

et quasi-compact. Si oK est radiciel, c'est un morphisme de descente striet. Si

K est fini, c'est un morphisme de descente strict relativément A la catégorie

fibrée des pré-schémas quasi-projectifs (ou projectifs) sur des pré-schémas.

REMARQUES. - J'ignore si, dans la deuxiéme assertion ci-dessus, 1'hypothése
que o soit un morphisme fini est bien nécessaire ; on vérifie en tous cas de
fagon "formelle" qu'on peut la remplacer par l'hypoth&se suivante, plus faible en

apparence : pour tout point de S existe un voisinage ouvert U , un U' fini

et fidélement plat sur U , et un S-morphisme de U' dans S' . Un cas type

qui ne rentre pas dans le précédent est celui oi S = Spec (4) , S' = Spec (&) ,

ol A est un anneau local noethérien et A son complété ; ou encore celui ou

S' est quasi-fini sur S (i. e. localement isomorphe & un ouvert d'un S-schéma

fini) et non fini. Dans ces deux cas, le conférencier ignore gussi la réponse 3

la question suivante : soit X wun S-schéma tel que X' = X %g S' soit projectif

sur S' , est-il vrai que X est projectif sur S ?

2. Application & la descente de certaines propriétés de morphismes. - Soit P

une classe de morphismes de pré-schémas. Soit e : S'— S un morphisme de pré-
schémas, et soit f : X—»Y un morphisme de S-pré-schémas, f' : X'—pY!'
1'image réciproque de f par of . On peut se demander alors si la relation

" f'€P " implique " féP ", Il apparalit que la réponse est affirmative dans

beaucoup de cas importants lorsque l'on suppose que ot est fidélement plat et

quasi-compact (cette dernidre hypothése étant parfois surabondante). Cela se voit
directement sans difficulté si P est la classe des morphismes surjectifs, resp.
radiciels (ces cas résultant de la surjectivité de o&), resp. plats, resp. fidé-
lement plats, resp. simples (ces cas résultant de la fidéle platitude-de o£ ),
resp. de type fini. Utilisant les théorémes 1, 2 et le lemme 1.2, on voit aussi
qu'il en est de méme si P est une des classes suivantes : isomorphismes, immer-
sions ouvertes, immersions fermées; immersions (si f est de type fini et Y 1lo-
calement noethérien), morphismes affines, morphismes finis, morphismes quasi-finis,

morphismes ouverts, morphismes fermés, homéomorphismes, morphismes séparés,
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morphismes propres. Le seul cas important non élucidé est celui des morphismes

projectifs et quasi-projectifs, déja signalé dans la remarque du paragraphe 1.

3. Descente par morphismes finis fidélement plats. - Soit o : S'— S un mor-

phisme fini, correspondant & un faisceau d'algébres é' sur S qui est localement
libre de type fini en tant que faisceau de modules, et partout #0 ; alors ot

est un morphisme fidélement plat et quasi-compact, auquel on peut donc appliquer

les résultats précédents. La donnée d'un faisceau quasi-cohérent F' sur S' équi-
vaut & la donnde du faisceau quasi-cohérent X (F') sur S, muni de sa struc-
ture de A'-module (notant que A' = 0(*(‘95,)). Pour simplifier, ce faisceau sur

S sera également noté F' . Les deux images inverses p;(F') de F' sur

s! g S' correspondent de méme aux faisceaux quasi-cohérents-de (A' QO A')}modules

~S

! QO A' et A' QO F' . La donnée d'un (S' Xg S')-homomorphisme du premier
-5~ = =S
dans le second équivaut 3 la donnée d'un homomorphisme de (A' & A')-module, et
compte tenu que A' est localement libre, cela équivaut & la donnée d'un homomor-
phisme de (A' 8 A')-modules :
U = Homy (A' , A') = A QE'—>HomO (F' , F')
- Do - iy .

i. e. & la donnéde, pour toute section g de [ sur un ouvert V , d'un homomor-

phisme de Os—modules T§ : F‘"V‘——-) Friv , satisfaisant les conditions

(3.1) T, (x) = £T, (x) T, . x = Ty (fx)
fg § §f 3

o f , x sont respectivement des sections de A' , F' sur un ouvert de S conte-

nu dans V . Les conditions (i) et(ii) d'une donnée de descente (A, paragraphe 1,

(¢)) s'écrivent alors respectivement :

(3.2) T, X=X, i. e. T, = idg,

En d'autres termes, une donnée de descente sur F' équivaut 3 une représentation

du.faisceau de Es-algébres U = Hom @ar, ‘é') dans le faisceau de Os-a];g'ebres

Mgsm

Hom, (F' , F') , satisfaisant les deux conditions de lindarité (3 .1). Si on a

un accouplement de faisceaux quasi-cohérents sur S!
1 1 '
Fl x FZ——) F 3

(qu'on peut interpréter comme un accouplement de faisceaux de A'-modules sur S ),
S
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ot des données de recollement sur les Fi , définies par des homomorphismes Ti

(i=1,2, 3 U— Hom (Fi s Fi) » alors ces données sont compatibles avec
~ M‘S

l'accouplement donné, dans le sens évident du terme, si et seulement si la condi-

tion suivante est vérifiée :
Pour toute section g de U sur un ouvert, désignant par A} = Z;i 2, g; la
section de U QA, U ( U étant considéré comme A'-module pour sa structure 2

gauche) défini par la formule
¥-(te) =810 31e)

(ol f et g sont deux sections de A' sur un ouvert plus petit), on a la for-

mule
(3) (1) (2)
(3.4) T (.)=§:T, T
g N I

pour tout couple de sections x , vy de A' sur un ouvert plus petit. (On pourra
exprimer cette propriété en disant que les homomorphismes T(l sont compatibles

N

avec 1l'application diagonale de U , relativement & l'accouplement donné). En par-

ticulier, les formules (3.1) a (3.4) nous permettent d'interpréter en termes de
représentations d'algébres & applications-diagonales, les données de descente sur
un faisceau quasi-cohérent d'algébres sur S' , donc aussi (se restreignant aux

algébres commutatives) les données de descente sur un S'-schéma affine.

De 13, on passe & une interprétation analogue des données de descente sur un
S'-pré-schéma X' quelconque : la donnée d'un tel X' équivaut & la donnée d'un

pré-schéma X' sur S , muni d'un homomorphisme de Os—algébres

A'— Oy
et une donnée de descente sur X' équivaut 2 la donnée d'un homomorphisme de fais-
ceaux (compatible avec le morphisme h : X'—» S' ) :

I — Hom o,, , Ox')

- \ Iy
on — 1(0 ) X
satisfaisant -les conditions analogues aux conditions (3.1) & (3.4) ci-dessus.

EXEMPLE 1 ("WEIL"). - Supposons S'/S un revétement étale galoisien de groupe
de Galois [ (ef. A, paragraphes 3, ot 4,(d)). Alors une donnée de descente sur

un faisceau quasi-cohérent F'! sur S' (resp. sur un S'-pré-schéma X' ) équi-
vaut 2 la donnde d'une représentation de [ par automorphismes de (S8' , F')

(resp. de (8' , X')) compatible avec les opérations de [ sur S' . Ce résultat
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est "formel", i. e. se démontre en termes de catégories, mais du point de vue de
ce numéro résulte aussi dé la structure explicite de u, (muni de sa structure
d'anneau, 1l'homomorphisme d'anneaux ﬁf-—a‘g et 1'application diagonale), com-
plétement connue grice au résultat suivant : U admet, en tant que A'-module

4 gauche, une base formée des sections de U qui correspondent aux éléments de

r.

EXEMPIE 2 ("CARTIER"). - Soit p un nombre premier, supposons g =0 (i. e.
OS est de caractéristique p ), A'pc.OS =A (i. e. 8'/S est radiciel de hau-
teur 1 ) et que le faisceau d'algébres A' sur A admet localement une p-base,

i. e. une famille (xi) de sections telle que A' soit engendré comme algébre

par les X5 s sounmis aux seules conditions xf =~b . Nous supposons 1'ensemble
des i fini, de cardinal n . Soit <$ le faisceau des A-dérivations de A' ,
c'est un faisceau de A'-modules localement libre de rang n , de plus c'est un
faisceau de p-algébres de Lie sur ‘f: (mais non sur ﬁ' ) satisfaisant la condi-
tion

(3.5) X, fFY] =X(£) Y + £[X , Y]

LEMME. - U = Hom, (A" , A') est engendré, en tant que OS—algébre muni d'un
~n M‘S ~n ~n -
homomorphisme d'algébres A'— U, par le sous-A'-module & gauche (S , avec les

relations supplémentaires :

Xf - £fX = X(f)
(3.6) XY -YX =[X, Y)
xP = x(P)

I1 résulte du lemme précédent qu'une donnée de descente sur le faisceau quasi-
cohérent F' sur S' équivaut a la donnée, pour tout X € é, d'un Os-endo-

morphisme X de F' , satisfaisant les conditions

(3.7) X = £X

(3.8) X(fx) = X(f) x + £X(x)
(3.9) X, YI=1[x, Y]
(3.10) x(P) - gP

(C'est ce qu'on pourrait appeler une connexion linéaire sur F' , sans courbure

et compatible avec la puissance p-iéme). On explicite de méme la notion de donnée

de descente sur un S'-pré-schéma X' ; la relation (3.4) est remplacée ici par
la condition que les X sont des dérivations de OX' . Comme le morphisme S'—» S

est radiciel, le théoréme 3 garantit que toute telle donnée de descente est
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effective, donc définit un S-pré-schéma X .
On notera qu'on n'a pas eu & faire d'hypoth&se de platitude, de non singularité

ou de finitude quelconque sur F' resp. X' .

4. Application 3 des critéres de rationalité. - Soit X un S-pré-schéma tel que

1'image directe de By sur S soit O, ; cette propriété restera vraie alors

par toute extension plate S'— S de la base S . Si F est un faisceau inver-
sible (i. e. localement libre de rang 1 ) sur X , les automorphismes de F ,

s'identifiant aux sections inversibles de EX 5
sections inversibles de BS . Soit alors s une section de X au-dessus de s ;

correspondent biunivoquement aux

nous appellerons de facon imagée, section de F au-dessus de s , une section du

s . . * . rd a . .
faisceau inversible s (F) sur S . Il résulte de ce qui précéde que si Fi
(i =1, 2) sont deux faisceaux inversibles sur X , munis chacun d'une section

au-dessus de s , et si F, et F, sont isomorphes, il existe un isomorphisme

1 2

compatible avec les sections en question (i. e. trans-

et un seul de Fl sur F2

formant la premiére en la seconde). D'ailleurs, et indépendamment de la section

s , convenons de regarder comme équivalents deux faisceaux inversibles Fl et F2

sur X tel que tout point de S ait un voisinage ouvert U tel que les restric-

tions de F1 et F2 3 X|U soient isomorphes. Alors tout faisceau inversible

F sur X est équivalent & un faisceau inversible F1 muhi d'une section mar-

quée au-dessus de s (on prend F, = Fs)ﬁ(F)_1 ), et F, est déterminé & un iso-

morphisme prés. En d'autres termes, la classification des faisceaux inversibles
sur X & une équivalence prés est la méme que la classification a un isomorphisme
prés des faisceaux inversibles munis d'une section marquée.

Comme ces propriétés restent vraies par extension plate & : S'—> S de la

base;, (en remplagant la section s par son image inverse s' par oA ), on en
conclut, compte tenu du théoréme 1 :

Le pré-schéma X/S étant comme ci-dessus et admettant une section s , soit

o : S'—> S un morphisme fidélement plat et quasi-compact ; soit ¥' un fais-
ceau inversible sur X' = X x, S' . Pour que F' soit équivalent & 1'image inverse

sur X' d'un faisceau inversible F sur X , il faut et il suffit que ses images

inverses p;(F') et p;(F') sur X' x X' =X xg (S *q S') soient équivalentes.

S'il en est ainsi, F est déterminé 2 une équivalence prés. (On dira alors que

F' est rationnel sur S ).

S'inspirant de ce principe dans le cas o o : S'—>»S est comme dans 1'exem-

ple 1 ou 1'exemple 2 du numéro précédent, on trouve les critéres de rationalité

de Weil ou de Cartier. (On notera que ses auteurs se bornent au cas or S et S'
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sont des spectres de corps ; a fortiori, S est alors le spectre d'un anneau lo-
cal, et la relation d'équivalence introduite ci-dessus n'est autre que la relation
d'isomorphie). Dans le premier cas, F' est rationnel sur S si et seulement si
ses transfomés par M sont équivalents & F' . Pour exprimer le critére de
rationalité dans le deuxiéme cas, on considére, de fagon générale, le morphisme
diagonal X'—j X" = X' *x X' de X'/X , le faisceau d'idéaux £~ correspondant

sur X' *¢ X' et le faisceau I/I2 , qui s'identifie & son image réciproque

fu%,/x sur X (faisceau des 1-différentielles de X' par rapport & X ). Comme
les restrictions des F! = pi(F') (i =1, 2) 2 la diagonale sont isomorphes
(car isomorphes & F' ), i. e. F{ Fg_l = F" @a une restriction a la diagonale qui
est triviale, il s'ensuit que la restriction de F" a (X", X"/I ) est donnée,

3 un isomorphisme prés, par un élément bién détemminé E de
2 1 1
Hl(x" s 3/}‘ ) = H (X', ‘Qx'/x)
1
1 1
D'ailleurs, en 1l'occurence,on a I)xv/y =N S1/5 Qs“x » et par suite, si IIS’/S

est localement libre sur S (cpmme dans le cas de Cartier), § définit une section
de Rl fi(OX,) 8 Iﬁé,/s sur S' (appelée classe de Atiyah-Cartier du faisceau

inversible F' sur X'/S) dont 1l'annulation est nécessaire et suffisante pour que

les images réciproques de F' par les deux projections de

(X" /I ) =X xo (S" , /JZ

Xll SH

sur X' soient équivalentes (o J est le faisceau d'idéaux sur S" = S xg St

défini par le morphisme diagonal S'— §! *g S' ). Cette annulation est donc tri-
vialement nécessaire pour que les images réciproques de F' sur X" = X xg sh
lui-méme soient équivalentes, donc aussi pour que F soit équivalent & 1'image
inverse d'un faisceau inversible F sur X . D'ailleurs, la classe de Atiyah- Cartier
peut aussi s'interpréter comme l'obstruction 2 1l'existence; localement au-dessus

de S' , d'une connexion de F' relativement aux dérivations de X'/X , une telle
connexion étant de plus déterminée quand on connait les dérivations de TF' corres-
pondant aux prolongements naturels a4 X' des dérivations de $'/S . De ceci, et

des développements du numéro précédent, on conclut facilement que dans le cas de
1'exemple 2 dudit, et lorsque X/S admet une section, 1l'annulation de la classe

de Atiyah-Cartier est aussi suffisante pour que F' soit rationnelle sur S .

5. Application 3 la restriction du schéma de base dans un schéma abélien. - Soit

S un pré-schéma. On appelle schéma abélien sur S un schéma X simple et propre
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sur S dont les fibres en les points x€S sont des schémas de variétés abélien-
nes sur les ¥(x) . Supposons S noethérien et régulier (i. e. ses anneaux locaux
réguliers), alors on peut montrer en utilisant le théoréme de connexion de MURRE

[4] (du moins dans le cas "d'égales caractéristiques", od le théoreme cité est ac-

tuellement démontré) que toute section rationnelle de X sur S est partout dé:
finie (i. e. est une section) (ce qui généralise un théoréme classique de WEIL).

I1 en résulte, plus généralement que si X' est un schéma simple sur S , alors
foute S-application rationnelle de X' dans X est partout définie. Il en résulte
ceci, qui généralise un résultat de IGUSA-IANG : S étant noethérien et régulier

et K désignant son anneau des fonctions rationnelles (composé direct de corps);

soit X un schéma abélien au-dessus de K ; si X est isomorphe 3 un K-schéma

de la forme X, *g Spec (X) , ol X, est un schéma abélien sur S , alors X

est déterminé & un isomorphisme unique pres.

Utilisant le résultat d'unicité précédent, on voit que la question de restriction
de la base dans X est locale sur S (et par suite, qu'il suffit de savoir faire
la restriction aux Spec (Qx) ;, avec x€3S ). On voit de la méme fagon que si
S'— S est un morphisme simple de type fini, si K' est l'anneau des fonctions
rationnelles de S' , et si X QK K' est de la forme Xé o Spec (K') s alors

Xé est muni d'une donnée de descente canonique relativement & & . Compte tenu

du théoréme 3, on en conclut :

PROPOSITION 5.1. - Soit S un pré-schéma noethérien et régulier, irréductible,
de corps de fonctions rationnelles X , soit K' wune extension finie de K , non
ramifide sur S, S' 1le normalisé de S dans K' (qui est donc un revetement
étale de S ), X un schéma abélien sur K tel que X QK K' soit de la forme
X5 X5t
de la forme X

Spec (K') , ou Xé est un schéma abélien projectif sur S' . Alors X est

o Xg Spec (K) , ou X est un schéma abélien projectif sur S .
REMARQUES. - Le conférencier ignore si on peut remplacer l'hypothése que S'— S

est un révétement étale surjectif (permettant d'utiliser le théoréme 3) par 1'hypo-

thése que c'est un morphisme de type fini simple et surjectif (méme si on suppose

que c'est un étalement), ou si la proposition reste valable sans supposer Xé pro-

jectif sur S' (condition qui est peut-&tre remplie automatiquement).

6. Application a des critéres de locale trivialité et isotrivialité. - Soient S

, .
un pré-schéma, G un "pré-schéma en groupes" au-dessus de S , F un pré-schéma

sur S sur lequel "G opére" (a droite). On dit que P est formellement princi-

pal homogéne sous G si le morphisme bien connu

G xg P—>P x, P

S S
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déduit des opérations de G sur P, est un isomorphisme. Nous supposerons doré-
navant G plat sur S (donc fidélement plat sur S ), et nous reserverons le nom
de fibré principal homogéne sous G & un fibré formellement principal homogéne P
qui est fidélement plat et quasi-compact sur S . Il est immédiat qu'il revient au
méme de dire que 1l'on peut trouver une extension fidélement plate et gquasi-compacte
S'— S de la base S , telle que le fibré formellement principal homogéne

P' =P *g s' sous G' =G xS 5' soit trivial, i. e. isomorphe a G' (i. e. admet-

te une section) ; on pourra prendre en particulier 8' = P . Noter d'ailleurs que
si S est localement noethérien, alors 1'hypothése de fidéle platitude sur P
équivaut & 1'hypothése que ﬁs =P oxg Spec {gs) est fidélement plat sur .gs pour
tout s€S (ou gs désigne le complété de 1'anneau local Es ), comme il résulte
du fait que ‘gs est fidélement plat sur 93 . D'ailleurs, si P est de type fini
sur S localement noethérien, 1'ensemble des points s satisfaisant & la condition
ci-dessus est constructible, donc si S est un "pré-schéma de Jacobson' (par exem-
ple un schéma de type fini sur un corps, ou un anneau de Jacobson plus généralement),
il suffit de vérifier la condition en question pour les points fermés de S . Cela
nous raméne au cas ol la base est le spectre d'un anneau local complet A . Lorsque

S = Spec (A) ( A anneau local noethérien complet) et que P est de type fini sur
S, la fid2le platitude de P/S &quivaut aussi & 1l'existence d'un S' fini et

plat sur S tel que P' soit trivial, et si de plus G est simple sur S5 , on peut
supposer S' éiglé sur S . Par suite, si de plus le corps résiduel de A est

algébriquement clos ("cas géométrique"), P est fidélement plat sur A si et seu-

lement si il est trivial. Donc, si S est un pré-schéma algébrique sur un corps
algébriquement clos, et G simple de type fini sur S , on voit que la condition
de fiddle platitude sur S équivaut 2 la condition de trivialité analytique (SLF)
de SERRE (6] p. 1-12).

On peut introduire d'autres types plus forts de conditions sur P , ayant la na-
ture d'une Mrivialité locale". Nous dirons en particulier, que P est isotrivial

(resp. strictement isotrivial) si pour tout s €S , il existe un voisinage ouvert

U de s, et un morphisme fini et fidélement plat (resp. un revétement étale sur-

jectif) U'— U tel que P' =P xg U' soit trivial. (Nous nous écartons de la
terminologie de SERRE [1], qui appelle localement isotrivial ce que nous appelons
strictement isotrivial). La stricte isotrivialité est surtout utile si G est sim-

ple sur S, mais est une notion inadéquate par contre dans les autres cas.

Si G est affine sur S, tout fibré principal homogéne P sous G est affine

d'aprés le paragraphe 2, d'ol la possibilité, grdce au théoréme 2, de "descendre"
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de tels fibrés par des morphismes fidélement plats et quasi-compacts. Prenons, en
particulier, G = Gl(n)S » défini par la condition que le foncteur de S-pré-schémas
S — HomS(S' » G) (& valeurs dans la catégorie des groupes) s'identifie au fonc-
teur G1(n)(S') = al(n , HO(s' , QS,)) du A, paragraphe 4, (e). Utilisant le fait
(i) que tout fibré principal homogéne sous ( (resp. tout faisceau localement

libre de rang n sur S ) devient isomorphe & 1l'objet "trivial® G (resp. Eg )

par une extension fidélement plate et quasi-compacte convenable de S, (ii) que
1'on peut descendre les objets du type envisagé (fibrés principaux homogénes sous

G , resp. faisceaux localement libres de rang n ) par de tels morphismes, et en-
fin (iii) que le groupe des automorphismes du fibré trivial sur un S'/S est fone-
toriellement isomorphe au groupe des automorphismes du faisceau localement libre de
rang n trivial sur S' , on conclut "formellement" qu'il "revient au méme" de

se donner sur S (ou sur un S'/S ) un fibré principal homogéne de groupe G , ou
de s'y donner un faisceau lpcalement libre de rang n . (De fagon plus précise,

on a une équivalence de catégories fibrées). On en conclut en particulier :

PROFOSITION 6.1. - Tout fibré principal homogéne de groupe Gl(n)S est locale-

ment trivial.

Par des arguments connus, on en conclut le méme résultat pour des groupes struc-
turaux tels que Sl(n)S s Sp (n)s et des produits de tels groupes. On en conclut
aussi que, si F est un sous-groupe fermé de G = Gl(n)S ; plat sur S ; tel que
le quotient G/F existe, et que G soit un fibré principal homogéne isotrivial
(resp. strictement isotrivial) sur G/F , de groupe F g (G/F) , alors tout fibré
principal homogéne de groupe F est isotrivial (resp. strictement isotrivial).
Cela s'applique & tous les ‘groupes linéaires" sur S qui ont été utilisés jusqu'a

présent, et en particulier, au cas o G =S x, [', S étant un pré-schéma sur

k
le corps k , et M groupe linéaire au sens classique, et en particulier sim-
ple, sur k . Cela résout donc, pour de tels groupes, une question de SERRE (loc.

cit.).

Signalons aussi que, pour la plupart des groupes (lindaires ou non) simples sur
S connus, et en tout cas ceux de la forme S % ™ comme ci-dessus, on peut mon-
trer que tout fibré principal homogéne isotrivial est strictement isotrivial, ce
qui résoud en particulier, une autre question de SERRE (loc. cit. 1-14), compte
tenu qu'un fibré principal homogéne obtenu par une descente & la CARTIER (cf. pa-

ragraphe 3, exemple 2) est manifestement isotrivial.

REMARQUE. - Une des difficultés essentielles dans ces questions (misea part la
question de 1l'existence des schémas quotients G/F ) est le manque de critéres

d'effectivité pour une donnée de descente par un morphisme fidélement plat non fini.
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