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Séminaire BOURBAKI .
17e année, 1964/65, n® 290 Mai 1965

LE GROUPE DE BRAUER

par Alexander GROTHENDIECK

I. Algdbres d'Azumaya et interprétations diverses.

Introduction.

On sait que le groupe de Brauer des classes d'algebres centrales simples sur un
corps k (cf. [10]) joue un rdle de premier plan dans 1'étude arithmétique du
corps k . La notion a été étendue en 1951 par AZUMAYA [3] au cas d'un anneau de
base local, et reprise en 1960 par AUSLANDER-GOLDMAN [2] dans le cas d'un anneau
de base quelconque. Les développements de AZUMAYA-AUSLANDER-GOLDMAN peuvent se gé-

néraliser d'ailleurs de fagon essentiellement triviale au cas des préschémas de

base généraux, ce qui est un des buts du présent exposé.

Cependant, 1'interprétation cohomologique du groupe de Brauer, qui a joué un ré-
le important dans le cas classique, ne pouvait &tre développée dans [3] et [2],
faute de disposer d'une théorie de la cohomologie étale, développée dans [1] et
[11]. Ctest elle qui donne tout son charme & la variante "globale" du groupe de
Brauer. Par exemple, le groupe de Brauer globel d'une variété algébrique compléte

non singuliére apparait comme un invariant birationnel global, intimement 1ié au

classique "nombre de Picard" B2 - p des "clasgses de 2-cohomologie transcendan-
tes" sur une variété algébrique, et 1ié également (comme 1'a remarqué ARTIN) 2
certaines conjectures récentes et profondes de BIRCH-SWINNERTON-DYER et TATE sur
les cycles algébriques sur X . D'autre part, les méthodes cohomologiques permet-
tent de répondre, au moins partiellement, & certaines questions laissées en sus-
pens dans [2]. Le conférencier compte exposer ces questions proprement cohomologi-
ques dans deux exposés ultérieurs, et se bornera ici aux premiéres variations sur

le théme asumayen.

1. Groupe de Brauer d'un espace topologique (*).

1esl. = Soit X un espace topologique, qu'on munit du faisceau d'anneaux GX
des fonctions continues & valeurs complexes. Pour tout entier n > 1 , considérons
Pn(X) = l'ensemble des classes, & un isomorphisme prés, de fibrés en algébres lo-~
calement trivisux sur X , & fibres isomorphes & l'algébre de matrices Mn(g) « On
peut 1l'interpréter aussi, par le dictionnaire bien conmu, comme 1'ensemble des

*
( )\Le lecteur est invité & rétablir dans ce texte les expressions "a isomorphis-

2? p:es" et "a homotopie prés", qui font partie du style personnel auquel tient
auteur.
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A. GROTHENDIECK

classes, & un isomorphisme prés, de faisceaux d'algébres, & sur X , qui sont lo-
calement isomorphes au faisceau Mn(OX) (ou, ce qui revient au méme, qui sont lo-
calement. libres en tant que faisceaux de modules, et tels que, pour tout x € X,

la "fibre réduite" Ax ® k(x) soit isomorphe & Mn(g) , i. e, soit une algé-
X,‘X
bre simple centrale de rang n~ sur C ). Un autre dictionnaire connu nous four-

nit 1'interprétation suivante. Désignons par GP(a) le "groupe projectif & n

variables sur C ",

@P() = Qo , O/0% = M @/

qui s'identifie aussi au groupe des automorphismes (tous intérieurs par SKOLEM-
NOETHER ([6], VIII, § 10) de ltalgdbre Mn(g) . Alors, Pn(X) s'identifie & 1l'en-
semble H%:X , gP(nf) des classes, & un isomorphisme prés, de fibrés principaux
sous QP(n) , de base X . Lorsque X est par exemple un CW-complexe, alors le
point de vue homotopique conduit a regarder Pn(X) comme l'ensemble des classes

d'applications (& une homotopie prés) de X dans un espace classifiant BGP(n) .

1.2+ - Le "groupe de Brauer" de X s'obtient & partir de la collection des
Pn(X) , en regardant comme "triviaux" les fibrés en algébres qui sont de la forme
EEQ(E) , ou E est un fibré vectoriel de rang n sur X . En termes de faisceaux,
ce sont les faisccaux de la forme End(E) , E un OX—Module localement libre de
rang n ; en termes de fibrés principaux, ce sont les éléments de H%:X s QP(n)>
qui peuvent se remonter en des éléments de HRLX , 9P(n)> ; en termes homotopiques,
les classes d'applications X - BGP(n) qui se factorisent & travers BGE(n)qBGP(n)‘
De fagon précise, appelons Algdbre d'Azumaya une algdbre sur X localement iso-
morphe & une Algébre de la forme Mn(OX) . Deux telles Algébres d , 4' sont di-
tes équivalentes si on peut trouver deux faisceaux localement libres & , &' sur

X, et un isomorphisme d'algébres

0 ® End(8) ~ ' ® End(8') .
En vertu de 1'isomorphisme d'Algébres End(8) ® End(®') ~ End(5® &') , on voit
qu'on a bien 13 une relation d!'équivalence entre Algébres d'Azumaya, d'ailleurs
compatible avec l'opération ® . L'ensemble des classes d'Algébres d'Azumaya de-

. o - . s o}
vient ainsi un monoide commutatif, et méme un groupe, car l'algebre opposée &

de @ définit une classe inverse, gréce & 1l'isomorphisme canonique bien connu

Codx }gpgox_Mod(a) .

Le groupe ainsi obtenu s'appelle groupe de Brauer de X , et se note Br(X) .
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LE GROUPE DE BRAUER, I : ALGEBRES D'AZUMAYA

134 ~ Soit O§ ou G le faisceau des unités du faisceau d'snneau O
~my X
(i. e. des applications continues de X dans C¥* ). La suite exacte de groupes

1 -G - Ge(n) » GP(n) -1

définit une suite exacte de faisceaux sur X , en prenant les faisceaux d'applica-
tions continues dans les trois termes, d'ol une suite exacte de cohomologie (cf.,

par exemple, {13] pour X paracompact, [12] en général) :

1-(x, Gmx>—» H(x , @)y~ #i(x, e)y) s ¥x, o) ,

ou, pour £ € H%:X s QP(n)> = Pn(X) , 8E € HZKX s 9ﬁ¥> est "l'obstruction & re-
lever € en un élément de Hl(? , Qz(n)x) ", Un calcul facile montre que, pour
deux Algébres d'Aeumaya, on a

s ®ar) =s(@.e() ,

ce qui implique de fagon & peu prés. formelle les conditions 1° & 3° de la proposi-

tion suivante.

PROPOSITION 1.4.
10 81 & est une Algébre d'Azumaya, 6§(0) ne dépend que de la classe de

dans Br(X) .
2° L'application
(%) 5 : Br(X) - H2<X , G ),
)

obtenue de cette fagon, est un homomorphisme de groupes.
39 Cet homomorphisme est injectif.
4° L'image de Pn(X) = H1<x y QP(n)> dans Br(X) est annulée par n .

Le 4° peut se prouver en considérant la suite exacte

1= unx - _S_J&(n)x - _qP(n)X'-» 1

(of  St(n) est le groupe spécial linéaire, w, le groupe des racines n-iémes de
1'unité, isomorphe au centre de S¢(n) , formé des metrices diagonales de Si(n) ).

On en déduit encore une application cobord

5" s H1<X , gP(n)X) =P (X) = Hz@ , “nx) »

et on voit aussitét que 1'homomorphisme & est le compo sé
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A. GROTHENDIECK

P (1) 2 Hz(x , p,nX>—-——> Hz(x , gmx> ,

ou la deuxiéme fléche provient de 1'inclusion canonique (P;>X - (G & « Comme
H%Lx , pn.> est évidemment annulé par n , cela entraine le 4°.
X

Une autre fagon de procéder (qui restera valable dans le contexte plus général
du n® 2) consiste & noter que GP(n) = §L(n)/un opére de fagon évidente sur

mo = 80 ® 00 @ 50 s Ou 50 est le faisceau localement libre de rang n trivial

sur X , sur lequel S4(n) opére de la fagon naturelle (noter que S¢(n) opére
sur T avec opérations triviales de ). On a alors, en posant & = Egg(so) ,
un isomorphisme de faisceaux d'Algébres, compatible avec les opérations de GP(n):

a ® -no®a ’:End(m) .
O\T/ (o) "0

On peut alors, & tout fibré principal P de groupe GP(n) , de base X , associer
le faisceau localement libre "tordu" mg =R, et si A est 1'Algébre d'Azumaya

associée & P , on aura

A® +o0® o End(®) ,
\TJ

ce qui prouve la proposition 1.4, 4°.

COROLLAIRE 1.5, - L'image de Br(X) dans H2(x R 9m¥> est formée d'éléments de

torsion (du moins si X n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, ou est
compact) .

On peut, dans le cas topologique envisagé ici, donner une interprétation topolo-
gique de H%;X , G ), en utilisant la suite exacte exponentielle bien comnue,

K~rexp ( 2imx)
0——2Z2—>¢C & —1,

qui fournit la suite exacte de faisceaux

0 - Zy ~ O~ gmx -0,

d'ol, si X est paracompact (donc OX "fin"), les isomorphismes

H]'(X,G V= v (X, 2, iyl
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LE GROUPE DE BRAUER, I : ALGEBRES D'AZUMAYA

en particulier H2<X , G )= H3(X » 2) , et l'homomorphisme 6§ de 1.l peut 8&tre
interprété comme un homomorphisme
(%) c: Br(X) ~¥(X, 2,

dont 1'image est contenue dans le sous-groupe de torsion. On a ici :

THEOREME 1.6 (SERRE). - Si X est un CW-complexe fini, 1'homomorphisme (%) de
1.1 induit un isomorphisme de Br(X) avec le sous-groupe de torsion de 1—[2<X,G ).

En d'autres termes :

COROLLAIRE 1.7. - L'homomorphisme (#*) induit un isomorphisme de Br(X) avec le
sous-groupe de torsion de > (X, 2) . En particulier, Br(X) est un groupe fini.

Cela donne donc une détermination compléte, en termes homologiques, de Br(X) .
La démonstration de 1.6 se fait par de la technique homotopique standard : on cal-
cule, gréce & BOTT [5], les groupes d'homotopie de la "limite inductive" BGP(oo)
des BGP (n) ? s'envoyant les uns dans les autres par "tensorisation" par des ma-
trices unité ; on trouve O en dimension impaire, g/g en dimension 2 , et Q
en dimension 2i (i 32) , d'ol s'ensuit que BGP(ao) est homotopiquement équiva-
lent eu produit B = K(Q/Z , 2) x K(Q , 4) x K(§, 6) x ... . Si alors x e H(X,2)
est de torsion, il est de le forme dy , ye H (X, _Q/_Z) , d'ol une application
X - K(Q/% , 2) , d'ol une application X — B , définissant le fibré cherché d'obe

struction x .

REMARQUE 1.8. - On peut introduire également une relation d'équivalence moins
grossiére parmi les Algébres d'Azumaya, en disant que @ et €' (sur X connexe)
sont stablement isomorphes si on peut trouver des entiers n , I tels que
Mn(a) .rr.Mm(fl') - Si KP(X) désigne 1l'ensemble des classes d'équivalence stable,

KP(X) est un monofde commutetif, et on a un homomorphisme naturel,
KP(X) ~ (X , 9/2) ,

(ot Q/Z est considéré comme limite inductive des by = Z/nZ ). L'argument de
SERRE montre que, si X est un CW-complexe fini, cet homomorphisme est surjectif,

et qu'on a méme un isomorphisme de foncteurs en X ,

(1.1) KP(X) SH(X , 9/2) « 11 ¥ix, Q) .
132

De fagon plus précise, associons & tout € e H1<X R gP(n)> ses deux classes ca-

ractéristiques (ol b = lim By est le groupe des racines de 1l'unité, isomorphe
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A. GROTHENDIECK

ici par l'exponentielle 2 Q/2 ) :

6E e H(X ,p ),  ob O

image de 6E € H2(X , p,n) dans HZ(X s u)
et

chf(g) =< ch(e) e w*(x , @) , o an(®) =1+ %) + 8%) 4 ...,

ol ch(g) désigne le "caractére de Chern" de E (qui, lorsque ¥ provient d'un
g, € H1<X y S (n)> , coincide avec le caractére de Chern habituel). On obtient
ainsi des homomorphismes

0 : KP(X) - H2(X R %) , ch? KP(X) - wet (X, Q)

(on o(zg") =o(g) + 8(e") , confleg’) = anE) en¥(e) ) qui, pour X wn cu-
complexe fini, fournissent une bijection de ia forme (1.l) (ce qui précise, en
méme temps, quelle est la structure de groupe qu'il convient de mettre au deuxiéme
membre de (l.1)).

1.9. - I1 résulte en particulier de ceci que le monoide KP(X) est un groupe.
D'aprés SERRE et BASS, ce résultat s'étend au cas ol on remplace X par un schéma
de base affine, et, pour un tel X ,. le noysu de KP(X) - Br(X) s'interpréte com-
me le quotient du sous-groupe multiplicatif de KX(X) ®, § des éléments 4d'augmen-
tation 1 (isomorphe par 1'exponentielle au sous-groupe K(X) de K(X) ® Q des
éléments d'augmentation nulle) par le sous-groupe image de Pic(X) dans
K(X) ®, Q ( K(X) désignant 1l'anneau des classes de faisceaux localement libres
sur X ). Ceci résulte formellement des théorémes de stabilité de BASS [4].

.

2. Généralisation & un topos localement annelé.

Soit U un univers fixé, et soit % wun " U~topos™ ([17], II) qu'on peut consi-
dérer comme le topos des faisceaux d'ensembles surun site $.Soit Ofl: un Anneau

commtatif dans % , grlce auquel % sera considéré comme un topos annelé

X=(@, Om) . Nous supposerons % "localement annelé", i. e. que, pour tout
Ue O et feOm(U) yona U, U0l .
objet de U sur lequel f soit inversible). Alors, on peut encore définir les

=U (ou U, désigne le plus grand sous-

Algebres d'Azumaya dans ¥ comme les Algébres o sur % , qui sont "localement

isomorphes" & une Algébre de la forme Mn(O,‘x) . Procédant comme au n® 1, on intro-
duit une relation d'équivalence entre Algébres d'Azumaya, d'ol un groupe de clas-
ses d'Algébres d'Azumaya, noté Br(X) . On définit encore un homomorpnisme canoni-

que injectif
(2.1) 5+ Br(X) - HEQX , ng> ,
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LE GROUPE DE BRAUER, I : ALGEBRES D'AZUMAYA

en utilisant ici 1a théorie de l'opération cobord de [12]. Si @ est une Algebre
d'Azumaya partout de rang n2 , on trouve que &(d) € HZQX , G ) est annulé par

n ; lorsque la puissance n-iéme dans G est un épimorphisme, on peut méme pré-
ciser que §(d) provient d'un élément canonique sn(t‘l) € HZCX s p.m)) « En tous

cas, si X est connexe, ou si 1l'objet final e de X est quasi compact (i. e.
toute famille couvrante de e admet une sous-famille couvrante finie), alors
1'image de Br(X) dans Hz(X s _(_}mx> est formée d'éléments de torsion. Mais il

n'y a plus, en général, de théoréme analogue au théoréme de Serre, 1.6.

3. Algébres centrales gimples sur un corps.

Dans ce numéro, k désigne un corps, A une k-algébre de rang fini sur k .

Rappelons ([6], VIII, § 7 et 10) :

PROPOSITION 3.1. - Soit Q une extension algébriquement close de k , AQ la
Q-algébre A ®, O . Conditions équivalentes :
(i) I1 existe un entier r 3 1 tel que A, soit isomorphe 2 1'algébre de
matrices Mr(Q) .
(ii) A est un anneau simple de centre k .
(i) bis A est de centre k , et sans radical.

(iii) L'homomorphisme canonique A ® A — End'k-mod(A) est bijectif.

Nous dirons, sous les conditions de 3.1, que A est une Algébre d'Azumaya sur

k . I1 est immédiat que, si k' est une extension de k , alors A est une Algé-

bre d'Azumeya sur k si et seulement si A®k k' en est une sur k' .

PROPOSITION 3.2. - Supposons les conditions équivalentes de 3.1 vérifides, ce
qui implique que [A:k] est de la forme 2 . Soit L une sous-algébre de 4 .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L est étale sur k (i. e. composée finie d'extensions finies sépara-
bles de k ) de rang r .

(i) bis L est étale sur k , et est son propre commutant.

(1) ter L est une sous-algébre commtative étale maximale de A .

(ii) I1 existe un isomorphisme Ay~ Mr(n) qui transforme L, en la sous-
algébre de Mr((z) , formée des matrices diagonales.

Cet énoncé est une conséquence facile du suivant :
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A. GROTHENDIECK

LEMME 3.3. ~ Soient k wun corps, A une k-algébre qui est absolument semi-
simple, L une sous-algébre de A . Conditions équivalentes :
(i) L est étale sur k , et égale a son propre commutant.
(i1) L est une sous-algibre étale maximale de A .

On a trivialement (i) == (1i) , prouvons (ii) == (i) . Soit B 1le com—
mutant de L dans 4 ; on voit facilement, en utilisant le fait que L est étale
et passant & la cléture algébrique Q de k , que B est encore absolument semi-
simple sur k . On est donc ramené au cas o L est contenu dans le centre Z de
A, et & prouver alors L =A . Comme le centre Z de A est encore étale sur
k,ona L=2, et en décomposant L en ses corps composents, on peut supposer
L un corps, donc A simple de centre L . On peut supposer alors L =k , et on
est ramené & prouver que, si A est centrale simple sur k , A £k , alors A
contient une algébre étale L sur k, L Zk, ce qui est contenu dans le corol-
laire suivant :

COROLLAIRE 3.4. - Avec les conditions de 3.2, il existe toujours un x € A tel

que la sous-algébre L =k[x] de A ait les propriétés envisagées dans 3.2.

8i k est infini, la considération du discriminant du "polynéme caractéristique
réduit" d'un élément variable x de A , jointe au "principe du prolongement des
identités algébriques", montre que, pour x "assez général", k[x] est étale sur
k de degré r . Si k est fini, on sait, grélce au théoréme de Wedderburn ([6],
VIII, § 11, n° 1, théoréme 1), que A est isomorphe 3 Mr(k) , mais une telle al-
gébre contient comme sous-algébre toute algébre L de rang r sur k . Prenant
pour L 1l'extension de degré r de k ({6], Vv, § 11, prop. 3), la conclusion

s'ensuit, grice au théoréme de 1'élément primitif (ibid, prop. 4).

PROPOSITION 3.5. - Soit A centrale simple sur k de rang r2 , et soit L
une sous-algébre étale maximale de A . Alors A est un L-module libre de rang

r , pour ses structures de L-module & gauche ou & droite.

Par descente, on peut supposer k algébriquement clos, A = Mr(k) , L 1la sous-
algébre diagonale, et alors la vérification est triviale.

PROPOSITION 3.6. - Soit A comme dans 3.1, et soit L une sous-k-algébre telle
que A soit libre de rang r , pour sa structure naturelle de L-module & droite
(ce qui implique que L est de rang r sur k , la réciproque étant vraie si L
est un corps). Désignons par V le L-espace vectoriel de dimension r sous-

jacent & A, et considérons l'homomorphisme de L-algdbres
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LE GROUPE DE BRAUER, I : ALGEBRES D'AZUMAYA

(3.1) v: A® L=~ End(V),

qui, sur A® l; , se réduit & 1'homomorphisme de k-algebres u : 4 - EndL(V) ,
donné par la représentation réguliére de A : u(x) (y) = xy « Alors, v est un
isomorphisme (donc, A®k L est isomorphe & Mr(L) ).

En effet, les deux membres de 3.1 étant libres de méme rang, il suffit de prou-

ver que, pour tout corps résiduel Li de L, 1'homomorphisme
ve g, i A® L - EndLi(V e L)

(ot Py ¢ L Li est 1'homomorphisme canonique) est un isomorphisme. Or, cela
résulte du fait que c'est un homomorphisme de Li-algébres de méme rang, dont la

premiére est simple.

Conjugant 3.5 et 3.6, on trouve :
COROLLAIRE 3.7. - Soit L une sous-algtbre étale maximale de 1l'algébre centrale
simple A sur k ; alors, 1'homomorphisme canonique (3.1) est un isomorphisme, et

A, est isomorphe & la L-algébre M}(L) .

L
COROLLAIRE 3.8. - Soit A une algébre centrale simple sur k ; alors, il existe

une extension finie séparable de k (de degré divisant r , si on veut, ol
[A:x] = r2 ) qui neutralise A . En particulier, si k est séparablement clos, A

est isomorphe & 1'algdbre Mr(k) .
Cela implique, en particulier, que, dans 3.1, on peut se borner & supposer

séparablement clos.

REMARQUE 3.9. - L'énoncé 3.6 nous donne un moyen de trouver des corps neutrali-

Sants pour une algébre centrale simple A . En fait, on montre ([6], VIII, § 10,
prop. 7) que, quitte & se permettre de considérer, en méme temps que A4 , toutes
les algébres de la forme A ® Mr(k) (qui, & priori, ont méme corps neutralisant
que 4 ), on les trouve tous de cette fagon. (Pour une généralisation aux Algebres
d'Azumaya, cf. [2], théoréme 5.7.) En particulier, si A est un corps gauche sur
k de degré r2 » L un corps neutralisant de A , alors [L:k] est un multiple

de r .

4. Variations infinitésimales d'algébres et d'automorphismes d'algébres.

Soient A un anneau commtatif, Ao = A/J un quotient de A par un idéal J ,

Av = A/ﬁv un quotient par un idéal J < J tel que J'Jv = 0 (donc Jv de
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carré mul), Av une Av—algébre plate, associative (pas nécessairement commtati-
ve, ni unitaire). On se propose de classer, & un isomorphisme prés, les structures

(A, @), ot A estune A-algdbre plate, et ¢ un isomorphisme

9t A®AAv:Av .

On suppose qu'on se donne déja, & un isomorphisme prés, la structure de module
étendue A ; cela ne modifie d'ailleurs pas le probléme initial, si Av est (en
tant que module) libre, ou projectif de type fini (ce qui implique que A doit
avoir la méme propriété, et est déterminé, comme module, 3 un isomorphisme prés
respectant ¢ ). On doit donc déterminer (& A-isomorphisme prés induisant 1'iden-

tité sur A ®, A, ) les structures multiplicatives
A®AA~A,

étendant la structure donnée

A, @Av A=A,

et qui soit associative.

Supposons déja qu'on dispose d'une telle structure multiplicative, soit p .

Alors, tout autre g peut s'éerire sous la forme
q=p+0C,

ou G ¢ A.®A A - Ker(A - Av) ::Ao ®A Jv , et C se factorise nécessairement par
(o}

c: A Q@ A -A ®, J .
o AO o] o Ao v

En exprimant que q définit bien une loi associative, on trouve la condition
c(x0 , yo)zo + c(xo Y, zo) - X, c(yo s zo) + c(x0 ) ¥ Zo) =0,
qui s'éerit aussi (cf. [8], chapitre IX, § 6)
6c =0,
i. e. ¢ est un 2-cocycle de l'algebre associative Ao a valeur dans le Ao-
bimodule Ao ® Jv « Pour deux ¢ , c¢' , dire que les algébres associatives cor-

A
o

respondantes sont isomorphes au sens précisé, revient, comme on le voit facilement,

& dire que les cocycles sont cohomologues. On trouve ainsi aisément :

PROPOSITION 4.1. - Supposons Ao projectif comme Ao-module. L'ensemble des

structures, & un isomorphisme prés, des A-algtbres associatives plates A qui
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prolongent Av (pour une extension donnée de la structure de module) est vide ou
est un ensemble principal homogine sous H2<Ao , Ao ® Jv> (cohomologie de
Hochschild).

lorsque A est um corps, Ao une algebre centrale simple sur le corps, on
sait-que H Ao s MO> =0 pour tout i>1 (pour i =1, c'est essentiellement
la forme infinitésimale du théoréme de Skolem-Noether). On trouve alors :

COROLLAIRE 4.2. - Soient A wun anneau local artinien, de corps résiduel k = Ao ’
Ao une algébre centrale simple sur k ; alors, il existe (2 un isomorphisme pres)
au plus une algébre associative sur k , qui soit libre comme A-module, et telle
que A®, kA . En particulier, si A > Mr(k) , alors A x Mr(A) .

REMARQUES 4.3. - Sous les conditions générales de 4.1, si A, est libre, ou
projectif de type fini sur A, alors on définit par la méthode habituelle une

classe canonique
3
5(A) € H (Ao ) A ®Ao J\) ,

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une A-algébre
plate A prolongeant Av . Cela implique que, sous les conditions de 4.2, il
existe effectivement une algébre A relevant Av . Le résultat 4.2 ainsi complété

sera d'ailleurs généralisé dans 6.1 par une autre méthode.

4.4, - Un argument facile montre que, lorsqu'une algébre associative A sur
A est telle que Av soit unitaire, alors A est elle-méme unitaire.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 4.5. - Avec les notations du début du numéro pour A , A s AV ,
soit A une A-algébre associative unitaire, plate sur A , telle que A°=A ®A A,
soit un Ao—module projectif, Soit G 1le groupe des automorphismes de la A-algé-
bre A induisant 1'identité sur Av =A ®,\ Av , et soit G' 1e sous-groupe des
automorphismes de A de la forme x = a x a~l , OU a est un élément de A
dont l'image dans Av est égale & 1 . Alors, D est isomorphe au groupe des Ao-

dérivations de Ao dans A ®, J, » et cet isomorphisme transforme G' en le
o
sous-groupe H! de H' formé des dérivations intérieures. En particulier, si A,

est un Ao-module projectif, alors

1
6/C' = H/H, :'HQAO s &y ®A° Jv) *
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On en conclut comme plus haut le résultat suivant, qui n'est qu'une autre facon

d'énoncer le classique théoréme de Skolem-Noether :

COROLLAIRE 4,6. - Soient A wun anneau local artinien, de corps résiduel k ,
A une A-algébre qui est un A-module libre de type fini, et tel que Ao =A ®, k
soit une algébre centrale simple sur k . Alors, tout A-automorphisme de A est
intérieur.

REMARQUE 4.7. - On comparera les résultats du présent numéro avec les résultats
de SGAD ([9], III), sur les extensions infinitésimales de groupes et homomorphis-
mes de groupes, et les résultats plus spécifiques dans le cas semi-simple {SGAD
[9], XXIII, XXIV), notamment & la lumidre du n® 7 ci-dessous.

5. Algébres d'Azumaya sur un préschéma.

THEOREME 5.1. - Soient X un préschéma, & une algeébre sur X qui est un Oy-
Module de présentation finie. Conditions équivalentes :
(i) @ est localement libre comme Oy-Module, et, pour tout x € X ,
ax) = O.x® k(x) est une algébre centrale simple sur k(x) , i. e. (cf. 3.1)
d(x) ®k(x) ].(_(-;(-) est isomorphe & une algeébre de matrices sur k_(x-} .
(ii) & est localement libre comme Ox-Module, et 1'homomorphisme naturel
ey a - End 16 4@ est bijectif.

(iii) Pour tout x € X , il existe un entier r 3> 1 , un voisinage ouvert U

de x , et un morphisme fini étale surjectif U' - U, tels que fIU, soit isomor-

phe & Mr<eh,> .

(iii) bis Comme (iii), avec U' —» U simplement surjectif.

L'équivalence de (i) et (ii) et l'implication (iii) bis => (i) résultent
trivialement de 3.1 ; il reste & prouver que (i) == (iii) . Cela va résulter
des propositions plus pre’cises qui vont suivre. Notons, dés maintenant, que 5.1

impliquera le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5.2. - Désignons encore par { 1'Algébre sur le site étale de X
définie par @ . Alors, les conditions de 4.1 équivalent & dire que & est une

Algebre d'Azumaya sur X (au sens du n° 2).

REMARQUE 5.3. - Compte tenu de la théorie de la descente fidélement plate, qui
implique que la catégorie des Modules de présentation finie sur X (pour la topo-

logie de Zariski) est équivalente & celle des Modules de présentation finie sur

Xét , on voit donc que la classification des Algébres d'Azumaya du topos amelé
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étale de X équivaut & celle des algébres sur X satisfaisant aux conditions de

4.1, qu'on appellera pour simplifier, et par abus de langage, Algdbres d'Azumaya

sur X (notion qu'on se gardera de confondre avec celle d'Algébre d'Azumaya au
sens de la topologie de Zariski de X , qui correspond au cas ou dans 4.1 (iii) on
peut prendre U' = U ). [Pour d'autres caractérisations des Algébres d'Azumaya,
ef. [17], II, § 5, ex.« 14 ; et [2], 2.1 et 4.7.]

PROPOSITION 5.4. - Supposons que ¢ satisfasse aux conditions équivalentes (1),
(ii), de 5.1, et soit de rang constant (nécessairement de la forme r )e Soit £
une algébre finie étale sur X (i. e. une algébre qui, en tant que GX-Module,
est localement libre de rang fini, est commtative et & fibres des algébres éta-
les sur les k(x) , x € X ), partout de rang r , et soit

u: £-4
un homomorphisme d'algébres, injectif sur les fibres, i. e. qui induit localement
un isomorphisme de £ sur un Module facteur direct de & . Alors & est un £-
Module localement libre de rang I pour sa structure naturelle de E£-Module a

droite, et 1'homomorphisme naturel

& - End, (V) ,

ob ¥ est le £-Module sous-jacent & { , est un isomorphisme.

On se raméne trivialement au cas oi X est le spectre d'un corps, qui est trai-

té dans 3.8. Ceci posé, le dictionnaire bien connu nous fournit :

COROLLAIRE 5.5. - Sous les conditions de 4.4, posons X' = Spec £ , et soit &'
le Module sur X' défini par le E£-Module ¥ . Alors Oy, est isomorphe 2

End &) .
Endy (51

En analogie avec la terminologie "tore maximal" pour un schéma en groupes sur

X , on pose par abus de langage la définition suivante s

DEFINITION 5.6. - Soit & une Algtbre d'Azumaya sur X . Une sous-pAlgébre £
de & telle que £ soit étale sur X et que l'inclusion £ - @ satisfasse, en
tout point de X , aux conditions de 5.4, est appelée une sous-~Algébre étale mexi-
male de @ « Une section € de @ est dite réguliére si elle engendre une sous-

Algébre étale maximale.

Compte tenu de 5.5, l'implication (i) ==> (iii) de 5.1 sera conséquence du

résultat plus précis suivant :
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THEOREME 5.7 (AUSLANDER-GOLDMAN). - Soit € une Algdbre d'Azumsya sur X .
Alors, pour tout x € X , il existe un voisinage ouvert U de .x , et une sous-
Algebre étale maximale £ de QAU .

C'est une conséquence immédiate de 3.4 et du lemme suivant :

IEMME 5.8. - Soient X un préschéma, @ une Algdbre d'Azumeya sur X , £ une
section de & , x € X ; supposons que E(x) € d(x) = & ® k(x) soit régulier (déf.
5.6)« Alors, il existe un voisinage ouvert U de x tel que ElU soit réguliére.

Par la technique habituelle, on se raméne au cas oi X = Spec(A) est local, x
son point fermé, puis au cas oi X est de plus noethérien. Si A est de rang r2
sur A, il suffit de prouver que le sous-A-module engendré par les gi (Osi<r)
est un sous-anneau, i. e. que gr se trouve dans ce sous-module. On se raméne im-
nédiatement au cas o A est artinien, et par descente plate au cas ou Aoquﬁ\k
est une algdbre de matriees. Alors, en vertu de 4.2, A est isomorphe lui-méme 2
Mr(A) » ce qui implique que tout élément de A , et en particulier £ , satisfait
une équation de dépendance intégrale de degré r sur A (polynéme de Hamilton-

Cayley) .

Ce Qo Fu Do

REMARQUE 5.9. - Une autre démonstration, n'utilisant pas la méthode de réduction
au cas artinien et les résultats du n® 4, consiste & définir directement le poly-
néme de Hemilton-Cayley d'un élément de A (Algébre d'Azumaya sur l'anneau local
A ), par "descente" A partir du cas ou A = MT(A) . Pour ceci, il faut montrer que
A devient isomorphe & une algébre de matrices, aprés extension fidélement plate
A~ A" de la base. Or, on peut montrer qu'il suffit en fait de prendre pour A!
le hensélisé strict de A , comme on le voit par une méthode de relévement d'idem—

potents (cf. [7], III, § 4, ex. 5).

Nous aurons besoin de la généralisation suivante du théoréme de Skolem-Noether :

THEOREME 5.10 (AUSLANDER-GOLDMAN). - Soient O une Algdbre d'Azumaye sur X ,
u un automorphisme de @ ; alors, localement pour la topologie de Zariski (et a
fortiori localement pour la topologie étale 1), u est intérieur, i, e. de la
forme ux=axa , ot a est une section inversible de & , déterminée d'ail-

leurs de fagon unique modulo multiplication par une section de O§ .

On se raméne, par les méthodes standard, au cas o X est local artinien, jus-
ticiable de 4.5.

Voici une autre fagon d'exprimer 5.10 :
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COROLLAIRE 5.11. - Le schéma des automorphismes de l'algébre associative M;E?i)
est canoniquement isomorphe au groupe projectif QP(r)X . La classification des

Algébres d'Azumeya de rang r2 sur X équivaut & celle des torseurs (= fibrés
principaux homogénes) sur X de groupe Qf(r)x , au sens de la topologie étale ou

fe pe q. c. indifféremment.

La deuxiéme assertion résulte formellement de la premidre et de la théorie de la

descente fidélement plate quasi compacte [16].

REMARQUE 5.12. - Le théoréme 5.10 fournit la justification du fait (admis impli-
citement au n® 2) que la classification des Algébres d'Azumeys de rang r sur
un to pos emneld en anneaux.lacaux X, est la méme que celle des torseurs sous le
faisceau en groupes gP(r)X . D'autre part, 5.1 implique que, lorsque le topos lo-
calement annelé X est tel que toutealgdébre finie étale surun U e Ob £ est
splittée localement, alors les Algébres d'Azumaya sur X sont exactement les al-
geébres qui satisfont la condition 5.1, (ii). La condition envisagée sur X est
vérifide dans le cas du topos associé & un espace topologique ordinaire muni du
faisceau des fonctions complexes continues, ou & un préschéma pour la topologie
étale ou f. p. q. c., mais non en général pour un préschéma muni de sa topologie
de Zariski (par exemple, le spectre d'un corps k tel que Br(k) £C !). Il s'en-
suit bien, dans le cas envisagé au n° 1, que les Algdbres d'Azumaya sur X sont
simplement celles qui satisfont la condition 5.1, (i) (ou k(x) = € pour tout

xeXx Y.

5.13. - Le théoréme 5.10 (pour le cas & = M;:Qi) ) permet, grice & la théo-
rie de la descente (SGA, [9], VIII), de définir, pour toute Algsbre d'Azumaya €
2
de rang r~ et toute section & de « » 1e "polyn6me de Hamilton-Cayley" de & :

P(£ , t) = t¥ + cl(g)tr-l +oeee cr(g) ,

avec les propriétés habituelles ([6], VIII, § 10). En particulier, cl(g) est ap-
pelé trace réduite, cr(g) norme réduite. La section E est régulidre (défini-
tion 5.6) si et seulement si le polyndme P(g , t) € H39i>[t] est étale sur Oy »
ce qui s'exprime par le fait que son discriminant, qui est une fonction polyn8mia-
le ®(E) en € a valeur dans Oy , est inversible.

514, - Le résultat 5.11 prouve que tout torseur sous QP(r)X , localement
trivial pour la topologie fidélement plate quasi-compacte, est "localement isotri-
vial", i. e. splitté, localement pour la topologie de Zariski, par un rev&tement
fini étale. On retrouve ainsi dans un cas particulier un résultat général sur les

schémas en groupes semi-simples (SGAA, [1], XXIV).
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6. Cas d'un schéma de base local hensélien.

THEOREME 6.1 (AZUMAYA). - Soient A un anneau local hensélien (EGa, [14], 1V,
18), de corps résiduel k , X =Spec A, x = Spec k . Soit Pr(X) 1'ensemble

des classes & un isomorphisme prés d'Algébres d'Azumaya sur X . Alors 1fappli-
cation de restriction

(6.1) Pr(X) - Pr(x)

est bijective.

Compte tenu que Pr(X) =H1<X s QP(r)x> , et que gP(r)X est lisse et quasi-
projectif sur X , le résultat précédent est un cas particulier d'un résultat gé-
néral de cohomologie galoisienne non commutative (SGAD, [9], XXIV, Appendice).
Pour 1'injectivité, l'argument général revient a noter que, si @ , d' sont telles
que 1l'on ait un isomorphisme

u Gek=>d'" @k ,
comme le schéma

P= Isoggx_Alg(O. , an)

est localement isomorphe (ét) 2 QP(n) , donc ligse sur X, u, se reléve en
une section u de P par le "lemme de Hensel" (SGAD, [9], XI, 1.11). La surjec~
tivité peut d'ailleurs, dens le cas actuel, s'obtenir par un argument tout analo-
gug, qui consiste & noter que "le schéma ¥ des structures multiplicatives sur
Gi qui en font une Algébre d'Azumaya" est lisse sur X .

COROLLAIRE 6.2. - Sous les conditions de 6.1, 1l'application Br(X) - Br(x) est
bijective.

7. Algdébres d'Azumaya et formes du groupe linéaire.

7.1+ - Considérons les schémas en groupes sur Z suivants Gy (1=1,2,3),

(7.1) @ () , se(r) , eP(r) ~ G (x)/G ~ se(x)/u, -

Comme G¢(r) opére sur lui-méme par automorphismes intérieurs, en laissant in-
variants le sous-groupe S4 (r) et le centre Qm , ces opérations passent au quo-
tient, et de cette fagon GP(r) opére par automorphismes sur les trois groupes
(7.1). En fait, or vérifie (SGAD, [9], XXIV) que les schémas en groupes des auto-
morphismes ﬂg_@gr((}i(r)) (=1, 2, 3) sont affines et lisses sur Z , et
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gP(r) s'identifie au sous-groupe Aut(G )°  des composantes connexes. D'ailleurs,
pour r > 3 , les trois groupes Auf G r)> sont isomorphes par les homomorphis-

mes naturels
buf(G o))~ mt(op(0) ,  Au(8e(n)) -+ Aui(GP(r))

et sont isomorphes & un produit semi-direct (__/2Z)Spec Z.GP(r) tandis que, pour
r=1,2 :‘.ﬂi&e (r)> et Au‘l(GP r)) sont & fibres connexes, tandis que
_A_u_i(G,@ (r)> est encore un produit semi-direct (-Z-/ZZ)Sp c Z.GP(r) . En tous cas,
le schéma en groupes des automorphismes extérieurs de (r) est isomorphe &
(z/2 ) ez 1 elemenz n?n trivial de 2/2% correspondant a l'automorphisme
n contragredlent" u-~> u .

7.2+ ~ De ce fait, pour tout préschéma X , la domnée d'un torseur sous
gP‘(r)X (pour la topologie étale, disons) définit uhe forme de chacun des groupes
(7.1), et de fagon plus précise une "forme intérieure" (i. e. déduit du groupe
"déployé" en tordant, & l'aide du faisceau de 8 avtomorphismes intérieurs). De fa-
gon précise, Gy (i= , 3) étant 1l'un des trois groupes envisagds dans
(7.1), et l" = Aut Autg o x(G) son schéma en groupes des automorphismes, nous appel-
lerons forme interleure de G, sur le préschéma X , un couple (G , ¢) d'un

schéma en groupes G sur X s localement isomorphe au sens de la topologie étale

(ou, ce qui revient au méme comme on le censtate aisément, au sens de la topologie
f.p.g.c.) Gi » muni d'une section ¢ du revétement principal galoisien de

groupe I‘i/l“g (i. e. 2/27 , sauf lorsque r g2 et i=2,3)

(o]
= IsomX_g I(GiX ) G>/1“i ~ Isom eXtX-g r(GiX R G> .

Ceci posé, la catégorie fibrée des formes intérieures d'un déterminé des groupes
G, de (7.1) (i=1, 2, 3), sur des préschémas de base quelconques X , est
équivalente & la catégorie fibrée des torseurs sous GP(r) , équivalente elle-méme,

comme nous l'avons vu au n® 5, & celle des Algébres d'Azumaya.

7.3. - La forme de G4(r)., associée & 1'Algtbre d'Azumaya , n'est autre
que le schéma W(d)* des unités de @ , défini par

@ (@) = (x, ay, )

pour tout X' sur X ; de méme, la forme de Se(r) , associde 3 d , est le "grou-

pe spécial lindaire de ¢ ", noyau de la "norme réduite" (5.13)

a)k - ;
w(a) gmx
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enfin, la forme tordue de GP(r) est w(a)*/—qu , isomorphe aussi au schéma en

groupes des automorphismes de 1'Algébre d .

7+4. - On fera attention que deux Algébres d‘'Azumaya non isomorphes peuvent
définir des formes isomorphes de EP(r) , ce qui signifie que

H1<X , GP(x)) = Hl(x ) T9) - Hl(X ) Ty)

n'est pas toujours injectif. De fagon précise, pour deux Algébres d'Azumaya O , B
de rang * , W(®* et W(B)* sont isomorphes si et seulement si ® est iso-
morphe & & ou o (en supposant, pour simplifier, X connexe). Le passage de
& 3 o se traduit par le passage de (G ,0) & (G, ¢%) , ob cpo est 1'iso-
morphisme extérieur "opposé" de ¢ .

7.5« = 31 G est une forme intérieure de gz(r)x , correspondant & 1'Algébre
d'Azumaya d , alors l'algebre de Lie © = Lie G de G (SGAD, [9], II) est cano-
niquement isomorphe & 1'algébre de Lie associde & & (par [X, Y] =xy - yx ).
Ceci posé, on prouve facilement que les sections régulidres de « s 8u sens de
5.6, sont les sections régulitres, au sens de la théorie des algdbres de Lie (SGAD
[9], XIII), et les sous-algdbres étales maximales £ de ¢ correspondent biuni-
voquement aux "tores maximaux" T (SGAD, [9], XII) de G , en associant 3 tout T
son algdbre de Lie, et & tout L , le sous-groupe W(E)* de G = W(@)* . La cons-
truction locale d'une sous-algebre étale maximale de & (5.7 et 5.8) est essen-
tiellement la méme que la construction locale des tores maximaux des schémas en
groupes réductifs & 1'aide d'un élément régulier de son algébre de Lie (SGAD, [9],
XIV). (Le fait que, pour une telle £ , X' = Spec £ "splitte" ¢ au sens de
Brauer, et en particulier que L‘lx, soit localement constant au sens de Zarigki,
ne semble pas par contre avoir été généralisé en termes généraux de formes de grou-

pes semi-simples.)

8. Relations avec les schémas de Brauer-Severi.

8els = gP(r)x s'identifie également au faisceau de X-automorphismes du fi-
bré projectif g)lg'l (BcA, [14], IV, § 21 ; ou [15], corollaire & la proposition
2). Donc, par les principes généraux [12], H1<X , QP(r))D donne aussi la classi-
fication, 3 un isomorphisme prés, des schémas P sur X qui sont isomorphes, lo-
calement pour la topologie étale, au fibré projectif _I_’_§-1 . (I1 faut utiliser le
fait que, pour toute femille couvrante Xi - X pour la topologie étale, ou seule-

ment pour la topologie f. p. q. c., toute donnée de descente sur la famille des
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pIl st effective, ce qui résulte de [16], 7.8, et du fait que le faisceau

9§'}£8"1) sur §§_1 est ample relativement & X .) Un tel préschéma s'appellera

X
préschéma de Brauer-Severi sur X . La technique de géométrie formelle [15] permet

de prouver 1'énoncé suivant, jouant un r8le analogue & 5.1.

THﬁORﬁME 8.2, - Soit f: P - X un morphisme propre plat et de présentation
finie, et soit x e X tel que la fibre géométrique P soit isomorphe & 1'espace
projectif Pr_i « Alors, il existe un voisinage ouvert U de x , et un morphis-
me fini étale surjectif U' - U , tel que P xy U' soit U'-isomorphe a E§71 .

COROLLAIRE 8.3. - Soit P un préschéma sur X . Pour que P soit un préschéma
de Braver-Severi sur X , il faut et il suffit qu'il soit propre, plat, de présen-

tation finie sur X , et que ses fibres géométriques soient des espaces projectifs.

8.4. - La notion de schéma de Brauer-Severi étant ainsi clarifiée, on voit
que l'opération de produit tensoriel d'Algdbres se traduit, via les fibrés princi-
paux projectifs, en une opération P % Q sur les fibrés projectifs, que nous lais-
sons au lecteur le soin d'expliciter. L'opération de passage & 1l'algébre opposée
se traduit de méme par le passage au fibré de Severi-Brauerigggl P° de P (cor-
respondant & la notion d'espace projectif dual d'un espace projectif donné). De
cette fagon, le groupe de Brauer Br(X) peut aussi se décrire en termes de clas-
ses d'dquivalence de fibrés de Brauer-Severi ( P et P' é&tant dquivalents s'il
existe des fibrés Q , Q' de Brauer-Severi "banaux", i. e. qui sont des fibrés
projectifs associés & des faisceaux localement libres & ;s &' , tels que

Px QuP' % Q' ). Retenir surtout qu'd un fibré de Brauer-Severi P est associé

une classe
8P € Br(X) c H2<X » &)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour que P soit un fibré projec-
tif.

REMARQUE 8.5. - 8.2 peut aussi s'exprimer en disant que l'espace projectif
T-1
Pk
que

sur un corps k "n'a pas de déformation de structure non triviale", i. e.

1
H (Pk , ospl) =0,
ol G¥k est le faisceau tangent i Pk . D'ailleurs, le fait que
GP(r) ¥ put (P7)
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se traduit infinitésimalement par le fait que l'homomorphisme naturel
. 0
Lie GP(r) = 62 (r)/k ~ H(?, , G)

est un isomorphisme pour tout corps k , ou (S,e(r)k = Mr(K) est l'algébre de Lie
de Gt (r)k « I1 est plausible que, sous cette forme, les résultats précédents se
généralisent au cas des espaces homogénes propres de groupes semi-simples, et no-
tamment & la "variété des Borels" (ou "variété des drapeaux") de tels groupes. Ce-
la permettrait d'établir une correspondance parfaite entre "fibrés en variétés de
drapeaux" (jouant le réle des schémas de Brauer-Severi dans le présent numéro) et

schémas en groupes semi-simples.
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