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Introduction 0). 

Ce travail g~n~ralise aux espaces de solutions de certaines 6quations aux 

d~riv~es partielles, une idle de J. S i I v a relative ~ la d6termination des 

formes lin~aires continues sur les espaces de fonctions holomorphes (volt [7]). 

Dans les premiers paragraphes de [2], j'ai donn~ en langage moderne une 

g~n~ralisation ~2) du r~sultat de J. s i 1 v a, en restant dans le cadre familier 

des fonctions holomorphes, mais en consid~rant des espaces H de fonctions 

holomorphes sur un ouvert du plan complexe, prenant leurs valeurs dans 

un espace vectoriel localement convexe ~ peu pros quelconque. Le reste de 

ce travail donnait des r~sultats sur la structure topologique des espaces H 

envisages, avec une g~n~ralit~ d~passant en fait de beaucoup Ie cadre des 

espaces de fonctions holomorphes, et m~me des espaces de solutions ind~- 

finiment diff~rentiables des syst~mes d'~quations aux d6riv~es partielles les 

plus g~n~raux. I1 ne serait pas utile de r~p~ter ici, pour les espaces clue 

nous allons rencontrer maintenant, les m6mes d~veloppements, ni de con- 

sid~rer des espaces de fonctions ou de formes diff~rentielles ~ valeurs 

vectorielles, ces g6n6ralisations r~sultant sans changement essentiel des tech- 

niques expos~es dans [2], une lois mis au point le formalisme qui dolt 

remplacer l'int6grale de Cauchy. Nous nous bornons donc ici ~ une g~n~rali- 

sation dans une direction diff~rente. La lecture de [2] n'est pas r~quise pour 

la comprehension de ce qui suit, ni m6me une botme connaissance des espaces 

vectoriels topologiques (citons pourtant pour m~moire l'article [1], dont nous 

suivons les notations). En revanche, nous nous appuyons de fa~on essentielle 

sur la partie ~16mentaire de la th6orie des formes diff~rentielles-distributions 

1. Les num6ros entre crochets renvoient ~ la bibliographie plac~e ~ la fin de 
cet article. 

2. M. G. K6the donne une g~n6ralisation analogue dans [5]. 
243 
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sur une vari6t6 ind6finiment diff6rentiable quelconque V, et de la th6orie 

des noyaux distributions (th6ories dues ~ L. S c h w a r t z), qui forment 

manifestement le cadre naturel de la th6orie de J. S i l v a .  Nous  donnons 

au w un sommaire  du strict indispensable (he serait-ce clue pour  fixer les 

notations);  on trouvera dans [4] un expos6 un peu plus d6taill6 de la 

th6orie des formes diff6rentielles-distributions sur une vari6t6, g6n6ralisation 

naturelle des notions introduites en d6tail pour R s darts [6]. 

Le w donne quelques compl6ments sur les 6quations aux d6riv6es 

partielles admettant  un noyau inverse r6gulier E c~). Nous  y introduisons des 

accouplements g6n6ralisant Ies int6grales de Cauchy ou de Green. On d6finit 

les solutions "r6guli~res ~ l'infini" de l '6quation D . T  .~ 0 dans un ouvert U 

par une propri6t6 d'orthogonalit6. I1 apparait clue ce sont l e s  "potentiels" 

(par rapport  au noyau inverse E)  de distributions ~ support compact  (th. l) ,  

et que l 'espace de toutes les solutions dans 1'ouvert U (suppos6 voisinage 

de l'infini) de l '6quation D . T  = 0 est somme directe du sous-espace form6 

des solutions r6guli~res ~ l'infini, et du sous-espace form6 des solutions qui 

se prolongent en une solution d6finie sur toute la vari6t6 V-- .ce  qui g6n6ra- 

lise des r6sultats bien familiers dans les cas classiques. 

Grace au formalisme ainsi introduit, l 'expos6 au w de la th6orie de 

dualit6 proprement  dite se fait tr~s facilement: on obtient par exemple une 

dualit6 entre l 'espace des solutions ind6finiment diff6rentiables dans l 'ouvert  

U de l '6quation D . S  = 0, et des solutions-distributions au voisinage de CU 

(le compl6mentaire de U) de l '6quation t D . T = 0  (tD 6tant l 'op6rateur 

transpos6 de D), dualit6 qui a, lorsq'ue l 'op6rateur diff6rentiel D admet un 

noyau inverse /i gauche r6gulier (resp. un noyau inverse b i I a t ~ r e t r ~ s 

r6gulier) les propri6t6s les plus importantes (resp. tomes les propri6t6s) 

qu 'on  pouvait  raisonnablement esp6rer (voir th6or~mes 4 et 5 pour plus 

de d6tails). 

Enfin, un a p p e n d i c e est destin6 ~ donner une syst6matisation al- 

g6brique des accouplements envisag6s dans les w167 et 3. C o m m e  cette 

3. Voir d6finition au w Signalons qu'en pratique, l'existence d'un noyau 
inverse bilat~re r6gulier ne semble pas tr~s restrictive pour un op6rateur diff6rentiel 
(du moins localement). Ainsi, il semble tr~s vraisemblable que t o u t op6rateur dif- 
f6rentiel ordinaire ~ co6fficients constants dans R ~ ait un noyau inverse du type de 
composition. 
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syst6matisation utilise la d6finition de l 'homologie et le th6or~me de D e  

R h a m, contrairement aux paragraphes ant6rieurs, nous ne l'avons pas 

donn6e au cours du texte, qui reste essentiellement 616mentaire. 

Pour simplifier, nous nous pla~ons dans toute la suite sur une vari6t6 

ind6finiment diff6rentiable o r i e n t 6 e, bien que la notion de forme dif- 

f6rentietle paire ou impaire (volt [4]) aurait pu nous en dispenser. De plus, 

nous nous plagons dans le cas d'un op6rateur diff6rentiel D dans l'espace 

des f o r m e s  d i f f 6 r e n t i e l l e s  sur V, bien qu'un formalisme i d e n -  

t i q u e vaudrait pour un op6rateur diff6rentiel D d6fini dans un espace de 

champs de tenseurs de type quelconque (~ condition d'introduire les champs 

de tenseurs "de type dual", et l'op6rateur transpos6 tD d6fini sur ces derniers). 

Pour ne pas allonger cet article, nous nous dispensons de multiplier 

les exemples d'applications de la th6orie g des cas concrets. 

1. Rappels et notations relatifs aux distributions et aux 

noyaux-distributions sur une vari~te ind~finimant diff6rentiable. 

1. E s p a c e s  de  f o r m e s  d i f f 6 r e n t i e l l e s - d i s t r i b u t i o n s .  

Soit V une vari6t6 ind6finiment diff6rentiable orient6e de dimension n. Pour 

tout entier ~b tel que 0 ~ p ~ n,  1~. (V) d6signe l'espace des formes dif- 
P 

f6rentielles ind6finiment diff6rentiables de degr~ p sur V ,  D ( V )  le sous- 
P 

espace form6 des formes diff6rentielles ~ support compact. D '  (V) d6signe 
P 

l'espace des "formes diff6rentielles-distributions" de degr6 p sur V (ou 

simplement, des "distributions de degr6 p "  sur V) qui g~n6ralisent les formes 

diff6rentielles ordinaires de degr6 p, ]g' (V) le sous-espace form6 des dis- 
P 

tributions ~ s u p p o r t  c o m p a c t .  On a I~-(V)CD'(V), et D ( V ) C E ' ( V ) .  
P P P P 

Le degr6 d'une distribution est mis en ~vidence, le cas 6ch6ant, par un indice 

plac6 en dessous du symbole qui repr6sente cette distribution, comme dans T. 
P 

On peut faire le "produit ext6rieur" S A  T de deux distributions de 
p q 

degr6 ib et q respectivement, lorsque l'une d'elles est une forme diff6rentielle 

ind6finiment diff~rentiable; on obtient une distribution de degr6 p + q (nulle 

si p+ q>n), dont le support est contenu dam l'intersection des supports 

de S e t  T. D'autre part, on peat i n t 6 g r  e r toute distribution T de degr6 
p q n 
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7* s u p p o r t  c o m p a c t ,  l'int6grale est not6e j 1 .  Cela permet de 

d6finir un accouplement entre I ) (V)  et D ' (V )  (resp. entre E (V) et E ' (V))  
p n--p p n--p 

par la formule 

( t )  , . _  p . - p  

Bien entendu, on peut aussi poser 

(L'  s5 ,  = l 5) 
Grace ~ cet accouplement, chacun des espaces D (V) et D ' (V)  (resp. E (V) 

p n--p p 
et I~-'(V)) peut &re consid~r~ comme dual de l'autre; E ( V )  est un espace 

n~p  p 
du type (F) (et m~me du type ( M ) - - v o i r  [1]). 

Parmi les distributions de degr~ n - - p ,  signalons pour m~moire les 
P 

"chaines continfment difffirentiables" de dimension p ; pour une telle chaine C, 

on a 

c 
P 

(int~grale ordinaire de la forme diff~rentielle ~0 sur la chaine C); ou les 
P P 

multivecteurs X de dimension p tangents ~ la vari~t~ en un point $0, 

on aura 

le deuxi~me membre d~signant le produit scalaire entre les alg~bres ext~rieures 
P P 
/~V~0 et A V'~o, o~ V[o est la vari~t6 tangente ~ V en ~0. Ces deux 

exemples conduisent ~t appeler dimension d'une distribution de degr~ p sur 

la vari~t6 V de dimension n, le nombre n- -p ;  par la suite, ce sera toujours 

le degr~, et jamais la dimension, clue nous mettrons en ~vidence duns les 

notations. 

~-(V) d6signe la somme directe des espaces E (V); et d~finition ana- 
P 

logue pour D (V),  D ' (V) ,  E ' ( V ) .  D (V) et D ' (V)  (resp. E (V) et E ' (V))  

sont encore duals l'un de l'autre de fa~on 6vidente par la formule (1), o~ 

on aurait supprim~ l'indication des degr~s. 

2. O p ~ r a t e u r s d i f f~  r e n t i e 1 s. On appelle "op~rateur diff~rentiel 
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coefficients ind6finiment diff6rentiables" sur V, toute application lin6aire 

continue D de D (V) dans lui-m~me qui est de "caract~re local", c'est-a-dire 

telle que pour toute ~ ~ D (V) ,  D.~ ait un support contenu dans celui de ~. 

On peut montrer (L. S c h w a r t z) que ce sont les op6rateurs qui, sur chaque 

"carte ind6finiment diff&entiable", s'expriment par un syst~me (Du, K) 
d'op6rateurs diff6rentiels ~ coefficients ind6finiment diff6rentiables au sens 

usuel, dans un ouvert de R" ,-- H et K parcourant l'ensemble des parties de 

l'ensemble des indices (1, 2 . . . . .  n) ~ par la formule 

D (Z f~: Ex) = Z (~ Du,~c fK) En, 
K 1t K 

off En = E i l  A Eq A... A E~p pour H = (il, i2 . . . .  , ip), i~ < i2 < . . .  < ip, les Ei 

6tant les champs de vecteurs parall~les respectivement aux vecteurs de la 

base canonique de R n. Cette expression permet de d6finir de fa~on 6vidente 

l'ordre d'un op6rateur diff6rentiel D ~ coefficients ind6finiment diff6rentiables. 

Elle permet aussi de v&ifier clue l'op~rateur D se prolonge par continuit~ 

en des op6rateurs de type local dans E (V), D '  (V) et E '  (V).  Sauf indication 

expresse du contraire, nous supposons tous les  op6rateurs diff~rentiels que 

nous consid6rons ~ coefficients ind6finiment diff&entiables, sans plus le 

specifier chaque fois. 

Les op&ateurs diff~rentiels dans D (V) forment une alg~bre (car la 

somme et le produit de deux tels op6rateurs est encore de type local). 

II arrive qu'on air a consid~rer aussi une application lindaire continue 

de D ( V )  dans D (V), de caract~re local; on l'appelle alors un (p->-q)- 
P q 

op6rateur diff6rentiel, et on le d~signe par une notation telle que D .  I1 peut 
p-~q 

toujours dtre consid6r6 comme restriction a D (V) d'un op6rateur diff6rentiel 
P 

d6fini sur tout D (V).  

A tout op6rateur diff6rentiel D est associ6 un op6rateur diffdrentiel ~D, 

appel6 transpos~ de D, d6fini de fagon unique par la condition 

Alors cette formule reste valable si ~ ~ E (V),  T ~ E '  (V). Plus g6n6ralement, 

on aura 
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chaque lois que S o u T e s t  ind6finiment diff6rentiable et que l'intersection 

de leurs supports est compacte. 

Si D est un (p-~-q)-op6rateur diff6rentiel, on d6finit son op6rateur 

transpos6 comme ci-dessus, ce sera un (n- -q) -~ . (n- -p) -op6rateur  dif- 

f&entiel, et on aura 

(o s , f ) =  (s ,  ,o 
p-~.q p --  p p.--~q n--q" 

pourvu que S o u  T soit ind~finiment diff~rentiable, et l'intersection de leurs 
p n--q 

supports compacte. 

On fera attention qu'on n 'a  p as toujours t ( tD)~ D ,  mais seulement 
p-+q p-+q 

' ( t D ) = ( - - 1 )  ~ D ,  avec e = p ( n - - p ) + q ( n - - q ) .  
p--~q p--~q 

E x e m p l e s  d ' o p ~ r a t e u r s  d i f f ~ r e n t i e l s . - -  Les op6rateurs 

diff6rentiels les plus courants sont les op6rations ~-->-~0A co et ~->-co A 

de multiplication ext6rieure, g droite ou ~ gauche, par une co E E (V); les 

op6rations ~-->-X2 ~ de multiplication int6rieure par un champ de vecteurs 

ind6finiment diff6rentiable X (op6ration diminuant les degr6s d'une unit6); 

la "transformation infinit6simale" Ox attach6e ~ un champ de vecteurs 

ind6finiment diff6rentiable X (op6ration qui conserve les degr6s); l'op6rateur 

de diff6rentiation ext6rieure d (qui augmente les degr6s d'une unit6). Les 

op6rateurs des deux premiers exemples &aient d'ordre O, les deux suivants 

d'ordre 1. Les op6rateurs transpos6s de tous ces op6rateurs diff6rentiels se 

calculent par des r~gles simples classiques, ce qui permet de calculer l'op6- 

rateur transpos6 d'un op6rateur, qui est combinaison lin6aire d'op6rateurs, 

compos6s d'op6rateurs du type pr6c6dent (on applique alors les formules 

6videntes : t(D1 + D2) = tD~ + tD2 , t(D~ D2) = tD~ tD1 ).  

3. A p p l i c a t i o n s  l i n 6 a i r e s  d 6 f i n i e s  par  des n o y a u x ,  t3bi~) 

Soient V et W deux vari&~s indgfiniment diffdrentiables orient6es. Pour 6viter 

des confusions de notations par la suite, o~ on aura V = W, on choisira 

un symbole sp6cifique pour l'616ment g6n6rique de V resp. W, par exemple 

et ~/ respectivement, et mettra le cas 6ch6ant ce symbole en indice dans 

la notation d'une distribution, cet indice jouant le r61e d'une variable ind6- 

pendante. Le cas 6ch~ant, le d e g r ~  de la distribution sera indiqu6 par un 

3 bis. A vrai dire ce N O n'est pas essentiel pour la suite, car il importera peu 
que les applications lin~aires continues dont l'existence sera postul~e par la suite (N 0s 
5 et 6, et w167 et 3), soient d6finies par les noyaux, i.e. des distributions sur VX1V. 
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indice plac6 en dessous de la "variable", comme dans T,1 (distribution en 7, 

de degr6 p). 

I1 existe une application bilin6aire naturelle de D (V) X D (W) dans 

D (V X W), not6e ((p, ~b) -~ ~ (~  ~b, et d6finie par la r~gle 

[fo ($) d f , ( ~) A ... A d f p (.~)] (~) [go (~) dg, (~) A ... A dgq (~/)] 

= fo (~) go (7) dr, (~) A.. .  A d f ;  ($) A dgl (7) A ... A dgq (n) 

o3 les f i  (resp. gi) sont des fonctions ind6finiment diff6rentiables ~ support 

compact sur V (resp. W), consid6r6es dans le second membre comme des 

fonctions ind6finiment diff6rentiables sur la vari6t6 produit V X W. Bien 

entendu, cette application bilin6aire est continue par rapport ~ chaque variable, 

et peut aussi se prolonger par continuit6 resp. en des applications 

E (V) X E (W) ->- E (V X W) etc. 

On appelle noyau-distribution sur V X W,  toute distribution E sur 

V X W. C'est donc aussi une forme lin6aire continue sur D ( V  X W ) ,  et 

d6finit de ce fait une application bilin6aire sur D ( V ) X D ( W ) ,  continue 

par rapport ~ chaque variable, savoir 

Cette forme bilin6aire s'identifie aussi de la fagon usuelle ~ une 

application lin6aire faiblement continue de D (W) dans le dual de D (V) 

identifi6 a D ' (V) ,  not6e par le m6me symbole E. Pour ~ , ~ D ( W ) ,  E.~ 

est donc une distribution sur V d6finie par 

(6) (E. r  = E = 

(les indices V, V X W dans le produit scalaire indiquant clue l'on int~gre 

sur V resp. V X W).  11 existe aussi une application lin6aire continue de 

D(V)  dans D ' ( W ) ,  not6e rE, telle que E ( ~ ,  ~b)= (~5, tE.~). II est facile 

de voir que cette application est encore d~finie par un noyau sur la vari6t~ 

W X V ,  noyau not6 encore rE; quand E~,n est "homog~ne en chaque 

variable s6par6ment", alors le noyau tE est, au signe pros, le noyau "sym6tri- 

clue" de E (i.e. le noyau ~E d6duit de E par l'isomorphisme canonique de 

V X W  sur W X V ) .  On a donc 

Si E~,~ est un noyau homog~ne de degr6 p e n  ~, et homog~ne de 
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degr6 q en ~ (et not6 alors E~, ~), alors ~b->-E. ~b transforme D (W) en 
p q n ~ q  

D ' ( V ) ,  et est nul sur D(W)  pour r & n - - q .  
# r 

4. N o y a u  s e m i - r 6 g u l i e r ,  r 6 g u l i e r ,  t r ~ s  r 6 g u l i e r .  Un 

noyau E[,~ sur V X W  est dit s e m i - r 6 g u l i e r  en  7, si l'application 

~b-->-E. ~b de D (W) dans D'(V) qu'il d6finit se prolonge en une application 

continue T-->-E. T de E'(W) clans D '  (V). II revient au m6me de dire que 

l'application lin~aire de D ( V )  d6finie par le noyau transpos6 tE~,~, applique 

D ( V )  dans E(W).  De m~me, E[,~ est dit s e m i - r 6 g u l i e r  en  $, si 

l'application ~b -~ E .  ~b applique D (W) clans E (V), oil, ce qui revient au 

m~me, si l'application ~ -->- tE . q se prolonge par continuit6 en une application 

S ~ t E . S  de E ' (V)  dans D ' ( W ) .  Si E~,~ est semi-r6gulier en ~ (resp. 

en ~) la formule (7) reste valable quand ~b (resp. ~) est une distribution 

support compact quelconque. E[ ,~ est dit n o y a u  r 6 g u l i e r ,  s'il est 

semi-r6gulier /t la lois en ~ et en ~i (L. S c h w a r t z  donne de ces cat6gories 

une autre interpr6tation fonctionnelle remarquable, mais dont nous n'aurons 

pas besoin par la suite). 

Supposons maintenant V-~W. Alors le noyau E~,~ est dit t r ~ s  

r 6 g u l i e r ,  s'il est semi-r6gulier en 2/, et s'il n'augmente pas "l'ensemble 

des singularit6s" des T~E ~--'(V~), i.e. si E .  T e s t  ind6finiment diff6rentiable 

dans tout ouvert o~ T l'est. II faut et il suffit pour cela que E soit r6gulier, 

et soit ind6finiment diff6rentiable dans le comp16mentaire de la diagonale 

de V X V. Si E est un noyau tr~s r6gulier, alors la formule (7)reste valable 

lorsque ~ et ~b sont des distributions ~ support compact dont les "ensembles 

de singularit6s" ne se rencontrent pas. 

5. N o y a u x  i n v e r s e s  d e s  6 q u a t i o n s  d i f f 6 r e n t i e l l e s .  

q u a t i o n s  e l l i p t i q u e s .  Par la suite, nous supposons V = W ,  etnous 

ne consid6rons plus que des noyaux homog~nes en chaque variable, E l ,  7 '  
p n---q 

consid6r6s comme applications lin6aires de D (V~) dans D'  (V~). Consid6rons 
q P 

un op6rateur diff6rentiel D de D (V) dans D (V) (son op6rateur transpos6 *D 
p--~q p q p - + q  

transforme donc D'(V) en D'(V), D(V) en D(V)  etc.). On dira que le 
n--q n- -p  n--q ~ . - p  

noyau E~, ~ est noyau inverse ~ gauche (resp. ~ droite) de D, si l'op6ration 
20 w.-q p'--~q 

compos6e E o D (resp. D o E) est l'identit6 (dans E o D ,  D est consid6r6 
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comme op6rateur de D (V) dans D (V),  et dans D o E ,  iI est consid6r6 
P q p-+q 

comme op6rateur de D '  (V) dans D'(V), ce qui donne un sens aux notations 
P q 

employ6es ; E o D est une application lin6aire continue de D (V) dans D '  (V), 
p--~q p P 

et D o E est une application lin6aire continue de D (V) dans D '  ( V ) ) .  Dire 
p ---~q q q 

que E est noyau inverse ~ droite de D signifie donc qu'on a 

(8) D ( E . r  r 
p---~q q q 

pour toute C E D (V). Cela implique en particulier que T----E.  r est solution 
q q P q 

de l'6quation D .  T =  0 dans le compl6mentaire du support de r  Si E~ ,  
P q p n--q 

est noyau semi-r6gulier en 7, alors la relation (8) est valable pour toute 

r E E '  (V) (en particulier, en prenant pour r un (n - -  q)-multivecteur tangent 
q q q 

Y ~ V, on obtient une "solution 616mentaire" de l'6quation D T = 0 ,  
q p--)'q P 

relative au multivecteur Y) .  
q 

Dire clue E est noyau inverse ~ gauche de D ,  signifie que EoD-~ Iden- 
p ---> q p -).q 

tit6, soit encore tD o t E -  Identit6, donc que tE est noyau inverse ~ droite 
p---)q 

de tD, donc aussi 

(9) tD (~E. ~) -= 
p-->q n- -p  n- -p  

pour toute ~ ~ D (V) .  Si E~, ~ est semi-r6gulier en ~, alors cette relation 
n--p n.--p 

sera encore vraie pour toute ~r ~ /~-' (V).  
n--p  n--p  

Enfin, E sera dit n o y a u  i n v e r s e  b i l a t ~ r e  de D ,  s'il est ~ la 
p-~q  

lois noyau inverse ~ gauche et ~ droite, c'est $ dire si l 'on a ~ la lois les 

relations (8) et (9). 

Supposons E~ ,~ noyau inverse ~ g a u c h e semi-r6gulier en 7, et soit 

T u n e  distribution dans une partie ouverte U de V, solution de l'6quation 
P 

D T =  0.  Alors on peut obtenir la valeur de T dans une partie ouverte 
p-~q  P P 

relativement compacte 0 dans U de la fa~on suivante. On prend une fonction 

ind~finiment diff~rentiable co sur U, 6gale ~ I sur 0, et ~ z~ro dans le 

compl6mentaire d'un voisinage 02 de O relativement compact dans U (02 

pouvant &re choisi atbitraire par ailleurs). Alors coT est distribution 
P 
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s u p p o r t  c o m p a c t  sur U, et en vertu de E o D - ~ I d e n t i t 6 ,  et du fait 
p.-~q 

que Eg ,~ est semi-r6guliet en ~, on aura 

(10) coT = E .  [D(coT)] (formule de G r e e n - S c h w a r t z ) ,  
p /,--~q 

formule qui donne T dans O (puisque co est 6gale ~ 1 sur O) au moyen 
P 

de la valeur de T dans un voisinage arbitraire de la fronti~re de O. Quand 
P 

T est une forme diff6rentielle ind6finiment diff6rentiable f ,  cette formule 
P P 

reste valable quand E n'est pas suppos6 semi-r6gulier en ~7, o u quand on 

ne suppose plus co ind6finiment diff6rentiable, mais seulement une distribution 

support compact dans U. On peut alors prendre en particulier pour co la 

fonction caract6ristique de l'ouvert O envisag6 plus haut (fonction qu'il sera 

commode de noter par le m~me symbole O), on obtient alors 

(11) Of ~- E .  [D (O/ ) ] .  
p p--~q p 

Ici, le deuxi~me membre ne d~pend que des valeurs de f et de ses 

d~riv~es jusqu'~ l'ordre rn--1 (m, ordre de D ) sur la fronti~re de O. Quand cette 
p.--~q 

fronti~re est une vari6t6 diff~rentiable S, orient~e de la fa~on usuelle ~ l'aide 

de l'orientation de la vari6t~ ambiante V, le deuxi~me membre s'exprime 

explicitement par une "int~grale de surface" sur S, g~n~ralisant les int~grales 

qui interviennent dans la formule de C a u c h y (fonctions holomorphes) ou 

la formule de G r e e n (fonctions harmoniques). 

L'op~rateur D est dit o p ~ r a t e u r  e l l i p t i q u e ,  s'il admet un 
p.--~q 

noyau inverse ~ gauche t r ~ s  r ~ g u l i e r  (voir No. 4)~4). Alors route 

solution de l'~quation en T avec second membre, D T-----S (S ~ D ' ( V ) ) ,  
P p--~q p q q q 

est ind~finiment diff~rentiable dans tout ouvert o~ S l 'est; en particulier, 
q 

route solution de I'~quation homog~ne D T ~ 0 (dans un ouvert U) y est 
P-~q p 

ind~finiment diff~rentiable. De plus, dans l'espace de ces solutions, soit H~(U), 
P 

la topologie induite par la topologie forte de D ' ( V ) e s t  identique ~ la 
P 

topologie induite par E (V).  
P 

4, Ce sera cette not ion d'eUipticit6 qui nous  sera utile dans la suite. Note r  

qu'elle n'est pas " d e  nature locale". En fait, la d6finition d'ellipticit6 donn~e par 

L. S c h w a r t z donne une classe plus vaste d'op6rateurs. 
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2. Compl~ments sur les opErateurs diff6rentiels E noyaux 
inverses r~guliers. Solutions r~guli/~res E l'infini. 

Soit D u n  op6rateur diff~rentiel sur V ,  U une pattie ouverte de V. 

On d6signe par Hn(U)l'espace des S ~ D ' ( U )  telles que DS=o,  par 

hD(U) le sous-espace des f ~ E ( U )  relies que Df = 0;  en rempla~ant D 

par *D, on d6finit de m~me Ies espaces Ht D (U) et ht D (U). HD (U) et HtD(U) 
sont des sous-espaces vectoriels ferm6s de D ' ( U )  et seront munis de la 

topologie induite, hD(U) et htD(U ) sont des sous-espaces vectoriels ferm6s 

de E (U), et seront aussi munis de la topologie induite, qui en fait des 

espaces du type (F)  (et m~me du type ( M ) ) .  Quand D est op6rateur 

elliptique, on aura //D (U) = hn (U). 
Soit co une fonction ind6finiment diff6rentiable sur U, telle que l'ensemble 

des points o~ elle n'est ni nulle, ni 6gale ~ 1, soit relativement compact 

dans U, et soit S ~  H D ( U ) ,  T~ Ht n(U). D ( ~ S )  est une distribution 

support compact sur U, et si S o u T e s t  ind6finiment diff6rentiable (alors 

D (coS) o u T l e  sera) on pourra consid6rer le produit scalaire 

(12) (D (coS) , T)u 

(l'indice U indiquant que l 'on consid~te une int6grale s u r I a v a r i ~ t 6 U). 

On a alors la 

Proposi t ion 1. a) P o u r  co d o n n 6  c o m m e  c i - d e s s u s ,  l a  

f o r m u l e  ( 1 2 ) d 6 f i n i t  u n e  f o r m e  b i l i n 6 a i r e  s 6 p a r 6 m e n t  

c o n t i n u e  s u r  HD(U) Xht~(U) e t  s u t  hD(U) XHtz(U).  b) C e s  

f o r m e s  b i l i n 6 a i r e s  n e  c h a n g e n t  p a s  q u a n d  o n  r e m p l a c e  

co p a r  u n e  f o n c t i o n  i n d 6 f i n i m e n t  d i f f 6 r e n t i a b l e  co', t e l l e  

q u e  co--co'  s o i t  f o n c t i o n  ~ s u p p o r t  c o m p a c t  su r  U. c) Q u a n d  

o n  p r e n d  S e t  l " i n d 6 f i n i m e n t  d i f f 6 r e n t i a b l e s  t o u s  d e u x ,  

ce  q u i  p r 6 c ~ d e  r e s t e  v a l a b l e  si  o n  n e  s u p p o s e  p l u s  co e t  co' 

i n d 6 f i n i m e n t  d i f f 6 r e n t i a b l e s ,  m a i s  s e u l e m e n t  u n e  d i s -  

t r i b u t i o n  q u e l c o n q u e ,  6 g a l e  ~ 0 o u  1 d a n s  l ' o u v e r t  c o m -  

p l 6 m e n t a i r e  d ' u n e  p a t t i e  c o m p a c t e  d e  U. 

D6mons t ra t ion .  a) est imm6diat, b) signifie que sous les conditions 

de l'6nonc6, on a (D(coS), T) -- (D (co'S) , T) ---'- O , mais le premier membre 

est 6gal ~ (D (co - -  co') S ,  T),  et comme (co - -  co') S est distribution ~ support 

compact sur U, on peut appliquer la formule de trangposition (5), et on 
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obtient ( (o - -o ' )S , tDT)= O, puisque 'DT---O. Enfin, c) se d~montre de 

la m6me fa~on, en notant que si S e t T sont ind~finiment diff~rentiables, 

(12) garde un sens m6me si on ne fair que les hypotheses de c) sur o.  

Les accouplements du type (12) jouent un r61e pr6pond~rant dans ce 

travail, et d'ailleurs dans les ~quations aux d~riv~es partielles en g~n~ral. 

Quand S e t  T sont des formes ind~finiment diff~rentiables f et g, la pro- 

position 1 montre qu'on peut remplacer to par la fonction caract~ristique 

d'une partie ouverte O de U ayant une fronti~re compacte dans U. Identifiant 

O ~ sa fonction caract~ristique, (12) s'~crit 

(13) (n(of),g). 
Lorsque la fronti~re de 0 est une vari6t6 diff6rentiable, on trouve, en ex- 

plicitant (13) ~ essentiellement par application de la formule de Leibnitz 

pour D (Of), voir [ 6 ] - -  une "int6grale d'hyper-surface" sur la fronti~re 

(orient6e) dO de O, int6grale faisant intervenir les d6riv6es de f et g jusqu'~ 

l'ordre m - - 1  (m 6tant l'ordre de D) sur dO (comparer w formule (11)).  

Dans le cas off D est l'op6rateur Laplacien dans R", off f e s t  de degr6 

z6ro (donc une fonction harmonique ordinaire) et g de degr6 n est identifi6 

une fonction harmonique grace ~ l'616ment de volume privil6gi6 sur R", 

un calcul imm6diat montre que l'int6grale (13) n'est autre que l'int6grale 
..>. ~>- --->.  

de G r e e n  ( f g r a d g - -  g g r a d f )  dS .  Lorsque D est I'op6rateur 

dO 
O O O 

0---if- = O---x- + i ~ dans le plan complexe O = R 2, et qu'on suppose encore 

f et g de degr6 0 et 2 respectivement, g 6tant identifi6 ~ une forme de 

degr6 z6ro grace ~ l'616ment de volume privil6gi6 de R 2 ( f  et g 6tant donc 

des fonctions holomorphes ordinaires), l'int6grale (13) n'est autre que 

l'int6grale de Cauchy ff(z)g(z)dz (F=OO 6tant ici une courbe ferm6e 
I" 

du plan complexe). 

On peut donner une forme plus g6n6rale et frappante de l'accouplement 

(15), montrant que la valeur de (12) ne d6pend, pour S e t  T donn6s, que 

de la classe d'homologie compacte de la diff6rentielle ext6rieure d o  (voir 

Appendice). Mais nous n'en aurons pas besoin par la suite, la forme (12) 

~tant sufl~samment simple et maniable pour notre propos. 
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En remplagant l'op6rateur D par son transpos6 tD, on est amen6 

consid6rer aussi des accouplements (S ,'D(roT)), oi~ o est toujours une 

fonction ind6finiment diff6rentiable sur U 6gale ~ 0 ou ~ 1 dans le com- 

p16mentaire d'une partie compacte de U. Or, 

Proposi t ion 2. O n  a, p o u r  S~HD(U), T~HtD(U), e t  S o u  T 

i n d 6 f i n i m e n t  d i f f 6 r e n t i a b l e :  

D~mons t ra t ion .  Soit O1 (resp. 02) l 'ouvert form6 des points de U 

au voisinage desquels co est nulle (resp. 6gale ~ 1). Par hypoth~se, 

K = Cv (O1U O2) est compact. Soit o '  une fonction ind6finiment diff6rentiable 

sur U, telle que to- -c0 '  soit ~ support compact, et que, en appelant 

0'1 (resp. 0"2) l 'ensemble des points de U au voisinage desquels co' est 

nulle (resp. 6gale ~t 1), et en posant K'=Cu(O'IUO'2), on ait 

KCO'2, K'COI. 

(On se convainc facilement de l'existence d'une telle to': on prend un 

voisinage compact W0 de K dans U, et un voisinage ouvert W de W0, 

relativement compact dans U. Alors Otf~CW et 02UWo sont deux parties 

ferm~es disjointes de U, il existe donc bien une fonction ind~finiment 

diff~rentiable co' sur U qui prenne sur ces ferm6s resp. la valeur O ou 1, 

et cette to' satisfait manifestement aux conditions voulues). Comme tD(roT) 
a son support dams K, et que co' est ~gale ~ 1 au voisinage de K, on a 

(S ,  'D (toT)) = (ro'S, *D(toT)), or en vertu de-tD (roT) : - -  *D [(1 - -  co) T ] ,  

le deuxi~me membre s'6crit --(co'S,tD[(1--to)T]). Or le support de 

( 1 - - t o ) T  est contenu dans C02----01UK, et celui de (o'S est contenu dans 

la r6union d'un compact K1 et de C01 = OoUK. L'intersection des supports 

de ces deux distributions est donc contenue dans le compact KIUK.  Par 

suite, la formule de transposition (5) est valable, et on obtient 

= -  to) r ) .  

Or, le support de D (to'S) est contenu dans K' ,  donc dans O1, donc (1--00) 

est 6gal ~ I au voisinage du support de D(to'S). On peut donc dans le 

deuxi~me membre omettre le facteur ( l - - t o ) ,  et on obtient --  (D (o 'S )  , T) . 

Mais comme t o - - t o '  est ~ support compact dans "U, cette derni~re int6grale 

est 6gale ~ --(D(toS), 7") (proposition 1), d'o~ r6sulte bien la formule (14). 
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Remarque .  Si D est un (p+q)-opErateur diffErentiel (w No. 1) 

il y a lieu de le considErer comme un opErateur diffErentiel dEfini sur tout 

]D(V), nul dans ]D (V) pour r & p .  Bien entendu, pour appliquer alors ce 
f 

qui prEcEde, il y a lieu de considErer l'accouplement (12) plus spEcialement 

sur le produit HD(U) X htD(U) (resp. sur hD(U)X HiD(U)), en se restrei- 
p n ~ q  p n.-..-q 

gnant aux solutions de DS= 0 qui sont de degrE p, et aux solutions de 

tDT= 0 qui sont de degrE n--q. Cette situation sera la plus frgquente 

en pratique, mais comme elle se ram~ne au cas gEnEral envisage d'abord, 

nous prEs Eviter dans ce qui suit l'encombrante specification des degrEs, 

tout ~ fait inessentielle. Bien entendu, les considerations dEveloppEes au 

w No. 5, pour les noyaux h o m o g ~ n e s inverses d'un (p ->- q)-opErateur 

diffErentiel D, sont valables pour les noyaux inverses d'opErateurs diffErentiels 

gEn&aux. Ces noyaux inverses vont maintenant intervenir. 

Par la suite, nous supposons pour fixer les idEes les noyaux envisages 

tous rEguliers. Posons la definition suivante: 

DEfinition 1. S o i t  D u n  o p E r a t e u r  d i f f E r e n t i e l  s u r  V, 

a y a n t  un  n o y a u  i n v e r s e  ~ g a u c h e  r ~ g u l i e r  E. U n e  s o l u t i o n  

d e  l ' E q u a t i o n  D S = o  d E f i n i e  d a n s  le  c o m p l ~ m e n t a i r e  

U=CK d ' u n  c o m p a c t  K, e s t  d i r e  r E g u l i ~ r e  ~ l ' i n f i n i  r e l a -  

t i v e m e n t  au  n o y a u  i n v e r s e  E, s i  o n  a, p o u r  t o u t e  r  

e t  t o u t e  f o n c t i o n  o i n d E f i n i m e n t  d i f f E r e n t i a b l e  ~ s u p p o r t  

c o m p a c t  s u r  V, E g a l e  ~ 1 au v o i s i n a g e  de K U  s u p p .  r  

 15) (D(o,S), , E .  = o .  

On fera attention que cette notion depend essentiellement du noyau 

inverse ~ gauche choisi E. Bien entendu, lorsque S est indEfiniment dif- 

fErentiable, la formule (15) restera vraie quand r est une distribution 

support compact quelconque, ou quand on remplace o par exemple par la 

fonction caractEristique d'un ensemble ouvert relativement compact contenant 

K L/ supp. r (l'intEgrale du premier membre devenant alors une intEgrale 

d'hypersurface sur la fronti~re de O). Du fait que rE. r est solution de 

l'Equation tD. T = O dans l'ouvert U' complEmentaire de K t3supp. r et 

clue l'intEgrale du premier membre de (15) peut manifestement se calculer 

aussi sur U' (D(oS) &ant nulle sur Uf~supp. r il suit (proposition 1) 
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que le premier membre de (17) ne d6pend pas du choix particulier de o ,  

clue Yon peut donc choisir ~gale ~ 1 sur un compact aussi grand que l 'on 

veut; il suit que si S est r6guli~re ~ l'infini, sa restriction ~ tout ouvert 

contenu dans U et dont le compMmentaire est compact, est encore r6guliSre 

l'infini, de sorte qu'il s'agit bien d'une propri&6 de r6gularit~ "~ l'infini". 

D'aiIleurs, si V est compacte, alors t o u t e solution dans un ouvert U (2 V 

de l'6quafion DS = 0 est r~guli~re ~ l'infini (prendre dans (15) pour o la 

fonction identique ~ 1 sur V). 

Notons enfin que si on consid~re le premier membre de (15) comme 

une int6grale sur U'= U ~C supp. ~b, il est 6gal, quelle clue soit la solution 

S de l'6quation DS= O, it--(S,'D(o)tE.~b)v, (prop. 2). La formule (15) 

est donc 6 q u i v a l e n t e  

(15 bis) (S , 'D(o tE . • ) )v ,=O,  ( U ' = U f ~ C s u p p . $ ) .  

Si on suppose maintenant E noyau inverse ~ d r o i t e  r6gulier, la 

d6finition 1, appliqu6e ~ l'op6rateur tD et son noyau inverse ~ gauche rE, 

donne la d6finition des solutions r~guli~res ~ l'infini (relativement ~ rE) de 

l'6quation tD T = O  dans un ouvert U compl6mentaire d'un compact: elles 

sont caract6ris&s indiff6remment par l'une des conditions suivantes 

(16) (E.~ , 'D(car)) U = O, 

(16 his) ( D ( ~ . ~ ) ,  r)~, = 0 ,  

pour toute r  D(V) ~ ca ayant la signification usuelle, et U ' =  U ~  C supp.~. 

Th6or6me  1. S o i t  D u n  o p 6 r a t e u r  d i f f 6 r e n t i e l  a y a n t  u n  

n o y a u  i n v e r s e  ~ g a u c h e  r ~ g u l i e r  E~ ,~ .  

a) S o i t  S u n e  d i s t r i b u t i o n  s u r  V q u i ,  d a n s  u n  o u v e r t  

U' c o m p l ~ m e n t a i r e  d ' u n  c o m p a c t  c o n v e n a b l e ,  e s t  s o l u t i o n  

d e  l ' ~ q u a t i o n  D S = o .  S e s t  r 6 g u l i ~ r e  ~ I ' i n f i n i  (dans U') s i  

e t  s e u l e m e n t  s i  o n  a: 

(17) S -- E 

(le deuxi~me membre a bien un sens, 

�9 ( D S )  

puisque DS est ~ support compact). 

b) En  p a r t i c u l i e r ,  si  S e s t  u n e  d i s t r i b u t i o n  d 6 f i n i e  

s u r  u n  o u v e r t  U c o m p l 6 m e n t a i r e  d ' u n  c o m p a c t  K, s o l u t i o n  

r 6 g u l i ~ r e  ~ l ' i n f i n i  d e  l ' 6 q u a t i o n  D S = o ,  a l o r s  p o u r  t o u t e  

f o n c t i o n  03 i n d 6 f i n i m e n t  d i f f ~ r e n t i a b l e  s u r  V, n u l l e  au  
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v o i s i n a g e  de  K e t  6 g a l e  g 1 au  v o i s i n a g e  de  l ' i n f i n i ,  o n  a 

(en  c o n s i d 6 r a n t  c0S c o m m e  d i s t r i b u t i o n  d 6 f i n i e s u r  t o u t  V): 

(18) cos ----- E .  [D (COS)] 

(formule de Green-Schwartz pour solutions r~guli~res A l'infini). 

Q u a n d  S e s t  i n d ~ f i n i m e n t  d i f f ~ r e n t i a b l e ,  i l  e s t  i n u t i l e  

q u e co I e s o i t (il suttit que co soit une distribution sur V). 

Coroilaire 1. Si  E e s t  n o y a u  i n v e r s e  b i l a t ~ r e  r ~ g u l i e r  

de  D, S u n e  s o l u t i o n  de  l ' ~ q u a t i o n  D S = o  d ~ f i n i e  d a n s  un  

o u v e r t  U c o m p l ~ m e n t a i r e  c l 'un  c o m p a c t ,  a l o r s  S e s t  r~ -  

g u l i ~ r e  ~ l ' i n f i n i  si  e t  s e u l e m e n t  si  e l l e  c o i n c i d e  c lans  l e  

c o m p l ~ m e n t a i r e  d ' u n  c o m p a c t  c o n v e n a b l e  a v e c  u n e  d i s -  

t r i b u t i o n  E.(p, oi~ @eE ' (V) .  

En effet, la n~cessit~ r~sulte du th~or~me lb) lorsqu'on pose ~o=D(coS); 

la suffisance est consequence immediate du th~or~me la), car on aura 

D (E .  @)---- t0, d'o~, en posant S' --- E .  ~,  E .  DS" = Efo = S' ,  d'ofi r~sulte 

que S" est r~guli~re ~ l'infini. 

Corollaire 2. U n e  s o l u t i o n  d e  l ' ~ q u a t i o n  DS----O, d ~ f i n i e  

d a n s  t o u t  V e t  r ~ g u l i ~ r e  ~i l ' i n f i n i ,  e s t  f o r c ~ m e n t  n u l l e ;  

(appliquer la formule (17)).  

D ~ m o n s t r a t i o n  du  t h ~ o r ~ m e  1. b) est manifestement un 

cas particulier de a), Iorsqu'on y remplace S par coS. ]~videmment, a) ne 

r~sulte pas de l'application brutale de la formule E oD = IdentitY, car cette 

derni~re est valable seulement quand D est consid~r~ comme application de 

V.'(V) dans ~-' (V), or S n'est pas en g~n~ral ~ support compact. - -  (17) 

signifie que pour toute S E D  (V),  on a 

( 1 9 )  = <s, 
Le premier membre s'~crit (DS,  rE. ~); soit co une fonction ind~finiment 

diff~rentiable ~ support compact sur V, ~gale ~ 1 au voisinage de (CU) L) supp.r 

le deuxi~me membre de (19) s'~crit aussi 

de sorte que (19) ~quivaut ~ (DS--D(COS),~E.~)= 0.  Or DS--D(COS) 

est distribution ~ support compact contenu dans U, et coincide dans cet 

ouvert avec-- D (coS), de sorte que l'on est ramen~ ~ - - (D (coS), *E. r  o. 
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Mais cette 6galit6 pour toute ~b signifie pr6cis6ment que S est r6guli~re 

l'infini, c.q.f,d. 

Th~or~me 2. S o i t  D u n  o p 6 r a t e u r  d i f f 6 r e n t i e l  s u r  V 

a y a n t  un  n o y a u  i n v e r s e  b i l a t ~ r e  r 6 g u l i e r  E~ ,n ,  s o i t  U u n e  

p a r t i e  o u v e r t e  d e  V a y a n t  u n  c o m p l 6 m e n t a i r e  c o m p a c t  K. 

A l o r s  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  t o p o l o g i q u e  H n ( U )  d e s  s o l u t i o n s -  

d i s t r i b u t i o n s  d a n s  U de  l ' 6 q u a t i o n  D S = 0 ,  e s t  s o m m e  

d i r e c t e  t o p o l o g i q u e  d u  s o u s - e s p a c e  PD(U)(5) f o r m 6  d e s  
A 

s o l u t i o n s  r 6 g u l i ~ r e s  ~ l ' i n f i n i ,  e t  d u  s o u s - e s p a c e  ND(U) 
f o r m 6  d e s  s o l u t i o n s  q u i  s o n t  r e s t r i c t i o n s  ~ U d ' u n e  s o -  

l u t i o n  d 6 f i n i e  s u r  t o u t e  l a  v a r i 6 t 6  V. La  c o m p o s a n t e  d e  

S~HD(U) s u i v a n t  ND(U) e s t  l a  r e s t r i c t i o n  ~ U d e  l a  d i s -  

t r i b u t i o n  T s u r  V, s o l u t i o n  de  D T ~ o  d a n s  V, d o n n 6 e  d a n s  

t o u t  o u v e r t  r e l a t i v e m e n t  c o m p a c t  O p a r  

(20) T -~ E [D (coS)], 

o ~  co e s t  u n e  f o n c t i o n  i n d 6 f i n i m e n t  d i f f 6 r e n t i a b l e  

s u p p o r t  c o m p a c t  s u r  V, 6 g a l e  ~ 1 au  v o i s i n a g e  d e  OLIK. 
/ ~ n o n c 6  a n a l o g u e  p o u r  l ' e s p a c e  hn(U) d e s  s o l u t i o n s  

i n d 6 f i n i m e n t  d i f f 6 r e n t i a b l e s  d a n s  U d e  l ' 6 q u a t i o n  Dr=O, 
c e t  e s p a c e  e s t  s o m m e  d i r e c t e  t o p o l o g i q u e  d e s  s o u s -  

e s p a c e s  P n ( U )  e t  riD(U) a n a l o g u e s  a u x  p r 6 c 6 d e n t s .  D a n s  

ce  ca s ,  i l  n ' e s t  p l u s  n 6 c e s s a i r e  q u e  co s o i t  i n d 6 f i n i m e n t  

d i f f 6 r e n t i a b l e  d a n s  la  f o r m u l e  (20) (il suffit que ce soit une 

distribution de degr6 0 ~ support compact 6gale ~ 1 au voisinage de OLIK). 
D~monst ra t ion .  Remarquons d'abord que la distribution T sur O 

exprim6e par (20) a un sens (D(coS)  peut en effet 6tre consid6r6 comme 

une distribution ~ support compact d6finie sur tout V) et ne d6pend pas 

du choix particulier de o :  on a en effet pour ~b~ D (0 ) ,  

et il suffit alors d'appliquer la proposition 1. II en r6sulte aussi que les 

5. L'oppottunit.6 de la notation PD (U), ND (U") etc. au lieu de PD (U), N D (U) 
etc. va apparaitre plus bas (w (U d6signe l'ensemble 0btenu en adjoignant ~ U 1r 
"point ~ l'infini" de V), 
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distributions ainsi d6finies dans les divers ouverts O sont "compatibles", 

par suite qu'il existe bien une unique distribution T sur V, donn6e dans 

tout ouvert relativement compact 0 par la formule (20). On a DT ~-O, 
car il suffit de le v6rifier dans tout ouvert 0 relativement compact, or cela 

r6sulte alors de la formule (20) et du fait que E est noyau inverse/~ droite 

de D (la distribution DT~D(oS) , - ,  dans 0 - - ,  est bien nulle dans 0). 

Montrons maintenant que la distribution S -  T sur U est bien r6guli~re 

l'infini, d'oi~ suivra que toute S ~ HD (U), S -~. (S -- T) + T, est somme d'un 

616ment de ND (U) et d'un 616ment de PD(U), i.e. que 

HD (U) = ND (U) + PD (U). 

I1 faut donc montrer que pour toute ~ ~ D (V),  et toute fonction ind~finiment 

diff~rentiable ~ support compact o sur V, ~gale ~ 1 au voisinage de 

K U supp. ~b, on a (D [co (S ~- T ) ] ,  rE. ~5)v -~ 0 i.e. 

(21) (o ( . , s ) ,  = (v (,or), , E  

Mais o T  ~tant distribution d~finie sur toute la vari~t~ et D (coT) ~tant nul 

au voisinage de K, on peut fake le produit scalaire du deuxieme membre 

sur tout V, et appliquer de plus la formule de transposition (~oT 6rant 

support compact sur V) de sorte que le deuxi~me membte est ~gal 

(oT  , t D ( t E .  ~5))= ( o T ,  ~5)= (T ,  ~), ce qui n'est autre par d6finition que 

le premier membre de (21). 

D'autre part on a ND(U)~ Po(U)= {0}, ce qui n'est autre que le 

corollaire 2 du th6or~me 1. Donc HD (U) est bien somme directe alg6brique 

de No(U) et PD (U) ,  et la formule (20)donne en effet cette d6composition. 

Ho (U) est m~me somme directe t o p o 1 o g i q u e de ces deux sous-espaces, 
A 

car cela signifie que la projection de Ho(U) sur No(U) donn6e par (20) 

est continue. Mais l'application S - > - T  en question est m~me continue de 

Ho(U) dans HD(V) ,  comme on le v6rifie imm6diatement. 

Enfin, si on remarque que lorsque S est ind6finiment diff6rentiable 

la distribution T sur S d6finie par (20) est ind6finiment diff6rentiable, et 

l'application S-->-T de hn (U) dans ho (V) continue, la deuxi~me partie du 

th6or~me 2 suit aussit6t de ce qui pr6c~de. 
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3, Le th4or~me de dualitd. 

N o t a t i o n s .  ~ Lorsque la vari4t~ V n'est pas compacte, il sera commode 

pour la suite d'introduire l'espace compactifi~ d'Alexandroff V de V, espace 

compact obtenu en adjoignant il V un "point A l'infini", not4 oo. Si V e s t  

compacte, on posera V .  Nous consid4rons des parties de V, et sauf 

avis contraire les notions de th6orie des ensembles et de topologie envisag~es 

se rapporteront A l'espace V (ainsi, A est l'adh4rence de A dans V, CA le 

compl4mentaire de A d a n s 17; si A C V,  le compl6mentaire de A dans 

V sera not~ CvA). 

Dans toute la suite, nous supposons donn4 un op4tateur diff4rentiel 

coefficients ind4finiment diff4rentiables D sur V, q u e I c o n q u e par 

ailleurs. Si U est une partie ouverte de V ,  HD(U)  d~signe l'espace de toutes 

les distributions d4finies dans l'ouvert U'= U NV qui y sont solutions de 

l'6quation DS=o,  ho(U) le sous-espace form~ des solutions qui sont 

ind4finiment diff4rentiables. Ces espaces ne d4pendent donc en fait que de 

l 'ouvert U'= U f~V, et pour U CV, ces notations coincident avec celles 

introduites au d6but du w Ces espaces seront munis respectivement de la 

topologie induite par D ' ( V )  et E ( V ) . - - ,  Si maintenant A est une partie 

q u e l c o n q u e  de I7, on d~signe par H o ( A )  l'espace des classes de 

distributions 41~ments d'espaces HD(U), U voisinage ouvert variable de A, 

deux telles distributions S'~Ho(U') et S'~HD(U ~) ~tant identifi4es si et 

seulement si elles d~finissent par "restriction" un m~me ~Mment de Ho (U),  

o~ U est un voisinage ouvert convenable de A contenu darts U'~U ~. Dans 

cette d~finition, il est essentiel de savoir si oo est ~Mment de A ou non;  

si oo E A, HD (A) sera en g6n6ral different de HD (A f'l V), comme le lecteur 

s'en convaincra facilement. Bien entendu, Ho (A) se munit d'une structure 

vectorielle naturelle. Quand A est d~j~ ouvert, cette d6finition de HD(A) 
ne diff~re pas essentiellement de Ia d~finition directe donn4e plus haut pour 

ce cas. On d~finit de fa~on analogue ho (A). EnHn, rempla~ant D par tD, 

on d4finit de la m6me fa~on les espaces Hto(U) et htD(U), H,D(A ) et hto(A). 

Soient maintenant UI et U2 deux parties ouvertes de V, telles que 

U, U U 2 = I ~ ,  o o ~ U ,  N U 2 ,  et soit S ~ H o ( U , ) ,  T ~ H t o ( U 2 ) ,  l'une au 

moins de ces deux distributions 4tant ind~finiment diff4rentiable. Soit co une 

fonction sur V, ind~finiment diff4rentiable sur V, 4gale A 1 dans un voisinage 
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de CU2 et ~ 0 dans un voisinage de CU1. U 1 (~ U2 est une pattie ouverte 

d e V, dans laquelle S e t  T sont d~finies, et co est une fonction ind~finiment 

diff~rentiable sur Ulf'IU2, ~gale ~ 0 ou 1 dans le compl~mentaire d'une 

partie compacte de Ulf~U2. On peut donc comme au w consid6rer le 

produit scalaire sur UIflU2: 

(22) (s, (D(cos), 
D'apr~s la proposition 1, le deuxi~me membre ne d~pend pas du 

choix particulier de co, car si on remplace co par une fonction analogue co', 

co--co' sera ~ support compact sur U, f~U2.  On a donc bien le droit de 

poser (2 2). On obtient ainsi une forme bilin~aire s~par~ment continue naturelle 

sur HD (U1) X ht o (U2) et sur hD (U:) X Ht~ (U2). (Si on prend la restriction 

de cette forme ~ hD(U1)XhtD(U2), on peut aussi remplacer to par exemple 

par la fonction caract6ristique d'un ensemble ouvert dans V contenant CU2, 
et dont l'adh6rence ne rencontre pas CU1). 

On constate imm6diatement sur la formule (22) que le "produit 

scalaire" (S, T) ne change pas quand on prend les restrictions de S e t  T 
1 . .  

des ouverts plus petits U'I et U'2 (pourvu que l 'on ait encore U'I U U'2 = V). 
Ceci permet de g6n6raliser l'accouplement ( 2 2 ) ~  un accouplement entre 

HD(A) et ht D(B) ,  et entre hD(A) et Ht D (B) ,  lorsque A et B sont deux 

parties non vides quelconques de V telles que AUB = V, 0o ~. AraB. On 

posera en effet, pour S~hv(A), T~HtD(B), ou pour SEHD(A), T~htD(B) :  

(2. 

o~ S et T sont respectivement des repr~sentants de S et T, d~finis dans 

des voisinages ouverts U, et U2 de A et B tels que c~ ~ U,f~ U2. L'expres- 

sion du second membre ne change pas quand on change les repr~sentants 

S ,  T de S ,  T . - - ,  En particulier, si A est une partie quelconque non vide 

de V diff~rente de V, on obtient un accouplement naturel entre HD(A) 
et hto(CA ) et entre hD(A) et Htv(CA), (CA d~signant, rappelons le, le 

compl~mentaire de A par rapport ~ V). 

R e m a r q u e. On peut aussi consid~rer l'accouplement analogue au 

precedent, donn~ par l'int~grale (S ,*D(oT))u~nu2, o~ ~ est une fonction 

sur V, ind~finiment diff~rentiable sur V, ~gale ~ 1 au voisinage de CUt, 
et ~ z~ro au voisinage de CU2; c'est, lorsque S est homog~ne de degr~ ~, 
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la valeur multipli4e par ( - -1 )  p('-p) du produit scalaire (T ,  S)d6f in i  

pr6c6demment, lorsqu'on remplace D par '/9. Or, ces deux accoupIements 

sont les m~mes i.e. on a: 

o3 co est comme dans la formule (22). En effet, on peut prendre ro = 1 - -  o ;  

alors le deuxi~me membre devient 4gal ~t --(D (-oS), T)U * f3 U 2 , et il su~t  

d'appiiquer alors la proposition 2 du w 

Une question naturelle est de savoir si les dualit6s pr6c6dentes sont 

s6parantes, et dans quelle mesure on peut esp4rer obtenir toutes les formes 

lin6aires continues sur HD(U) et hD(U) (U partie ouverte de V) par 

l'accouplement (23) avec htD(CU ) resp. HtD(CU ) �9 C'es t  ce que nous 

examinons dans la suite de ce paragraphe. 

Notons d'abord clue l'accouplement (23) entre hD(A) et HtD(B) n'est 

en g4n6ral pas s6par6, m6me dans les meilleurs cas. Supposons par exemple 

co ~ B ,  et prenons une T ~ HtD (B) qui ait un repr6sentant T ~ Ht D ~r), 
(donc un repr6sentant d6fini sur toute la vari4t6 V). Alors dans (23) on 

pourra prendre U2---- V ,  d'o~ U l f 3 U 2 =  U1; comme o S  est ~ support 

compact duns U1, on pourra dans l'expression (D((oS),T)u 1, appliquer la 

formule de transposition, ce qui donne 0, puisque tDT= O. Ainsi, s i 

c o ~ B ,  le  p r o d u i t  s c a l a i r e  ( S , T )  e s t  n u l  q u a n d  T a d m e t  u n  

r e p r 6 s e n t a n t  d a n s  HtD(V). C ' e s t  e n c o r e  v r a i  s i  c o e A ,  e t  s i  

a d m e t  un r e p r 6 s e n t a n t  dans hD(V). (Les r6flexions analogues 

valent aussi sur le produit HD (A)XhtD (B)). Cela prouve en particulier que 

si U est un ouvert contenant co, on ne dolt pas esp4rer en g6n6ral obtenir 

toutes les formes lin6aires continues sur ho(U) (resp. sur HD(U)) ~ i'aide 

des 616ments T de Ht D (CU) (resp. de ht D (CU)), car les formes d6finies 

par ces derni~res s'annulent toutes sur le sous-espace ND(U) (resp. riD(U)) 

envisag6 dans le th6or~me 2. 

Cela sugg~re, dans le cas o~ D admet un noyau inverse ~ gauche 

r6gulier E~,~, de remplacer l'espace HD(U) (resp. hD(U)) par le sous- 

espace PD(U) (resp. pD(U)) des solutions r 4 g u l i ~ r e s  ~ l ' i n f i n i  

relativement ~ E (espace qui est en effet suppl4mentaire topologique de 

ND(U).--. resp. riD(U).-" d'apr~s le th6or~me 2). Darts ce cas, nous intro- 

duirons donc les notations suivantes. U 6tant une partie ouverte de V, on 
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d6signe par PD (U) (resp. Po (U)) l'espace HD (U) (resp. hD (U)) si on ~ U, 

et le sous-espace form6 des solutions r6guli~res g l'infini si on E U (dans 

ces notations, le noyau E~,~ est donc sous-entendu). Ces d6finitions se 

transposent de fagon 6vidente lorsque A est une partie quelconque de ~'.  Si 

E~,~] est m6me noyau inverse bilat~re, on d6finit de m6me les espaces 

Pt D (A) et pro(A). On a alors: 

Th~or6me 3. Si D a d m e t  u n  n o y a u  i n v e r s e  ~ g a u c h e  

r 6 g u l i e r  E~,~ ,  e t  s i  U e s t  u n e  p a r t i e  o u v e r t e  d e  V, a l o r s  

t o u t e  f o r m e  l i n 6 a i r e  c o n t i n u e  s u r  PD(U) ( r e s p .  f in(U))  p e u t  

6 t r e  o b t e n u  p a r  u n e  TEhto(C U) ( r e s p .  p a r  u n e  "fEHtD(CU)) 
p a r  l ' a c c o u p l e m e n t  de  l a  f o r m u l e  (23). 

On notera que dans l'6nonc6, la notion de solution r6guli~re A l'infini 

n'intervient pas en fait lorsque co ~ U ,  puisqu'alors Po (U) ~ Ho (U), 
PD (U) = hn (U). Et que m6me si on E U, dans le cas oi~ E est noyau inverse 

bilat~re, le th6or~me 2 permet de remplacer cet 6nonc6 par un 6nonc6 plus 

intrins~que, ne faisant plus intervenir le choix particulier du noyau inverse E : 

Si o o E U ,  t o u t e  f o r m e  l i n 6 a i r e  c o n t i n u e  su r  l ' e s p a c e  q u o t i e n t  

Ho(U)/ND(U) ( resp.  hD(U)/nD(U)) p r o v i e n t  d ' u n e  :T~hto(CO) (resp.  

d ' u n e  :FEHtD(CU)) p a r  l ' a c c o u p l e m e n t  d 6 d u i t  d e  l a  f o r m u l e  

(23) (cet accouplement ~tant nul sur ND (U) resp. no(U)). 
D 6 m o n s t r a t i o n  d u  t h ~ o r ~ m e  3. Elle est tr~s facile. Nous 

d6terminons pour fixer les id6es les formes lin6aires continues sur PD (U). 
Soit ~ une telle forme; posons U ' - - - -Uf ' lV .  Comme PD(U) est sous-espace 

vectoriel topologique de I} '  (U'), il r6sulte du th~or~me de H a h n - B a n a c h 

que �9 provient d'une forme lin~aire continue d6finie sur tout l'espace D ' (U ' ) ,  

donc est de la forme S § (S ,  r oa V (U').  Soit K le support de r 
et soit co une fonction sur V, ind~finiment diff6rentiable sur V, ~gale a 1 

au voisinage de K,  et ~ z&o au voisinage de CU. On a alors pour 

toute S ~ PD (U) 

coS = E [D (coS)]. 

C'est la formule de G r e e n - S c h w a r t z  ordinaire si c ~ U ,  et c'est la 

formule de G r e e n - S c h w a r t z pour les solutions r6guli~res ~ l'infini si 

cc E U (th6or~me lb).  On a par suite 
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(25) 

Posons alors 

(26) 

Dans CK, 

d'ofi, D(coS) 6tant ~ support compact sur U'  

o ( s )  = (D(,, ,s) , r 

T = tE .4. 

T e s t  une solution ind6finiment diff6rentiable 

DT= 0 (E &ant noyau inverse ~ gauche de D) 

( v  K si o o E U ,  et l 'ouvert C~.K si oo r  c'est 

de CU dans V. Donc T d6finit une T~h~ o((U) 

de l'6quation 

; soit alors U2 l'ouvert 

en tous cas un voisinage 

�9 Notons maintenant que 

le support de la distribution D (coS) est contenu 

qu'on peut consid&er le deuxi~me membre de 

scalaire s u r  l a  v a r i ~ t ~  Uf~U2.  Comparant 

d6finition (23), on obtient bien O ( S ) = ( S , T )  

c. q. f. d, 

dans Uf~U2 ,  de sorte 

(25) comme un produit 

alors avec la formule de 

pour toute S E PD (U)  , 

R e m a r q u e  1. La m6me d~monstration prouve aussi que si on a 

un ensemble ~ q u i c o n t i n u M de formes lin~aires sur PD (U) (resp. pD(U)) 
alors il existe un voisinage U2 de CU f i x e ,  et une partie born~e N de 

pt D (U2) (resp. de P~D(U2)) tels que M soit l 'ensemble des formes lin6aires 

d6finies par les ~l~ments de N. R6ciproquement d'ailleurs, il est ~vident 

qu'un tel ensemble N d~finit un ensemble ~ q u i c o n t i n u de formes lin6- 

aires sur PD (U) (resp. PD (U) ). 
R e m a r q u e  2. La forme diff~rentielle T de la formule (26) n'est 

pas d&ermin6e de fa~on unique par la donn~e de la forme lin~aire continue ~.  

Mais si E est noyau inverse b i l  a t  ~ r e, montrons que les valeurs de T et 

"de ses d~riv6es de tous ordres" aux points de l'ensemble CvU" sont d~ter- 

min~es par la donn~e de O. En effet, soit alors de fa~on g6n~rale O un op&ateur 

diff~rentiel A coefficients ind~finiment diff~rentiables sur V, et soit X un 

multivecteur tangent A V en un point 70 ~ Cv U', on aura 

(27) (X,  O .  T) = ~ (E .  ( 'O.  X)  ) ,  

off, au second membre, S = E .  (tO. X) (qui est solution dans l'otwert U' 

de l'~quation DS= 0) est identifi6 ~ l'61~ment de Po(U) qu'il d~finit. 

Cette formule est en effet valable plus g~n~ralement quand X est une 

distribution quelconque sur V A support compact contenu dans (v U', et se 

d~montre imm~diatement en remplagant, dans le premier membre, T par 
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sa valeur (26), en appliquant la formule de t ranspos i t ion~ce  qui donne 

(E (tO. X ) ,  ~) - ,  et en appliquant la formule @ (S) = (S,  q~)u, pour S E PD(U). 
Supposons maintenant que E~, ~ est noyau inverse b i I a t ~ r e. Alors 

la formule (26) montre que toute forme lin6aire continue sur Pn (U) provient 

m~me d'une ~" ~ fitD (C U) qui est r6guli~re g l'infini lorsque oo ~ CU. On a 

donc une application lin6aire naturelle de ptD(CU) s u r le dual de PD (U) 
(cela r6sulte d'ailleurs aussi du th6or~me 3, P~D(CU) 6tant suppl6mentaire 

de l'espace ntD(CU ), sur lequel l'accouplement (23) s'annule). On est alors 

en droit d'esp6rer que l'on obtienne m~me un i s o m o r p h i s m e  de 

Ptn(CU ) sur le dual de PD(U). Comme toute TEptn(C U) provient d'une 

forme qui est du type rE. q5 o~ qS~ I ) ( U ' )  (th6or~me 1), cela signifierait 

que pour toute ~ D (U') qui est "orthogonale" ~ Pn(U), i.e. telle qu'on 

ait (S,  ~)v, = 0 pour toute S~PD(U), rE. ~ doit avoir une classe nulle 

dans htD(CU), i.e. rE. ~ doit s'annuler sur un ouvert, trace sur V d'un 

voisinage de C U. On sait d~j~, d'ailleurs, que du moins rE. ~ sera nuUe 

ainsi que ses d6riv6es de tous ordres dans CvU" (formule (27)). Mais on 

ne peut pas en d6duire en g6n6ral qu'elle sera nulle dans un voisinage de 

CvU" dans V, et m~me dans un voisinage ayant un compl6mentaire compact 

si oo~CU. ~ Ces consid6rations se transposent 6videmment quand on 

consid~re les formes lin6aires continues sur Pn (U).  

Pour simplifier, nous supposons maintenant que Eg, n est un n o y a u 

i n v e r s e  b i l a t ~ r e  t r ~ s  r 6 g u l i e r .  Alors les espaces Pn(U) et pD(U) 
sont identiques, ainsi que Pt n (CU) et ptn(CU) (w Nous allons examiner 

une condition un peu plus forte que le fait que l'application lin~aire naturelle 

de Pto(CU ) sur le dual de PD (U) soit un isomorphisme: 

Proposi t ion 3. S o i t  D un  o p ~ r a t e u r  d i f f ~ r e n t i e l  a y a n t  

u n  n o y a u  i n v e r s e  b i l a t ~ r e  t r ~ s  r 6 g u l i e r  Eg,~ ,  s o i t  U u n e  

p a r t i e  o u v e r t e  de  V, U'=Uf~V.  L e s  d e u x  c o n d i t i o n s  s u i -  

v a n t e s  s o n t  a l o r s  6 q u i v a l e n t e s :  

1 ~ Si ~b~D(U' )  e s t  t e l l e  q u e  ( f , ~ ) e , = O  p o u r  t o u t e  

fEPD(U), a l o r s  i l  e x i s t e  un  v o i s i n a g e  U2 d e  C U t e l  q u e  

t E . ~  s o i t  n u l  d a n s  U'2=Uz~V. E t  ce  v o i s i n a g e  p e u t  ~ t r e  

c h o i s i  i n d 6 p e n d a n t  de  ~b q u a n d  o n  a s s u j e t t i t  l e  s u p p o r t  

d e  ~ g 6 t r e  c o n t e n u  d a n s  u n  c o m p a c t  f i x e  KCU'. 



SUR LES ESPACES DE SOLUTIONS.., 267 

2 ~ P o u r  t o u t e  p a r t i e  o u v e r t e  O0 d e  U, r e l a t i v e m e n t  

c o m p a c t e  d u n s  U, i l  e x i s t e  u n e  p a r t i e  o u v e r t e  01 d e  U 

r e l a t i v e m e n t  c o m p a c t e  d u n s  U e t  c o n t e n a n t  00,  e t  t e l l e  

q u e  t o u t e  /~PD(Oa) a i t  u n e  r e s t r i c t i o n  ~ O0 q u i  s o i t  a d h 6 -  

r e n t e  d u n s  PD(Oo) g l ' e s p a c e  H d e s  r e s t r i c t i o n s  ~ Oo d e s  

~ l ~ m e n t s  de  PD(U). 

La deuxi~me condition est ~ apparenter au lemme du w (No. 4) de 

[2], et peut rendre les m~mes services, notamment pour 6tendre le th6or~me 

de dualit6 au cas d'espaces de formes diff6rentielles ~ valeurs vectorielles. 

D 6 m o n s t r a t i o n  d e  l a  p r o p o s i t i o n  3. 2~176 Il faut 

montrer, moyennant la condition 2~ que si K est un compact contenu duns 

U" il existe un voisinage U2 de (U tel qt~e r  s u p p . r  

r orthogonale g Po  (U), impliquent que ~E. r est nulle duns U'2 -~ U2 f~ V. 

Mais soit O0 un voisinage ouvert de K,  relativement compact duns U ' ;  il 

existe un voisinage 0, de 00, relativement compact duns U, et satisfaisant 

aux conditions de 20). Soit U2 = C 0 1 ,  c'est un voisinage de CU, je dis 

qu'il satisfait aux conditions voulues. En effet, soit ~ comme ci-dessus, on 

aura ( f ,  ~b)v, = 0 pour f ~ PD(U), or cette int~grale peut aussi se calculer sur 

O0 (car supp. r C K  C O0 C U') et est alors d6finie pour toute f ~ PD (00). Par 

hypoth~se, elle est nulle sur l'espace H des restrictions ~ O0 des 616ments 

de PD (U).  Par suite, comme elle est continue sur Po(Oo), elle sera aussi 

nulle sur l'adh6rence ce cet espace duns PD (00), donc sur les restrictions 

O0 d'616ments de PD(01).  En particulier, si q ~  D(U '2 ) ,  E.q~ peut duns 

0'1 ~ 01f~V &re consid6r6 comme 61~ment de P,(01), on aura donc 

(E.q~ , r = 0 ,  soit (ep, rE. r  0 .  Comme q~ 6tait arbitraire duns D (U'~), 

il suit bien qu'on a rE.C-----0 duns U'2. 

1 ~ -~ 2~ La d6monstration est toute analogue. II suffit d'appliquer 

la caractdrisation de l'adh6rence de H comme l'ensemble des 616ments 

f ~  PD(Oo) sur lesquels s'at, nulent toutes les formes lin6aires continues sur 

P,(Oo) qui sont nulles sur H, et tenir compte de la d6termination des 

formes lin6aires continues sur PD (O0) donn6e par le th6or~me 3. 

R e m a r q u e. Il est tr~s facile de v~rifier que l 'on obtient encore des 

conditions 6quivalentes aux pr6c6dentes en n'astreignant pus duns 1 ~ les 

r consid6r~es ~ &re ind6finiment diff6rentiables, ou en exigeant seulement 
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dans 2 ~ clue soient adhdrentes ~ H l e s  restrictions ~ O0 des f du type E .  X, 

o~ X est un multivecteur tangent A V en un point de u'NC01. 
Nous poserons alors la 

Ddfinition 2. N o u s  d i r o n s  q u e  l ' o p d r a t e u r  D e l l i p t i q u e  

s a t i s f a i t  d a n s  l ' o u v e r t  UCV" ~ la  c o n d i t i o n  d ' a p p r o x i -  

m a t i o n ,  r e l a t i v e m e n t  a u  n o y a u  i n v e r s e  b i l a t ~ r e  t r 6 s  

r d g u l i e r  Eg ,~ ,  si  l e s  c o n d i t i o n s  d q u i v a l e n t e s  d e  l a  p r o -  

p o s i t i o n  3 s o n t  s a t i s f a i t e s .  

Les rdflexions qui ont prdcddd la proposition 3 donnent alors le 

Thdor6me 4. Si D e s t  un  o p d r a t e u r  d i f f d r e n t i e l  e l l i p t i -  

q u e ,  Eg,n u n  n o y a u  i n v e r s e  b i l a t ~ r e  t r ~ s  r d g u l i e r ,  q u i  

s a t i s f o n t  d a n s  l ' o u v e r t  U C ~ "  ~ la  c o n d i t i o n  d ' a p p r o x i -  

m a t i o n  ( d d f i n i t i o n  2), a l o r s  l e  d u a l  d e  PD(U) s ' i d e n t i f i e  

PtD(CU ) p a r  l ' a c c o u p l e m e n t  de  l a  f o r m u l e  (23). 

Voici maintenant un cas gdndral o~ la condition d'approximation 

est satisfaite : 

Proposit ion 4. Si V e s t  u n e  v a r i d t 6  a n a l y t i q u e ,  e t  si  

l e  n o y a u  i n v e r s e  b i l a t ~ r e  t r ~ s  r d g u l i e r  E [ ,~  d e  D e s t  a n a -  

l y t i q u e  d a n s  l e  c o m p l d m e n t a i r e  d e  la  d i a g o n a l e  d e  la  

v a r i d t d  p r o d u i t  V X V ,  a l o r s  D s a t i s f a i t  ~ la  c o n d i t i o n  

d ' a p p r o x i m a t i o n  d a n s  l ' o u v e r t  U C I ~  d a n s  c h a c u n  des  d e u x  

c a s  s u i v a n t s :  

a) U e s t  p a r t i e  r e l a t i v e m e n t  c o m p a c t e  de  V, 

b) ~ U .  

D d m o n s t r a t i o n. I1 faut vdrifier la condition 1 ~ de la proposition 3. 

Soit K une partie compacte de U'=UflV; si ~ e D ( U ' )  est orthogonale 

PD (U) et a son support dans K, on a ddj~ remarqud clue rE. ~b est nulle 

"ainsi que ses ddrivdes de tout ordre" dans CvU'. Or, ici rE. ~ est ana- 

lytique dans le compldmentaire du support de ~b, ~ fortiori dans Cv K, elle 

est donc nulle aussi dans la composante connexe de CvU" dans Cv K. 
Cette derni~re est une partie ouverte U'2 de V. Dans le cas a) on pose 

U2=  U'2U{oo}, dans le cas b), U2----U'2. Dans les deux cas, U2 est un 

voisinage ouvert de C U dans V, satisfaisant ~ la condition 10 ) de la 

proposition 3. 
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Mais on fera attention que m6me si E6,~ est analytique en dehors 

de la diagonale de V X V ,  on ne peut pas affirmer que D satisfasse ~ la 

condition d'approximation dans t o u t ouvert U C V, quand on ne suppose 

plus U relativement compact dans V. Car rien ne prouve dans la demonstration 

qui pr6c~de que ~E. ~ soit nulle darts un "voisinage de l'infini" et non 

seulement au voisinage de CvU" dans V. Ainsi, pour U = V, il se pourrait 

priori que Po(U) soit nul (i. e. qu'il n'existe pas de solution non nulle 

de l'Equation Df=o dEfinie d a n s  t o u t  V);  dans ce cas, la condition 

d'approximation, n i l e  thEor~me 4, ne sera valable darts U. (5 his) 

Remarquons enfin que dans les deux cas envisages dans la proposition 

4, la formule (27) suffit ~ elle seule ~ determiner la T~PtD(CU) qui 

correspond ~tune forme linEaire continue �9 donnEe sur Po(U). 
/~PPENDICE 1. Sur  cer ta ins  a c c o u p l e m e n t s ,  d~finis pa r  un op~ra-  

teur  diffErentiel et une  c lasse  d ' h o m o l o g i e  de  d imens ion  n - t .  

Par la suite, nous considErons des opErateurs diffErentiels 0 (sur la 

vari&E ind6finiment diff~rentiable V), non plus forcEment ~ coefficients 

indEfiniment diffErentiables comme prEcEdemment. Un tel opErateur est par 

d6finition une application lin6aire continue de D (V) dans D" (V) "de caractEre 

local", c'est ~ dire qui n'augmente pas les supports. C'est ce caractEre local 

qui intervient seul comme prEc6demment, et non le fait clue l 'on puisse 

representer 19 sur chaque "carte" par un syst~me d'op&ateurs diff~rentiels 

ordinaires, comme il a EtE dit au w Un tel opErateur applique en fair 

D (V) dans E ' (V) ,  et se prolonge par continuitE en une application linEaire 

continue (de caractEre local) de E (V) dans D ' (V) .  Soit A(V) l'espace des 

op6rateurs diffErentiels quelconques sur V, a(V) le sous-espace formE des 

opErateurs ~t coefficients ind6finiment diffErentiables. Rappelons que (9 E A(V) 
est ~ coefficients indEfiniment diffErentiables si et seulement si il applique 

D (V) dans D (V), ou encore si et seulement si il se prolonge par continuitE 

en une application de D ' ( V )  dans D '  (V). a (V) est muni d'une structure 

d'alg~bre, et A(V) d'une structure de module ~ gauche et ~ droite sur 

a (V) (si O ~ a (V), O' E A (V), on peut prendre l'op6rateur c o m p o s 6 0  ~ E)' 

et (9"o0) ;  A (V) n'est pas une algEbre. 

5 bis. Remarquons que le lemme du w N04 de [2] exprime pr6cis6ment que 
pour l'op~rateur c)/Oz dans le plan complexe, et son noyau inverse bilatEre 1/(~--~), 
la condition d'approximation est v~ritiEe pour tout ouvert UCV. 
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Un op6rateur diff&entiel O est dit " s a n s  c o e f f i c i e n t  c o n -  

s t a n t", si on a O ( 1 ) =  0 .  Ainsi, si X est un champ de vecteurs continu, 

les op6rateurs Ox et ix (transformation infinit6simale et multiplication 

int6rieure d6finis par X)  sont sans terme constant. Nous d6signons par 

Ao(V) l 'espace des op6rateurs diff6rentiels sans coefficient constant, par 

no(V) le sous-espace des op6rateurs diff6rentiels g coefficients ind6finiment 

diff6rentiables sans terme constant. A0 (V) est un sous-module ~ gauche de 

A(V), et ao(V) est un id6al ~ gauche darts a(V). 
Une distribution T sur V e s t  dite un c y c 1 e, si on a dT ~--0 (d &ant 

l'op6rateur de diff6rentiation ext6rieure). Nous d&ignons par Z (V) (resp. 
1 

z (V))  l'espace des cycles de degr6 1 (resp. : et ind6finiment diff6rentiables). 
1 

L e m m e .  O n  p e u t ,  e t  d ' u n e  s e u l e  m a n i ~ r e ,  ~ t o u t  o u v e r t  

UCV, a s s o c i e r  u n e  a p p l i c a t i o n  l i n 6 a i r e  O - ~ a o  d e  Ao(U) 
d a n s  l ' e s p a c e  L(z(U), D ' ( U ) ) d e s  a p p l i c a t i o n s  l i n 6 a i r e s  de z(U) 

1 1 

d a n s  D'(U),  o u  d e  ao(U) d a n s  l ' e s p a c e  a n a l o g u e  L(Z(U), D'(U)) ,  

d e  f a g o n  ~ s a t i s f a i r e  a u x  c o n d i t i o n s :  

a) (Caract~re local) Si U'CU s o n t  d e u x  o u v e r t s  d a n s  V, e t  

s i  TEz(U) @)~Ao(U), a / o r s  l a  r e s t r i c t i o n  d e  ~('I') ~ U" e s t  
1 1 1 

6 g a l e  ~ cLs,(T'), o ~  O' e s t  l a  r e s t r i c t i o n  d e  O ~ U', T '  l a  
1 1 

r e s t r i c t i o n  d e  T ~ U ' . ~  M ~ m e  6 n o n c 6  p o u r  T~Z(U), O~ao(V). 
1 1 1 

b) O n  a, p o u r  co~E(V) ,  O~Ao(V) ou  p o u r  c0~D ' (U) ,  O~ao(V), 
0 0 

l a  f o r m u l e :  

(1) c~ (dco) = e .  co. 

A l o r s ,  o n  a a u s s i  l a  f o r m u l e  

(2) supp. (~0 T) C supp. T . 
1 1 

D 6 m o n s t r a t i o n . ~  Nous la ferons, pour fixer les id6es, pour 

l'application O-> -a s  de ao(U) dans L(Z(U), D ' ( U ) )  satisfaisant aux 
1 

conditions a) et b). Supposons d'abord que U soit isomorphe ] u n e  boule 

ouverte de R ' .  Alors l'application co->-dos de D ' (U)  dans Z(U) est une 
0 1 

application s u r. Pour O ~ A0 (U), et T = dco (o  ~ D ' (U)  ), le deuxi~me 
1 0 

membre de (1) ne d6pend que de T, et non de co; car deux distributions 
1 

de degr6 z6ro qui ont mdme diff6rentielle ext6rieure ne different que par 
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une constante. On peut donc poser aoT----O,  co, as est bien une application 
I 

lin6aire de Z(U) dans D ' (U) ,  et O o - a s  est aussi une application lin6aire 
1 

de A0 (U) dans L (Z (U), D '  (U))  ; la formule (1) est v6rifi6e par d6finition ; 
1 

la condition a) se v6rifie imm6diatement pour des ouverts U ,  U' qui sont 

tous deux isomorphes ~ une boule de Rn; enfin, la formule (2) en r6sulte 

aussit6t ( aoT est nulle dans tout ouvert U'CU o3 T l'est, on se ram~ne 
1 1 

en effet au cas o3 U' est isomorphe ~ une boule ouverte de R"). 

Lorsque U est quelconque, on d6finit a s T  ( O ~ A 0 ( U ) ,  T~Z(U)) 
1 1 1 

par le syst~me de ses restrictions aux ouverts U' contenus dans U qui sont 

isomorphes ~ une boule de R~: tout revient ~ montrer que le syst~me de 

distributions ainsi obtenues est "compatible", i.e. que si U' et U" sont 

deux tels ouverts, les distributions as T, 6valu6es sur U' et U" respectivement, 
1 

coincident dans U'~U"; ce qui se v6rifie imm6diatement (on se ram~ne 

consid6rer une pattie ouverte U "  C U ' ~  U*, isomorphe elle-m~me ~ une 

boule ouverte de Rn). Enfin, les conditions du lemme se v6rifient alors 

trivialement.-- L'unicite du syst~me des applications O ~ as est d'ailleurs 

cons6quence imm6diate de ce qui pr6c~de (on se ram~ne toujours au cas 

o~t U est isomorphe ~ une boule). 

R e m a r q u e 1. I1 est imm6diat de v6rifier que si O ~ a0 (V), as est 

application lin6aire c o  n t i n  u e de Z (U) dans D '  (U) ainsi que de l'espace 
1 

z(U) dans E(U) ,  pour les topologies naturelles de ces espaces. M~me 
1 

remarque si on se restreint aux espaces de distributions ~ support compact, 

avec les topologies correspondantes. Si on suppose seulement O~Ao(V), 
on peut encore dire que as est application lin6aire continue de z (U) dans 

1 

D ' ( U )  et du sous-espace de ~--'(U) form6 des cycles ~ support compact, dans 

E ' ( U ) .  Bien entendu, dans tout ceci, on pourrait d6finir as T (dT= O) 
1 1 

sous des conditions plus g6n6rales, en faisant sur T des hypotheses de 
I 

r6gularit6 locale d'autant plus strictes, que les hypotheses de r6gularit6 locale 

sur O sont faibles. On aurait des propri6t6s de continuit6 correspondantes 

6videntes. 

R e m a r q u e  2. Le calcul pratique de as se fait facilement dans les cas 

usuels grace aux formules suivantes, dont nous n'aurons pas besoin par la suite : 
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(3) cLo, o o = O o a o ,  ( O ' E a ( U ) ,  O ~ A o ( U )  ou O ' ~ A ( U ) ,  O ~ a o ( U ) )  

(4) ao x -~ ix  ( X  champ de vecteurs continu). 

La formule (3) est triviale ~ partir des d~finitions; (4) se d~montre ~ l'aide 

de la formule bien connue Ox = dix + ix d, d'od on tire en effet, pour T ---- do  : 
1 

c~ x T ~ Ox 03 = (dix + ix d) .  03 = ix d03 = ix T 
1 1 

(car ix 03-~ O, o3 ~tant de degr6 z~ro). 

Soit maintenant D u n  op~rateur diff~rentiel quelconque fix~ une lois 

pour toutes. Nous supposons d'abord, pour fixer les id6es, que D e s t  

coefficients ind~finiment diff~rentiables, bien que ce que nous allons dire 

vaudrait pour D quelconque, moyennant des restrictions ~videntes sur les 

champs de validit~ des operations que nous allons d~finir. 

Pour route S E H ,  (V), consid~rons l'op~rateur diff~rentiel (~ coefficients 

en g~n~ral non ind~finiment diff~rentiables si S n'est ind~finiment diff~renti- 

able) D o S  d6fini par 

D o S . f =  D ( S A f )  ( f E D ( V ) ) .  

C'est 1~ un op6rateur diff~rentiel sans terme constant, puisque 

D o S ( 1 ) = D ( S )  = 0 .  

On peut donc consid6rer l'op~rateur uDos du lemme precedent, application 

lin~aire de z ( V )  clans D' (V) ,  et m6me de Z ( V )  dans D ' ( V )  si S est 
1 t 

ind6finiment diff6rentiable. Cet op~rateur est d~fini localement par la formule 

(5) aoos (d03) = D (03S) ; 

on retrouve dans le deuxi~me membre la distribution qui intervient dans le 

produit scalaire de la formule (12) du w J Quand S est ind6finiment 

diff6rentiable, cette formule peut s'appliquer quand 03 est une distribution 

de degr6 z~ro quelconque, par exemple la fonction caract6ristique d'un ouvert 

O. Alors (5) prend la forme 

(5 bis) aD of (00) = --  D (Of)  

(00 ~tant le "bord" de O, suppos~ assez r~gulier), formule qui est ~ rap- 

procher de la formule (13) du w 

Si maintenant z esr un cycle ind~finiment diff6rentiable ~ s u p p o r t 
1 

c o m p a c t ,  de degr~ 1, ao~sZ est aussi ~ support compact (formule (2)).  
1 
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Par suite, si T E Ht D (V), 
peut poser 

(6) 

car le deuxi~me membre 

ment celui de la formule 

Proposit ion A. a) 

f 6 r e n t i a b l e  ~t s u p p o  

d 4 f i n i t  u n e  f o r m e  

Hn(V)Xh,n(V ) e t  s u r  

et si S o u T e s t  ind6finiment diff6rentiable, on 

1 1 

aura un sens. Cet accouplement g~n6ralise &idem- 

(12) du w La proposition i se g4n~ralise ainsi: 

P o u r  t o u t  c y c l e  z i n d ~ f i n i m e n t  d i f -  
1 

r t  c o m p a c t  d e  d e g r ~  1, la  f o r m u l e  (6) 

b i l i n ~ a i r e  s ~ p a r 4 m e n t  c o n t i n u e  s u r  

ho (V) X H, D (V) . 

b) C e s  f o r m e s  b i l i n 4 a i r e s  ne  c h a n g e n t  p a s  si o n  r e m -  

p l a c e  z p a r  un  c y c l e  a n a l o g u e  z' q u i  l u i  e s t  h o m o l o g u e  
1 1 

(i.e. t e l  q u e  z - - z '=do ,  a v e c  c o ~ D ( V ) - - 0 ~  ~ s u p p o r t  c o m p a c t ) .  
1 1 o 

c) Q u a n d  o n  p r e n d  S e t  T i n d 4 f i n i m e n t  d i f f 4 r e n t i -  

a b l e s ,  ce  q u i  p r 4 c ~ d e  r e s t e  v a l a b l e  q u a n d  o n  ne  s u p p o s e  

p l u s  z e t  z' i n d ~ f i n i m e n t  d i f f 4 r e n t i a b l e s :  t o u t  c y c l e - d i s -  
1 1 

t r i b u t i o n  ~ s u p p o r t  c o m p a c t  z d 4 f i n i t  u n e  f o r m e  b i l i -  
1 

n ~ a i r e  c o n t i n u e  s u r  hD(V)XhaD(V), n e  c h a n g e a n t  p a s  q u a n d  

o n  r e m p l a c e  z p a r  z' t e l  q u e  z - - z ' = d o ( o ~ E ' ( V ) ) .  
1 1 1 1 0 

D 4 m o n s t r a t i o n . - -  a) se v6rifie trivialement. On notera qu'en 

g4n4ral la forme bilin4aire obtenue sur hD (V)X Ht n (V) n'a pas de raison 

d'&re continue par rapport ~ l ' e n s e m b l e  des deux variables, car on a 

ici un accouplement entre un espace du type (F)  et un dual d'espace du 

type (F) (accouplements qui sont rarement continus, voir [6]). Dans c) au 

contraire, il s'agit d'un accouplement entre deux espaces du type (F),  dont 

on v4rifie imm~diatement qu'il est continu en chaque variable; il r&ulte 

alors d'un th4or~me classique qu'il est m~me continu sur l'espace produit. 

Reste enfin ~ v~rifier que (6) ne change pas quand on remplace z par 
1 

z + do  (o ~ D(v) resp. 00 E ~--' (V)).  Cela revient aussit& ~ montrer que 
1 0 0 

(aoosdo, T ) =  0 c'est ~ dire (formule ( 5 ) ) ( D ( o S ) ,  T ) = 0 ,  or le premier 

membre est en effet ~gal ~ ( o S ,  tDT) qui est nul puisque tDT----O. 

Soit maintenant bc (V) l'espace des formes diff~rentielles ind~finiment 
I 

diff4rentiables ~ s u p p o r t c o m p a c t de degr~ 1 qui sont "homologues 



2 7 4  A .  G R O T H E N D I E C K  

z~ro", i.e. qui sont de la forme dco (co fonction ind{finiment diff~rentiable 

s u p p o r t c o m p a c t) zc(V) l'espace des cycles ind~finiment diff~rentiables 
1 

s u p p o r t  c o m p a c t  et de degr~ 1; on a bc(V)C.zc(V), et le quotient 
1 1 

zc(V)/bc(V) est appel~ l ' e s p a c e  d ' h o m o l o g i e  c o m p a c t e  de degr~ 
1 1 

1 (ou de dimension n - - l )  de V, not~ Hc(V). Le t h 6 o r ~ m e  d e  D e  
1 

R h a m  affirme que cet espace s'identifie aux autres espaces d'homologie 

compacte qu'on peut d~finir de fagon analogue avec les autres espaces de 

distributions ~ support compact usuels, d~finis par des conditions de plus 

ou moins grande r~gularitd locale, p. ex. au quotient Zc(V)/Bc(V) des 
1 1 

espaces Zc (V) et Bc (V) formds respectivement des distributions-cycles de 
1 1 

degr~ 1 ~ support compact et de son sous-espace formd des do) (avec 

o ~ I ~ . ' ( V ) ,  - -  m ~ s u p p o r t  c o m p a c t ) .  
1 

La proposition A permet, ~ tout dldment r de l'espace d'homologie 

Hc (V), de faire correspondre une forme bilindaire s~par~ment continue sur 
1 

hD (V) X H, D (V) et sur lid (V) X h, D (V), par la formule 

( 7 )  (S , T)r = ((XDoSZI , T) 

zEzc(V) 6rant Url reprdsentant de la classe rEzc(V)/bc(V). Quarld S e t  
1 1 1 t 

T sont inddfiniment diff&entiables, alors on peut prendre aussi pour z un 
1 

cycle-distribution quelconque d~finissant la classe d'homologie r, et en parti- 

culier (th~or~me de De Rham) une combinaison lin~aire d'hypersurfaces ~ i  

orient~es compactes ind~finiment diff~rentiables sans bord. Dans ce cas, 

l'accouplement (S , T), s'exprime par une intdgrale du type de Green ~tendue 

aux surfaces ~ i ,  et faisant intervenir les dSrivdes de S e t  T sur les ~i  

jusqu'~ l'ordre m - - l ,  (m dtant l'ordre de l'op~rateur diff~rentiel D). 

Notons maintenant que l'expression (5) resp. (6) n'est pas seutement 

lindaire en S e t  T, mais encore en z resp. r. D'ailleurs, pour S e t  T fixes, 
1 

l'expression (aDosZ, 1") est forme lineaire c o  n t i n u  e sur zc(V), muni de 
1 1 

la topologie induite par D ( V ) ;  si donc on munit l'espace d'homologie 
1 

Hc (V)~-zc (V)/bc (V) de la topologie quotient de la topologie de Zc (V), 
1 1 1 1 

alors la forme lineaire (S,T), sur I-Ic(V) est continue. Mais, toujours 
l 

d'apr~s le thdoreme de De Rham, l'espace des formes lin~aires continues 
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sur Hc (V) s'identifie ~ l'espace de cohomologie de degr~ n--1 H (V),  pour 
1 n ~ l  

l'accouplement naturel entre ces deux espaces (rappelons clue H (V) est 

d6fini comme l'espace quotient z ( V ) / b  (V) de l'espace des cycles ind6finiment 

diff6rentiables de degrd n--1 ~ support quelconque, par le sous-espace form~ 

des ~l~ments d cp, avec tp E 1~. (V)). Si donc on pose 
n ~ 2  rim2 n ~ 2  

on a d~fini par l~ une application bilin~aire naturelle ( S ,  T)->-F ( S ,  T) 

de ho (V) X Ht o (V) ou de Ho (V) X fit o (V) dans l'espace de cohomologie 

de degr6 n--1 (ou de dimension 1) H (V). Si on munit z (V) de la topologie 
~ - - 1  ~ . - 1  

induite par !~. (V) et H(V) de la topologie quotient de z ( V ) J  topologie 

qui en fait donc un espace du type (F) {e) .-, on sait (th~or~me de De Rham) 

que toute forme lin6aire continue sur H(V) provient d'une relic(V).  
n~l 1 

Par suite, les deux applications lin~aires pr~c~dentes sont s~par~ment faible- 

ment continues, done s~par6ment continues (car les espaces ho(V) etc. qui 

interviennent ont tous une topologie du type z ( E ,  E ' ) ~ v o i r  [1]). Bien 

entendu, ces deux applications bilin~aires induisent sur ho (V) X h b (V) une 

m~me application lin6aire c o n t i n u e. D'ailleurs, m~me si D n'est pas 

coefficients ind~finiment diff6rentiables, ce qui precede reste valable, 

condition de se borner ~ consid~rer des S e t  T ind~finiment diff~rentiables; 

en effet, l'expression (~DosZ, T) a un sens pourvu que deux au moins 
1 

parmi les trois tenseurs D, S, T soient ind~finiment diff~rentiables. 

Mais on peut aller encore plus loin. En effet, la donn6e d'une ap- 

plication bilin6aire continue F de ho (V) X htD (V) dans H (V) est ~quivalente 
n - - 1  

la donn~e d'une application lin~aire continue, que nous d~signons 

encore par F, du p r o d u i t  t e n s o r i e l  t o p o l o g i q u e  c o m p l ~ t ~  

ho(V)@hto(V )dans H(V) (voir [2], w No. 1, et [3]). Or le produit 

tensoriel topologique compl~t~ s'interpr~te ici de fa~on trSs simple. En effet, 

hn(V) 6rant un espace "nuc1~aire" (volt [2] et [3]) les considerations 

d~velopp~es dans [2], w No. I peuvent se r~p~ter ici et prouvent en parti- 

culier que hD(V)~htD(V) s'identifie ~ l'espace hD,tD(VXV) des formes 

6. Comme me l'a indiqu~ M.L. S c h w a r t z, cet espace est toujours isomor- 
phe ~ un produit topologique de droites. 
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diff6rentielles ind6finiment diff6rentiables ~ , ~  sur V X V qui satisfont aux 

conditions D~ ~ ,  ~ -- tD~ @[, ~ = 0,  muni de sa topologie naturelle (topo- 

logie induite par 18 (V X V)). On Peut done 6noncer la 

Proposit ion B. D 6 t a n t  un  o p 6 r a t e u r  d i f f 6 r e n t i e l  q u e l -  

c o n q u e s u r V (pus forc6ment ~ coefficients ind6finiment diff6rentiables) 

i l  e x i s t e  u n e  a p p l i c a t i o n  l i n 6 a i r e  c o n t i n u e  e t  u n e  s e u l e  

r de  fiD,to (V X V) d u n s  l ' e s p a c e  d e  c o h o m o l o g i e  H(V) ,  t e l l e  

q u ' o n  a i t ,  p o u r  f~fio(V), g~hto(V): 

(9) r ( f ,  g) = r (fg@gn) 
(oit f[@g~ d6signe le "produit tensoriel" usuel, 616ment de 18 (V X V) ,  

des formes diff6rentielles f~ et g~i . - v o i r  w No. 3 - . ) .  La formule (9) 

s'6crit, plus explicitement 

1 

z dtant un cycle inddfiniment diffdrentiable R support compact, reprdsentant 
1 

de la classe r. 

P#PENDICE 2 (Ajout~ pendant la correction des gpreuves). 
Ce que nous dirons vaudra pour des op6rateurs k-lin6aires diff6rentiels 

d6finis sur les espaces de champs de tensenrs de type quelconque. Pour fixer 

les id6es, nous nous bornons ~ consid~rer des espaces de formes diff6rentielles 

ind6finiment diff~rentiables 18i = 18 (V) (i = 1 . . . . .  k). V est comme toujours 
Pi 

une vari6t6 ind6finiment diff6rendable orient6e de dimension n, qui sera 

sous-entendue dans les notations par la suite (nous 6crirons 18 et 18 pour 
p 

18 (V) et 18 (V)). On salt ce qu'il faut entendre par application k-lin6aire 
p 

d i f f 6  r e n t i e 11 e de II18i dans 18 : C'est une application k-lin6aire continue 

de I118i dans E telle clue 

supp. u ( f ,  . . . . .  fk) C /3 supp. fi 
pour tout syst~me ( f l  . . . . .  f~)E 1"]18i. Le th6or~me de structure rappel6 

dans le w N~ pour les op6rateurs diff6rentiels s'6tend de fagon 6vidente 

au cas des op6rateurs k-lin6aires diff6rentiels. Cela permet en pardculier de 

parler de l ' o r d  r e  d'un op6rateur k-lin6aire diff6rentiel. (D'ailleurs, il serait 

facile de construire un type T de tenseurs ~ "produit tensoriel des types Ti" 

correspondants aux E , -  tel que les op6rateurs diff6rentiels de l'espace 18~- 
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correspondant correspondent exactement aux applications k-lin6aires diff6rentiel- 

les de YIE~, avec conservation de l'ordre). 

En composant u avec un op6rateur diff6rentiel de E, par exemple 

avec l a  diff6rentiation ext6rieure d, on trouve une autre application k-lin6aire 

diff&entielle dou de I I E i .  Pour tout entier p, 0 < p ~ n ,  soit A 0 l'espace 

des op6rateurs k-lin6aires diff6rentiels de I I E i  dans E ,  alors u - + d  o u est 
P 

une application lin6aire d o de Ap dans A~+t, et comme d 2 =  O, on a 

dp+~ o d o =  O. Le th6or~me qui suit donne la cohomologie du "complexe" 

ainsi construit : 

Th6or6me  PI. t .  S o i t  O < p < n ,  e t  s o i t  u u n e  a p p l i c a t i o n  
P 

k - l i n 6 a i r e  d i f f 6 r e n t i e l l e  d e  I-IE~ d a n s  E .  P o u r  q u e  u p u i s s e  
P P 

se  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e  u = d o v ,  ot~ v e s t  u n e  a p p l i c a t i o n  
p p---t p--t  

k - l i n 6 a i r e  d i f f 6 r e n t i e l l e  d e  YIEi d a n s  1~, i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  
p--1 

q u e  d o u = o .  
P 

2. S o i t  u 

IIE~ d a n s  E .  ~ 
n 

d o u ,  i l  f a u t  
~.,-.- 1 

f ~ E i  s o n t  

3. S i u a  
p 

m i t i v e "  v (i. 
p--1 

~ - - 1 .  

u n e  a p p l i c a t i o n  k - l i n 6 a i r e  d i f f 6 r e n t i e l l e  d e  

P o u r  q u e  u p u i s s e  se  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e  
n 

et  i l  s u f f i t  q u e  fuUl . . . . .  f k ) = O  q u a n d  l e s  

s u p p o r t s  c o m p a c t s .  

u n  o r d r e  d i f f 6 r e n t i e l  m, e t  a d m e t  u n e  " p r i -  

e. u - ~ d o v ) ,  a l o r s  o n  p e u t  c h o i s i r  v d ' o r d r e  
p p-- t  p.---t 

Corollaire. Si u a d m e t  d e u x  " p r i m i t i v e s "  v e t  K ,  i.e. s i  
p /,---1 /~-t  

u = d o v  e t  u - ~ - d o v "  
p p--1 p -~  

oi~ v e t  v' s o n t  d e u x  a p p l i c a t i o n s  k - l i n 6 a i r e s  d i f f 6 r e n -  
p. - t  p--1 

t i e l l e s  d e  I IE i  d a n s  E ,  a l o r s  o n  a 
p--t  

v ' = v + d o w  
p---t p - l  t - -2  ' 

o ~  w e s t  u n e  a p p l i c a t i o n  k - l i n 6 a i r e  d i f f 6 r e n t i e l l e  d e  H~-~ 
p--2 

d a n s  1~.. 
/,--2 

En effet, il suffit d'appliquer le th6or~me Fi, 10 ~ v ' - - v .  
p. - t  p---I 

Nous nous bornons ~ indiquer le principe de la d6monstration du 
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th6or~me PI. En premier  lieu, si (~0~) est une "partit ion ind6finiment dif- 

f6rentiable de l 'unit6" sur V, les applications u - - > u  o ~i dans les Ap y 

d6finissent des d&omposi t ions  de l 'op6rateur identique, e t p e r m u t e n t 

a u x  o p ~ r a t e u r s  dp (car ( d o u )  o ~ = d o ( u o ~ ) ) .  Cela permet 

facilement de se ramener au local, et en particulier au cas des op~rateurs 

k-lin&ires diff~rentiels d' o r d r e f i  n i s u r R " .  Alors il est imm~diat  qu 'on  

peut supposer de plus k =  1. Soit A~ le sous-espace de Ap form~ des 

op~rateurs diff&entiels d 'ordre ~ m ;  pour  un entier m0 fix~, la suite 
AmO + l  AmO + n  Ao ~ , ~1 . . . . .  - , ,  forme encore un complexe, et il suffit de montrer  

que sa cohomologie  est nuIle pour les degr& p < n ,  et qu'un u ~  A~ ~ est 

un "cobord" si et seulement si il satisfait ~ la condition du th~or~me /~, 2. 

Or, la repr&entation explicite des u ~  A~ par 

u ( f )  = E D" ( A ~ d f )  e 1 

I r [ ~ m ;  I 

(oi~ el = % A.. .  A % ,  I = (fi . . . . .  ip),  avec 1 ~ i1<. . .  < i #  ~ n) identifie u 

un syst~me (A ,d )  de fonctions ind6finiment diff6rentiables. Donc  A~ ~ 

s'identifie A l 'espace des fonctions ind~finiment diff6rentiables sur R n, 

valeurs dans un certain espace vectoriel V:0 de dimension finie, facile 

expliciter (m0 est sous-entendu une lois pour  routes dans la notation). Et on 

v~rifie aussitSt clue u --~ d o u s ' interpr&e alors comme u --~ J~p o u ,  o~ 3.# 

est une application lin6aire fixe de V# dans Vp+l. Les V# ayes les ap- 

plications 3.p forment  un complexe K,  et le th6or~me Pt r6sulte alors facile- 

ment  du r6sultat: la cohomologie de ce complexe est nulle pour  les degr& 

p < n ,  et de dimension 1 pour le degr6 n. Enfin, ce dernier r6sultat, de 

nature purement alg~brique, peut par exemple se d6duire du fait qu'il  est 

(trivialement) vrai pour  l~ 1 (n = 1), et que pour n ---nl + n2, le complexe 

K pr&~dent s'identifie au "produit  tensoriel" des complexes analogues 

construits sur l{ *t et R n2 . Le "th~or~me de Kiinneth" donne alors Ie r~sultat 

annoncC 

Soit maintenant D u n  op6rateur diff6rentiel quelconque de ~- dans E,  
P q 

consid6rons l 'op~rateur u 

u ( f  , g) = f A t h g - -  D f A g .  
n 

C'est  une application bilin6aire diff6rentielle de E X E dans E,  qui satisfait 
p n--g n 
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6videmment ~ la condition du th~or~me /:i, 2 ~ qui s'~crit en effet ici 

(Df,g) = (f,tDg). II existe donc une application bilin6aire diff~rentielle 

v ( f , g )  de E X E  dans E telle que 

(11) u ( f  , g) -~ f Atmg-- DrAg  = d r ( f ,  g) ( f e E ,  g e E ) .  
"* n - -  I p n ~ q  

Une telle v est appel~e " p r i m i t i v e  d e  G r e e n "  de D ;  il en existe 
n - - 1  

toujours au moins une, et si D est d'ordre diff~rentiel m, il existe une 

primitive de Green d'ordre m - - 1 .  (11) 6quivaut ~ la classique formule 

de Green 

(11 bis) __.;f /ktDg -- Df  Ag = . f  v ! f  , g) 

0 O0 

valable p. ex. pour tout ouvert ayant une fronti~re ind~finiment diff~rentiable, 

quand O N s u p p . f ~ s u p p . g  est relativement compact (formule de Stokes). 

Si v e t  v' sont deux primitives de Green, alors (th~or~me P,, corollaire) 
n ~ l  "*--1 

v ' - - v  = d o w, o~ w est une application bilineaire diff~rentielle de 
"*--1 n---1 "*--2 "*m2 

E X E  dans E .  P a r  s u i t e ,  s i  f / ~ t D g - - D f A g = O ,  i.e. s i  v ( f , g )  
.p "*--q n . - -2  "*~1 

e s t  u n  c o c y c l e ,  a l o r s  l a  c l a s s e  d e  c o h o m o l o g i e  d e  ce  

d e r n i e r  n e  d ~ p e n d  p a s  du  c h o i x  d e  la  p r i m i t i v e  d e  G r e e n  

v .  Il en est en particulier ainsi si tDg=o et D f = o .  On o b t i e n t  

a i n s i  u n e  a p p l i c a t i o n  b i l i n ~ a i r e  c a n o n i q u e  y ( f , g )  d e  

hD(V)Xhto(V ) d a n s  l ' e s p a c e  d e  c o h o m o l o g i e  H(V) d e  d e g r ~  
~---1 

n - - l ,  y ( f , g )  d ~ s i g n a n t  l a  c l a s s e  d e  c o h o m o l o g i e  d u  

c o c y c I e v ( f ,  g) (o~ v est une quelconque primitive de Green de D). 

Montrons que cette application n'est autre, au signe pros, que celle donn6e 

par la formule (7) et (8) de l'Appendice 1: 

o~x z e s t  un repr~sentant de la classe de homologie compacte r de degr~ 1. 
1 

Pour le voir, soit pour f e E ,  O I l'op~rateur diff~rentiel g-~f/ktDg ~ Df  ~g, 
P 

[31 l'op~rateur diff~rentiel g -+v  ( f ,  g),  alors (11) s'~crit Ol  = d o ~ i ,  soit 

t O l = t ~ o t d = ( _ l ) , ,  t ~ / o d ,  i.e. on a, pour route w e e  
0 
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Cela reste vrai si o est d6fini seulement sur un ouvert de V. I1 en r6sulte 

que tO/ est "~ coefficients constants" (i. e. t O / ( 1 ) =  0) et que 

% z=(-1)" % z  
1 1 

pour tout cycle z. Par suite, si g E E ,  on a 
1 ~ - - 1  

Si D r =  O, alors t O l = D  o f, d'o~ aussit6t (12)  quand de plus Dg-~O. 
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