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Séminaire C. CHEVALLEY 4-01

E.N'SL:_»E?26/57 Exposé n® 4

GENFRALITES SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES AFFINES,
GROUPES ALGEBRIQUES AFFINES COMMUTATIFS.

(Exposé de A. GROTHENDIECK, le 26.11.1956)

Le but des prochains exposés est 1'exposition des résultats de Borel,
Annals Math. 64 n° 1, 1956, page 20-82.

Terminologies et notations.- Pour simplifier, dans toute la suite de ce sémi-

naire, nous supposerons qu'on s'est donné une fois pour toutes un corps de

base K algébriquement clos (bien qu'un grand nombre de résultats soient vrais

sans cette hypoth&se) ; un cnsemble algébrique sera alors un (K- K)-ensemble
algébrique (exposé 1), une variété est un cnsemble algébrique irréductible. Un
groupe algébrique n'est pas nécessairement connexe, et n'admet pas nécessaire-

ment de représentation lindsire rationnelle fidéle. On appelle groupe algébrique

lindaire resp. groupe algébrique de matrices un sous-groupe fermé d'un groupe

GL(V) (V espace vectoriel de dimension finie) resp. de G4 (n , K) . p

désignera 1'exposant caractéristique de K , égal & la caractéristique si celle-

ci est #0 , &1 dans le cas contraire.

1.— Géndralitds sur les représentations lindaires. Groupes algébriques affines.

Soit G un groupe, u une représentation linéaire de G dans un vectoriel
V ; G opére aussi dans le dual V' de V par la représentation contragré-
diente de u , le transformé d'un xeV resp. x'€V' par se&G sera noté 8.
resp. s.x' . Un coefficient de u est une fonction sur G de la forme

uxX,&):<<sm,x'> (xevV, x'eV', s€G) ;
3

1'espace des coefficients de u est 1l'espace vectoriel Au engendré par ses

coefficients. G opére sur les fonctions numériques définies sur G par les

représentations réguliéres gauches et droites, définies par

L f(t) = £(s™1t) R £(t) = £(ts)
et on a les formules
(1) Lsux,x' = ux,s.x' Rsux,x' = us.x,x‘

ce qui prouve en particulier que 1l'espace des coefficients Au est invariant
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" par translations gauches et droites. Il s'ensuit, si V est de dimension finie
(done Au de dimension finie), que 1'espace vectoriel engendré par les trans-
latés & gauche et & droite d'un coefficient de u est de dimension finie ; ré-
ciproquement, soit f une fonction sur G dont les translatés i droite en-
gendrent un espace de dimension finie V , alors f est le coefficient d'une
représentation linéaire de dimension finie de G dont 1l'espace des coefficients
est 1'espace vectoriel engendré par les translatés gauches et droites de f : il
suffit de prendre la représentation u induite sur V par la représentation
adjointe droite de G , on a alors Up o (s) = Rsf(e) = f(s) ( & désigne la
forme g —> gle) sur V) . Soit toujours V 1l'espace d'une représentation 1li-
néaire u de dimension finie de G , soit (xi) un ensemble fini de généra-

teurs de 1l'espace vectoriel V' ; comme pour x'eV' fixé, x —s u est

X!
une représentation de G-modules de V dans Au ol G opére par les RS
(formule (1)), on obtient une représentation de G-module V-—> AuI :

X ___;>(u.x x!)iel qui est évidemment injective, et une représentation de
, 3
i

G-modules VI.*;> Au : (xi)l~_> ; U et qui est évidemment susjective.
il i’7i

Donc on a le :

LEMME 1.~ Soit V 1'espace d'une représentation lindaire u de dimension finie
de G, Au l'espace de ses coefficients, considéré comme G-module par les
translations a droite RS de G . Alors V est isomorphe & un sous-"-module
d'un Aun , et Au isomorphe & un G-module quotient de V' . En particulier
les composantes simples de V et Au (dans une suitz de composition des
G-modules envisagés) sont les mémes, et V est semi-simple si et seulement si

Au ltest.

Supposons que G soit un groupe algébrique, soit A(G) 1'algébre des
fonctions réguliéres sur G . Pour qu'une représentation lindaire u de G
dans un vectoriel V de dimension finie soit rationnelle, il faut et il suffit
que ses coefficients soient des fonctions réguliéres, i.e. que Auc.A(G) .
D'ailleurs :

LEMME 2.~ Soit f une fonction réguliére sur G , alors l'espace vectoriel
engendré par ses translatées droites est de dimension finie (donc f est le

coefficient d'une représentation linéaire rationnelle de G) .

On a en effet Rsf(t) = f(st) , c'est 14 une fonction réguliére sur GxG
donc de la forme > gi(s) hi(t) , (exposé 1) donc RS est combinaison 1i-

néaire des hi , d'ol la conclusion. Conjuguant les lemmes 1 et 2 , on trouve :
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COROLLAIRE.- Pour que toute représentation linéaire rationnelle de G soit
semi~-simple, il faut et il suffit que A(G) soit semi-simple pour la repré-
sentation régulidre droite de G ; les représentations simples de G sont iso-

morphes aux représentations induites sur des sous-espaces de 4(G) .

La condition envisagée sur G est vérifide par exemple si la caractéris-
tique est nulle et G semi-simple. Dans le cas de caractéristique quelconque,

un exemple important sera étudié dans le n® 3 .

PROPOSITION 1.- Pour qu'un groupe algébrique soit isomorphe & un groupe liné-

aire, il faut et il suffit que ce soit un ensemble algébrique affine.

C'est évidemment nécessaire, puisque G{(n , K) est un ensemble algébri-
que affine, et qu'il en est donc de méme de toute partie fermée de GL(n , K)
Supposons inversement G affine, alors &(G) est une algeébre & engendrement
fini, et compte tenu de lemme 2 il existe donc un sous-espace vectoriel V de
dimension finie de 4(G) , engendrant 1'algdbre A(G) , et invariante sous les
RS . Soit u 1la représentation rationnelle de G dans V définie par les RS,
je dis que c'est 14 un isomorphisme de G dans G2(V) , i.e. que toute fone-
tion régulidre sur G provient d'une fonction réguliére sur GL(V) . Or il en
est ainsi des f ¢V puisque ce sont des coefficients de u , donc de toute
f @aA(G) puisque V cngendre 1'algébre A(G) . Nous dirons dorénavant groupe

algébrique affine au lieu de groupe algébrique isomorvhe & un groupe linéaire.

2.- Sous-groupes fermés d'un groupe algébrique affine.

THEORKME 1.- (Chevalley). Soient G un groupe algébrique affine, H un sous-
groupe fermé. Alors il existe un nombre fini d'éléments F. de A(G) tels

que H soit l'ensemble des s eG admettant les Fi comme semi-invariants
dans la représentation lindaire réguliére gauche de G dans A(G) . On peut
supposer que les Fi sont des semi-invariants de méme poids sous H . Si G
est irréductible, il existe un nombre fini de fonctions rationnelles Gi sur G

telles que H soit l'ensemble des s £€G tels que LsGi = Gi pour tout i .

Rappelons qu'on dit qu'un &lément F d'un espace vectoriel ol opére un

groupe est semi-invariant sous un A€G si sF est de la forme MNe)F,

ot M(s) est évidemment bien détermind si F # O ; l'ensemble des seG
admettant F comme semi-invariant est &videmment un sous-groupe, et A(s) est
un caractére multiplicatif sur ce sous-groupe, anpelé poids du semi-invariant.

Démontrons le théoréme. Soit X 1'iddal dans A(G) des fonctions nulles sur Hj
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cet iddal admet un nombre fini de générateurs, et en vertu du lemme 2, 1l'espace
vectoriel invariant & gauche V engendré par ses générateurs est de dimension
finie. Soit W = V~ (X , ce sous-cspace engendre 1'idéal (X ; de plus comme
(X est évidemment invariant sous les Lg (seH) , il en ost de méme de W .
Réciproquement, soit s¢€G tel que s.WcW , alors scH car pour feW on
a Lsfesw d'ou LSf(e) =0 d'oh f(s—l) =0, et conme les fe&W engendrent
{x , on en conclut szl et seH . Soit 4 la dimension de W , soit E
la puissance extérieure d-idme de W , u la représentation de G dans E dé-
finie par les LS , a 1'élément de E produit des éléments d'une base de W .
I1 est bien connu que LSW W équivaut au fait que a soit un semi-invariant

sous u(s) . Soit (ei) une basc de E avec ¢ = a , soit (Fij(s)) la
o¢lig¢n
matrice de u(s) par rapport A cettc base, on a en vertu de u(st) = u(s)u(t):

(2) Fat) = 3 F(9)F, (4
j=o0

Soit F, = F_, (1¢ i <n) . En vertu de ce qui précéde, seH équivaut a
Foi(s) =0 pour 1l<ign , d'ch en vertu de (2) LSFi(t) = Foo(s_l)Fi(t) ,
done les Fi sont bien des semi-invariants sous H , de méme poids Foo(s—l) .
Inversement, soit s &G tel que l'on ait LsFi = %iFi pour 1 <ig<n, d'od
Fi(s_lt) = XiFi(t) pour tout t , ot faisant t = e il vient, puisque
Fi(e) =0 pour 1>0: Fi(snl) =0 pour i >0, d'ol slecH ot seH.
Les Fi satisfont aux conditions vouluecs. Si G est irréductible, on voit de

méme que les G, = Fi/Foo satisfont aux conditions de 1'énoncé.

COROLLAIRE.- Soit H un sous-groupe invariant fermé du groupe algébrique affi-
ne G, alors il existe une représentation linéaire rationnelle de G de no-

yau H .

Avec les notations du théoréme, soit A le poids commun des semi-invariants
Fi de H ; soit E 1'espace vectoricl engendré par les Fi et leurs transla-
tés 4 gauche par G , il est de dimension finie (lemme 2). Soit E, le sous-
espace vectoriel de E formé des f telles que Lsf = N(s)f pour tout seH.
C'est un sous-espace vectorisl de E contenant les Fi , de plus invariant sous
G grace au fait que H est invariant, donc identique & E . Soit u la revré-
sentation linéaire rationnelle de G dans E définie par les LS , alors seH
équivaut 3 dire que u(s) est un scalaire, ou encore gque (L& u)(s) est
1'identité : on prendra donc la représentation rationnelle d&u de G dans

E' ® E déduite de u , clle satisfait & la condition voulue.
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3.—~ Groupes algébriques diagonalisables.

Soit D(n) 1e sous-groupe de C}EQ1, K) formé des matrices diagonales,
ce sous-groupe est canoniquement isomorphe & K7, ot K* = GL(], K) aédsi-
gne le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K . Un sous-groupe de
GL(n, K) est dit diagonal s'il est contenu dans D(n) , diagonalisable s'il

est conjugué & un sous-groupc de D{n) ; plus généralement une représentation
lindaire d'un groupe G dans un vectoriel V (de dimension finie) est dite
diagonalisable s'il existe une base telle que 1l'image de G soit un groupe dia-

gonal par rapport & cette base. Enfin, un groupe algébrique diagonalisable G

est un groupe algébrique isomorphe & un sous-groupe de D(n) (il résultera du
corollaire 3 au théoréme 2 ci-dessous que dans le cas ou G est un groupe al-

gébrique de metrices, cette derniére terminologie est compatible avec la précé-
dente). Un tore algébrique est un groupe algébrique isomorphe & g*n

£

K
zéros de la fonction X , donc (exposé 1) A(K") = X[X]1[1/X], donc A(K*) a

pour base sur K les mondmes X" (ng;é) , qui sont d'ailleurs des caractéres

s'obtient 3 partir de la variété affine K en enlevant la variété des

rationnels multiplicatifs de K* . Donc A(K*n) s, lsomorphe au ﬁrodult tenso-

riel de n copies de A(K ) , a comme base les mondmes Xl 1 X2 cee X n s
K*

. avec (ki)é{§ . Ce sont encore des caractéres rationnels de , et 11 n'y

en a pas d'autres (A causc de 1'indépendance lindaire des caractéres). Donc

THEOREME 2.- A(K*") a pour base les caractires rationnels de K%, qui sont
k k
les mondmes LS D avec (ki)agfl. Donc (corollaire du lemme 2) toute

représentation lindaire rationnelle de XK' ost diagonalisable.
Utilisant maintenant le corollaire du thdoréme 1, on obtient :

COROLLAIRE 1.- Tout sous-groupe fermé de K*"  est 1'intersection des noyaux

d'un nombre fini de caractéres.

Soit D un tore isomorphe a K*O 5 D 1o groupe de ses caractéres, isomor-
phe au groupe additif 2" d'aprés ce qui précéde. Posons {x , X 2_ x (x) pour
x€D , €D . Pour A<D , soit INEE ensemble des zeD tels que ix , xg_l
pour tout x €A , définissons de fagon symétrique B° pour une partie Bed.
D'aprés le corollaire 1, si A est un sous-groupe fermé de D , ona A = (Ao)O
D'autre part, A° est un sous-groupe de D , tel que px = A° implique % ek’
(puisque toute racine p-iéme de 1'unité est égale a 1). On peut donc trouver une

base (e ) de D et des enticrs ng (1 «i «r) tels que les n.e,

lgi¢n , i
(1 <1 é-r) forment une base de 4° s et les ny sont glors premiers & p .

H
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Les e définissent un isomorphisme de D sur K*" , et faisant 1'identifica-

nNe
tion D = K , H est défini par les équations X, =1 (1¢i<r), donc
g*0-T

est isomorphe au produit de et des groupes u(ni) des racines

ni—iémes de 1'unité, qui sont des groupes cycliques d'ordre ng (donc premier

& p ). Réciproquement, un groupe algébrique ayant cette structure est évidem-
ment diagonalisable, donc :

COROLLAIRE 2.- Pour qu'un groupe algébrique G soit diagonalisable, il faut

et il suffit qu'il soit isomorphe au produit d'un tore par un groupe abélien

fini d'ordre premier & p .

~

COROLLAIRE 3.- Soient D un groupe algébrique diagonalisable, D 1le groupe des

caractéres rationnels d¢ D . alors on a ce qui suit :

a) D est une base de 4(D) , donc toute représentation lindaire rationnelle
de D est diagonalisable.

b) D est un groupe abélien de type fini dont le groupe de torsion est
d'ordre premier & p , et tout groupe abélien ayant ces propriétés est isomor-
phe & un groupe D . D s'identifie & 1'ensemble des homomorphismes de )
dans K° .

¢) Les applications 4 —s A° et B __5B° définissent des bijections
réciproques 1'une de l'autre entre l'ensemble des sous-groupes fermés de D ,
et 1l'ensemble des sous-groupes de D tels que D/B n alt pas de p~torsion.

Si A et B se correspondent ainsi, on a D/A = 4° , A = D/A .

Prouvons d'abord b). Ona D= FxD_ , ou F eot un groupe abélien fini
d'ordre premier a p s el D un tore, d ol D= Fx D . Comme F est d'or-
dre premier & p , F est 1somorphe au groupe dual ordlnalre de F , et est
donc isomorphe (non canoniquement) & F ; d'autre part D est 1somoroheﬁg un

groupe z? , d'ol la structure annoncée pour D . Il est clasq1que que F = F,

»

de plus DO = DO comme on voit aussitét en faisant D= KO , d'oll aussitét
A Fx D = Fx])o = D . Enfin, un groupe abélien de type fini sans p-torsion
est 1somorphe 3 un groupe F'xz" , ol F' est fini d'ordre premier & p , donc

le groupe envisagé est isomorphe au dual de Pt

a) Soit toujours D = FxD_ . F est une base de A(F) pour des raisons de
dimension, nous avons déja vu que DO est une base de A(D ) , donc FxD est
une base de A(FxDo) = A(F) @)A(Do) .

La deuxiéme assertion résulte du corollaire au lemme 2.
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¢) Pour établir la prcmiérc assertion, il suffit de prouver A = 4 et

BO

comme le corollaire 1, en utilisant le corollaire au théoréme 1 et la partie a)

O ’ » = % 0y
=B pour A et B comme dans 1'énoncé. La prcmiere assertion se démontre

ci-dessus. B°C = B signifie que B est 1'intersection des noyaux des homomor-
phismes de D dens XK' , ou cncorc (passant au quotient par B) que si E est
un groupe abélicn de type fini sans p-torsion, alors 1l'intersection des noyaux
des homomorphismes de E 9353 K* est réduit & O , ce qui résulte par exemple
de b). Enfin la rolation D/4 = 4° est triviale, et i =D/a° se voit ainsi :
en vertu de a) et b), ﬁ/AO est le groupe dual du groupe des homomorphismes de
D/A°

réguliéres sont les combinaisons lindaires des caractéres provenant des éléments

dans K, muni de la structure d'ensemble algébrique dont les fonctions

de D/Ao 3 or les groupes en question ¢st manifestement 1%° =2 , muni de la

structure induite par D , d'ou la conclusion.

Soient D , D' deux groupes algébriques diagonalisables, u un homomorphis-
me rationnel de D dans D' , on désigne par tu 1'homomorphisme ¥ —> Xo u
de D' dans D ; on a évidemment t(uv) = tvtu R E (identité) = identité _
t(u + V) = tu + tv (en supposant D , D' éerits additivement). On peut de méme
3 tout homomorphisme Qo 5'__;> 6", faire correspondre un homomorphisme
rationnel tﬁ de D dans D' , en utilisant le corollaire 3 , b) . On vérifie

alors tout de suite :

COROLLAIRE 4.- L'application u __g>tu est un isomorphisme du groupe des homo-

morphismes rationnels de D dans D' , dans le groupe Hom(D' , D) .

PROPOSITION 2.- Soit D wun groupe algébrique diagonalisable. Alors pour tout

entier n , l'ensemble des éléments x de D tels que x® = ¢ est un sous-
groupe fini, et la réunion de ces sous-groupes est dense dans D . Si D est
un tore, q un nombre premier # p , il suffit de faire parcourir & n 1'ensem-

ble des puissances de q .

C'est 14 une conséquence immédiate de corollaire 2 , et du fait que le sous-
groupe de K* formé des racines de 1'unité d'ordre une puissance de q . est
infini, donc dense puisque K* est de dimension 1.

COROLLAIRE.- Si D est un sous-groupe fermé diagonalisable invariant dans un

groupe algébrique connexe G , il est contenu dans le centre.

~ En effet, pour tout n , le sous-groupe Dn de D formé des éléments d'or-
dre divisant n est un sous-groupe fini invariant dans G , donc contenu 8ans

le centre de G puisque G est connexe, d'aprés un raisonnement bien connu.
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La réunion des Dn étant dense dans D , et le centre de G étant fermé, la

conclusion apparait.

4.~ Fléments semi-simples ct unipotents.

Soit V un vectoriel de dimension finie. Un cendomorphisme x de V est
dit semi-simple si V est un module semi-simple sur 1'algébre avec unité en-
goendrde par x dans L{(V , V) , ou encore (puisque K est algébriquement clos)
si x ost diagonalisable. Rappelons le fait bien connu : x peﬁt se mettre de
fagon unique sous la forme X, + X, , somme d'un endomorphisme semi-simple Xg

et d'un endomorphisme nilpotent X, qui commutent (appelés partie semi-simple

et partie nilpotente de x) ; ce sont des polynomes en x (donc tout endomor-

phisme commutant & x commute a X et xn), de plus lcs valeurs propres de
x et de X sont les mémes. En particulicr, x est inversiblc si et seulement
-1

si X 1l'est, Dans ce cas, on peut donec écrire x = XX ol X, = 1 +XSX

x, ot x, commutent, et x =1+ opérateur nilpotent.
DEFINITION.- Un endomorphisme u de V est dit unipotent s'il est la somme dc
1'identité et d'un endomorphisme nilpotent, i.e. si toutes ses valeurs propres

sont identiques a 1 .
Un tel endomorphisme est donc nécessairement inversible.

PROPOSITION 3.- Soit x un automorphisme de V , alors x sc met de fagon uni-

que sous la forme x = X X, pro’uit d'un endomorphisme semi-simple et d'un en-

domorphisme unipotent qui commutent . X est la partie semi-simple de x dé-

finie plus haut. (xu s'appelle la partic unipotente de x).

L'existence a été prouvée plus haut, nour 1'unicité, posons x,=1+n
ol n est nilpotent et commute évidemment & Xy, s On a donc x = X, + X h o,
c'est 14 une décomposition de x en somme d'un opérateur semi-simple et d'un

opérateur nilpotent qui commutent, donc x_ est la partie semi-simple de x et

5 1

par suite bien déterminé, donc aussi X, = X

on conclut que tout endomorphisme permutant & x permute & X et x, . Tenant

x =1+ xs_lxn . De ces formules

compte du fait que le produit de deux opérateurs semi-simples (resp. unipotents)

qui commutent est encore semi-simple (resp. unipotent) on conclut :
COROLLAIRE.- Si x et y sont deux endomorphismes de V qui commutent, alors
(xy)g =%y, » &y), =%y, -

Notons aussi qu'un endomorphisme qui est & la fois semi-simple et unipo-
tent est 1'identité.



4-09

PROPOSITION 4.- a) Supposons p # 1 . Pour que 1'endomorphisme x soit unipo-

tent, il faut et il suffit qu'il soit d'ordre fini égal & unc puissance de p .

b) Supposons p = 1 . Pour quc 1l'endomorphisme x soit unipotent, il faut ot
il suffit qu'il existe une reoréscntation rationnelle u du groupe algébrique
K dans V dont l'image contient u . Une telle représentation est ou bien
triviale, ou bien un isomorphisme dec K sur son image, et si x # 1 u(K) est
le plus petit groupe algébrique formé contenant x . De plus ‘u e¢st donné per
u(t) = exp(tn) = EE%: tknk/k ! , ot n cst un endomorphisme nilpotent bien dé-

k=0
terminé par u .

DEMONSTRATION. —

a) Si u est d'ordre fini égal & une puissance de p , il en est de méme de
ses valeurs propres, qui sont donc égales & 1, donc u est unipotent. Si u
est unipotent, ona u=1+n, n nilpotent, donc il existe une puissance q
de p telle que nl=o0 , d'olu ul = lg + n? =1.

b) Soit u une représcntation rationnelle de KX ; comme K est abélien, on
peut trouver unc suite dec sous-espaces O»CVl C oovs c:Vn =V de V gtables
sous u(K) , V,_; de codimension 1 dans V, (1 £1i <«n) . La représentation
de K dans Vi/vi—l déduitc de u est une représentation rationnelle de X
dans K* , donc donnde par un polynome P tel que P(st) = P(s)P(t) , dton

résulte facilement P = 1 . Ainsi les u(t) sont tous unipotents. Supposons x
' @

unipotent, donc x = 1 + m avec m nilpotent, posons log x ::;?:: (_1)k+1mk ,
=1

c'est donc un endomorphisme nilpotent, et on peut former exp(log x) . Comme on
a exp(log(l + N)) = 1 + N (identité de sérics formelles cn N) on a

exp(log x) = x . D'autre part, si n cst un endomorphisme nilpotent, exp tn =
o)

= E tkng/k ! est une fonction rationnellc en t , multiplicative d‘’aprés 1'i-
=0

dentité bien connue exp(T + T')N = (exp TN)(exp T'N) , soit un(t) ; prenant
n = log x , on obtient un(l) = oxp log x = x . D'ailleurs, si x#1, ona
n#0 , et ona pour tout t : tn = log exp(tn) (en vertu de 1'identité for—

melle correspondante) = log un(t) =5 r(mi)k+1(un(t)—_l)k (ot T =dim V) ,
k=1
ainsi tn s'exprime par unc fonction polynomiale par rapport i un(t) , done

u est un isomorphisme de K sur son image. Il en résulte que cette image est
le plus petit groupc algébrique linéaire contenant x : en effet, cela ticnt au
fait que si un sous-groupe fermé dé ‘K conticnt un élément non nul, il est iden-

tique & K (puisqu'il contiont le groupe engendré par 1'élément cn question, qui
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est un sous-groupc infini, et que K est de dimocnsion 1). Soit onfin u une
représentation lindairc rationnclle quelconque de K , montrons qu'clle est de
la forme u_ , (oi n est évidemment uniquement déterminé par n = log u(1)).
Soit en effet x = u(l) , on a vu que x cst unipotent, ct posant n = log x ,
on a un(l) = x = u(1) , donc u et u coIncident sur lc groupe engendré par

1, donc sur K tout entier.

COROLLAIRE 1.- Soit f une roprésentation rationnclle d'un groupe algébrique

lindaire G dans un autre G' , alors f transforme les éléments semi-simples

(resp. unipotents) en éléments semi-simples (resp. unipotents).

Soit xcG . Si x est semi-simple, x est diagonalisable, donc.le sous-
groupe fermé H dc G qu'il cngendre est un groupe algébrique diagonalisable.
Donc f induit une ropréscntation lindaire dc¢ H qui est diagonalisable
(théoréme 2, corollaire 3 a) cn particulier f(x) ecst diagonalisable. Si x
est unipotent, distinguons deux cas : si p# 1 , x est 4A'ordre fini égal A
une puissance de p on vertu de oroposition 4 a), il on est donc de méme de
f(x) qui est donc unipotent ; si p=1, x est de la forme u(t) , ol u est
une représentation rationnelle de X sont l'image cst le plus petit groupe al-
gébrique linéaire contenant =x , donc contenue dans G , donc u est une re-
présentation rationnclle de K dans G . Donc f(x) = (fu)(t) est contenu dans

1l'image d'unc représentation rationnelle de K , et est donc unipotent.

Du corollaire 1 résulte en particulier qu'on peut parler 3d'éléments semi-

simples ot unipotents d'un groupe algébrique affine sans référence & une réali-

sation explicite de ce groupe comme groupe algébrique linéaire.

COROLLAIRE 2.~ Soit x un endomorphisme unipotent de V , alors le plus petit

groupe algébrique lindaire G(x) contenant x ost égal au groupe analogue

G(x™) pour tout enticr m premier & p .

Ceci résulte aussitdt de lo structure explicite de G (x) , connue grédce

4 la proposition 4.

THEDRE::ME 3.- Soit G un sous-groupc fermé de GEL(V) , alors pour tout xeG,

ses parties semi-simplcs Xs ot unipotente X, sont dans G .

Pour tout y eGU(V) , soit G(y) 1lc plus petit groupe algdbrique conte-
nant y . On peut dans 1'énoncé ci-dessus remplacer G var G(x) , ce qui nous
raménc au cas o G est abdlion. Soit Gy 1l'ensemble des partics semi-simples
des yeG , alors G-uGS est un enscmble d'opérateurs deux 3 deux permutables.
I1 existe donc une suite C = VOCLV1 Coaas C‘Vr = V de sous-espaces vectoriels

de V stables sous G(}Gs y Vi—l étant de codimension 1 dans Vi . Notons 1le
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LEMME 3.- Soit O = VO<:V1 C °-'CV5 = V une suite de composition de 1l'espace
vectoriel V , V, , de codimension 1 dans V, (1 «i ¢«r) , soit G un ensem-
ble 4'endomorphismes de V tcls que pour tout geG , les Vi soient stables

sous g et gy » supposons enfin 1'cnsemble GS des g (2 G) commutatif.

S

Alors il existe unc base (el s vee er) de V telle que pour tout geG,
la matrice de g par rapport a cette base soit triangulairc, et celle de g

en soit la partie diagonale.

En effet, il est bien eonnu, puisque les gs commutent entre eux et sont
semi-simples, que l'algébre d'endomorphismes qu'ils cngendront est semi-simple,
donc pour tout i on peut trouver un supplémentaire Li de Vi_l dans Vi
stable sous les gy * I1 suffit alors de prendre pour e; un é1ément non nul de
Li . Si G est un groupe algébrique, il résulte alors du lemme 3 que g —> g
est une représentation rationnelle u de G & valcurs dans le groupe diago-
nel D(r) . Nous voulons donc montrer que dans le cas actuel (G commutatif)
ona u(G)cG.Or u(G) estun sous-groupe fermé de D(r) , ot en vertu de
_la proposition 2, il suffit de prouver quec tout élérent d'ordre fini m de ce
sous-groupe u(G) est dans G . D'ailleurs, en vertu de la structure des grou-
pes algdbriques diagonalisables (théoreme 2, corollaire 2) m est premier & p.

Soit donc x eG- tel que X soit d'ordre m ; de x = x X, on tire

m m Y N m . ‘g
X = Xg xum = xu# , d'ou X, eG et par suite, en vertu de la proposition 4
corollaire 2, x €G, d'oh x_= xx;le(} . ‘ C.Q.F.D,

I1 résultc du théoréeme 3 que si G est un groupe algébrique affine, tout

x €G se met de fagon unique sous la forme x = X X,

semi-simple et d'un élément unipotent qui commutent, et qui sont donc définis

du produit d'un é1ément

en fonction de x sans référence & unc réalisation explicite de G comme

groupe algébrique linéaire : on les appelle encore partie semi-simple ot partie

- unipotente de x . Si G est un groupe affine, on désigne par G, (resp. Gu)

1l'ensemble de ses é1éments semi-simples (resp. unipotents). On a donc GS(\Gu =
= {e} , GG, = GG, = G.

COROLLAIRE.- Soit f une représentation rationnelle d'un groupe algébrique
affine G dans un autre G' . Pour tout xeG, ona

f(x)S = f(xs) f(x)u = f(x)u

Tout élément semi-simple (resp. unipotent) de f(G) est image d'un élément
semi-simple (resp. unipotent) de G .

Les formules écrites sont conséquence immédiate de la définition et du

corollaire 1 de la proposition 4 . La derniére assertion en résulte immédiatement.
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5.~ Groupes algébriques affines comrutatifs.

THAOREME 4.- Soit G un groupe algébrique affine commutatif. Alors GS et Gu

sont des sous-groupes fermés de G, et G s'identifie a lcur produit direct.

Nous avons déja vu, comme conséquence dc lemme 3, que X —— X est une
représentation rationnelle de G dans G , et éviderment de G sur GS s
donc x —> %, = Xx;l est une renrésentation rationnelle de G sur qu .
Done Gs et G, sont des sous-groupcs fermés de G ; d'autre part l'applica-
tion naturclle (s , u)__;; su de GSXGu dans G est un homomorphisme ra-
tionnel, et XA—_>.(XS ’ xu) en est un homomorphisme rationnel réciproque.

_ . } C.Q.F.D.

REMARQUE. - L'étude de la structurc des groupes algébriques affines commutatifs
est donc ramenée, grice au théoreme 4 et au n® 3, a celle des groupes algébri-
ques commutatifs unipotents (un groupe algébrique est dit unipotent si tout ses
é1éments sont uninotents). En caractéristique O , il résulte facilement de la
proposition 4 qu'un tel groupe est isomorphe & un K” (et en particulier, il
est connexe). En caractéristique # O , un groupe unipotent comnutatif n'est pas
nécessairement connexe (exemple ¢ Z/(p) ) ct méme s'il est connexe et de di-
mension 2 , il n'cst pas nécessairement isomorphe & un Kn‘ (ce sera alors une
extension abélienne non triviale de X par X). Chevalley a montré qu'on peut
classifier les groupcs algébriques affines commutatifs unipotents & "isogénie
prés" comme produits de "groupcs de Witt" dont lcs dimensions sont bien déter-
minées (& 1'ordre prés) par le grouve donné. Notons que la source de cette dif-
férence cntre le cas p=1 otp # 1 senble lefait que si p# 1, ilya
d'autres représentations rationnclles de K dans lui-méme que les homothéties,
savoir toutes les applications du type t —>tP et leurs combinaisons 1iné-
aires & coefficients dans K (on voit facilement d'ailleurs qu'il n'y en a
heureusement plus d'autres). D'olh dans K un grand nombre de sous-groupes &
un paramétre d'allure bizarre ; d'autre part los automorphismes de K" consi-

déré comme groupe algébrique ne sont en général pas lindaires.

Pour finir, nous Aonnons un résultat d'intérét surtout technique, dont la

démonstration n'utilise pas 1'ailleurs les théordmes 3 et 4 .

PROPOSITION 5.- Soient G un groupe algébrique affine, N un sous-groupe inva-

riant fermé commutatif. Pour tout g <G , soit g 1'automorphisme

n-—> gng—1 de N qu'il définit, et soient N' resp. Ng le noyau et 1l'image
de 1'endomorphisme n-—s Bén = (<7én)n_l = gng"ln_l de N, Si g est semi-

simple (resp. unipotent) et si N = N, (resp. N = NS) ona N Ng =e, et
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Xé est un homomorphisme bijecctif de Ng sur lui-méme ;: si de plus N est

connexe, alors on a N = NéNg et Né et Ng sont connexcs.

Comme N est commutatif, xé est évidemment un homomorphisme rationnel
de N dans lui-méme, donc »Né ct Ng sont des sous-groupcs fermés de N
dont la somme des dimensions cst égale 2 la dimension de N (exposé 3) . Si on
prouve que Nér\Ng = e, il s'cnsuit que Yy, ost injectif sur Ng , donc bi-
jectif pour des raisons de dimensions, (car Xé(Ng) est un sous-groupe fermé
de Ng qui a méme dimension que Ng ; 1'image par Yy, de la composante Ng,o
se e dans Ng est donc Ng , ‘tout entier, d'ol Yé(Ng) = Ng puisque Yg

b "
est injectif). De plus 1l'application (n' , n") _s n'n" de NéxNg dans N

est alors unc représcntation rationnelle injective, dont 1'image a donc la di-
mension dim. N , ot est par suitec identique & N si N est connexc. Comme

la composante connexe de ¢ dans NéxNg est transformée en la composante con-
nexe de e dans N , on en conclut aussi que Né et Ng sont connexes. Il
reste donc & prouver seulement, sous les conditions.indiquées, que Né(\Ng =(e).
Soit donc n eN tellquo XéncaNé , ¢t montrons que Yén = e . Soit M 1le
sous-groupe fermé de N engendré par Né et n, ona alors gén eNén et

cré induit (par définition de Né) 1'identité sur Né . Ainsi g normalise
M, et Og induit 1'identité sur M' = Né et sur M/M' . Notre assertion

résulte alors du résultat plus général :

COROLLAIRE 1.- Soient G un groupe algébrique affine, M un sous-groupe fermé,
M' un sous-groupe fermé invariant de M , g un élément de G appartenant au
normalisateur de M , ct tel que 1'automorphisme Gé $m > gmg_l de M
induise 1'identité sur M' , et sur M/M' . Si de plus g cst semi-simple

(resp. nilpotent) et si M' = M (resp. M' = Mé) alors g centralise M.

L'ensemble des x €G normalisant M et tels que Cyx 3 B —> xmx_l soit
un automorphisme de M induisant 1'identité sur M' et sur M/M' est un sous-
groupe fermé de G contenant g , donc contenant le plus petit sous-groupe fer- -
mé H de G contenant g . Comme les gn (neZ) sont aussi semi-simples
(resp. unipotents) et que H est abdlien, il s'ensuit que H = HS (resp.
H = Hu) . Soit meM , nous voulons montrer que tout x ¢H centralise m ,

-1
1xmx * est 1'identité. Or par construction de H on a

i.e. que fm(x) =m
fm(x) EM' , et on vérific aussitdt que fm(xy) = fm(x)fm(y) . Done £~ estun
homomorphisme rationnel de H dans M' . Il transforme donc los éléments semi.
simples en éléments semi-simples, les éléments unipotents en éléments unipo-

tents, et est donc réduit & la représentation triviale en vertu des hypothéses

faites. ' C.Q.F.D.
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Dans le méme ordre A'idécs, signalons lo
3

COROLLAIRE 2.~ Soiecnt T un tore, H un sous-groupe de T , u un automor-
phisme d'ordre fini m dc T , induisant 1'identité sur H et T/H. Alors u

est 1'identité.

fn vertu de la proposition 2, il suffit de prouver que pour tout entier
n premier & m , u induit 1'identité sur le sous-groupe Tn de T formé
des éléments t te}s que t? = e . Or si t«aTn , ona u(t) =ts, ob
s eThr\H , d'ol ul(t) = ts pour tout i , 4'ou pour i =m s "= e d'ou

enfin s = ¢ puisque s est d'ordre premicr & n .




