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TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHEMDIECK

I. DESCRIPTION AXTOMATIQUE DE L'ESPACE DE TEICHMELLER
ET DE SES VARIANTES

INTRODUCTION, - Notre objet, dans le présent exposé et dans les exposés ultérieurs
est le suivant @

(a) Dégager un méeanisme fonctoriel général pour une théorie globale des modules.
De pour d'effrayer les auditeurs paf une dcbauche de catégoriss abstraites, nous
commengons par un cas typique, indiqué dans le titre de cet exposée I1 semble que
méme dans le cas des familles de courbes elliptiques, le formalisme auquel on

arrivs n'a pas été bien explicité dans la littérature.

(b) Dégager "a bomne formulation" d'un certain nombre de problémes de "modules™
dans le cadre des espaces analytiques. Pour 1l'instant, on ne peut guére fairec micux,

dans les cas généraux, qu'avancer des conjectures de théorémes d'existence raison-
nables.

(¢c) Donner, moyennant des hvpothéses convenables de "projectivité!" pour les mor=-
phismes envisagésy des théoremes d'existence utilisables pour les problémes en=

visagés dans (b), qui incluront en particulier le théoréme d'existence pour 1l'es=-
pace de Teichmiiller.

(d) Chemin faisant, la nécessité deviendra manifeste de revoir les fondements
de la Géométrie analytique, en s'inspirant de la theorie des schémas. En particu-
lier, il importe d'admettre des éléments nilpotents dans les anncaux locaux des
espaces analytiquess Ce n'est qu'a cette cond tion que les théorémes pcuvent s'énon=-

ger simplement et dans toute leur forcc.

le La catépgoric fibrée des "courbes de ~enre g " su descus 2l'ecpaces analyticues

variables,.

Dans cet exposé, nous admettrons provisoirement la rotion d'csrace analvtigue,

qui sera défini avec la généralité qui convient dans le vprochain cxposéas En atten-

dant, tous les dnoncés rcsteront vrais (mais scront moins forts) =n prenant ce
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terme dans le sens ancilen de SERRE ; la plupart seront vrais aussil en so limitant
3 des variétés complexes.

Un espace analytique au-dessus d'un espace analytique S est, conformément aux

définitions générales dans les catégories, un espace analyticue X muni d'un
morphisme f ¢ X - S o Ils forment unc catégorie de fagon évidente, pour S fixé,

soit &ﬁS « 51 on a un morphisme
St » S
on en déduit un fonctaur

X'\/\"-)XXQ S'

@
u
®-
per
H
]

appelé "foncteur changement de base, de AéS dans Bgr e Il a des propriét

dentes de transitivité, explicitées dans [3], et [5].

Un espace analytique X est dit simple au-dessus de S si, pour tout point
x € X, il existe un voisinage ouvert V de x et un voisinage ouvert U de

s =f(x) , tel que V soit au-dessus de U , ot soit U-isomorphe & un produit

-l

Ux C,y ou C est une ¥ariété complexee Si, de plus, £ est propre, on obticnt la
notion de "famille complexe de variétés complexes" de Kodaira-Spencer, mais sans
restriction de non-singularité sur la basc. Noug n'adopterons pas la terminologie

"familles", trop pesante.

Une "courbe (algébrique) de genre g " nu-dessus de S est, prr définition, un

espace analytique X sur S , propre et simple sur S , et dont les fibres (qui

sont donc des vériétés complexes compactes) sont connexes, de dimcnsion complexe
1, et de genre g . On nout donc les considérer comme des courbes algébriques de
genre g , d'ol la terminologie. De plus, nous conviendrons dans tout cct exposé
que g>1, ot lorsque g = 1 , nous sous-cntcndons dans la notion de "courbc de
genre g =1 au-dessus de S ", la donnée d'une section de A ou-dcssus do 3

(par quoi nous entendons évidemment : sezction morevinique, ie co nn orvhisma
8: S X tel que fs = idS ). Nous considérons les courbce do fenrs 0 au~UCS8SuL
do S comme unc catégorie . dont lcs morphismos sont les S-isomorrhismes,

astreints dans le cas g = 1 & transformer la section marquée cn la saction maraiée.

Un changerent de base S' 5 S transforme une courbe de genre g au-dessus de
S en une courbe de genre g au-dessus de 3' (en convenant, oour g =1 , de
Prendre comme section marquée 1'image inverse de la section marquée). De cette fa-
¢on, les courhes de genre ¢ sur des espaces analytiques variables forment une
catérorie fibréde S
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Le but de la thiorie est d'en déterminer la structure de fagon simple, & une

néquivalence de catégories fibrées" prés.

Soit A4(S) 1'ensemble des classes, & un isomorphisme vrés, d'cbjets de Sq s
AN .

ie ¢+ de courbes de genre g au-dessus de S.C'est, pour S variable, un foncteur con-

travariant de la catégorie des esvaces analytiques dans le catégoriec des cnsembles:

A2 (An) - (Ens) .

Si aucun objet de SS n'avait d'automormhisme non trivial, la catdgoric g

scrait connue, * une équivalence prés, par la connaissance de l'ensemble A(S) ;
~A

et si cette condition était vérifide pour tout S , la catégorie fibrée F serait

connue 2 fine équivalence prés par la connaissance du foncteur & + Si de plus A
e e

~ne

était un foncteur représentable, i. c. isomorphe 3 un fonctour de la forme 3 m~e»

Hom(S 4 M) , o M est un objet convenable de (in) , alors la catégorie fibrée
§ serait connue & une équivalecnce pres par la donnde de cet objet M o On peut

appeler une telle catégorie fibrée une "catégorie fibrée représcntable™.

En fait, les courbes de genre g peuvent avoir des automorphismes non triviaux,
donc § n'est pas une catégorie fibrée représentable. Nous verrons plus tard (§ 7)
ue l'existence de tels automorphismes emp&che de méme le foncteur A d'&tre ropré-
q P D T
N g A

sentable.

Pour arriver & unc théorie satisfaisante, il faut donc éliminer los automorphie-

mes des structures considerées, par introduction de nouveawx 4lémonts <o structure,

avant pour effet de rendre "rigide" la structure initiale.

2e Blimination dos automorphismes : lo foncteour P(X/S) ¢t oon variantes. Struc-
~N

tures de Teichmiller, de Torelli, dc Jacobi.

Nous prouvcrons ultséricurcment le résultet suivant (qui oot bisn olus que co

qu'il faut pour donncr un sens aux d:finstions qui vont suivre) @

LEME 2.1. = Soit X wunc eccurhe de senre g au-d:ssus ¢'un csovace analytique

S « Alors X ost un fibré topologicue localcment trivial sur S .

La question étant locale sur S , il rous suffira par la suite de prouver que
]
tout point de S5 a un voisinage ouvoert tel que X|U est isomorvhe & 1'image in-
verse d'une courbe de genre g au=dessus d'unc varidtd coaplexe M par un morphisme

J+M o En effct, on seit qu'une "famille comploze de varistés complioxes®™, paramé-

trée par unc variété, cst localement trivicle du voint d- sue torologiquece.
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Ce résultat, une fois cdmis, nous permet de construire divers revtements prin-

cipaux de S « De fagon générale, soit X um espace topologique fibré localcment
trivial sur un espace topologique S , de fibre Co un complexe simplicial fini.
Soit G 1le groupe des homéomorphismes de CO sur lui~-mémec, modulo la r:lation
d'homotopie pour les aprlications continues. Plus généralement, si C , C! sont
deux cspaces topologiques, désignons par I(C , C') 1'ensemble des homéomorphismes

de C sur (', modulo l'homotopie des applications continues ; ainsi lcs é1é=

ments des ensembles I(C , C') se composent de fagon évidente, ot G n'est autre
\

que I(CO » C,) « 81 - st homéomorphe 2 C_ , alors I(Co » C) cst de fagon

évidente un ensemble prineipal homogéne dc groupe G o Reveonant & X , on voit

alors que l'ensemble réunion des I(CO » XS\ pour se S, ou X
de X en

5 ost la fibre
s 5 est muni de fagon naturelle d'une structurc de revdtcment prin-
cipal de S , de groupe G , dont la description par changements de cartcs est
laissée au lecteur. Soit ﬁng/S) ce revetement prineipal de groupe G o On voit

alors que pour Co fixé, l'opération R a les propriétés suivantes 3
AN

°

(1) Elle est fonctorielle en X pour S fixé ;

(1) Elle ost compatible avec lec passage aux images inverses de fibrés.

Notons aussi que le groupe G opere sur les groupes d'homologie et de cohomow
logie de Co 3 prenant les fibrés associés sur S au revdtoment principal
ESX/S) ct aux opérations précédentes, on trouve précisément lcs systémes locaux
de 1'homologie et de la cohomologie des fibres de X/S . Dans ces considérations,

le groupe de coefficients était arbitraire.

Dans le cas ol Co est l'espace torologique sous=jacent d'une courbe de genre

g (donc une surface topologique coupacte de genre g ), il ost connu que le groupe

G s'applique sur lc groupc dos automorphismas du groupe H2(CO ,’éz = EN, d'ol
dans G wun sous-groupc d'indice 2 , formé dos classcs d'loméomorvhisrcs vréscrvant
1'orientation, soit vy « La donnée d'un systéme continu d'oricntaticns sur los Ti-
bres de XS est donc équivalente z la donnée d'une s 2tion du rovidtoncnt nprinei-
pal dec S,do grouPof§ﬁ§a', associé & R(X/S) , ou cncorec 2 unc rostriction du
groupe structural de G 2 Yy « I1 on résulte donc un r-viteme.nt prisncipal sur S
de groupe Yy , que nous notcrons AEKX/S) .
14 .
JTFTIINTION 2.1, ~ Soit CO une courbe algibrique do ccnroc g o On aveclic

groupc de Teichmiller pour CO , et on rotera vy , 1s groupc des clesscs (& unc

nomotopie d'applicetions contintcs prés) d'homéomorvhismes dec Go sur lui-méme
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vréservant l'orientation. SI X est une courbo de genre g au~dessus d'un espace

analvtique, on appelle revétemcnt de Tcichmiiller de S associé 2 X , et on notera

P(X/3) , 1l'ensemble des classes (a une homotopic d'applications continues pres)
gjhoméomorphismes préservant 1l'orientation dc CO sur les fibres XS de X sur
S, cct cnsemble étant considéré de la fagon explicitée plus haut comme un revite-
ment principal de S , de groupe Y opérant & droite.

C'est a priori un rev@toment torologiquc, mais nous pouvons le considérer aussi
conme l'cspace sous-jacent & un cspacc analytique au-~dessus de S également noté
P(X/S) , défini & un isomorphisme prés par la condition que la projection structu-
r;le soit un isomorphisme locale. Le groupe Y opére alors par S—automornhismes

de 1'espace analytique AE!X/S) o (Cfe un exposé ultérieur),

La formation de ‘ggX/S) satisfait aux conditions suivantes @

(1) Pour S fixé, elle est fonctorielle en X/S .

(ii) Elle est compatible avec le passage aux images inversese

(1ii) Tout automorphisme d'un X € 54 qui induit 1'identité sur P(x/8) 4 ost
1'identité,

Les conditions (i) et (ii) résultent trivialement des sorites, la condition (iii)
sera vérifide dans un exposé ultérieur. (C'est ici que la convention spéciale pour

g =1 est nécessaire).

DEFINITION 2424 - On apnelle structure dc Teichmiiller sur une courbe X de genre
g au-dessus de l'espace analytique S , toute scction du revitement de Teichmiiller
EKX/S) au-dessus de S .

Ici d'ailleurs, il y a correspondance biunivoquc entre sections topologiques, et
scctions d'espaces analytiques. Comme Y opérc 3 droite sur 'fiX/S) s il opére a
droite sur 1'ensemble des structures dec Teichmiiller. Si S est connexe non vide,
et si 1'ensemble des structurcs de Teichmiiller sur %/S est non vide, c'est un
cnscmble principal homogéne dont le groupc cst le groupe de Teichmiiller Y o Une
courbe de penre g auw~dessus de S , munic d'unc structure de Teichmiiller, est

appclée une courbe de Teichmiiller (de genrc g ) au-desmus de S

Les courbes de Teichmiller de genre g au=-dessus de S fixé, forrment une caté-
gorie pour la notion dvidente de S-isomorphismc de¢ courbes de Teichmilller. En
vzrtu de (1ii) (et compte tenu du fait qu'un Seautomorvhisme d'un revitemant

rrincipal, qui laisse fixe une section, ~st 1'identité), on voit quun automorohisme
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d'une courbe de Telchmiiller est 1'identité. Grfce & (ii), on a aussi unc notion

d'image inverse d'une courbe de Teichmiller au-dessus de S par un morphisme

S' »S . Ainsi, les courbes de Teichmiller de genre g forment unc catégorie

fibrée sur la catégorie (4n) des espaces analytiques.

Les dévelonpements qui vont suivre, & commencer par le théoréme principal d'exis~
tence, n'utilisent que les propriétés (i), (ii), (iii) de 1'opération AESX/S) .
D'autres opérations ayant les mdmes propriétés sont égalcment utilisées par les

géomeétres. Posons & titre provisoire la

DﬁFINITION’203. - Soit Y un groupe discret. Supposons donné, pour tout espace
analytique S , un foncteur (covariant) de la catégorie ﬁ% des courbes de genre
g au-dessus de S dans la catégoric des revdtements principaux de S de groupo
Yy soit X/S NNGNEKX/S) » ¢t des isomorphismes dz compatibilité pour lec changement

de base, de fagon 3 oble.’—un firet - cartiésien P (ef, [5]) de la catégorie

fibrée des courbes de genre g daas la catégoric fibrde des revitements principaux
dc groupe Yy dfespaces analytiques. On dit que _EL cst un fonctour rigidifiant si
la condition (iii) ci-dessus est vérifiée, i. a. si tout automorphisme d'un objct

de %y qui induit 1'identité dans P(X/S) est 1'identitd.

REMARQUES. - Les conditions un pou vagucs (1) ot (ii) significnt on réalité qu'on
s'est dorrdre Cone g~ -1 dgien, au sens précis qui est oxplicité dans [5]. Noter
aussi qu'on aura & considérer dans d'autrcs contextes des fonctcurs rigidifiants
plus généraux, car il n‘cest pas toujours possiblc de "rigidificr" par des revéte-
ments, ie. ¢. on fixant des suppléments de structurc dc naturce csscnticllement dis-
créte. La possibilité de le fairc ici tient au fait qu'une courbe algébrique de
gonre g n'a pes d autcmorphisme infinitésimal non nul (qui pour g =1 resnccte
le 'boint marcué®, i. ¢. s'annule en ce point).

51 on s'ecst donné un Joncteur rigidifiant P (ras néccssaircment le foncteur de
Teichmillcr). on peut Géfinir la notion de AE;structng sur unc courbe dc genre

g au-dessus de S comme étant une scction de P(K/S) au-dzssus de S « Les

remarques ci-dessus pour le cas du foncteur fibrant de Teichmiillcr rostont valables
g

ngnifestemons dane lc cas géndral. Ainsi, lcs courbes dc genrc g munics d'unc

P-structurs, ou P-courbes, forment une catéeoric fibrés, notee SE‘, au~dessus de

~A

la catégoric des espaccs analvtiqucs. Un objct de é§~, le e une courbc au-dossus

de 3 rmuniz d°une P-structure, n'a pac d'automorphisms non trivial.
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I1 reste 3 denner quelques exemplese De fagon générale, soit P un foncteur
rigidifiant relatif 2 un groupe Y , et considérons un homomorphisme de groupes
Y »Y' o Pour toute courbe X de genre g au-dessus d'un espace analytique S,

posons

P! (X/8) = P(X/S) *y Y .
I1 est immédiat que de cette fagon on obticnt un foncteur fibrant de la catégorie
fibrée des courbes de genre g dans la catégorie fibrce des rcvétements prin-
cipaux de groupe y' . Lorsque le noyau de l'homomorphisme y - y' est assez
petit, cc sera également un foncteur rigidifiant (cf. § 8). Dans les deux exemples
suivants, P sera le foncteur rigidifiant de Teichmiller, donc Yy lc groupe de
Teichmiller. Nous montrerons au paragraphe 4 que tout fonctour rigidifiant peut

d'ailleurs se déduire de cette fagon du foncteur rigidifiant de Teichmiiller.

. ’ . l . 3 .
Le groupe Y opere de fagon évidente sur H (Co y 3) , et il laisse d'ailleurs
fixe la "forme intersection" sur ce groupeé ‘abélien libre de rang 2g « Cette forme
est une forme alternée non dégénérée sur Z , comme il résulte de la dualité de

Poincaré. Prenant une base dans le H , on trouve donc une représent-tion

Yy - Sp(=¢g sﬁé)
d'ol un foncteur fibrant
X/8 ~~ P(X/3) % sp(2g , 2) = R'(x/8) .

E:(X/S) cst aussi le revétement principal associé au systémc local des
Hl(xS ,&Q) » considéré comme systeme local cn groupcs abélicns libres dc rang g
munis d'une forme alternée non dégénéréc sur Z_ e« On peut aussi remplacer le
groupe de cocfficients Z par lg(@%», o n est un cntier, d'ol un foncteur
fibrant

X/8 ~~ P(X/8) x Sp(2g , 2/2) =P (4/8)
rzlatif au groupe fini Sp(2g , Z/nZ) , qui sc déduit du préeédent par "réduction
mod n ", Nous prouverons par la suite ¢
LEM/E 24,46 = I1 oxiste un cntier n >C tel que le foncteur fibrant «gn soit
rigidifient,

Cela impliquera a fortiori que le foncteur fibrant ‘52 s 2t a plus forte raison

1o foncteur fibrant P de Teichmiiller, sst rigicificnt.
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Lo fonetour P' introduit eci-dessus pourrait a'appeler ls fonctour fibrant de
Torelli, et P le fonctcur fibrant de Jacobi d'échclon n .

RDMaRQUE, - I1 semble que SERRE puissc montrcer, con utilisant 1o théorie des
anncaux d'endomorphismes des variétés abélienncs, que P oot rigidifiant des
quc n >3 .

3. Le théoréme fondamental d'cxistence § 1l'espace de Teichmliller ot ses variantcse.

Opérations de vy sur T .

Par la suitc, nous supposons fixé lc genre g =1 , et un foncteur rigidifiant

éékrelat'f A4 un groupc discrct Yy « I1 lui corrcspond donc la catigoric fibréc
des P=

P= courbes algébriques au-dcssus d'espaccs analvtiques variables. Nous
avons fait

table"..De

ce qu'il fallait maintenant pour avoir une "catégoric fibrée rcpréscn-—

fagon précise, nous prouverons dans un exposé ultdéricur

THAOREME 3ele = Il existe un espace analytique T , et unc P-courbe algébrique

V au-dessus de T , qui soient universels au sens suivant 3 pour toute P-courbe

algébrique X au-dessus d'un espace analytique S , il cxiste un morphisme et

un seul g de S dans T , tel que X soit isomorphe (avee sa Azrstructure) 3
1'image inverse par g de V/T .

Bicn entendu, T ot V sont dét:rminés > un isomorphisme uniquc prés par cctte

condition. On peut aussi cxprimer ce théoréme en introduisant le fonctour con=—
travariant cn l'espace analytique S @

. N . P
i&P(S) = cnscmble & un isomorrhisme pres d'okjebs de SS
L'énoncé 3.1 signific quc ce fonctour ost roprésontable, cfe [4].

RTARQUES 3,24 =

’ ’ :
i ~ood 13 P S B W b ol an s+ et
1°© Hous prouverons -n mdme tumps que T ettt un enpnos TOIOLNUICUL SUSATE, € est

unc variété complcxc, de dimcnsion 3g = 3 on chacun de ses voints si g2 2

de dimension 1 si g=1.

2° Lorsque P est lc foncteur rigidifiant de Teichmiller, 1'2space T

introduit
ci-dessus s'appelle 1l'cspace de Tcichmillor pour l:ie courbes de genre g o On dé-
finit 4Ac mlme 1'sspace de Torclli ot 1'cspace do Jacobi d'échelon n ( n  ontier

assez grand). On peut montrer que 1'homomorphisme naturel du groupe dc Teichmiller

dans le groupc Sp(2g ,’ég cst surjsctif, d'ol il résulte que los cspaccs de
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Tarolli ot do Jacobi sont des guotients de l'espaco de Teishmilller par daos seous-
groupes du groupe de Teichmiller, opérant libremant sur 1'espace de Teichmiller
(cfe § 8)e I1 est d'aillcurs facile de vérifier, utilisant au besoin un exposé de
3ERS [1], que l'cspace introduit axiomatiquement ici (s'il existc, cc que nous
proaverons), et teomorche @ l'ecspace de Teichmiiller des enslystes. 17 on ré-

sulte que l'espace de Teichmiller cst homéomorphe & une boule, ct par suite con-

trectile, en particulier comncxe ot simvlemcnt connexce A fortiori, les espaces

de Jacobi de tout échelon sont connexes, ainsi que l'cspace des modules M  in=-
troduit au paragraphe 5 commc un cspace quoticnt de 1'cspace de Tcichmillers I1
scmble qu'il n'ecxiste pas & 1'heure actuelle de demonstration, par voic algébrico-
géometrique, méme du fait que 1l'cspace des modules cst conncxc, {(qui sfinter-
prete oh géométric algébrique en disant que deux courbes algébricucs de méme

genre g font partic d'une famille de courbes 2lg:briques paranitréc par unc

variété algébrique conncxe)

3° 11 scmble qu'on doive pouvoir montror trés élimentaircement que la contracti-
1lité dc 1l'espace de Teichmiller est équivalente a 1'énoncé suivent, qui cst un
dnoncé de topologi. purc ¢ Lc groupe G des homcomorphismes différentiables d'une
courbe algébrique C0 sur clle-méme, qui sont homotopcs on tant gulanplications

continues i 1'identité, a tous ses groupcs d'homotopic nuls (du moins si lo genre

ost g =2 ; dans le cas général 1l faudrait dire : a mlmos groupcs d'homotopic
que la composantc conncxe du groupe des automorphismes algébriques de CO s 1o 8,
le groupe projectif si g =0 , le torc de dimension 2 si g =1, lc groupc unité
si g é;Z )e On neut espérer qulon arrivera par 1a 2 éliminer un jour complétement
1'Analyse de la théorie de l'espace de Teichmiller, qui dovrait 8tre puremont géo-
métriques D'aprés CERF, méme la comnexité du groupc G =a'est malhsurcusoment pas
connuc des topologuese.

Soit X wun P-courbc au-dessus de S, et soit u €y . Nous disignerons par
u Y. . s k ]
X" la P-courbc diduite de X ¢n applicuant 1'opération u & la scetion de
lavad

P(X/S) définissent la P-structure de X o Do cotic fugen, 14 roumc y opeére 2
droite sur l'ensemble NﬁP(S) decs classzs 2 un isomorrhisme vrés 4Ac Pe=courbes
Ea¥a s
AN
o < L] z s ol - . hl
« Ucs opirations sonmt ividonaicnt fonctori Il-g sn S s ¢t vwrovien-

Fu-dcssus de &
nent donc d'ovérations A droite Bisn doterwin.cs 4. Y sur l'isvres analvtiocuc T
T qui 1ui corresvond ost defini per 1o con-

d'esmaces cnelvticucs
lsomornhisme de JP-courbes sur S :

.

51 u € y, 1l'automorphisme u de
o

joN

ition que, pour tout morohicm

-

f+@ 55T, cnczitaun
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@ofr) (v)3 et () .

Cet isomorphisme est alors nécessairement unique (puisque ;E‘ cst rigidifiant).

Prenant pour f le morphisme identique de T sur T , on obticnt en particulier

la relation suivante, qui suffit déja & caractériser U @
Tiw) 3 v .

Notons d'ailleurs que cet isomorphisme de courbes au-dessus de T , quand on y fait

abstraction des F-structures, correspond & un morphisme V - V , également noté

A

W, ot qui rend cormtatif le diagramme suivant @

u

——t———

iy

_— T

lf

ol les fléches verticales sont les projections structuralese De l'unicité signalée
plus haut résulte que Yy est également un groupc d'opératcurs & droite sur 1l'cse-
pace analytique sous-jacent 3 V ,

Nous verrons dans les paragraphes suivants que 1l'espace analytique T , muni du

groupe d'automorphismes Y , peut &tre considéré comme une solution satisfaisante

du 'probléme des mddules" pour les courbes de genre g , en ce qu'il permet de re=-

constituer complétement la catégorie fibrée de départ S , et de résoudre ainsi,

du moins théoriquement; tous les problémes qui peuvent s'exprimer en termes de
cette catégorie fibrée.

Pour 1'instant, bornons-nous a l'énoncé commode suivant ¢

PROFOSITION 3.3. - Soient X , X' deux P-courbes au-dessus dec S, définies
respectivement par des morphismes f 4 f' de S dans T o Supposons S connexe
non vide. Alors 1'ensemble des S-isomorphismes X 3 X' pour les courbes sous=-

jaccntes (sans ;;jstructures), est cn correspondance biunivogue canonique avec
l'ensemble des ue Y tels que f' =u o f &

En effet, ils sont en corresmondance biunivoque avce les u tcls que 2 soit
isomorphe aX*® c¢n tant que P-courbe sur S (compte tenu du fait qu'une P=courbe

n'a pas d'automorphisme non trivial, ot qu'en vertu de 1'hypothésc de connexité de
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S , l'ensemble des P-structures sur X est un ensemble principal homogéne de

groupe Y )e Or, en vertu du théoréme 3.1, ce sont les u tels que f' =u o f .

COROLLAIRE 3e4e -~ Soit t € T . Alors le groupe Yi o stebilisateur de t dans
Y , est canoniquement autiisomorphe (donc isomorphe, si on y tient) au groupe des

automorphismes de la fibre Vt (considérée comme courbe de genre g , sans P=struc-
ture).

4+ Reconstruction de la catégorie fibrée initiale § cn termes de (T , Y) - Dé~

terminationcdes foncteurs cartdsiens sur © o

Soit X wune courbe de genre g au~dessus de S, ot posons P = P(X/S) . Ainsi
P est un revitement principal de S de groupe Y , et par suite le groupe Y
opére également sur Xy = X x 3 P ot en fait un rev@tement principal de X de
groupe Y » On a «E.(X‘P/P) = P(x/8) xg P =Pxs P ; il est donc muni d'une section
canonique au-dessus de P , & savoir la section diagonale. Ainsi XP est muni

d'une Pestructurc canonique. D'aillcurs, si u €y, on a la formule
u~__ =1
(X)" 3 up™ (2p/P)

(isomorphisme de P=courbes au-dessus de P ), ol up désigne 1'opération dans
l'espace analytique P définic par u o+ C'est 13 une identité entre sections de
Pxq P dont la vérification est formelle & partir des définitions, et signifie

simplement qu'on a commutativité dans le diagramme

id, x, u

szrhij P;SP
Bp/s (u, idp)
P « 4 P .
Soit
f¢:t P T

le morphisme d'espaces analytiques défini par la P-courbe XP sur P . La for-
mule écrite plus haut égrivaut 2 Wof=fo Uy autrement dit f commute aux
opérati~ns de y « D'ailleurs la connaissance du revétoment principal P & S e grou-

pes Y, et du y-morphisme f : P - T , pcrmet dc reconstituer & un isomorphisme
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pres, d'abord XP/P et les opérations de y sur XP (comme image inverse par

f de V/T et des opérations de y sur V ), done, par passage au quotient

Xp/y , de retrouver X/S 2 un isomorphismc prés. Enfin, on voit immédiatement que
le couple (P , f) satisfaisant aux conditions qu'on vient d'énoncer peut &tre
choisi arbitraircment ( car du fait que y operc librement sur P , il opérera aussi

librement sur X, , qui s'identific donc 3 1'image inverse (XP/ﬁ) xg P) .

En résumé :

THEORKME 4.1. = Soit S un espace analytiques. On a une éguivalence naturelle de
la catégorie ﬁs des courbes de genre g au=-dessus de S , avec la catégorie des
couples (P, f) formés d'un revdtement principal homogénc dc S de groupe Y »

et d'un y-morphisme f ¢ P - T , Cette dquivalonce est competible avec la for-
mation d'imagos inverses.

La derniérc assertion signific qu'on a ainsi unc équivalencc de catégories fibrées
(cf. [5]) de la catégorie fibréde § dcs courbes de genre £ » avec la catégo-
rie fibrée des couples (P, f) , ol P st un ecspace analytique sur lequel le
groupe Y opére librement, et £ ¢ P »T un Y-morvhisme, lc fonctocur-base étant
(P, £f) ~» P/ « La vérification est faciles

Ce théorénc nous permet, dans la suitc, d'oublicr la signification géométrique

précisc dos mots : "courbe de genre g au-dessus de S ", on interprétant les

énoncés cn termes de l'cspace analytiquc & opératcurs T

Comme oxemple,nous allons déterminer les foncteurs cartésiens de $§ dans une
catégorie fibrée © sur (An) , soumise 2 la scule condition que les revdtem:onts
étales P -+ S de groupe Y soient des "morphismes de descente stricts" pour 9
(cfe [5])e Condition d'ailleurs vérifiée pour les catégorics fibrécs considérées
cn pratique (faisceaux analytiques, rosp. faisccaux analytiques cohérents, sur des
cspaces analytiques variables ; cspaces analytiques au-dessus d'cspaces analytiques
variables ; sous-catégories fibrées diverscs de celles-l3,ctce)s I1 suffit par
exemple que les morphismcs d'objets d'un S% s ct los objots eux-mémes, se "recol-
lent bien" rclativement 2 des recouvrements ouverts de S , condition bicn familidre
>t vérifiée dans la plupart des cass Soit done H un fonotour cartésien de & dans
8; appliquons-lc 2 la courbe universclle V/T $ on trouve un objet &= H(V/T)
dans %r o D'ailleurs, lcs opérations dc y dans V définisscnt des opérations de

Y sur E , dc fagon précise définisscnt des isomorphismes
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al(e) 3¢
satisfaisant & certaines conditions de transitivité que nous n'explicitcrons pas,
mais qui s'exprimeraicnt le plus commodément en disant qu'on a unc scction
de la catégorie fibréc, image réciproque de § par le fonctour (y) - (An) , on
(y) désignc la catégorie 2 un seil objet définie par le groupe Yy (y étunt le
groupe des cndomorphismes du dit objet), ct le fonctour (y) » (An) étant défini
par les opérations de Y sur l'objet T de (An)}. On voit d'autrc part aisément
qu'on récupére le foncheur H , & un isomorvohisme unique prés, par la connaissance
do 1'objoet & de 8. et des opérations de y sur & , cn procédant commc pour
1o théordme 4.1 : Si X €5, ost défini par le couple (P, f) , alors l'imagec in-

S
verse par £ de & est un objet de QP sur lequel Yy opérc do fagon compatible
avce ses opérations sur P , ot la connaissance d'un tel objet revient & la con-
naissance d'un objet de 95 (puisque P -» S est un morphisme do descente strict

pour la catégorie fibrée & ). De cette fagon, on obticnt 1'énoncé suivant ¢

PROPOSITION 4.2, - Soit © uno catégorie fibréec sur 1la catégoric (An) des

espaces analytiques, satisfaisant & la condition de descente préciséc plus haut.

Alors 1a catégoriedes foncteurs cartésiens % - 9§ ost équivalente & la catégoric

des objets & groupe d'opérateurs Yy dec © , au-dessus de l'objct & opérateurs
(T ? Y) de (An) o

—~—

EXEMPLES. - Prenons pour $ la catégoric fibréc des fibrés principaux holomorphes,
de groupec mn groupe complexe G donné, On voit donc quton pcut interpréter les
cspaces fibrés prineipaux analytiques sur T , de groupe structural G , ct 2 gmoupe
d'automorphismes vy opérant 3 droite de fagon compatiblc avec les opéretions sur
T , en termes intrinsdques & la catégorie fibrée § (donc indéncndants du choix du
foncteur rigidifiant P servant a définir T ), commec les fonctcurs cartdsiens de
§ dans 9 o En particulier, les fibrés principaux sur T , triviaux quand on fait
abstraction decs opérations de¢ Y , définissables 2 1l'aide des rcprésentations de Y
dans le groupe G , définissent de tels fonctcours cartésiens, D'ailleurs 31 G est
discret, et si T est connexe et simplemcnt connexc (ie ce T cst 1'cspace de
Teichmiiller lui-méme, cf. 3.2, 2°), alors on peut conclurc qu'on obticnt & un iso=
morphisme prés tocus les foncteurscartésiens de $§ dans 9@ 3 1'aide de rcpréscnta=

tions de y dans G ; cela signifiedons que tout foncteur cortésien de 5 dans la

catégorie fibrée des revétemcnts principaux dc groupe G domné, cst associé (commei:

a

2 été expliqué dans 2.2) au foncteur cartésien de Teichmillor, ct 2 un homomorphisme
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Yy » G « Dans lc cas général, les y-fibrés principaux de groupc G (groupc ana-
lytique complexe donnd)qui sont triviaux en tant que fibrés nrincipaux eans opé-
rotours y , osuvent se définir par des "facteours d'automorphich dc Y , ou
l=cocycles de Y & valeurs dans le groupe des morphismes de T dans G, sur
loquel Yy opérc via scs opérations sur T (cf. [2] pour la situation générale

dos fibrés principaux 2 opérateurs). Cela soulédvc d'ailleurs la gquestion de savoir

si 1'espace de Teichmiiller est un espace dc Steine En effet, commc il est contrac-

tilc, donc que tout fibré principal sur T est topologiquement trivial, i1 résulte-

rait alors d'un théoréme de Grauert que tout fibré principal holomorphe sur T
est analytiquemcnt trivial.

5. L'espacc des modules M =T/ comme Minvariant universel',

Nous verrons (cf. remarque 8.6, 1°) que le groupe Yy opére "propremcnt! dans

T, ie ece lc morphisme T x y-T x T défint par les opérations do y sur T

est pronres Cela signifie aussi ( y étant discret) que tout point t € T a un
stabilisateur Y, qui est un groupe fini, et admet un voisinage ouvert V (qu'on
peut alors supvoser stable par Yy, ), tel que uey et Vn (Veu) #F impliquent
UE Yy o

REMARQUE 5.1+ = Ce phénoméne est cessentiellement 1ié & la finitude des groupes
d'automorphismes des courbes de genre g (étant entendu, pour g =1, qu'on se
limite aux automorphismes laissant fixe lc point marqué). On novera aic le mdme

fait sora valable en théorie des modules pour les variétés abéliennecs polarisécs

we

par contrc, dans la théorie des modules pour les tores comolexes, 1l'existonce de
groupes d'automorphismes infinis montrecra qu'on est en présence d'un groupe dis=-
cret qui n'opérc pas prorrement, et en fait on ne pcut alors passcr au quotient de
fagon raisonnable, comme 1l'ont fait remarquer KODAIRA =t SPENCER.

On vedt donc ici que l'ensemble quoticnt M = T/y est muni de fagon naturclle

d'unc stmicture d'csvace analytigquece. Il est généralcoment appelé cspace des modules

pour les courbes dc genre g « I1 cst obtcecnu ieil on tormes d'un foncteur rigidifiant

P choisi ; nous allons montrar cependant quc 1l'escvace des modules cst détorminé

b ol

intrinséquement en tcrmes de la catégoric %, ot méme en tcrmes du foncteur
8 ~A(S)

Considérons une courbe de gi:nre g au-dessus 4'un S , définic cn vertu de 4.1
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1'aide d'un revlétemcnt principel P de S de groupe Yy, ct d'un ‘y-morphisme

a
f2+ Po>T o Cc dornier définit par passage mu quoticnt un morphismec
Jy/s S=PAN ->M=T/y

quton anpellera 1'invariant universel,ou simplement 1'invariant,dec X/S « I1 ne

dépcend 4videmment que @8e la classc & un isomorphismc nres de X/s s 1o co do
1'$1ément de ’358) qu'il définit ; de plus la formation dec 1l'inveriant cst com-
patible avee lc passage aux images inverscse En d'autres tcrmos, on a2 ainsi défini
un homomorphisme de foncteurs @

J ¢ A(S) - Hom(S 4, M)

AN

du foncteur 'éjs) dans le foncteur repriscntable hM(S) = Hom(S , M) défini par
M . Ceci dit ¢

4 “
THEOREME 542, = L'homomorvhismc précédent J ¢ A - hy ost universcl pour les

homomorphismes du foncteur A dans los fonctours reoréscntablcse. (ce qui caracté=-

Lavard

risc donc 1l'cspace des modules M & un isomorphisme unique prés en termes du
fonctour A ).
AN

Dec fagon précisc, ccla signific que si, pour tout cspace analytique N, on
pose

I(N) = Hom(4_, hN)

(ou I(N) pout 8trc considéré comme 1l'cnscmble des invariants rcl.tifs & valsurs dans

N pour les courbes de genre g ) alors I(N) est un foncteur covariant repré-

scntable de  (4n) dans la catégorie (Ens) , et 1'cspace analytique qui lc re-

présente n'est autre que 1l'espace des modules. En d'autres tcrmes, pour tout

je I(N)\, il existe un homomorphisme unique g ¢ M - N tel que 1l'on ait

j=g(J), ou J est l'invariant univarscl.

La démonstration est immédiate, et laisséc au lectcure On nctera d'aillcurs que
cet énoncé est un cas particulier dec 4.2, rclatif au cas ou 8 cst la catégorie

fibrée représcntable définie par un esrace analytique W .

RIMARQUE 5.3 - I1 résultz aussitdt de 3.3 quc 1'cnsemble sous=jacent 3 M cst
en correspondance biunivoquc av-c l'enscmble des classes, & un isomorphisme prés,

ds courbes de genrc g ordinaires (i. ce dc basc un point)e Ccla explique le nom
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donné 3 M ot 1'intirdt dont il est depuis longtemps 1l'objct. Iciy, T é&tant non
singuliére donc normale, M est normale, mais a des singularités (du moins pour
g >3 )e I1 importe de signaler qu'en tant qu'espace analytique, et méme pour

g=1, M nc sc préte pas lui-méme & la classification, & un isomorphisme ou

un isomorphisme locel prés, des "familles analytiques de courbas", comme certains

autcurs semblcnt 1'éspérer. Comme nous le verrons aux paragraphes 6 ot 7, unc

tclle classification ne peut étre obtenue qu'au moyen d'cspaces & opératcurs tcls

qguie T (que l'on pourrait tout au plus ramener 2 Stre une " Vevariété" de Satake

au-dessus de M j mals cela compliquerait plut8t la situation).

6+ Le_groupe Y, des automorphismes universels, et l'ouvert M' des points or-
dinaires de M .,

Nous d<signerons par Yo le sous-groupc des éléments de Y qui opére trivia-
lement sur T , par y' le quotient Y/#b s de sorte que T devient un espace
analytique o y' opére fidélement, ct on a cncore M =T/y' , On désigne par
Tin ( in symbolisant "inertic") la partie de T formée des points dont le sta-
bilisateur dens y' n'est pas réduit a 1'élément neutre ; c'est une partie stable
pap Y' , donc image inverse d'unc partie Min de M . On posc @

T =T =T, |, M =M =N, ;
in
les points de T' ( resp. de M'!' ) sont appelés les points ordinaires ("smooth")

des espaces de modules T , M . Remarquons tout de suite qu'il résulte dc 3.4

quec pour tout t € T , la courbe correspondantc Vt a un groupc d'automorrhismes
de cardinal > card Yy * et qu'on a égalité si et seuloment si t ost un point

ordinairce.

Les d¢finitions qui préceédont ne sont guere intéressantcs quec si T cst con=-
nexe (rappelons que c'est le cas de l'cspaée de Teichmuller, ct des quoticents tels
que l'espacc de Torelli, ou les cspaces de Jacobi des divers échelons)e Si on ne
veut pas supposcr T connexe, il faudrait prendre unc composantc coniexe de T
au-dessus de chaque composante connexe de M , y faire opércr le stabilisateur dans
y de ladite composante connexe de T , ct raisonncr séparément sur les cspaccs
& opdrateurs ainsi obtenus.

PROFOSITION 6.1 Supposons T localement intégre (1. c. scs anncaux locaux

intégres), ct connexc. (N. B. c'est bicn le cas pour 1'espace de Toichmiiller).
Alors
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(1) Pour tout + €T , la représentation naturcllc du stabilisateur Y% de t
dans y' opére fidélement sur 1'anneau local de t .

(i1) M, =~ est unc purtie apalytique de if distincte de i, done Ty
est une partic analytique de T distincte de T

(donc ce sont dcs parties fermées
rares de M (respe T) )o

L'assertion (i) provient du fzit qu'un automorphisme de T qui laisse fixe un
point t et qui induit 1'identité sur son anncau local,

un voisinage de t , donc c¢st 1'identité puisque T

induit 1l'identité sur
est irréductible ct sans
éléments nilpotcntse. Pour (ii), on peut grice & cc qui préedde ot au fait que Y!
opéréd proprement dans T , se ramener au cas ou Y!

est un groupe. fidéle fini.
Mais alors T,
in

oest la réunion des ensembles de points fixcs des u €Y' , ou
u#e, ct chacun d'eux cst une partic analytique de T distincte de

T , donec
rarc dans T puisque T

est irrdductible. I1 en est donc de méme de leur réunion,
REMARQUES 6,24 = Nous vcrrons que Yo est isomorphe & 'éfggv pour g=1 ou 2,
et est réduit a 1'élément neutre pour g = 3

courbes de genre g sont hyperelliptiqucs é@}"”

1o cas g=1 ou 2, les
'Jﬁig t un automorphisme = ndé-
)

nec homogeénc, ce qui

cessairement unique = quj_ induit la symét a’g S'Ll’.{‘\\@ajqq “:- \
explique 1'existence d'un élément non tri t: 'ﬁ%ﬁgﬁ y% )+ ©h peut montrer aussi
que Tin # @ pour tout g . ‘?égt% v //;

“be\_'//‘\,:)i\:‘/’
-Nous allons maintenant préciser le rSle de \y* LRBEGMI justificra le nom qui

lui est attribué dans le titrc du paragrephe. Comme Y. cst invariant dans Y ,

lo groupc y opére & gauche sur Y, par

int(v) u = — 3

3o0it done yﬁnt le groupe Y, considéré commc groupe admcttant y commc groupe d'au-
tomorvhismese 51 alors X est une courbe dc genre g

sur S 4 on pecut former
lc fibré associé a P(X/S)

- ‘ int
S) =
G (%/8) = B(X/8) = ¥,
C'est done un revétement dtalc (= non ramifié dans la tcrminologic courante)
en groupes de S , & fibres isomorphes a Yo ° Sa formation en tcrmes de X est
fonctorielle et compatible avec lcs images inversese On va fairc opérer maintenant

le fibré en groupcs GO(X/S) 3 gauche sur X par un S-morphisme

GO(X/S) xg X =X
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fonctoriellement en X , et de fagon compatible avee los images inversese I1 re-
vient au mdme de faire opérer pour tout X/S 1le groupe F(&o(X/S)/S) des scctions
de AEO(X/S) sur S par S-automorrhismes sur X/S , de fagon fonctorielle cn

X ct compatible avec les images inversese Pour ceci, on notc quc l'on a unc im-
mersion canonique

P(X/S) x_ Y% o P(X/S) x_ yiBY
~re Y [o] ~n Y
déduite de 1'immersion
int int
Yo Y ’
ot quc le groupe des scections du deuxiéme membre sur S s'identifie au groupe
des automorphismes dec 1'espace principal AgﬂX/S) de groupe Y 3 cellcs du pree
mier membre, i. e. lcs sections de AQO(X/S) , s'identifient alors aux Y-automor-

phismes de P(X/S) = P qui induisent 1'identité dans P/NB e BEn vertu du théoréme

4.1, X est rcprésenté & 1l'aide de l'espace principal P sur S ot d'un  Y-mor-
phisme f ¢ P =T . Comme Y opére trivialement sur T , il s'cnsuit que f se
factorise en

fe P-—)P/YO—>T .

Donc le y=automorphisme u de P défini par unc section de AQO(X/S) satisfait
fu=f » donec, en vertu de 4.1, définit un S—-autonorphisme de X o On obticnt

bien ainsi unc représentztion de FQ&O(X/S)/S) dans le groupe des S=-automorphis-

mes de X , évidemment injective. Ainsi

PROPOSITION 643. = Lc revitemont étale en groupcs J%o(X/S) = P(x/s) xY'ant
opere sur X/S a gauche, et 1'homomorphismec de groupes corrcspondant ¢

quo(x/s)/s) > hut (1)

est injectifs I1 cst mémc bijectif si S £ & sy ct si 1'inveriant j dc X/S satis-
fzit a j(S) € M! ; ot la réciproque cst vraie si S est une variété réduite a un
point,

Pour prouver que si j(S) €¢M' , 1'homomorphisme dc groupes précident est bijoc-
tif, on est ramené, en faisant le changomunt dc base S' - S avee S!' = P, au cas
ou X est muni d'une Azrstructure t cn eff2t les deux membres de l'homomorphisme
considéré s'identifient aux éléments invariants par vy dans les deux membres del'ho-
momorphisme analogue relatif a X'/S' o On peut done suproscr X &fini par un morphisme
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ft S»T, et les S-automorphismes de X correspondent alors aux u €Y tels
que U o f =f .Or 1'hypothése sur j signifie que £(S) cT' , done, comme
£(S) #B , on ne reut avoir U o £ =f que si u € A (par définition de T*' ).

On voit tout de suite que cela signifie que l'automorphisme envisagé de X/S pro=

vient de la section u™' de G (X/S) TS x y_ « Enfin la dernidre assertion, rela=

tive au cas ou S est une variété réduite 3 un point, résulte de la caractérisation
donnée plus haut des points de M!' .

REMARQUE 6.4+ - Comme 1'injectivité de 1l'homomorphisme 6.3 reste vraie encore
aprés tout changement de base S! » S , on peut dire que «QO(X/S) opere fidéle~
ment sur X/S « En vertu de 6.3, lorsque j(S) € M' , on peut méme interpréter
é%(X/S) comme l'espace analytique J&&ES(X) des automorphismes de X/S (tel que
nous le définirons de fagon générale dans un exposé ultérieur). Dans le cas général,
on peut enccre montrer que NQO(X/S) est un sous-espace analytique fermé de

AutS(X) , ce dernier espace analytique étant "fini sur S ",

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous proposons d'étudier la catégorie
fibrée &' des courbes X/S d'inveriant j tel que j(S) cM! s cu'on appel-
lera pour abréger les courbes ordinaires. Cette catégorie est donc décrite par
1'énoncé analogue & 4,1, mais ol l'espace & opérateurs T est remplacé par le

sous-espace ouvert invariant T' (pour le méme groupe 7Y ). On notera que main-

t . rd . 1 t —
tenant, T' est un fibré principal sur M' , de groupe vy —-y/Qo » Comme Yo
opere trivialement sur T , pour un fibré principal & droite P

sous Y s la
donnée d'un ye-morphisme f ¢ P - T est éguivalente & la donnée d'un y'=-morphisme

£ o3 P/Yo—-> T*

de sorte qu'on aura un diagramme commut.tif (o S = Py ) ¢

On voit sur ce diagramme que le fibré principal P' de groupe y' sur S est

bien déterminé 2 un isomorphisme unique prés par le morphisme "invariant?
j+ S 5M 3 clest 1'image inverse par j du fibré principal T!/M' . On trouve

ainsi la description suivante ¢
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PROPOSITION 6.5. - La catégorie $'(S) des courbes ordinaires sur S est

équivalente & la catégorie des triplets (j , P, (p) sy O0 j ¢t S M estun

morphisme (1'invariant de la courbe), P un fibré principal de groupe y sur

S, et ¢ un isomorphisme de fibrés principaux de groupe !

f\.,—l A
ot PA TiT(m/m)

Cette équivalence est coupatible nvec 1la formation d'images invcrsess

COROLLAIRE 6.6+ ~ Supnsons Yo = () (ce qui est le cas si g >3 ). Alors
la catégorie S'(S) est équivalente & la cntdgorie discréte (ie es ol les sauls

morphismes sont les identités) définie par l'ensemble Hom(S , M') o Cette équi-

valence est como-tible avee la formation d'imnges inverses. A fortiori, le fonc-
teur en S :

AY(S) = enscmble des classes 2 un isomorphisme prds de courbes ordinnires
de genre g sur S

est représentable & 1'aide de M!' :

Av() S Hom(s , MY .

Dans l¢ cas Y = (e) , 11 situation est donc compldtomont clarifiée par lc ré-
sultat précédente La fin de ce prragraphe n'a d'intérét que lorsque Y, £ (e)

donc en théoric des courbes, pour le genre 1 ou 2 ).
s P

COROLLAIRE 6.7+ - Soit ¢ € H1 @' , y') 1la classe du rcvétement prineipal T!
de M' o Alors on a un igomorphisme fonctoriel en S entre A! (S) et ltensemble

des couples (j , &) , avec
j € Hom(S , M') , & et (S ,Y) tels que lI’*(E) = 31%(c)

ou Y o gt S,v) - Hl (S 5 Y') est induit par 1'homomorphisme canonique

Vesy-=>yt.

En particulier

COROLIAIRE 6.8. - Si S est simplement connexe, l'aponlication canonique

A1(S) » Hom(S , M!)

est bijective.
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Le résultat suivant est également conséquence formelle de 645 @

PROPOSITION 6.9, ~ Soient X , X' deux courbes sur S , d'invariants j , j!

On suppose X ordinaire, i. e. j(S) c¢M!' . Les conditions suivantes sont équi-
valentes ¢

(1) X et X' ont méme invariant : j = j' .

(11) Tout point de S a un voisinage ouvert U tel que X|U soit isomorphe 3
XU .

(ii1) Il existe un revltement étale S' de S tel que X xg 8' et X' xg S
soient S!'=isomorphes.

(iv) Comme (iii), mais S'/S 4tant un revtement étale fini de S , qu'on reut

méme supposer fibré principal sous le rev@tement en groupes GO(X/S) .

DEMONSTRATION. = Les implications (iv) => (iii) => (ii) => (i) sont
triviales méme sans l'hypothése j(S) cM! ; il reste 3 prouver (i) => (iv)
moyennant cette hypoth&se. C'est (compte tenu de 6.5) un petit exercice sur les
revétements étales : étant dornés deux rev8tement principaux P , P! de S de

méme groupe Y , et un y'-isomorphisme
a: Py S P'/YO

(o y' = y/yo) 3 on définit un revétement étale de S , principal homogéne sous

G° =P xY Y;nt s qu'on notera «£§9§S,Y(P , P1) = S1 s et un isomorphisme de fibrés
prineipaux sur S1 t

1
1 55 2P =P xg 5y

comnatible avec 1'isomorphimme

vg
1
v
X
|97]
i)
g
i

. 3 pt
dl H PI/YO - Pl/Yo
décuit de a par image réciproque, et ayant une propriété universelle évidente

pour des changements de bass quelconques S' -+ S o Hous en laissons le d<tail au
lecteur.

CCROLIAIRE 6,10, - Soit X une courbe ordinaire de genre g sur S . Alors

la catiporie des courbes sur S localement isoaorvhes 3 X est Zquivalente 3 la

catégorie des fibrdés principaux homogénes sous le fibré en groupes G (X/S) sur
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S, ou, ce qui revient au méme 2 la catégorie des faisceaux principaux homogénes
sur S admettant pour faisceau structural le faisceau localement constant (de
fibres isomorphes 3 Yy ) des sections de G, (X/s) sur S .

En effet, en vertu de 6.3, le faisceau en question s'identifie au faisceau des
automorphismes de X sur S .

REVARQUES 6,11,

1° 11 résulte de la remarque 6.2 que le groupe Y, est contenu dans le centre
de Y » ce qui simplifie un peu certains énoncés, du fait que NEO(X/S) s'iden=~
tifie toujours au fibré trivial S x Yo * Nous n'avons pas voulu nous servir de ce
fait, qui est spécial & la théorie des courbes.

2°Cnvoi‘t dans 6,10 que si Yo;é e) , alors le foncteur A' n'est pas représentable,
car pour certains S connexes non simplement connexes, il existe pour toute
courbe "constante" sur S (et m@me pour toute courbe sur S en vertu de la
remarque précédente) des courbes de méme invariant qui ne lui sont pas isomorphes.
Cependant il résulte de 6.5, ou 6.7 que si on a en vuea la classification locale
des courbes ordinaires sur S , i. e. si on introduit le foncteur «éioc(s) de S,
dont la valeur en S est 1'ensemble des sections sur S du faisceau associé au
préfaisceau U ~~- A'(U) , on obtient un foncteur Aioc qui est représenté par
M' . Nous allons voir dans le paragraphe suivant que rien de tel n'est vral

lorsqu'on ne se borne pas & la considération de courbes ordinairess

7+ Phénoménes liés aux points fixes de Y' dans T , i. e. aux automorphismes

exceptionnels ¢ non représentabilité de A et «ﬁloc .

Corme pour le foncteur AéJ(S) introduit au paragraphe précédent, nous allons
faire correspondre au foncteur A(S) le foncteur A&loc(s) en S, ou 4§10c(8)
désigne 1l'ensemble des sections du faisceau sur S associé au préfaisceau

U ~~4(U) sur S o L'homomorphisme canonique A - hy se factorise alors de fagon
évidente en

. * A . . S <o
et le deuxieéme homomorphisme A]oc ‘ZEM a encore le méme caractére universel pour
i dans les foncteurs représentab i imé
les homomorphismes de A5, I les que celui exprimé
’ N : A 3 A ] ’ Y .
pour A dans le théoréme 4.1, corme il ré&sulte aussitdt dudit théoréme. Si donc A
Larad Lo a ]

était représentable, il en serait a fortiori ainsi de A, ', et 1'un et 1'autre

foncteur seraient recrésentés par M . En fait, nous allons voir que déja A

~loc
n'est pas représentable, et de fagon plus précise que l'homomnrphisme



723
‘&loc(s) —»’\EM(S) = Hom(S , M)

n'est en général ni surjectif, ni injectif, pourvu que T, # & & cela résultera
de 7.1 et de 7.3,

PROPOSITION 7.le - Soit t € Min « Alors pour aucun voisinage ouvert U de t ,

jl n'existe de courbe sur U dont l'invariant soit l'injection canonique de U
dans M .,

Nous allons utiliser icl le fait que les anneaux locaux de T sont intégzes

(en fait ils sont simples), et la proposition 6.1, (ii). Notons que s8'il existe

une courbe sur un voisinage U de t,d'invariant 1'injection canonique U -» M ,
on ~eut supposer (en rapetissant U ) que c'est mére une courbe munie d'une
[P-structure, done déduite d'un morphisme f : U - T o Par 1'hypothése sur 1'in-
variant, f doit &tre une section de T au-dessus de U . Soit s = f(t) s solent
A 1'anneau local de t+ dans M, B celui de s dans T

s G le stabilisateur
de s dans y' 3 on sait cu'il opére fidélement dans B qui est intégre, et que

A =B , La section f définit un homomorphisme de B dans A qui est 1'iden-
tité sur A o Or on a le lemme suivant ¢

LEMME 7.2. - Soient B un anneau intégre ou le groupe fini G opere fidélement,

et soit A = BG 1'anneau des invariantse S'il existe un homomormhisme B - A qui
induit 1'identité sur A , alors G = (e) .

En effet, soient L et K 1les corps des fractions de B , A ; on salt que
K =1° ,et G opére fidélementsur L car B c L . Un A-homomorphisme B - A dé-
finit alors var localisation un K-homomorphisme L - K , d'od K =L , d'ou
G = (e) « Du lemme résulte donc que si T admet une section au-dessus d'un voi=-

sinage de t , alors G = (&) i. 2.« te M',

Ce Qo Fo Do

PROPOSITION 743 ~ Soit + € Tin ¢« Alors il existe un espace analvtique S
(réductible, mais sans éldments mdlpotents) un a € S , deux courbes X, et X,

sur S (définies respectivement par deux morphismes fl , f2 de S dans T tels
que fl(a) = fz(a) =+t ), telles que X, et X, aient méme invariant, mais ne
soient isomorphes sur aucun voisinage U de a « De fagon plus grécise, pour tout

aorphisme ouvert h ¢t S' 5 S et tout a' € S' tels que h(a') =a , les images

inverses X'1 ’ Xé de X, , X, sur S' sont non isomorphese
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Corme le stabilisateur G d= t dans y' opére non trivialement sur le voi-

T (6.1, (ii)), on conclut facilement qu'il existe un espace
apalytique V (non singulier de dimension 1
un point b de V , et un morphisme

sinage de t dans

si ony tient, ou aussi V=T ),

fe:@ V-T
tel que f(b) =t , et que
(%) g of £f dans tout voisinage de b pour g eG sy £ £e .
Pour ceci, il suffit cqu'on ait
() rU) ¢ T;, Pour tout voisinage U de a .

On désigne par S la somme de deux copies V' , V"

de V recollées en b,
de sorte qu'on a deux morphismes d'immersion fermée

it ,in ¢ V 3 S
avec i'(V) =V' , in(V) =vr , i'(b) = i"(b) = a « La donnée d'un morphisme
f+ VT est équivalente 2 la donnée des deux morphismes

' =it sy fM =finr ¢ V 3T
soumis a4 la deule condition
£'(b) = £n(b) .

Ceci dit, on définira £, par

et f2 par

£ =f, f=gof (o ge€G, g#6) .

Les courbes X, et X, définies par f, et f, ont méme invariant

j:pof1=pof2
ot pt T »M est 1'application canonique. En effet, on a pfi = pfé y et
pfl = pf§ puisque p c 8 =p « D'autre part X, et X, ne sont pas isomorphes
au voisinage de a , car s'ils 1'étaient il existerait en vertu de 3.3 un u €Y'

tel que f2 ='Gf1 au voisinage de a o On aurait évidemment u € G , et

! = uft n = quf" e .
f2 = uf1 s f2 ufl au voisinage de a

La premiére de ces relations impliquerait u = e en vertu de (*), et la seconde
s'écrirait donec
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g of =f au voisinage de a ’

ce qui contredit (¥)- Le résultat analogue sera valable aussi aprés un changement
de base h ¢t S! S, car h étant ouvert, si on avait (f2 h) =E(f1 h) au
voisinage de a' , on en conclurait f2 ='Efl au voisinage de a (du moins pour
les applications ensemblistes sous~jacentes & ces morphismes, ce qui revient au

méme si S est sans éléments nilpotents), comtrairement & ce qu'on vient de voir.

On a cependant un résultat positif quand on se borne aux espaces analytiques S
dont les anneaux locaux sont integres

PROPOSITION 7.4+ -~ Soient S un espace analytique dont les anneaux locaux sont

intégres, X1 et X2 deux courbes sur S , jl et 32 leurs invariants. Les
conditions suivantes sont équivalentes ¢

(1) X, et X, ont méme invariant ¢ 3y =3

(ii) Xl et Xé sont localement isomorphes au-dessus de S o

(iii) T1 existe un revétament étale S' » S tel que X{ = X, xg 8' et
Xé = X2 *g 3! soient isomorphes.

(iv) Comme (iii), mais S' étant un revdtement principal de groupe y x Y e

Comme pour 6.9, il suffit de prouver (1) => (iv). On prendra
St =~13’(X1/S) x P(X,/5) ;

les images inverses Xi et X& sont alors munies de P-structures naturelles, et
notre assertion résulte de la suivante ¢

COROLLAIRE 7.5. ~ Soient Xl ) X2 deux courbes munies de Agrstructures sur un

espace analytique S réduit (i. e. sans éléments nilpotents) & composantes connexes
irréductibles. Pour que les courbes X1 et Xé (8ans leur Agrstructure) soient

S~isomorphes, il faut et i1 suffit qulelles aient méme invariant.

En effet, ces deux courbes sont définies par des morphismes f1 ’ f2 t S -7,
et 1'hypothése sur l'invariant signifie que pfl = pf2 o Pour montrer que Xl et
X2 sont isomorphes, on peut supprser S connexe non vide, donc irréductible. On
est donc ramené en vertu de 3.3 & montrer qu'il existe un u € y tel que

£, =1 o f, o Soit a wun point de S ; alers fl(a) et fz(a) sont congrus

mod Yy , donc en remplagant au besoin f, par un morphisme 'Efz » on peut déja

supvoser fl(a) = f2(a) =t . Comme S est irréductible et T sérard, il suffit
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de trouver un u dans le stabilisateur G de t dans Yy tel que £, ==Gf1 au

voisinage de a , car alors cette relation sera vraie partout. Mais cela nous

raméne & une question d'algébre locale, ot il suffit d'appliquer le lemme suivant @

LEMME 746+ = Soient A un anneau intégre, B un anneau muni d'un groupe fini

G d'automorphismes, B' 1l'anncau des invariants de G , u, et u, deux homo-

morphismes de B dans A induisant le m@me homomorvhisme de B! dans A « Alors
il existe un g € G tel que w, =0, 0 g e

Soient Py Py les idéaux premiers de B noyaux de u u, i1ls induisent
un méme idéal premier p sur B' . Considérons les corps de fractions
4
LysLy s L, K de B/pl,B/pz,B/p,A.Alors Lo,L
sions de L , et on a des K-homomorphismes

5 2 K sont des exten-

'+ L K i= 2
ui 3 - y 1 1 »
induits par Uy o0 U, e I1 est connu qu'il existe alorsun g € G tel que

g(pl) = p, » définissant donc un K-isomorphisme g' ¢ L, 5L, , et tel que

1 = ! t
112 u.l g .
Comme A est intégre, donc plongé dans son corps des fractions K , on en

conclut W, =u) 0 g,

Ce Qo Fu Da

REMARQUES 7.7,

1° On a utilisé dans la démonstration de 7.5 le fait que T est séparéd : alors
deux morphismes d'un espace analvtique S réduit (i. e. sans &1dments nilpotents)
dans T , qui coincident au voisinage d'un point, coincident sur un sous-ensemble
analytique fermé de. S contenant ce voisinage. (savoir 1'image inverse par
(fl ’ f2) t S»TxT de la diagonale de T x T , qui est un souns-cspace ana-

lytique fermé)e Si done T est irréductible, on aura fl = f2 .

2° On peut montrer que si Xl ’ X2 sont deux courbes sur S 4 et s e S est
tel que pour tout quotient A de. l'anneau local OS de s par une puissance de
1'idéal maximal, les courbes Xi o 3' sont isomorvhes, ou S' est lc sous-espace
analvtique de S (& éléments nilpotents, et rdduit au point s ) défini par A ,
alors X1 et X2 sont isomorphes au voisinage de s « On conclut donc de 7.3 que

pour tout J € Min » i1l existe un anneau local & de rang fini sur C et deux
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courbes Xl s Xé sur A , ayant méme invariant, se réduisant suivant j , mais
non isomorphes. Dans le cas g =1 des courbes alliptiques, on peut expliciter

des exemples trés simples pour les deux valeurs exceptionnelles de l'invariant,

A étant l'anneau des nombres duaux sur C .
~oNe

8, Changement de foncteur rigidifiant.,

Nous allons considércr des foncteurs rigidifiant P, Q , etc, sans supposer
AN AN

a priori connue l'existence des espaces modulaires correspondants TP ’ TQ s etce

NN AN

Soit P un foncteur de la catégorie fibrée des courbes de genre g dans la
catégorie des revétements principaux de groupe donné Y . Soit Y -» A un homomor-

phisme de groupes. Pour toute courbe X de genre g sur un espace S , considé-

rons le revétement principal associé ¢
Q(X/s) = P(X/S) xy A .

Pour X/S variable, on trouve ainsi un foncteur de la catégoric fibrée des
courbes de genre g dans la catégorie des revitements principaux de groupe A .

On veut comparer les propriétés de AEL et de «9,‘ Soit v 1le noyau de 1'homomor-
phisme Yy = A o

PROPOSITION 8.1s =~ Supposons que P soit rigidifiant, et que TE, existe. Pour
que Q soit rigidifiant, il faut et il suffit que v opérc librement sur T
(ieeo que gev, g#e implique que g est sans point fixe)s S'il cn cst
ainsi, T, oxiste, et on a un isomornhisme canonique d'espaces analytiques a

groupe d'opérateurs ¢

On veut exprimer que pour toute courbe X de genre g sur unec base S , tout
S-automorphisme de X qui induit 1'identité dans Q(X/S) est 1'identité. La
question étant locale, on peut supposer que X est muni d'une P-structure, donc
défini par un morphisme f ¢ S ->TP s et S connexe # @ « Par suite 1'automor-
vhisme envisagé est défini par un &l&ment u de Yy tel que f = uf . Comme
L(X/8) est trivialisé, il,en est a fortiori de méme du fibré associé G(X/S) ,
qui s'identifie donc & S x A ; on vérifie que 1l'automorphisme de ,ggx/S) déduit
du S-automorphisme considéré de X n'est autre que la multiplication & gauche

dans S x A par l'image de u"l dans A« Dire que c'est 1'automorphisme



728

identique, signifie donc que cette image est 1'élément neutre, ie. ee que u e v .

On veut donc que pour tout morphisme f d'un espace analytique connexe S # O

dans TP , et tout €lément u du noyau v tel que f =uf , onait u=e . I1

cst évidémment suffisant pour ceci que v opére librement sur TP s et c'est aussi

nécessaire comme on voit en prenant pour S une variété réduite 8 un point.
Supposons donc cette condition rempliee. Alors le quotient TP/% = TP *Y(Y/$)

b ad

existe, donc aussi 1l'expression

TP &Y A= (?E(V) X(Y/$)K

(puisque x/v -» A est injectif, de sorte que le dernier membre est isomorrhe i

la somme directe de NIm Y/$ copies de TP/b )e On vérifie de plus immédiatement
sur cette description le fait suivant ¢ soit” P un espace analytique ou Y opére
a droite de telle fagon que +v opere librement, et soit f ¢ P ->TP un morphisme
d'espaces analytiques compatible avec les opérations de Y ; considérons le dia-

gramﬁe de morphismes correspondants ¢

T, ————T_ % A

L Y
f T Tf’x A
Y
P P KY A =Q s

" ol les morphismes horizontaux sont les mornhismes canoniques. Ce diagramme est

cartésien, i+ ce.définit un isomorphisme de P avec le produit fibré de TP ot

’ ’ . s .
p XY A sur TP x A o En effat, décomposant l'opération xY A en deux operations
intermédiaires comme ci-dessus, on est ramené aux deux cas suivants 3

1° Yy » A a8t purjectif, auquel cas c'est une assertion bien connue pour des
fibrés principaux (tout S-morphisme de fibrés principaux de méme groupe struc-

tural et de base S est un isomorphisme) ;
2° Le morphisme Yy - A est injcctif , auquel cas la vérification est triviale.

Ceci posé, en vertu de 4.1, il résultc de la propriété universelle de TP que
la donnée d'une courbe X de genre g sur unc base S dquivaut 2 la donnde d'un
revétement principal P de S de groupe Y, et d'un morphisme f ¢ P T
compatible avec les opérations de Y . Avec cette description de X , i%fx/éjv

n'est donc autre que Q =P x, A, et f induit un morphisme naturel

Y
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g Q-—)TPXYK

compatible avec opérations de A. En ve;;; de la remarque faite plus haut, on ré-
cupére (2 un isomorphisme unique prés) le couple (P , f) 2 partir du couple

Q, g) » puisqu'on récupére d'abord P en tant qu'espace analytique comme un
produit fibré, en mme temps que la fléche f : P - T, et la fléche P-Q,

d'ou la fléche composée P - Q - S ; d'autre part, les opérations do Y sur P

se récupérent également, si on ticnt compte du fait que Yy opére par automorphismes
sur le diagramme cartésien considéré (ses opérations sur Q et TP x. A dtant
définies via les opérations de A , gréce & y - A ), done les Opé¥étions sur P

se déduisent par transport de structure des opérations sur les autres sommets du
carré. Enfin, si on part d'un espace fibré principal Q sur S de groupe A,

et d'un morphisme g ¢ Q a.TP x A compatible avec les opérations de A, le
couple (Q , g) provient bien d'un couple (P , £) par la construction précédente.
Pour ceci, on construit P (comme espace analytique & groupe d'opératcurs A )
comme un, produit fibré a partir de g ¢ Q a»TP x A et du morphisme canorique
3R‘+‘EEJXY A 3 c'est un petit exercice de vérifier (comvpte tenu que v opére
librement sur TP et A opére librement sur Q ) que Y opére alors librement

sur P, et que le morphisme P - Q définit un isomorphisme P x_, A -Q o Cela

implique que P est un revétement principal de Q/A =38 s ct achéve la construc-
tion,

En résumé, on voit que la donnde d'une courbe % de genre g sur S équivaut ~
3 la donnée d'un revétement rrincipal Q de S de groupe A, ¢t d'un A-morrhisme
gt Q-Tpx A=TF , cette description Stant d'ailleurs compatible avec la for-
mation d'{ﬁéges inverses. De plus, dans cette descriptionde X, NQKX/S) n'est
autre que Q o Cela dit, une Q-structure sur X n'est dome pas autre chose qu'une
scction de Q sur S, i. ee unc trivialisationde Q sur S, Q@ =Sx A . La
donnée d'une courbe de genre g sur S nmunie d'une :&:structure est donc équi-
valente 2 la donnée d'un A-morvhisme S x A »T' , ou ce qui revient au méme d'un

merphisme de S dans T® . Cela montre bicn que T! représente le foncteur ~%9~’
et achéve la démonstration.

COROLLATRE 8,2. ~ Pour gue Y opere rroprement sur T il faut ot i1 suffit

P’
que A opere propremcnt sur TQ . ~
Cela résulte facilement de 1l'expression donnée de T, en termes de T

Q p*

~A ~re
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PROPOSITION 8.3. = Supposons que Q soit rigidifiant. Alors P est rigidifiant.

~

si de plus T, existe, Ty existe également, et ecst isomorphe & 1'image inverse

de la section marquée de mXQ/T ) par le morphisme canonique de P()b\/l‘ ) dans
ce revétement.

La premiére assertion est triviale, puisque tout automorphisme d'une courbe de
genre g sur S, qui induit 1l'identité sur ,E\(,X/S) induit aussi 1l'identité sur
MSX/S) P(x/8) x o Supposons de plus que T_ existe. Une courbe X de genre
g sur S munie d'une P-structure, peut s'interpréter comme une courbe de genre
g sur S munie d‘une Q-structure (savoir 1'image de la section marquée de
P(X/S) dans Q(xt/s) ), soit X' , plus une section qu sous-fibré P'(X'/S) de

3\'( X1/s) s image inverse de la section marquée de Q(X'/S) « Or la donnée de X!

S,\

’

équivaut & la donnée d'un morphisme f : S =T, , ct alors P1(X'/s) n'est autre
que l'image inverse par f du revitement Ry (ﬁﬁgj de T&. Donc la donnée
d'une section de P'(X!/S) sur S équivaut & la donnée d'un morphisme
g S P'(XQ/I‘Qj\Nqui releve f . Mais la donnde d'un tel couple (f , g) est
évidemment équivalente 2 la donnée d'un morphisme quelconque g ¢ S 43:(%\(/'1‘ ) .
Cela prouve la proposition,

PROPOSITION 844. ~ Soient P et Q deux foncteurs rigidifiants quelemngues
relatifs aux groupes Y, A . Si TP cxiste, il en cst de mbme de Tq + 51 de plus
Y opére propremecnt dans TP , alors A opére proprement dans T. e

Q *
On considére le foncteur

P x Q : X/s MESX/S) ;S%X/S)

de la catégorie fibrée & dans la catégorie fibrde des revdtcments principaux
de groupe yxA o Il est évidont qu'il est rigidifiant, " qu'on a, avec les

notations introduites plus haut s

PY(PxQ)/ \ &:(’\}”ngg/y .

AN AN ANy

Si TP existe, alors en vertu de 8.3, TPxQ existe, donc zn vertu de 8.1, T

existe. La dernidre assertion se prouve de méme en utilisant lc corollaire 8.2.

PROPOSITION 845 = Supposons qu'il existe un foncteur rigidifiant F relatif a

un groupe Y , tcl que TP cxiste, et que Y y opérc proprcnent. Supposons de
plus M = TB/Y connexe., Alors il existe un foncteur rigidifi.nt P, tel aue T,
AN M
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(qui existe en vertu de 8.4) soit connexe et simplement connexee Un tel fonctecur

rigidifiant est défini 2 un isomorphisme (non unique) pres.

Soit T! une composante connexe de T, , et soit ¥' le sous-groupe de Yy
qui la stabilises Pour une courbe X de genre g sur S, roprésenté par un
couple (P, f) comme dans 4.1, soit P'(X/S) = P le sous-enscmble de P = F(X/S)
image inverse de T‘P par f o Comme M = TP est connexe, on voit que tout voint
de TP est congru Tod y & un point de TV, d'ol il résulte que tout point de
P ST congru mod y & un point P' . Il en résulte facilement que P' est un
revotement prineipal de S de groupe y' . Soit TO un rovitement universel de
T' et soit Yo le groupe opposé du groupe des automorphismes v de l'espace
analytique T0 qui sont compatibles avec un automorphisme u (dépendant de v )
provenant de Y' o (On sait que Yo est une cxtension de y' par lc groupe des
T!wautomorphismes de To i+ ee le groupe fondamental n de T! )e Soit

ft ¢ P' »T' 1c morphisme induit par f , et posons
/a) — pt
EQ(X/S) = P'(X/8) xp, T .

Le groupe Yo opére par transport de structure sur lec produit fibré Po s ct
comme Yy' opére librement dans P' , on voit immédiatement que Yo opére libre-
ment sur P, et on aura P' = Po/n dtol S = PO/QO s de sorte que Po cst un
revétement principal de S de groupe Yo * On peut d'ailleurs considérer
P =ESX/S) comme associé i Po =~1:0(X/S) grice & 1'homomorphisme composé
Y, @ Y! » Y « Notre construction est d'ailleurs fonctorielle en X , et compatible
avec la formation d'images inverses. Ainsi «,Iio devient un foncteur de la catégorie
fibrée f‘N dans la catégorie fibrée des rev@tements »rincipaux dc groupe Y

o
Comma P est rigidifiant, il en cst a fortiori de méme de ’VI:O o Utilisant 8,3,

on vérifie facilement que Tﬁo est isomorphe 2 To s donc est connexe et simple-
mcnt connexes Pour la propriété d'unicité, on note qu'en vertu de 4.2 et 8.1
tout autre fonecteour rigidifi~nt 9 est défini & 1'aide d'un homomorphisme de

groupes Yo ~>Y; par
«El :»\130 xyo Yl

(le noyau de vy - Yy, devant opérer librement dans T )e On voit sur 8.1, que

0 1 Lo
'1;‘31 est comnexe si ct seulcment si 1'homomorrvhisme Yo * Y est surjecctif, ot
qu'il est de plus simplemcnt conncxe si ot sculement si, de plus, le noyvau cst ré-
duit & 1'élément neutre, ie. e. si 1'homomorphisme est un isomormiismce D'ol

1'unicité annoncéce.



REMARQUES 846

1° Nous verrons que pour un entier n asscz grond, lc fonctcur fibrant de

Jacobi d'échelon n défini dans le paragraphe 2 est rigidifiant, et nous construi-

rons l'espace modulaire correspondant, appelé "cspace modulaire jacobien d'échelon
n pour les courbes de genre g" « Comne il correspond 3 un groupe fini
sp(2g 4 Z2/nZ) , ce groupe opére évidemment provrement. Il risulte alors de 8.4

que l'espace de Teichmiiller existe et que le groupc de Tcichmiiller y opérc pro-
vrcment o

2° La théorie transcendante classique montrc que 1l'espace de Teichmiller est
un cspace topologique contractile, a fortiori connexe et simplement zonnexec. Donc
1l'espace de Teichmiiller peut se caractériser, indépendamment de la notion de
"structure de Teichmiiller", grice & 8.5. Le méme phénoméne (contractilité de
1'espace modulaire défini 2 la Teichmiillor) se reproduit d'ailleurs dans la
théorie des familles de tores complexcs, ou des familles de variétés abélicnnes

polariséese. On peut se demander si ces analogies sont fortuitcs ou none

3° La d<finition d'unc structure de Teichmiiller, tclle qu'ellc est donnée dans
22, ne se traduit pas teclle quelle cn géométrie algébrique abstraite. On peut
cependant, grice & un théoréme de NIZLSEN, montrer 1'équivalence de la notion de

structure de Tcichmiillor sur unc courbe de genre g (de base un point), ct de la

donnée d'un systéme dc géndératours "privilégié" de son groupe fondamental (comme
il a été expliqué dans un exposé antéricur). Sous cette forme, la définition peut
s'adapter 2 la géométrie algébrique abstraite, et devra sans doute 8tre utilisée

pour la construction de schémas de modules divers sur l'anneau des cnticrs.
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