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7-01

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

I. DESCRIPTION AXIOMATIQUE DE L’ESPACE DE TEICHMÜLLER
ET DE SES VARIANTES

Séminaire Henri 
13e 19~60% 1 ~ n° 7-8

19 1960
et 9 janvier 1961

INTRODUCTION. - Notre objet, dans le présent exposé et dans les exposés ultérieure
est le suivant :

(a) Dégager un mécanisme fonctoriel général pour une théorie globale des modules.
De peur d’effrayer les auditeurs par une débauche de catégories abstraites, nous

coençons par un cas typique, indiqué dans le titre de cet exposée Il semble que
même dans le cas des familles de courbes elliptiques, le formalisrae auquel on

arriva n’a pas été bien explicité dans la littérature.

(b) Dégager "la bonne formulation" d’un certain nombre de problèmes de "modules"
dans le cadre des espaces analytiques. Pour l’instant, on ne peut guère faire mieux,
dans les cas généraux, qu’ avancer des conjectures de théorèmes d’existence raison-

nabl e s .

(c) Donner, moyennant des hypothèses convenables de "projectivité" pour les mor-
phismes envisagés , des théorèmes d’existence utilisables pour les problèmes en-

visagés dans qui incluront en particulier le théorème d’existence pour l’es-

pace de Teichmüller.

(d) Chemin faisant, la nécessité deviendra manifeste de revoir les fondements
de la Géométrie analytique, en s’inspirant de la théorie des schémas. En particu-

lier, il importe d’admettre des éléments nilpotents dans les anneaux locaux des

espaces analytiques. Ce n’est qu’à cette cond tion que les théorèmes peuvent s’énon-

~sr simplement et dans toute leur force.

1. La catégorie fibrée des "courbes de genre g " au d’espaces analytiques

variables.

Dans cet exposée nous admettrons provisoirement la notion analytique
qui sera défini avec la généralité qui convient dans le prochain En atten-

dant, tous les énoncés resteront vrais (mais seront moins forts) en prenant ce



terme dans le sens ancien de SERRE ; la plupart eeront vraie aussi en eo limitant

à des variétés complexes.

Un e space analytique au-dessus d’un e spa ce analytique S est, conformément aux

définitions générales dans les catégories, un espace analytique X muni d’un

morphisme f : X .~ S . Ils forment une catégorie de façon évidente, pour S 

soit  . Si on a un morphisme

on en déduit un foncteur

appelé ’’foncteur changement de base", de AS dans A~, . Il a des propriétés évi-
dentes de transitivité, explicitées dans ~3~ ~ et [5].

Un espace analytique X est dit simple au-dessus de S si, pour tout point

x il existe un voisinage ouvert V de x et un voisinage ouvert U de

s = f(x) , tel que V soit au-dessus de et soit U-isomorphe à un produit
U où C est une Variété complexe. Si, de plus, f est propre, on obtient la

notion de "famille complexe de variétés complexes" de Kodaira-Spcncer, mais sans

restriction de non-singularité sur la base. Nous n’adopterons pas la terminologie

"f am.illes"~ trop pesante.

Une "courbe (algébrique) de genre g 
" nu-dessus de S définition, un

espace analytique X sur S ~ propre et simple sur S , et dont les fibres (qui
sont donc des vériétés complexes compactes) sont connexes, de dimension complexe

1 , et de genre g . On peut donc les considérer comme des courbes algébriques de

genre g ~ d’où la terminologie. De plus, nous conviendrons dans tout cet exposé
que g  1 , et lorsque g = 1 , nous sous-entendons dans la notion de "courbe (le

genre g = 1 au-dessus de S "~ la donnée d’une section do ~L au-dessus de S

(par quoi nous entendons évidemment : section e. ~~n 

s : S - X tel que fs = idS ). Nous considérons les courber de r 

do S comme une catégorie JS dont les morphismes sont les 

astreints dans le cas g = 1 à transformer la section marquée on la section marquée.

Un changeant de base SI -+ S transforme une courbe de genre g au-dessus de

S en une courbe de genre g au-dessus de 3’ (en convenant, pour g = 1 , de
prendre comme section marquée l’image inverse de la section marquée) . De cette fa-

les de genre g sur des espaces analytiques variables forment une

catégorie fibrée 5 .



Le but de la théorie est d’en déterminer la structure de façon simple, à une

"équivalence de catégories fïbrée s" prés. ’

Soit A(S) l’ ensemble des classes, à un isomorphisme près, d’objets de JS,

i. e. de courbes de genre g au-dessus de S. C’ est ! pour S variable, un foncteur con-
travariant de la catégorie des espaces analytiques dans le catégorie dos ensembles :

Si aucun objet de n’ avait non triviale la catégorie S~
serait connue, à une équivalence près, par la connaissance de 1’ensemble A(S) ;
et si cette condition était vérifiée pour tout S ~ la catégorie fibrée S serait

connue à une équivalence près par la connaissance du foncteur A . Si de plus A

était un foncteur représentable, i. e. isomorphe à un foncteur de la forme 3 

Hom(S , M) ,où M est un objet convenable de (xn~ ~ alors la catégorie fibrée
S serait connue à une équivalence près par la donnée de cet objet On peut

appeler une telle catégorie fibrée une "catégorie fibrée représentable".

En fait, les courbes de genre g peuvent avoir des automorphismes non triviaux,
donc S n’est pas une catégorie fibrée représentable. Nous verrons plus tard (§ 7)

que l’ existence de tels automorphismes empêche de même le foncteur A d’être repré-
sentable.

Pour arriver à une théorie satisfaisante, il faut donc éliminer les automorphie-
mes dos structures considerées, par introduction de nouveaux éléments de structure,

ayant pour effet de rendre "rigide" la structure initiale.

2. Elimination dos automorphismes ? le foncteur P(X/S) et ses variantes. 

tures de Teichmüller, de Torelli, de Jacobi. 

Nous prouverons ultérieurement le résultat suivant (qui est bien p:!,as que ce

qu’ il faut pour donner un sens aux définitions qui vont suivre) :

2 .1. -~ Soit X une courbe de g espace analytique
s . Alors -X est un fibré topologicue localement trivial sur S .

La question étant locale S , il suffira par la suite de prouver que

tout point de S a un voisinage ouvert tel que xf ~T est isomorphe à l’image in-
verse d’une courbe de genre g au-dessus d’une variété complexe M par un morphisme

effet, on sait qu’une "famille complexe de variétés paramé-
trée par une variété, est localement triviale du roint ;.me torologique.



Ce résultat, une fois admis, nous permet de construire divers revêtements prin-

cipaux de S , De façon générale! soit X un espace topologique fibre localement

trivial sur un espace topologique S ~ de fibre Co un complexe simplicial fini.

Soit G le groupe des homéomorphismes de C 0 sur modulo la relation

d’homotopie pour les applications continues. Plus généralement, si C ~ Ci sont

deux espaces topologiques, désignons par l’ensemble des homéomorphismes
de C sur module IL’ homotopie des applications continues ; ainsi les élé-

ment s des ensembles ’C’ ) se composent de façon évidente, et G n’est autre

que I(Co , C! ) . Si .’ est homéomorphe a Co , alors I(Co , C) cst de. façon
évidente un ensemble principal homogène de groupe G , Revenant à X , on voit

alors que l’ensemble réunion des I(C , X) pour où X ost la f ibre
" "o"s s

de X en s ~ est muni de façon naturelle d’une structure de revêtement prin~
cipal de S ~ de groupe G 9 dont la description par changements de cartes e; t

laissée au lecteur. Soit R(X/S) ce revêtement principal de groupe G. On voit

alors que pour C o fixé, l’opération a les propriétés suivantes :

(i) Elle est fonctorielle en X pour S fixé;

(ii) Elle ost compatible avec le passage aux images inverses de fibrés.

Notons aussi que le groupe G opère sur les groupes d’homologie et de cohomo-

logie de Co; prenant les fibres associés sur S au revêtement principal
X/S) et aux opérations précédentes, on trouve précisément les systèmes locaux
de l’homologie et de la cohomologie dos fibres de ~~S . Dans ces considérations,
le groupe de coefficients était arbitraire. 

’

Dans le cas où C est l’espace topologique s0us-jacent d’une courbe de genre
g (donc une surface topologiquc compacte de genre g ), il est connu que le groupe
G s’applique sur le groupe dos autosorphismcs du Z) = Z , d’où- q - ~ ..~ _ ~ o > 

~~~ >
dans G un sous-groupe d’indice w , formé dos classes d’ rr£, scrvs,r,t

l’orientation, soit Y . La donnée d’un système continu d’orientations sur les fi-

bres de X est donc équivalente à la donné: d’une du 

pal de S j, do groupe Z/2Z , associé à R(X/S) , ou encore a une restriction du
groupe structural de G à Y . Il on résulte donc un principal sur S

de groupe 03B3 , que nous notorons P(X/S) .

Soit Co une courbe algébrique d,; g . On 

groupe de Teichmüller pour Co , ci on le groupa des classes (à une

honotopie d’applications continues près) d’homéomorphismes de C sur 



préservant l’orientation. Si X est une oourbo de genre g au-dessus d’un espace

analvtique, on appelle revêtement de Teichmüller de S associé et on notera

P(X/S) , l’ensemble des classes (à une homotopie d’applications continues près)
d’homéomorphismes préservant l’orientation de Co sur les fibres X s de X sur

S , cet ensemble étant considéré de la façon explicitée plus haut comme un revôte-

ment principal de S ~ de groupe y opérant à droite.

C’est a priori un revêtement torologiquo, mais nous pouvons le considérer aussi

comme l’ espace sous-jacent à un espace analytique au-dessus de S également noté

p(X/S) , défini à un isomorphisme près par la condition que la projection structu-
rale soit un isomorphisme local. Le groupe y opère alors par S-automorphismes
de l’espace analytique P(X/S) . (Cf. un exposé ultérieur) .

La formation de satisfait aux conditions suivantes :

~i~ Pour S fixé, elle est fonctorielle en 

(ii) Elle est compatible avec le passage aux images inverses,

(iii) Tout automorphisme d’un X qui induit l’identité sur P ( x~S ) ~ est

l’identité.

Les conditions (i) et (ii) résultent trivialement des sorites, la condition (iii)
sera vérifiée dans un exposé ultérieur. (C’est ici que la convention spéciale pour
g = 1 est nécessaire).

DEFINITION 2.2. - On appelle structure do Teichmüller sur une courbe X de genre

g au-dessus de l’espace analytique S ~ toute section du revêtement de Teichmüller

p(X/S) au-dessus de S.

Ici d’ ailleurs, il y a correspondance biunivoque entre sections topologiques, et

sections d’espaces analytiques. Comme y opère à droite sur P(~/S) ~ il opère à

droite sur l’ensemble des structures de Teichmüller. Si S est connexe non vide,
et si l’ ensemble des structures de Teichmüller sur X/S est non vide, c’est un

ensemble principal homogène dont le groupe est le groupe de Teichmüller y . Une

courbe de genre g au-dessus de S , munie d’uno structure de Teichmüller, est

appelée une courbe de Teichmüller (de genre g ) au-dessus de S .

Les courbes de Teichmüller de genre g au-dessus de S fixé, forment une caté-
gorie pour la notion évidente de S-isomorphismc de courbes de Teichmüller. En
vertu de (iii) (et compte tenu du fait qu’un S-automorphisme d’un revêtement
principale qui laisse fixe une section, est l’identité), on voit qu’un automorphisme



d’une courbe de Teichmüller est l’identité Grâce à (ii), on a aussi une notion

d’image inverse d " une courbe de Teichmüller au-dessus de S par un morphisme

S’ ~ S . Ainsi, les courbes de Teichmüller de genre g forment une catégorie
fibrée sur la catégorie des espaces analytiques.

Les développements qui vont suivre, à commencer par le théorème principal d’exis-

tence, n’utilisent que les propriétés (ii), (iii) de l’opération P(X/S ~ .
D’autres opérations ayant les marnes propriétés sont également utilisées par les

géomètres. Posons à titre provisoire la

DÉFINITION 2.3. - Soit y un groupe discret. Supposons donnée pour tout espace
analytique S ~ un foncteur (covariant) de la ca,tégorie ~ S des courbes de genre

g au-dessus de S dans la catégorie des revêtements principaux de S do groupe

y J soit X/S P(X/S) , et des isomorphismes de compatibilité pour le changement
de base , de façon à obte ..° un fonction cartésien P (cf. i 5]) de la catégorie
fibrée des courbes de genre g dans la catégorie fibréo des revêtements principaux
de groupe y d’ espaces analytiques o On dit P est un foncteur rigidifiant si
~~~ , , -- -,~-..,N . t..-... ,- , ..-..

la condition (iii) ci-dessus est vérifiée, i. a. si tout automorphisme d’un objct

qui induit l’identité dans est l’identité.

REMARQUE?. n -Les conditions un peu vagues (i) et (ii) signifient on réalité qu’on
précis qui est explicité dans ~5~ . Noter

aussi qu’on aura à considérer dans d’autres contextes des fondeurs rigidifiants

plus généraux, car il n’est pas toujours possible de "rigidifier" par des 

iv e. en fixant des suppléments de structure de naturo essentiellement dis-

crète c La possibilité de le faire ici tiont au fait qu’ une courbe algébrique de

genre g d’automorphisme infinitésimal non nul (qui pour g = 1 respecte

le ’point i. c r s’annule en ce point).

Si on donné un fondeur rigidifiant P (pas nécessairement le fondeur de

Teichmüller), on peut définir la notion de P-structure sur une courbe de genre

g au-dessus de S comme étant une section de de S. Les

remarques ci-dessus pour le cas du fondeur fibrant de Teichmüller restent valables

manifestement dans ’Le cas général. Ainsi, les courbes de g munies d’une

P-structure, ou P-courbes, forment une catégorie fibrée, notée , au-dessus de
la catégorie des espaces analvtiques. Un objet de , i.e. une courbe au-dessus

S munie d’une P-structure, n’a pas d’automorphisme non trivial.



Il reste à dnnner quelques exemples. De façon générale, soit P un foncteur

rigidifiant relatif 2 un groupe ~r ’ et considérons un homomorphisme de groupes

Y -~ y’ . Pour toute courbe X de genre g au-dessus d’un espace analytique S ~

posons

Il est immédiat que de cette façon on obtient un foncteur fibrant de la catégorie
fibrée des courbes de genre g dans la catégorie fibrce des revêtements prin-
cipaux de groupe Lorsque le noyau de l’homomorphisme Y -~ y’ est assez

petit, ce sera également un foncteur rigidifiant (cf. § 8). Dans les deux exemples
suivants, P sera le foncteur rigidifiant de Teichmüller, donc y le groupe de

Teichmüllor. Nous montrerons au paragraphe 4 que tout fondeur rigidifiant peut

d’ailleurs se déduire de cette façon du foncteur rigidifiant de Teichmüller.

Le groupe y opère de façon évidente sur H~ (C. o , Z) , et il laisse d’ailleurs
fixe la "forme intersection" sur ce groupé ’abélien libre de rnng 2g. Cette forme

est une forme alternée non dégénérée sur Z , comme il résulte de la, dualité de

Poincaré. Prenant une base dans le H- ? on trouve donc une représentation

d’où un foncteur fibrant

__ 

J 
__ __

~(X/S) est aussi le revêtement principal associé au système local dos

H (X ~ Z) ~ considéré comme système local en groupes abéliens libres de rang g

munis d’une forme alternée non dégénérée sur Z , On peut aussi remplacer le

groupe dE coefficients Z par Z/nZ , où n est un entier? d’où un fondeur

fibrant

relatif an groupe fini qui se déduit du précédent par "réduction
mod n ". Nous prouverons par la suite :

LEMME 2.4. - Il existe un entier ri > C tel que le foncteur fibrant P soit

ri nidifiant.

Cela impliquera a fortiori que le fondeur fibrant P’ , et à plus forte raison
lo fondeur fibrant P de Teichmüller, est rigidifiant.

~~B~ 
.



Le foncteur P’ introduit ci-dessus pourrait s’ appeler lv fonot.QU1’ fibrant de

Torelli, et P le foncteur fibrant de Jacobi d’échelon n.

Il semble que SERRE puisse montrer, on utilisant la théorie des

anneaux d’endomorphismes des variétés abéliennes, que Pn rigidifiant dès

que n ~, 3 .

3. Le théorème fondamental d’ oxistence : l’ espace de Teichmüller et ses variantes.

Opérations de y sur T .

Par la suito, nous supposons fixé le genre g ~ 1 ~ et un foncteur rigidifiant
P relatif a un groupe discret y . Il lui correspond donc ia catégorie fibrée
3~ dos P- courbes algébriques au-dessus d’espaces analytiques variables. Nous
avons fait ce qu’il fallait maintenant pour avoir une "catégorie fibrée représen-
table". De façon précise, nous prouverons dans un exposé ultérieur :

THÉORÈME 3.1. - Il existe un espace analytique T , et une P-courbe algébrique
V au-dessus de T , qui soient universels au sens suivant : pour toute P-courbe

algébrique X au-dessus d’ un espace analytique S J il existe un morphisme et
un seul g de S dans T , tel que X soit isomorphe (avec sa P-structure ) à

1~ image inverse par g de V/T .

Bien ontondu, T ot V sont déterminés à un isomorphismo unique près par cette

condition. On peut aussi exprimer ce théorème en introduisant le fondeur con-

travariant en l’espace analytique S :

Ap (S) = ensemble à un près d’objets de FPS

L’énoncé 3.1 signifie que ce fondeur est représontale, of. [4].

3~~. ~

1° Nous prouverons -m n$me que T un et est

une variété complexe~ do dimension 3g - .3 ~n chacun d~ pos Doints si g ~ 2 ~
de dimension 1 si g == 1 

2° Lorsque P est le fondeur rigidifiant de Teichmüller, l’espace T introduit

ci-dessus s’appelle l’espace de Teichmüller pour l.js courbes de genre g . On dé-

finit de même 1’ espace (le Torelli et l’espace de Jacobi d’échelon n ( n entier

assez grand). On peut montrer que l’homomorphisme naturel du groupe de Teichmüller
dans le groupe Z) est surjectif, d’où il résulte que les espaces de



Torelli et do Jaoobi sont des quotients do l’espace do Teichmüller par dos sous-

groupes du groupe de Teichmüller, opérant libremant sur l’espace de Teichmüller

(ci. § 8). Il est d’ ailleurs facile (le vérificr, utilisant au besoin un exposé de

BERS [1], que l’espace introduit axiomatiquement ici (s’il existe, ce que nous

prouverons), est isomorphe à l’espace de des analystes. Il en ré-

sulte que l’espace de Teichmüller est homéomorphe ; une boule, et par suite con-

tractile, en particulier connexe et simplement connexe. A fortiori, les espaces
de Jacobi de tout échelon sont connexes, ainsi que l’espace des modules M in-

troduit au paragraphe 5 comme un espace quotient do de Teichmüller. Il

semble qu’il n’existe pas à l’heure actuello de démonstration par voio algébrico-

géométrique, même du fait que l’ ospace dos modules ost connexe, (qui 
prète en géométrie algébrique en disant que deux courbes algébriques de mcme

genre g font partie d’une famille de courbes algébriques paramétrée par une

variété algébrique connexe).

3° Il semble qu’on doive pouvoir montrer très élémentairement que la contracti-

lité do l’espace de Teichmüller est équivalente à l’énoncé suivante qui est un

énoncé de topologij pure : Lc groupe G des hombomorphismes différentiables d’une

courbe algébrique C sur elle-même, qui sont homotopes en tant qu’applications
continues à l’identité, a tous ses groupes d’homotopic nuls (du moins si le gonre

est dans le cas gênerai il. faudrait dire : a mé;mc,s groupes d’ homotopio

que la composante connexe du groupe des automorphismes algébriques do C , i. e.
le groupe projectif si g = 0 , le tore de dimension 2 si g = 1 , la groupe unité

si g >~~ ) . , On peut espérer qu’on arrivera par là à éliminer un jour complètement
l’Analyse de la théorie de l’espace de Teichmüller, qui devrait être purement géo-
métrique. D’après CERF, même la connexité du groupe G n’est malheureusement pas
connue des topologues.

Soit X un P-courbe au-dessus de S, et soit u ~ 03B3 . Nous désignerons par
X la déduite de X en appliquant i’ opération u à la, dc

définissant la P-structure de X . De cette 1 v rourc y opère h

droite sur des classas à un près de P-cou.rbcs
au-dessus de S. Ces opérations sont alles en S , et provien-
nent donc d’opérations à droite bien déterminées de 03B3 sur l’espuce analytions T .

Si u ~ 03B3 , l’automorphisme u de T qui lui correspond est défini r Ir. con-
dition que, pour tout morphisme d’espaces analytiques f : ~ .~ ~ en ~it ’cm

isomorphisme de P-courbes sur S :



Cet isomorphisme est alors nécessairement unique (puisque P est rigidifiant).
Prenant pour f le morphisme identique de T sur T , on obtient en particulier
la relation suivante, qui suffit déjà à caractériser u :

Notons d’ailleurs que cet ieomorphisme de courbes au-dessus de quand on y fait
abstraction des P-structures, correspond à un morphisme V ~ V , également noté

u , et qui rend commutatif le diagramme suivant :

où les flèches verticales sont les projections structurales. De l’unicité signalée
plus haut résulte que y est également un groupe d’opérateurs à droite sur l’es-

pace analytique sous-jacent à V .

Nous verrons dans les ara raphes suivants que l’ es ace analyti ue T , muni du

groupe d’ automorphismes Y ~ peut être considéré comme une solution satisfaisante

du problème des modules" pour les courbes de genre g ~ en ce qu’il permet de re-

oonstituer complètement la catégorie fibrée de départ 3 , et de résoudre ainsi,
du moins théoriquement, tous les problèmes qui peuvent s’exprimer en termes de
cette catégorie fibrée.

Pour l’instant, bornons-nous à l’énoncé commode suivant :

PROPOSITION 3~30 » Soient X ~ X’ deux P-courbes au-dessus de S , définies

respectivement par des morphismes f ~ f’ de S dans T . Supposons S connexe

non vide. Alors l’ensemble des S-isomorphismes X  X’ pour les courbes sous-
jaccntes (sans  structures), est en correspondance biunivoque canonique avec
l’ensemble des u E y tels que f’ = u ~ f .

En effet, ils sont en correspondance biunivoque avec les u tels que xn soit

isomorphe en tant que P-courbe sur S (compte tenu du fait qu’uno P-courbe

n’a pas d’ automorphisme non trivial, ev en vertu de 1 ’ hypothèse do connexi.té de



s , l’ensemble des P-structures sur X est un ensemble principal homogène de

groupe y ). Or, en vertu du théorème 3.1, ce sont les u tels que f’ = u o f .

COROLLAIRE 3.4. - Soit t e T . Alors le groupe stabilisateur de t dans

03B3 , est canoniquement autiisomorphe (donc isomorphe, si on y tient) au groupe des
automorphismes de la fibre Vt (considérée comme courbe de genre g , sans P-struc-

ture).

4. Reconstruction de la catégorie f ibrée initiale S en termes de (T , y) - Dé-

termination des foncteurs cartésiens 

Soit X une courbe de genre g au-dessus de S ~ et posons P = F( ~/S ) . Ainsi
P est un revêtement principal de S de groupe Y ~ et par suite le groupe y

opère également sur X,p = X xs P et en fait, un revêtement principal de X de

groupe Y . On a P = P x s P ; il est donc muni d’une section
canonique au-dessus de P , à savoir la section diagonale. Ainsi Xp est muni

d’une P-structurc canonique. D’aillours, si u Ey J on ~, la formulo

(isomorphisme de P-courbes au-dessus de P ), où u- désigne l’opération dans

l’espace analytique P définie par u. C’est là une identité entre sections de

P xS P dont la vérification est formelle à partir des définitions, et signifie

simplement qu’on a commutativité dans le diagramme

le morphisme dt espaces analytiques défini par la P-courbe Xp sur P . La for-

mule écrite plus haut équivaut à u o f = f o up , autrement dit f commute aux

opérations de y. D’ ailleurs la connaissance du revêtement principal P de S de grou-

pes y J et du y-morphisme f : P -~ T , permet de reconstituer à un isomorphisme



près, d’abord Xp/P et les opérations de y sur Xp (comme image inverse par
f de et des opérations de y sur V ), don~, par passage au quotient

~-/Y ~ de retrouver X/S à un isomorphisme près. Enfin, on voit immédiatement que
le couple (P , f) satisfaisant aux conditions qu’on vient d’énoncer peut être

choisi arbitrairement ( car du fait que y opère librement sur P , , il opérera aussi
librement sur qui s’identifie donc à l’image inverse (Xp/y) x I?) .
En résumé :

THÉORÈME 4.1. - Soit S un espace analytique. On a une équivalence naturelle de
la catégorie 5s des courbes de genre g au-dessus de S ~ avec la catégorie dos

couples (P , f) formés. d’un revêtement principal homogène de S de groupe y,

et d’un y-morphisme f : P -~ T . Cette équivalence est compatible avec la for-
mation d’imagos inverses.

La dernière assertion signifie qu’on a ainsi une équivalence de catégories fibrées

(cf. [5]) de la catégorie fibrée F dcs courbes de genre g , avec la catégo-
rie fibrée des couples ~P ~ f) , où P est un espace analytique sur lequel le

groupe y opère librcment, et f : P ~ T un 03B3-morphisme, le foncteur-base étant

(P ~ f) ~ P/y . La vérification est facile.

Ce théorème nous dans la suito, d’oublior la signification géométrique

précise dos mots : "courbe de genre g au-dessus dc S ", on interprétant les

énoncés en termes de l’espace analytique à opérateurs T .

Comme oxemple, nous allons déterminer les foncteurs cartésiens de F dans une

catégorie fibrée G sur (An) , soumise à la seule condition que les revêtements

étales P - S de groupe y soient des "morphismes do descente stricts" pour 9

(cf. [5]). Condition d’ailleurs vérifiée pour les catégories fibrées considérées
en pratique (faisceaux analytiques, rosp. faisceaux analytiques cohéronts, sur des

espaces analytiques variables ; espaces analytiques au-dessus d’espaces analytiques

variablos ; sous-catégories fibrées diverses de celles-là, etc.). Il suffit par

exemple que les morphis:nos d’objets d’un § , ot les objets se "recol-

lent bien" rclativoment à des recouvrements ouvorts de S , condition bien familière
Jt vérifiée dans la plupart des cas. Soit donc H un foncteur cartésien de S dans

9 ; appliquons-le à la courbe universelle V f T : on trouve un objet 1 = 
dans I)’ ailleurs, les opérations de Y dans V définissent (les opérations de

Y (le façon précise définissent des isomorphismes



satisfaisant à certaines conditions de transitivité que nous n’expliciterons pas,

mais qui s’exprimeraient le plus commodément en disant qu’on a une section

de la catégorie fibrée, image réciproque de G par le foncteur (03B3) ~ (An) , où

(y) désigne la catégorie à un seul objet définie par le groupe y (. Y étant le

groupe des endomorphismes da dit obj et), et le fonctour (Y ) a (An) étant défini

par les opérations de Y sur l’objet T de (An)) . On voit d’autre part aisément
qu’on récupère le fonctaur H , à un isomorDhisme unique près, par la connaissance
de l’objet 03BE de Gm et des opérations de y sur Ç , en procédant comme pour
le théorème 4.1 : Si X E 5S est défini par le couple ~P ~ f) , alors l’image in-
verse par f de 03BE est un objet de GP sur lequel y opère do façon compatible
avec ses opérations sur P ~ et la connaissance d’un tel objet revient à la con-

naissance d’un objet de GS (puisque P ~ S est un morphismo de descente strict

pour la catégorie fibrée ). De cette façon, on obtient l’énoncé suivant :

PROPOSITION 4.2 0 .. Soit 8 une catégorie fibrée sur la catégorie (An) des

espaces analytiques ~ satisfaisant à la condition de descento précisée plus haut.
Alors la catégorie des foncteurs cartésiens F ~ G est équivalente à la catégorie
des objets à groupe d’opérateurs y de ~ ~ au-dessus de l’ obj ot à opérateurs
(T , y) de 

EXEMPLES. - Prenons pour 8 la catégorie fibrée des fibrés principaux holomorphes,
de groupe un groupe complexe G donné. On voit donc qu’on peut interpréter les

espaces fibres principaux analytiques sur T , de groupe structural G , et à groupe

d’automorphismes y opérant ~ droite de façon compatible avec les opérations sur 
’

T , en termes intrinsèques à la catégorie fibrée ~ (donc indépendants du choix du
foncteur rigidifiant P servant à définir T ), comme les fonctours de

~ dans ~ ~ En particulier, les fibrés principaux sur T , triviaux quand on fait

abstraction des opérations de Y ~ définissables à l’aide des représentations de y

dans le groupe G r. définissent do tels foncteurs cartésiens. D’ailleurs si G est

discret, et si T est connexe et simplement connexe { i. e. Test l’espace de

Teichmüller lui-même, cf e 3,~; 2°), alors on peut conclure qu’on obtient à un iso-
morphisme près tous les foncteurs cartésiens de 3 dans g à l’ aide de représenta-
tions de y dans G ; cela signifie dono que tout foncteur cartésien de J dans la

catégorie fibrée des revêtements principaux de groupe G donné, est associé (commeil
a été expliqué dans 2.2) au foncteur cartésien de Teichmüller, et à un homomorphisme



G . Dans le cas général! les y-fibrés principaux do groupe G (groupe ana-

lytique complexe donné) qui sont triviaux en tant que fibres Drihcipaux sans opé-

rateurs y, meuvent se définir par des "facteurs d’automorphie" de y , ou

1-cocycles de y à valeurs dans le groupe des morphismes de T dans G , sur

lequel y opère via ses opérations sur T (cf. [2] pour la situation générale
des fibrés principaux à opérateurs). Cela soulèvc d’ailleurs la question de savoir
si l’espace de Teichmüller est un espace de Stein. En effet, comme il est contrac-

tile, donc que tout fibré principal sur T est topologiquement trivial, ù résulte-
rait alors d’un théorème de Grauert que tout fibré principal holomorphe sur T

est analytiquemont trivial.

5. L’espace des modules M = T/y comme "invariant universel" .

Nous verrons (cfo remarque 8,6, 1°) que le groupe y opè re "proprement" dans

T , i. e. le morphisme T x y .~T x T défini par les opérations do y sur T

est propre. Cela signifie aussi ( y étant discret) que tout point t ~ T a un

stabilisateur yt qui est un groupe fini, et admet un voisinage ouvert V (qu’on
peut alors supposer stable par 03B3t ), toi que u E y et v n (V.u) ~ ø impliquent

ueYt .

REMARQUE 5.1. - Ce phénomène est essentiellement lié à la finitude des groupes

d’automorphismos des courbes de genre g (étant entendu, pour g = 1 , qu’on se
limite aux automorphismes laissant fixe le point marqué). On notera que le même
fait sera valable en théorie des modules pour les variétés abéliennes polarisées ;

par contre, dans la théorie des modules pour les tores complexes, l’existence de

groupes d’automorphismes infinis montrera qu’on est on présence d’un groupe dis-

cret qui n’opère pas proprement, et en fait on ne peut alors passcr au quotient de

façon raisonnable, comme l’ont fait remarquer KODAIRA et SPENCERo

On voit donc ici que l’ensemble quotient M = T/y est muni de façon naturelle

d’une structure d’espace analytique. Il est généralement appelé espace dos modules

pour les courbes de genre g . Il est obtenu ici on termes d’un foncteur rigidifiant
P choisi ; nous allons montrer cependant que l’espace des modules est déterminé

intrinsèquement en termes de la catégorie J, et même en termes du foncteur
S A(S) .

Considérons une courbe de genre g au-dessus d’ un S J définie on vertu de 4.1



à l’aide d’un revêtement principal P de S de groupe y ~ et d’un y-morphisme

f : P -~ T . Ce dernier définit par passage nu quotient un morphismo

qu’on appellera l’invariant universel, ou simplement l’invariant,de X/S . II ne

dépend évidemment que de la classe à un isomorphismc de X/S ? i. c . do

l’élément de A(S) qu’il définit ; do plus la formation de l’invariant est com-

patible avec le passage aux images inverses. En d’autres termes, on a ainsi défini

un homomorphisme de foncteurs :

du foncteur A(S) dans le foncteur représentable hM(S) = Hom(S , M) défini par

M . Coci dit :

~ ~

THEOREME 5.2. - L’homomorphisme précédont J : A ~ h. ost universel pour le s

homomorphismes du foncteur A dans les îonctours renréscntablos. (ce qui caracté-
risc donc l’espace des modules M à un isomorphisme unique près en termes du

foncteur A ~.

De façon précise, cela signifie que si, pour tout espace analytique N f on

pose

(où I(N) peut être considéré comme l’ensemble des invariants relatifs à valeurs dans

N pour les courbes de genre g ) alors I ( N) est un foncteur covariant repré-
sentable de (An) dans la catégorie et l’espace analytique qui le re-
présente n’est autre ue l’espace des modules. En d’autres termes, pour tout

j E I~N) ~~ il existe un homomorphisme unique g : M -~ N tel que l’on ait

j = g~J ) ~ où J est l’invariant universels

La démonstration est immédiate, et laissée au lecteur. On notera d’ ailleurs que

cet. énoncé est un cas particulier de 4.2, relatif au cas où G est la catégorie
fibrée représentable définie par un espace analytique N .

REMARQUE 5.3. - Il résulte aussitôt de 3.3 que l’ensemble sous-jacent à M est

en correspondance biunivoque l’ensemble des classes, à un isomorphisme près,
de courbes de genre g ordinaires ( i. e . de base un point ) . Cela explique le nom



donné à M et l’intérêt dont il est depuis longtemps l’objet. Ici, T étant non

singulière donc normale, M est normale, mais a des singularités (du moins pour

g ~ 3 ) , Il importe de signaler qu’en tant qu’espace analytique, et même pour
g = 1 ~ M ne se prête pas lui-même à la classification, à un isomorphisme ou

un isomorphisme local près, des "familles analytiques de courbes", comme certains

auteurs semblent l’éspérer. Comme nous le verrons aux paragraphes 6 et 7, une
telle classification ne peut être obtenue qu’au moyen d’espaces à opérateurs tels

que T (que l’on pourrait tout au plus ramener à être une " V-variété" de Satako

au-dessus de M ; mais cela compliquerait plutôt la situation).

6 $ Le groupe y des automorphismes universels et l’ouvert Mt dos points or-

dinaires de M .

Nous désignerons par yo le sous-groupe des éléments de y qui opère trivia-
lement sur T , par 03B3’ le quotient 03B3/03B3o , de sorte que T devient un espace

analytique où y’ opère fidèlement, et on a encore M = On désigne par

T. ln ( in symbolisant la partie de T formée des points dont le sta-

bilisateur dans y’ n’est pas réduit à l’élément neutre ; c’est une partie stable

par y’ ~ donc image inverse d’ une partie M~ ~ de M . On pose :

les points de T’ ( resp. de M’ ) sont appolés les points ordinaires ("smooth")
des espaces de modules T ~ M . Remarquons tout de suite qu’il résulte de 3.4

que pour tout la courbe correspondante V t a un groupe d’automorphismes

de cardinal > card Yo f et qu’on a égalité si et seuloment si t ost un point

ordinaire.

Les définitions qui précèdent ne sont guère intéressantos que si T est con-

nexe (rappelons que c’est le cas de l’espace de Teichmüller, et des quotients tels

que l’ espace de Torelli, ou les espaces de Jacobi des divers échelons)$ Si on ne

veut pas supposor T connexe, il faudrait prendre une composante comexe de T

au-dessus de chaque composante connexe do M ~ ~l faire opérer le stabilisateur dans

y de ladite composante connexe de T ~ et raisonner séparémcnt sur les espaces
à opérateurs ainsi obtenus.

PROPOSITION 6.1 Supposons T localement intègre (i. e. anneaux locaux

intègres), et connexe. (N. B. c’est bien le cas pour l’espace de Teichmüller).
Alors: 

’



(i) Pour tout t la représentation naturelle du stabilisateur y’ de t

dans y’ opère fidèlement sur l’anneau local de t.

(ii) est une partie analytique de > ? distincte de donc T.
est une partie analytique de T distincte de T (donc ce sont des partios fermées

rares de M (resp. T) ).

L’ assertion (i) provient du fait qu’un automorphisme de T qui laisse fixe un

point t et qui induit l’identité sur son anneau locale induit l’identité sur

un voisinage de t ~ donc est l’identité puisque T est irréductible et sans

éléments nilpotonts. Pour (ii), on peut grâce à ce qui précède et au fait que j~ ~

opère proprement dans T ~ se ramener au cas où y’ est un groupe. f idèle fini.

Mais alors T , in est la réunion des ensembles de points fixes des u e y’ , où

u ~ e , et chacun d’eux est une partie analytique de T distincte de T , donc

rare dans T puisque T est irréductible. Il en est donc de môme de leur réunion.

REMARQUES 6.2. - Nous verrons que y 
o. 

est isomorphe à Z/2Z pour g = 1 ou 2 ,
et est réduit à l’élément neutre pour g  3. (Dans le cas g = 1 ou 2 , les

courbes de genre g sont hyperelliptiques, i.e. adme tten t un automorphisme - né-

cessairement unique - qui induit la ne homogène, ce qui

explique l’ existence d’un élément non trivial dans peut montrer aussi

que Tin ~ ø pour tout g .
.Nous allons maintenant préciser le rôle justifiera le nom qui

lui est attribué dans le titre du paragraphe. Comme y est invariant dans y ,

le groupe y opère à gaucho sur Yo par

soit donc 03B3into le groupe y considère comme groupe admettant y comme groupe 

tomorphismes. Si alors X est une courbe (le genre g sur S , on peut former

le fibre associe à P(X/S) ’

C’est donc un revêtement étale (= non ramifié dans la terminologie courante)
en groupes de S ~ à fibres isomorphes à Yo . Sa formation en termes de X est

fonctorielle et compatible avec les images inverses. On va faire opérer maintenant

le fibré en groupes G o (X/S) à gauche sur X par un S-morphisme



fonctoriellement en X ~ et de façon compatible avec los images inverses. Il re-

vient au même de faire opérer pour tout X/S le groupe r(G (X/S)/S) des sections

de sur S par S-automorphismes sur X/S ~ de façon fonctorielle en
X et compatible avec les images inverses. Pour ceci, on note que l’on a une im-
mersion canonique

déduite de l’immersion

et que le groupe des sections du deuxième membre sur S s’identifie au groupe

des automorphismes de l’espace principal de groupe y ; celles du pre-

mier membre, i$ (3. les sections de G (X/S) . s’identifient alors aux y-automor-

phismes de P(X/S) = P qui induisent l’identité dans En vertu du théorème
’ ~~~ ’ ’ 

. 

~ 
- 

o

4.1, X est représenté à l’aide de l’espace principal P sur S et d’un y-mor-

phisme f : P ~T . Comme y o opère trivialement sur T , il s’ensuit que f se

factorise en

Donc le y-automorphisme u de P défini par une section de satisfait

fu == doncf en vertu de 4.1, définit un S-automorphisme de X . On obtient

bien ainsi une représentation de dans le groupe des S-automorphis-

mes de X ~ évidemment inj ective. Ainsi :

PROPOSITION 6.3. - Le revêtement étale en groupes G (X/S) = x y 
lnt

’’~’~~~~~~~~*~-*~**~*’~’~*~*~’~’’~*~~~~*~~’~*~**~’~~~~’’~2014~*’~’~~* ’~x~ Y 0

opère sur X/S à gauche, et l’homomorphisme d e groupes correspondant :

est injectif. Il est môme bijectif si S / j~ ~ et si l’invariant j de X/S satis-
fait à j (S) c M’ ; et la réciproque est vraie si S est une variété réduite a un

point $

Pour prouver que si j (S) C M’ , l’homomorphisme de groupes précédent est bij oc-
tif, on est ramené, en faisant le changement do base S’ ~ S avec S’ = P , au cas
où X est muni d’une P-structure : en effet les deux membres do l’homomorphisme

considéré s’identifiant aux éléments invariants par y dans les deux membres del’ho-

momorphisme analogue relatif à X’ /S’ . ’On peut d o nc supposer X défini par un morphisme



f : S .~ T , et les S-automorphismes de X correspondent alors aux u ~ y tels

que u o f = f . Or l’hypothèse sur j signifie que f(S) c T?’ ~ donc, comme

f(S) ~ ø , on ne peut avoir u o f = f que si u E y (par définition de Tt ).
On voit tout de suite que cela signifie que l’ automorphisme envisagé de X/S pro-

vient de la section u-1 de G (X/S) ~ S x y . Enfin la dernière assertion, rela-
tive au cas où S est une variété réduite à un point, résulte de la caractérisation

donnée plus haut des points de Mf .

Comme l’injectivité de l’homomorphisme 6.3 reste vraie encore

après tout changement de base S ~ -~ S , on peut dire que opère fidèle-
ment sur X/S . En vertu de 6 .3, lorsque j (S) c M’ ~ on peut même interpréter
G (X/S) comme l’espace analytique des automorphismes de X/S (tel que
nous le définirons de façon générale dans un exposé ultérieur) . Dans le cas générale
on peut enccre montrer que G (X/S) est un sous-espace analytique fermé de

ce dernier espace analytique étant "fini sur S " .

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous proposons d’étudier la catégorie
fibrée F’ des courbes X/S d’invariant j tel que j (S) c appel-
lera pour abréger les courbes ordinaires. Cette catégorie est donc décrite par
l’énoncé analogue à 4 .1~ mais où l’espace à opérateurs T est remplacé par le

sous-espace ouvert invariant T’ (pour le même groupe y ) . On. notera que main-

tenant, T’ e st un fibre principal sur M’ , de grou e 03B3’ = 03B3/03B3o . Comme 03B3o

opère trivialement sur T , pour un fibre principal à droite P sous 03B3 , la

donnée d’un y-morphisme f S P -~ T est équivalente à la donnée d’un y’-morphisme

de sorte qu’on aura un diagramme commutatif (où S = P/y ) :

On voit sur ce diagramme que le fibre nrincipal P’ de groupe y’ sur S est

bien déterminé à un isomorphisme unique près par le morphisme "invariant"

j : S -~. M~ j: c’est l’image inverse par j du fibre principal On trouve

ainsi la description suivante :



PROPOSITION 6.5. - La catégorie ~S~ (S) des courbes ordinaires sur S est

équivalente à la catégorie des triplets (j J P , (p) , où j : S -~ M’ est un

mor phisme (l’invariant de La courbe), P un fibré principal de groupe y sur

S , et 03C6 un isomorphisme de fibres principaux de groupe y’

Cette équivalence est compatible avec la formation d’ images inverses.

COROLLAIRE 6.6. - Suppsons 03B3 o 
= (e) (ce qui est le cas si g  3 ) . lilors

la catégorie J’ (S) est équivalente à la discréte (i. e. où les sauls

morphismes sont les identités) déf inie par l’ ensemble M’) . Cette équi-
valence est compatible avec la formation d inverses. fi fortiori, le fonc-

teur en S :

A’ (S) = ensemble des classes à un isomorphisme près de courbes ordinaires
"",

e st représentable à l’aide de 14’ :

Dans le cas y 
o 

== (e) ~ la situation est donc complètement clarifiée par le ré-

sultat précédente La fin de ce paragraphe d’intérêt que lorsque (e)
(donc en théorie des combes ~ pour le genre 1 ou 2 ) e

COROLLAIRE 6.7. - Soit c e H~ (M’ ~ y*) la classe du revêtement principal T’

do M~ ~ Alors on a un isomorphisme fonctoriel en S entre A’ (S) et l’ensemble

des couples (j ~ ;) ~ avec

où 03A8 : H (S , 03B3) ~ H (S , y’) est induit par l’homomorphisme canonique
~***~* *r ’ 

"

? : y ~ y~ .

En particulier :

COROLIAIRE 6.8. - Si S est simplement connexe, l’application canonique

est bijective.



Le résultat suivant est également conséquence formelle de 6.5 :

PROPOSITION 6.9. - Soient X, X’ deux courbes sur S, d’ invariants j ~ j’ .
On suppose X ordinaire, i. e. j (S) c M’ . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) X et X’ t o nt même invariant : j = j ’ .

(ii) Tout point de S a un voisinage ouvert U tel que X| U soit isomorphe à

x’fu .

(iii) Il existe un revêtement étale S’ de S tel que X x 
S 

S’ et X’ xS S’

soient S’ -isomorphes.

(iv) Comme (iii), mais S’ /S étant un revêtement étale fini de S ~ qu’on peut

même suppo ser fibre principal sous le revêtement en groupes G ~ X/S ) ,
DEMONSTRATION. - Les implications (iv) ..=r~ (iii) => (ii) => (i) sont

triviales même sans l’hypothèse j(S) cM’ ; il reste à prouver (i.) ===> (iv)
moyennant cette hypothèse. C’est (compte tenu de 6 .5) un petit exercice sur les
revêtements étales : étant donnés deux revêtement principaux P ~ Pi de S de

même groupe ’y ~ et un ~r’ ’-isomorphisme

(où y’ == y/y ) ; on définit un revêtement étale de S , principal homogène sous
, 

’ ~.i.
G = P x y . qu’on notera IsomS,Y (P . P* ) == .3 . et un isomorphisme (le fibres
0 y ’0 

’ 

~~~~3,’V ’ 
’ 1 

- -

principaux sur S. :

comnatible avec l’isomorphisme

déduit de a par image réciproque, et ayant une propriété universelle évidente

pour des changements de base quelconques St -~ S . Nous en laissons le délai 1 au

lecteur.

COROLLAIRE 6.10. - Soit X une courbe ordinaire de genre g sur S . Alors

la catégorie des courbes sur S localement isomorphes à X est équivalente à la

catégorie des fibres principaux homogènes sous le fibre en groupes G (X/S) sur



s , ou, ce qui revient au même à la catégorie des faisceaux principaux homogènes
sur S admettant pour faisceau structural le faisceau localement constant (de
fibres isomorphes à -y ) des sections de G (X/S) sur S.
-- ’2014"’ o ’ ..,..o ---

En eff et, en vertu de 6 .3, le faisceau en question s’identifie au faisceau des

auto~orphismes de X sur S.

~ ‘~R~UES 6.11.

1° Il résulte de la remarque 6.2 que le groupe y est contenu dans le centre

de y 3 ce qui simplifie un peu certains énoncés, du fait que G (X/S) s’iden-

tifie touj ours au fibré trivial S x Nous n’ avons pas voulu nous servir de ce

fait, qui est spécial à la théorie des courbes.

2° On voit dans 6.10 que si 03B3o~ (e) , alors le foncteur A’ n’est pas représentable,
car pour certains S connexes non simplement connexes, il existe pour toute

courbe "constante" sur S (et même pour toute courbe sur S en vertu de la

remarque précédente) des courbes de même invariant qui ne lui sont pas isomorphes.
Cependant il résulte de 6.5, ou 6.7 que si on a en vue la classification locale
des courbes ordinaires sur S , i. e. si on introduit le foncteur A’ (S) de S 1
dont la valeur en S est l’ensemble des sections sur S du faisceau associé au

préfaisceau U  A’(U) , on obtient un foncteur A’loc qui est représenté par
M’ . Nous allons voir dans le paragraphe suivant que rien de tel n’est vrai

lorsqu’on ne se borne pas à la considération de courbes ordinaires.

7. Phénomènes liés aux points fixes de y’ dans T , i. e. aux automorphismes

exceptionnels : non représentabilité de A et 
Comme pour le foncteur A’ (S) introduit au paragraphe précédente nous allons

faire correspondre au foncteur A(S) le foncteur en S ~ où 

désigne l’ensemble des sections du faisceau sur S associé au préfaisceau
U ~~ A(U) sur S. L’ homomorphisme canonique A ~h., se factorise alors de façon
évidente en

et le deuxième homomorphisme -~~ a encore le même caractère universel pour
les homomorphismes de dans les foncteurs représentables que celui exprimé
pour A dans le théorème 4.1 f comme il- résulte aussitôt dudit théorème. Si donc A

était représentable, il en serait a fortiori ainsi (le et l’un et. l’ autre

fondeur serai ent représentés par M ‘ En fait, nous allons voir que delà A" " 

n’ est pas représentable, et de f açon plus précise que l’ homomorphisme



n’est en général ni surjectif, ni injectif, pourvu que T . m ;~ ~ : cela résultera
de 7.1 et de 7.3.

PROPOSITION 7.1. - Soit t e M.. Alors pour aucun voisinage ouvert U de t ,

il n’ existe de courbe sur U dont l’invariant soit l’injection canonique de U

dans M .

Nous allons utiliser ici le fait que les anneaux locaux de T sont intègres
(en fait ils sont simples), et la proposition 6.1, ~ü~. Notons que s’il existe
une courbe sur un voisinage U de t , d’invariant l’injection canonique U -~ M ,
on ~eut supposer (en rapetissant U ) que c’ e st même une courbe munie d’une

P-structure, donc déduite d’un morphisme f : U ~ T . Par l’hypothèse sur l’in-

variant, f doit être une section de T au-dessus de U. Soit s = f(t) , soient
A l’anneau local de t dans M ~ B celui de s dans T ~ G le stabilisateur

de s dans y’ J on sait qu’il opère fidèlement dans B qui est intègre, et que
A = BG . La section f définit un homomorphisme de B dans A qui est l’iden-

tité sur A . Or on a le lemme suivant :

LEMME 7 ..2. - Soient B un anneau intè re où le groupe fini G opère fidèlement,
et soit A = BG l’anneau des invariants. S’il existe un homomornhisme B ~ A qui

induit l’identité sur A , alors G = (e ~ .

En effet, soient L et K les corps des fractions de B, A ; on sait que
K = L G , et G opère fidèlement sur L car BeL. Un A-homomorphisme B -~ A dé-

finit alors par localisation un K-homomorphisme ’L -~ K ,d’où K = L , d’où

G = (e) . Du lemme résulte donc que si T admet une section au-dessus d’un voi-

sinage de t j, alors G = (e) i. e. t E M~ ~

PROPOSITION 7.3. - Soit t ET.. Alors il existe un espace analytique S
201420142014 ~ 201420142014201420142014-20142014201420142014201420142014j-2014-201420142014201420142014 

(réductible, mais sans éléments nilpotents) un a deux courbes X1 et X2
sur S (définies respectivement par deux morphismes f1 , f2 de S dans T tels

que f. (a) = )~ es que X. et X~ aient même invariante mais ne

soient isomorphes sur aucun voisinage U de a. De façon plus précise~ pour tout

~orphisme ouvert h t S’ - S et tout a~ ~E S’ tels que = a , les images
inverses X~ de X~ sur S’ sont non isomorphes.



Comme le stabilisateur G t dans yi opère non trivialement sur le voi-

sinage de t dans T (6.1, (ii)), on conclut facilement qu’il existe un espace
analytique V ( non singulier de dimension 1 si on y tient, ou aussi V = T ) ,
un point b de V , et un morphisme

tel que f(b) = t J et que

(*) g o f ~ f dans tout voisinage de b pour g ~ G , g ~ e .

Pour ceci, il suffit qu’on ait

(~~) T in pour tout voisinage U de a .

On désigne par S la somme de deux copies V’ , V" de V recollées en ’b ~
de sorte qu’on a deux morphismes d’immersion fermée

avec i’ (V) = V’ ~ = V" , il (b) = i"(b) = a . La donnée d’un morphisme
f : V - T est équivalente à la donnée des deux morphismes

soumis à la deule condition

Ceci dit, on définira fi par

Les courbes X. et X~ définies par f 1 et f2 ont même invariant

où p : T - M est l’application canonique . En effet, on a pf* - et

pf" = puisque p o g = p . D’autre part X~ et X~’ ne sont pas isomorphes

au voisinage de a ~ car s’ils l’étaient il existerait en vertu de 3.3 un u e y’
tel que f2 = uf1 au voisinage de a. On aurait évidemment U ~ G , et

La première de ces relations impliquerait u = e en vertu de (*), et la seconde
s’écrirait donc



ce qui contredit ~~~)~ Le résultat analogue sera valable aussi après un changement
de base h : S , car h étant ouvert, si on avait (f~ h) h) au

voisinage de a’ , on en conclurait f~ au voisinage de a (du moins pour
les applications ensemblistes sous-jacentes à ces morphismes, ce qui revient au

même si S est sans éléments nilpotents), contrairement à ce qu’on vient de voir.

On a cependant un résultat positif quand on se borne aux espaces analytiques S

dont les anneaux locaux sont intègres :

PROPOSITION 7.4. - Soient S ~;n espace analytique dont les anneaux locaux sont
intègres, x et X- deux courbes sur et j~ leurs invariants. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Xi et h ont même invariant : j. = j~ ~
(ii) X. et X~ sont localement isomorphes au-dessus de S ~

(iii) II existe un revêtement étale S’ ~ S tel que X’ = X. x S’ et

X~ = X~ x S’ soient isomorphes~ 
,

(iv) Comme (iii), mais S’ étant un revêtement principal de groupe y x y .

Comme pour 6 -9~ il suffit de prouver (i) => (iv) ~ On prendra

les images inverses Xl et X~ sont alors munies de P-structures naturelles, et

notre assertion résulte de la suivante :

COROLLAIRE 7.5. - Soient X1 , X~ deux courbes munies de ~~structures sur un
espace analytique S réduit (i. e. sans éléments nilpotents) à composantes connexes

irréductibles. Pour que les courbes X 1 et 3L (sans leur P-structure) soient

S-isomorphes, il faut et il suffit qu’elles aient même invariant.

En eff’et, ces deux courbes sont définies par des morphismes f 1 r f2 1 S - T ,
et l’hypothèse sur l’invariant signifie que Pour montrer que X 1 et

X2 sont isomorphes, on peut supposer S connexe non vide, donc irréductible. On
est donc ramené en vertu de 3. 3 à montrer qu’il existe un u ~ Y tel que

f~ = ’? o f o Soit a un point de S ; al~rs f. (a) et f2(a) sont congrus

y , donc en remplaçant au besoin f2 par un morphisme on peut déjà
supposer = f2(a) = t . Comme S est irréductible et T séparée il suffit



de trouver un u dans le stabilisateur G de t dans y tel que f~ = au

voisinage de a ~ car alors cette relation sera vraie partout. Mais cela nous
ramène à une question d’algèbre locale, et il suffit d’appliquer le lemme suivant :

LEMME 7.6. - Soient A un anneau intègre, B un anneau muni d’ un rou fini

G d’ automorphismes, B’ l’ anneau des invariants de G , ul et u2 deux homo-
morphismes de B dans A induisant le même homomorphisme de B’ dans A . Alors

il existe un G tel que u~ 
= ul 0 g .. .

Soient p1 , p2 les idéaux premiers de B noyaux de u1 , u2 , ils induisent
un même idéal premier p sur B’ . Considérons les corps de fractions

L t L ! L , K de B/Pl’ B/p~ ~ A . Alors L ~ K sont des exten-

sions de L , et on a des K-homomorphismes

induits par il. ~ u~ ~ Il est connu existe alors un g e G tel que

= 

p2 , définissant donc un K-isomorphisme g’ : L1  L2 ,et tel que

Comme A est intègre, donc plongé dans son corps des fractions K ~ on en

conclut u2 = u1 . g ,

REMARQUES liil

1° On a utilisé dans la démonstration de 7.5 le fait que T est séparé : alors
deux morphismes d’un espace analytique S réduit ~i. eo sans éléments nilpotents)
dans T ~ qui coïncident au voisinage d’un pointa coïncident sur un sous-ensemble

analytique fermé de , S contenant ce voisinage (savoir l’image inverse par

~f ~ de la diagonale de T x T ~ qui est un sons-espace ana-

lytique fermé). Si donc T est irréductible, on aura f = f .’ 

1 ~~

~° On peut montrer que si X~ ~ l~ 
2 

sont deux courbes sur S ~ et s e S est

tel que pour tout quotient A de l’anneau local 0 
s 

de s par une puissance de

l’idéal maximale les courbes X. 3- xs S’ sont isomorphes~ où S’ est le sous-espace

analytique de S (à éléments nilpotents, et réduit au point s ) défini par A ,
alors X1 et X~ sont isomorphes au voisinage de s . On conclut donc de 7.3 que

pour tout ~ ~ M~ ~ il existe un anneau local h d e rang fini sur C et deux



courbes X~ ~ X~ sur A , ayant même invariant, se réduisant suivant j , mais

non isomorphes. Dans le cas g = 1 des courbes alliptiques, on peut expliciter
des exemples très simples pour les deux valeurs exceptionnelles de l’invariant,
A étant l’anneau des nombres duaux sur C.

~~B~

8. Changement de foncteur rigidifiant.
Nous allons considérer des foncteurs rigidifiant P , Q , etc, sans supposer

a priori connue l’existence des espaces modulaires correspondants TP , TQ , etc.

Soit P un foncteur de la catégorie fibrée des courbes de genre g dans la

catégorie des revêtements principaux de groupe donné Y , Soit un homomor-

phisme de groupes. Pour toute courbe , X de genre g sur un espace S j, considé-

rons le revêtement principal associé :

Pour X/S variable, on trouve ainsi un foncteur de la catégorie fibrée des

courbes de genre g dans la catégorie des revêtements principaux de groupe B .

On veut comparer les propriétés de P et de Q . Soit v le noyau de l’homomor-

phisme Y ~ ~ .

PROPOSITION 8.1. ~ Supposons que P soit rigidifiant, et que Tp existe. Pour
~s~*~

que Q soit rigidifiant. il faut et il suffit que v opère librement sur T
(i. e. que g e implique que g est sans point fixe) . S’il on est

ainsi, T~ existe, et on a un isomorphisme canonique d’espaces analytiques à

groupe d ~ operateurs :

On veut exprimer que pour toute courbe X de genre g sur une base S J tout

S-automorphisme de X qui induit l’identité dans est l’identité. La

question étant locale, on peut supposer que X est muni d’une P-structure, donc

défini par un morphisme f : .3 -~ T P , et S connexe ~ ~ , Far suite l’automor-
phisme envisagé est défini par un ffiment u de y tel que f = uf . Comme

P(X/S) est trivialisé, il. en est a fortiori de même du fibré associé 

qui s’identifie donc à S x 03BB ; on vérifie que l’ automorphisme de déduit

du S-automorphisme considéré de X n’ est autre que la multiplication à gauche
dans S x À par l’image de u dans X ~ Dire que c’est l’ automorphisme



identique, signifie donc que cette image est l’élément neutre, i. e. que u 

On veut donc que pour tout morphisme f d’un espace analytique connexe S! ~ (3
dans et tout élément u du noyau v tel que f = Gf , on ait u = e . Il

est évidemment suffisant pour ceci que v opère librement sur T ! et c’est aussi
nécessaire comme on voit en prenant pour S une variété réduite à un point.

Supposons donc cette condition remplie. Alors le quotient T P M y (y/v)
existe, donc aussi l’expression 

"~ "~

(puisque est injectif, de sorte que le dernier membre est isomorphe à

la somme directe de ~/Im ~/y copies de On vérifie de plus immédiatement

sur cette description le fait suivant : soit P un espace analytique où y opère
à droite de telle façon que v opère librement, et soit f : P - Tp un morphisme

d’espaces analytiques compatible avec les opérations de y ; considérons le dia-

gramme de morphismes correspondants :

~ 

où les morphismes horizontaux sont les mornhismes canoniques. Ce diagramme est

cartésien, i. e., définit un isomorphisme do P avec le produit fibré de Tp et

P x y ~, sur T P En effet, décomposant l’opération x Y ~ en deux opérations
intermédiaires comme ci-dessus, on est ramené aux deux cas suivants :

1° 03B3 ~ 03BB est surjectif, auquel cas c’est une assertion bien connue pour des

fibres principaux (tout S-morphisme de fibres Drincipaux de même groupe st ruc-

tural et de base S est un isomorphisme ) ;

2° Le morphisme 03B3 ~ 03BB est injectif , auquel cas la vérification est triviale.

Ceci posé, en vertu de 4.1, il résulte de la propriété universelle de Tp que

la donnée d’une courbe X de genre g sur une base S équivaut à la donnée d’un
revêtement principal P de S de groupe 03B3 , et d’un morphisme f : P ~ Tp
compatible avec les opérations de y. Avec cette description de X ~ 
n’est donc autre que Q = P xy f induit un morphisme naturel 

’



compatible avec opérations de X . En vertu de la remarque faite plus haut, on ré-

cupère (à un isomorphisme unique près) le couple (P , f) à partir du couple

(Q , g) , puisqu’on récupère d’abord P en tant qu’espace analytique comme un

produit fibré, en même temps que la flèche f : P - Tp et la flèche P - Q ,

d’où la flèche composée P ~ Q ~ S ; d’autre part, les opérations de y sur P

se récupèrent également, si on tient compte du fait que y opèro par automorphismes
sur le diagramme cartésien considéré (ses opérations sur Q et T P x y X étant

définies via les opérations de 03BB , grâce à 03B3 ~ 03BB ), donc les opérations sur P

se déduisent par transport de structure des opérations sur les autres sommets du

carré. Enfin, si on part d’un espace fibre principal Q sur S de groupe ?~ ~
et d’un morphisme g : Q - Tp x ~, compatible avec les opérations de 7~ s le

couple (Q 9 g) provient bien d’un couple (P , f) par la construction précédente.
Pour ceci, on construit P (comme espace analytique à groupe d’opérateurs X )
comme un. produit fibré à partir de g : Q ~ TP x x et du morphisme canonique

Xy À J c est un petit exercice de vérifier (compte tenu que v opère
librement sur Tp et ~, opère librement sur Q ) que y opère , alors librement
sur P 9 et que le morphisme I? -> Q définit un isomorphisme P x ~. -~ Q . Cela

implique que P est un revêtement principal de Q/À = S , et achève la construc-

tion.

En résumée on voit que la donnée d’une courbe X de genre g sur S équivaut
à la donnée d’un revêtement principal Q de S de groupe ~, ~ et d’un 

g 1 Q a TL x X = T~ ! cette description Stant d’ailleurs compatible avec la for-

mation d’images inverses. De plus, dans cette description de X J n’est

autre que Q . Cela dit, une Q-structure sur X n’est donc pas autre chose qu’une
section de Q sur S ~ i. e. une trivialisation de Q sur S ~ Q ~ S x X . La

donnée d’une courbe de genre g sur S munie d’une Q-structure est donc équi-
valente à la donnée d’un S x ~, -~ T’ ~ ou ce qui revient au même d’un

morphisme de S dans Cela montre bien que T’ représente le f oncteur A ,
et achève la démonstration* 

COROLLAIRE 8.2. - Pour que y opère proprement sur il faut et il suffit

que À opère proprement sur TQ .
Cela résulte facilement de l’expression donnée de TQ en termes de T.p 



PROPOSITION 8.3. ~ Supposons que Q soit rigidifiant. Alors P est rigidifiant.

Si de plus T existe~ Tp existe également~ et est isomorphe à l’image inverse
de la section marquée de J~~~n) ,par le morphisme canonique de P(X~/~Q ) dans

ce revêtements 
.w .w

La première assertion est triviale~ puisque tout automorphisme d’une courbe de

genre g sur S, qui induit l’identité sur induit aussi l’identité sur

Q(X/S) = P(X/S) x03B3 03BB . Supposons de plus que T existe. Une courbe X de genre

g sur S munie d’une P-structure, peut s’ interpréter comme une courbe de genre
g sur S munie d’une Q-structure (savoir l’image de la section marquée de

dans soit plus une section du sous-fibre de

image inverse de la se ction marquée de Or la donnée de X’

équivaut à la donnée d’un morphisme f : S ~ TQ, et alors n’est autre

que l’image inverse par f du revêtement P’ (XQ/TQ) de T,.. Donc la donnée
d’une section de sur S équivaut à la donnée d’un morphisme
g : S .~ P~ qui relève f o Mais la donnée d’un tel couple (f g) est

évidemment équivalente à la donnée d’un morphisme quelconque g : S ~ 

Cela prouve la proposition. 
~,.....

PROPOSITION 8.~.. ~ Soi ent deux foncteurs rigidifiants quelcnnques
relatifs aux groupée 03B3 , 03BB . Si T existe, il en e st de même de Ta . Si de plus
~ r 

. _ _ _ _ _ ___ _ 

__

Y opère proprement dans opère proprement dans T.. ~"
_.....~....,.. " ....~._..~....~:..~....., 

On considère le foncteur

de la catégorie fibrée F dans la catégorie fibr5e des revêtements principaux
de groupe y x X o Il est évident qu’ il est rigidifiant, ’:’’. qu’on a, avec les

notations introduites plus haut s

Si Tp existe, alors en vertu de 8e3, existe, donc on vertu de 8.1, Texiste. La dernière assertion se prouve do même en utilisant lc corollaire 

PROPOSITION 8,~, - Su posons qu’ il existe un foncteur rigidifiant F relatif à
un groupe Y ! tel que Tp existe 3 et. que y y opère proprement. Supposons (le

plus M = connexe. Alors il existe un foncteur rigidifiant P tel Que T



(qui existe en vertu de 8.4 ) soit connexe et simplement connexe. Un tel foncteur

rigidifiant est défini à un isomorphisme (non unique) près.

Soit T t une composante connexe de T s et soit Y’ le sous-groupe de y

qui la stabilise. Pour une courbe X de genre g sur S ~ représenté par un

couple (P , f) comme dans 4.1, soit P’ (X/S ) = P le sous-ensemble de P = F(X/S)
image inverse de T’ ~ par f . Comme M = Tp est connexe on voit que tout point
de T F est congru ôd y à un point de T~ d’ où il résulte que tout point de
P es~" congru mod y à un point P’ . Il en résulte facilement que P’ est un

revêtement principal de S de groupe y1 . Soit To un revêtement universel de

T’ et soit y le groupe opposé du groupe des automorphismes v de l’espace
analytique T qui sont compatibles avec un automorphisme u (dépendant de v )

provenant de y’ . (On sait que y est une extension de y’ par le groupe des
v

T’-automorphismes de T i . e . le groupe fondamental 03C0 de T t ) . Soit

ft ; le morphisme induit par f ~ et posons

Le groupe y opère par transport de structure sur le produit fibre P ~ et

comme y’ opère librement dans on voit immédiatement que y 0 opère libre-
ment sur on aura P’ == P /n: d t où S = de sorte que P est un

o 0 o ’ 0 0

revêtement principal de S de groupe On peut d’ailleurs considérer

P = P(X/S) comme associé à grâce à l’homomorphisme composé

03B3o ~ 03B3’ ~ y . Notre construction est d’ ailleurs fonctorielle en X , et. compatible
avec la formation d’images inverses. Ainsi F devient un foncteur de la catégorie
fibrée F dans la catégorie fibrée des revêtements principaux do groupe y .
Comme P est rigidifiant. il en est a fortiori de même de P . Utilisant 8.3,
on vérifie facilement que TPo est isomorphe à To , donc est connexe et simple-
ment connexe. Pour la propriété d’unicité, on note qu’en vertu de 4.2 et 8.1
tout autre fonctour rigidifiant Q est défini à l’aide d’un homomorphisme de
groupes Yo -~ Yi par

(le noyau de y .~ Y devant opérer librement dans Tp ). On voit sur que
o 1 ,",o

T est connexe si et seulement si l’homomorphisme 03B3o ~ Yi est surj ectifi et

qu’il est de plus simplement connexe si et seulement si, de plus, le noyau est ru-

duit à l’ élément neutre, i. e. si l’ homomorphisme est un isomorphisme. D’où

l’unicité annoncée.



REMARQUES 8.6 .

1° Nous verrons que pour un entier n assez grande le foncteur fibrant de

Jacobi d’échelon n défini dans le paragraphe 2 est rigidifiant, et nous construi-

rons l’espace modulaire correspondant, appelé "espace modulaire jacobien d’échelon

il pour les courbes de genre g’~ . Comme il correspond à un groupe fini

Sp(2g , Z/nZ) , ce groupe opère évidemment proprement. Il résulte alors de 8.4

que l’espace de Teichmüller existe et que le groupe de Teichmüller y opère pro-
Drement .

2° La théorie transcendante classique montre que l’espace de Teichnmiler est

un espace topologique contractile, a fortiori connexe et simplement connexe. Donc

l’espace de Teichmüller peut se caractérisor, indépendamment de la notion de
"structure de Teichmüller", grâce à 8.5. Le même phénomène (contractilité de

l’espace modulaire défini à la Teichmüller) se reproduit d’ ailleurs dans la
théorie dos familles de tores complexes, ou des familles de variétés abéliennes

polarisées. On peut se demander si ces analogies sont fortuitos ou non.

3° La définition d’une structure de Teichmüller, telle qu’elle est donnée dans

2.2, ne se traduit pas telle quelle en géométrie algébrique abstraite. On peut

cependant, grâce a. un théorème de NIELSEN, montrer l’équivalence de la notion de

structure de Teichmüller sur une courbe de genre g (de base un point ), et de la

donnée d’un syrstème de générateurs "privilégié" de son groupe fondamental (comme
il a été expliqué dans un exposé antériour) . Sous cotte forme~ la définition peut
s’adapter à la géométrie algébrique abstraite, ot devra sans doute être utilisée

pour la construction de schémas de modules divers sur l’anneau des entiers.
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