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TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

III. PRODUITS FIBRÉS D’ESPACES ANALYTIQUES.

Séminaire Henri CARTAN
13e année, 1 ~60/61 ! n° 10 23 janvier 1961

ri 
1. Détermination des morphismes dans En.
Soit n un entier  0 , et considérons les fonctions coordonnées

V~ ~t ~ 
__ 

~*~M~~~

sur En . Ce sont de s sections du faisceau structural de élément

a = (a1 , ... : an) (le En , on a

est l’homomorphisme d’augmentation, et où pour une section h du faisceau struc-

tural de En au-dessus d’un ouvert U contenant a , on au lieu

de e (h ) .
a a

Soit alors

un morphisme d’espaces analytiques, posons

De cette façon,on obtient une application canonique

Par construction, pour X variable, cette application est f onctorielle en X .

Appliquant ceci aux ouverts de X ~ et désignant par a le faisceau des morphis-

me s d’ouverts de X dans E , on trouve un homomorphisoe canonique de faisceaux,
également noté c~ :



THÉORÈME 1.1. - Llapplication f onctorielle : En) ~ 0393(X , OX)n
est bijective, i. e. définit un isomorphisme de foncteurs.

Il revient au même de dire que l’homomorphisme de faisceaux cp est un isomor-

phisme, pour tout X .

a. L’application c~ est injective. Montrons d’abord com.ment la connaissance

de détermine l’application ensembliste sous-jacente à f . Comme pour

tout x eX, en posant a = f (x) , l’homomorphisme

est compatible avec le s augmentations, il résulte d’une formule écrite plus haut

qu’on aura

ce qui détermine f(x) à l’a.ide des 03C6i(f)x . D’ autre part, si on pose

a~ = z. (a) = ies

forment un système régulier de générateurs de l’anneau local 0 , et la connais-
sance des (p.(f) implique la connaissance des

donc de l’homomorphisme déduit de f par passage aux complétésx

Comme 0 est un anneau local noethérien, il se plonge dans son complété par le
théorème de Krull, donc f * est connu quand on connaît son prolongé au complété.

Ainsi, les homomorphismes f x àont également connus quand on connaît 03C6(f) .

b. L’application cp est bijective. Il suffit de le prouver pour l’homomorphis-
me de faisceaux, donc de montrer que pour toute suite ... , f ) de sections

de 0x, il existe un morphisme f d’un voisinage de x dans tel que l’on

ait (p. (f) = (f.) x pour tout i. La question étant locale, on peut supposer
que X est un sous-espace analytique fermé dans un ouvert U d’ un E ~ et que



les fi sont les restrictions de sections g. de Comme nous l’avons dit

dans l’exposé précédente les fi définissent une application holomorphe

g’ : U .~ d’où un morphisme g = (g’ , U ~ En par

g" (h) = h o g" . On a, par définition de g ~

Soit alors f le morphisme de X dans ~n induit par g ~ i. e. le composé

où j : X .~ U est l’immersion canonique. On a alors

ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE 1.2. - Le foncteur contravariant

défini sur la catégorie (An) des espaces analytiques, à valeurs dans (Ens) ,
est représentable par l’objet En .

On en conclut t

COROLLAIRE 1.3. - L’espace muni des deux morphismes naturels

déf inis respectivement par ... ~ z~ et par z~+~ ~ ... ! un

produit de Em et En dans la catégorie des espaces analytiques.

En particulier :

COROLLAIRE l.. - L’esp ace En muni des n-morp hismes z, : 
En 

~ E1 est

une puissance cartésienne (le: E1 dans catégorie An) des espacesp 
,"~, 

g t
analytique s.

Lorsque n = 0 , cet énoncé reste valable et signifie que l’espace E° (réduit
a un seul pointa avec le faisceau réduit au corps le ) est un objet final dans

~hn) ; f ait quil e st trivial de toute f a çon.



2. Théorème d’ existence des produits fibres.

THEOREME 2.1. - Dans la catégor ie (An) des espaces analytique s le s limites

projectives finies existent. Le foncteur canonique

T : (An) -~ (Top) ,

qui associe à tout espace analytique l’espace topologique sous-j acent, commute aux
dites limite s projectives.

Remarquons tout de suite que cet énoncé équivaut au suivant :

a, Dans (An) existe un objet finale et le produit fibré de deux objets sur un

troisième ;

b. le foncteur T transforme obj et final en obj et final, et commute au produit
fibre de deux objets sur un troisième.

L’assertion relative à l’objet final est triviale. Nous commencerons alors par

établir l’assertion relative aux produits fibres dans le cas particulier d’un pro-
duit ordinaire (i. e. le produit fibre sur l’objet final). La démonstration étant

essentiellement formelle à partir de ~~.3) ~ et tout analogue à celle qu’on fait dans
le cas des préschémas pour l’existence du produit fibre [2] y nous esquisserons
seulement les étapes de la démonstration.

2.2. - Soient X et Y des espaces analytiques, et soit (Z ~ p~ ! p~)
un produit de X et Y , où Z -~ X et 2. -~ Y sont des morphis-

nies. Soit X’ (resp. Y’) un sous-espace analytique de X (resp. Y) ~ et soient
i l’immersion canonique X’ -~ X ~ j l’immersion canonique Y’ ~ Y . Alors

le produit X" x Y’ existe, et j- x j est une immersion (le X’ x Y’ dans X x Y ,
et est. une immersion ouverte , resp. fermée , lorsque i et j le sont.

En effet, on voit aussitôt à partir des définitions, que si

x.. X ’ ~ Z = Z xy Y’ et Z* = Z. x- Z existent, alors 2.’ 1 un 

duit de X’ et et le morphisme structural Z’ -~ Z n’ est autre que i x j .
’Or on a vu dans l’exposé précèdent que Z existe, et est un sous-espace analyti-
que de Z , à savoir le sous-espace analytique ouvert induit sur l’image inverse

P~ lorsque X’ est un sous-espace analytique ouvert (le X ~ et le sous-spa-
ce analytique fermé de Z défini par l’Idéal p (;Ji) .0 lorsque X ’ est le sous-

espace analytique fermé de X défini pur un Idéal de type fini ce qui donne
1p. détermination (le Z~ dans le cas générale en deux étapes. On a de même le



sous-espace analytique Z2 de Z , et il reste à remarquer que le produit fibre

(même dans la catégorie de tous les espaces annelés) de deux sous-espaces analy-

tiques Zl et Z2 de Z existe, et est un sous-espace analytique i à savoir le

sous-espace analytique ouvert induit dans Zl n Z~ si les Zi sont des sous-

espaces analytiques ouverts, et le sous-espace analytique fermé défini par

3 + ~ ~ si chaque Z i est un sous-espace analytique fermé défini par un Idéal

de type fini 3..

LEMME 2.3. - Soient X et Y deux espaces analytiques ; soit (Xi)i~I un

recouvrement ouvert de X ~ et un recouvrement ouvert de Y ~ et sup-

posons que les X; x Y; existent. Alors X x Y existe.
- 

v

En effet, posons Z.. = Xi x Yj , et pour un deuxième couple 
(i’ ~ I , j’ E J) soit

qui existe en vertu de (2.3), et est isomorphe à un ouvert de Z . , et à un ou-
1J

vert de Zi’j’ . Ces isomorphismes permettent de recoller les Zi, J en un espace

analytique Z ~ mun,i de deux proj ections

ayant les propriétés suivantes : pour tout couple ~i ~ j ~ E I x J , les morphis-
me s induits par p~ et P2

font du premier membre un produit de X, et Y.. On vérifie enfin que cette pro-

priété implique que Z est bien un produit de X et Y par Pl et p2 .

Soient alors X et Y des espaces analytiques quelconques. Pour prouver que
X x Y existe, on peut se ramener, grâce à (2.3), au cas ou X et Y sont iso-

florphes à des sous-espaces analytiques d’espntces et En . Le lemme 2.2 nous
ramène alors à prouver l’existence du produit E~ x qui est donné dans ( 1.~ ~ ,
De plus, pour montrer que l’ application canonique

est un isomorphisme (i. e. un homéomorphisme), on est ramené par le raisonnement

précèdent au cas où X = Em , Y = En , où cela résulte également de (1.4).



Four traiter le produit fibre X x~ Y en générale on note qu’il s’identifie

~u produit fibré de X x Y et S sur S x S ,où X x Y -~ S x S est le pro-

duit cartésien des morphismes de projection donnés X -~ S et Y -~ S , et où

S --~ S x S est le morphisme diagonal. Or on a le lemme suivant.

LEMME 2.4. - Soit S un espace analytique. Alors le morphismc diagonal
S .~ S x S est une immersion.

Utilisant (2.2), on est ramené aussitôt au cas où S = En . Alors S x S = 

et pour un morphisme f : X -~. S x S donnée défini en vertu de (1.1) par 2n

sections ... s gl ’ ... ~ ~ de CL, on a p~ f == pz f si

et seulement si f ~ ~ g. 1. pour tout i ~ i. e. :

Cela prouve que le sous-objet diagonal de S x S est le sous-espace analytique
fermé de TE = E~n défini par l’Idéal de type fini engendré par les sections

z. - zi+n de son faisceau structural (puisque ces deux sous-objets définissent
le même sous-foncteur du fondeur X ~ Hom(X , S x S!) défini par S x S ).

Utilisant (2.4) et (2.2) , on voit donc que le produit fibré de X x Y et S

sur S x S existe, et son espace topologique sous-jacent est le produit fibré

des espaces topologiques. Cela achève d’étnblir le théorème 2.1. On a établi en

même temps le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.5. - Le morphisme canonique X xs Y -~ X x Y est un morphisme

d’ immersion, et est un morphisme d’ immersion fermée si S est séparé.

Dire que S est séparé signifie en effet que le morphisme d’immersion

S ~ S x S a une image fermée, i. e. est une immersion formée.

COROLLAIRE 2.6. - Le morphisme diagonal X - X XS X est un 

phisme d’immersion, et est une immersion fermée si X est séparé.

En effet, en le composant avec le morphisme d’immersion X Xs X ~ X x X , on
obtient en vertu de (2.4) un morphisme d’ immersion, qui est une immersion fermée
si X est séparé.

Nous admettrons par suite toutes les propriétés formelles générales des divers

types de limites proj ective s finies dans une catégorie (dont un certain nombre
scnt explicitées dans ~2~~ . Ainsi, si on considère un produit fibre X X S S’



comme un objet de (An) au-dessus de ~s~ X xs S’ est un foncteur

qui s’appelle fohcteur de changement de ba se par le morphisme S’ ~ S , (lequel

prend le nom de morphisne de changement de base). C’est le foncteur adjoint du

foncteur trivial

consistant à regxrder un objet au-dessus de S~ comme un objet au-dessus de S

(grâce au morphisme donné S’ ~ S ). L’ opération de changement de; base est 

sitive, i. e. on a un isomorphisme canonique fonctoriel :

lorsqu’on a des morphismes S~ -~ S et S" -~ S’ .

Un cas important de changement de base est celui où S’ est le sous-espace

analytique réduit {0} de S défini par un point s de S . L’espace analyti-
que X = X est alors un sous-espace analytique fermé de X ~ dont l’ espace

topologique sous-jacent est la fibre f (s;) ~ et dont l’anneau local de
x E (s) est le quotient 

s s 
étant l’ idéfll maximal de 0 ) . X 

s

est appelé la f ibre de X/S au point s .

Confie cas particulier de la notion de limite projective, notons aussi celle de

noyau d’un couple de morphismcs

qui est un objet Z de (An) , muni d’un morphisme i : Z i X , tel que
fi = gi , et qui est universel pour cette propriété. Si h est le Morphisme
X .~ Y x Y défini par f et g, alors Z peut aussi se construire comme le

produit fibre de X et de Y sur Y x Y , lorsque Y est envoyé dans Y x Y

par le morphisme diagonal. Il en résulte par exemple :

COROLLAIRE 2.7. - Soient f , g : X ’ -~ Y deux morphismes d t espaces analytiques ;
alors le noyau Z de (f , g) existe , et le morphisme canonique i : Z ~ X

est une et mène une inversion formée si Y est 

REMARQUE 2.8. - Comme en théorie des schémas, il y a lieu d’introduire une varicn-
te relative de la notion de séparation. Disons qu’une application continue



f : X -~ Y d’espaces topologiques est séparée si Inapplication diagonale

diagf : X i X xy X (qui est en tous cas un homéomorphisme de X sur la dia-

gonale de X xy X ) a une image fermée. On vérifie facilement comme dans [2]
les faits suivants :

(i) Si f est injective (i. e. est un monomorphisme dans (Top) ), f est

séparé ;

(ii) Si f est séparée alors pour toute application continue Y~ -~ Y ~ le

morphisme f ! : X xy Y’ est séparé ;

(iii) La composée de deux applications continues séparées est séparée.

(iv) Si gf est séparée f est séparé. En particulier, si Y est séparée
alors f est séparé si et seulement si X est séparée d’où résulte dans le cas

général que f est séparé si et seulement si Y est réunion d’ ouverts Yi tels

que les f 1 (Y.) soient des ouverts séparés* 
-

Ceci dit, un morphisme d’esp:J.ces analytiques f : X -~ Y est dit séparé si
c’st une application continue séparée , ou, ce qui revient au si le morphis-
me diagonal X -~ X xy X est une immersion fermée ; on dit aussi que X est

séparé sur Y . Les propriétés formelles précédentes s’appliquent donc. Par exem-

ple, si X et Y sont des espaces analytiques sur S , et si on a un couple
de S-morphismes f , g : X i Y , de noyau Z , alors Z ~ X est une immer-

sion fermée pourvu que Y soit séparé sur S.

3. Anneaux locaux d’ un produit fibres

Soient A , B , C des anneaux linéairement topologisés séparés et complets,
et considérons des homomorphismes continus u : ~~ .~ B et v : A -~ C . On

~

définit alors le produit tensoriel complété B C de B et C sur x i comme

la limite proj ective des anneaux B~J ~ C/K , où J et K parcourent chacun

un système fondamental d’idéaux ouverts de B, resp. C . Noter d’ailleurs que

pour J et K donnés, il existe un idéal ouvert I dans A tel que

IB C J , IC C K , et que le produit tensoriel écrit plus hr,ut s’écrit aussi

C/K . Il résulte de la construction que B A C est une somme amalgamée
de B et C sous A dans la catégorie des anneaux topologiques du type envisagé,
i. e. que la donnée d’un homomorphisme continu B A C ~ D équivaut à la donnée

d’un diagramme commutatif d’homomorphismes continus



On dit que ce diagramme fait de D un produit tensoriel complété de B et C

sur A f s’ il correspond à un isomorphisme B A V -~ D . Nous aurons à utiliser

cette notion pour des anneaux locaux noethériens munis de leur topologie habi-

tuelle, complets pour cette topologie, et des homomorphismes A -~ B et ~~ -~ C,
continus (i. e. locaux) , à extension résiduelle triviale. Alors les B/J et

C/K sont des algèbres finies sur A , donc sur l’anneau artinien ~’~~I ~ et leur
produit tensoriel est également un anneau local fini sur ~’~/I ~ donc artinien,
d’où on peut conclure que C est alors un anneau local noethérien complet ;
sa topologie est sa topologie habituelle d’anneau local, et l’homomorphisme
A -~ B eA C est également un homomorphisme local à extension résiduelle tri-
viale.

Supposons par exemple B = ... ~ C == ... ~ 

alors B 0. A C s’identifie à A[ [t. ~ JL ... ~ t in’r’n ]] . D’autre part ( B et. C

étant de nouveau des anneaux locaux complets quelconques) , si J est un idéal

(le B , K un idéal de C ( J et K sont donc nécessairement fermés, mais

on ne les suppose pas ouverts) , (B/J) 0. (C/K) s’identifie à D/ (JD + KD) , où
A 

-

D = B ~~ C . La conjonction de ces deux remarques permet de réaliser tout

B SA C (où B et C satisfont aux conditions énoncées plus h~ut ~ impliquant

qu’ils sont isomorphes à des quotients d’algèbres de séries formelles sur A )~
comme un quotient d’une algèbre de séries formelles sur A .

PROPOSITION 3.1. - Soient X et Y deux espaces analytiques sur un troisième

S , Z leur produit fibré sur S ~ z un point de Z t x j, y ,s les points

de X ~ Y ~ S qu’il définit, et considérons le diagramme d’homomorphismes d’an-

neaux locaux complets : .

Ce diagramme identifie Oz au tensoriel complété



En d’autres termes, le foncteur contravariant (X, x) OX,s 
de la café-

gorie des espaces analytiques ponctués, dans la catégorie des anneaux locaux

complets, transforme limites projectives finies en limites inductives finies.

Procédant comme au numéro précédant, on est ramené à prouver cette propriété de
commutation dans les deux cas suivants :

a, le produit X x Y , i. e. S réduit à un point ; 
’

b, un produit fibre P xQ Q’ , où Q ~ -~ Q est une immer sion.

Utilisant (2.2) et une remarque précédant (3.1) sur la détermination du produit

tensoriel complété d’anneaux quotients, le cas (b) devient trivial, et le cas

(a) est ramené au cas où X = Em ,y = En . Ce dernier résulte de la détermina-
tion indiquée plus haut du produit tensoriel complété d’algèbres de séries for-

melles, du fait que Em x et que les complétés des anneaux locaux de
E sont des algèbres de séries formelles sur k à m , n et

m + n générateurs précisés.

REMARQUES

1° Considérons l’homomorphisme canonique

On vérifie facilement que si B ou C est fini sur A , c ’ est là un isomorphis-

me. (Cf. [2J, 0.7.7.7). Utilisant le fait, cité dans l’introduction de l’exposé
numéro 9 de ce Séminaire que si B est une algèbre analytique au-dessus d’une

algèbre analytique A , quasi-finie sur A ~ alors B est fini sur A J on

trouve :

COROLLAIRE 3.2. - Supposons que 0 x ou 0 
y 

soit fini sur ds ; alors on a
un isomorphisme canonique

2° * Il est connu que si A est un anneau analytique intègre, alors son complé-
té est également intègre. De plus, CHEVALIEY a démontré (~1 ~ ~ proposition 12)
que si A et B sont deux algèbres eur un corps parfait k, isomorphes à des

quotients d’algèbres de séries formelles, alors le produit tensoriel complété

A -- . B est intègre si les deux facteurs le sont. Il résulte d’ailleurs de ces

énoncés que les résultats analogues sont vrais en remplaçant "intègre" par
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i. e. sans éléments nilpotents. Conjuguant ces faits avec ~3 ~ ~ ) ! on
voit que si X et Y sont deux espaces analytiques réduits (resp. localement
intègres) alors X x Y est réduit (resp. localement intègre) .*
Bien entendu rien de tel n’est vrai si on remplace le produit ordinaire par

un produit fibre. Par exemple , si on a un morphisme f : X .~ ~ d’espaces

analytiques, par exemple de variétés analytiques de dimension 1 sur k ~ les
fibres de X sur S ~ définies comme produits fibres X x S {s} est

le sous-espace analytique réduit de S défini par un point s ) ~ peuvent avoir
des éléments nilpotents. Exemple : on projette le cercle X d’équation
x2 + 2 = 1 (i. e. le sous-espace analytique de E2 défini par l’Idéal engendré
par la section x + y2 du faisceau structural) sur l’axe des x (i. e. on

considère le mor hisme X ~ S = E1 défini par la section de OX induite par

X ) ; les fibres des points + 1 et - 1 sont réduites à un point, leur anneau

local est l’algèbre des nombres duaux sur k .

BIBLIOGRAPHIE

[1] CHEVALLEY (Claude). - Some properties of ideals in rings of power series,
Trans. Amer. math. Soc., t. 55, 1944, p. 68-84.

[2] GROTHENDIECK (A.) et DIEUDONNÉ (J.). - Eléments de géométrie algébrique,
I : Le langage des schémas. - Paris, Presses universitaires de France,
1960 (Institut des hautes Etudes scientifiques, Publications mathématiques,
4).


