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Séminaire Henri CARTAN 12-01
13e année, 19%0/1, n° 12 )
6 février 191

TECHMIQUES DE CO:STRUCTION EN GIOMETRIE AMALYTIGUE

par Alexander GROTHEMDIECK

I ’ ’
V. FIBRES VZCIORIELS, FIBRES PROJECTIFS, FIBRES iN DRAPZAUX

Remarques préliminaires. = Le lecteur pourra noter que les d.veloppements donnés

ci-dessous sur les fibrés vectoriels, fitrés en drapeaux, etec, pourraient se
déduire d'énoncés plus géndraux valables pour des espaces annelés quelconques,

qui se formuleraient 2 1'aide de la notion de "schéma relatif?" X au-dessus d'un
espace annelé S o Lorsque S est un espace analytique et X est un schéma rela-
tif de type fini sur S , on peut lui associer un espace analvtique sur S , soit
Xan s de telle sorte qu'on ait pour tout espace analytique T sur S une bijec~
tion HomS(T ’ Xan) 3 HomS(T s X) , fonctorielle en T , ol le premier Hom est
pris dans la catégorie (An) des espaces analytiques, et le deuxiéme dans la caté-
gorie des espaces annelés en anneaux locauxe (Cf., dans le cas oi S est une va-
riété réduite 2 un point, [3] dans le cadre de SERRE, et un exposé an préparation
[1] dans le cadre général avec éléments nilpotents). Ceci dit, les opérations ¢
fibrés vectoriels, fibrés en drapeaux, etce en géométrie analytique, se déduisent
des opérations correspondantes dans la géométrie algébrique par application du
foncteur X «Af»Xan 3 et leurs propriétés formelles essentielles résultent alors
trivialem:nt des résultats de géométrie algébrique et des propriétés élémentaires
du foncteur X ~~ Xan o Le m@me procédé s'applique d'ailleurs 2 des constructions
plus délicates (schémas de Hilbert, schémas de Picard, etcs.), lorsqu'on est sur

le corps C des complexes, grice aux propriétés de £idélité du foncteur

X nwr*Xan pour X projectif sur Y , exnrimées dans un théoréme fondamental de

Grauert-Remmert (généralisant le résultat principal de EIE

Faute d'avoir développé (comme il aurait fallu le faire dés le début dans [2])
le langage des schémas relatifs sur un esnace annelé, nous devrons nous contenter
provisoirement de travailler "en vase clos", en restant dans la catcgorie des espa=-
ces analytiques. Du point de vue des fondements, ces remarques suggérent cependant
assez clairement la nécessité, pour la g3ométrie analytigue également, de dévelcope-

per dés 1l'abord une théorie relative des espaces analytiques, au-dessus d'espaces

» . ’ ’ ’
annelés en anneaux topologiques S assez géndrauxe. Lorsque S c¢st une variété
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(analytique, différentiable) ou un espace topologique, cela donnerzit la bonne
formulation d'une famille analytique, ou différentiable, ou aontinue, d'espaces
analytiques. Les théoremes de finitude de Grauert et de Grauert-Remmert ne pourront
8tre considérés comme complétement clarifiés qu'une fois étendus & la situation

relative générale (ol on ne connait pour 1'instant que des résultats épars, trés
particuliers, de Kodaira-Spencer).

1. Fibrés vectorielse.

Soient S un espace analytique, et & un faisceau analytique sur S . Four
tout espaee analytique T sur S , désignons pas S(T) 1l'image inverse du Module
& .par le morphisme structural T - S  Lorsqu'on se donne un S-morphisme
f ¢ T*'> T, on a un isomorphisme canonique

& S ¥

(1) (r))  »

d'ol, puisque £* est un foncteur transformant OT en Oqy » une application

canonique

Y )
£ e HomoT(g(T) , @T) — HomOT'(L(T') ,eT,) .
De cette facgon, posant
Fg(’I) = Homo’ég(,r) ’ OT) ,

Fg devient un foncteur contravariant de (An)/s dans (Ens) e On notera qu'il
dépend de fagon contravariante de & , de facon précise, FQ(T) est un bifonc-
teur en T , & , variables respectivement dans la catégorie opposée 2 (An)/s ’

et dans la catégorie opposée & la catégorie des Modules sur S

PROPOSITION 1.1, - Supposons & de présentation iiniee. Alors le foncteur con-

travariant Fg sur (An) /s est représentable.

En effet, ce foncteur est évidemment de nature locale (exposé IV, 544), donc la
question est de nature locale sur S (exposé IV, 547), et on peut donc supposer

qu'il existe sur S une suite exacte
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(puisque par hypothése, une telle suite exacte existe localement sur S ). On en

déduit pour tout T sur S une suite exacte

C,Tﬁg?ag(T)ao

(e foncteur image inverse étant exact 3 droite), d'ol la suite exacte

(%) 0 = Homar(&;(r) ) HomoT(Q;’ > @) 3 H°m0T(d; s> Op) ’

évidemment fonctorielle en T . Or pour tout entier p , on a une bijection fonc-
torielle en T

N
Hom, (R , o) ™ Hom(oy , 0,)% ¥ (1,0

O

ce qui montre que pour T variable dans (&in) , le foncteur en T exprimé par le

premier membre est représentable par 1'espace 8p 3 donc (exposé IV, 3.1) pour T

T)p

variable dans (An)/s » ce mdme foncteur est représentable par &° x S, considéré
comme espace 2nalytique sur S par la déuxiéme projection. Cela prouve done (1.1),
lorsque &= Og » et dans le cas général, la suite exacte écrite plus haut montre

que le foncteur F. est représenté par l'image inverse, par le morphisme
Sx & 5 sx &

qui représente l'homomorphisme o dans (%), de la "section nulle" de S x g™
(is 0o le morphisme section S - S x &° qui correspond & 1'élément nul de
Hom,, (C@ ’ Oé) )e Cela mchive la démonstration.

S

DEFINITION 1.2. - L'espace analvtique sur S qui représente le foncteur Fé

précédent est appelé le fibré vectoriel sur S défini par &, et noté 'XS&) .

REMARQUE 1.3. = Considérons le foncteur en T parcourant (An)/s :
(qui dépend de fagon covariantede &, contrairement & F, )e I1 est facile de

montrer (supposant encore & de présentation firde) qu'il n'est représentable

que si & est localement libee ; la représentabilité du dit foncteur en ce cas
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étant d'ailleurs coatenu dans (1.1) appliqué au faisceau dual & = Hom (&, C%)
S

(Cfe 1.9)e I1 était d'usags jusqu’a présent d'appeler fibré vectoriel défini par
le faimceau localement libre & , 1l'espace analvtique sur S représentant G8 s
dont le faisceau des scctions est donc isomorphe 3 & lui-m@me. Il certlo préfé-
rable d'adopter la convention duale, qui permet de faire correspondre un "fibré
Yectoriel” 3 un faisceau de présentation finie cuelconquee. De tels fibrés vectoriels
et surtout les fibrés projectifs associés, se rencontrent effectivement en géométrie
par exemple dans l'étude des "variétés de Picard". Lorsque & est localement
libre, ce que nous appelons ici fibré vectoriel sur S défini par & , est ce
qu'il était d’usage d‘'appelex lec fibré vectoriel défini par & .

1.4, - Lo foncteur Fe est non seulement un foncteur & valeurs dans la catégo~-
rie des ensemblec, mais méme 3 valeurs dans la catégorie des espaces vectoriels
sur le corps de base x . Conformémen’t aux dé"initions générales, on peut donec
dire que ll'objet X =AXK8) de la catégorie «9;1n)/s est un " k~espace vectoriel

dans C ", ce qu'on peut expliciter aussi en disant qu'on a une loi de composition
N

X * g X » X
satisfaisant aux axiomes des groupes commutatifs, et que l'anneau k opére sur
X/S , de facon précise qu'on a un homomornhisme de k dans l'anneau des endomor-
phismes de X considéré comme '"groupe commutatif sur S ". Cela implique en par-
ticulier, pour les ensembles sous~jacents aux fibres de X sur S , des structures

dlespaces vectoriels sur k , mis en évidence dans (1.8) ci-dessous.

Nous allons examiner des varian-»s de V(&) avee & et S variables., Pour
S fixé, & ~variable, il résulte des remarques du début que AK;S) cst un fonc-
teur contravariant en le Mcdule de présentation finie &, & valeurs dans la caté-

gorie (An)/s « D'aillevrs :

PROPOSITION 1.5+ = Soit v © & - 8§ un homomorphisme surjectif de Modules de
présentation fir’e sur S . hAlors le morphisme

V() o vis) - V(&)

est une imrcrsion T2rTde.
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En effet, la question étant locale sur S , on peut supposer que & est quotient
du faisceau Og s et de plus que lzs noyaux des homomorphismes £vidents de Og
dans & et & sont également des quotients de faiscecaux de la forme o . hlors

S
on a des S-morphismes

J() - ¥(5) - ¥(eR) ,

d'autre part la démonstration de (l.1) nous montre que les morvhismes ,X!g) -»_XSO%)
ot le morphisme composé V(&) - Ayﬂﬁg) sont des immersions fermées, il en est

donc de méme de «Xﬂu) .

REMARQUE 1.6+ - Lorsque & et § sont localement libres, la situation de (1.5)

n*est autre que celle d'un fibré vectoriel «2!8) et d'un sous=fibré vectoriel

#!g%) au sens courant du terme. On fera attention qu'il ne suffit pas, pour que
'335) s'identifie & un sous-fibré vectoriel de ’355) s que l'homomorphisme

§+ 8 soit injectif, méme dans le cas classique ol on supposc les faisceaux envi-
sagés locdlement libres ; i1 faut alors cexiger de plus que Im(%) soit localement
fafteur direct dans g o

PROPOSITION 1.7« = Soit S' un cspace analytique sur S , ot posons &' = 8(5,) .

Alors on a un isomorphismc canonique
V(') 3 U(E) xg B' .

C'est un cas particulier de (exposé IV, 342).

COROLLAIRE 1,8 = Soit s € S , alors la fibre «K!g)s est canoniquement isomor-

phe & 1l'espace vectoricl dual de la fibre réduite Ss ® k , munie dec sa structure

8
canonique d'espace analytique (pour laquelle il devient isomorphe a un espace & )e

En effet, prcnant pour S' 1le sous-cspace analvtique téduit de .S défini par

s » et notant que &' est donné alors par 1l'cspacc vectoricl E = & & kX 5 on ost
© Vs

ramcné au cas ol S cst réduit i un point, d'anncau local réduit 2 k o L'cnsem=-
ble sous-jacent 3 V(&) s'identifie aldrs & 1l'cnsemble des sections dc V(&)

sur S, i. e. par définition a 1l'cnsemble Homg (&, os) Y Hom(E , k) o Sa struc-~
sure d'espace analytique, i. c« son faisceau strictural, s'explicite alors immé-

diatement comme dans la démonstration de (1.1), par choix d'unc base de E .,
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PROPOSITION 149 = Soient & et & deoux Modules sur l'espace analgtiquer S ,
et posons pour tout espace analytique T sur S

F(T) = HomQr(S(T) ’ 5(T)) ’

de sorte qu'on obtient un foncteur contravariant de la catégoric (An)/s dans

la catégorie des ensemblese S1 & est dc présentation finie, et & localement libre
do typefini, alors ce fonctcur est représentable, ct il est représenté par le

fibré vectoricl V( 5 & 5

En effet, on a une bijection, fonctoriolle cn T
N Y 3
T T
¥ Homg (Say 8y s Op)
9 @bs (T) * °r
d'od la conclusion par (l.1) et (1.2)e

2+ Fibrés en drapcaux, etce. $ définition, quelques morphismes canoniques.

Soient S un espace annclé en anncaux locaux, & un Module sur S, et
m= (ml 9 oee mp)

unc suite croissante d'onticrs 20 .

’
DEFINITION 2.1, = On appelle drapeau dc type m dans & unc sulte croissante

de Modules quotients 81 » 82 s see 3 & de &, localement libres de rang res-
peEtifs m; 5 M, 5 ees m e L'ensemble dc cos drapeaux est noté Drapm(E) .
Lorsque p =1 , done quc la suite m est réduite 2 un seul cntler n 20, on
éerit aussi Grassn(g) au lieu de Drapm(é) « Lorsque de plus n =1, on derit
P(5) au lieu de Grassl(g) .

Ainsi, Grassn(S) cst 1'cnsemblc des Modules quotderts de & qui sont locale-
ment libres de rang n , et F(8) 1'cnsemble des Modules quotiests de & qui
sont M™nversibles", 1. ce localement libres de rang 1 (Rappelons qu'on appelle
Module localement libre dec rang n , un Module localemcnt isomornmhe 2 Og )e
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Soit alors S! - S un morphisme d'espaces annclés en anneaux locaux, et soit &!
1'image inverse de & sur S! ., Comme le foncteur image inverse cst exact 2 droite,
et transforme Modules localement libres de rang n en modules localement libres

de rang n , on trouve unc application canonique ¢
Drapm(g) - Drapm(S') ’

et ces applications satisfont une propriété de transitivité évidenmtc. Posant alors,
pour tout cspace annelé cn anneaux locaux T sur S ¢

mpm(g) (T) = Drapm(g(T))

on voit que 1'on obtient un foncteur contravariant en T , 2 valeurs dans la caté-

gorie des ensembles, qu'on notera Drag (8) « On obticnt ainsi on particulier des
fonecteurs

Grass_(&)(T) = Grassn(S(T))

B(E)(T) = P(&(q)) o

Notons maintenant que pour S fixé, et un homomorphisme surjcctif & - § de

Modules, on obtlent une application canonique corrcspondantc

Drapm(s) - Drapm(g)

puisqu'un faisceau quoticnt localement librc dc rang n de § pout &tre considéré
aussi comme un faisceau quotient de & , localcment librc de rang n « On a une
propriété de transitivité évidente, qu'on pout exprimer en disant que Drapm(g)

est un foncteur contravariant en & dans la catégoric des Modulecs sur S , ok on

prend comme morvhismes lcs homomorvmhismes surjzctifs de Modulese On a aussi unc

anplication canonique

Drapm(g) - N Grassm (&)
1<€i<p i
puisque rar définition le rrcmicr membre cst un sous=cnscmble du ssconde Notons

maintenant que si on a un homomorphisme surjcctif & -’é& s OU 81 est localcment
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libre de rang n , alors en prenant la puissance extérieure n-ieme, on trouve un
n n
homomorphisme surjectif A & -A 81 s ou le deuxiéme membre est un Module inver-

sible. Dec cette fagon, on définit une apnlication canonique (dite application de
Fliicker) :

Grassn(S) — P( /1‘1\ &) .

Enfin, si on a des homomorphismes surjcetifs & - 81 s S o 31 s avee &, et

1
31 des,Modules inversibles, on en déduit en tensorisant un homomorphisme surjec-

tif 6545 05, , 0l le deuxiéme membre est égalemcnt un Module inversible.

Do cette fagon, on obtient une application canonique (dite application do Segre) :
P(§) x P(5) -» P(6® 5) .

Notons maintenant que les quatre applications qu'on vient de définir sont compa-

tibles avec la formation d'images inverses, done définissent cn fait des homomor-
phismes de foncteurs ¢

Dragm(s) — Drapm(g)
Drap_ (&) M a &)
ra m( — st rassmi(

Grassn(g) — ES /r{S)
BE) xEB(5) = BEx D) .

A partir de maintenant, nous nous restrcignons aux cspaecs annclés qui sont des

espaces analytiques (Cf. Introduction). Nous montrerons

PROPOSITION 2,1 = Supposons quc le Module & sur l'espacc analytique S soit
de présentation finiee. 4lors le foncteur contravariant Drap (c;) sur (4n) /5 est
représentablece

On pourra donc poscr la définition suivante ¢

DEFINITION 2.2, = L'espace analytique sur S qui représentc Drap (&) scra
noté Drap (&) s ct appelé le fibré des drapeceux de type m dc & o En pearticulicer,
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= t - N ~ ,

on notera Grass_(&) Drap (8) 1 espace analytique sur S qui rcprésente le
foncteur Grassn(S) , et ®(8) = Grassl(E;) 1'espace analytique qui représcnte lc
foncteur ‘\0"1(5) 3 cct espace s'appellara @ussi le fibré projectif défini par & .

Les quatre homomorphismes fonctoriels précédents définissent donec des S-morphis-
mes canoniques ¢

Drap (S) — Drap (8)

Drap (&) 1 Grass (&)
ra ——> lsj\<p rass 1

n

Grassn(g) — 63(/\8)

e(e) x #(35) — (s ® 5) .
On verra de plus ¢

PROPOSITION 242 ¢ = Les morphismes précédcents sont des immersions fermées.

REMARQUES 243s = Commc dans le cas des fibrés vectoricls, les fibrés projcetifs
n'étaient considérés que pour des faisceaux localement libres, cb la définition
"regue ost duale de celle que nous sommes obligés d'admottre ici pour les raisons
signaléos dans (1.3). On vérifie aussitét sur la définitdon que si & ost un
faisceau quotient du faisceau structural OS par un Idéal dc type fini & , donc
1'extension &2 S d'un faisceau de la forme Ogr » ol S!' cst un sous-cspace
analytique fermé de S , alors ®(&) ost S-isomorphe & S' o Cela montre en
particulicr que (méme si S est non singulicr de dimension analytique 1 ) les

fibrés projectifs sur S peuvent avoir des éléménts nilpotents dans lemrs anncaux
locauxe.

2e4e = I1 résulte encore de (exposé IV, 3+2) que pour tout cspace analytique

S!' sur S, posant & = E;(S,) s Oon a un isomorphisme canonique

Drap (&) N Drap (&) ;‘S St

d'oll en particulier ¢
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Grass (6') 3 Grass (&) xg ', €(&") 5 e(s) xg S .

Prenant pour S' un espace analytique réduit % un point s € S , dont 1'anncau
local est réduit & k , on voit que l'cnsemble sous-jacent a la fibre Drapm(éé)s

est 1'ensemble des drapeaux de type m dans l'espace vectoricl Ss ®q k (fibre

s
réduite de & en s ). En particulier P(&)S est 1l'ensemble des hypurplans dens

la dite fibre rédu%te. D'autre part, si & = Og , alors & cst 1l'image inverse
de cg par 1'unique morphisme S »e de S dans l'objet final e de (an) ,
done Qgggm(S) est canoniquement isomorphe 2a nggh(kN) x S , ol on pose, pour
tout espace vectoriel V de dimension finie sur %k , nggm(v) =‘2£EEm(v) , ol

Y est le Module sur ¢ défini par V o

245+ = Utilisant (2.2), on voit que Drap (&) est isomorphe 2 un sous-cspace
analytique fermé de ®(¥) , oi V¥ est le produit tensoriel doc p copies de & .

3¢ Démonstration du théoméme d'existence et des théorémes d'immersions

Il est immédiat d'abord que le foncteur Drap (&) est de naturc locale (exposé IV,
544)s Nous prouvons d'abord qu'il est rcpréscntablc dans le cas particulicr ol
p=1, 1. e cll on considére lc fonctcur Grass_(&) o En vertu de (cxposé IV, 5.7),
la question ost locale sur S , donc on ncut supposer que & cst engendré per
unc famille de scctions (fi)ieI « Pour toutc partic H de I , 3 n éléments,

considérons 1'homomorphisme

défini par les fi , 1€H . Cour simplifier, pour teut cspace analytique T gur
S , nous désignerons encore par ¢y * O? - 8(T) et par fi s lcs objets sur T
déduits de ¢y et des fi par changemcnt de base T -+ S o On désignera alors par

FH(T) la partic de F{T) = Grassn(g)(T) = Grassn(G(T)) formé des quoticnts

localement libres & &z rng n de E(T) tel que le composé
o ,
O? é’(T) 21

soit surjectif, donc wn iscmorphisme (puisque lcs deux faisccaux on jeu sont
localement libres de m®mc rang). Comme le fencteur image inversc transforme épi-

morvhicmes en épimorphismes, on voit que FF(T) cst un fonctcur cn T o Hous allons
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vérifier, pour le systéme des foncteurs FH ct les homomorphismcs d'injection

canonique i, ¢ FH + F , les conditions de (exposé IV, 5.6)s Il reste & vérifier :

a+ Chaque FH est représentables En effet, FH(T) s'idcntifie aussi a 1'en-
] n ’ n e
semble des homomorphismes 8(T) - G dont le composé avec @, 2 OT - G(T) ost
1'identitée. On a donc une suite exacte d'ensembles

(04
Fy(T) HomOT(&‘;(T) , a’r‘):::f‘g_,"ﬁomOT(Q;‘ , o;_,‘)

a a osl'application u ~~» u o ¢y » ot ol B ecst 1l'application constante de
valeur l'endomorphisme identique de Q? « Bien ontendu, toutos les applications

du diagramme sont fonctorielles en T o D'autre part, en vertu de (l.1) los deux
derniers tcrmes sont des foncteurs représcntables en T , représentés respectivemert
par ﬂxgs)n et par ;xfﬂ?)n o Donc F, ost représcntable, et cst le noyau du

couple (o 4 B) &

be Soit T wun objet de (An) /g ot soit n e F(T) « Alors le foncteur contra-
variant (FH)ﬂ sur (An)/T est représentable par un ouvert de T o Utilisant le
critére [IV, 5.9], cela signifie ceci : étant donné un Module quotient 81 de

S(T) s localement libre de rang n , l'ensemble Uﬁ des points t € T , tels que

1'homomorphisme k= - O ®q k déduit de 1'homomorphisme composé C? -+ & + &
1,t 70, (T) 1
soit surjectif, est ouvert, et égal & T seulement si le dit composé lui~m8me est

surjectifs Or c'est 12 une conséquence du fait suivant, résultant du lemme de

Nokayama $ si u ¢ M -»7N est un homomorphisme de Modules sur un espace annelé cn

anneaux locauxy J de type fini, et si u induit un homomorphisme surjectif pour

les fibres réduites en un certain point t , alors u est un épimorphisme au voi=
sinage de t .

ce Avec les notations précédentes, la réunion dos UH cst T o Bn oftfet comme

les fi cngendrent S(T) s leurs images dans 81 engendrent 81 s ct comme 81
cst localemcnt libre de rang n , on voit (par ememplo cn rcgardaent la fibre réduite de
81) que pour tout point t € T , il existo n éléments parmi lcs fi cui ongendrent

81 cn t 4 donec t est contenu dans un UH o

Cela prouve donc la ropréscntabilité de Grass_ o Dans lc cas général, pour
- Al

prouver que Drap (8) ost représentable et que lc morphisme

F = Drapm(g) - G = g Grassmi(éb
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une immersion ferméc, il suffit, en vertu de (exposé IV, 3.13 de prouver quc pour
tout objet T de (An)/s et tout élément n de G(T) = Il Grass_ (& T)) y lo
1 my

foncteur contravariant Fq est représcntablc par un sous-cspacc analytique fermé

de T o Changeant de notation, on peut supposcr pour simplificr que T =S . Cn

part donc de p faisceaux quotients &i de & , localcemont libres de rangs rospec—
tifs my ct on considérc pour tout objet T de (An)/s 1'cnsemble des drapcaux
de type m de 8(T) définis par les 8i(T) 3 cnsemblc qui cst vide ou réduit a

un élément, cec dernier cas sc résentant si et sculemcnt si pour tout 1 &1 <p,
(gi+1)(T) majore (81)(T) o Utilisant le fait que lc fonctcur image inverse cost
exact & droite, ot désignant par Si lec noyau de & - 81 s on voit que la condition

onvisagéec pour i signifioc aussi quc 1'homomorphisme composé

Giad) = o) ~ &)

est nule Cola signific aussi quc lc morphismo structural T - S ost majoré par
le sous=espacc analytique fermé Si de S , imagec inverse do la scetion nmille du

N rd . 3 4 o) g
fibré vectoricl sur S qui représcnte le foncteur T -~~~ H°m03((51+1)(T) » ( i%T))
(8f+ 1.9), par la scction correspondant i 1'homomorphisme composé $i+1 e 8i .
Par suitc, lc fonctcur Fh cst rcpréscnté par lc sous-cspace analytique fermé de
S, Inf des Si pour 1 <i<peo.

On démontre de fagon toute analoguc que lc morphisme nggm(ﬁ) - QEEEm(g) cor=-
respondant @ un épimorphisme & -+ § dc Modules de préscntation finic sur S, cst
une immersion ferméc. Il roste alors & prouver que lcs deux derniers morphismes
cnvisagés dans (2.2) sont égalcment dos immersions fermécse Nous lc feorons pour lc
morphisme dc Plickcr, la démonstration dans le cas du morphismc dc Scgre étant cna-
logue ot plus simplce, La question étant locale sur _8 ; on pout suymser que & est
engendré par un nombrzs fini de scctions, ie co cst quoticnt d'un feisccau de la
forme C@ o Cc qui pré-:de hous raménc méme au cas ol ona &= dg « Pour toute
partiec H & n 4léricnis de I =[1, m] , posant Eﬁ = Cg sy H' =TI ~H , ona
une décomposition on somiac directe &= & + &y, « Soit X, (rcspe YH) la partie
ouvert de X =_§§g§§n(6) (resp. de Y = (&) ) telle que pour tout cspace analy-
tique T sur S . HozS(T 5 XH) soit 1'ensemble des Modules quoticnts de S(:) tels
que 1'homomorphismc canonique de &CT) sur lc¢ quoticnt induise un isomorphisme do
(&h)(T) sur le dit. et tel quec Homs(T P YH) soit 1'c¢nscmble des Modules quoticnts

n n n
de (/\ &) (T) = /\ G(T) tcls que 1*homomorphisme canonique dec /\ é’(T) sur lec quotiat
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induise un isomorphisme de (}1\. SH) Ty 0, sur lc dite On a vu plus heut que
1l'on peut bien trouver de tels ouverts, d'autrc patrt il cst immédiat que XH est
1'image inverse de Y, par le morphisme de Plicker X »Y (car pour qu'un homo-
morphisme (SH)(T) - 81 y avec 81 localement libre de rang n , soit surjectif,
il faut et il suffit que 1'homomorphisme obtcnu par élémation & la puissancc cxté-
ricure n-idme le soit, comme on voit par cxemple cn regardant les fibres réduites).

On e¢st ramené 2 prouver que X, + Yy cst une immersion ferméce Or de fagon générde,
considérons unc décomposition en sommc dirccte

&E= &' + &n

avec &' localement libre dc rang n ( &" étant de présentation finic ct par
ailleurs quelconque, il n'est plus nécessaire pour cc qui suit que & soit loca=-
loment libre)e Soient X = Grass (&) , Y = @(R &) , ot soient X' ot Y' 1les
ouverts de X , Y définis 2 1'aide du sous-faisccau &' de & , comme 1'étaient
plus haut X, , Y, & l'aide dec & o Nous allons cxpliciter lec morphisme

X! - Y' induit par le morphisme dec Segre, cec qui montrera quc c'cst bicn une
immersion ferméec. Notons que 1l'ensemble des scctions de X' sur S, 1e ce dos
Modulcs quotientsm 81 de & tels que lc morphisme canonique & —981 induise un
isomorphisme & -» Sl » cst un correspondance biunivoque avce l'cnscmble des pro-
jections de & sur & , lui-mBme en correcspondance biunivogue avee Hom _ (8" , &') .

De méme, l'cnscmble des sections de Y'! sur S cst on corrcspondance biunivoque

n n
avee l'ensemble des projcctions de A & sur lc sous-Module & o+ Or on a un

isomorphisme canonique $

n-1 ' n

n
Ka =Ag +«+ N\ 61 g 6n 4+ ...+ A8

n bl
qui définit unc décomposition de ;\8 an somme dirccte du sous-Module A\ & ; ct du
Module somme des autres termcs du derniecr mombrce On cen conclut une correspondance

biunivoque entre 1l'cnscmble des secctions de ¥' sur S, ct l'mpnsemble

(%) ’ Il Hom (n/--\i &t @ Ke" ,;\5') .

1<i<n S

L'application de I-‘omQS(El" , &') dans l'cnscmblc précédent, corrcspondapt au

morphisme X' - ¥' qu'on veut étudier, associé 2 tout homomorphisme u ¢ &" - &!
la famille des homomorrphismes
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n=i i n
uit 8@/\5" "Ag' (i=1, ...,n)
définis par la formule
: i
(#4) (e onm =g ARu)@mn) .

Notons maintcnant que lc promier terme dans (%) s'identific 2

nel n
Homos(&:" ’ Homos(/\ &, Ner)) ¥ HomOS(Eo'" y &)

et quc moycnnant cette fdentification, la formule (%%) pour 1 = 1 donne

En d'autres termes, identifiant (%) au produit dec son promior factcur P par le
produit Q des autres, on voit que 1'application X'(S) - Y'(S) déduitc du
morphisme X' Y' ecst injective et induit unc bijcetion de X'(S) sur la partic

de Y'(S) = Px Q , graphe d'une application P - Q cxplicitéc par los formules

(%) o

Ces réflexions s'appliquent de mdme & la situation obtcnuc par un changement
dec base T - S , toutes les applications considérécs étant dtaillcurs manifestement
fonctoriclles ecn T o Désignant par @ (resp, 92 lc fibré vcetoriel sur S qui

rcprésente le fonctéur en T a~m Home (éo‘(‘ ) ’ ezT)) (rcspe 1lc fonctcur en
T (T

nei i n
T ~~s _zgrj.(sn HomﬂT((/\ &1 9_/\ 8")('1‘) ’ (A U)(T)) s on trouve donc que X'

stidentific 3 ® , Y' & ® x 2 , ct lc morphisme X' » Y! & ¢tudier au morphismc=-

graphe d'un Semorphisme @-92 o« Comme 2 cst séparé sur S (comme on a vu
implicitement dans lc n® 1), il cn résultec bicn que X' » Y' cst unc immersion

fermée.

Ce Ge Fo Do
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