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Séminaire Henri CARTAMN

13-01
13e année, 1960/61, n°® 13

20 et 27 février 1961
TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOMETRIE ANALYTIQUE
par Alexander GROTHENDIECK

VI : éTUDE IOCAIE DES MORPHISIES

GERMES D'ESPACES ANALYTIQUES, PLATITUDE, IDRPHISIES SIMPLES

l. Germes d'espaces analytiques.

DEFINITION 1l.l. ~ On appelle germe (ponctuel) d'espace anal

lytique X muni d'un point marqué x . Si (X , x) et (¥

erme s
d'espaces analytiques, les germes en x de morphismes f i ., es. x;-U-;T‘e x
dans Y , tels que f(x) =3y , sont appelés morphismes du g . 1le
germe (Y , y) -

On compose les morphismes de germes de fagon évidente, de sorte v obtient

une catégorie, la catégorie des germes d'espaces analytiquese La notion d'isomor-

phisme de germes est donc définie. On laisse au lecteur le soin de vérifier que

pour qu'un morphisme f 3 X -» Y définisse un $somorphisme du germe (X , x) et
du germe (Y , y) , ou y=7f(x) , il faut et il suffit qu'il existe un voisinage
ouvert U de x et un voisinage ouvert V de y tels que f induise vn isomor-

phisme de U et V . On dit alors que f est un isomorphisme local en x .

DEFINITION 1.2, -~ On appelle algebre analytique sur le corps valué complet k ,

a

une k-algébre qui est isomorphe & un quotient non nul d'un anneau de séries con-

vergentes kit , ... , tn} .

Ces algdbres forment une catégorie pour les homomorphismes de kealgébres (né-
cessairement locaux [1], II, 2.6). L tout germe d'espace analytique (X , x) , as-
socions l*algébre locale CX,x , qui est une algebre analytiquee A un morphisme de
germes (X , x) » Y , ) est associé de fagon évidente un homomorphisme

GY,y - ﬁk,x » de sortz quion obtient un foncteur contravariznt

Termes An)° o (Alg An)

de la cotégorie des germes d'espaces analytiques dnans la cetégorie des algébres
analytiques.
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THEOREME 1.3. - Le foncteur précédent est une équivalence de la catégorie opposée
a4 la catégorie des germes d'espaces analytiques avec la catégerie des algebres

analytiquese.
Cette assertion se décompose en deuxe.

ae Le foncteur enviscgé est pleinement fidéle, i. e. on 2 le corollaire suivant ¢

COROLLAIRE 1.4. — Soient X et Y des espaces analytiques, x un point de X,
et y un point de Y . Alors :

(i) Si £ , g sont des morphismes d'un voisinage ouvert U de x dans Y , tels
. *
que f(x) = g(x) =y , et tels que les deux homomorphismes ﬁ;, A OY,y'—’OX,x
soient égaux, alors f et g coincident dans un voisinage de X «
(ii) Etant donné un homomorphisme de k~-algdbres ¢ ¢ Oy - ~» Oy < » 11 existe
’ ’
un morphisme d'un voisinage ouvert U de x dans Y , tel que f(x) = y et

*
fx-—(-Po

DEMONSTRATION de 1e4e

(1) La question étant locale sur Y s on peut supposer que Y est un sous-espace
analytique d'un jﬁ? , et méme Y :ji? (puisque deux morphismes & valeurs dans Y
définissant le mfme morphisme & valeurs dans jg? , sont alors identiques). En ver=-
tu de [1], III, 1.1, f correspond & un systéme (f)) 1ciqn e sections de O ,
a savoir les f*(zi) , et de mMme g correspond & un systeme (gi)hgtsn de sec—-
tions de Q; » et l'hypothese f; = g; implique que le germe en X de fi est
égal a celui de g * Donc sur un voisinage ouvert convenable U' de x , on aura

fi = g; pour 1£ign ce qui implique, par loco citato, que f =g sur U' .

(1) On peut encore supposer Y sous-espace analytique frrmé d'un ouvert V
n
d*un E défini par un Idéal de type fini & sur V o On = donc OY =
! P P v =%,y

et la donnée de ¢ équivaut & la donnée d'un homomorphisme ¢ : O v~
’

» X
1 3 - g a ']
s'annulant sur I Soient fi,x = w(zix) , et sclent f; des sections de Oy
sur un voisinage ouvert U de x , correspondants aux germes fi x* Les fi dé-
’

finissent donc, par loco citato un morphisme
g: U-L" ,
’ < - P * .
déterminé par la condition que g (Zi) = fi s ce qui implicue d'ailleurs (en pre-
- . *
nant les augmentations) que g(x) =y . Por construction, &y et ¢ ont mfme va~

leur sur les z5 y* ce qui implique qu'ils coincident, puisoue @V est 1l'anneau
’ ’
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des séries formelles er les z, _ =a, (ou a, = &(z, x) ). Por suite on a
i,x i i i,

g:(ay) =0 , i. eo g*(s)x =0 , ce qui signifie qu'il existe un voisinage ouvert
Ut de x dans U tel que g(U!') ¢ V et que g*(ES) soit mul sur Ut , i. e.
que g|U! se factorise & travers un morphisme f ¢ X >Y . On a alors f; =9
par constructione.

be Le foncteur envisagé est essentiellement surjectif, Z. e« on a le corollaire
suivant ¢

COROLLAIRE 1.5, — Pour toute elgébre analytique A , il existe un espace analy-

tique X et un point x de X , tels que GX x soit isomorphe & A .
’

En effet, d'aprés la définition 1.2, on a A .'Y.OZ’X/I sy 00 Z est un espace

E® et x est 1torigine de Ay , enfin I wun idéal de 0, distinct de 1*idéal
unité. Comme Oy . ©st noethérien, I est de type fini, donc de la forme CI
ot 3 est un Idéal de type fini sur un voisinage ouvert U de x dans Z « Soit

X 1le sous-espace anaslytique de U défini par & « Alors (X , x) satisfait d la
condition vouluee.

Cela achéve la démonstration de (1.3).

DﬁFINITION 1.6 = Un morphisme d'espaces snalytiques f ¢ X -+ Y est dit immer-

sion locale (respe isomorphisme local) en un point x € X s S'il existe un voisina-

ge ouvert U de x et un voisinage ouvert V de y =f(x) , tels que f induise

une immersion fermée (respe un isomorphisme) d'espaces analytiques U -V .

COROLLAIRE 1.7 = Soient f : X = Y un morphisme d'esnaces analytiques, x un
point de X « Pour que f soit une immersion locale (resp. un isomorphisme local)
en x , il faut et il suffit que 1'homomorphisme f;: : OY,y - oX,x (ot y=£(x))
soit surjectif (resp. bijectif).

La nécessité étant évidente, prouvons la suffisance. Supposons d'abord que f
soit bijectif, alors en vertu de (1.3), le morphisme de germes (X , x) » (Y , y)
défini par f est un isomorphisme, ce qui signifie que f est un isomorphisme
local en x comme on 1l'a dit ou début du numéro. Supposons meintenant fx surjec—
tif, soit I son noyau, c'est un idéal de type fini puisaue OY,y est noethérien,
donc de la forme ay . ot 3 est un Idésl de type fini sur un voisinage ouvert
V de y dens Y , et on voit comme dens (1.5), qu'il existe un voisinage ouvert

U de x dens X tel que f|U sc factorise prr un morphisme f' : U - Y¥' , ol
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Yt est le sous-espace analytique fermé de

V défini par & . Par construction,
£
X

est un isomorphisme, d'ol il résulte par 1lz premiére portie de la démonstra=—
tion que, & condition de rétréeir su besoin U et V , f! est un isomorphisme
de U sur Y' , donc f induit une immersion fermée de U dans V .

C. Qe Fe Do

COROLIAIRE 1.8 (résultat promis dens [1], II, 2¢10)s =~ Soit f ¢ X -+ Y un mor-
phisme d'espaces snalytiquese Pour que ce soit une immersion d'espaces analytiques,
il faut et il suffit que ce soit une immersion dt'espaces annelds, i. ee que ce soit
un homéomorphisme de X sur une partie localement fermée de Y , et que pour tout

. *x . . .
x € X , 1'homomorphisme fx : oY,f(x) - OX’X soit surjectife

En effet, il y a seulement & prouver la suffisance, et on peut supposer que
f(X) est fermé dans Y ; il faut alors montrer que 1'Idéal 3 qui définit X com-

me sous—espace annelé de Y est de type finie Or cela résulte aussit8t du corol-
laire précédent.

Nous n'avons pas fait usage encore, dans le préseit exposé (ni les précédents,
4 1ltexception de [1], III, 3.2) du fait, signalé dans [1], II, Introduction, (b),
que si un homomorphisme d'algebres znalytiques A -» B est tel que B est quasi-
fini sur A (i« eo B est un module de type fini sur £ s OU encore B/m A est
un espace vectoriel de dimension finie sur k = A/m y M désignant 1'idéal maxi-
mal de A ), alors B est un module de type fini sur A (C'est 12 une des dif-
férences typiques avec la géométrie algébrique). Utilisant le rdésultat cité, on
peut mettre (1+7) sous la forme plus forte suivante 3

PROPOSITION 1.9+ = Soient f ¢ X -» Y un morphisme d'espaces analytiques, x

un point de X , et y = £(x) o Pour que f socit une immersion locale en x

(resp. un isomorphisme local en x ), il faut et il suffit que l'homomorphisme

Y .7 - OX déduit de fx par passage aux complétés soit surjectif (respective-
mant bij ect:.f) .

(Dans le premier cas, utilisant le lemme de Nekayama, cels signifie aussi simple-

ment cue O 7/m o est isomorphe & k , cu encore (en vertu de (1+3)) que x
- : y X x }

est un point isolé de la fibre Xy de X en y , et son snneau local dans X

est réduit a3 k ).

Reprenant une terminologie déja utilisée en gécmétrie algébricue, nous dirons
qu'un morphisme f ¢+ XY d'espaces anzlyticues est étale en x si 1'homomor-~

phisme o - OX qu'il définit est un isomorphisme. On voit donc qu'en géométric
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analytique (contrzirement & ce qui 2 lieu en géométrie =lgébrique) "étale en x "
est synonyme de "isomorphisme local en x ".

COROLLAIRE 1410ae = Soit x un point d'un espace analyticue X o Pour que 1l'an-
neau local OX,x soit régulier, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage
ouvert U de x isomorphe & un ouvert V d'un'gkn (On dit alors que x est
un point simple de X ).

I1 n'y a gu'a prouver la nécessité , puisquton sait déjad que 1lfanneau local
d'un point dtun 52 est régulier, i. es son complété est isomorphe & une algebre
de séries forrmelles sur k . Supposons donc Oy < régulier, soignt £1 9 eee s £
des éléments de son idéal maximal m formant une base modulo m , et désignons
encore par les mfmes lettres des sections de GX sur un voisinage ouvert U de
X correspondants & ces germes. En vertu de [1], III, 1.1, les fi définissent
un morphisme f : U +E® telque f(x) =y soit 1'origine de A§? s et par cons=~
truction - f; transfor;;lles Ziy en les fiX , donc (comme on a 14 des systemes
réguliers de génératcurs pour les idérux maximaux), induit un isomorphisme pour
les complétés 6Y,y - 6X,x « Donc en vertu de (149), f est un isomorphisme local

by

en x , ie c¢ & condition de rétrécir U , définit un isomorphisme de U sur un
n
ouvert V de E7 .
~

Ce Q. Fo. D

REMARQUE l.1le = On prouverait de mfme, por application de (1.9), 1l'énoncé sui-
vant ¢ soient X un espsce analyticue, x un pointde X, f : X »ji? un mor-
phisme tel que f(x) =y soit l'origine de j{? s 1e ce tel que les composantes
fi de f aient des germes fix dans 1'idé-1 maximal m de Qx,x ¢« Pour que
f soit une immersion fermée en x , il faut et il suffit que les fix engendrent
L i. o que leurs limages engendrent l'espace vectoriel mk/mi .

2e lorphismes platse

Rappelons la définition suivznte @
DEFINITION 241s = Soit £ ¢ X » Y un morchisme d'espaces annelds, $ un Module
sr £, x€X et y= f(x) « On dit cue & cst feplat en x , ou F est plat
sar ¥ en x,si 5 estun O y,--module plet ([3], Chape C, § 6 et [2], IV).

4
8i cette condition est vérifiée pour tout xeX , on dit cuc § est f-plat ou

encore quc § cst plat sur Y . Dans le ccs ou & = OX s on dit aussi que f est
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plat en x (resps que f est plat, ou que X est plat sur ¥ en x s TESpe QquE
X est plat sur Y )

Nous admettrons sans référence les propriétés élémentaires dc la notion de pla-
titude, rappelées dans loco citato, et leurs traductions en linszge d Yespeces
annelése Ainsi, si & est f-plat, zlors le foncteur 9 ~~»% & £*(8) des liodules
sur Y dans les Modules sur X est mon soulement exact a droite, mais exact, 1. e-
il transforme aussi monomorphismes en monomorphismese En particulier, si f est
un morphisme plat, le foncteur image inverse dec lModules pcr f est exacte Si cn
2 une suite exacte de Modules O -+ 3 5 58" 5 0 sur X , et si & est f-plat,

alors pour tout Module 8 sur Y , 1la suite

0 -5 @ £%(@) » 5 0 £(8) > 5" o £%@) - 0

est encore exacte. Explicitons aussi la propridété de transitivité :

PROPOSITION 242, = Soient £ ¢ X2+ Y et gt Y-»7Z dcs morphismes d'espaces
annelés, § un Module sur X, x unpointde X ,et y=£f(x , 2z =g(y) .
S1 g estplaten y, et si § est f-plat en x , alors & est gf-platen x.

Nous nous limitons pour la suite au cas des morphismes dl'espaces cnalytiques
f: XY et des Modules de présentction finie F sur X o Alors oY,y —»OX,X
est un homomorphisme d!anneaux locaux noethériens, ct i‘ix cst un module de type
fini sur OX < ¢ et la situation est justiciable des rdésultats de [2], IV, n°® 5.
En particulier, le théoréme 5.6 et le corollaire 58 de loco cit~to s'appliquent,

et donnent le lermme suivant

IEMME 2e3¢ = Soient f ¢ X 5 Y un morphisme d'espaces znalyticues, § un
liodule de prdésentation finie sur X, x un peintde X et y=f(x) . Pour que

$ soit f-plat en x , il faut et il suffit que pour tout cntier n , le module
s A n+l n+l 2 n+l
5.4 mitt — & A 5 sur § y,ﬁ
pd OY,y %, ¥y ﬁ y x Y,y
soit plat (ou encore, librec)e.
[il. B. = fx désigne le compléié de F_ con tant que modulc sur oX,x 3.
ifous allons cn déduire

PROPOSITION 2.4, ~ Soient £ ¢ X -+ Y un morphisme d'esoseces anclytiques, &
un Module de présontation finie sur X , Y' 5 ¥ un mornhisme d'csprces analytiques,
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un point de
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f par changement de base, S!' 1le
Xt , x,y5, ¥ ses ima-

X 4 2lors &' est fl'=-plat en x' .

Considérons le diagramme dtanneaux locaux complets

A
x> O

» ——P OF

A
I
Y ¥ !
le module §x sur 6x et le module &}y sur 6x' y qui s'identifie au module
déduit de 5& par l'extension de base 6x - 6x, (se rappelant cuec 1l'opération

de complétion d'un module de type fini sur un

anneau local nocthéricn s'interprete

aussi comme l'extension de base de ltannesu donné & son complété). En vertu de

(1], III, 3.1,

»
le disgramme d'annesux envisagé identifie O

1 a4 un produit ten-

. sy 2 A a an+l 8
soriel complété de Ox et @y' sur Oy s donc pour tout n , 6 / 1 O est
3 . sy s o » AN+ ]. A
un produit tensoriel complété de Ay et xny, sur ©__, donc aussi un pro-

A ﬁ“n+1

d'un module se conserve par l'extenulon de la

duit tensoriel ordinaire puisque

sc conserve par l'extension de la base éy » 8, /m

est un module plat sur & ,/nn+l pour tout n o Done &

vertu de (2.3)0

est fini sur

¢« Comme la platitude

base, donc celle de
an+l

y'

@X sur 5
n+1

s 11 s'cnsuit que %#An S

est plat sur O

cn
y'

x?

COROLLAIRE 2+5¢ = Sous les conditions préliminzires de (2+4), supposons quc

A »
Oy -+ Qy,
est plat sur oy e Si

1thomomorphisme

Le fait que 1l'homomorphisme 6y ) s
8. des
y

tat bien connu de linéairc compacité) quc ces

scit
an+l
M

des images inverses In dens

dans ©O_ o Utilisant encore le critérc (2.3),

b
2 A R X An+1 g - A
Sx/In ﬁx cst plat sur oy/In s sachunt que lc module § / sur oy/ﬁn

guton en ddéduit par extension dec 1lc bose 1l'cste Ccla rés ulte

suivant ¢

IEMME 2¢5¢ = Soient A un snncau,
dule, A - At

m un idéz1l nilpotent dc
un homomorphismc d'annceux injectife On supposc

soit injectif (ce qui est le czs por cxcmplc si O,
Y
est fl-plat en x!

s dlors § ecest f-plat cn x

injectif, ie. ce cuc l'intersection
est nullc, implicuc (por un résul-
imoges inverscs tendent vers O

on cst ramené a prouver quc

an+l
y'
& 1dcmment du lcme

A, i
i/mM libre sur

un A—mo-
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Afn (ce qui est 1le cas si m est meximal), et bieh A' plot sur AY o Alors M
est libre sur 4 .

DﬁNDNSTRATION du lcmmee =~ En relevant unc base de Bﬁnbi sur A/h cn des élé-

ments de M , on trouve uh homomorphisme de A-modulcs

us LM ’

avec L 1libre, tel que l'homomorphisme correspondant LML - 1mM soit un iso-
morphismes Il en réculte déja, m étont nilpotent, cue u cst surjcetifs D'ail-
leurs lthomomorphisme wu!' ¢ L @ Av PZ@A At Adéduit de v per extension de la
base, est tcl que aprées réduction mod mA®' = m' , il devient un isomorphisme.
Comme L ®, A' et e, A' sont des A'-modules plats, on en conclut que l'homo-
morphisme pour les gradués associés pour la filtration mt—adicuc est un isomor-
phisme, donc u' est un isomorphisme puisque m! est nilpotent. Donc les éléments
du noyau de u$ L »M donmnent O dans L ® A' , done sont nuls puisque ( L
étant libre et A - A' injectif) L » L @, A' est injectife Done u est injec-
tif, donc bijectif, donc M est libre,

Cs Qo Fu Do

*REMARQUE 2e6e = I1 est plausible que si A - B est un homomorphisme injectif

dtalgebres analytiques, 2lors l'homomorphisme ) corresnondont est également
injectir™.

REMARQUE 247 = Nous laissons au lecteur le soin de donner 1ls tr:duction, dans
lc cadre des espaccs snalytiques, des autres corollaircs de [2], IV, 5.6, en par-
ticulier (5.9) (dont nous n'aurons probablement pas & nous servir dans cc Séminai-
re)s Par contre, les résultats dens loco citato, n° 6, démontrés dans le cadrc de
1o géombtrie algébrique, souldvent pour les espaces -nzlyticues des problimes non

trivi-ux que le conférencier nta pacs résolus @

ae Soient f : X -» Y un morphisme d'espoces chalytiques, § un Module de pré-
sentation finie sur X « Est-il vr2i cuc l'ensemble Z dees points de X , en les—-
cuels % n'est pas f-plat, est un sous-enscuble cnalytigque ferind, ie co est llen=

semble sous-jacent & un sous-espsce anzlytique fermé de X 2
be Avec les notations précédentes, suppos:nt F f-plat, ct suop F = X , est-11

vral cue le morphisme f est unc zpnlication ouvertc ? On peut 3zculcment dire pour

1tinstant que, pour tout x € X , poscnt y = f(x) , 1'-pnlic-tion canonicue de
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Spec (Ox) dens  Spec (O}) est surjective (ie e. tout idéal premier de (‘Jy est ima=
ge inverse d'un idéal premier de O_ ) 5 j'ignare si cette propriété d'un morphis-
me f enun point x implique (comme c'est le cas en géométrie algébrique, pour
un morphisme de type fini de préschémas nocthériens) que f traonsforme tout voi-
sinage de x en un voisinage de y »

3¢ Morphismes simplese

THEORELE 3ele = Soient £ ¢ X - Y un morphisme d'espaces analytiques, X un

point de X , y = f(x) « Les conditions qui suivent sont équivolentes s

_1(1) f est plat en x (Cfe 2¢1), et x est un point simple (1.10) de la fibre
£ () .

(1i) On = un isomorphisme de 6y—algébres

A~

OX = ‘\Oy[['bl 9 00 tn]] .

(iii) Il existe un voisinage ouvert V de y , un voisinoge ouvert U de x eau-

dessus de V, un ouvert W d'un espace A}in y enfin un V-isomorphisme
US YV xW .

(iv) Pour tout cspace ~nalytique Y¥' sur Y , tout sous-espace analytique Y(') de
Yt , tout Y-morphisme fo : Y:)—» X et tout yte Y") s 11 existe un Y-morphisue
f d'un voisinoge ouvert V! de y' dans Y' qui prolonge folV' n Y(‘) .

(iv bis) Pour tout espsce analytique ¥!' sur ¥ , rédvit & un point y' dont
1tanneau local A est artinien, tout sous~espace analytique Y:) de Y' défini

per un idé=1 I de A de cerré mul, et tout Y-morphisme £ s - X , il cxiste
un Y-morphisme f ¢ Y' - X qui prolonge fo .

DEMONSTRATION. = YNous allons démontrer les implications
(1ii) = (@Ev) => (iv bis) = (1i) => (i) et (1) <> (i1) .
Ltimplication (iv) ==> (iv bis) cst triviale.

(iii) => (iv)+ On est ramené :u cas obu X =Y x&n s ~lors un Y-morphisme de

. . . n - .

Yt dens X , ou ce gui revient au mme un morphisme de Y(') dsns =~ , est donne
o

par n sections (fo)i (g ign de OY' ; ccs dernidres nroviennent, au voi-

sinage dc y' dans Y:} de sections fio lgign) de OY' sur un voisinage
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ouvert V! de y' dans Y! , définisscnt & leur tour un Y-morphisme f ¢ V' X,
qui est le morphisme cherché.

(N. Be - On montrersit de fagon toute analogue 1'implication (ii) = (iv bis),
qui ici cependant va résulter des autres implications annoncées) .

(ii) = (i). On lc voit par exemple en utilisant le fait qu'un produit de mo-
dules plats sur un anncau noethérien A est plat, ce qui implique que
B = A[[tl g eee tn]] est un A-module plote Si 2 est local d'idéal maximal
m, alors BMmB N k[[tl gy oee 5 t]] est un anncau local régulicr, cc qui achéve
de prouver (i).

(i) == (ii). Relevons les éléments d'un systéme régulier de générateurs de
1tidéal maximal de oxﬁny 0, endes éléments f; (1gign) de O ,d'ch
un homomorphismec de Oy—algébres :

ws: B =;ﬁy[[t1 TP T Sx

transformant les ti en les fi « Par construction, 1l'homomorphisme correspondant

A A - . . a
B/ﬁ’(y B o O)/my Ox est un isomorphisme, et comme B et Ox sont plats sur Oy ’
1thomomorphisme déduit de u par passage aux gradués associés & lo filtration
my—-adique , €st un isomorphisme égolements On en conclut quc v est lui-m8mec un
isomorphisme.

(ii) == (iii). Dans la construction précédcnte, lcs £, provicnnent de sec-
tions, égalecient notées fi s de OX sur un voisinage ouvert U de x o Ces sec-
tions définissent donec un Y-morphisme

f : U-+Y><En=Z

s

’

et poscnt z = £(x) , le raisonnement précédent montre quc f définit un isomore

61{ < * En vertu de (1.9), f est donc un iSomorvhismc local cn x ,

z
dtou aussi%&t la conclusion vouluce

2

I

. A
phisme OZ

(iv bis) => (ii). L'hypothése signific aussi ceci : soit A = éy , B= 'ox ;
pour tout anncau local artinien D fini sur A , et tout idZzl I de D de carré
nul, tout A-homomorphisme B o D/I sc rcléve en un A-homonor-hisme B - D . Soit
alors m 1!'idéal moximcl de A, n celui de B , considérons

v =n/(ﬂ2 + mB) ,
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et 1'anneau des séries formelles par rapport sux éléments dlune base de V

C =Allt) 5 eee , t 1] .

e

On a donc un homomorvhisme

B + G/ (% + m0)

ou n, ect 1'idésl maximal de C ), induiscnt un isomorphisme

(%) n/(? + mB) - nl/(nf + mC) .

Utilisant 1l'hypoth&se (iv bis), on peut relever de proche en proche cet homomor—
phisme en un homomorphisme

ut B-0C=allt , eyt ]] ’

induisant un isomorphisme (*¥)e Or on vérifie sans difficulté qu'un tel homomorphis—
me est nécessairemont un isomorphisme (Cfe [2], III, 2¢2)e

Cela achdve la démonstration de 3.1l.

DEFINITION 3e¢2. = Si les conditions équivalentes de (3+1) sont vérifides, on dit

que f est simple en x « On dit que lc morphisme f ecst simple, s'il est simple
en tout point x .

COROLLAIRE 3e3¢ ~ L'ensemble des points x € X en lesquels le morphisme f
simple est ouverte

est

Cela résulte en cffet du critére (iii).

REMNAROUES 344s - Les critéres (iii) et (iii bis) de simplicitd s'expriment direc—
tement per une propriété dlexactitude du foncteur contravariant de: (in) v dans

1o catégorie des enseublcs, représenté par 1ltobjet X de (An)/Y e Clest ce qui
explique 1'importance de 1- notion de simplicité pour 1a théorie des modulese. La
condition (iv bis), de noture infinitésimele, slexprime en pratique per 1o nullité
de certaines classes d'obstruction, garantie souvent per la nullité de certains
espaces de cohomologie (Cf+ cxposé suivant) e

3¢5« = L'entier n qui intervient dans le critére (ii) (respe (iii)) est le mfme,
et bien déterminé, étant égal 3 la dimension de 1l'anneszu local dc X dans la fi-
bre f_l(yO e On 1'appelle 1z dinension relative de X sur Y en x
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PROPOSITION 3464

(i) Si f est un iscmorphisme locel en x , c'est un morphisme simple
de dirmension relative O en X o

en X

(ii1) Soit e 1tobjet final de

d'un espace analytique X dans e

(An) « Pour que 1l'unique morphisme f : X s e

soit simplec au point x , il faut et il suffit
que x soit un point simple de X (Cfe 1410).

(ii1i) Soit £ 3+ XY un mor phisme simple ~u point x , et Y' + ¥ un mor-

phisme de changement de base, alors le morphisme correspond-nt £t ¢ X! =X Xy PARNA
est simple en tout point x' de X! au-dessus de x

(iv) Scient £ ¢ X+ Y et gt Y- Z des morphismes d'espaces analytiques,

x un point de X , y=f(x) « Si f est simple en x , et g est simple en
¥y s fg est simple en x »

La démonstration est immédiate par ntimporte lequel des critires de simplicité,
et laisséc au lecteur. On conclut, par exemple, de (iii) et (iv)

COROLLAIRE 3e7e¢ = Soient X

pace analytique S , alors X x

et Y deux espaces analytiques simples sur un es—

s Y est aussi simple sur S .

Soient X wun espace analytique, x un point de X « On appellc espace cotangent
X en x 1l'espace vectoriel mx/fnfc (ou m . est 1'idéal maximal de Ox),

espace tangent & X en x le duel du précédente S1 f ¢ X + Y est un morphisme

d'espaces anelytiques, ct si y = £(x) , on déduit de 1l'homomnor->hisme f; 20 Ox

y
une application cenonique f_ ¢ m yﬁnz > /m2 pour les cspaces cotanpgents, dfol
pd ¥y X o

par trensposition une application canonique f:'c 2

A

a

TX(X) - Ty(Y) pour les espa-
ces tongents, appelée applicotion tangente & f en x o Ceci posé ¢

PROPOSITION 3.8+ — Soient f ¢ X -+ ¥ un morphisme dtespsces analytiques, x

un point de X , y =f(x) , et supposons X simple en x et Y simple e¢n y

(Cfe 1410)e Pour que f soit simple en x , il faut ct il suffit que 1'application
tangente & f en x solt surjectivee

Cctte condition signifiec sussi cue 1l'a2pplicetion cotangente myﬁn? —*m)/mi ect

injectives La nécessité de cette condition sc voit aussit8t sur le critere (3.1),

(ii) » Pour 1la suffisance, on considérc des £, € my formant unc base mod m

y
(1€ 1 & p) , on peut alors compléter la suite de leurs ircges g lgign

dans m_ por des g (p+1K igp+n) formant une base de m_ mogm

[

X
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Comme Ox et O_ sont réguliers, on obtient ainsi des isomorphismes

3 1 8 -
Oy k[[t; 5 oee tp]J s O =Xkt 5 <o tp s ooy by

1] ’

définissont un isomorphisme de 6yralgébres

» A
0, 0Ll ) pend3 ’

donc le critére (3+1), (ii), est bien vérifié.

REMARQUE 3.9e ~ Ctest 1thypothése de surjectivité pour 1'application tangente
d'un morphisme d'espaces analytiques simples f : X - Y , qui sert & KODAIRA~
SPENCER de définition de la notion de "fazille complexe de variétés analytiques's
I1 y a intérét 3 lui substitucer la notion de morphisme simple introduite ici, qui

garde un sens raisonnable sans hypothése de non singularité sur 1l'espace analytique

de base Y . Dans la plupart des problemes de modules, lcs espoces modulaires peu-

vent avoir des singularités arbitraires, ce qui montre 1'importr-nce de disposer

de notions de régularité "relatives" d'un espace analytique X sur un autre Y ,

qui ne faseent appel 3 aucune condition de régularité pour Y « Lc plus souvent,

il y a lieu (dans les questions de veriations de structures complexes) d!imposer

& f dt'€tre un morphisme plat, plus des conditions de régularité sur les fibres

de f (par exemple, pour obtenir la notion de morphisme simole, on exigera que les

fibres soient des espaces analytiques non singuliers, Cfe critére (3+1), (i)).
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