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14-01

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

Séminaire Henri CARTAN
13e année, 1960/61, n° 14

6 et 20 mars 1961 ( )

VII. ÉTUDE LOCALE DES MORPHISMES : ÉLÉMENTS DE CALCUL INFINITÉSIMAL

INTRODUCTION. - Nous développons ici un f ormalisme utile, valable pour des espaces
analytiques quelconques~ La possibilité d’utiliser des espaces annelés à éléments

nilpotents est particulièrement agréable pour pouvoir formuler géométriquement~
et sans contorsions, les notions fondamentales, la géométrie infinitésimale d’un

espace analytique X apparaissant comme l’étude de diverses constructions géomé-
triques au-dessus de certains espaces analytiques à éléments nilpotents canonique-
ment associés à X , cf. n° 2. Nous nous bornons à développer quelque peu les
énoncés qui nous seront utiles par la suite , en particulier (en plus des foncto- ~

rialités indispensables des n° 2 et 4) le critère jacobien de simplicité, et les
questions de prolongement infinitésimal de morphismes et de structures complexes,
qu’on retrouve sous une forme plus ou moins identique dans toutes les questions de

"modules". Parmi les développements passés sous silence, et qui se traiteraient

avantageusement dans le point de vue adopté ici, signalons : formes différentielles
de degré quelconque et différentielle extérieure, opérateurs différentiels d’un
Module dans un autre , les opérations $ associées à une transformation infini-

tésimale X ~, les phénomènes spéciaux à la caractéristique du corps de base. Enfin,
le lecteur constatera que la nature très formelle des définitions et démonstrations

données dans le présent exposé permet de les transcrire pratiquement sans change-
ment dans d’autres cadres que celui envisagé ici, en particulier dans la théorie
des schémas.

l. Invariants normaux d’une immersion.

Soit

i : Y -~ X

un morphisme d’espaces annulés qui soit une immersion, ou plus généralement tel que

l’homomorphisme correspondant



soit surj ectif. Soit 3 l’Idéal noyau de cet homomorphisme. Nous appellerons
voisinage infinitésimal d’ordre n de Y dans X (relativement à i ) l’espace
annelé

On a un morphisme canonique

et une immersion fermée canonique

dont le composé avec i(n) est l , Plus généralement, si m  n , on a un morphia-
me canonique d’immersion fermée

dont le composé avec ~. ~ est l . n ~ et d’autre part on a un isomorphisme ca-
nonique .

compatible avec i (o) et 1 , par lequel nous identifierons Y à VOi-
. 

sinage infinitésimal d’ ordre 0 de Y dans X . Le faisceau structural

, - -i . - . 1

est un faisceau d’anneaux sur Y , augmenté vers OY , qu’on pourra appeler le

n’-ieioe invariant conormal de Y dans X ; sa connaissance équivaut à celle de

On notera que ce n’est pas un faisceau d’Algèbres sur 

Lorsque Y est un sous-espace annelé fermé d’un ouvert V de X . défini par
un Idéal J sur V , alors Y(n)i s’identifie au sous-espace annelé de X défini

par l’ idéal gT~ sur V , et les sont les immersions canoniques entre

ces sous-espaces annelés.



Lorsque i est un morphisme d’espaces analytiques, alors l’hypothèse implique
que i est localement une immersion fermée ([3]~ VI, 1.9) ’ Il en résulte aussi-
tôt que les sont également des espaces analytiques* De plus tous les mor-

phismes envisagées i(n) , i(m,n) sont des morphismes d’espaces analytiques..

Nous aurons surtout à utiliser le voisinage infinitésimal du premier ordre. Le

noyau de l’homomorphisme d’augmentation

est un idéal de carré nul, canoniquement isomorphe On l’appellerc. le

faiseeau c0110rmal de Y dans X (pour i ) ; notation

Lorsque Y est défini comme plus haut par un Idéal ~ dans V , on a aussi un

isomorphisme canonique

qui montre en particulier que lorsque X et Y sont des espaces analytiques,

(donc i une immersion locale), alors le faisceau conormal est de type fini, et
même cohérent (en utilisant le fait que OX est cohérent).

Le même résultat s’applique aussi aux composantes homogènes de

i ~~ (CL) filtré par les puissances de 3 (dont le faisceau conormal est un cas

particulier, en faisant n = 1 ) ~ 
.

La donnée d’une structure de OY-algèbre sur OYi(n) , compatible avec l’augmen-
. JL  

n

tation, équivaut à la donnée d~un morphisme

induisant l’ident-ité Un tel morphisme s’ obtient par exemple à -l’a.ide

’ d’un morphisme

tei que pi = idY , en prenant P o i (n) . Alors les homomorphismes canoniques

°>m> - OY(n) sont des homomorphismes de OY-algèbres augmentées. Si 1 est Un



morphisme d’espaces analytiques, les 0 / B sont des Modules de type fini et

même cohérents sur Y , car munis d’une filtration finie dont les quotients
le sont.

Supposons qu’on ait un carré’cotatif

où i et il satisfont aux conditions envisagées plus haut. On en déduit, pour
tout n ~ un diagramme commutatif

où la flèche verticale médiane est déterminée de façon unique par cette condition.

On a donc commutativité dans les diagrammes ~ 

’ 

,

et de plus une propriété de transitivité que le lecteur explicitera, et qu’on peut

exprimer en disant que i  Y(n)i est fonctoriel en i .



PROPOSITION 1.1, .. Supposons que i soit une immersion et que le carré D soit

cartésien. Il en est alors de même des carrés dans 

L’hypothèse signifie que , si Y est défini par un Idéal ~ sur un ouvert V

de X , Y’ est défini par l’idéal sur V’ = g-1 (V) . Comme on a

évidemment

il en résulte bien que le carré droit dans est cartésien, donc aussi le carré

gauche puisque le rectangle composé l’est. Plus généralement les carrés

sont également cartésiens.

Des morphismes Y’(n)i’ ~ Y(n)i , on déduit doe i-morphismes de Modules ( égale-
ment fonctoriels)

et en particulier des morphismes fonctoriels pour les faisceaux conormaux ::

ou ce qui revient au 

Il n’est pas vrai en générale même sous les conditions de 1.1, que ce soit là un

isomorphisme. C’est vrai cependant (comme il résulte facilement des définitions)

lorsque g : X’ ~ X est plat, et également dans le cas suivant : 
.

COROLLAIRE 1.2. - Considérons un diagramme commutatif cartésien d’espaces ana-

lytique s



soit i une section de X sur Y ~ i’ la section image réciproque de X’ sur

Y ~ .~ définie par if = gi’ . Alors pour tout e nt ier ~ ~ le carré correspondant

est cartésien.

En effet, il en est ainsi du carré tD~ ~ donc aussi du carré droit dans ~D’~ ! donc
aussi du rectangle suivant, composé de deux carrés cartésiens :

ce qui achève la démonstrationo

Considérons alors 0 /-B et 0 
n 

comme des Algèbres sur 
. 

Y , resp. Y’ , le

carré commutatif dans la conclusion de 1. 2 définit alors un f-homomorphisme d’Al-

gèbres de l’une dans l’ autre , ou encore un homomorphisme

Ceci dit, la conclusion précédente s’exprime aussi par le

COROLLAIRE 1.3* - Sous les conditions de 1.2, l’homomorphisme précèdent est un

isomorphisme.

En effet, comme les anneaux locaux de sont finis sur ceux de Y on a vu

([3~ III, 3~2) que les anneaux locaux du produit fibre de et Y’ sur Y

sont des produits tensoriels d’anneaux locaux, ce qui signifie précisément que (*)



est un isomorphisme.

Pour n = 1 ,OY(1)i Y. 1 
S’identifie comme Algèbre sur Y à 1a somme

où ni est considéré comme un Idéal de carré nul. On a la formule analogue pour

Y’ , et le corollaire précédent prend la forme :

COROLLAIRE 1.4. - Sous les conditions de 1.2, l’homomorphisme canonique

est un isomorphisme.

2. Invariants différentiels morphisme d’espaces analytiques.

Soit

un morphisme d’espaces analytiques, faisant donc de X un espace analytique au-

dessus de Y, et considérons le morphisme diagonal, noté diagp ou 

C ’ est un morphisme d’immersion ([3], III, 2.6), et les reflétons du numéro pré-
cédent s’appliquent. Nous noterons A" ’ ou le voisinage infinitésimal
d’ ordre n de X dans X xY X pour le morphisme son faisceau structu-

ral s ’appellera l’invariant différentiel d’ordre n du morphisme p * On peut

considérer Que la géométrie infinitésimale d’ordre n de X relativement à Y ,
est l’étude de l’espace analytique 0394(n)p et des espaces analytiques au-dessus de

A~ . . 
- 

P 
-

P

On a deux morphismes pr. et pr2 inverses à gauche (le diagp , d’où sur le
faisceau d’anneaux (9 / B sur l’espace X deux structures d’Algèbres augmentées

A~
au-dessus de i. e. on a deux homomorphismes



inverses à droite de l’homomorphisme d’augmentation, d’ailleurs transformés l’un

de l’autre par l’automorphisme de symétrie de (induit par la symétrie de

P

X xy X ) . Par la suite, on considérera 0 comme un faisceau d’Algèbres pour
P

Oy grâce à et on l’ appellera aussi algèbre des parties principales d’ordre
n de X relativement à Y , ou simplement algèbre de s partie s principale s d’ordre
n lorsque Y = E est l’objet final de (An) . On le notera ou

On fera attention qu’avec cette convention pr*2 n’est évidemment pas un homomor-
* *

phisme linéaire en générale (puisque cela signifierait pr1 = on le note

parfois aussi ou ou simplement d(n) . Il joue le rôle d’un "opéra-

teur différentiel d’ordre n " universel sur X (relativement à Y ~ . Nous 
rons guère à nous servir que du calcul différentiel d’ ordre 1 . La structure

d’algèbre envisagée sur 0 (1) définit un isomorphisme

où est le faisceau conormal à X dans X Y X pour l’immersion diagX/Y .
On l’appelle aussi faisceau des 1-différentielles relatives pour p , ou de X

au-dessus de Y , et on le note C’est donc un faisceau de type fini

et même cohérent sur X , isomorphe aussi au faisceau image inverse par diagX/Y
(le ~ ou g est un Idéal sur une partie ouverte V de X xy X qui

définit le sous-espace analytique diagonal. Nous poserons

de sorte que d est un homomorphisme de faisceaux additifs

La formule précédente s’écrit également



1. e. elle détermine l’homomorphisme pr*2 = d(1) par la formule

(formule qui utilise l’identification (*)) . Ecrivant que est un homomorphisme

d’Anneaux, on trouve

i. e. d est une différentielle. La formule d(l ) = 0 se généralise en

pour toute section h de Oy sur un ouverte formule qui résulte du fait que

pr. et px~ sont tous deux linéaires pour (0y) .
Les propriétés fonctorielles des invariant a différentiels d’un morphisme ré-

sultent aussitat de cellesdun° 1. Considérons un carré commutatif de morphismes

d’espaces analytiques

on en conclut un diagramme commutatif



(i = 1 , 2) , d’où un diagramme commutatif

et en particulier

d’où en particulier, faisant i = 1 , un homomorphisme d’Algèbres

Lorsque le carré (a) est cartésien, on voit "formellement" qu’il en est de 
des carrés (b), donc en vertu de 1.2 il en est de même du courre (c) , i. e.

en vertu de 1.3 l’homomorphisme

e st un isomorphisme. Explicitant le cas n = 1 , on trouve par 1, 4 ;



PROPOSITION 2.1. - Supposons que le carré de morphismes (a) soit cartésien? alors
l’homomorphisme canonique

est un isomorphisme.

En particulier, prenant pour Y’ le sous-espace analytique réduit de Y réduit

à un point ~ ~ on voit :

COROLLAIRE 2.2. - Soit X un espace analytique sur un espace analytique Y .

Pour tout point y de Y ~ le Module induit par sur la fibre X est ca-

noni q uement isomorphe au faisceau des 1-différentielles "absolues" de X .

Le résultat analogue est vrai, diaprés ce qui précède , pour les Algèbres de par-
ties principales. Intuitivement, on peut dire que la théorie relative développée
ici est la théorie des invariants différentiels "le long des fibres de X au-dessus

de Y ".

REMARQUE 2. ~..- La commutativité de (c) , pour i = 2 , s’exprime en disant que
le s homomorphismes canoniques sont c ompatible s avec le s opérateurs différen-

fiels Pour n = 1 ~ cela signifie que de fais-

ceaux

est compatible avec les différentielles Ces conditions 

sent à déterminer l’homomorphisme (c’) , resp. 03A9X/Y ~ 03A91X’/Y’ , car on montre que

P (n)X/Y est engendré comme par l’image de d(n)X/Y . Pour le voir , on note
que le sous-Module engendré par cette image est une sous-algèbre augmentée, et
comme l’Idéal d’augmentation ci de est nilpotent, on est ramené à montrer

que J/J2 est engendré par les éléments de la forme df , et il suffit pour ceci

de prouver que l’Idéal diagonal dans X xy X est engendré par les germs de la

forme pr*1(f) - pr*2(f) , ce qui exprime simplement que le germe du sous-espace
analytique diagonal de X x- 

X en un de ses points est le noyau du couple des

deux morphismes de germes pr. et 

PROPOSITION 2.4. - Soient X un espace analytique sur Y , 3 une section de

, 

X sur Y. On a un isomorphisne canonique



(où le deuxième membre désigne l’invariant normal d’ordre n de l’immersion s ) .

En effet, la section s peut être considérée comme déduite, par extension de la
base s : Y -~ X ~ de la section diagonale de X xy X sur X (qui joue le rôle
de "section universelle"), conformément au diagramme

grâce à 12 appliqué au carré cartésien de droite et aux sections diagX/S
et s l’isomorphisme voulu 2.4. On notera que l’ isomorphisme envisagé transforme

s*(d(n)X/Y(f)) en f mod Jn+1 (où J est l’Idéal de 11 immersion s ).

COROLLAIRE 2.5. - Pour tout point x de X au-dessus d’un point s de Y , on
~ 

a un isomorphisme canonique

(où k(x) == k est le corps résiduel en x ~ X S est la fibre de X au-dessus

de g: . et mX s’ X 
l’idéal maximal de son anneau local en x ) .

On conjugue le fait que l’homomorphisme de changement de base (c") est un iso-

morphisme, ce qui ramené au cas où Y est l’espace analytique finale réduit à un

point s ~ et on applique 2.4 à la. section de X sur Y définie par le point
x . Les énoncés 2.4 et 2.5 donnent une justification intuitive du nom : Algèbre
des parties principales d’ ordre n 3 que nous avions donné à Pour n .- 1. ~
on trouve les cas particuliers suivants :

COROLLAIRE 2.6. - Pour toute section s de X sur Y ~ on a un isomorphisme
canonique



où N
s 

désigne le faisceau conormal à 1’ immersion s.

COROLLAIRE 2.7. - Pour tout point x de X au-dessus d’un point s de Y
on a un isomorphisme canonique

L’isomorphisme 2.7 fait correspondre à la valeur de df en x la classe de

fx - ~x(fx) med m2Xs,x.
PROPOSITION 2.8o - Soit X == En et soient z. (1 i  n) les fonctions

~ i 
’

coordonnées. Alors 03A91X/k est un Module libre ayant pour base les dz. (N. B. -
On désigne par 03A91X/k ou 03A91X les Nodules des différentielles (le X au-dessus (le

l’espace analytique final).

Comme l’Idéal diagonal de X x X est engendré par les on

voit que les dz. engendrent 03A91X . Il reste à montrer que si on a des sections
f. (1 i  n) de CL sur un ouvert U , telles que 1 f. dz. == 0 , alors les
f. sont nulles. Or pour tout x: posant z! = 2!. - e(z.) ~ d’où

jL -L **- 2014~ ~’* ~*

dzj == dz.. on aura en vertu (le 2.7

d’où f . a. (x) = 0 pour 1  i  n , puisque les z! 1 forment une base de m m2 x
sur k. Comme x était rrbitraire s on en conclut 0 (1 i  n) . On laisse
au lecteur le soin de déterminer de même le s Algèbres de parties principales de
X = E .

Utilisant 201 et le critère de simplicité ~.1 ~ par exemple, on en

conclut :

COROLLAIRE 2.9. - Soit p : X -~ Y un morphisme simple. Alors est un

Module localement libre sur X , son en tout point X est .égal. à la di-
mension relative de . X sur Y en x .

3. Caractérisation différentielle de s immersions localcs, de s espaces analytiques

PROPOSITION 3.1. - Soient p : X ~ Y un morphisme d’espaces analytiques, et



X e: X au-dessus de s ~ Y . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p est une immersion locale en x.

(ii) e~  k(x)

(iii) est nul en x (donc au voisinage de x ).

DEMONSTRATION. - (i) ~ (iii) , car si p est une immersion,alors le morphis-
iae diagonal X - X x.- X est un isomorphisme donc le faisceau conormal est nul.

(iii) ===> (ii) ~ car en vertu de 2.7~ l’anneau local de la fibre X en x sa-

tisfait à mX 
s’x/m2Xs’x 

= 0 , donc il est réduit à son corps résiduel. (ii) (i)
on vertu de 1 o9) (No En géométrie e..lgébrique, on a encore l’ équivalence
de (ii) et (iii) , qui sont alors des conditions moins fortes que (i) et expriment
seulement que p est "non ramifié" en x ) .

COROLLAIRE 3.20 - Soient X un espace analytique, x f (1 ~ i ~ n) des

sections de 0 . définissant un morphisme f : X -> E ~ Pour que p soit une

immersion locale en x , il faut et il suffit que les df. engendrent Qy en

x .

C’est un cas particulier de l’ équ.ivalence de (i) et (iii) ci-dessus, compte
tenu de la formule 4.2 plus bas* Une démonstration directe est facile, par utili-

sation de 1.9) *

COROLLAIRE 303 (Critère jacobien de simplicité). - Soient X un espace 

tique , x un point de X et n = dim 
,x 

. Conditions équivalentes :

(i) X est simple en x , i. e. CL. 
,x 

est un ~nneau local régulier (cf. VI. le 10)

(ii) Oy admet un système de n générateurs.
.

(iii) ~y est libre de rang n .

On a (i) => (iii) en vertu de 2.9~ (iii) => (ii) trivialement, prouvons
(ii) ===> (i) . En effet le nombre minimum de générateurs de est égal à la

dimension de 03A91X,x ~ Q k(x) . donc égal à lr. dimension de en vertu de~ x

2.7 donc ne peut être  dimension de Krull de Qy 
,x 

que si ce dernier anneau -

est résulter.

C. CI. F. De



REMARQUE 3*4* 2014 On peut prouver que lorsque la caractéristique de le est maie §
on peut remplacer la condition (iii) par la condition plus faible en apparence :

est libre. Cela n’est plus vrai en caractéristique p > 0 . comme on le voit
sur le cas de l’espace analytique X réduit à un seul point x , d’anneau local

4. Deux suites exactes canoniques.

PROPOSITION 4*1. - Soient X un espace analytique sur un autre Y , Z un

sous-espace analytique de X , défini par un Idéal de présentation finie J sur

un ouvert de X ~ i : Z - X 1~ immersion canonique, n un entier %0 . Alors

est canonique ment isomorphe~ comme 0 2014Algèbre augmentée au quotient de

i*(P(n)X/Y) par l’Idéal engendré par d (n)X/Y(J) .
Ce quotient est aussi le quotient de par l’Idéal engendré par g et

cL~/"(~) j, i* e. par et p~(g) ~ où les p. sont les deux homomorphismes

d’Anneaux définis par les deux projections pr. : X x X ~ X . Notons

qu’on a un diagramme commutatif

où les flèches verticales sont les morphismes diagonaux, qui est cartésien, car
i est un monomorphisme. En vertu de 1.1, on en déduit un carre cartésien

qui montre que est le sous-espace analytique de image inverse par

qx du sous-espace analytique Z xy Z de X xy X . Or ce dernier sous-espace



analytique est défini par l’Idéal pr*1(J) + (où les pri désignent les
projections de X xy X sur ces facteurs, et où pour simplifier les notations, on

suppose ~ défini sur tout X ? ce qui e st loisible) . L’image inverse de ce der-
nier Idéal dans n’est autre, en vertu des définitions que + 

et il s’ensuit s’identifie au sous-espace analytique de défini

par cet Idéal.

C. Q. F. D.

Faisant n = 1 et interprétant le résultat obtenu en termes de formes différen-

tie lle s , on trouve :

COROLLAIRE 4 ~ z... Soit 9’6..- le Nodule conormal à Z dans X ~ on a alors
une suite exacte de Modules sur Z :

où la deuxième flèche est l’homomorphisme canonique défini par le Y-morphisme i

(cf. n° 2) i et la première est déduite par passage au quotient de l’homomorphisme
J ~ 03A91X/Y induit par l’opérateur d .

REMARQUE 4.3. - On fera attention que la première flèche dans 4.2 n’est en géné-
ral pas injective. On peut montrer qu’il en est cependant ainsi si X et Z sont

simples sur Y.

PROPOSITION 4.4. - Soient f : X -~ Y et g : Y ~ Z des morphismes d’espaces

analytiques, et n un entier > 0 . Considérons les homomorphismes fonctoriels

(définis au début du n° 2)

alors ces homomorphismes définissent un isomorphisme de avec le quotient
de l’Algèbre ~~ par l’Idéal engendré par l’image de ~*(~%~) (ou le signe
+ désigne 11Idéal d’augmentation). 

’

Considérons en effet le diagramme commutatif



où i , j’ et ji sont des morphismes diagonaux, u le morphisme structu-
rale On lit sur la première colonne que le n-.iême invariant normal de

l’immersion i est le quotient du n-ième invariant P(n)X/Z de l’imersion

j i par l’Idéal définissant l’immersion j . Comme le carre inf érieur du diagramme
est cartésien, cet est aussi l’image inverse par u (le l’Idéal diagonal

ce qui implique qu’on a un diagramme cartésien

La proposition en résulte.

Faisant n = 1 , l’ précédent peut se mettre sous la forme 

COROLLAIRE q..5. » On a une suite exacte

(où les homomorphismes sont ceux définis au n° 2).

REMARQUE 4.6. -- On fera attention qu’en général la première flèche de ce diagram-
me ~~.lest pas injective. Il en est cependant ainsi si f est un morphisme simple.

5. Prolongements infinitésimaux de morphismes.
Soient p : X -~ Y un espace analytique X au-dessus autre Y ~ 

’

q : Y’ ~ Y un espace analytique au-dessus du même Y , Y’o un sous-espace



analytique de Y défini par un Idéal de type on suppose

+1 ~ ~ ,

i. e. que Y’ est dans le voisinage infinitésimal d’ordre n de YI . Soit
f : Y’ ~ X un Y-morphisme, et fo : Y’o ~ X sa. restriction à sorte

qu’on a le diagramme commutatif suivant : .

Nous nous proposons de déterminer les Y-morphismes f t : Y’ ~ X ayant même

restriction f â à Y’o que f 3 f’ i == f3 . Pour ceoi, introduisons

et utilisons la correspondance biunivoque canonique entre les Y-morphismes de

Y’ (resp. dans X y et les sections de X’ sur Y’ (resp. de X~ sur

Y~ ) ~ A f , f correspondent donc des sections g de X’ sur Y’ et sa res-

triction section de X’ sur et notre question initiale devient équi-
valente à celle de déterminer les sections g’ de X’ sur Y ayant même res-

, 
triction à Y’ que g , savoir go . Donc ensemblistement g’ doit coïncider avec

g , et par suite est donné un homomorphisme de faisceaux. de k-algèbres
6 (OX’) ~ OY’ . Ce dernier s’annule sur la puissance n-ième de l’homomorphisme

composé de précédent avec l’homomorphisme canonique OY’ ~ OY, , et a fortiori
sur la puissance n-ième du noyau de l’homomorphisme g1 (OX’) ~ OY’ défini par

g On peut exprimer ce fait en disant que g’ se factorise nécessaire-

ment par le voisinage infinitésimal d’ordre n de l’immersion g’ : Y’ - X’ ,
que nous dénoterons par Y:(n) o Considérant Y’(n) connue un espace analytique
au-dessus de Y’ gràce au morphisme induit par la projection X* i et intro-

duisant de même le voisinage infinitésimal d’ordre n de go , soit 

s’identifie à Y’(n) xy, Y’ en vertu de 1.1, on a le diagramme



ou g" et go sont les morphisme s induits par g ~ go’ et nous sommes ra-

menés maintenant à trouver les sections g’ (n) de Y’ (n) sur Y’ ayant racine

restriction go que g(n) . Or ici les espaces topologiques sous-jacents aux
quatre espaces analytiques en présence sont lGS mêmes, et nous sommes ramenés à -une
question de faisceaux de k-algèbres sur Pour la formuler, remarquons qu’en
vertu de 2.4 et de l’assertion de compatibilité qui précède 2.1~ on a un isomor-
phisme canonique de 0 -Algèbres augmentées

YI

et de même

Considérons donc le diagramme de faisceaux sur Y’

qui est commutatif et dont les deux lignes sont exactes, on a de plus un homomor-

phism d’augmentation de OY’-Algèbre s



induisant

Ceci posé, on a donc :

PROPOSITION 5.1 a .- Les notations étant celles du début du numéro, 11 ensemble

E(fo) des Y-morphismes f’ : Y’ ~ X qui sont tels que fi i == est en cor-

re spondance biunivoque avec l’ensemble des homomorphismes de 

tels que le morphisme déduit par réduction mod J

soit égal à l’augmentation uo 0

Le cas le plus important est celui où on se donne aussi une rétraction de Y:

sur i. e o un morphisme j : Y: ~ Yô tel que j i = idY’ ou ce qui revient
o

au même un homomorphisme de faisceaux de k-algèbres

relevant l’homomorphisme canonique OY’ ~ OY’ , de sorte que OY’ devient une
. 

o

OY’-algèbre augmentée. Etant donné al cr s un Y-morphisme fo : Y’o ~ X , il y a

une façon canonique de le relever par f = fo j , et on suppose que f a été choisi

ainsi. Alors, posant pour abréger

on aura un isomorphisme de augmentées :

des définitions et de f = fo j ) . Donc les homomorphismes des
v de a A correspondent biunivoquement aux homomorphismes de

A 
0 -Algèbres w de B 

0 
o e t l’homomorphisme vo : Bo ~ Ao v déduit de v

par réduction mod J n’est autre que le composé Bo ~ A ~ Ao , où la deuxième
0 0



flèche est l’homomorphisme canonique. On obtient ainsi :

COROLLAIRE 5.2. - Sous les conditions précédentes, l’ensemble E (fo) des

Y-morphismes f : Y’ ~ X tels que f ’ i = f est en correspondance biunivoque

avec l’ensemble des homomorphismes de %-Algèbres w : ~ n -~ CL qui relèvent

l’homomorphisme d’augmentation Bo ~ Ao (où OL t B , Ao , w sont définis dans

(~) ci-dessus).

Cela ramène donc le problème géométrique de l’extension infinitésimale d’un

morphisme d’espaces analytiques, à des questions standard de théorie des algèbres.

Lorsque n = 1 , 5.1 s’explicite de la façon suivante en termes des faisceaux de

différentielles :

COROLLAIRE 5.3. - Sous les conditions de 5.1 (donc sans supposer l’existence
d’une rétraction de Y’ sur Y~ ), mais supposant en plus que n = 1 ~ i. e. que
~ est de carré nul, l’ensemble E (f ) est en correspondance biunivoque avec
l’ensemble 

°

et est donc muni d’une structure de groupe, et a fortiori dl onsem..ble principal

homogène sous le groupe G. Cette dernière structure ne dépend pas du choix du

prolongement f de f en un Y-morphisme Y’ ~ X , (lequel choix a uniquement
pour rôle de "fixer l’origine" dans l’ensemble principal homogène obtenu) .

On laisse au lecteur la vérification de cette invariance. On notera que sous

les conditions de 5.2, l’ensemble principal homogène envisagé ici a en outre une

origine savoir f = 
’

Si on part de f ! mais qu’ on ne sait pas a priori s’il existe une extension

f de f cn un Y-morphisme Y’ ~ X , il y a lieu d’cnvisager le faisceau
sur Y’ des germes d’extensions de f en dos Y-morphismes f : Y’ ~ X .

Appliquant ~.1 ~ on voit que le faisceau 
’

opère de façon naturelle sur le faisceau ~f a ) ~ et que pour tout ouvert
U c ~(f ) ) _ E (f ~U~ est vide ou un ensemble principal homogène sous

r (U , g) . On dit sous ce s c onditions que e st un faisceau formellement



principal homogène sous le faisceau en groupe s 9 . On a ainsi obtenu :

COROLLAIRE 5.4. - Sous les conditions de 5.3 le faisceau 6(f ) dos germes de

prolongements de fo un Y-morphisme est un faisceau formellement prin-

cipal homogène sous le faisceau 9 . En particulier, si le prolongement est pos-
sible localement, par exemple si X est simple sur Y 3.1, (iv)), E (fo)
est un faisceau principal homogène sous g , donc donne lieu à une classe de co-

homologie canonique

dont l’annulation cst nécessaire et suffisante pour l’existence d’un prolongement

global de f o en un Y-morphisme f : Y’ ~ X .

Rappelons d’ailleurs que lorsque X e s t simple sur Y ~ alors diaprés 2. 9 t
est un localement libre sur X , et on peut écrire aussi

Ce dernier faisceau sur X ~ qui est défini d’ailleurs pour tout espace analytique
X sur un autre Y , est appelé faisceau des dérivations do X sur Y ~ ou le

faisceau tangent de X relativement à Y , ou le faisceau de s automorphismes
infinitésimaux de X sur Y.

Nous renvoyons le lecteur à [4], III, n° 5 pour diverses variantcs utiles qui se

déduisent formellement de 5.3 et 5.q. ~ permettant dans certains cas de construire

de proche cn proche des prolongements infinitésimaux de fo d’ordre arbitraire.

6. Prolongement infinitésimal do structures complexes.

PROPOSITION 6.1. - Soient p : X i Y un espace analytique X sur un autre

Y , Yo un sous-espace analytique de Y défini par un Idéal J de type fini tel

que "J == 0 , Xo = X Xy Yo et p : c X ~ yc 10 morphisme structural. Alors le

faisceau sur X des germes do Y-automorphismes de X induisant IL’ identité sur

X 
o 

est canoniqucmcnt isomorphe à



Il suffit d’appliquer 5"3 on y remplaçant X , Y , Y’ , Y’ par X , Y , X , Xo ,
et f par le morphisme identique idX . Lorsque 03A91X c/Yoo est localement libre sur

X (ce qui est le cas en particulier si X est simple sur Yo , et a fortiori
si X est simp3Le sur Y ) , ou si J.OX est localement libre sur on peut
aussi écrire

où est le faisceau tangent de X sur Y ; enfin si X est plat sur

Y (en particulier si x est simple sur Y ~ ~ on a aussi = p*tJ) 

Sous les conditions do 6. ~~ ~ et supposant X simple sur Y ~ considérons 
semble dos classes, à un isomorphisme près, d’espaces analytiques Xi

simples sur Y , munis d’un Yo -isomorphisme

étant entendu qu’on tient compte de cette donnée pour la notion d’isomorphisme

envisagée. En vertu (le VI, 3.1, (iii) un tel X’ est "localement isomorphe"
à X sur l’espace Xo e Diaprés un principe général bien connu, l’ensemble
E est donc en correspondance a.vec l’ensemble H1 (Xo , g) , où G
ost le faisceau de s Y-automorphismes de X pour 1a. structure envisagée, i. c.

des Y-automorphismes de X qui induisent l’identité sur Xo 0 Nous venons pré-
cisément de déterminer ce Donc :

COROLIAIRE 602c - L’ensemble E(Xo) des classes, à un isomorphisme près, 
paccs ana..lytiques X’ simples sur Y ; munis d’un Yo-isomorphisme
X’ Y Yo ~ Xo , est en correspondance biunivoque avec H (Xo , g) , où g est

le faisceau sur X défini dans 

Cet ensemble est donc muni d’une s tructurc d’ensemble principal homogène 
le groupe Hl (X ~ â . et on constate que cette structure ne dépend pas du choix
do la. solution X choisie du problème d’extension de structures complcxcs simples



sur la base (ce choix consistant simplement à fixer une origine dans l’ensemble

principal homogène envisagé). Nous en laissons la vérification au lecteur.

Un raisonnement à peu près formel développé dans [4], III, 6.3, permet de tirer
de 6.1 l’énoncé suivant plus complet que 6.2 : 

PROPOSITION 6.3. - Soient Y un espace analytique, Yo un sous-espace analy-

tique défini par un Idéal de type fini ~ tel que = 0 ~ Xe un espace ana-

lytique simple et séparé au-dessus de Yo p E (Xo) et ~ l’ensemble défini dans

6.2 et le faisceau défini dans 6.1. Alors :

(i) Il existe une classe d obstruction canoni ue dans H2 (Xo , g) , dont 
nulation est nécessaire et suffisante pour qu’on ait E Xo) ~ ~ .

(ii) Si cette classe est nulle , alors E est de f a çon naturelle un 

ble principal homogène sous le groupe Hl (Xo , §) .

REMARQUES 6.4. - Dans [4] on utilise un recouvrement de Xo par des ouverts

affines U. , tels que dans chaque U. un prolongement infinitésimal de Ui en

un schéma simple sur Y existe. Si on ne veut pas utiliser la théorie des espaces

de Stein (remplaçant les schémas affines) , on peut faire intervenir un argument de

paracompacité, dont le détail est laissé au lecteur, pour choisir des ouverts

Ul recouvrant X tels Que dans chaque U. ). n U. les deux structures induises

par les prolongements infinitésimaux choisis de Ui et U. soient isomorphes

(et non seulement localement isomorphes) (cf. le livre de GODEMENT [2], Chap. II,
lemme 3.8.1) . Ce procédé est d’ailleurs artificiel et l’hypothèse de séparation
de X o relativement à Y certainement inutile, comme nous l’avions déjà noté

dans [4], III, 6e4~

6.5. - Nous nous somme bornés ici à l’étude des questions de prolongements in-

finitésimaux de morphismes, ou de structures complexes , lorsqu’on fait des 

pothèses de simplicité relative , assurant que "localement" les choses se passent
bien. Il importerait cependant de faire aussi une étude détaillée du prolongement
infinitésimal dans des cas où on ne fait plus de telles hypothèses. Par 
une étude géométrique de la compactification naturelle (sans doute celle de
BAILY-SATAKE) des espaces modula.ires d’échelon n pour les courbes de genre g f

est certainement liée à l’ étude des familles de courbes de genre g pouvant
avoir des singularités (dont les types peuvent d’ailleurs se préciser par des ar-

. guments heuristiques). L’étude infinitésimale des déformations de telles courbes



singulières devrait nous indiquer par exemple si (pour un n -assez grand) cette

compactification est non singulière, ou permettre de déterminer quand l’espace
modulaire local pour les déformations d’une courbe donnée est non singulier. II y
aurait lieu également de préciser les phénomènes d’obstruction supérieure liés
au procédé des prolongements infinitésimaux de proche en proche.

7. L’invariant de Kodaira-Spencer.

Soit p : Y un morphisme simple d’espaces analytiques. Considérons le voi-

sinage infinitésimal du premier ordre L~~ _ ~’ de la diagonale de Y x Y , et
ses deux projections

d’où deux espaces analytiques simples sur A ~ dont les restrictions à Y sont

canoniquement isomorphes à X . En vertu clé 6.2, l’obstruction à l’existence d’un

03941-isomorphisme X. ~ X-, induisent l’identité sur X = X. x . Y . est. un

élément bien déterminé

qu’on appellera la classe de Kodaira-Spencer de X sur Y. Elle est définie ici

sans hypothèse de régularité locale sur Y . Considérons l’image canonique de

c (X/Y) :

son annulation en un point y E Y est évidemment nécessaire et suffisante pour

l’ existence d’un voisinage ouvert U de y dans 03941 tel il existe un U-iso-

morphisme X1|U ~ X2 |U induisant l’identité sur 

Lorsque X est sur Y " ~ i. e. est Y-isomorphe à un espace analytique
Y x Z , où Z est un espace analytique, alors c (X/Y) est évidemment nul, car

alors X x Y et Y x X sont Y x Y-isomorphes (car Y x Y-isomorphes à
Y x Y x Z ) , donc a fortiori leurs restrictions 

‘ 

sont 03941-isomorphes. De
même c’ (X/Y) est nulle lorsque X est "localement trivial sur Y ", i. e . lors-

que tout point de Y a un voisinage ouvert U sur lequel X soit trivial.



Rappelons que la réciproque de ce dernier fait est vraie, diaprés KODAIRA-SPENCER,
lorsqu ’ on est sur le corps des complexes, si on suppose Y simple et X propre

sur Y ~ [1]. Dans le cas d’ailleurs où Y est simple, donc Qy est localement

libre et isomorphe au dual du faisceau localement libre ~~ des dérivations de

Y ? on a un isomorphisme canonique

de sorte qu’on peut aussi considérer ct(X/Y) comme un homom~orphisme

le point de vue de KODAIRA-SPENCER, adopté dans [1 ].

J’ignore si l’annulation de c! (X/Y) est encore suffisa.nte pour la locale tri-

vialité de X sur Y en supposant seulement X propre sur Y ~ sans hypothèse
de non singularité sur Y ; le premier cas à regarder serait celui où Y est

réduit à un point d’anneau local artinien, io e c le cas déformation infini-

tésimale d’une structure complexe. Une autre question suggérée par la définition
de c~ (X/Y) adoptée ici est la suivante : On suppose que Y est au-dessus d: un

espace analytique S ~ et on trouve alors par le procédé précédent une classe

d’où une classe

qui sont d’ailleurs innges des classes précédentes c (X/Y) et c’ (X/Y) par les

homomorphismes canoniques évidents. L’ ’annulation de c’(X/Y/S) est nécessaire pour

que X soit localement au-dessus de Y isomorphe à l’image inverse d’un espace

analytique simple sur S . Sous quelles conditions encore une réciproque,

généralisant le théorème cité de Kodaira-Spencer ?
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