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Séminaire Hen»i CARTAN 14-01
13e annde, 1960/61, w° 14

6 et 20 mars 1961 (l)

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOMETRIE ANALYTIOUE

par Alexander GROTHENDIECK

VII. ETUDE LOCALE DES MORPHISMES : EIEMENTS DE CALCUL INFINITESIMAL

IITRODUCTION. -~ Nous Zévelopponsici un formalisme utile, valable pour des espaees
analytiques quelconques, La possibilité d'utiliser des espaces annelés & éléments
nilpotents est particuliérement agréable pour pouvoir formuler géométriquement,
et sans contorsions, les notions fondamentales, la géométrie infinitésimnle diun
espace anslytique X apparaissant comme 1'étude de diverses constructions géomé-
triques au-dessus de certains espaces analytiques aéléments nilpotents canonique~
ment associés & X ., cf: n® 2. Nous nous bornons & développer quelque peu les
énoncés qui nous seront utiles par la suite, en particulier (en plus des foncto=
rialités indispensables des n°® 2 et 4) le critére jacobien de simplicité, et les
questions de prolongement infinitésimal de morphismes et de structures complexes,
qu'on retrouve sous une forme plus ou moins identicue dans toutes les guestions de
modules". Parmi les développements passés sous silence, et cui se traiteraient
avantageusement dans le point de vue adopté ici, signalons : formes différentielles
de degré quelconque et diffdrentielle extérieure, opérateurs différentiels dtun
Module dans un autre, les opérations S associées a4 une transformation infini-
tésimale X , les phénoménes spéeiaux & la caractéristique du corps de base. Enfin,
le lecteur constatera que la nature trés formelle des définitions et démonstrations
données dans le présent exposé permet de les transcrire praticuement sans change-

ment dans dtautres cadres que celul envisagé ici, en particulier dans la théorie
des schémas. ’

1, Invariants normaux 3!'une immersions.

Soit
i ¥ -X

un morphisme d!cspaces arn<lés qui soit une immersion, ou plus généralement tel que

1thomomorphisme correspondant
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i"l(ex) > Q

soit surjectife Soit & 1'Idéal noyau de cet homomorphisme. Nous appellerons
voisinage infinitésimal d'ordre n de Y dans X (relativement a
annelé

1) 1l'espace

n -1 1
R S T CRY Lt S
On a un morphisme canonique

()

i : Y.(n) -+ X
i
et une immersion fermée canonique
1(@0) . -—)Yi(.n)

. (n)

dont le composé avec i est 1 . Plus généralement, si m 2n , on a un morphis-

me canonique d!'immersion fermée

i(m,n) : Y.(n) -»Y.(m)
1 1

(m)

dont le composé avec i est i(n) s €t dtautre part on a un isomorphisme ca-

nonique

Y.(o) =Y
1

o
compatible avec i( ) et 1 , par lequel nous identifierons Y a Yéo) y Voi-

" singge infinitésimsl d'ordre O de Y dans X . Le faisceau structural

o () =17 (g) s

est un faisceau d'anneaux sur Y , augmenté vers @Y s Qu'on pourra appeler le

n-iéme invariant conormal de Y dans X ; sa connaissance équivaut & celle de

Ve
i

o On notera que ce n'est pas un faisceau d!Algébres sur ¥ .

Lorsque Y est un sous-espace annelé fermé d'un ouvert V de X , défini par

un Idéal J sur V , alors Yén) stidentifie au sous-espace annclé de X défini

* Ve l L m L' . . <
par 1l'idéal gn* sur V , et les 1( »1) sont les immersions canonicues entre

ces sous—espaces annelése
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Lorsque 1 est unh morphisme dlespaces analytiques, alors 1'hypothése implique
que i est localement une immersion fermée ([3], VI, 1.9). Il cn résulte aussi-
t8t que les Yén sont également des espaces analytiguese De plus tous les mor-

. R . (n . (m,n, . .
phismes envisagés 1( ) s 1( s1) sont des morphismes dtespaces analytiques.

Hous aurons surtout & utiliser le voisinage infinitésimal du premier ordre. Le
noyau de 1lthomomorphisme d‘asugmentation

on(_l) = O

est un idéal de carré nul, canoniquement isomorphe 2 8/52 o On 1tappellerz le
faiseeau conormal de Y dans X (pour i ) ; notation

-
= o/3° = Ker(oy(l) -+ Oy) .
i

Lorsque Y est défini comme plus haut par un Idéal J dans V , on a aussi un
isomorphisme canonique

n, %% Y a*9h?

qui montre en particulier que lorsque X et Y sont des cspaces analytiques,

(donc i une immersion locale), alors le faisceau conormal est de type fini, et
m8me cohérent (en utilisant le fait que QK est cohérent) .

Le méne résultat s'applique aussi aux composantes homogencs gg?(i) de
i*(OX) filtré par les puissances de 3 (dont le faisceau conormal est un cas
particulier, en faoisant n =1 ). '

La donnée dtune structure de ®Y~algébre sur O (n) * compatiblec avec 1l*augmen—
Y.

tation, équivaut a Ja donnée diun morphisme

)
vieh Ly
i
induisent 1tidentité sur Y . Un tel morphisme s'obitient par exemple & 1l'aide

“dYun morphisme

p:XaY
. (n)

tel que pi = idY , en prenant po 1 » Llors les homomorphismes canonigues

o Re € augiientécss i %
Oz(m) aoY(n) sont dec homomorphirmes de OY-algebrcs ugientécse S1I 1 est un
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morphisme d'espaces analytiques, les 0O ‘ n) sont des Modules de type fini et

mdme cohérents sur Y , car munis d'une giltrgtlon finie dont les quotients
& (1) 1e sonte

Supposons qu'on ait un carré commutatif

®) £ g

it
Yt X

ou i et i' satisfont aux conditions envisagées plus haute On en déduit, pour

tout n , un diagramme commutatif

; (04n) .
3 (o5 , L@ 1@
A

-
b

T — -(n) » X!
it (O ’n) it (n)

ou la fléche verticale médiane est détermindée de fegon unique par cette condition.

On a donc commitativité dens les diagrammes

() Sy (m y X
1 [ 4

Y' (n) Y’ (m) — Xt

?

et de plus une propriété de transitivité que le lecteur explicitera, et qu'on peut
exprimer en disent que i ~~— Yj(.n) est fonctoriel en i .
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PROPOSITION l.le ~ Supposons que i soit une immersion et que le carré D soit
cartésiens Il en est alors de mfme des carrés dans (D).

L'hypothése signifie que, si Y est défini per un Idéal J sur un ouvert V
de X, Y!' est défini par 1'idéal g*(9) 0y, sur V! = g"l(V) e Comme on =
évidemment

(g*(f;) _ov’)n+l _ g*(gml)-ﬂv,

il en résulte bien que le carré droit dans (D!') est cartésien, donc aussi le carré

gauche puisque le rectangle composé 1ltest. Plus généralement les carrés

Y§n) :ftn)
Yiu(n) > Yic(m)

sont également cartésiens.

Des morphismes Yisn) > Y§_n) , on déduit dos i-morphismes de Mo@ules - égale~
ment fonctoriels)
n,, n,.
g ) — g @3y
et en particulier des morphismes fonctoriels pour les feisceaux conormaux -
ni - ﬂi'
ou ce qui revient au mfme -
*
£7(ng) - %y, .
I1 n*est pas vrai en géndral, mdme sous les conditions de l.1, que ce soit la un

isomorphisme. Clest vrai cependant (comme il résulte facilement des définitions)

lorsque g : X! -+ X est plat, et également dans ie cas suivant @

COROLLAIRE 1.2 — Considérons un disgramme commutatif cartdésien d'espaces ana-—

lytiques
g
XV 3 X

Tt

'
)
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soit i une sectionde X sw Y, i' 12 section image réciproque de X' sur
Yt , définie par if = gi' . Alors pour tout entier n , le carré correspondant

1 (n) v i(n)

Y? Y

est cartésien.

En effet, il en est ainsi du carré (D), donc aussi du carré droit dans (D'}, donc

aussi du rectangle suivant, composé de deux carrés cartésiens :

, (n) R
e >I3
4 W
X1 X

v
Yt

A\ 4

ce qui achéve la démonstration.

Considérons alors et O (1) comme des Algebres sur Y , resp. Y!' , le

o

Y (n) Y,
i it

carré commtatif dans la conclusion de 1.2 définit alors un f~homomorphisme d'Al-

gébres de ltune dans l'autre, ou encore un homomorphisme
*
*, f .
S O — %, @)
. i i

Ceci dit, la conclusion précédente s'exprime aussi per le

COROLLAIRE 1.3. = Sous les conditions de 1.2, l'homomorphisme précédent est un
isomorphisme. '

En effet, comme les anneaux locaux de Yén) sont finis sur ceux de ¥ on a vu

([3], III, 3+2) que les anneaux locaux du produit fibré de Y§n) et ' suwr ¥

sont des produits tensoriels d'amnecuxz locaux, ce qui signifie précisément que (*)
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est un isomorphisme.

Pour n=1, ¢ (1) stidentifie comme Algébre sur Y & 1a somme
Y,
1

V) b4

n

N9
SEO M A |
i

ou T, est considéré comme un Idéal de carré nule. On a la formle analogue pour
Yt , et le corollaire précédent rrend la forme :

COROLLAIRE 1l.4. = Sous les conditions de le2, 1lthomomorphisme canonique
*
f (ni) - Ty
est un isomorphisme.

2+ Invariants différentiels d'un morphisme dl!espaces analytiquese

Soit
p: XY

un morphisme d'espaces analytiques, felsant donc de X un espace analytique au-

dessus de Y , et considérons le morphisme diagonal, noté diagp ou diagx/Y

X")XXYX .

Ctest un morphisme dtimmersion ([3], III, 2.6), et les réflexions du numéro pré-
cédent s'eppliquent. Nous noterons App ou Aé?é le voisinage infinitésimal
dtordre n de X dans X *y X pour le morphisme diagp 3 son faisceau structu-

ral st'cppellera 1'invariant différentiel dlordre n du morphisme p « On peut

congidérer que ls géométrie infinitésimale d'ordre n de X relativement a Y,
I . n 3
est 1!'étude de l'espace anclyticue AS‘) et des espaces analytiques au-dessus dec
(n) F

A .
P

On o decux morphismes pry et Pr, inverses a gauche de diagp s dTou sur le

faisceau dtanneaux O n) sur 1l'espace X deux structures d'Algébres augmentées
A

eu-dessus de O , i. e+ on a deux homomorphismes

* *
Pry Py 2 Gy - A(n)
P
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inverses & droite de 1l'homomorphisme dtaugmentation, dtailleurs transformés 1ltun

de l'autre par 1l'automorphisme de symétrie de ?A(n) (induit par la symétrie de

X xy X )e Par la suite, on considérera O (n) Comme un faisceau d'dlgébres pour

p
% ggﬁce a pr: s, €t on l'appellera aussi algébre des parties principales d'ordre
n de X relativement & Y , ou simplement algébre des partics principales d'ordre
n lorsque Y = EP est 1'objet fimel de (An) « On lc notera cusel Pén) ou

oG+

pB) _
T,

On fera attention qu'avec cette convention, pr; n*est évidemment pas un homomor—
* *

phisme lindaire en général, (puisque cela signifierait pr; = pr, ) 3 on le notc

parfois aussi dén ou dX?Y ou simplement 4 A a1 joue le r8le d'un "opéra-

teur différentiel d'ordre n " universel sur X (relativement & Y ). Nous n'au~

rong guére & nous servir gue du calcul différentiel d'ordre 1 « La structure

d'algébre envisagée sur O (1) définit un isomorphisme

(*) P)S)Y = 0 (l) N OX +Q§i/¥
/Y

1 . . . . .
ou ng/Y est le faisceau conormal a X dans X Xy X pour ltimmcrsion dlagX/Y .

On 1'appelle aussi faisccau des I-différenticlles relatives pour p , ou de X

au~dessus de Y , ¢t on le note aussi §7§/Y o C'cst donc un faisceau dec type fini
et mme coheront sur X , isomorphc aussi su faiscesu imege inversc par dlagX/Y
de g ou 3/3 s o J est un Idéal sur unc partic ouverte V de X Xy X qui

définit lc sous-espacc analytique diagonal. Nous poscrons

* *
PI‘2 "Prl =d
de sorte que d est un homomorpvhismc de faisceoux additifs
dX/Y = dp =d : O — QX/Y .
la formulc précédcnte s'éerit également

* *
pI’2 :prl + 2
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ie ee elle détermine l'homomerphisme pr; = d(l) rar la formle

al® (g) =pry(f) = £ +af

(formile qui utilise 1'identification (¥))s Ecrivant que p:; est un homomorphisme
d'Annesux, on trouve
a() =0, d(fg) = fdg + gdf

ie ee 4 est une différentielle. La formile d(1) =0 se généralise en

a(p*(n) =0
pour toute section h de OY sur un ouvert, formule qui résulte du fait que

-1
p;; et ;u; sont tous deux linéaires pour p (OY) .

Les propriétés fonctorielles des invariant s différentiels d'un morphisme ré-
sultent aussit8t de celleasdun® l. Considérons un carré commtatif de morphismes

d'espaces analytiques
() p p'

on en conclut un diagramme commutatif

f
e X1

diagp diagp,

J
(b) X xY X @.._X' XY' X
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i=1,2) , dol un diagramme commtatif

() , (n)
A/y € %('/Y'
4 <&
X %y X¢ Xt Xyt Xt
pry 12}
v f A 4
X ¢ Xt
et en particulier
(n) . (n)
A)(/3( « ' /X
(c) 3 Py
v f W
X ¢ Xt ’

d!ol en particulier, faisant i =1 , un homomorphisme dtAlgebres

(c") @)g% — P )gl)/yv .

Lorsque le carré (a) est cartésien, on voit "formellement" qu'il en est de mBme

des carrés dens (b), donc en vertu de le2 il en est de mme du corré (c), i. e.

en vertu de le3 1l!'homomorphisme

(em f*(@;';/y) - ‘P;l/’fl

est un isomorphisme. Explicitant le ceas n =1 , on trouve par 1.4 :
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PROPOSITION 2+1s ~ Supposons que le carré de morphismes (a) goit cartésien, alors
1l'homomorphisme canonigue

*,-.1 1
£ /y) — Qe /v
est un isomorphisme.

En particulier, prenant pour Y! 1le sous-espace analytique r dduwit de Y réduit

a un point y 4, on voit @

COROLLAIRE 2.2+ ~ Soit X wun espace anslytique sur un espace analytique Y .
Pour tout point y de Y , le Module induit per Q)l( /Y sur la fibre Xy est ca=-

noniquement isomorphe au falsceau Q;( des l-différentielles "absolues" de Xy .

Le résultat analogue est vrai, d'aprés ce qui précéde, pour les Algébres de par-
ties principalese Intuitivement, on peut dire que la théorie relative développée
ici est la théorie des invariants différentiels "le long des fibres de X au-dessus
de Y "0 A

REMARQUE 243+ — La commutativité de (c), pour i =2 , sexprime en disant que

les homomorphismes canoniques (c!) sont compatibles avec les opérateurs différen-

tiels d}gr/?{ et d)gl)/Y' e« Pour n =1, cela signifie que l'homomorphisme de fais-

ceaux
1 1
-
EX/Y th/yt

est compatible avec les différentielles dX/Y et dX’/Y' ¢ Ces conditions suffi-

——

sent & déterminer 1thomomorphisme (c!) , resp. Q-X/Y_) Q”Jlf'/Y' s car on montre que

P(}ré)/Y est engendré comme Ox—l-'bdule par ltiiage de d)g%{ e Pour le voir, on note

que le sous-liodule engendré par cette image est une sous~8lgébre augmentée, et
comme 1!'Idéal d'augmentation 3 de @}8%[ est nilpotent, on est ramené & montrer
que 342 est engendré par les éléments de la forme df , et il suffit pour ceal
de prouver que 1'Idéal diagonal dans X xy X est engendré par les germes de la
forme prrr(f) - pr:(f) , ce qui exprime simplement que le germe du sous-espace
analytique diagonal de X xy X en un de ses points est le noyau du couple des
deux morphismes de germes pr, et T, .

PROPOSITION 2.4+ -~ Soient X wun espace analytique sur ¥ , 8 une section de

X sur Y . On 2 un isomorphisme canonigque
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PN ¢ N
s (@X%)—-» OY én)

(ot le deuxiéme membre désigne 1!'invariant normal dlordre n de 1'immersion s ).

En effet, la section s peut &tre considérée comme déduite, par extension de 1la
base s ¢ Y X , de la section diagonale de X xy X sur X (qui joue le r8le
de "section universelle"), conformément cu diagramme

X ¢ X Xy X ¢ %
~ \
\ \
\ \
‘ diag !'s
r
P pry : X/Y p .
! !
/ /
/ /
A4 N 7 S M4

N
-

dtol, grice a4 1.2 appliqué au carréd cartésien de droite et aux sections diagx/s
et s , l'isomorphisme voulu 2.4. On notera que 1'isomorphisme envisagé transforme
1/1?; (v 3 est 1'Idéal de 1l'immersion s ).

s* @ (©) on £ ma s

COROLLAIRE 245¢ = Pour tout point x de X au-dessus d'un point s de Y, on
" a un isomorphisme canonique
1
@(n) ® k(x) —5 o ma*
X/1,x o, x Xs,x/ X 9%
(b k(x) =k est le corps résiduel en x , Xs est 1la fibre de X au-dessus

de 8, et my _ 1tidéal maximal de son anneau local en X )e
g?
On conjugue le fait que l'homomorphisme dc changoment de base (c") est un iso-

morphisme, ce qui raméne au cas odu Y est l'espace analytique final, réduit & un
point s , et on applique 2.4 & 1a section de X sur Y définic par le point
X o Les énoncés 2.4 et 2.5 donnent une justification intuitive du nom s Algebre
des parties principales d'ordre n , que nous avions donné a P)gl.! e Pour n=1,

on trouve les cas particuliers suivsnts 3

COROLLAIRE 246e¢ =~ Pour toutc section s de X sur Y , on a un isomorphisme
canonique
*, 1 n
s Wy) — 7 ’
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S,

ol TLS désigne le faisceau conormal & 1'immersion s .

COROLLAIRE 247+ ~ Pour tout point x de X au-dessus d'un point s de Y ’

on a un isomorphisme canonique
1 n 2
Q Jo k(%) —s .
('«X/Y,x OX,x ( "ks , xﬁnXs,x

Ltisomorphisme 2.7 fait correspondre & la valeur dc¢ df en x 1ls classe de
2
fx [ad ex(f]g mod Ynxsyx .

PROPOSITION 280 ~ Soit X = En et soient Zg (1 <£ign) 1les fonctions
coordonnées. Alors S};& /x est un Module libre ayant pour base les dzi (Ne Be =
On désigne par QX/k ou S"{ les Modules des différentielles de X au~dessus de
1tespace analytique final).

Comme 1'Idéal diagonal de X x X est engendré par les prt (Zi) - prZ(zi) s ONn

voit que les dz:.L engendrent Q)l( o I1 reste & montrer que si on a des scctions

fi l<ign de OX sur un ouvert U , telles que 2 fi dzi =0 , alors les

— - ‘ A
f, sont nulles. Or pour tout x €U, posant 3z} =z, ax(zi) em_, dtol

dz_,’L = dzi s on aura en vertu de 2.7
f. 2z} =0 mod e
i1 X

dtou fi(x) =0 pour 1£i&n, pulsque les zj forment une basc de m)/mi

sur k o Commc x était erbitraire, on en conclut £;=0 (1 & 1< n) « On laissc

au lecteur le soin de déterminer de mfmc les Algébres de parties prineipales de
n

X=E",

Utilisant 2.1 ot lc critére de simplicité (VI, 3.1, (1ii)) par cxcmple, on cn

conclut ¢

COROLLAIRE 29s = Soit p ¢ X - Y un morphisme simple. Alors -Q;/Y est un
Module localement libre sur X , son reng en tout point x € X cst égal & 1a di-~

mension relative de X sur Y en x o

3. Caractérisation différentielle des immersions locales, des espaccs analytiqucs
simples.

PHOPOSITION 3el. = Soicnt p : X - ¥ un morphisme dlespaccs tnzlytiques, ct
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x € X au-dessus de s € Y . Les conditions suivantes sont éoquiv-lentes :

(i) p est une immersion locale en X .

(1) o Tk
s?

1
(iii) %Y est nul en x (donc au voisinage de x ).

DEIDNSTRATION. - (i) => (iii), car si p est une immersion,alors le morphis-
me diagonal X - X xy X est un isomorphisme donc le faisceau conormal est nul.
(1ii) == (ii), car en vertu de 2.7, l'anneau local de la fibre X, en x sa-
tisfait a my ,11/"32( ,x = 0 , donc il est réduit & son corps résiduel. {ii) = (i)
en vertu de (\?I, 103) (No Bs — En géométrie algébrique, on a encore 1!'équivalence

de (ii) et (iii), qui sont alors des conditions moins fortes que (i) et expriment
seulement que p est Ynon ramifié" en x ).

COROLLAIRE 3.2. - Soient X un espace analytique, x€ X , £y (1€ ign) des

sections de OX , définissant un morphisme f : X - En e Pour que p soit une

immersion locale en x , il feut et il suffit que les df; engendrent Q}l( en
X o

Clest un cas particulier de 1'équivalence de (i) et (iii) ci~dessus, compte
tenu de la formile 4.2 plus bas. Une démonstration directe est facile, par utili-
sation de NI, 109)0

COROLIAIRE 3,3 {Critére jacobien de simplicité)e — Soient X un espace analy-

tique, x un point de X et n = dim OX x Conditions équivalentes :
b4

(1) X est simple en x ; i. e. OX,X est un snnesu local régulier (ef. VI, 1.10)
(i1) %l( x admet un systéme de n générateurs.
, :

(iii) -%Ji,x est libre de rang n .

On a (i) = (iii) en vertu de 2.9, (iii) => (ii) trivialement, prouvons
(i1) = (i). En effet le nombre minimim de générateurs de Q}l( x ©st égald la
’
. . 1 ’ \ . . :
dimension de Q ® k(x) , donc égal 2 lec dimension de m }/m2 en vertu de
~X.x %,x X

27 donc ne peut €tre < dimension de Krull de 9% ., Que si ce dernier anneau
’A
est répulier.

C. Q. Fs Do
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REMARQUE 3e4. ~ On peut prouver que lorsque la caractéristicue de k est nulle;
on peut remplacer la condition (iii) par la condition plus faible en apparence :
Q-X - est libree Cela n'est plus vrai en caractéristique p >0 , comme on l¢ woit

$4

sur le cas de 1l'espece analytique X réduit & un seul point x , d'anneau loecal

x[+]/ (tP)

4. Deux suites exactes canoniquese

PROPOSITION 4els = Soient X un espace anglytique sur un cutre Y, Z un
sous~espace analytique de X , défimi par un Idéal de présentation finie J sur

un ouvert de X , i : Z - X 1'immersion canonique, n un enticr >0 . Alors
o)
z/Y
i (@)g/)Y) par 1'Idéal engendré per d()r(l)/y(j)

()

Ce quotient est aussi le quotient de X/Y par 1'Idéal engendré par J et

est canoniquement isomorphe, comme OZ—Algébre augmentég au quotient de

d)g (3) 5 ie eo par p; (g) et pz(g) y Ot les p; sont les deux homomorphismes

dtAnneaux G - P(/Y définis par les deux projections pr, ¢ X *y X +X . Notons

qu'on a un diagramme commutatif

N
N

Xy X(_____.._..Z xYZ

ou les fliches verticales sont les morphismes diagonaux, qul est cartésien, car

i est un monomorphisme. En vertu de l.l1, on en déduit un earré cartésien

An y An
X/Y z2/Y

X xy X e T xy B

qui montre que A; /X est le sous-espace analytique de A? /Y image inverse par

iy du sous-espace enzlyticue 72 ¥ Z de X X X « Or ce dernier sous-espace
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analytique est défini par 1'Iddal prf(g) + pr;(g) (ou 1les Pry désignent les
projections de X Xy X sur ces facteurs, et ob pour simplifier les notations, on
suppose J défini sur tout X , ce qui est loisible) . L'image inverse de ce der~
nier Idéal dans AX/Y ntest autre, en vertu des définitions,que png) + pz(g)

et il s'ensuit que AAZ/Y s'identifie au sous—espace analytique de A2 X/Y défini
par cet Idéal.

Ce Qo Fc Do

Faigant n =1 et interprétant le résultat obtenu en termes de formes différen~

tielles, on trouve

OOROLLAIRE 4.2, = Soit 7, = /%" 1le Module conormal & Z dens X , on a alors
une suite exacte de lodules sur 7 ¢

1
ﬂiﬁl(ox/)—)Q/Yéo ’

ol la deuxiéme fléche est l'homomorphisme canonique défini par le Y-morphisme i
(cfe n° 2), et le premidre est déduite par passage au quotiernt de 1'homomorphisme

9 %»Qé/Y induit par 1l'opérateur 4 .

REMARQUE 4.3+ - On fera attention que le premiére fléche dans 4.2 n'est en géné-
ral pas injectives On peut montrer cutil en est cependant ainsi si X et Z sont
simples sur Y

PROPOSITION 4e4¢ = Soient £ ¢ X ->Y et g¢ Y 272 des morphismes d'espaces

analytiques, et n un entier >0 . Considérons les homomorphismes fonctoriels
(définis au début du n® 2)

(n) (n) (n),
2N /7 ¢ Py /7 + « T (@ /
alors ces homomorphismes définissent un isomorphisme de P( n) avec le guoticnt

X/
de 1'Algébre p ) X/z PeT 1'Idéal engendré par llimage de f

( 7Z+ (ot le signc
+ désigne 1'Idéal d'augmentation).

Considérons en effet le diagrame commutatif
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X
£
i
v
X Xy X - . Y
J lj'
v
X3 X - Y%, ¥

o 1, Jj! et ji sont des morphismes diagonaux, u étent le morphisme structu-
ral. On 1it sur la premidre colonne que le n-iéme invarient normal PXnY de
1'immersion i est le quotient du n-iéme invariant normal (P}gnz de 1l'immersion
ji par 1'Idéal définissent lt'immersion j . Comme le carré inférieur du diagramme
est cartésien, cet Iddal est aussi 1l'image inverse par u de 1'Idéal diagonal

définigsant j' , ce qui implique cu'on a un diagramme cartésien

A)I;/Y » I

| |

A n n
X/z. » By,

La proposition en résulte.

COROLLAIRE 4.5¢ =~ On a une suite exacte
*,.1 1 1
£ Q) > v Ky 0
(ot les homomorphismes sont ceux définis su n°® 2).

REMARQUE 4.6 — On fera attention qu'en général la premiére fléche de ce diagram-
me nlest pas injective. Il en est cependant ainsi si f est un morphisme simple.

5. Prolongements infinitésimaux de morphismes.

Soient p : X »Y un espace enzlytique X au—~dessus d'un autre Y ,

q ¢t Y-+ Y un espace anclytique au-dessus du mfme Y , Y(') un sous—espace
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analytique de Y défini per un Idéal de type fini ¢ ; on suppose

+1
gn =0 ’
ie eo que Y' est dans le voisinage infinitdésimal d'ordre n de ‘I'o « Soit
f: Y-+ X un Y-morphisme, et f_  : ¥! - X se restriction a Y.C" s de sorte
quton a le diagramme commutatif suivant 3

X( o Yt
< o)
l{ i
Ye T .
a

Nous nous proposons de déterminer les Y-morphismes f!' : Y!' 4+ X ayant mfme
restriction f? a ! que f, cleci-d~dire f* 1 = fi . Pour cool, introduisons

Xt =X x., 1* Xt =X x Y(‘):X'x

Y 4 0 Y Y ’; ’

et utilisons la correspondance biunivoque canonicue entre les Y-morphismes de

¥t (resps Y!) dans X , et les sections de X' sur Y' (resp. de X3 sur
Yci) Je A £, fo correspondent donc des sections g de X' sur Y' et sa res-
triction g s gsection de X(’) sur YB » et notre cuestion initiale devient équi-
valente & celle de déterminer les sections g' de X' sur Y! ayant mfme res—
triction a Yc‘> que g , savoir g« Donc ensemblistement g!' doit coincider avec
g 5 et par suite est donné par un homomorphisme de faisceaux de k-alpgébres

g (GX,) -+ Oyy o Ce dernier s‘annule sur la puissance n-iéme de l'homomorphisme
composé de precedent avec l'homromorphisme canonique Oy, Oy, , et a fortiori
sur la puissance n-ieme du noyau de l'homomorphisme gl(Ox,) - Gy, défini par

g lui-m®me. On peut exprimer ce f2it en disant que g' se factorise nécessaire-

ment par le voisinage infinitésimel d'ordre n de l'immersion g! @ Y' -» Xt

’
quc nous dénoterons par Y (n) » Considérent Y! (n) comme un cspace analytique
au-dessus de Y! grfice su morphisme induit par ls projection X' » ¥' , ct intro-

duisant de m®me le voisinage infinitésimel d'ordre n de g, s soit Y' (n) s qui

stidentifie a Y! (n) Xy Yé en vertu de 1.1, on a le diagramme
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, (@ ()

Yﬂ\ @ Yé‘\
3 g(n) ‘ g én)

/l i 4 !

Y- iy ,

sont les morphismes induits par g, g, » ©t nous sommes ra-

ol g(n) ot g(Sn)

menés maintenant & trouver les sections gt (=) de Yt (n) sur Y' ayant mfme
restriction .gon que g(n) o Or ici lcs espaces topologiques sous-jacents aux
quatre espaces analytiques en présence sont les mfmes, et nous sommes ramends A wne
question de faisceaux de k=algébres sur Y! « Pour la formiler, recmarquons qu'en
vertu dc 2¢4 et de l'assertion de compatibilité qui préciéde 2.1, on a un isomor-

phisme canonique de © -Algébres augmentées

Tt
N, *p(n) (n)
O )~ & Cyy) — £
ct de mdme
Noakoo(n)y Nk (?
O, @) — fo Py = £ () oo O
(o]
avece
Oy oY'/g .
Considérons donc le diagramme de faisceaux sur Y!
0 >J ﬂ.oyg )oyg —0
O
*(p{n) £* e 0)) f*(@( ) 0
O.___.)Q'f(/)__._._...) (X/Y‘—'_"’o s 4 ’

qui est commtatif et dont les deux lignes sont exactes, on a de plus un homomor-
phisme dtaugmentation de OY'-Algébres

= g(n)* ¢ f (@(I/l))-——-§0p
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induisant

uo - go(n)* : @(n) - OY’ .

Ceci posé, on a donc 3

PROPOSITION 5.1. ~ Les notations étant celles du début du numéro, 1l'ensemble
E(fo) des Y-morphismes f! : Y'- X qui sont tels que ft!' i = f y est en cor-
respondance biunivoque avec liensemble des homomorphismes de Y'--a.lf_:;ebl:'es

v : n)) + O,

tels que le morphisme déduit par réduction mod J
Vot o (@ (n)) = O,

soit égal & 1'augmentation wuj o

le cas le plus important est celul ou on se donne aussi une rétrection de Y3

sur Y! , i. e. un morphisme j : Y - ¥! tel que ji= ldy, ou ce qui revient
au mfme un homomorphisme de faisceaux de k-elgebres

O, 0
Y(; Y:

relevant 1'homomorphisrte canonique OY’ - OY3 , de sorte que OY' devient une
o]

OYé—elgébre augmentée. Etant donné alcrs un Y-morphisme f @ Yg +X,1i1lya

vne fagon canonique de le relever par f = fo j 5 et on suppose que f a é%é choisal
ainsi. Alors, posant pour abréger

) Op = G+ = O, O =4, (o)) =

’

on aura un isomorpinisre de C-Algébres augmentées :

B =06 c, @
OC.C

(résultont des définitions et de £ =f }» Donc les homomorphismes des
g—-Al~ébres v de B8 dons (& correspornceni biunivoquement aux homomorphismes de
Q ~Algdbres w de B, dans @, et lihomomorphisme v : B - flo déduit de v

par réduction mod J niest ~utre que le composé 8 ., a -, 00 la deuxiéme
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flache est 1l'homomorphisme canoniquee. On obtient ainsi :

COROLLAIRE 5.2. - Sous les conditions précédentes, ltensemble E(f) des
Y-morphismes f!' ¢ ¥Y! -» X +tels que ft!' i = fo est en correspondance biunivoque
avec l'ensemble des homomorphismes de ab-Algébres v B, ¢ qui relévent
1'homomorphisme d!augmentation &, +&, (ou &, 8, %, , B, sont définis dans
(¥) ci-dessus).

Cela remdne donc le probléme géométrique de llextension infinitésimale d'un
morphisme d'espaces analytiques, 3 des questions standar d de théorie des algébrese

Lorsque n = 1 , 5.1 s'explicite de la fagon suivante en termes des faisceaux de
différentielles ¢

COROLIAIRE 5.3. = Sous les conditions de 5.1 (donc sans supposer l'existence
d'une rétraction de Y' gsur b4} ), mais supposant en plus que n = 1 y 1. 64 que

J est de carré mul, 1l'ensemble E(fo) est en correspondance biunivoque avec
1'ensenble

G = Homg o0y + D
o}

ct est donc muni dfune structure de groupe, et a fortiori d'ensemble principal

homogéne sous le groupe G « Cette dernidre structure ne dépend pas du choix du

prolongomont f de f_ en un Y-morphisme ¥*' - X , (lequel choix a uniguement

pour r8le de "fixer l'origine" dens l'ensemble principal homogéne obtenu).

On laisse au lecteur la vérificetion de cette invariance. On notera que sous
les conditions de 5.2, l'ensemble principal homogenc envisagé ici a cn outre unc
origine naturelle, savoir f = fq Joe

Si on part de T e
£ de fo

sy Mois qu'on nc scit pas a priori s'il cxistc une cxtension

cn un Yemorphisme Y!' o X , i1 y a lieu d'cnvisager le faisceau

5(f,) sur Y' des germes d'extensions de f, en dos Y-morphismes £ 3 Y!' » X .
Applicuant 5.1, on voit que le faisceau

8 = Moy‘o(fc@;/f{) » J)

opérc dc fagon naturelle sur le faisceau 5(f0) s ¢t que pour tout ouvert
UcYyr, T(@U, &) = E(fOIU) est vide ou un ensemblc principal homogéne sous

rw, 8) « On dit sous ces conditions que 5(1"0) est un faisccau formcllcment
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principal homogéne sous le faisceau en groupcs 98 « On a ainsi obtenu ¢

COROLIAIRE 5.4+ - Sous lcs conditions de 53 le faisceau S(fo) des germes de
prolongecments de f, un Y-morphisme Y?! + X cst un faisceau formellcment prin—
cipal homogéne sous le faisceau @ « En perticulicr, si le prolongemcint cst pos—
siblc localement, par cxcmple si X cst simple sur Y (VI, 3.1, (iv)), &(f)

cst un faisceau principal homogénc sous ¢ , donc donnc licu & unc classc dc co-
homologic canonique

c(f,) e H (¥, 9) ’

dont l'annulation cst nécessaire et suffigante pour 1l'existenec d'un prolongement
global de f  cnun Y-morphisme f ¢ Yt -+ X,

Rappclons d'ailleurs quc lorsque X est simple sur Y , alors d'aprés 2.9,
Qi/y cst un lModule localement libre sur X , ct on pcut écrirc aussi
8 =1 (6 ® 9
oV X/Y ’
1
avec

Gy = Home Gy s &)

Cc dernier faisceau sur X , qui cst défini dtailleurs pour tout cspace analytique
X sur un autre Y , cst appelé faisccau des dérivations dc X suwr Y , ou lc
faisccau tangent de X relativement a
infinitésimoux de X sur Y .

Y , ou le feisccau des automorphismes

Nous renvoyons le lecteur a [4], III, n°® 5 pour diverscs variantes utiles qui se
déduiscent formellement de 5.3 ct 54, permettent dans certains cas dc construirc

dc prochc cn prochc des prolongemcnts infinitésimeux de £, dtordrc crbitrairc.

6e Prolongement infinitésimel de structurcs complcxcse

PROPOSITION 6els — Soicnt p ¢ X -+ Y un espacc anclytiquc X sur un autre

Y, Y, un sous—cspacc analybiquec de Y défini par un Idécl J de type fini tel
quc 32 =0, Xo =X Xy YO ct p, 3 X = Y0 lc morphismc structurcle Alors lc
faiscocu sur X des gormes de  Y-automorphismes dc X induisent 1'idontité sur
Xo cst canonigucment isomorphc &
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] 1
8 = dom@XO &o /YO ’ Je Gx) .

I1 suffit d'eppliquer 543 cn y remplagent X , ¥ , Tt 1! par X, Y, ,X,. XO ’

ct f par lc morphisme identique :'LdX « Lorsque Q-}Ji /Y cst localement librc sur
o’ 7o
X0 (ce qui cst le cas cn particulier si X, cst simple sur Y, » ct a fortiori

si X cst simple sur Y ), ou si Je0y est localoment libre sur X, on peut
aussl écrire

8=% /v %, I%

o)
ou (SXO/YO cst le faisceou tangent de Xo sur YO 3 enfin si X est plat sur

Y (en particulior si X cst simple sur Y ), on a aussi JeOy = p*@) atou

JO = P (D .

Sous locs conditions de 6.3, ¢t supposant X simple sur Y , considérons licn-
scmble E(XO) des classcs, & um isomorphisme prés, dlespaces analytiques X¢
simplcs sur Y , munis d‘un .Yo-isomorphisme

NI
XO——->K- XYYO .

étant cntoendu qu'on ticnt compte de cettc donnée pour la notion d'isomorphisme
cnvisagées En vortu de [3], VI, 3.1, (iii) un tel X! cst "localement isomorphe!
& X sur l'cspacc X o D'aprés un principe général bicn conmu, 1lfenscmble
E(XO) cst done on corrcspondance blunivoque avce lcnscmble gt (Xo 5 8) .cu ©
est le faisceau dos Y-automorphicrcs dc X  pour le structurc cnvisagée. ie ce
dcs Y-cutomorphismes de X qui induisent ltidentité sur XO o Nous veners pré-

cisdment dc détorminer ce falsccaue Done @

°

COROLIATRE 6.2 ~ Licnscmblc E(Y ) des classcs, & un isomorphismc prés, dcs-
paccs analytiques X! simples sur Y , munis d*un Yo--isoxlnorphisnn
X' xy X RN X_ 5 est on corrcspordence biunivogue avee H (Xo ,»8) o0 8 cst
lo faiscceu sur X défini dens 6-1l.

Cct cnscmble cst donc mni d'unc structurc d'cnscmblc principal homogénc sois

1lc groupc 't &, 8) . ct on constcte quc cette structurc nc dépend pas du checix
do lc solution X choisic du probléme 2°cxtension de structurcs complcexes s_oples
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sur la basc (ce choix consistant simplement 34 fixer une origine dans l'ensemble
principal homogene envisagé). Nous en laissons la vérificetion au lecteur.

Un raisonnement & peu prés formel développé dans [4], III, 6.3, permet de tirer
de 6s1 1'énoncé suivant plus complet que 6.2 :

.

PROPOSITION 6+3e ~ Soient Y un espace analytique, Y _ un sous-espace analy=
tique défini par un Idéal de type fini J tel que 32 =0, X, un espace ana-
lytique simple et séparé au-dessus de T E(XO) et 9 1tensemble défini dans

6e2 et le faisceeau défini dans 6el. Alors

(1) Il existe une classe d!obstruction canonique dans HZ(X0 y 8) , dont 1tr=-
mulation est nécessaire et suffisente pour qu'on eit E(X) £ .

(ii) Si cette classe est nulle, alors E(X,) est de fagon naturelle un uncem-

ble principal homogéne sous le groupe Hl(XO s 8) .

REMARQUES 6444 = Dans [4] on utilise un recouvrement de Xo par des ouverts
affines Ui , tels que dans chaque Ui un prolongement infinitésimal de Ui en
un schéma simple sur Y existes 5Si on ne veut pas utiliser le théorie des espaces
de Stein (vemplagant les schémas affines), on peut faire intervenir un argument de
paracompacité, dont le déteil est loissé au lecteur, pour choisir des ouverts
Ui recouvrant XO tels que dans chaque Ui n U, 1les deux structures incduiies
par les prolongements infinitésimoux choisis de Ui et U, soient isomorphes
(et non seulement localement isomorphes) (cf. le livre de GODEIENT [2], Chap. II,
lemme 3+8.1). Ce procédé est dlailleurs artificiel et l'hypothése de séparation

de Xo relativement a Y6 certainement inutile, comme nous 1l!avions déja noté
dans [4], III, 6.4.

6e5s ~ Nous nous somme bornds ici a 1'étude des qucctions de prolongements ine
finitésimrux de morphismes, ou de structures complexes, lorsqu'on fait des h;—
pothéses de simplicité relative, assurant que "localement!" les choses se pascent
biene Il importercit cependant de feire aussi une étude détaillée du prolecngzment
infinitésimal dans des cas ol on ne fait plus de telles hypothésess Par eiervole,
une étude géométrique de le compectificetion naturelle (sens doute celle de
BAILY-SATAKE) des especes modulaires d'échelon n pour les courbes de genre g ,
est certeinement liée a4 1'étude deg familles dc courbes de genre g pouvant
avoir des singularités (dont les types peuvent dtezilleurs sc wrdeiser par des ar-
- guments heuristiques). L'étude infinitésimale des déformations de telles courbes
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singuliéres devrait nous indiquer par exemple si (pour un n -assez grand) cette
compectification est non singuliére, ou permettre de déterminer quand l'espace
modulaire local pour les déformations d'une courbe donnéc est non singulier. Il y
aurait lieu égslement de préciser les phénoménes d'obstruction supérieurc 1liés
au procédé des prolongements infinitdsimaux de prochc cn prochce

7« Lt'invariant de Kodaira-Spcncers

Soit pt X -+ Y un morphisme simple d'espaces analytiques. Considérons le voi-
sinage infinitésimal du premjer ordre A" = AL de la diagonale de ¥ x Y , et
ses deux projections

1
pl,pzzA—)Y ’

posons

1

X:XxY(A,pi) pour i=1,2 ’

i

d'oli deux espaces analytiques simples sur Al , dont les restrictions & Y sont
canoniquement isomorphes & X « En vertu de 6.2, 1l'obstruction & 1'existence d'un
Al somorphisme X, — X, induisent 1'identité sur X = X, x ; T, est un
élément bien déterminé ' A

c(X/Y) € Hl(X , (SX/Y ®OY @é)) ’

quton appellera la classe de Kodaira-Spencer de X sur Y . Elle est définie iei

sans hypothdse de régulerité locele sur Y o Considérons l'image canonique de

e (X/Y)
ct (X/1) e (Y , RE p*((BX/Y) QOY @é)) ’

son annulation en un point y € ¥ est évidemment nécessaire et suffisante pour
l'existence d'un voisinage ouvert U de y dzns Al tel qutil existe un U-iso-
morphisme xllu L&y X, |U induisent 1'identité sur X|u .

Lorsque X est "triviel sur Y ", i. e. est Y-isomorphe & un espace analytique
YxZ , 0oh Z estun espece analytique, zlors c(X/Y) est évidemment nul, car
alors X xY et Y x X sont Y x Y-isomorphes (car Y x Y~isomorphes i
Y x Y xZ), donc 2 fortiori leurs restrictions a T Al—isomorphes. De
mme ¢! (X/Y) est nulle lorsque X estMocalement trivial sur Y ", ie e, lors-

que tout point de Y a un voisinege ouvert U sur lequel X soit trivial.
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Rappelons que la réciproque de ce dernier fait est vraie, d!apres KODAIRA~SPENCER,
lorsqu ! on est sur le corps des complexes, si on suppose Y simple et X propre
sur Y , [1]. Dans le cas d'ailleurs ot Y est simple, donc 9& est localement

libre et isomorphe au dual du faisceau localement libre (SX des dérivations de
Y , on a un isomorphisme canonique

R p, (Gy/y 56, (@) Homg (B R p, (G )

de sorte qu'on peut aussi considérer c!(X/Y) comme un homomorphisme

1
e! (X/Y) s Gy >R p (B /Y)
clest le point de vue de KODAIRA-SPENCER, adopté dans [1].

Jtignore si 1ltannulation de c!'(X/Y) est encore suffisante pour la locale tri-
vialité de X sur Y en supposant seulement X propre sur Y , sans hypothése
de non singularité sur Y ; le prenrlber cas a regerder serait celui o Y est

réduit & un point dtanneau loccl artinien, i. ec le cas d'une déformation infini-
tésimale dtune structure complexe. Une autre question suggérée per la définition
de c!(X/Y) adoptée ici est la suivante : On suppose que Y est au-dessus dtun

espace analytique S , et on trouve alors per le procédé précédent une classe
1 1
G(X/Y/S) € H (X 3 GX/Y () p*(QY/S)) »
d'ol une classe
1 1
c!? (X/Y/S) € F(Y s R p*(GX/Y () p*(%/s))) ’

qui sont dlailleurs images des classes précédentes c(X/Y) et ot (X/Y)
homomorphismes cononiques évidents. L'annuletion de <t (X/Y/S)
gue X soit localement ocu~dessus de

par les
est nécesscire pour
Y disomorphe & 1l'image inverse d'un espace
analytique simple sur S . Sous quelles conditions a-t—on encore une réciproque,
généralisant le théoréme cité de Kodaira~Spencer ?
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