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Sémincire Henri CARTAN 16-01
13e annde, 1960/61, n° 16 17 et 24 avril 1961

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

IX. QUEIQUES PROBLEMES DE MDDULES

Dans cet cxposé, nous psssons cn revuc quelques probldmes de "modules™ typiques.
Contrairement & notre intention premidre, nous ne démontrerons pes ici le théorime
d'existcnce des espaces modulzires de Hilbert, nous born-nt & renvoyer & l'cxposé
agsez ddétaillé [3], I7. dans le cadre des schémes, qui stcpplique cussi en prine-
cipe en géométric analytique ([2], VIII, 3). Clcst ce théordme qui sere 1l'outil
cssentiel dans l'exposé sulvent pour la construction dc 1l'espace de Teichmiiller

défini dens [2], I ; nous ntutiliserons donc que lc n° 1 du préscnt cxposé.

1, Les espaces modulaircs de Hilberte

Soient X un espacec analytique sur un autrc S , & un Module cohérent sur X.
posons, pour tout cspace enalytique T au-dessus de S ,

F(T) = ensemble des liodulecs cohérents quoticnts de ST qui sont plats

sur T , et & support proprc sur T s

ou on pose comme dthabitude XT =X xg T, &‘;T = image inversc de & sur XT o

Le czs lo plus import-nt est celui ot X cst proprc sur S , donc XT est propre
sur T , ct o done &(T) est gimplement 1tensemble des iodules cohérents quotients
de ST qui sont pl . ts sur T . Intuitivement, on regarde F(T) comme 1l'enscmble
des "familles de Modules cohérents quoticnts dc & " , porcmétrées par T o Lorse
que T verie dans la catégoric (in) /s des cspaces zarlytiques sur S,  §(T)

cst un foncteur contravariant en T , & valcurs dans la catégorie des ensembles,
comnc il résulte de [2]. VI, 2.4.

CONJECTURE 1. - Lc foncteur contraverient § sur (An) /p ost représcntable.

Lorsqu'il 1ltcst, nous désigncrons llesprcc <nclybicuc sur S qui représenic ce
foncteur par 9—‘11—9'98/)(/8 « Le cas le¢ plus importint cst cclui o & = @ , dome
F(T) = cnscmble des sous-cspaces analytiques foermés de XT s qui sont mropres ct
pl-ts sur T , qu'on interpréte intuitivement comme 1'cnccmble des familles de sous-
especes anclytiques propres de X/s parométrés nor T/S . On posc alors



16-02

Hile./S = QuOt’\‘)X/X/S ’

et 1l'espace analytique représentatif est sppelé ll'espace modulcire de Hilbert de

X/S «

Hous admettrons ici le théoréme suivont, (comperer [3], IV) :

THEOREIE l.1. — 81 X est Eojectif sur S , en particulier si X est S-iso-
morphe & un sous-espace analytique fermé de }fsr =5 x zr » alors pour tout Module
cohérent & sur X, Quotg/X /s existe. En perticulier Hilby /s existe.

Le cas général de ce théoréme se raméne assez focilement au cas ou
X :E‘Ig‘ ; &= ﬁg s grfice & [2], VIII, 3,1, Utilisant [2], IV, 3.1, on est donc
ramend cu cas ou S est llespace enelytique final, réduit & un point, et
X = zr y & ='01;r « On a alors construit drns [3], IV, un schéme de modules, somme
d'une suite de schémas projectifs sur C (ou mfme sur Z , si on y tien%), et il
résulte de {2], VIII, 3.1, que 1l'espace analytique essocié & ce schéma est une so=
lution du probléme.

0

En pratique, on a & considérer des sous-foncteurs §'(T) du fonctewr §'I) ,
qu'on se propose de représenter ; le critére habituel [2], IV, 5.9, permet souvent
de stassurer que le foncteur § est représentable par une partie ouverte de

1l'espace anclytique Quot(,;/X /5 qui représente ¥ o Ainsi :

COROLLAIRE 1.2, ~ Sous les conditions de l.l, les sous-foncteurs suivants du
foncteur de Hilbert T ~~- &T) sont représentables pr des ouverts de l'espace

modulcire de Hilbert E?:..]:hx /S :

A :}l(T) = ensemble des sous-espaces ~nalytiques fermés de XT qui sont gimples
swr T .

be 5, (T)

et dont les fibres ent exactement n composantes connexese.

ensemble des sous-espaces analybiques fermés de X‘I‘ simples sur T

Ce 3’3 (T) = ensemble des sous-espaces anzlytiques fermds de XT plats sur T

dont les fibres sont toutes de dimension m .

L]

d. 34 (T) = ensemble des sous—especes -~n:lytiques fermés de X‘I‘ plats sur

dont les fibres ont un genre srithndtique donné Y .

Le cas (a) résulte du fzit cue si Z est plet sur T , l'ensemble des poirs
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de Z qui sont simples sur leur fibre, i. e. en lesquels Z est simple sur T
([2], VI, 3.1 (i)) est ouvert, donc si Z est propre sur T 1'ensemble des

te T , dont la fibre est simple, est ouvert. Le cas (b) résulte du fait que si

Z est simple et propre sur T , le nombre des composantes connexes de Zt est
une fonction localement constante en t ; e'est 1a une conséquence des résultats
de [2], VIII, 1, mais qui dans le cas qui nous occupe o Z est projectif sur

S , peut se déduire gréde-a [2], VIII, 3, du fait analogue connu en géométrie
algébrique, et qui s'obtient en remerquant que dans la factorisation de Stein
ZTt>T de Z-+T, Tt T estun revBtement étalé de T ([1], III, 7, done
le nombre des points de T!'! sur + est une fonetion localement constante en t .
Le cas (c) résulte du fait que si Z est propre et plat sur T s la fonction
tars dimZ, sur T est localement constantc ; iei encore, il suffit de 1'éta-
blir quend Z est projectif sur T , ol celc résulte du feit snalogue déja connu
en géométrie =lgébrique ([1], IV).Enfin le cas (d) est une conséquence de [2],
VIII, 1.7 3 en 1ltoccurrence, il suffit d'ailleurs encore d'invoquer le résultat

correspondant en géonétrie algébrique, démontré dans [1], III, 7.

En conjuguant des conditions sur des éléments de §(T) , dont chacune s'cxprime
par un ouvert dans l'espace modulzire de Hilbert, on trouve évidemment une condi-
tion exprimée par 1l'ouvert intersection. Donc conjuguant les cas (b), (c), (@)

précédents, avee n=1, m=1, on trouve ¢

COROLLAIRE l43. ~ Sous les conditions de l.l, le sous-foncteur suivant G du
foncteur de Hilbert § est représentable per un ouvert de l'cspace modulaire de
Hilbert ¢ G(T) = ensemble des sous-cspaces =nalytigues fermés 72 de XT qui
sont des M"courbes de genrc g " au-dessus de T , au sens sulvent ¢t 2 est simple
et propre sur T , & fibres connexes, de dimension 1 et de genre g (ie e« de genre

arithmétique 1 = g )e
(Ne Be — Pour g # 1 , c'est la notion utilisde dans 1l'exposé [2], lel).
Nous renvoyons a (3], IV, 4, pour d'autres cas, ou des foncteurs remarquables

sont représentés par des ouverts dans un cspace modulaire de Hilbert, tcls les

=225\ ’ “"”S(X y 1), cte,
tous d'usage fréquent en pratique. Nous renvoyons égelement & [3], IV, 5, pour

espaces modulaires Hom (X , ¥) , D Z , Isom (X, ¥) Imm
X/S

1'étude différentielle des espaces modulaires de Hilbert, permettant de reconnaf-
trc parfois si 1l'espace modulaire de Hilbert est simple sur S cn un dc ses pointse

Nous c1lons ici zu contraire donner un exemple d' un phénoméne cité dans [3], IV, 5,
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dtune surface projective non singuliére X etd'un point z de Hilby =H,
correspondant & une courbe non singulidre Z sur X , tel aue z soit isolé dans
H et que son anneau local dens H soit un enneau {nécesszirement artinien) non
réduit, ie e. 1l'espace tengent de Zariski de H en 2z est £0 (Dans la termi-
nologie classique, {2z} est alors une famille algébrique meximale de diviseurs
sur X , et le "systéme linésire caractéristique" de la famille en 2z n'est pas

conplet)e Hotre exemple est inspiré d'un exemple plus compliqué de ZAPPA,

Soient Y un espace anslytique projectif, & un Module cohérent localement 1li-
bre sar Y , X =P(8§) le fibré projectif associé([2], V, 2.2), £ : X »Y son
morphisme structural, g une section de X sur Y , défini donc par un Module
quotient inversible £ de & , et soit Z 1le sous~espace analytique fermé de
X défini par l'immersion g : Y - X . Donc le morphisme Z - Y induit per f
est un isomorphisme. Il en résulte facilement que les pbints z? sur H!' = L{};kx
voisins du point 2z défini par 7 correspondent & des sous-espaces onalytiques
Z' de X ayent la mfme propriété,asavah'que]e rorphisme 2% -+ Y induit par f est
un isomorphisme (comparer [2], VIII, 2.2, ob il suffit de remplecer les mots
timmersion fermée" par "isomorphisme", la démonstration étant encore analogue a
[2], VIII, 2.2, et en fait plus simple). Donc pour z' voisin de z , 7! ast
défini par une section g' de X sur Y , i. es par un Module inversible quotient
£' de & .« Supposons pour simplifier que £ = OY (cas auquel on peut dtailleurs
toujours se ramener en tensarisant & par gl y ce qui ne change pas X ), alors
pour z' volsin de 2z , le point u' de l'espace modulaire de Picard P = Picy
(cfo n° 3) défini par £' est voisin de llorigine u , pour z' voisin de =

(En fait, on a un morphisme de l'ouvert H! = ;l X/Y de H représcntant les
' Y/C
sections de X sur Y , dans l'espace modulairé de Picerd P , comme on voit sur

les foncteurs associés). Soit & le noyau de 1'homomorphisme canonicue
€->£ =0y § on a une suite exacte canonique

v N 4

O—-»OYaS—-)F—)O ’

d'ol une suite exacte en tensorisant avee £! :
0L 5 Eg ' S &5 0 .

La donnée de z' , i. e. de g' , équiv-ut 3 la donnée d'un £' (correspondant &
un u'€ P voisinde u ) et & un homomorphisme surjectif & - £' , défini donc

per une section ¢' de & @ £!' . Supposons meintenant, pour simplifier, Y
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connexe et non singulier, et qu'on ait :
ae Pour u! voisin de u et distinct de u, 'Y , 5 ) =0,
be dimr‘(Y,é) =1,
ce I'(Y, %) £0 .

Les conditions (a) et (b) impliquent =lors que 2z est point isolé de H , car
si 2z' voisinde 2z correspond & ut € P et & une section @' de é@ e, cet-
te dernidre sera en vertu de (a) une section de £' , donc ser-it nulle si on avait
ut #u,; (car £' sera algébriquement équivalent & O pour u! voisin de u ’
donc ne peut.alors avoir de section non nulle que si £ est le faisceau trivial) ;
cela montre donc quton a £ © GY » donc en vertu de (b) 1la section ¢! est pro-
portionnelle & ¢ , donc définit le mfme quotient de & que ¢ , d'od 2z' =z .
Dtoutre part un calcul facile montre que 1'image inverse par la section g du
Lodule GX/Y tangent & X relotivement & Y est isomorphe a %@EE% (crest
per exemple un cas particulier de la formle générale qui fait svite & [3], IV,
5.3 donc l'esbace tangent de Zariski & H en 2z , interprété comme l'ensemble
des morphismes dens H de l'espace analytique D réduit & un point avec l'anneau
local C[t]/ (tz) s est canoniguement isomorphe (en vertu de la définition de H et
de [2], VII, 5.3, & TI'(Y , ) , quiost £ O d'aprés lthypothése (c)e

11 reste & expliciter un cas ol les hypothéses (a), (b), (c) sont vérifides. Je
dis qutil suffit de prendre pour & une extension non triviale de OY par OY ’

de sorte que £ 3Dl Oy o Ltargument précédent montre que (a) est vérifié, de

plus (c) est triviclement vérifié, et enfin (b) est vérifié, car une section de
& qui ne proviendreit pas d'une section de 5 , donc définirait unc section non
nlle de &/ = £ S » définirait un splittage de l'extension & , contrairement
‘4 1'hypothése que cette extension n'est pas trivisle. D'ailleurs il existe unc
extension non triviale de OY par lui-mfme si et seulement si Hl (Y ’ OY) £0
On peut done prendre pour Y n'importe quelle courbe projective dc genrc g 21 ,
et pour X une surface réglée sur 1n courbe Y o

En conclusion, 1l'existence d'éléments nilpotents dans les znneaux locaux des
€speces modulaires de Hilbert doit &tre considéré comme un phénomeéne treés frécuent,
se¢ présentant dans des situstions des plus simplcs et des plus cleossiquese Ce ntest
qulcn tenant compte de ces éléments nilpotents quton parvient & unc compréhension
de la structure infinitésimale de cecs cspaces modulaires.
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2. Variétés de modules localese.

Dans les problémes de "variétés de modules locales", on se propose de représen-
ter un foncteur, défini non sur une catégorie (Am) ou (An) /s 9 mais sur la
catégorie des germes d'espaces analytiques ([2], VI, 1), ou des germes dtespaces
analytiques au—dessus d'un germe donné. Nous formulerons ici le cas le plus sim-
ple, inspiré par KODAIRA-SPENCER.

Soit X, un espace analytique compacte. Pour tout germe d'espace analytique
(S 4 8) 5 soit F(s , s) 1ltensemble des clesses d'espaces analytiques X propres
et plats sur un voisinage ouvert U de s , (dépendant de X ), munis d'un iso-
morphisme

P s XO-»XS 3

étant entendu que pour deux tels objets (U , X ,¢) et (U' , Xt , ¢') on appele

le isomorphisme de l'un sur ltautre tout germe de S—isomorphisme en s de X

avec X! , compatible avec ¢ et ¢' , (défini par suite par la donnée d'un voi-
sinage ouvert U"c UnU' de a et d'un UV-isomorphisme u : X|Un Y Xt |un
tel que up = ¢' )e Il est évident que T(S , s) est un foncteur contravariant

de la catégorie des germes d'espaces analytiques, dans la ccotégorie des ensemblese

On dit que X, admet une variété des modules locale, si le foncteur précédent

(S 4y 8) ~~ (S, s) est représentable, et le pgerme d'espece analytique (M , x)
qui le représente.est ~ppelé la veriété des modules locale de X (On notera
cependant qu'elle peut fort bien ne pas €tre une veriété, i. e. x peut &tre un
point singulier de M ). '

Rappelons que si D désigne 1l'espace anslytique réduit & un point,d'anneau
local C[t]/ (tz) s le groupe des D-automorphismes de X  oqui induisent 1'iden-
tité sur X = s'identifie a HO(Xb s> G ) ([2], VII, 5.3) c'est pourquoi on ap-

pelle aussi ce groupe le groupe des transformations infinitésimeles (il vaudrait

rdeux dire : automorphismes infinitésimaux) de X, » Hotons :

PROPOSITION 2els =~ Si H° (Xo ’ (SX ) =0, zlors pour tout espace analytique X
propre et plat sur un zutre S , tout s e S tel cue la fibre XS soit isomorphe
a4 X , et tout S-:zutomorphisme v de X qui induit 1'identité sur X_ , il

o ? . s

existe un voisinage ouvert U de s +tel que u induise 1l'identité sur UIS .

Comme X est propre sur S , il suffit de prouver que u cst 1ltidentité sur
un voisinage de XS , ou encore qu'il induit 1'endomorphisme identique dans les
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anneaux locaux GX,x pour x € XS + Comme ces derniers se plongent injectivement
dans leurs complétés, on est ramené (remplagant S per les spectres des anreaux
artiniens © sﬁn;“'l ) aucas oi S est réduit & un point, & anneau local artinign,
soit A « Raisonnant par récurrence sur l'entier n 1le plus petit tel que

m§+1 =0 , on est remené au cas ol on suppose déja que u réduit modulo mrsl est
1'identitée Mais 1l'ensemble des S—automorphismes de X cul se réduisent ainsi

1
forment un ensemble en correspondanae biunivoque evec 7° (Xs N GX ) ® (mrsl/mx:+ )
S -

([2], VII, 5.3), et est donc réduit & un seul élément. Donc u est 1l'identité.
C. Q. FO DO

En dtoutres termes, pour tout germe (S , 8) d'esp-ce anslytique, les struc-
tures sur (S , s) qu'on se propose de clessifier (déformetions de X, paramé-
trées par (S , s) , dans la terminologie de KODAIRA-SPENCER) n'ont pas d'auto-

morphisme non trivial. Cela conduit & poser la conjecture suivente

.

CONJECTURE 2. - Soit X, un espace analytique compact sans sutomorphismes ine
finitésimaux, i« e. tel que 1 X, - Gy ) =0, alors X~ admet une variété des
modules locale. -0

5

PROPOSITION R+2. - Supposons X, compacte et non singuliére, et supposons

o L,Q
0]

X, admette une veriété des modules locale (M, x) o Alors l'espace tengent

. L] . : . by l
Zeriski de M en x est cenoniquement isomorphe & H (X, , Gy ) .
o]

En effet, il est en correspondance biunivoque avec ll'ensemble des morphismes de
D dans (¥, x) , et rotre assertion résulte alors de la définition de (M , x)
et de [2], VII, 6.3.

COROLLAIRE 2.3. ~ Sous les conditions de 2.2, on a

an(M, ® gdnB'E , §)
C

1'égelité syant lieu si et seulement si le germe (M, %) est non singulier

Par définition, dim(M , x) est le dimension dc Krull de 1l'cnneau local Csf g 9
qui est majorée par 1lo dimencion de my/mi et lui est égale si et seulement si
l'anneau local est rég-iier, dtol 2,3 comnte tenu de 2.2.

COROLIAIRE 264» — Sous les conditions 7¢ 2:2. si l'on a
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8]

. . 1
clors le germe (M, x) est non singulier, et de dimension égele & dim H (X3 ,G'kb) .
En effet, le feit que M soit slors simple en x résulte du critérc infini-
tésimal de simplicité ([2], VI, 3¢1 (iv bis)) et de [2], VII, 6.3.
REMARQUES 2.5+ = Le corollaire 24 explique le succés des méthodes dc KODATRA-
SPENCER [4] dans le cas ol HZ(XO y Oy ) =0 , et dans ce cas sevlement, puisque
o

les définitions Kodaira-Spencer sont adaptées exclusivement au cas d'une variété

des modules non singulidre (I1 est trés plausible que en général 1o veriété locale

des modules n'est pas méme réduite, et qu'il peut sc présenter des ces, comme dcns
ltexemple & la fin du n® 1, ot x serait point isolé de (M, %) , i. ce la va-
riété des modules est de dimension O , mais ol l'onneau loecl de x n'est pas
réduit & C , i. es ol on a néanmoins H1 (Xo ’ GE.X ) #0 ). On fera sttention qutil

. c
n'est pas prouvé \mails corteincment vrai) que la™amille modulaire" construite

. . s o

dans [5], dans le cas ou X est non singuliére et H (X , GXO) = HZ(XO y (SXO) =0,

définit bien une variété locale des modules pour X, , au scns du présent exposé.
Seuf erreur, il est connu seulement que le (M, xX) construit dans [5] représcnte

le foncteur F dans la catégorie des germes d'espaces analytioues non singulierse

2ebe = La condition que HO(XO » O ) =0 , dens 1'énoncé dc la conjecture d'exdis—
tence de la veriété des modules localf » n'est pes surcbondantc, comme onle voit par
cxemple lorsque X = est une "variété de Hirzebruch" (fibré non triviel en droites
mrojectives sur 21 )+ Il est cependant possible, lorsque X, eadmet des automor-
phismes infinitésimeux,en analogieavec l'sxemple de probléme de modules développé
dons 1'exposé I, de modifier le probldme de modules initial en éliminant les au~
tomorphismes, 'per exemple par utilisation de points merqués en nombre suffisant,
ou de tout autre procédé, et il est plausible qu'on obtienne des variétés de mo—
dules locales, munies alors de prégraphes d'équivslence (jouant le r8le de 1ltes-
pace de Teichmiiller muni de son groupe d'automorphismes), permettant de récupérer
le foncteur ¥ , et mBme lo catégorie fibrée des déformations locales de X o
Ces espaces modulaires locaux & prégraphe d!'équivclence seront alors des invariants
du probléme de modules envisegé (défini en 1l'cccurrence par X ) dens la mlme me-

by

sure que les espaces modulaires & opérateurs TP associés aux foncteurs rigidi~
fiants P dans [2], L. -
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247+ = Dlautre pert, il y a des ccs bien connus ou la voristé des modules locale
pour XO existe, bien que XO admette des sutomorphismes infinitésimaux non
triviauxe Il en est ainsi psr exemple lorsque XO est un tore complexe. La raison
de 1= représentabilité de T dans ces cas semble dff au fzit cue le foncteur §
est alors isomorphe & un foncteur F' correspondant a la classification de struce
tures sans automorphismes. Ainsi, dans le cas d'un tore complexe, choisissons un
point a dens X , et posons Ft(S , s) = ensemble des classes & un isomorphis-

re prés de déformations de XO paramétrées par (S , s) , munies en plus d'un

germe de section au-dessus de S en s , passant par le point marqué a . Utili-
sant le fait qu'une telle famille est un groupe au~dessus de (S ’ 8) s On voit que
5 est isomorphe & T . Diautre part, les structures classifides par §' sont
sans automorphismes (par exemple porcequtun cutomorphisme infinitésimal de X,
qui invorie a , i. e. un champ de vecteurs sur X, nul en a , est nul). En
conclusion, il semble que le condition vraiment naturelle pour l'existence dtumne
variété de modules locele classifiont les déformetions d'une certaine espéce de

structure complexe, soit bien 1l'absence d'automorphismes infinitésimocux dlicelle.

2¢8+ - Lo technique exposée dans [3], II, permet de prouver l'existence dtune
variété formelle des modules pour un espece analytique compact X, sans auto-

morphismes infinitésimaux, i. e. d'une algebre locale A sur C , quotient d'une

algebre de séries formelles, et telle que 1l'on 2it un isomorphisme de foncteurs
en la C-algébre locale B , dc rang fini sur C

R N
\Homg_o-alg‘ebres (A ’ B) —_— 3(Spec (B)) ’

ou Spcc(B) est liespace sralytique réduit & un point dtannceu local B (Lors-
que la variété locele dei- modules (M, x) existe, 4 n'est donc autre que le
complété de lianneau 1c:al 'C)th pour sz topologiec mx—adique). Ltagsertion
analogue dtexistence dc variédtés formelles de modules est dlaillcurs également
valable pour les avtrce problémes de modules enviscgés dens le présent cxposés I1
cst possible que la clef diune démonstretion des conjccturcs 1 ct 2, utilisant lc
résultat cité de géométrie “ormelle, sc trouve dans unc théoric généralc de pas-

sage du formel & 1'anzn’vtigrs, {malheureuscment inexistantc pour 1'instant).

2¢9« = Il est possible de donncr une formule pour l'espace tongont dc Zoriski
3 la variété locale des modules (M, x) en x , généralisant 2.2 au cas ou X,

nlest pes supposée simplec En dlsutres termes, il fout détorminer 1l'cnsemblc des
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déformations de X, paremétrées par D = Spec Q[t]/(tz) « On trouve cuc clest le
sous-espace vectoriel de

1
Extox .
DX

(Xo x XO ; 3 k] %)
o
(ot g est 1'Idés1 dizoonel sur X x Xo ), formé des éléments dont 1'image ca—

o 1
nonique dens H (X  x X ; Ext G ,09) = HO(X.O ’ Ext> (0 » & ))
X x xXO " o

X “"““exo

correspond a des extensions commutatives du faiscesu d'annesux ©

x per le noysu
O

de corré nul OX .
°

2410s =~ On peut essayer d'obtenir des théorémes dlexistence pour des variétés
locales de modules por des techniques projectives, dens le cas ob Xo est supposé
un espace analytique projectife Le difficulté ici tient au fait gue si X est
propre et plat sur S , et si une fibre X0 = XS est algebrique projective, il ne
s'ensuit pas en général que les fibres voisines soient algébriques (Exemple
familles de tores complexes). Ces difficultés ne se présentent pas si

Hz()[o ’ OX) =0, ou si Xo est simple de dimension n , et si le Module inver-
o}

- sible Q; des différentielles de degré n sur X est ample, ou si son inverse
o .

est ample (on peut alors appliquer [2], VIII, 2.1). En 1l'absence de telles hypothé-
ses, on peut plus générelement se proposer de trouver des veriétés locales de
modules pour un espace analytique Xo polarisé, (classifiant les déformations

loceles de XO avec s~ polarisation), lorsque XO muni de sa polarisation n'a
pas d'automorphisme infinitésimel non nwml.

I1 est plausible que dans ces c=s, une construction per des méthodes projectives,
vtilisant 1l'espace moduleire de Hilbert, soit possible.

3. Espaces modulaires de Picerde

Soient X wun espece snalyticue sur S sy £+ X 5 son morphisme structural.
On eppelle groupe de Picord relatif de X sur S 1le groupe

Pic(x/8) = H(S , R" £ (€})

2

ol 0; est le faiscecu multiplicatif des unités du faisceau d'anncaux Oy .

1 * o s . s JP
Comme R 1*(®X) est le feziscesu ossocié au préfaisceaun
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U s B (€7 (U) , 6F) = Pic(e™ (@)

sur S , (ou pour tout espace enalytique 3 , Pic(Z) = Hl(Z ’ 6’;) désimne le

groupe des classes, & un isomorphisme prés, de Modules iaversibles sur 7 s cuton

peut appeler le groupe de Picard absolu de Z ), on voit qu'un élément de Pic(X/S)

est donné par un recouvrement ouvert (Ui) se1 de S , et des liodules inversibles

-1
£; dens les f (Ui) , tels que pour tout couple (i, j) , les Modules

-l .
gi|f"l (Uin Uj) ct ﬁjl f (Ui’ n Uj) solent localemcnt isomorphes relativement.

a Ui n Uj 9y 1e co tout s €7, n Uj a un voisinage ouvert V ¢ Ui n Uj tel que
Ao

\ » L) —l -
£i|f"1 (V) soit isomorphe & ° 3 |£7° (V) « Nous supposerons par la suito cuc 1'homoe

morphisme canonique Og - f *(E)X) est un isomorphisme, donc que
Ol of — 1 (6))
. ' S * OX 4

alors la suite spectrale de Leray pour f et le faisceau OX donne une suite
exacte en basses dimengions

0 - Pic(S) - Pic(X) - Pic(X/S) - HZ(S ’ 0;) ’

reli~nt les groupes de Picard absolus de X de S 2u groupe de Picard relatif,
‘donnant en paerticulier unc inclusion 3

Pic(X)/Pic(S) < Pic(X/S) .

En général cette derniére n'est pas un isomorphisme, car dons la description
donnée ci-dessus d'un élément de Pic(X/S) , on ne peut en général prendre un re-
couvrement de S réduit su seul ouvert S o Néanmoins, lorsque X admet une sece
tion g sur S , 1ltinclvsion précédente est un isomorphisme, car on vérific fa-
cilement alors que Pic (X/S) cst sussi en correspondence biunivocue avec l'enseme-
ble des classes & un isomorvhisme pres de Modules invcrisbles £ swr S , munis
d'unc "rivialisation cu-dessus de g ", i. e. d'un isomorphismc Og AL (O
On notera quc 1'isomorphismc (») implique gue tout automorphisme d'un tel £ ,
rcspectant 1l'isomorphisms @S«V-N-—» g*(ﬁ) s cst 1tidentité, donc dans lc cas envi-
sagé Pic(X/S) clessifie les objets 3 un isomorphisme prés d'unc certaine espdee
de structure sans automorphismcse Ccla explique le r8le des hypothéscs précédentes

drns lc théoréme dlexistence énoncé ci-dessous ; on noters que lersauton ne sup—

pose pcs que X admet une scction localement zu-dcssus de S (condition qui est
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vérifiée cn tous cas si X est simple sur S , ou s'il est simplc sur S en un
point cu moins de chaque fibre), il y a licu de modificer la définition du groupe
dc Picard rclatif donné ici, dec fagon & obtenir cncore des théoremes d'existence
\pour 1tespace modulaire dc Picarde Une telle définition modifiéc est importante
surtout en géométrie algébrique, ol on rcncontrc couramment des schémas algébri-
qucé sur un corps k , n'aysnt avcun point ratiomnel sur k , i« Ce aucune section

sur Spec(k) . Jous ne la donnerons pas ici, nc désira=nt pas cntrer dans des dé=-
tails techniques.

Soit maintecnent T wun espscc analytique veriable su-dessus de S , ot posons
commc dthabitude XT =X xq T o Alors

T ~-s Pic(Xy/T)

est un foncteur contravarisnt en T , & valeurs dans la catégorie des cnsembles.

Stil cst représcntable par un espace analytiquc sur S , ce dernier prend lc nom

d'cspace modulaire de Picard de¢ X sur S « On notera dtaillcurs que lc foncteur

T an-s Pic(XT/T) est en fait un foneteur & velcurs dens lcs groupcs commtatifs,

ct non sculement dans les ensembles ; cn d'autres termes, si 1l'cspace moduleaire de

Picard existe, c'cst un groupc commtatif dins ls catégoric des cspaccs anslytiques

sur S , ou commec nous dirons simplement, un groupc analytiquc commutztif cu-des—
sus de

S o« Ce fait nc jouc pas d'aillcurs dc r8lc dens la construction projcctive
de l'cspace modulasire dc Picarde

Bien cntendu, lorscuc EigX/S existe, alors pour tout changement de basc
Stss, EEEX'/Sl exizte ct est isomorphc a EEQX/S xg 51 ([2], IV, 3s7); cn
particulicr, la fibre de EEEX/S scn s €S , cst 1'espace moduleire de Picard
"absolu" (i. c. relativement 3 ltespace analytique final, réduit & un point) de
la fibre X_ . Classiquemcnt, on s!'étoit borné cu cas o S éteit 1'cspacc zna-
Iyticue fin;l, ct le plus souvent au cas o, dc plus, X cst compactc et non

singuligre, dc préférence kfhléricnne ; ce qu'on appcleit alors commmnément la
"variété dc Picard" de

X , n'est zutrec =lors que 1o composantc conncxc dc 1'élé-
mcnt neutre dans EESX/S y ¢fe 3e3 ci-zprése Il importe ccpandant dans de nom-
brcuses. questions de travsiller avce EEQX/S tout entier commc un cspace analy-
tique, c'est pourquoi nous avons dff nous écarter dc 1z terminologie reguce On

notera d'ailleurs que dans lc cas ou S est qucleconque (ie ee intuitivement

lorsqq'on étudie les espaces modulaires dc Picard d'une f-omillc dlcspaucs analy-

tiques paremétrée par S ), il n'cst nullement cortain que lcs composantcs
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connexcs des fibres de E-JI-EX/S forment un sous-cnsemble rsisonnablc, disons ou~
vert, de Eé&X/S 3 l'asscrtion ansloguc cn géométric algébrique, cn caractéristique
p >0, cst cn tous cas fausse. I1 cst psr suite trés doutcux que la définition
clossique de lo variété de Picerd comme une vsriété comnexc, puissc s!'étendre aux
famillese Il serait plus raisonnahle sens doutc de prendre ltcnscmble EE:.E)E/S des
points de fé&x/s qui corrcspondcnt & des Modules inversiblcs sur XS dont la
classc de Chern rotionnclle est nulle (en géométric clgébriquc, on dirzit : qui
définit un élément de torsion dens le groupc dc Néron-Severi), qui o de bonnes

mropriétés cn théoric des schémes (il cst ouvert, ct probeblement de type fini sur
S)e

Nous indiquerons, a titre d'cxemple, lc théoréme d'cxistcnce suivant, qui cst on
fait un théordme dc théoric des schémas, ct sc démontrc sans difficulté & ltaide
de lel, ct des sorites de [2], IV

THIgORi‘.I\E 3¢le = Boit £ : X » S un morphisme d'espaces analytiques ayont lcs

propriétés suivontes s
ae f c&t plat ct projectif (espos€- @ 15, définition, p. 6).

be L'homomorphisme OS - £, (OX) cst un isomorphismec, ¢t lc restc per cxtcnsion
dc 1o basc (on montre quc moycnnent (a), il suffit pour ccei que lcs homomorphismes
¢ »H° (XS s O ) soicnt des isomorphismes) e
g

ce X odmet localement unc section sur S .
Sous ccs conditions, PicX/S cxistcs

Voici 1'idée dc lc démonstrations Ia quostion étrnt localc sur S , on pcut sup—
poger que X cdmet unc scetion g sur S , done interpréter Pic (XT/T) commo
Pic (XT)/Pic (T) grfcc & (b)e Soit F(T) 1c sous-cnscmble dc Pic (XT/T) défini
por les Mogules Inversibles £ sur Xy qui sont trés amples relativement & T ,
ct tels que, pour tout t € T , on ait H:L(X,0 ’ S'l/mt £) =0 pour i >0« On

noters. quc ccttc condition est stable par extension de la base 3§ guc si elle est

vérifide cn un point + , clle 1l'est dcns tout un voilsincge, ot que dtautre pert
pour tout liodulc invcersible £ sur XT ct tout ouycrt rclativement compcet U
dc T , il cxistc un enticr n, tcl quc n >n_ implique quo Z(n) satisf-it
au~dcssus de U & 1a condition qu'on vicent dlenvisager, i. ce définit un élément
de S‘(U) « De ceci etdes sadtesde [2], IV, 5, on déduit f-cilercnt que

T ~~ Pic (X'I‘/T) est rcpréscnteble si ct sculemcnt si lc fonctcur T A~ F(T)
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1test, ct alors Picx/s cst somme d'une suite croisscntc dlouverts tous isomorphes
4 1'espacc znalytique sur S représcntant § « D'autrc n:ri, & tout élément &

de 3(T) , représenté par un Module inversible £ , corrcspond cononiquement un

fibré projectif PC = @(fT *(3‘3)) s ¢t on peut sc borncr & étoblir 1 représcntabi-
1ité du sous-foncteur I, (T) de HT) formé por les & tels que la dimension

rcletive de PE sur S soit r partout (car F scra rcpréscnté per 1l'cspace
analytique somme de ceux qui représentent les &, )e Soit G(T) 1'cnscmble des
couples (§ ,u) , ob & e F(T) , et o u cst un isomorphisme u ¢ Ps—'\f—-»gr

T L J
Ctcst un fonctour contravariant en T , et on a un homomorphisme fonctoricl

(S;Sr .

Dtautre part, on constate aussit8t que G(T) est cn correspondonce biunivoque avee

ltcnsemble des T-~immersions i ¢ XT —»g§ tellcs quc 1l'imege inversce dc © r(l)

Fr
sur XT définissc un élément dc S, (T) , ct que 1thomomorphisme canonique
Ogﬂ = h*(O I_(]_)) - fT*(i*(O (1)) soit un isomorphismc. Utilisant le théorémc
P Py
~T ~T
d'existence lsl, on cn conclut que & est représenteblc par un ouvert Q de

ltespacc modulaire de Hilbert S x %Pr.. En vortu de [2], IV, 4, Q est muni
d'un graphc d'équivalence provenant du “morphisme © - ffr s ¢t qui s'obticnt dtail-.
leurs aussi & 1'aide des opérations évidentcs du groupe projectif I = @(r , C)
sur Q via scs opérations évidentes sur © (compte terudufdtque I' cst lc groupe
des automorphismes de gr ), comme imnge du morphisme corrcspondant suivent, qui

est un monomorphisme

QxT=»QxQ .
I1 résulte alors de [2], IV, 4.7, que %'r est représentable si ct seulcment si lc
quoticnt P = Q/I existe, ot si Q cst un fibré principal homogéne sur P , de
groupe I' 3 et clors & cst représenté par P o Or le passcope ou quotient peut
sc faire ici sans difficulté, en définissantconvenablamentdes ouverts Qi dc Q stables

par ' , reccouvrant Q , et qui sont I'~isomorphes a decs produits Zi x e

On fere attention que, sous les conditions de 3el, l'cspage moduleirc n'est cn
général pes séperé sur S , par cxemplc & causc de 1o possibilité de fibres cxcep—
tionnelles dc X sur S , ayant plus de composantcs irréductibles quc les fibres
zénérales . On peut montrer que lorsqus dans 3.1 , los fibros do
S sont dos schémas algébriques Iintégres, alors QX/S

X sur

est sépaxré sur S,
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et de fagon plus rpéedee 1* ospace analytique sur S

représontant le
foncteur

¢ Introdult ci-dessus est alors 1* espace sommo d'unc sulte
d ' espoces analytiques sup S

définis par des préschémas quasi- projectifs
sar S

- Pour le.voir, on représente cet espace somme un
quoticnt dtun espcoec modulcire classifisnt certains diviscurs{qu'on construit a
1'cide de lel), par une relction d'équivelence plate et propre, cxpriment 1!équi-
velence linésirc des diviseurs, et on applique un résultet de [3], IIT.

Comme nous l'avons déja sign=1é, mfme en restant cssenticlloment dens le cedre de
1la géométrie aclgébrique, les conditions de 3el ne sont pas les seules naturelles
pour obtenir un théoréme dtexistence d'cspaces modulaires dc Picerde Ainsi, on
peut montrcr que tout schémn clgébrique X projectif sur un corps quelconque k
admet un schéma de Picerd, done si lc corps dec base est C , il cdmet un espace
modulaire de Picerd au sens amalytique complcxee Du point de vue de 1o "géométrie ’
formelle", .l'hypothése naturelle pour l'existence d'un espace modulcire de Picard
semblerait le suivante ¢ X est propre sur S , plat sr S , et O est "cohn-
mologiquement plat sur S en dimension O ", i. ‘e. f*(OX) est localement libre-
et sa formation commuite & 1l'extension de la base (cette dernidre condition signi-

fient aussi simplement que les homomorphismes f* (Ox)s - H° (XS s Gx ) sont sur- -
8

jectifs). Ces conditions sont vérifides par exemple si X est compact et si S

est réduit & ltespace anelytique final ; on va voir que dans ce cas PicX existe
effectivement.

Considérons l= suite exacte classique de groupes znalytiques
0-2 +C -~ 9* -0 H
pour tout espace anslytique

|

X , elle donne naissance a4 une suite exacte pour les
. Y *
faisceaux de germes de morphismes de X dans Z 4 C , C
exacte

9 io Ce a une Suite
: 5*

oi Zy désigne le faisce=u constent des entiers sur X , d'ou une suite exacte
de cohomologie

® -+ HO(X , 2) +HO(X , Q) » HO , G) » H (X, ) » H (X, 0) » H (X, ©))

> ess [ ]

De m#me, pour tout morphisme f : X o S , on & une suite exccte de faisceaux sur
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S faisant intervenir les foncteurs R™ f, pour les Zy , O , o; « Ceci permet

d'aborder 1!'étude de l'espace modulaire de Picard, par voie typiquement transcen-~
dante.

Nous utiliserons la proposition suivante, qui m'a été signalée par Je-P. SERRE

PROPOSITION 3.2+ = Soit X wun espace analytique compact, alors 1l'homomorphisme
canonique

Hl(x » B) "’Hl(x ’ ox)

(composé des homomorphismes canoniques ' X ,R) - Hl(X y C) - ut X, OX) ) est

injectif ; a fortiori, 1'homomorphisme canonique

1 1
H(X,'Z“)-’H(X,OX)

est injectif et a une image fermée (puisque it X ,R o ut X, 2) e R e

Soit Xo le sous-espace analytique réduit de X ayant mfme espace topologique
sous-jacent que X ; il existe (is es le faisceau des éléments nilpotents de -

OX est cohérent), en vertu d'un théoréme connu de OKAs On a un diagramme commita-

tif d'homomorphismes canoniques

X B) —— SH'(X, Q)

Hl
\l r
1 v
o
qui montre qu'il suffit de prouver l'assertion pour Xo s 1s ee qu'on peut suppo-
ser X réduite. On peut évidemment aussi le supposer connexc. Comme X est réduit,
1'ensemble des points ol il ntest pas simple est un ensemble fermé rare, d'ol on

conc_lu’c. facilement que toute fonction znalytique f sur un ouvert de X , telle

que df = 0 , est localement constante. On a donc une suite cxacte
0 - QX - OX - dOX -0 ’

ol dOX est le sous-fzisceau de 9“1& des 1l -formes analytiques aqui sont localement
des différenticlles exactes (Ne Be ~ Dans le cas ot X est simple, clest le fais-
ceau des formes différentielles fermées). On en conclut une suvitc exactc de coho-
mologie ¢
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0-Q-H(X,C) »H(X y ©,)

ou Q cst 1ll'cspace des l-~formes différentielles sur X qui sont localement des
différentielles exactes (Ie fait qu'on puisse mettre un O sur la 'gauche provient
du fait que X est compact réduit, done HO(X , C) - (X , X) est. surjectif) .
Compte tenu de cette suite exacte et de 1'inclusion 't X ,R) - (X » 0 , on
voit que 342 équivaut 4 1'énoncé suivant, A & BIANCHARD : une l=forme différcn-
ticlle analytique sur X qui est localement une différenticlle exccte, et qui cst
4 périodes réelles, est nulle.

ot ERCES N
Rappelons la démonstration de BLANCHARD So \Jéyﬁcment universcl de

X,ct w' le forme sur X' dimage inverse d&,lzc Saywer do eb‘ w sur X' . Comme
w!' est localement une différentielle exacte,ver.m pies "’cvj; sil@ ement connexc, on

a W' =4dft , ob f' est une fonction enaly ‘qu st /@’
tantc prés)e L'hypothése que les périodes de e hee

partie imaginaire J(f?) de f!' est invariante par

inie a unc cons-
s signific que la

- groupe fondamental ny
de X opérant sur X' , donc provient d'unc fonction continue g sur X o Cotte

derniere cst localement la partic imaginaire d'unc fonction znalyticuc sur X

’
d'ou on conclut qulelle ne peut prendrc

son maximum cu'en un point ocu voisinage
duquel elle est constante. Commec X est compacte et connexe, il stensuit que ¢

est constante, donc f!' est constente, donc w' =0 , done w=0,

C. Q. F‘ D.

THEOREME 343e - Soient

X un espace analytique compact, alors PicX cxistca
Posons

P

Coker (H! (X , Z) -» H (X , )

Q

i

Kor (H (X y 2) - H2(X » %))

’

ct mwmissons P et Q dc leurs structures noturclles de groupes rnelyticucs
(celle de P étant connexc, celle de § discréte)

nigue dc groupes anzlytiques

e On a unc suitc cxacte cano=-

O-»P—-)Plc - Q -0 .

En particulier, P est isomorphe 2 la composante connexc de 1tclément neutre de

PicX .
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DEMONSTRATION. — Pour tout espace analytique T , posons X; =X x T , et soit

f’l‘ : XT - T le morphisme structural. D!'eprés les généralités précédant 3.2, on
a une suite exacte de faiscecaux sur T

(1) eee > B fT(Z_XT) - R! fT(oxT) - Rt fT(o;T) + R? fT@XT) + R® fT(er) e,

d'autre part on vérifie facilement qulon a des isomorphismes

rt f'r(ﬂxr)—ﬁ" ap (7)) = or 9 vl
Rl e, Gy ) oY) =17
avece
v, o)
ri-wl@x,z .

Notent que 1'image de 1'homomorphisme canonique rt ., vt est:fermée, soit P

son conoyau, et € le noyau de r? . V2 « Ce sont des groupecs analytiques, et la
sulite exactec préeédente prend la forme

) 0+ 0p(F) »R" fT(q?:r) s 0, -0,

suite qui est fonctoriclle en T + Or solent hp ct hQ les foncteurs sur  (An)
4 valeurs dans les groupes abéliens, rcprésentés per P et Q , ct F 1lc fone-
teur T ~~- Pic (XT/T) s On a donc une suitc cxacte dthomomorphismes

(3) OaYLP—»F-—»hQ -

Pour voir quc F est repx_'éaentable , i1 suffit de prouver qu'il est rcprésentable
relativement a hQ (2], IV, 3.7, i. cs que pour tout espace analybtique T , et tout
élémcnt n € hQ(T) r-\‘-HO(T ’ OT(Q)) , le fonctecur F sur (ég)/T qui associc &

*
tout T! gsur T 1l'ecnsemble F (T:) des sections de Rl fT!(GXT) sgur T! dont

1'image dans HO(T' OT.(Q)) est 1l'image inversc de n par Tt T : cst un
foncteur représentable. Or soit M le sous—faisceau d'ensemblcs de R £ (OXT)

imge inwerse dc n per le morphisme rb £ (OXT) - GP(Q) o & cmusc dc llexzctitude
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de (), clcst un faisce~u principal homogéne sous Oqjﬁﬂ s et & cc titrcil définit
un fibré principal homogéne analytiquec M sur T , dc groupc P « Il cst alors
immédiat de vérifier que cc dernier représente F o Ccla prouve done l'existence
de EEEX s dc plus la suite cxacte d'homomorphismes (3) définit unc suite d'ho-
momorphismes

O—»P—)Picx-’Q—)O ’

dont on vérific aussit8t qu'elle est exactc, ct dc fagon précisc P est lc noyou
de Picy - Q, et Picy -est un fibré principal homogénc sur Q de groupc P .
Ccla signifie cn effct que pour tout cspacc analytique T , la suitc cxactc cor-
rospondante dc faisccaux sur T @

0~ OT(P) - OT(P:i.cX) - GT(Q) -0
est exacte, or cette suitc n'est autre que (2).

Bicn entendu, cctte démonstration nc prouve pas que, lorsquc X provicnt dtun
schéma. algébrique propre sur Q;, alors Picy provient égalemont d'un schéma
- en groupes sur C , commc le montre la théoric algébrique du schéme dc Picard.
Dtautre part, une adaptation de 3.3, au cas d'un cspacc de basc queclconque S ,
qui cngloberait lc théoréme dlexistendc 3.1, se heurtc a des difficultés de pas-
sage au quotient d'un S-groupe analytique per un sous—groupc analytiquc discrcte.
Ces difficultés disparaissent lorsqu'on suppose quc X cst fibré localement tri-
vial sur S du point de vwve topologicuc, ct que OX cst cohomologicuement plat
sur S c¢n dimension® O ot 1 : on trouve quc dans cc cas, Eiﬁx cxistc, et cst
unc cxtension dtun S—groupe Q & fibres discrétes, par un S-groupc P , au
quotient d'un fibré vcctoricl associé du dusl dc Rl £ (OX) par un "réscau" Jdis-
crct Rl f QQX) y qui est un fibré localement trivial sur S du point dec vuc to-
pologique. Le détail de 1z démonstration, calquée sur cclle de 33, cst laissé

.au lcctcurs.
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