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TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

Séminaire Henri CARTAN
13e année, 1960/61, 0.° 16

17 et 24 avril 1961

IX. QUELQUES PROBLÈMES DE MODULES

Dans cet exposée nous passons cn revue quelques problèmes de "modules" typiques.
Contrairemnt à notre intention première, nous ne démontrerons pas ici le théorème
d’existence des espaces modulaires de Hilbert, nous bornant à renvoyer à l’exposé
assez détaillé ~3~ ~ dans le cadre des schém..s, qui supplique aussi en prin-
cipe en géométrie analytique ([2], VIII, 3) . C’est ce théorème qui sera l’outil
essentiel dans l’exposé suivant pour la construction de l’espace de Teichmüller
défini dans ~2~ ~ 1 ; nous n’utiliserons donc que le n° 1 du. présent exposé.

1. Les espaces modulaires de Hilbert.

Soient X un espace analytique sur un autre S ~ ~ un Module cohérent sur X. ;

posons, pour tout espace analytique T au-dessus de S t

ensemble des Modules cohérents quotients de 6 qui sont plats

sur T , et à support propre sur T ,

où on pose comme d’habitude X- = X x~ T , 6 - = image inverse sur X- a
Le c~. s le plus import nt est ce lui où X ost propre sur S, donc X-, est propro

sur T , et où donc ?(T) est simplement l’ensemble dos Modules cohérents quotients

de ET qui sont plats sur T. Intuitivement, on regarde S’(T) comme l’ ensemble

des de Modules cohérents quotients par T o Lors-

que T varie dans la catégorie /c des espaces sur S 9 3’(T)
est un foncteur contravariant en T , à valeurs dans la catégorie des ensembles,
comme il résulte de ~2~ ~ VI, z~4o

CONJECTURE 1. - Le foncteur contravariant J sur est représentable.

Lorsqu’il l’cst, nous désignerons sur S qui rcpréscn:,c ce
foncteur par Le cas le plus important est celui = CL ~ 
~ (T) = ensemble des sous-espaces analytiques fermés de X~ ~ qui sont propres et

sur T , qut on interprète intuitivement comme l’ensemble des familles Je sous-

espaces analytiques propres de X/S T/S . on pose alors



et l’espace analytique représentatif est appelé l’espace modulaire de Hilbert de

X/S .

Nous admettrons ici le théorème suivante (comparer [3], IV) :

THÉORÈME 1.1. - Si X est projectif sur S , en particulier si X est S-iso-

morphe à un sous-espace analytique fermé de PrS = S x Pr , alors pour tout Module
cohérent S sur X y existe. En particulier existe.

Le cas général de ce théorème se ramène assez facilement au cas où
X = P~ ~ S = (~ ~ grâce à [2] ~ VIII, Utilisant [2], IV, 3.1, on est donc
ramené au cas où S est l’espace analytique final, réduit à un point, et
X = Pr , ë = 0 * On a alors construit dans [3], IV, un schéma de modules, somme~ ~ 

pT 
~ ’ 

d’une suite de schémas proj ectif s sur C (ou même si on y tien~) ~ et il
résulte de [2], VIII, 3.1, que l’espace analytique associé à ce schéma est une so-
lution du problème.

En pratique, on a à considérer des sous-foncteurs J’ (T) du foncteur J(T) ,
qu’on se propose de représenter ; le critère habituel [2]~ IV~ 5.9, permet souvent
de s’assurer que le foncteur : est représentable par une partie ouverte de

l’espace analytique qui représente ? . Ainsi :

COROLLAIRE 1.2. - Sous les conditions de 1.1, les sous-foncteurs suivants du

foncteur de Hilbert T  J(T) sont représentables par des ouverts de l’espace
(le Hilbert 

a. 3f. (T) = ensemble des sous-espaces analytiques fermés de X~ qui sont 

sur T.

b. 3’~ (T) = ensemble des sous-espaces analytiques fermés de X,- simples sur T

et dont les fibres ont exactement n composantes connexes.

c. 3’q(T) = ensemble des sous-espaces ana.lytiques fermés de X- plats sur T

dont les fibres sont toutes de dimension m *

d. S/)(T) = ensemble des sous-espaces analytiopes fermés de j plats sur T

dont les fibres ont un genre arithmétique donné )( ~

Le cas (a) résulte du fait que si Z est plat sur T , l’ensemble des points



de Z qui sont simples sur leur fibre, i. e. en lesquels Z est simple sur T

(~~ ~ ~ VI, 3.1 (i~ ~ est ouverte donc si Z est propre sur T l’ensemble des

t dont la fibre est simple, est ouvert. Le cas (b) résulte du fait que si

Z est simple et propre sur T , le nombre des composantes connexes de Z t est

une fonction localement constante en t ; c’ es t là une conséquence des résultats

de ~2~ ~ VIII, 1 ~ mais qui dans le cas qui nous occupe où Z est projectif sur

S ~ peut se déduire grâce à [2], VIII, 3, du fait analogue connu en géométrie
algébrique, et qui s’obtient en remarquant que dans le- factorisation de Stein

Z -~ T ~ -~ T de Z -~ T 9 T f -~ T est un revêtement étalé de T ( ~ 3. ~ = donc

le nombre des points de T’ sur t est une fonction localement constante en t.

Le cas (c) résulte du fait que si Z est propre et plat sur T ~ la fonction
t..~-i dim Z. sur T est localement constante ; ici encore, il suffit de 

blir quand Z est projectif sur T ~ où cèle. résulte du fait analogue déjà connu
en géométrie algébrique Enfin le cas (d~ est une conséquence de ~~~ ~
VIII, 1.7 ; en l’occurrence, il suffit d’ailleurs encore d’invoquer le résultat

correspondant en géométrie algébrique~ démontré dans III, 7.

En conjuguant des conditions sur des éléments de 3?(T) ~ dont chacune s’ exprime
par un ouvert dans l’espace modulaire de Hilbert, on trouve évidemment une condi-
tion exprimée par l’ouvert intersection. Donc conjuguant les cas (b) , (c) ~ (d)
précédents, avec n = 1 , m = Z ,~ on trouve :

COROLLAIRE 1.3. - Sous les conditions de 1.1 ~ le sous-foncteur suivant B du

f oncteur de Hilbert T est représentablc par .un ouvert de l’espace modulaire de

Hilbert : ~(T~ - ensemble des sous-espaces analytiques fermés Z de X- qui

sont des "courbes de genre g " au-dessus de T ~ B..U sens suivait : Z est simple
et propre sur T , à fibres connexes, de dimension 1 et de genre g (i. e. de genre

arithmétique 1 - g ) e .

(N. B. - Pour g ~ 1 , c’est la notion utilisée dans l’exposé [2], 1.1).

Nous renvoyons à [3], IV, 4 t pour d’autres cas, où des f oncteurs remarquables

sont représentés par des ouverts dans un espace modulaire de Hilbert, tels les

espaces modulaires fi Z , Isom (X , y) , Y) , etc,
tous d’usage fréquent en pratique. Nous renvoyons également à [3], IV, 5, pour
l’étude différentielle des espaces modulaires de Hilbert, permettant de reconnaî-
tre parfois si l’espaae modulaire de Hilbert est simple sur S en un de ses points.
Nous allons ici au contraire donner un exemple d ’ f un phénomène cité dans [3], IV! 5,



d’une surface proj ective non singulière X et d’un point z de HilbX = H ,
correspondant à une courbe non singulière Z sur X ~ tel que z soit isolé dans

H et que son anneau local dans H soit un anneau (nécessa irement artinien) non

réduit, i. e. l’espace tangent de Zariski de H en z est / 0 (Dans la termi-

nologie classique? ~ z ~ est alors une famille algébrique maximale de diviseurs

sur X ~ et le "système linéaire caractéristique" de la famille en z n’est pas

Notre exemple est inspiré d’un exemple plus compliqué de ZAPPA.

Soient Y un espace analytique projectif, 6 un Module cohérent localement li-

bre sur Y , X = le fibré projectif associé ([2], V, 2.2), f : X: -~ Y son

morphisme structural, g une section de X sur Y , défini donc par un Module 
_

quotient inversible S et soit Z le sous-espace analytique fermé de

X défini par l’immersion g : Y -~ X . Donc le morphisme Z .~ Y induit par f

est un isomorphisme. Il en résulte facilement que les points z’ sur H’ = 

voisins du point z défini par Z correspondent à des sous-espaces analytiques
Z ’ de X ayant la même propriété à savoir que le morphis me Z’ ~ Y induit par f est

un isomorphisme (comparer ~2~ ~ VIII, 2.2, où il suffit de remplacer les mots
"immersion fermée" par "isomorphisme" ~ la démonstration étant encore analogue à

~2’ ~ VIII, 2.2, et en fait plus simple). Donc pour z’ voisin de z, Z’ est

défini par une section g’ de X sur Y ~ i. e. par un Module inversible quotient

S’ Supposons pour simplifier OY (cas auquel on peut d’ ailleurs

touj ours se ramener en par E~" ~ ce qui ne change pas X ) , alors
pour Z f voisin de z ~ le point ut de l’espace modulaire de Picard P = 

(cf. n° 3) défini par ~ t est voisin de l’origine u ~ pour z’ voisin do z

(En fait, on a .un morphisme de l’ ouvert H ’ = ÏI X/Y de H représentant les
Y/C

sections de X sur Y , dans l’espace modulaire de Picard P , comme on voit sur
les foncteurs associés). Soit 3 le noyau de l’homomorphisme canonique

ë -~ E = Qy ~ on a une suite exacte canonique

d’où une suite exacte en tensorisant avec L’ :

La donnée de z’ , i. e. de g’ , équivaut à la donnée d’ un L’ (correspondant à
un P voisin de u ) et à un homomorphisme surjectif &#x26; ~ L’ , défini donc

par une section 03C6’ de  ~ ’ . Supposons maintenant, pour simplifier, Y



connexe et non singulier et qu’on ait :

a. Pour u’ voisin de u et distinct de u , 0393(Y , J ~ Et) = 0 ,

b. dim r(Y , &#x26;) = 1 ,
Y

c. r ~Y , ~) ~ 0 .
Les conditions (a) et (b) impliquent alors que z est point isolé de H ~ car

.

si z ’ voisin de z correspond à u’ E P et à une section (p’ ~f ~ cet-

te dernière sera en vertu de (a) une section de donc serait nulle si on avait

u~ ~ u ~ (car ~~ sera algébriquement équivalent à 0 pour uf voisin de u ~

donc ne peut .alors avoir de section non nulle que si f est le faisceau trivial) ;
cela montre donc qu’on a L’ ~ OY , donc en vertu de (b) la section 03C6’ est pro-
,portionnelle à p ~ donc définit le même quotient de ë que cl’où z ’ 1 = z .

D’autre part un calcul facile montre que inverse par la. section g du
. 

v v vmodule X/Y tangent à X relativement à Y est isomorphe à F ~ L ~ F (c’est
par exemple un cas particulier de la f ormule générale qui fait suite à [3]! ~ IV,
5.3j, donc l’espace tangent de Zariski à H en z , interprété comme l’ensemble

des morphismes dans H de l’espace analytique D réduit à un point avec l’anneau

local est canonique ment isomorphe (en vertu de la définition de H et

de [2], VII, 5.3, à 0393(Y , ) , qui est ~ 0 d’après l’hypothèse (c).

Il reste à expliciter un cas où les hypothèses (a} ? ~b) ~ (c) sont vérifiées. Je

dis qu’il suffit de prendre pour ~ une extension non triviale de ~Y 
de sorte L’argunwnt précédent montre que (a) est vérifiée de

plus (c) est trivialement vérifié, et enfin (b) est vérifiée car une section de
ë qui ne proviendrit pas d’une section de 5, donc définirait une section non
nulle de E/F = L ~ OY , définirait un splittage de l’extension E , contrairement
à l’hypothèse que cette extension n’est pas triviale. D’ailleurs il existe une

extension non triviale de Gy. par lui-même si et seulement si H1 (Y , OY) ~ 0 .

On peut donc prendre pour Y n’importe quelle courbe projective de genre g ~ 1 ~
et pour X une surface réglée sur 1^. courbe Y.

En conclusion, l’existence d’éléments nilpotents dans les anneaux locaux des

espaces modulaires de Hilbert doit être considéré comme un phénomène très fréquent,
se présentant dans des situations des plus simples et des plus classiques. Ce n’est

tenant compte de ces éléments nilpotents qu’on parvient à une compréhension
de la structure infinitésimale de ces espaces modulaires*



2. Variétés de modules locales.

Dans les problèmes de "variétés de modules locales", on se propose de représen-
ter un foncteur, défini non sur une catégorie ou ~) /q ~ mais sur la
catégorie des germes d’espaces analytiques ([2], VI, 1), ou des germes d’espaces
analytiques au-d.essus d’un germe donné. Nous formulerons ici le cas le plus sim-

ple J inspiré par KODAIRA-SPENCER.

Soit Xo un espace analytique compact. Pour tout germe d’espace analytique

(S , s) ~ soit 3(S , s) l’ensemble des classes d’espaces analytiques X propres

et pla.ts sur un voisinage ouvert U de s ~ (dépendant de X ) ~ munis d’un iso-
morphisme

: Xs ;

. étant entendu que pour deux tels objets (U ~ X , c~) et on appel-
le isomorphisme de l’un sur l’autre tout germe de S-isomorphisme en s de X

avec X’ , compatible avec 03C6 et (défini par suite par la donnée d’un voi-

sinage ouvert U n Ut de a et d’un U"-isomorphisme u : X’ JU"
tel que ucp -- c~’ ) . Il est évident s) ~ est un foncteur contravariant

de la catégorie des germes d’espaces analytiques, dans la catégorie des ensembles.

On dit que Xo admet une vËriétédes modules locale, si le foncteur précédent
(S , s) F(S , s) est représentable, et le germe d’espace analytique x)
qui le représente. est appelé la des modules locale de Xo (On notera

cependant qu’elle peut fort bien ne 8tre une variété, i. e. x peut être un

point singulier de r i ) e

Rappelons que si D désigne l’espace analytique réduit à un point, d’anneau
local C[t]/(t2) ’le groupe des D-automorphismes de X qui induisent l’iden-

tité sur X s’identifie à Ho(Xo , Xo) ([2], VII, 5.3), c’ e st pourquoi on a p.-

pelle aussi ce groupe le gr oupe de s transformations infinitésimales (il vaudrait
Dieux dire : automorphismes infinitésimaux) de X o . Notons :

PROPOSITION 2.1 ~ .- Si h° (X ~ ) _ 0 , ¿lors pour tout espace analytique X

propre et plat sur un autre S ~ tout tel que la fibre X 
s 

soit isomorphe
à X , et tout S-automorphisme u de X qui induit l’ identité sur 

existe un voisinage ouvert U de s tel que u induise llidentité sur U; S .

Comme X est propre sur S , il suffit (le prouver que u est l’identité sur

un voisinage de ou encore qu’il induit l’endomorphisme identique dans les



anneaux locaux 4g x pour x e Xs . Comme ces derniers se plongent injectivement
dans leurs complétés, on est ramené (remplaçant S par les spectres des anneaux

artiniens Os/mn+1s au cas ou S est réduit à un pointa à anneau local artinien,
soit A . Ra i s o nna n t par récurrence sur l’entier n le plus petit tel que .

m~+1 ~ 0 on est ramené au cas où on suppose déjà que u réduit module mn est
s 

a 
. 

s

l’identité. Mais l’ensemble des S-automorphismes de X qui se réduisent ainsi

f orment un ensemble en correspondance biunivoque avec HO (Xs , JXs) ~ (mns/mn+1s)

([2], VII, 5.3), et est donc réduit à un seul élément. Donc u est l’identités

C. Q. F. Do

En d’autres termes, pour tout germe (S , s) d’espace analytique, les struc-

tures sur s) qu’on se propose de classifier (déforma.tions de X~ paramé-
trées par (S y s) , dans la terminologie de KODAIRA-SPENCER) n’ont pas cl’ auto-

morphisme non triviale Cela conduit à poser la conjecture suivante :

CONJECTURE 20 - Soit Xo un espace analytique compact sans automorphismes in-

finitésimaux~ i. eo tel que Ho (K ~ B~ ) = 0 ~ alors X admet une variété des

modules locale. 
°

PROPOSITION 2.2. - Supposons Xo compacte et non singulière, et supposons que

Xo admette une variété des modules locale (M , x) o Alor s l’espace tangent de

Zariski de M en x est canoniquement isomorphe à Hl (Xo , (EL ) .
. o

En effet, il est en correspondance biunivoque avec l’ensemble des morphismes de
D dans (I’v ! x) , et notre assertion résulte alors de la définition de (~i . x)
et de [2~ f VII, 6.3.

COROLLAIRE 2.30 - Sous les conditions de 2.2, on a

l’égalité lieu_’ si et seulement si le germe (M , x) est non singulier.

Par déf inition x) e st la dimension de de 1’2.l111eau local Oy,x ,

.. r 

~ 
.. ~ ... 

1., x

qui est majorée par lG dimension de et est égale si et seulement si

l’anneau local est d’où 2.3 compte tenu de 2.2.

COROLLAIRE 2.4. - Sous les conditions de 2.2, si l’on a



alors le germe (M ~ x) est non singulier, et de dimension éga-le à dim H (X ~(&#x26;- ) .
En effet, le fait que M soit alors simple en x résulte du critère infini-

tésimal de simplicité ([2], VI, 3.1 (iv bis) ) et de [2], VII, 6.3.

t REMARQUES 2.5. - Le corollaire 2.4 explique le succès des méthodes de KODAIRA..
t 
SPENCER [4] dans le cas ou H 2 (Xo , X) = 0 , et dans ce cas seulement, puisque° 

o

- les définitions Kodaira-Spencer sont adaptées exclusivement au cas d’une variété
(les modules non singulière (Il est très plausible que en général le. variété locale

) des modules n’est pas même réduite, et qu’il peut se présenter des comme dans

l’exemple à la fin du n° 1~ ou x serait point isolé de (II y x) ~ i. e. la va-

riété des modules est (le dimension 0 , mais ou l’anneau local de x n’est pas

réduit à (C , i. e. où on a néanmoins H (Xo , X) ~ (3 ). On fera attention qu’il

) n’est pas prouvé (mais certainement vrai) que la "famille modulaire" construite

) dans dans le cas ou X est non singulière et H o (X ~ (Sy ) = H 9 (X y C6 ) = 0.
j 
1 ~ 0 

’"o c .
’ définit bien une variété locale des modules pour Xo , au sens du présent exposé.
Sauf erreur, il est connu seulement que le (M ~ x) construit dans [5] représente
le fondeur F dans la catégorie des germes d’espaces analytiques non singulier s 

’ 2.6. - La condition que S., ) = 0 , dans l’énoncé (le la conjecture d’e:xis-

, tence de la variété des modules locale, n’est pas surabondante, comme on le voit par
t

) exemple lorsque X est une "variété de Hirzebruch" (fibre non trivial en droites

projectives sur P1 ). Il est cependant possible, lorsque X admet des automor-

phismes infinitésimaux, en analogie avec l’exemple de problème de modules développé
dans l’exposé I, de modifier le problème de modules initial en éliminant les au-

tomorphismes, pp-r exemple par utilisation de points marqués en nombre suffisante
ou de tout autre procédé, et il est plausible qu’on obtienne des variétés de un-
dules locales, munies alors de prégraphes d’équivalence (jouant le rôle de l’es-

pace de Teichmüller muni de son groupe d’automorphismes), permettant de récupérer
le foncteur J , et même la catégorie fibrée des déformations locales de 
Ces espaces modulaires locaux à préaphe d’ équiva lence seront alors des invariants
du problème de modules envisagé (défini en l’occurrence par dans la même me-

sure que les espaces modulaires à opérateurs Tp associés aux foncteurs rigidi-
fiants P dans [2], I. 

"



~, ~’..- D’ autre part, il y a des cas bien connus ou la variété de s modules locale

pour Xo existe, bien que Xo admette des automorphismes infinitésimaux non

triviaux. Il en est ainsi par exemple lorsque X~ est un tore complexe. La raison

de la représenta..bilité de J dans ces cas semble df au fait que le foncteur J

est alors isomorphe à un foncteur J’ correspondant à la classification de 

tures sans automorphismes. Ainsi, dans le ca s d’un tore complexe, choisissons un

point a et posons 5 ’ (3 , s) = ensemble des classes à un isomorphis-
ne près de déformations de X paramétrées par (S y s) , munies en plus d’un
germe de section au-dessus de S en s ~ passant par le point marqué a . Utili-

sant le fait qu’une telle famille est un groupe au-dessus de ~S ~ s) , on voit que
3 est isomorphe à ~ ; Q D’autre part, les structures classifiées par ~~ sont

sans automorphismes (par exemple parcequ’un a utomorphisme infinitésimal de Xo ,
qui invite a ~ i. Ce un champ de vecteurs sur ~a nul en a ~ est nul). En

conclusion, il semble que la condition vraiment naturelle pour l’existenco d’une

variété de modules locale classifiant les déformations d’une certaine espèce de
structure complexe, soit bien l’absence d’automorphismes infinitésimaux d’icelle.

2.8. - technique exposée dans [3], II, permet de prouver l’existence d’une
variété formlle des modules pour un e spa ce analytique compact Xo sans auto-

morphisme s infinitésimaux, io e. d’une algèbre locale A sur Ç ~ quotient d’une

algèbre de séries formelles, et. telle que l’on ait un isomorphisme de fonctcurs

en la locale B , de rang fini sur C

où est l’ espace analytique réduit à un point local B (Lors-
que la variété locale de. modules x) existe~ ~ n’est donc autre que le

complété de l’anneau lceal 0M,x pour sa topologie L’assertion

analogue d’existence de variétés formelles de modules est d’ailleurs également
valable pour les autres problèmes de modules envisagés dans le présent exposé. Il
est possible que la. clef démonstration des conjectures 1 et 2, utilisant le

résultat cité de géométrie formelle, so trouve dans une théorie générale de pas-
sage du formel à (malheureusement inexistante pour l’instant).

2.9. - Il est possible de donner une formule pour l’espace figent de Zariski
à la variété locale des modules ~ï~ 3 x~ en x 3 généralisant 2.2 au cas 
n’est pas supposée simple. En d’autres termes, il faut déterminer l’ensemble des



déformations de X paramétrées per D = On trouve que c’est le

sous-espace vectoriel de

est l’Idéal diagonal sur X x Xo ), formé des éléments dont l’image ca-
nonique dans H 0 (Xo x Xo ; Ext 

1 
0 

(J , 
o 

OX)) = H e (X o , Ext2OXo Xo OXo , OXo))

correspond à des extensions commutatives du faisceau d’anneaux OX par le noyau201420142014201420142014201420142014 ~~
de carré nul _

2,10. » On peut essayer d’obtenir des théorèmes d’existence pour des variétés

locales de modules des s techniques s projectives,. dans le cas où Xo est supposé
un espace analytique projectif. Le, difficulté ici tient au fait que si X est

propre et plat sur S , et si une fibre Xo = Xs est algébrique proj ective ~ il ne

s’ensuit pas en général que les fibres voisines soient algébriques (Exemple :
familles de tores complexes). Ces difficultés ne se présentent pas si

H2(Xo , OX ) = 0 J ou si X est simple de dimension n , et si le Module inver-
o

. sible Qy des différentielles de degré n sur X est ample, ou si son inverse
o 

.

est ample (on peut alors appliquer ~2~ i VIII, 2.1). En l’ absence de telles hypothè-
ses, on peut plus généralement se proposer de trouver des variétés locales de

modules pour un espace analytique X polarisée (classifiant les déformations
locales de Xo avec s~ polarisation), lorsque X muni de sa polarisation n’ a

pas d’ automorphisme infinitésimal non nul.

Il est plausible que dans ces une construction par des méthodes proj ectives,
utilisant l’espace modulaire de Hilbert, soit possible.

3. Espaces modulaires de Picard.

Soient X un espace analytique sur S , f : X ~ S son morphisme structural.

0n appelle groupe de Picard relatif de X sur S le groupe

ou Oy e st le faisceau multiplicatif des unités du faisceau d’ anneaux Oy *
Comme Rl est le associé au préfaisceau



sur S , (où pour tout espace ana.lytique Z , Pic(Z) = H (Z . 0*) désigne le

groupe des classes, à un isomorphisme prés, de Modules inversibles sur Z , qu’on

peut appeler le groupe (le Picard absolu de 2; ) ~ on voit qu’un élément de Pic (X/S)
est donné par un recouvrement ouvert de S , et des Modules inversibles
E. dans les f" (Ui) , tels que pour tout couple (i , j) , les Modules

Uj) et E_ ) Î f" nU.) soient localement isomorphes relativement

à n i. e. tout n U. J a un voisinage ouvert ’V c U. 3- n Uj tel que

soit isomorphe Nous supposerons par la suite que l’homo-

morphisme canonique Og ~ f*(OX) est un isomorphisme, donc que

alors la suite spectrale de Leray pour f et le faisceau t‘~ donne une suite

exacte en basses dimensions ô

reliant les groupes de Picard absolus de X de S ~.u groupe de Picard relatif,
donnant en particulier une inclusion :

En général cette dernière n"est pas un isomorphisme, car dans la description
donnée ci-dessus d’un élément de Pic ~~/S~ ~ on ne peut en général prendre un re-
couvrement de S réduit au seul ouvert S . Néanmoins, lorsque X admet une sec-

tion g sur S , précédente est un isomorphisme~ car on vérifie fa-
cilement alors que Pic cst aussi en correspondance biunivoque avec l’ensem-

blo des classes à un isomorphisme près de Modules inverisbles L sur S 1 munis
d’une "trivialisation au-dessus de g i. e. d’un isomorphism:: 
On notera que l’isomorphisme (*) implique que tout automorphisme

respectant l’isomorphisme OS g*(f) , est l’identité, donc dans le cas envi-
sagé Pic (X/S) ckssifie les objets à un isomorphisme près d’une certaine espèce
de structure sans automorphismes. Cela explique le râle des hypothèses précédentes
d: ns le théorème d’existence énoncé ci-dessous ; on notera que lersqu’on ne sup-

pose que X admet une section localement au-dessus de S (condition qui est



vérifiée en tous cas si X est simple sur S ~ ou s’il est simple sur S en un

point au moins de chaque fibre) , il y a lieu de modifier la définition du groupe
de Picard relatif donné ici, de façon à obtenir encore des théorèmes d’existence

pour l’espace modulaire de Picard. Une telle définition modifiée est importante

surtout en géométrie algébrique où on rencontre couramment des schémas algébri-
ques sur un corps k ~ n’ayant aucun point rationnel sur k ~ i. c. aucune section

sur Spec (k) . Nous ne la donnerons pas ici, ne désirant pas entrer dans des dé-
tails techniques. 

’

Soit maintenant T un espace analytique variable au-dessus de S r et posons
comme d’habitude X- = X xs T . Alors

est un foncteur contravariant en T , à valeurs dans la catégorie des ensembles.
S’il est représentable par un espace analytique sur S ~ ce dernier prend le nom

d’espace modulaire de Picard de X sur S . On notera d’ailleurs que le fonctcur

T~-~ est en fait un fonctour à valeurs dans lc s groupes commutatifs,
et non seulement dans les ensembles ; en d’autres si l’espace modulaire de

Picard existe, c’ost un groupe commutatif dans la catégorie de s espaces analytiques
sur ,S , ou comme nous dirons simplement, un groupe analytique commutatif au-des-
sus de S. Cc fait ne joue pas d’ailleurs de relc la construction proj cctive
de l’espace modulaire (le Picard.

Bien entendu, lorsque existe, alors pour tout changement de base

S’ -. S , existe et est isomorphe à xs â ~ (~~~ ~ 3.’~) p en

particulier, la fibre de en est l’espace modulaire de Picard

"a.bsolu" (i. c. relativement à l’espace analytique final, réduit à un point) de

la fibre X . Classiquement, on borné cas où S était 
s

lyticue final, et le plus souvent au cas où , de plus, X est compacte et non

singulière, de préférence kählérienne ; ce qu’on appelait alors communément la
"variété de Picard" de X ~ n’est autre ::lors que la composante connexe de l’élé-

ment neutre clans cf. 3.3 ci-après. Il importe cependant dans de nom-
breuses questions de travailler avec PicX/S tout entier comme un espace analy-

tique, c’est pourquoi nous avons. dû nous écarter de la terminologie reçue. On
notera d’ailleurs que dans le cas où S est quelconque (i. e. intuitivement

lorsqu’ on étudie les espaces modulaires de Pic ard d’une d’ espaces analy-

tique s paramétrée par S ), il n’est nullement oortnin que lc s composantes



connexes (les fibres de forment un sous-ensemble raisonnablc, disons ou-

verte de l’assertion analogue cn géométrie algébrique, en caractéristique
p > 0 , est en tous cas fausse. Il est p8r suite très douteux que la définition

classique de la variété de Picard comme une variété connexe, puisse s’étendre aux

Il serait plus raisonnable doute de prendre l’onsemble des

points de qui correspondent à des Modules inversibles sur Xs dont la

classe de Chorn rationnelle est nulle (en géométrie algébrique, on dirait : qui
définit un élément de torsion dans le groupe de Néron-Severi), qui a de bonnes
propriétés en théorie des schémas (il est ouvert, it probablement de typc fini sur
S).

Nous indiquerons, à titre d’exemple, le théorème d’existencc suivant, qui e st en
fait un théorème du théorie des schémas, et sc démontre sans difficulté à l’aide

de 1. ~ ~ et des sorites de [2], IV : .

, , 
.

THEOREME 3.1. - Soit f : X ~ S un morphisme d’espaces analytiques ayant les

propriétés suivantes :

a. f est plat et proj ectif 15 ~ définition, p. 6) .

b. L’homomorphisme OS ~ f*(OX) est un isomorphisme, et le reste extension

de la. base (on montre que moyennant (a), il suffit pour ceci que les homomorphismes
C -~ H° 0 ~ ) soient des isomorphismc s) .
*~* s x

e. X localement une section sur S .

Sous ces conditions, existe.

Voici l’idée de la démonstration. La question étant locale sur S , on peut sup-
poser que X admet une section g sur S , donc interpréter Pic comme

Pic ( ) /Pic (T) grâce à (b). Soit F (T) le sous-ensemble de Pic défini

les adules inversibles L sur qui sont très ample.s relativement à 
et tels que, pour tout t e T , on a it S) == 0 pour i > 0 . On

notera que cette condition est stable par extension de la base ; que si elle est

vérifiée en un point t , elle l’est clans tout un voisinage, et que d’autre pcrt
pour tout Module inversible L sur XT et tout ouvcrt relativement compact U

de T , il existe un entier n tel que n > n implique que l (n) satisfait

au-dessus de U à condition qu’on vient d’envisager, i. c. définit un élément
de De ceci etdos sorites de [2], IV, 5, on déduit que

T -- Pic T) est représentable si ct seulement si le foneteur T  J(T)



et alors est somme d’une suite croissante d’ouverts tous isomorphes
à l’espace analytique sur S représentant J . D’autre à tout élément E
de J(T) , représenté par un Module inversible L , correspond canoniquement un
fibré projectif P03BE = P(fT*(L)) , et on peut sc borncr à établir la représentabi-
lité du sous-foncteur T. (T) de J(T) formé ies E tels que la dimension

relative de P~ sur S soit r partout sera représenté par l’espace
analytique somme de ceux qui représentent les tL ) * Soit (5(T) l’ensemble des

couples (~ ~ u~ ~ E S’(T) ~ et où u est un isomorphisme u : 

C’est un foncteur contravariant en T , et on a un homomorphisme fonotoriol

D’autre on constate aussitôt que est en correspondance biunivoque avec

l’ensemble des T-immersions ~ PrT telles que inverse de 0 (1)
~T

sur X- définisse un élément de Jr (T) i et que l’homomorphisme canonique

dr+1 ~ T == h ,~ ~ 0 .~ f~.(i~ (0 fl) ) soit un isomorphisme. Utilisant le théorème

.~T -~rn

d’existence 1.1 f on en conclut que S est représentable par un ouvert Q de

l’ espace modulaire de Hilbert S x HilbPr . En vertu de [2], IV, 4 ! Q est muni

d’un graphe d’équivalence provenant du morphisme  ~ Jr , et qui s’obtient d’ail-
leurs aussi à l’aide des opérations évidentes du groupe projectif F == Ç~
sur Q via se s opérations évidentes sur S (compte tenu du fait que r est le groupe

clés automorphismes de comme image du morphisme correspondant suivant, qui
est un monomorphisme :

Il résulte alors do ~z~ ~ 4.7~ que ~r est représentable si et seulement si le

quotient P = ~~I existe, et si Q est un fibre principal homogène sur P , de

groupe r ; et alors Jr est représenté par P. Or le passade C’..U quotient peut

se faire ici sans difficulté, e n définissant convenablement des ouverts 4i de Q stable s

par I" ~ recouvrant Q , et qui sont à des produits Z i x r.

On fera attention que , sous les conditions de 3.1, l’espace modulaire n’est en

général pas séparé sur S , par exemple à cause de la possibilité de fibres excep-
tionnelles do X sur S , ayant plus de composantes irréductibles que les fibres

générales. On peut montrer que lorsque dans 3 . 1 , les fibres da X sur

S sont dos schémas algébriques intègres, alors est séparé sur S,



et de façon plus l’ espace analytique sur S représentant le

foncteur ;; introduit ci-dessus est alors 1 t espace somme d’une suite

d ’ espaces analogiques sur S définis par des préschémas quasi- projectifs
sur S , Pour le voir , on représente cet espace comme un

quotient d’un espace modulaire classifiant certains diviseurs (qu’on construit à

l’aide do 1.1) f par une relation d’équivalence plate et propre, exprimant lléqui-
valence linéaire des diviseurs, et on applique un de ~3~ ~ III.

Comme nous l’avons déjà signalée même en restant essentiellement dans le cadre dE
la géométrie algébrique, les conditions de 3.1 ne sont pas les seules naturelles

pour obtenir un théorème d’existence d’espaces modulaires de Picarde Ainsi, on

peut montrer que tout schéma algébrique X projectif sur un corps quelconque k

un schéma dû donc si le corps de base est C , il admet un espace
inodulaire de Picard au sens analytique comploxe. Du point do vue de la "géométrie
formelle", l’hypothèse naturelle pour l’existence espace modulaire de Picard

semblerait la suivante : X est propre sur S , plat sur S , et 0 est "coho-

mologiquement plat sur S en dimension 0 " , i. e. f * (CL.) est localement libre

et sa f ormation commute à l’extension de la base (cette dernière condition signi-
fiant aussi simplement que les homomorphismes f * s 

- sont sur- -

jectifs). Ces conditions sont vérifiées par exemple si X est compact et si S

est réduit à l’espace analytique final ; on va voir que dans ce cas PicX existe

effectivement.

Considérons la. suite exacte classique de groupes analytiques

pour tout espace analytique X ? elle donne naissance à une suite exacte pour les

faisceaux de germes de morphismes dans Z ~ C ~ i. e. à une suite

exacte

où Zx désigne le faisceau constant des entiers sur X , d’où une suite exacte
de cohomologie

De pour tout morphisme f : X ~ S , on e. une suite exacte de faisceaux sur



S faisant intervenir les foncteurs Rl f * pour 0~ ~ Ceci permet

d’aborder l’étude de l’espace modulaire de Picard, par voie typiquement transcen-

dante.

Nous utiliserons la proposition suivante, qui m’a été signalée par J.-P. SERRE :

PROPOSITION 3.2. - Soit X un espace analytique compact, alors l’homomorphisme
canonique

(composé des homomorphismes canoniques M (X , R) - II C) ~ II (X , est

injectif ; a fortiori, l’homomorphisme canonique

est inj ectif et a une ima, fermée (puisque Hl (X , R N H1 (X , Z ~Z R .- - - - - - 

..- ~ ~, 
~P q ~ ~ ,~~ ~ ~ ,~~ ~L -

Soit sous-espace analytique réduit de X ayant espace topologique

sous-jacent que X ; il existe (i. e. le faisceau des éléments nilpotents de .

OX est cohérent) , en vertu, d’un théorème connu de On a un diagramme commuta-

tif d’homomorphismes canoniques

qui montre qu’il suffit de prouver l’assertion pour X , i. e. qu’on peut suppo-
ser X réduit. On peut évidemment aussi le supposer connexe. Comme X est réduite
l’ensemble des points où il n’est pas simple est un ensemble fermé rare, d’où on

conclut facilement que toute fonction analytique f sur un ouvert de X ~ telle

que df = 0 , est localement constante. On a donc une suite exacte

ou est le sous-faisceau de 03A91X des 1 -formes analytiques qui sont localement

des différentielles exactes (N. B. - Dans le cas où X e st simple, c’est le fais-

ceau des formes différentielles fermées). On en conclut une suite exacte de coho2014

mologie :



où 03A9 est l’espace des 1-formes différentielles sur X qui sont localement des

différentielles exactes (Le fait qu’on puis se me ttre un 0 sur la gauche provient
du fait que X est compact réduite donc H° (X: y (?) ~ H(o(X , OX) est surjectif).
Compte tenu de cette suite exacte et de l’inclusion H (X , R) ~ H (X , C) , on
voit que 3 .2 équivaut à l’énoncé suivante dû à BLANCHARD: une 1-forme différen-

tielle analytique sur X qui e st localement une différentielle exacte, et qui est

à périodes réelles, e st nulles 

Rappelons la démonstration de BLANCHARD : Soit X’ le réve tement universel de
X s et 03C9’ le. f orme sur X’ image inverse W sur Comme

03C9’ est localement une différentielle exacte, connexe, on"~ ~ B /’~t

a = où f ~ est une fonction à une cons-

tante près). L’hypothèse que les périodes de s signifie que la

partie imaginaire de f . est invariante par .. groupe fondamental 03C01
de X opérant sur donc provient d’une fonction continue g sur X. Cotte

dernière est localement la partie imaginaire d’une fonction analytique sur X ~
d’où on conclut qu’elle ne peut prendre son maximum un point voisinage

duquel elle est constante. Comme X est compacte et connexe, il s’ensuit que g

est constante y donc f t est constante, donc cat = 0 , donc 03C9 = 0

C. Q. F. D.

. ~ -

THEOREME 3.3. -. Soient X un espace analytique compacta alors existe.

Posons

et munissons P et Q de leurs structures naturelles de groupes analytiques

(celle de P étant connexe, celle de Q discrète). On a une suite exacte cano-

nique de groupes analytiques :

En particulier, P est isomorphe à la composante connexe de l’élément neutre de

P.l,~ .



Pour tout espace analytique T , posons X~ = X x T , et soit
fT: XT ~ T le morphisme structural. D’après les généralités précédant 3.2, On
a une suite exacte de faisceaux sur T : ..

d’autre part on vérifie facilement qu’on a des isomorph~ismes

Notent que l’image de l’homomorphisme canonique 03931 ~ V1 est fermée, soit P

son conoyau, et Q le noyau de 03932 ~ V2 . Ce sont des groupes analytiques, et la
suite exacte précédente prond la forme

suite qui est fonctorielle en T . Or soient hp ct h~ le s fonctours sur (An) ,
à valeurs dans les groupes abéliens, représentés par P et Q , et F le fonc-

tour T  Pic(XT/T) . On a donc une suite exacte d’homomorphismes

Pour voir quo F est représentable, il suffit de prouver qu’il est représentable
rela,tivement à hQ [2] . IV, 3.7, 1. c. que pour tout espace analytique T , et tout

élément n e hq (T) - H (T , OT (Q) ) , le foncteur F sur %) /T qui associe à

tout T ’ sur T l’ensemble Fn T  > des sections de R1 fT: rÎ§ , > sur T ’ dont

l’image dans OT: (Q) ) est l’image inverse de n par T’ - T , est Un

foncteur représentable. Or soit Îl le sous-faisceau d’ensembles de R1 fT(O*XT)

image inwerse de q par le morphisme R1 f, (O*XT) 1 6p(Q) . À cause de l’exactitude



de (2), c’est un faisceau principal homogène sous OT (P) , et à cc titre il définit
un fibre principal homogène analytique sur T ~ de groupe P . Il est alors

immédiat de vérifier que ce dernier représente - F . Cela prouve donc l’existence

de de plus la suite exacte d’homomorphismes (3) définit une suite d’ho-

momorphismes

dont on vérifie aussitet qu’elle est exacte et de façon précise P est le noyau

de et Pij est un fibre principal homogène sur Q de groupe P .

Cela signifie on effet que pour tout espace analytique suite exacte cor-

ro spondante de faisceaux sur T :

est exacte, or cette suite n’est autre quo (2) .

Bien entendu, cette démonstration ne prouve pas que! lorsque X provient d’un

schéma algébrique propre sur C~ ~ alors provient également d’un schéma
. en groupes sur Ç ~ connue le montre la théorie algébrique du schéma de Picard.

D’ autre part, une adaptation de 3.3 ~ au cas d’un espace de base quelconque S! ~
qui engloberait le théorème d’existence 3.1, se heurte à des difficultés de pas-

sage au quotient d’un S-groupe analytique par un sous-groupe analytique discret.

Ces difficultés disparaissent lorsqu’on suppose que X est fibre localement tri-

vial sur S du point de vue topologique, et que 0X est cohomologiqucmcnt plat
sur S on dimension ’ 0 et 1 : on trouve que dans ce cas, existe, ot est

une extension d’un S-groupe Q à fibres discrètes, par un S-groupc P , au

quotient d’un fibré vectoriel associé du dual de R~ f (0x) par un dis-

cret R1 f (Zy) ~ qui est un fibre localement trivial sur S du point de vue to-

pologique. Le détail de la démonstration, calquée sur colle do 3.3 ~ est laissé

. au lccteur.
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