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TECHMIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

par Alcxander GROTHENDIECK

IN'RODUCTION. = Commc la construction cst légercment différe

- dans lc cas du genre g =1 ct dans lc cas g >.2 » nous nous

simplificry au cas g > 2 , cn laissant au lcctour lo cas g =
aussi sc traltor dofrgon plis lémentaire dircctoment (sans utiliscer lc théoréme d'oxis~
tcnee des cspaces modulaires de Hilbert), ct cn mdmo tcmps plus géndralement, que

la construction des cspaccs de modulcs pour lcs tores comploxes ou pour les variétés
abélicnnes polarisécs, par unc démonstration proprement transcendantc consistant a
rogarder un torc comploxc commc le quoticnt dfun cspacc vectoricl par un sous=groupc
diserct do rang maximum, ct unc 'Wamillc dc torcs complexes" au~dcssus d'un cspace 7
analytique S comme lo cuoticnt d'un fibré voctoricl sur S , associé i un fais=

ccau localcoment libre de rang g » par un sous-=fibré discrct dc rang maximume

I1 convient cependant de noter que les comstructions, indiquéos dans co qui suit,
sont de naturc csscnticllemont algébriques, ct conduiscnt ¢n principe 2 des schémas
dc modulcs pour lcs courbes de gonre g  (correspondant par cxample au fonetour
rigidifiant dc Jacobi d'échelon ny n =3 ), qui scront dos schémas do typc fini

sur 1'anncau Z des cnticrse

La méthode indiquée dans lc textc bute cependant, au n® 5 dans lc contexte des
schémas, sur unc difficulté dc passage cu quoticnt, qui n'oxistc pos dans lec cas
transcoendant« Par unc méthodc voising, utilisant de facon plus syst-matique les
schémas do Picard ct lcurs points d'ordrc fini, lc confircncier a pu construirc lecs

schémas moduleircs de Jacobi Mn pour decs <chclons asscz élovesy mais foube deo

savoir si Mn ost quasi=projcctify iln'était pas possiblc de passcr au quoticnt par
des groupes finis do fagon & obtenir lcs cspaces modulaircs d'échclon quclcongucy
ct cn particulicr 1'cspace modulaire classique Mg lui-mGmce Cos difficmltds vione
nent d'8tre surmontdes per MUMFORD & 1'aide d'un nouveau théoréme de passage au
quoticnt qui s'appliquc aux modules des schémas abdlicns polarisés, ct por 1% oux

courbese Signalons d'aillours que BAILY [4] ~vait montré déji ouparavant, 2 1l'zide
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dc la compactification dc Beily=Satake dc 1l'cspacce modulairce de Siegel, que les
espaces modul_lres dc Jacobi M sont munis dc facon naturclle de structurcs de
voriétés elgebmquos sur C 4 de telle fagon quc MJ. soit lc nommalis¢ d'un souasw-
cspacc algdébrique de l'cspace modulairc de Sicgel 3 ecla contiont implicitoment unc
ddmonstration, mais par voic transcendantcy, dc 1l'cxistence des scaémas modulaires
Mn sur lc corps Q dcs rationnclse Bicn cntendu, ces résultats sont maintcnant
complébement cnglobés dans la théorie algdbriquce Signalons ccpendamt, pour finir,
qu'il rosterait & trouver unc doseription algébrico-gdomdétrique dirccte, con tcrmes
dc problémos universcls, des eompactifications de Baily-Satake dos cspaccs modu=
loires divers (tant pour les courbes que pour les variétés abélicnncs polarisécs),
desceription qui dovrait s'appliquer égaloment dans lo contexte des schémas, ot
scrait lc point de départ d'unc thloric purcment glométrique dos fonetions autow-
morphes, tellc qu'cllc a ¢té développée par IGUSA [4] pour g= 1

le Rigidification lincairoe. L'cspace modulairce Mp o

Nous supposons fixé unc fois pour toutcs l'mnticr g >2 4 ot un enticr k > 2

tcl quey pour toute eourbe algébrique X 4 de genre g au=descus d'un cspacc ana=
lytique S, (QX/S)®k soit un faisecou rolativement omplo sur X/8 3 il suffit
par oxcmple de choisir k >3 ([3], VIII, 2.2)« On posc
1 ek
®y/s = Qy/8)
¢t on notec que la formation des faisccaux Six /s cot compatible avee lo changement
de basc S' - S ([3]y, VII, 2. 1).D'autrc part, commc lcs cspaccs dc cohomologic cn

dimension pour lecs feoisccaux induits par EX/S sur les fibres sont muls (con-

séquence immédiate du théoremc de RicmannsRoch pour lcs courbes de genrc g ), lc
Yodulo

By = LulBy/g)

sur S ost cohdrent ot localomcnt libre, ot sa formation est compatiblc avee lo
changement do base S? -+ S ([3], VIII, 1 44, (iii)).Son rang r , qui so calculc
aisément por 1o formule de Ricmonn=Roch & 1'cide de g p k,ne dépond plus dc X/S

DEFIITION Leie - Soit X unc courbc dc genre g au=doessus o 1lfospace cnelyti-

quc S o On gpncllc rigidification lindszirc de X unc suite de scctions
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(ua s eoe u%) de .gX/S formant unc basc de cc Modulc localcoment libree. L'cnscn-~
blc des rigidifications lindaircs de X/S s'identific (de fogon compsotible: avee

1o ohangoment de base) A 1!ensemble dessections corphiquos dtun £ibré principal analyti-
que loocalement -trivial sur S , syant pour groupe structural la. groupslinéaire complexe

G = E}!r ’ 9) ’

qu'on désignora par R(X/S) « On désignera par ﬂR(S) 1l'cnscmble des clagges, & un
isomorphismc prés, de courbes de genre g au-dessus de S munics d'unc rigidi€i-

cation linéairce Ainsi %, dovient un fonetcur contravariant de (Ap) dans (Ens)

Commc on a unc immersion canonique

X B8y /)

compatible avee le changemont dc bascy ct fonctoriclle cn X/S pour § fixé, on
voit quc tout automorphisme de X qui induit 1'identité sur EX/S s on particulicr
tout automorphismc qui invaric unc rigidification linéairc, cst l'idontitde. Ainsi,
R(X/S) jouc, pour X/S variablc, lc r8lc d'un foncteour riddifient commec lc fonce
tour rigidifiant do Tcichmiillor, lc groupe discrct vy do [3], I, 2.1, étant romplacé

ici par lc groupc anclytiquce G « Nous allons prouver ici l'ancloguc du thdoréme

annoncé dans [3], I ,341 , pour la notion de courbec de Tcichmiillor

THEORMME 1.2. = Lo fonctour contravaricnt %, sur la cotdgoric (4n) introduit

o

dens lele ost rcpréscntablc par un cspace analybtique MR s dont tous lcs anncaux
locaux sont régulicrs de dimcnsion 3g = 3 + dim G

La Gémonstration prouvera cn mdme tomps quc cet cspace anclytique provicnt dtun

schéma quasi=-projcctif sur C (ct mlme sur 3 ), ct, a fortiori, cst sépard.

Notons d'abord :

LBIE fe3« = La donnéc d'unc courbe de genre g mnunic d'unc rigidificction
linéairc au-dcssus dc 1l'cspace analytique S est daqyivalentc % Xa donnde d'un
sous-cepacc analytique fermé X do P = PI;;1

~

= 2?*l><8 s qui soit unc eourbe o ronre
g ou dessus de S 4 ct d'un isomorphismec de i*(OP(l)) sur EX/S induiscnt un

isomorphismo Og = g*(OP(l)) N SX/S = f*(ﬁx/s) (o f ot g somt los rmorphismcs
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structuraux de X ot P,y ot i 1'immersion canoniquec de X dans P )e

En cffoty si X cst unc courbe de gonrc g cu-~dessus de S , munic d'unc rigi-
dificetion lincéaircy ie ce d'un isomorphismec

on cn conclut un isomorphismec
. _ pI=d _
P(e/g) P(F) =By " =P
d'od & 1'aido do 1'immorsion canonique X "fxgiyb) » Unc Lamcrsion
X P ,

dfol un sous=cspaco analytiquc fermé de P qui ost unc courbec dec genrc g aue
decssus do S e D'autrc part, par définition mlmec dc X - E(EX/S). , ON o un isomor-
phisme naturcl du faisccau %U% avee lc falsccoau image invorsc sur X du fois-

ccau %(EX/S)(I) s ot 1'homomorphismc

& /s ™ LBy /g)

qui s'en déduit n'est autrc que 1'isomorphismc identiquce Tcnont comptc de 1'iso-
morphisme donné EX/SZ Og s on cn conclut dos donndcs commo cxplicitécs dans &3,
qui permettent de récupérer la X rigidifide de dipart de focon dvidentce DYailm
lours, partant d'unc situatiion commc décritc dans i1e3, on constatc trivialcment

qu'cllc provicnt d'unc courbe de genrce g 24 ri gidification lindairc au=dcssus de

S, savoir X cllo-m@mcy munic de 1'isomorphismc Og & /s envisagd dens 1.3..

La corrcspondancc établic dans fe3 cst évidemment compatible avee la formation
d'imagos inverscs, ot pormet done de donnor une inturprétotion plus maniablc du
fonctour 1LR qu'il stagit dc ropréscntere Or, soit 2 1lc fonctcur contravariant
de (A.‘__I}) dans (Ens) , tcl quec B(S) soit 1'onsemblc des sous—cspaces anclytiques
formés de ;FE qui sont dos courbes de genre g cu~dessus dc X o Mous avons vu
([3]y IXy 1e3) quc c'ost 1a un fonctour ropréscntablce D'autre port nous avons un
homomorphisme fonctoricl
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L+ D

do sortc qu'il guffit dc prouver que ﬂR ost rcpréscntable rcletivement 3 3

([31y IVy 343)a Nous sommos done ramenés & prouver ccei s

LEME Lede = Soicnt S un cspacc analytique, X un sous—cspacc analytique formé
do B,Is' qui soit unc courbec dc gonrc g au-dcssus dc S o Pour tout cspacc analyti-
que T sur S, soit F(T) 1'cnscmblc des isomorphismcs de 1 4mnge inverse

. . ¥ ¥ s
E’Xr/r do EX/S par 1l'image inversc LT(OPI_(J.)) de 1 (Or(l)) g (o i X 422
P
cst 1'immorsion canonique), tels que 1'homomorphismc corrcspondent q\‘ - &% S solt

un isomorphismce Cc fonctcur cost rcprdéscntablce

S4 dns la définition de F(T) on loinse tombur la condition "tols que 1'homomorphisme
correspondant ...", on sbiient un ensemble G(T) d'isomorpbisrcs. G(T) ocst encore
un fonctour contravarient en T 4, ot on a un monomorphismc cononique F - G o On
voit d'abord feciloment que F cost roprésentable rcelativement & G § de fagon plus
précisc si’ n e G(T) , alors lo fonctour contravariant Ffl sur (én—-)/l‘ cst ropré-
scntable par un ouvert de T ¢ 11 suffit de prendre ltouvert formé des points o

Q]l; - gJ(T/I‘ cst un épimorphisme (donc un isomorphismc, puisque cc sont dos Modulcs

localemont libres de méme rong)e I1 reste done & prouver que G cst rcprdéscnteble,

co qui est 1'objet du

LEME te5¢ = Soicnt X un cspace analytiquc projectif sur un autre S, £ ot
% dcux Modulcs cohérents sur X, £ <&tont plat sur S o Pour tout cspacc analy-
tique T sur S, soit G(T) 1'cnscmblc decs isomorphismos dc ml‘ sur .".l, s do

sorte qu'on obticnt un foncteur contravarient on T o Cc fonctour est ropréscontablos

Soit d'abord H(T) 1'cnscmblc fes homomorphismcs dus W, dans £, , prouvons

quc H cost ropréscntoblce En offot, H(T) s'identific de fagon dvidente 2 17cn-
semble des Modulos cohérents quoticnts §  do ET x ""‘r = FZT (ol & =L+ R) tcls
que lthomomorphisme canonique E‘I‘ > § soit un isomorphismc (cc qui implique déja
que § cst plat sur T )e Soit done I(T) 1'cnscmble des Modules cohdrents quo-

tiints & de &71‘ qui sont plats sur T « On 2 dcs homomorphismes fonctoricls

G-+H~»1I

.
.o
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nous savons que I est représentable([3] IX, 1.1}, il reste donc 2 prouver que H
est représentable relativement & I , puis que G 1l'est rclativement & H ¢ L'une

et 1'autre assertion sont alors contenues dans le

LEMME 1,6. - 8304t ¥ un espace analytique propre sur S, ® et 2 deux.
fodules cohérents sur X, 2 étant plat sur S, us: -2 un homomorphisme
de Moduless Pour tout espace analytique T sur S , soit J(T) 1'ensemble vide
si up ¢ €p -9y n'est pas'un isomorphisme, l'ensemble réduit 3 un élément e
dans le cas contrairee. Considérons J comme un foncteur contravariant en T de

fagon évidentes Alors J est roprésentable par un ouvert de S

En effct, comme la formation d'images inverses de Modulos est compatible avec
les conoyauxy le fait que U soit un épimorphisme s'exprime par la mullité do
6& g o R est le conoyau de u ; comme lo support d'une imago inverse de Modules
cohérents est 1'image inverse du support, ccla signifie aussi que T ost au-dcssus
de la partie S = f{Supp R) de S , qui cst unc partic ouvertce Romplagant S par
cette dernierec, on peut déja supposer u surjoctifs Mais comme 2 cst plat,
on aura alors Ker(uT) = (Kor u)T s ot 1'injectivité do Up s'éxprime cncore par
la nullité de (Kor u)T 9 donc par le fait que T sc trouve au~dcssus de liouvert
S = £(Supp Ker u) , cc qui achdéve la démorgbration.

(Signalons d'ailleurs qu'il y a des démonstrations plus ¢lémentaires de 1.5. ct
de ses variantes, n'utilisant pas les espaccs modulaires généraux introduits dans
{3]y IX,1 , ct donnant des rcnscignements plus précis sur les cspacos analytiques
ropréscntatifs obtcnuss)

Lo tawnc 1.5 est ainsi prouvé, donc zussi la reprdéscntebilitc du fonectour Uy
dons heRe Pour prouver que 1'espcce Mp qui le représonte cst simple sur C , il
suffit, en vertu do [3_], VI, 3.4 (Ivbis), de prouver quc pour toutc algdbre ce rang

fini locale L sur C y tout quoticnt B de A par un iddal ‘¢ errré mul, et tout

&lénent de Ap(B) , i1 oxiste un Sldment do Up(s) cont il proviente Partons Gone
avec une courbe de genre g au-dessus de B , munic d'unc rigidification lindeire,
i. 0. d'une basec du Bemodule HO(X ’ E‘X/B) o I1 suffit dvidemment Cc romonter X
cn unc courbe ' de genre g au-dessus de A , cer il scre clors trivicl de remon-
ter 1z base de HO(X , fX/%) cn unc base de HO(X! , EX'/A) « Dr la possibilitd

de reuonter la courbe X en unc courbe X' résulte, comme ik o ¢t dit dens [3],
VII, 6.3, dec la rclation
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on X désignc la courbe de genre g sur C déduite dec X par réduction mod
1'idéal maximal de B o (La muliité du groupc do cohomologic écrit résulto simplo-
ment du fait que Xo cst dc dimension comploxe 1 1)e

I1 rcstc a calculer la dimension des anncaux locaux dc MR e Si x cst un point
do Mgp s correspondant & unc courbe KO de genre ‘g 4 munic d'unc baso dc 1'cs=—
pacc dec formes & /c 3 la dimcnsion de l'anncau local de x dans My ost égale

Q =~

3 collc de l'cspace tangent do Zariski, lequel s'identific a 1'cnscmblce des classcs

3 un isomorphisme prés dc courbes X & rigidification lincairc au-dessus de
1t anncau '

A = o[+1/(+%)

des nombres duaux, qui prolongent X.o e« Pour sc donncr unc tclle X 5 on commcnec
par considérer lecs courbes de gonrc g (sans structurc rigidifiante) qui prolon-
gont X 3 ona vu([3], VII, 6.3) qu'cllcs correspondcnt aux éléments de

HL(XB ’ QXZ) y qui cst un cspacc vectoricl de -dimension 3g = 3 c¢n vertu du théo-
o}

rémc de Ricmann=Roch sur Xo « Pour toute tollc courbecy on rcgarde alors 1'cnscmble

des bascs de HOO{, gX/S) qui rclévent colle rclative & Ko $ lorsque X corros-—
pond 2 1'élément muil du H® , ie ce cst isomorphe & la structurc produit, on voit

aussit6t quc 1'cnsomble de ses roelévements cst un cspace voctoricl canoniquemont
isomorphc & l'cspacc dos natrices r fois r 4 donc do dimcnsion r2 = dim G .
On on conclut facilomonmt que la dimension do My on x ost 3g = 3 + r° . Cola
achéve dc prouver ie2e

RBIARQUES ie7e = Dc 1'énoned 1.2, on pcut déduirc dec fagon csscnticlloement fore
mcllo, comme -dans [3]y Iy 4edy quc la donnée d'unc courbc de genrce g au-desscus do
1'cspace analytique G cst dquivalentc 2 la donnée d'un cspacc principal homogzne
analytique R sur S dc groupc G = Gl(n , C) , ot d'un morphismc d'cspaccs ana-

lytiques

R M
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compatible avec les opérations dec G y ccttc description étant fonctoriclle ot
conpatiblec avoe le chargement de basce On cn conclut par oxemple que l'espace dos mo-
dules M introduit dans [3], I, 5 (& 1'aidc dc 1'cspacc dc Toichmiillor ou scs

variantes, qui scront construits plus bas) n'cst autrc que MR/G .

PROPOSITION le8e = Soit X wunc courbe dc genre g au~dessus d'un cspacc ana=
lytiquec S o Alors pour tout ® € S , il oxistc un voisinage ouvert U dec s ,
unc courbe X' dc genre g au-dessus d'un cspacc analytique simple St , ct un
morphisme g ¢ U -+ S' , tels que X soit U~isomorphc a l'image inversc dc X!
par g s

" En offcty on pout precndro S? = Mo ot pour X' la courbc do genre g & rigi-
dification lindairc universclles L'énoncé 448 stobticnt cn remarquant qu'on peut

trouver unc basc do ;X/S sur un voisinagc ouvort convcnablc U dc s 5, qui fait
donc de X]U unc courbc & rigidification lindairc.

Comme il ost connu que X' doit &trc un fibré localcment trivial du point dc
vuc topologique, il résultc dc 148 qulunc courbe dé genrce g aue=dossus dc S
ost un fibré localcment trivial du point dec vuc topologique, commc annoncé dans
[3], I, 2ede Ccla permet done, comme il a 6té cxplicité dans [3], I, 2.4, de

construire los foncteurs rigidifiants de Tcictmiller ot scs variantcse

2a MR comnc cspace a opératcurs, ct les cspaccs IsomS(X » Y) W

Comme lc fonctecur contravariant
hy ¢ S ~- Hom(S , G) = d(r, 'os)
sur (4n) , 2 valours dans la catégoric dcs groupos, Mopérch dc fagon évidontc i
droitc sur lc fonctour ﬂﬂ s on voit quec IdR cst un cspacc analyticuc & groupe

analytique d'opératcurs (& droitc) G e On cn conclut comic d'habitudc un morphismc
canoniquec

My o My x My

défini par la premiérc projcction PT, » ot lc morphisme Mg x G- Uy oxprimant

lcs opérations de G sur Mg o fous allons intcrpeéter cc morphisme cn termcs des
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fonetcurs rcpréscntés par lcs doux mambres ¢ il cst évidont d*abord qu'un morphismc
d'un cspacc analytique S dans lc douxiemec mambre Mp x My corrcspond 3 la don-
néc de doux courbes X 3 Y & rigidification linéairc au-dcssus de S 3 ct alors
lcs morphismes de S dans MR x G qui rcléevent lc morphismec donné sont cn corrcse
pondancc biunivoque avee l'cnscmble des g € hG(S) tcls quc Xeg (la courbe liné-
aircment rigidifiéc au-dessus dc S déduitc de X on transformant sa rigidifica=
tion & 1'aide dc g ) soit isomorphc &2 Y . Commc lc fonctour R cst rigidifiant,
ie ce 1'isomorphismc précédent nécessairoment unique, ot que hG(S) opérc do

fagon simplemeont transitive sur l'cnsomblc des rigidifications lindaircs de la
courbc au~dcssus dec S sous=jaccnte &4 X , on voit quc 1l'cnscmble dos g e hG(S)
onvisagé cst on corrcspondance biunivoque avee 1l!cnscmblo IEQES(X s Y) dcs S-iso-
morphismcs dcs courbes au-dessus de S sous=jaccntes & Xy Y o Commc ccs corres—

pondancos sont évidomment fonctoriclles cn S  on trouve ¢

FROPOSITION 24ds = Soient S wun cspacc analytiquecy, X ot Y doux courbaes
au-dcssus de S induites par dos morphismes £ 4 g .dc S dans MR 3 alors
1'inago inversc par lo morphisme (£ , g) ¢ S » My x My de 1'sspace analytique
M, x G au-dossus do M, x Mp ost canoniquemcnt, isomorphe & LEQES(X sy ¥) . on
particulicr scs scctions sur S (16 ce los MR x MR morphismcs de¢ S dans I%%x G)
sont cn corrospondance biunivoque avee l'cnscmble des S-isomorphismos de X dans

Y .

On nobtera que si on part dc deux courbes do gonre g quclconques X ot Y au=
dessus de Sy clles pouvent tovjours s'obteniry au voisinage de tout point de S,
por dos morphismes f , g d'un voisinage du point dans My ; donc pratiquoncnt,
1'Stude de Mp x G au-dessus de MR x MR ecst équivalentc 2 eclle deos cspaccs
analytiques de la forme ggggs(x s Y) o Signalons on passant

COROLLLIRE 2420 =~ Soicnt X ot Y dcux courbes de gonrce g > 2 4 alors
Isom(X 4 Y) ost un cspace analytique fini ot riduit. En particulicr, lc groupc
des automorphismes d'unc courbe de genrce g >-2 cst fini.

-

En offct, on vertu de 2.4y Isom(X , Y¥) cst un sous-cspace cnalytique formé de
Gy qui provicnt mdmo d'un sous-cspace wlgdbrique fermé du groupe algébrique qui
définit G . Il suffit donc dc monbrer que cc dernicr sous—cspace algébrique ost
fini ¢t réduit, ct pour ceei il suffit de montr.r quc pour chacun dc scs points,
1'cspace tangent de Zariski on cc point ost réduit 3 O o Or, lc dit cspacc osb



i7-40

canoniquament isomorphc & H(X , 8,) ([3], VII, 5.3),qui ost mil comme il résulte
faciloment du théoréme de Ricmann-Roch ct de g =2

Nous aurons bcsoin du résultat plus gdéndral

PROPOSITION 243¢ ~ Lc morphismc canonique MiR x G- MR x MiR cst fini.

Cotte proposition équivaut manifostement a la suivante, qui s!énonce sans faire
intervenir de fonctoeur tcl que R @

COROLLATRE 244+ = Soicnt X ot Y doux courbes de genrc g >2 au-dossus de

1'cspacc analytique S o Alors lc morphismc structural Isoma(X Y) -8 cst fini
1. ce proprc ot a fibres finicse

On adéja vudans 2.2 que les fibres sont finies, il rostec 2 prouver quce lc morphismc
ost proprce Rovcnant 23 la formc 23, on cst ramcné & lc prouver dans lc contoxte
do la géométric algébriquc sur C , ol M, ot G désignent maintonant leos schémas
sur C construits dc fagon analoguc & colle déeritc ici dans lc cadre de la géo~
métric analytiquce Donec il suffit de prouvor 1l'analoguc dc 244 dans lc cadre de la
géométric algébrique sur C , ct a fortiori dans lc cadrc des schémaé localcment
nocthéricns quclconquese Utilisant lo critére valuatif de propreté ([2], II, 7.3.8),
1'énoncé 244 (ou plutdt 1l'asscrtion de proprcté dedans contenuc) cst dquivalont au
suivant pour g > 2 , dfi & CHOW-LANG 3 ‘

LBME 2456 = Soicnt V un anncau dc veluation discréte, K son corps des frac-
tions, X.et-Y deux schém.as on courbes do genre g2 L sur V., ot up t X 3 Ty
un isomdyrphismec des schémas sur K qui s'con déduiscnt par cxtension dc la basce
Mors il cxistc un V-isomorphismc unique u ¢ X3 Y tel que Uy sc déduisc do
U par cxténsion dc la basce

(Bicn cntendu, on appellcra courbe dc genre g au=dossus d'un préschéma S un
préschéma X simple ot proprc sur S dont los fibres géométriques sont des cour-
bus dc genre g conncxose) Pour 8tre complot, nous allons imdiquor ici la ddmons=
tration d'un résultat plus géndéral. Notons cn Bffot d'abord qu'il suffit évidemment

de prouver 245 quand on y romplace los mots "isomorphisme! par "merphismc®, Or on
a alors ¢

LIMME 2464 = Solent A ot B doux S-schimas, S
nocthéricn ot régulicr, A

ctant un préschéma localwmont
étant simple sur S , ct B un schéma zbélicn sur S,
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ou plus généralcment un s¢héma propre sur S tcl quec toutc fibre géométrique By
dc B , rclativement 2 unc cxtecnsion algébriquement closc k d'un corps résiducl
de S, ait la propriété suivante (bicn conmic pour lcs variétds abélicnncs) $ un
norphismc d'unc courbe rationnclle P; dans By ost constante Alors toutc S-—ap-
plication rationncllec de A dans B ost partout définice

Faisant lc changement dec base A - S ot notant que S' = A c¢st cgaloment loca=
lement noetherion ot régulier, ct que B = B *g S* possede la m&mg prorric¢té sur
S* quec B sur S , on cst ramcené au cas S = A 4 1e ce au cas ol on s'cst donné
unc scetion g de B/S sur un ouvert partout denso U dc S e Soit T 1'adhé-
renee de  g(U) , munissons=le de la structurc réduitc indwito par B , tout rcvient
a montrcr que lc morphisme T -» S induit par lc morphisme structural B » S cst
un isomorphismce On pout supposer S , donc T , intégré d'apreées un théoremec de
MIRRE [6], (établi dans [6] dans lc cas d'égalcs caractéristiques, suffisant pour
la gdométric algébriqﬁo sur un corpsy mais étcndu par CHOW au cas général)y T =S
étant un merphisme proprc dominant birationncl de préschémas intégre 4 avee S
régulicr, los fibres géométriques de T sont "connexes par courbes rationncllcs"e
Commc cllcs sont contcrucs dans les fibros géométriques de B 4 clles sont réduibes
2 un point d'aprés 1'hypothésc sur cos derniércse. Done lo morphisme propre bira=
tionncl T st a fibres réduites & un pointy cc qui impliquo ( 8 <tant normal)
quc c'est un isomorphismc, ct achéve la démonstration do 2e6e

3¢ Rigidité du fonctcur dc Jacobi d'échclon n >3 .

L4 \ /. .
THEORRIE 3ede = Soit n ma entler >3 . Alors lc fonctour cartcsicn de Jacobli
d'échelon n sur la eatdégoric fibréc des courbes de genrce g sur des cspaccs ana=
lytiques S ([3l, I, 2),cst rigidifiant.

C'uost, sous unc forme un pou plus précisc, lo résultat annoncé dans [3]y, I, 24

Rappclons pour mémoire (cfe [3]y IX, R4i) ¢

LELE 2,26 = Soicnt X wun ospacc analytique propre ct plat sur S, s un point

dc S, u un S-automorphismc de X induisent 1'identitl sur la fibre X .

Supposons

HO (X

g2 %) =0
s
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(o 8y est lc faisccau tangent a Xs )e Alors il oxistc un voisinage ouvert

s
U de s tcl que la roestrictionde u & X|U soit 1'identitle

Utilisant la formulc dc Ricmann~Rochy on voit quc l'hypothésc dc millité du H°
ost vérifidc lorsque X cst unc courbe de goenrc g >2 au~dcssus de S , donc

on obticnt ¢

COROLLAIRE 343e = Soit X wunc courbe dc gonrc g > 2 au-dcssus de S o Alors
tout S—automorphismc de X qui induit 1'identité sur les fibres de X 4 cst
1'identitde

LEMME 3e4e = Soicnt X unc courbec dc genrc g sur un corps k 4 A sa jaco-
bicnnc homogénc, u un automorphismc de X induisant 1'idontité dans A o Alors
u cst 1'idontité.

La connaissance dc 1'cndomorphismc u, de A défini par u permcty, & 1'aido
de la formule de Lefschetzy de calculer lc nombre algébrique de points fimes de
U, on trouve ici 1e=2g+ L=2(t~g) ¢ (Ne Be = En caractéristiquc O ot sur
lo corps C on peut prendre la formule de Lefschetz classique dos variétés différen-
tiables, compbe termdu fait que H‘(x s 2) s'identific fonetoricllement 2 H‘(A s 2);
cn caractéristique quoleconquey il faut utiliser la formulc de Lefschotz pour les
courbes, duc i AndréWEIL [7].) Commc cc nombre cst # 0 5 il y a au moins un point
fixe, soit a e Cc dernicr peut Strc utilisé pour définir 1'imnersion soi-disant
canonique de X dans sa Jacobicnncy dc sortc que u. cst induit par U, e Comme

u ost 1'idontité, on on conclut quc u ost 1'identitée

LRME 3456 = Soicnt A unc varidtd abdlionne suruncorps k  clgdbriquamct clos jsoib
n un onticr >3 ct premicr & la caractéristique, onfin soit u un automorphismc
d'ordre fini dc A laissant fixcs lcs points d'ordrc n dc A o Alors u ost
1'idomtité.

(8 Appendicce)

Soit maintcnant X unc courbc dc genre g au=dessus de 1l'ecspacce analytiquc S 3
considérons lc revdtement de Jacobi gn(x/s) s corrcspondent au systémc local dc
la 1-cohomologic dcs fibrcs a cocfficicnts dans é/ng s soit u un automorphismc
de X/S induisant 1'idcntité sur gn(x/S) : prouvons auc u ost 1l'identitée In

v.rtu de 343, on peut suproser quc S ost réduit a un point, d'anncau local C ,
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ie 0o quc X cst unc courbe dec gerrc g au scns habitucle On sait quec

at(c 5 2/n8) s'identific fonctoriclloment au  Z/nZ-modulc dusl du groupe dos
points d'ordrc divisant n sur la jacobicnne homogéne & de C , ct l'hypothésc
sur u signific aussi quc 1'cndomorphisme de ce dernicr groupc induit par u cst
1'identitée En voertu de 3e5, l'cndomorphisme de 4 induit par u cst l'identité
(On utilisc lc fait bicn conmu quc lc groupc des automorphismes d*unc courbe algée

briquc dc genre g =2 ost fini, d'aprds 2.2.

44 Los ospaces modulaires mixtes M‘R 0 commc rcvoteacnts de Mp o
- ’

Soit P un fonctour rigidifidnt sur la catigoric {ibrde dcs courbes de gonro
g au-dossus d'cspaces analytiques, associé 3 un groupe discrct 6 (3], I, 2).
On peut prondrc par cxemplc cn vertu de 4.4 lc fonctiur de Jacobi d!échclon
n>3.

Alors a toute courbec X dc gonrc g au=-dossus d'un S , cst associé lc fibré
principal analytique

R(x/8) x Kx/S) = Q(x/5)

sur S , dc groupc structural G x y 4 dont la formation cst flonctoriclle cn x/s
ot compatiblc avee lc changemont de basce On cppellera rigidification mixtosur X/S
la donnée d'unc scetion de R(X/S) sur S, ou cc qui reviont au méme, d'unc sce-
tion de R(X/S) ot d'unc scction de WX/S) 5 1e ce d'unc rigidification lindaira
ct d'unc rigidification par P (ou, commc nous avions dit, d'unc Bestructurc) sur
X o Ccla conduit donc 2 introduirc, pour tout cspacc analytique S , 1l'cnscmble

. u«R,'-B(S) des classcs & un isomorphismc prés de courbes dc genre g au-dessus de

S » munics d'unc rigidification mixtce Dc cctteo fagon, IIW,‘—B devient un fonctcour
contravariant dc ({gﬁ) dans la catdgoric des cnscmblese Moter aussi que pour tout

Sy uR,SB(S) cst un cnsumblc & groupc d'opératcurs (G x y)(S) = Hom(S , G x y) -

PROPOSITION 4 4% =~ Lc fonctour J’R 0 cst ruprdésontceble par un cspace analytique
’

MR,'«B s sépardéy, ct simplc dc dimcnsion 3g = 3 + dim G cn tous g5 pointsa
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Lorsqu'on le regarde comme espace 2 opérateurs sous G x& , et par suite sous G ,
le groupe G ¥y opére librement et avec un graphe fermé ; de fagon précise le mor-
nhisme naturel

M XG-—)MSR x M

est une immersion fermée.

DiMONSTRATION. = Considérons 1'homomorphisme fonctoriel canonique

p "%,

On sait pér Le2 que le foncteur du deuxiéme membre est représentable,;pour prouver
que celui du premier membre 1l'est, il suffit de prouver qu'il est reclativement
représentable([3], IV, 3.7).Mais cela est évident sur les définitions, et de

fagon précise, si Xy est la courbe de genre g & rigidification linéaire univer=-
selle sur M s le foncteur MR n est représenté par CKX%/MR) s qui est un reve-
tement prlnc:Lpal de Mp 5 de groupe 6 o Comme My, est séparé, et s:.mple de dimen=
sion 3g = 3 + dim G en chacun de ses points par 2%, il en résulte qu'il en est
de méme de MR,SB « Reste 3 montrer que le morphisme envisagé dans 4.1 est bien une

immersion fermée, ou ce qui revient au méme, est un monomornhisme et un morphisme

propros Le premier point signifie que.pour tout S, le groupe G(S) opére libre-
ment sur 1l'ensemble ﬂ’R,‘,B(S) , s ¢. que 81 1'on 2 cu-dessus de 3 wunc courbe
4 structure mixto, un é1ément g do G(S) , et un S -autororphisio u de

X qui consorve sa Pwstructure et change sa R-structure par l'orération g ,
alors g est 1'élément unitée En effet, P éEtant rigidifiant, u est 1'identité,
donc ne change pas la R=structurc, donc g est 1'élément unité puisque G(S)

opere librement sur 1l'enscmble des Restructures sur X/S « Pour montrer que le more

phisme envisagé est propre, on considérc lc diagramme commutatif de morphismes cano-

niques
J ,
M‘R,',B’_‘ G > MSR,I} x M‘R,'B
P q
v
H x G 1 —» H'R x MR




17=15

On sait que i est propre (2.3), d'autre part, 6 étant fini, p est propre,

donc ip = qj 1'est jenfin q étant séparé, Jj est propre. Cela acheve la démons-
tratione Si on ne suppose plus © fini, on peut aussiy, au licu de sc¢ ramenecr 2
2¢3,invoquer directemcnt 244, qui est cncore unc forme équivalente de 1l'asscrtion .

de oropreté (comme on voit par le raisonncment du n® 2.)

5¢ L'cspace modulaire M'-B comne quotient M‘ZB,R/G e

Considérons maintcnant l'homomorphisme de¢ foncteurs

: ‘U,R’[B -»ﬂ,B 3

nous savons déja quc le prcmicer membre cst un foncteur représcntable, rcprésenté -
par Mﬂ,ﬂ s nous voulons en conclurc le représentabilitédu deuxiéme membre, par
aprlication du critére [3], IV, 4.7. Nous prcndrons, avec les notations de [3], IV,
447, 6 = ensemble des morphismcs simples et surjectifse Nous devons vérificr les
conditions (ii) (a), (b), (c)es Pour (a), ccla cst trivial, car si on a un élément

n de G(s) =?1‘B(S) s ie ce.unc courbe X munic d'unc Bestructure au-dessus de S ,
alors lc foncteur Fn =F *Xa Gfl sur (A.__l:l)/s cst rcprésenté par le fibré princi-
pal homogéne R(X/S) sur S dc groupe G y ct lo morphismc structural R(X/S) - S
ost bien simplc ot surjoctife Il faut montrer (b), ie ce que los morphismes simplcs
ot surjectifs £ ¢ T - S5 sont des morphismes dec G-desconte cffcotivee Or f
étant simple, il résulte du critére [3], VI, 3e4, (iv) quc pour tout s € S, il
cxiste un voisinage U de s au=dessus duquel T ait unc scction, donec il cxistc
un cspace analytique S' , esommc d'ouverts rccouvrant S 4, tol que T' =T Xg St

ait unc scction au-dessus de S' . Il cn résultc que lc morphisme f' ¢ T' - S?

cst un morphisme de descente effective pour tout fonetcur contravariant sur (&) ’
ct on particulior pour G ¢ ccla rcste,vrai par toutc oxtension,dec la basc, cn

3 S!' o D'autro part,
il cst trivial que G cst un fonctour de naturc localc ([3], VI, 5.4 J),donc S* -5,

est un morphisme de Ge=deseente cffoctive, ot il cn cst de m@me des morphismcs

particulicr pour le morphisme T" =T xo S" » S" , ou 8" = St x

TV 5T et T! X T* » T xq T qui s'cn déduiscent par simplc changament de basce

Considérons alors lc diagrammc d'applications cnscmblistes
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G(S) ———— &(T) /= G(T xg T)

A v

G(8') ————— G(T?) 3 G(T* xy T')

S'

\Va'4
G(S") ———— o(T") _____, a(T" x

- Tn)
dans cec diagramme, lcs dcux derniércs lignos ct toutes les colonnes sont cxactes,

d'ou on conclut facilcment que la promiérc ligne cst cxactce

Ce Qe Fe Do

I1 resto & vérificr la condition (c)e Pour ccci, notons dfabord quc lc grapho
d'équivalcecnee R dans X = My n qui représcentc F xo F n*est autrc que lc sous=-
. ’
objet défini par lc monomorphismc canoniquec

Mp,p* G2 Mpp* Mo p

1e ce par lc groupc & opératcurs G opérant libroment & droite sur N&%,!I} o Done
la condition (c) cst vérifiée si nous prouvons que 1l'cspacc analytiquc quoticnt
Y = X/G oxiste, ot que X ost un fibré principsl homogénc sur Y dc groupe G
(ce qui implique cn offet que R cest offcetif ot que X » Y cst un morphisme
sinple ot surjectif). Or X cst on fait unc variété analytiqucy ot G y opére
librement ot avee un graphe fermé (4.4). On sait alors quc dans la catégoric des
variétés analytiques, il cxistc un quotiont Y ot que X cst un fibré principal
homogénc sur Y dc groupc G « Mais alors on cn conclut facilement que Y est
égalecment un quoticent de X par G dans la catégoric des cspaccs analytiques
qucl conquese De plus on voit par la m@me occasion que ce quoticmt Y cst une
variétéy ot on vertu dc 4.4 sa dimcnsion on chaquc point cst égak a

dim X = dim G = 3g = 3 + On voit czussi facilement, X é&tmnt séperé et le
graphc dec G opérant dans X étant fermé, que Y = XR cst égalcment séparde
En résumé, on a prouvé lc théorémc fondamental annoncé dans [3]y I, 3ed avec lcs

compléments qui y sont indiqués dans la rcmarquc 3e2, 1°e
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RRMARQUE 5ele = Cc raisonncment s'appliquc cn fait 3 ntimporte quel fonctcur
rigidifiant P du typc cnvisagé dans [3], I, ot cn particulicr les dévcloppements
de [3], I, 8 nc sont pas indispcnsablese On notcra cependant que lorsqu'on part
du théoréme d'existcnce analoguc cn théoric des schémas, on cst obligé de sc bor=
ner d'abord 2 des fonctcurs rigidifiants tels que los fonectcurs de Jacobi, avee
6 fini, ct lc cas d'un fonctour rigidifiant plus général sfcn déduit alors for=-
mellcment comme il a été indiqué dans [3]s I, 8.

Pour torminer, nous allons indiquer la démonstration deos faits annoncés dans

(3], I, 642, concernant lcs "automorphismes univgrsals" dos courbcs do genre g o

On supposc sculcment par la suite g = 1 « O gia\g_fﬁl neSllta‘b suivant, qui ecst
unc conséquence immédiate dec la définition g‘j&/ée g;{l, V]EI, 643 ¢

(.H

PROPOSITION 5.2, =~ Soicnt B wun foncte Arlglﬁ:l.flant pour lcs courbes de genro
g ([3]y, I, 2«3),ct T wun espacc analytiqu qui rgpresonto P e Soicnt t €T,
ct 'Xt la courbec do genre g corrospondant\o\e\@ors l" ospace tangent 3 T ¢1 " est
caenoniquement isomorphe A H“'(Xt ’ ?th) o

(Ne Be = Cc résultat s'cxprimc encorc cn digant que lc germe de T on t  ost
un cspacc modulaire local pour lcs déformations de 1'cspace analytique Xt s Cfe
(3]s IXy 2). Soit maintcnant Y, lc groupe des automorphismes de X :y 1o oe lo
stabilisatour de t dans vy ((3]y, I, 3e4).Comme ctost un groupc fini (2.2), ot
que l'anncau local Ot de t dans T cst de caractéristiquc O , il s'ensuit
quec tout élément de Y, qui opéerc trivialoment dans l'cspacc tangent 2 T en t ,
ou cc qui revient au m@me dans ch/mi s opérc trivialoment dans 0, » donc opéro
trivialcment dens la composantc connexc de + .dans T (puisque T ost séparé),
la réciproquc étant d'aillcurs évidente. Donc @

COROLLATIRE 543e¢ = Le groupc des aubomorphismes universcls des. courbes de gonre
g ([3], I, 6) est isomorphe au sous—-groupc du groupe dcs automorphismes d'unc
courbc X de genre g qui opérent trivialement sur HJ'(X s QX)

On notecra que cobtte courbe X pout 8tre choisic arbitraircment. Notons que
d'aprés la formulc dc dualité, H“'(X ,QX) ost dual 2 HO(X , (Q;)QZ) s cspeacce
des Mifférenticlles quadratiques™ sur X o Or nous avons vu que pour lc genrc

g€ >3 5 los formes biquadratiques suffiscnt 2 définir unc immersion projective de
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la courbe X ([3], VIII, 2.2),donc tout automorphismc de X induisant 1'identité

sur lesdites formes cst 1llidentitée Dans lc cas général, on notc guc pour toute

we Ho(X ’ 9;&) ot tout automorphisme universel s , commc Se(w ® W) = (sw) ® (sw)
doit 8tre égal & WBW, on aura Sk =&W 4 avec &= i1 s cb Hon entendu € scra lenfme por
tous les W o Ccla implique donc que l'automorphismc de la jecobiennc dc X induit

par un automorphismec universel de X est trivial, ou cst la symétric dec la jaco-

bicnnce Ccla montre que pour g=4 ou 2 , un automorphismc univecrsel cst 1'iden=

tité ou la M"symétric! dc la courbe hyperclliptique) cnvisagécs On a donc bicn prouvé s

COROLLAIRE 5e¢4e = Lo groupe des automorphismes universcls des courbes de genre
g cst réduit a 1'identité si g > 3 4 ot cst 1a groupe _Z._/Zé ongendré .par la
"symétrie" dans le cas g=1 et g=2 o

Reste & montrer que pour tout g > & , 1'cnsemble Tin est non videy 1. es il
oxiste une courbe dc genre g ayant un groupc d'automorphismes strictement plus
grand que lc groupc des automorphismes universelse. I1 suffit pour ceel de cons-
truirec pour tout g wunc courbe dc gonre g hyperclliptique (ie ce ayant un auto-
morphisme induisant la symétric sur la jacobicnne), qui a un automorphismc non
trivial distinet de la symétric canoniquce Ecrivent X par unc équation

Yz = f(x) ’

ob f cst un polyndmec cn x de degré 2g + L sans zéros multiples, il suffit do

starranger pour que f soit invariante par un automorphismc non trivial du plan
q b P

affinc, ce qui cst Svidemment possible de bicn des fagonsi

APPEINDICE

Rigidité du fonctour dec Jacobi d'échclon n >3

(par J.~P. SERRE)

Soit A unc variété abélicnne, ot soit u.. un cndomorphismc dc A « S n 2st
un enticr > L 4 ct s'il existc un cndomorphisme v de A tcl cue u = nv , nous
dirons que u s'anmilc sur lc noyau dc la multiplication par n y ct nous écrirons
Ug 0 mod n « Coctte terminologic est justifide, cn caractéristique p nc divisant

tas Ny par lo fait que u=0 mod n édquiveut & u(x) = 0 pour tout xe & tcl
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que nx =0 (démonstration immédiate) ; dans lec cas général, ccla signific aussi

éléments nilpotents) de le multiplication

W we

qe u anmile lc noyau (qui pout &tre
par n o

THfORiME. - Soit u un automorphismec de¢ A d'ordre fini, ot soit n un contier
>1 tcl que u=-1

. . 2 .
O modne«Si n=2, ceci ecntralne w“ =138 n>3,
ceel entralne u=1,

! mod n signific que u ost 1'identité sur lo noyau de la

miltiplicatién par n )

(La condition u

i

Soit donc u =1+ nv « Soit C = Z[v] lc sous-anncau de 1'anncau des cndomor-
phismes de A cngondré par v . On sait (WEIL = C'ost d'aillcurs trivial en carac=
tiristique zéro) que cot anncau est de type fini sur Z 3 ot sans torsion. Dc plus,

1t'algébre CQ = Q® C cst ongendrée sur Q par u gy ct l'on sait qu'il y a un

-~

onticr N >1 +tcl que uN = 1 . I1 cn résulte que CQ est unc algdbre scmi-~simplec

sur Q (en cffo’d, c'est un quotient de Q‘[T]/(”N- 1) s qui ost unc algébre scmi-
simplc puisque TN - 1 cst sans factour multiples)se Ainsi, CQ ost un produit de
corpsy cxtensions finies de Q (cn fait, cc sont des corps cy?:".l.otomiques, mais pou
importc), ot l'image de u dans chacun dc ccs corps K, cstun é1ément Uy o
d'ordrc N, ct congru & 1 mod n (dans 1l'anncan des cnticrs do K, ) Nous

sommes done ramenés & démontrer le lomme suivant @

LEMME, - Soit 2z unc racine Neiéme dc 1'unité {dans unc cl8turc algébriquc de

)y ot soit n un enticr > % tol quc z=1=0 modn , Alors, s1 n=2, on

z=1,ctsi n>23,o0na z=1% .

o 3O

-

On peut évidemment supposcer (quittc & changer N ), que z ost unc racine pri=-
nitive N-idme de 1l'unitée. Considérons d'abord le cas o N est une puissance pY
d'un nombre premier v o Prolongcons la valuation p-adique v de Q en une valua=
tion réeclle (notdée encore v ) de la cl8ture algébrique de § 3 on sait (Cf. par
excmple HILBERT, Zahlbericht, théoréme 120) que l'on a ¢

vz=-2)=1/(p=1)p t .

Zn particulicry ona v(z = 2) <1 (souf si p=2, v =1 )e Comme d'autre part

. % s as
on doit avoir v(z = 1) >v(n) , on en conclut que (sauf si p =2 , c’est=2~diro

-
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z-=1 ) v(n) =0 , c'est-a-dire que p ne divise pas n (dans le cas excep=-

tionnel, on en conclut que 4 nc divise pas n )e D'autre party si w est un pro-
longement d'une valuation p'-adique de Q(p' #p) y ona w(z =1) =0 (nlme
référence), ce qui n'est possible que si p' ne divise pas n e Finalement, si

n >3, on obtient une contradiction, ct si n=2 4 on a z2 =1 .

-

m, m

Dans lc cas général, soit N = pl' ese p:.L1 la déconpogition de N on facteurs

premicrse Le groupe multiplicatif engendré par v sc décomposc on produit de

Ty,

$
groupcs cycliques d'ordres p, 5 ees 5 ctce On en conclut que z = Zy eee Z; 9

ol Zy ost racinc primitive Py ~iéme de 1'unité, et cst une puissancc de z o On

a donc aussi z = L mod n, d%ol, d'aprés cec qu'on vicnt de voir, zy = iosi

n>3, ct zﬁ =1 si n=2; d'ol le mdmc résultat pour z .

REMARQUEs = Si A o¢st unc variété abélic

+ . s
u= e L ; il n'on est évideomment plus de mb

(1]

(2]

[3]
(4]
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simplo, ou”J# 1 ontraine
M, T qQs .
“RR_gingral @/A n'est pas simples
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