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INTRODUCTION

L’objet essentiel de ce mémoire est d’étudier 'espace Q des lacets sur un
espace donné X. L’intérét de cette étude est double: d’une part, Marston Morse'
[25] a montré que, si X est un espace de Riemann, les propriétés homologiques
de Q sont étroitement liées aux propriétés des géodésiques tracées sur X; et,
d’autre part, on peut, avec Hurewicz [18], utiliser @ pour donner une définition
récurrente des groupes d’homotopie de X et, par suite, tout renseignement sur les
groupes d’homologie de @ entrainera une meilleure connaissance des groupes
d’homotopie de X.

Mais ’étude directe de ’homologie de Q@ s’était avérée difficile, et n’avait
gudre pu étre menée A bien que dans le cas ol X est une sphére. Nous utilisons
ici une méthode indirecte, suggérée par la relation =;(Q) = 7;+1(X), qui consiste
3 considérer @ comme la fibre d'un espace fibré E qui est contractile, la base
étant l’espace X donné. En appliquant alors & E la théorie homologique des
espaces fibrés développée par J. Leray, on obtient des relations étroites liant

I’homologie de © et celle de X, relations que 'on peut apphquer avec succes
aux deux problémes cités plus haut. :

La théorie homologique utilisée ici étant la théorie smgulzere (seule adaptée
aux problémes homotopiques), il nous a fallu montrer que la théorie de Leray
était valable dans ce cas, et pour cela, il nous a fallu en refaire complétement la
partie topologique. Notre exposé ne nécessite donc pas la lecture préalable des
mémoires de Leray sur le sujet.

Le contenu des divers chapitres est le suivant:

Le Chapitre I contient les notions préliminaires indispensables, essentiellement
la notion de suite spectrale ([22], [19]) des groupes différentiels filtrés. On y
trouvera un exposé “abstrait’ de la transgression et de la suspension; la premiere
notion avait été introduite tout d’abord par Chern, Hirsch et Koszul dans le
cas de certains espaces fibrés, la seconde par Eilenberg-MacLane dans le cas
des complexes K(r; q). On y trouvera également un bref apercu de la théorie
des revétements due & Cartan-Leray (dans le cas particulier des revétements
universels).

Le Chapitre IT établit les propriétés de la suite spectrale d’homologie (singu-
ligre) des espaces fibrés. Il faut d’abord choisir une nouvelle définition de I’homo-
logie singuliére, qui utilise les cubes & la place des simplexes, ce qui est fait au
n°l. Le point essentiel, une fois la filtration définie, consiste & prouver que le

1 Les crochets renvoient a la Bibliographie, placée A la fin de ce mémoire.
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terme E; de la suite spectrale est isomorphe au groupe des chaines de la base &
coefficients dans le groupe d’homologie de la fibre. Ceci exige certaines con-
structions de cubes singuliers, qui sont toujours possibles pourvu que I’espace
vérifie le théoréme de relévement des homotopies pour les polyédres. Aussi cette
derniére propriété est-elle prise ici comme définition des espaces fibrés.

Le Chapitre III indique les premieres applications de ce qui précede & divers
cas particuliers. Signalons notamment la Prop. 5 qui est la clé de plusieurs
résultats intéressants pour la suite, ainsi que la Prop. 3. Les autres résultats sont
dus & J. Leray [24] (dans le cadre de la théorie de Cech).

Le Chapitre IV, consacré aux espaces de lacets, a un double but. D’un c6té
il donne des résultats généraux, intéressants en eux-mémes (tel le th. de Hopf,
la simplicité en toute dimension, etc) qui sont appliqués au n°7 et au n°8 a des
problémes de géodésiques, et d’autre part, il prépare la voie & I’étude des groupes
d’homotopie qui fait 'objet du chapitre suivant. Parmi les résultats du premier
type, signalons une démonstration trés simple du fait que, sur tout espace de
Riemann compact connexe, il existe une infinité de géodésiques joignant deux
points distinet donnés (résultat qui n’était guére connu que dans le cas des
sphéres).

Le Chapitre V indique une méthode permettant, dans une certaine mesure,
de calculer les groupes d’homotopie d’un espace dont on connait les groupes
d’homologie. On en tire aisément le fait que les groupes d’homotopie ont un
nombre fini de générateurs si et seulement s’il en est de méme des groupes
d’homologie (au moins lorsque ’espace est simplement connexe). Nous attaquons
aussi le probléme du calcul des groupes d’homotopie des sphéres: ici, il est com-
mode de séparer les difficultés en effectuant des calculs & coefficients dans des
corps de caractéristiques variées. Le cas de la caractéristique nulle peut étre traité
complétement, et montre que les #:(S,) sont finis sauf #,(S.) et Tin—1(S2n)
(n quelconque). En caractéristique p, par contre, nous nous bornons & trouver le
premier groupe d’homotopie de S, (aprés le n-éme) dont Pordre soit divisible
par p: c’est mn12,-3(S.) (au moins si # est impair).

Le Chapitre VI indique trés briévement comment la méthode précedente,
appliquée mais en sens inverse, aux groupes d’Eilenberg-MacLane, permet
d’obtenir trés rapidement des résultats, dont certains étaient connus mais de
démonstration difficile.

Les résultats essentiels de ce mémoire ont été résumés dans trois notes aux
Comptes-Rendus [28].

Je ne terminerai pas cette introduction sans exprimer 3°M. H. Cartan toute la
reconnaissance que je lui dois pour I’aide qu’il n’a cessé de m’apporter dans mon
travail, tant par I'intermédiaire du Séminaire qu’il dirige depuis trois ans, que
par de nombreux et profitables contacts directs. C’est notamment grice a
son aide (et & celle de J-L Koszul qui voudra bien trouver ici mes remerciements)
que j’ai pu transposer la théorie de Leray en homologie singuliére et asseoir
ainsi sur une base solide les calculs purement heuristiques que je faisais
jusqu’alors. Outre cette contribution particulierement importante, je lui dois
de nombreuses améliorations dans les résultats, 'exposition, et la rédaction.
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Qu’il me soit permis de remercier aussi MM. A. Borel, N. Bourbaki, S. Eilen-
berg, J. Leray pour l'aide, les encouragements, et les conseils, variés mais égale-
ment efficaces, qu’ils m’ont prodigués. Ma reconnaissance va également & M. A.
Denjoy qui a bien voulu présider le jury auquel j’ai soumis cette these.
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CHAPITRE 1. LA NOTION DE SUITE SPECTRALE
1. La suite spectrale d’un groupe différentiel a filtration croissante
DeriniTION. Soit (A, d) un groupe différentiel, c¢’est & dire un groupe abélien
A muni d’un endomorphisme d de carré nul. On dit qu’une famille de sous-

groupes (A”) (p entier positif ou négatif) définit sur A une filiration croissante
si les conditions suivantes sont remplies:

U, A7 = A; AP C APYY,  d(4”) C A%

On convient de compléter la définition des A” en posant 4™ = O et A™ = A.
Soit x € A; appelons w(x) la borne inférieure des entiers p tels que e A”.
L’application x — w(x) vérifie évidemment les propriétés suivantes:

w(a — b) = Sup(w(a), wb)); w(da) < w(a).

Réciproquement, si 'on se donne une fonction w(x) sur 4, & valeurs entieres
(— =« compris), qui véritie les deux propriétés précédentes, elle définit une
Jiltration croissante sur A.

Notations (r désignera un entier positif):

C?: ensemble des éléments de A" dont le bord est dans A”™".
B’: ensemble des éléments de A” qui sont bords d’éléments de A**",
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CZ%: ensemble des éléments de A” qui sont des cycles.
BZ: ensemble des éléments de A7 qui sont des bords.

Tous ces ensembles sont des sous-groupes de A”, vérifiant les relations d’in-
clusion suivantes:

BPcCcB’C-.-..CcB),CB’C...CBCcCicC...C(C’f
cCr,c.-.. cctcct = 4"

On notera également que d(C?™") = B?.
DEFINITION DES E7.
Nous poserons: E? = CP/(C’S' + BPy).
La différentielle d applique C? dans C?™" et (C’7 + B?.,) dans B!Z{. Elle
définit done, par passage au quotient, un homomorphisme:

dy: E? — EP™".

Le noyau de d” est: (CPy + CP3)/(CPZ + BP).
L’image de d? " est: (C?5' + BP)/(C?Z' + BIy).

En comparant ces deux résultats, on voit que d?od?™" = 0; en outre le quo-

tient du noyau de d” par I'image de d?*" est:
(Cla + C25Y/(BE + CPI) = Clu/[Cha N (25 + BY)

CPa/(CF™ + BY) = El.
Interprétation des résultats précédents: la suite spectrale.

Posons E, = Zp E? (dans toute la suite, le signe > désignera une somme
directe); les E” définissent sur E, une structure graduée: les éléments de E7
sont dits de degré filtrant p; les applications d;” définissent sur E, une différentielle
d, homogéne et de degré —r vis @ vis du degré filirant. La suite des groupes dif-
férentiels gradués (E,) (r = 0, 1, - -+ ) est dite suste spectrale attachée au groupe
différentiel filtré A.

Le groupe d’homologie de E, pour la différentielle d,, calculé en E7, est
isomorphe 3 E’,; , nous venons de le voir. On a donc:

H(EO) = EI;H(EI) = E2;"' ;H(Er) = Er+1;"'etc-

Le terme Ey .

On a: EY = A?/A®. On voit done que Eq est la somme directe des quotients
successifs A7/A”™; on Pappelle le groupe gradué associé au groupe filiré A.

La différentielle dy applique E¥ dans lui-méme; elle est obtenue par passage
au quotient & partir de la différentielle d de 4 (ce qui est possible, puisque A®
et A*™' sont stables pour d).
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Le terme E; .

D’aprés ce qui précede, on a: E7 = H(A?/AP™).
La différentielle d, applique E{ dans E}™"; elle coincide avec I’homomorphisme
bord
9:H(A/A™™) — H(AP™/4™)
de la suite exacte d’homologie du “triple” (47, A, A”7%).
Le terme E .

Par analogie avec la définition des E,, on définit le terme E_ = Y, E? (groupe
terminal de la suite spectrale) en posant:

E% = C%/(C2™ + BL).

L’intérét de cette définition est que, d’une part, on peut considérer le terme
E_, comme une limite des termes E, (nous préciserons ceci au n° suivant), et que,
d’autre part, E, est intimement 1ié & H(4). Il fournit donc une sorte de transi-
tion entre les (E,) et H(4).

Pour préciser ce dernier point, soit D” I'image de H(A") dans H(A) par P'ap-
plication identique de A” dans A. On a donc:

D? = C%/B%.
Il suit de 1a: D?/D*™" = C%/(C2™ + BZ) = EZ.
Autrement dit, si 'on considére H(A) comme filtré par les D", le groupe E,
n’est aulre que le groupe gradué associé au groupe filtré H(A4).

Remarquons toutefois que, méme si M, A” = 0, on n’a pas nécessairement
N, D* = 0; au n° suivant, nous donnerons une condition suffisante pour qu’il
en soit ainsi.

Note. Les définitions qui précédent ne sont que les traductions, dans un lan-
gage adapté & I'homologie, des notions introduites par J. Leray [23] et J.-L.
Koszul [20]. On peut d’ailleurs obtenir les résultats de ce n° & partir de ceux de
Leray par un simple changement de notation: il suffit de remplacer p par —p.

Cette théorie peut s’étendre en majeure partie aux ‘“théories axiomatiques de
I’homologie”. Voir & ce sujet un exposé de S. Eilenberg ([6], Exp. VIII).

2. Cas d’un groupe gradué

Nous supposerons & partir de maintenant que le groupe A est gradué, c’est-a-
dire est somme directe de sous-groupes "A (n entier positif ou négatif); on
supposera de plus que d est de degré —1 vis a vis de cette graduation (autrement
dit, d(*A) < "T'A), et que la filtration est compatible avec la graduation,
c’est-d-dire que chaque A” est somme directe de ses intersections avec les "A.
Nous poserons A”'* = "4 M A?, et. nous désignerons par H,(A) le n-tme groupe
d’homologie de A.

Graduation des termes de la suite specirale.

L’existence d’une graduation sur A permet de définir des graduations sur les
divers groupes introduits au n° précédent. Nous noterons C?'%, B, C2, B&",
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D™ les sous-groupes de C7, ---, D" formés des éléments homogenes et de -
degré p + ¢. Chaque C7, ---, D” est somme directe des C7*, --- , D*'? pour
-0 < ¢ < 4w,

On pose de méme: E?* = CP9/(CP ™ 4+ BPY) (0 S r £ + ).

Les E7'? graduent E7 . Le terme E, de la suite spectrale est donc bigradué
par les EF'?; p est dit degré filtrant, ¢ degré complémentaire. Il y a avantage &
introduire aussi le degré p + ¢, ou degré total (il correspond au degré de A).
Les propriétés de degré des différentielles d, sont les suivantes: '

d, diminue le degré filtrant de r unités,
d, diminue le degré total de 1 unité,
d, augmente le degré complémentaire de r — 1 unités.

Une hypothése supplémentaire.

Nous ferons dans toute la suite I’hypothese suivante:
(®)—Si z 3 0 est un élément homogene de 4, 0 < w(z) < deg. z. En d’autres
termes: la filtration et. le degré sont positifs, et la filiration est inférieure au degré.
Une autre formulation est: A™° = "4 et A” = 0sip < 0.

Conséquences de U'hypothése (P).

On a tout d’abord E7* = 0 si p ou ¢ < 0. Il s’ensuit que E7* = 0 pour p
ou ¢ < 0, et r quelconque. Ceci est encore vrai pour E,, , comme on le voit tout
de suite. Puisque E%2'* = D”?/D* " onen conclut que D™ = 0et D™ =
H.(A). On a donc la suite de composition de H(A):

0=D""cp"c...cD" D" = H,(A).

En particulier, on voit que N, D* = 0.
ProrositioN 1. St la condition (@) est remplie, on a:

El = EP4A =El% = --- =EZ®  powr v > Sup(p, ¢+ 1)

Sir > p, les éléments de E;7'? sont tous des cycles pour d, , puisque d, diminue
le degré filtrant de r unités et que E;'* = 0 pour s < 0. De méme,sir — 1 > gq,
aucun élément 0 de E7'? n’est un bord pour d, ruisque d, augmente le degré
complémentaire de r — 1 unités. Il s’ensuit que EF? = EXy = ---

Reste & voir que 1’on trouve ainsi le groupe EZ'%. Pour cela, il suffit de remarquer

que, pour r assez grand, on a:
Cr? = :.q, B?Y = BP9
T ) r -
On voit donc en quel sens on peut dire que le groupe E, est la limite des groupes

E, : pour un degré total n donné, il existe un r assez grand pour que les groupes
formés par les termes de degré total n de E, et de E_ soient isomorphes.

Le groupe différentiel R.

Nous poserons R = A°, R, = A% R est un sous-groupe gradué stable de
A.On a B2 = H,(R). D’autre part, tous les éléments de E;*(r = 1) sont des
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cycles pour d, , puisque d, diminue le degré filtrant et que ces éléments sont de
degré filtrant minimum. Il en résulte une suite d’homomorphismes sur:

H,R) = EY" - E}?"— ...

En outre ces homomorphismes deviennent des isomorphismes sur, des que
r > q + 1, d’apres la Prop. 1. On voit donc que En¢ = E;?, s’identifie & un
quotient de H,{R) (ce que l'on peut voir aussi directement, sur l’expression
explicite de ces groupes en fonction des C7'? et des B!'?). Mais d’autre part

Es* = D" < H,(4). On peut donc écrire la suite d’homomorphismes:
H,(R) — Ex' — H,(A),

le premier étant sur, le second biunivoque. Le composé n’est autre que I’homo-
morphisme de H,(R) dans H,(A) induit par Vinjection: & — A.

Le groupe différenticl S.

Posons E?° = S, ,et S = 2,8, . Le groupe S est identique au sous-groupe
de E, formé des éléments de degré complémentaire 0. Comme d; conserve le
degré complémentaire, il s’ensuit que S est stable pour d, , et constitue un groupe
différentiel gradué.

On a H,(S) = EI'’; d’autre part, aucun élément > 0 de E”° n’est un bord
pour d, (r 2 2) puisque d, augmente le degré complémentaire et que ces éléments
sont de degré complémentaire minimum. Il en résulte une suite d’homomor-
phismes biunivoques:

con > EPY S EPY = H(S)

En outre, ces homomorphismes sont des isomorphismes sur dés que r est
assez grand. De facon précise (Prop. 1), on a E}Y, = EL°; mais EL° =
D" D"V = H,(A); D", On peut done écrire la suite d’homomorphismes:

Hy(4) — EL" — H,(S),

le premier étant sur, le second biunivoque.

Interprétons le produit de ces deux homomorphismes:

Pour cela, rappelons que Ef* = C7°/(C{™"" + BYy°). Comme C?° = "4, on
a donc¢ un homomorphisme canonique 7: 4 — S, qui commute avee le bord et
définit un homomorphisme =,:H,(4) — H,(S). Cet homomorphisme =, est
le composé en question.

Il résulte en particulier de ceci que I'image de =, est EZ° et que son noyau
est D"

Note. Dans toutes les applications de la suite spectrale connues jusqu’a présent,
le groupe 4 que l'on filtre est un groupe gradué. Par contre, la condition (¥)
n’est en général remplie que dans les applications touchant de prés ou de loin
4 la théorie des espaces fibrés (par exemple, outre cette derniere qui fait Pobjet
du chapitre suivant, la théorie des groupes d’opérateurs, ou bien celle des ex-
tensions de groupes discrets). Le cas le plus important ol elle n’est pas remplie
est la théorie de Morse.




HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 433

Dans le cas d’un espace fibré E de fibre F, base B, le groupe A est le groupe
des chaines de E, le groupe R celui des chaines de F, le groupe S celui des chaines
de B. En outre, les homomorphismes canoniques R — 4 — S sont ceux mdults
par les applications continues F — E — B.

3. La transgression et la suspension
Le groupe A/R.
Considérons & nouveau ’application canonique:

W:AP'O = {1.0_) f.O/(Cp—l.l + Bp,O) = S .

Si p = 1, cette application envoie R, = A°? dans C§™'"' et définit donc, par
passage au quotient, un homomorphisme:

i AP°/A = S, ;
en outre, si p = 2, 7' commute avec le bord et définit donc:
Tx:H,(A/R) — H,(S).
Or H,(A/R) = C3°/(CS" + BY®) et H,(B) = C3°/(CY™"" + BI). 1l suit de

13 que le noyau de T est éga,l 3 I'image de lr’apphcatlon canonique: C371" —
H,(A/R), et que 'image de r« est égale a:
C3*/ICE n (CT7 + BYY)] = C3°/(C32 + BY®) = E3°.
On peut résumer ceci en disant que la suite:
O Hy4/R) - B3 -0,

est exacte, et que le composé: H,(A/R) — E2° — EP° = H,(S) n’est autre
7
que mx.

Un diagramme.

Consiciérons le diagramme (I) qui suit.

0— I ————— ;Y =5 BT ——0
L
Hy(A) ————— H,(4/R) —°— H, 1(R) — H,_(4)
4y {
0— EY ————E})* B E" — BT —0
N\ / -1
AN 7 |
N // . ) |
0 H,(S) 0 0 0
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Les lignes et les colonnes de (I) forment des suites exactes; en outre ce diagramme
est commutatif car toutes les applications qui y figurent sont définies, soit par
une relation d’inclusion dans A, soit par passage au quotient & partir de la
différentielle d de A. Enfin les homomorphismes A et u quiy figurent sont biuni-
voques.

La transgression.

Considérons les deux homomorphismes:
!

Hya(R) < H,(4/R) =5 H,(8) ®z2),

et désignons par L le noyau de 9, par M celui de 7+ , par L’ Pimage de 9, par
M’ l'image de m .

Soit x € M’; choisissons un y tel que r+(y) = z, et considérons d(y). Clest
un élément de H,_;(R) qui, lorsque y varie, décrit une classe modulo a(M). Par
passage au quotient, on obtient un homomorphisme canonique, appelé trans-
gresston:

T:M' — H, «(R)/d(M).

Les éléments de M’ sont dits éléments transgressifs de H,(S); un cycle de S dont
la classe d’homologie est transgressive est appelé cycle transgressif.

En traduisant la définition de }’ en termes de chaines, on voit que, pour
qu’un cycle z € S, soit transgressif, il faut et il suffit qu’il existe un a € 4, tel
que 7(a) = z et que da € R, .

ProposITION 2. Les groupes M’ et H,_1(R)/3(M) sont canoniquement tsomorphes
aux groupes E2° et E3*. Par ces isomorphismes, la transgression T:M' —
H, \(R)/d(M) est transformée en la différentielle d,:E5° — E3"".

Cela résulte immédiatement du diagramme (I).

La suspension.

Nous pouvons définir de fagon tout analogue & la précédente un homomor-
phisme de L’ € H, ,(R) dans H »(8)/mx(L). Cet homomorphisme sera appelé
suspension et noté =; on observera qu’il éléve les degrés d’une unité.

Le cas le plus important pour la suite est celui o0 H,(4) = H,1(4) = 0.
Dans ce cas, on a L' = H, ,(R), 7+(L) = 0, et la suspension est alors un ho-
momorphisme de H, 1(R) dans H,(S), égal & mx0d . On tire alors du diagramme
(I) le diagramme commutatif suivant:

d

EZ'O _Yr E%p—l
(I N
H,(S) <= H,\(R).

. . . 0 . .o
Dans ce diagramme, d, est un isomorphisme sur, £, — H,(S) est biunivoque
. 0,p—1
et a méme image que I, H, ;(R) — E,”" est sur, et a méme noyau que Z.
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Note. Comme il a été dit dans 'introduction, les notions de transgression et
de suspension ont été introduites par Chern-Hirsch-Koszul et Eilenberg-Mac-
Lane respectivement, dans des problémes particuliers. La proposition 2 est due
4 Koszul ([20], deux derniéres lignes).

4. Une suite exacte

Hypothéses.

Soient 1, j, r trois entiers positifs, avec ¢ < j.

Nous supposons que, pour tout n tel que ¢ < n =< j, on ait EJ* = 0 pour
tout couple (p, q), tel que p + ¢ = n, et distinct de deux couples particuliers:
(an , bn) et (c. , d.). Pour éviter un abus d’indices, nous conviendrons de noter
"E, (resp. "E%.) le terme E?*? correspondant & p = a,, ¢ = b, (resp. p = ¢, ,
g = d.). Ainsi E, pour le degré total n, ne contient que deux termes éventuellc-
ment non nuls: "E; et "E. . On supposera que @, < ¢, .

Enfin nous ferons les deux hypothéses suivantes:

IIA
IIA

iE'f’q=0 si pt+g=n—-1 p=Sa.—r et ¢

n = j;
E)X*"=0 si p+gq=n+1 p=Zc.+r et i=n=j

IIA

ProrosiTioN 3. Dans les hypothéses précédentes, on a une sutle exacte:
‘E; — Hi(A) —» E! — 'E; — .-+ — 'E] — H{(A) — 'E_ .

DeEmonsTrATION. Considérons d’abord la suite de composition de H,(A) for-
mée par les D”(p + ¢ = n). On sait que D*/D" """ = E%? Supposons
alors que 1 £ n < j;si p % a, ou ¢, , on aura par hypothese E7'* = 0, d’ol
EZ? = 0. On a donc la suite exacte:

0— "E, — H,(A) > "Es — 0 G=<n<=<j.

Cherchons "E. ; pour cela, remarquons que la différentielle d, est nulle sur
"E. (s = r) puisqu’elle applique ce groupe dans E**%, ol p = a, — 8, ¢ =
b, + s — 1, groupe qui est nul vu les hypothéses faites. I1 suit de 1 que "KL
est le quotient de "E, par le sous-groupe formé des éléments qui sont des bords
pour les différentielles d, . De méme, aucun élément =0 de "E; n’est un bord
pour d,(s = r), et on en conclut que "EL est le sous-groupe de "E; formé des
éléments qui sont des cycles pour les différentielles d, . On peut donc écrire la
suite exacte:

"E, — H.(A) — "E/ (G =n 7).

Quel est le noyau du premier homomorphisme? Nous avons vu que c’est le
sous-groupe des éléments qui sont des bords pour 'une des différentielles dy(s = ).
Supposons que ¢ £ n £ j — 1; il n’y a alors que deux termes de E, , dont le
degré total soit n -+ 1, et qui puissent ne pas étre nuls: ""'E, et ""'E} . En
outre, nous avons déja vu que les éléments du premier groupe sont tous des
d.-cycles. Il en résulte qu’il existe au plus une différentielle d, non nulle, celle
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. . +1 7 ’ . N
qui applique """ E; dans "E, , et qui correspond donc & s = ¢,41 — @, . On a
done la suite eracte:

"ME! - "E; — H,(A) G<nsj— 1.
On établit de méme la suite eracle:
H.(4) > "E; —>"'E, G+1=ns).

En combinant les diverses suites exactes que nous avons obtenues, on trouve
le résultat cherché.

COROLLAIRE. Supposons que, pour tout n = 0, on ait E'* = 0 pour p 4 ¢
=nelp # a,. Supposons en outre que a, < G,y + r pour tout n = 0. On a
alors H,(A) = E2* pour tout n = 0.

11 suffit de poser ¢, = a, + 1,d, = b, — 1,7 = 0,j = + =, et d’appliquer
la proposition.

Note. La proposition 3 est celle que 1’on utilise habituellement pour obtenir
une suite exacte & partir d’une suite spectrale. On en verra plusieurs exemples
au Chapitre II1.

6. La suite spectrale—Cas de la cohomologie

C’est le cas classique, pour lequel le lecteur pourra se reporter a [20] ou &
[23]. Nous allons en résumer brieévement les points essentiels.
Groupe différentiel gradué a filtration décroissante.

Soit (A*, d) un groupe gradué muni d’une différentielle d de degré +1. On
dit que des sous-groupes A*” (p entier positif ou négatif) définissent sur A une
filtration décroissante si les conditions suivantes sont remplies:

(1) N, A% = 0, A*® D A** d(A¥) C A*.
(2) Chaque A*’ est somme directe de ses composantes homogénes.
() Siz # 0 est homogene, 0 < w(z) < deg. z.

(On a noté w(x) la borne supérieure des entiers p tels que z ¢ A*"). Il résulte
de (3) que 4™ = 4.

La suite spectrale.

On définit comme au n°2 les groupes A*"'%, 77 ("¢ B}™? BiP'%, D*',
EX"% Par exemple, C;7'? est formé des éléments z ¢ A*?, homogenes et de degré
p + g, tels que dx ¢ A***", On a:

EF™ = CP/(CE T+ BYAD) (1= 0,1, 00, )
E:p.q - D*p,q/D*pH.q—l
O - D*n+l.—1 c D*n,() c...-C D*l,n—l c D*O,n — Hn(A*).

La différentielle d, , obtenue par passage au quotient comme au n°l, applique
E™ dans E'*""""*'; ses propriétés de degré sont donc opposées & celles
données au n°2. On a encore H(EY) = EY,, . La suite des (E;) est dite suite
spectrale de cohomologie de A.
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Les groupes différentiels R* et S*.

On pose R* = A*/A¥ S} = ET"™° §* = >, S¥ . Les résultats des n° 2 et
3 se transposent alors sans peine: on a des homomorphismes canoniques permis:
S* — A* — R* qui donnent lieu aux homomorphismes: H”(S*) — H*(4*) —
H”(R*); la transgression d,: E3° """ — E+7° applique un sous-groupe de H**(R*)
dans un quotient de H”(S*) pour p 2 2; elle peut aussi étre obtenue par passage
au quotient & partir des homomorphismes:

H™(RY —2 HY(4%) —— HP(5%);

pour qu’un cocycle x de dimension p — 1 de R* soit transgressif (c’est-a-dire
pour que sa classe de cohomologie appartienne 3 E;""7"), il faut et il suffit
qu’il existe @ ¢ A*, se projetant en x par ’homomorphisme A* — R*, et tel que
dae S} .

Ezxemple.

Soit A un groupe différentiel gradué & filtration croissante, vérifiant ().
Posons "A* = Hom ("A, @), ou G est un groupe abélien quelconque. Le groupe
A* = Y, "A* est gradué par les "A* et peut étre muni d’une différentielle d,
transposée de celle de A.

Si A désigne les sous-groupes définissant la filtration de A, appelons A*”
I’annulateur de A”™. On vérifie aisément les propriétés (1), (2), (3).

Structure multiplicative.

Supposons que A* soit muni d’une structure d’anneau telle que:

(a) Si = et y sont homogénes de degrés p et g, -y est homogéne de degré
p + ¢, et Ponad(xy) = de-y + (—1)"z-dy (on dit alors que d est une
antidérivation de A);

(b) A*¥*-A* C A*™

On voit alors tout de suite que I’on peut munir les E; d’une structure d’an-
neau, avec E;"%-E*"" C E™" M et que les différentielles d, sont des
antidérivations des E; (pour le degré total).

Si A* est associatif (resp. posséde un élément unité), il en est de méme des £ .

Une sutte exacte.

Les résultats du n° 4 se laissent également transposer sans aucune difficulté.
Les hypothéses 4 faire sont exactement les mémes, au remplacement prés des
E?? par EX™% Nous continuerons & noter "E}’ (resp. "E}") le terme E;"*
correspondant & p = a,,q = b, (resp. p = ¢, ¢ = d,). On a alors:

ProrosiTioN 3. Dans les conditions précédentes, on a une suile exacte:

‘BY — H(A4* « B! « 7B « ... « "B « H'(4) « 'E".
6. La suite spectrale attachée au revétement universel d’un espace

Soit X un espace connexe par arcs, localement connexe par arcs, et localement
simplement connexe; on définit & la fagon habituelle (Voir par exemple, Pontr-
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jagin, Topological groups, n° 46) son revétement universel T. Nous allons rap-
peler quelques relations, dues & Leray et Cartan ([8], [3], [6]), existant entre
I’homologie de X, celle de T, et celle du groupe fondamental I de X.
Définition du revétement universel. Rappelons-la briévement: soit ¢ ¢ X un
point fixé; T est I’ensemble des classes de chemins homotopes issus de e. Soit
¢ € T, et h un chemin de la classe ¢; soit U un voisinage de 'extrémité b de h,
et désignons par Vi ’ensemble des classes de chemins obtenus en composant
h avec un chemin issu de b et contenu dans U; par définition, les V' forment un
systeme fondamental de voisinages de ¢ dans T. On vérifie aisément que T,
muni de cette topologie, est connexe par arcs, localement connexe par arcs,
localement simplement connexe, et simplement connexe. Si & tout q € T, on fait
correspondre I'extrémité commune b des chemins de la classe ¢, on définit ainsi
une application continue p:T — X, appelée projection de T sur X. Cette pro-
jection est un homéomorphisme local, et définit comme on sait un isomorphisme
du groupe d’homotopie :(T) sur le groupe d’homotopie 7(X) ( = 2,3, --- )

Les opérateurs définis par I sur T.

Identifions II au groupe des classes de lacets en e; le groupe IT opére alors
canoniquement sur 7'; tout élément de II, autre que 1’élément neutre, définit
un homéomorphisme sans point fire de T sur lui-méme. Il en résulte que II
opere dans le complexe singulier de T', done dans les groupes d’homologie et de
cohomologie singuliéres de T'. En outre, tout simplexe singulier de X est image
par la projection p d’un simplexe singulier de T, défini & une opération de IT
prés. Autrement dit (avec les notations de [6]): Le complexe singulier de T,
K(T), est T-libre, et le complexe K(T)n est tsomorphe 4 K(X).

(Rappelons que K(T)n désigne le quotient de K(T) par la relation d’équiva-
lence qu’y définit II).

La suite spectrale.

Ce qui précede permet d’appliquer les résultats de [6], Exp. XII. On obtient
ainsi:

ProposiTION 4. Soient X un espace connexe par arcs, localement connexe par
arcs et localement simplement connexe, I = 7 (X), T le revétement universel de
X, G un groupe abélien. Il existe une suite spectrale d’homologie (E,) avec Ef'" =
H,(MI, H(T, @)) dont le groupe terminal est isomorphe au groupe gradué associé
a H(X, G) convenablement filtré.

TUne suite analogue existe en cohomologie.

(Précisons que H,(II, H, (T, G)) désigne le p-éme groupe d’homologie de II,
au sens de Hopf-Eilenberg-MacLane-Eckmann, & valeurs dans le g-eme groupe
d’homologie singuliere H (T, G), groupe sur lequel II opeére canoniquement,
comme on l’a vu). }

CoroLLAIRE 1. S¢ II est le groupe additif Z des entiers, et s'tl opére trivialement
sur Hy(T, k) pour tout i (k désignant un corps), alors H,(X, k) est isomorphe a
la somme directe de H.(T, k) et de H; (T, k).
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SiII = Z opére trivialement sur un groupe abélien G, on sait que Hy(II, G) =
H\(I,G) = Get H(I1, G) = 0 pour ¢ = 2 (ceci n’est rien d’autre, d’aprés.un
théoreme de Hurewicz [18], que ’homologie d’un cercle). Dans le terme E: de
la suite spectrale de la Prop. 4 le degré filtrant p ne prend que les valeurs 0 et
1, et il s’ensuit que les différentielles ds, ds , - - - sont nulles puisqu’elles abaissent
ce degré de 2, 3, - - - unités. Le terme E_ est done isomorphe & F, , et, pour le
degré total 7 ne comporte que deux termes:

HM,H(T, k) = H(T, k) et H\M, H(T, k) = H._(T, k).

Puisque les coefficients forment un corps, H.(X, k) est isomorphe (non canoni-
quement) & son groupe gradué associé, d’olt le résultat.

COROLLAIRE 2. Supposons que m soit un groupe d’ordre fint, opérant trivialement
sur H(T, k) pour tout 7 (I étant un corps dont la caractéristique ne divise pas
I’ordre de 11). Alors:

HA(X, k) = H(T, k).

On a HyII, H(T, k)) = H{T, k), et H;(Il, H(T, 1)) = 0 sij > 0 (c’est
une conséquence bien connue du “Japanese homomorphism’). On applique
alors le corollaire 4 la Prop. 3.

Note. Nous n’avons voulu donner que les deux résultats, trés élémentaires,
dont il sera fait usage dans la suite. Ce sont des cas trés particuliers de résultats
plus généraux, pour lesquels nous renvoyons le lecteur & [6], Exp. XI, XTI, XTII.

CuaPITRE II. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE SINGULIERES DES ESPACES FIBRES
1. Homologie singuliére cubique

La théorie singuliere classique (Eilenberg [10]) utilise des simplexes; dans la
suite de ce chapitre, nous aurons besoin d’une définition équivalente, mais utilisant
les cubes; il est en effet évident que ces derniers se prétent mieux que les sim-
plexes & I’étude des produits directs, et, a fortiori, des espaces fibrés qui en sont
la généralisation. '

Passons en revue les différentes définitions et notations de la théorie cubique:

Les cubes singuliers.

Soit I le segment (0, 1), X un espace topologique. Un cube singulier de X &
n dimensions est, par définition, une application continue u:I" — X, ou, ce qui
revient au méme, une fonctign continue u(x;, +--, x,) (0 £ z; = 1) a va-
leurs dans X. En particulier, un cube de dimension 0 est un point de X, un cube
de dimension 1 est un arc tracé dans X.

Tn cube u de dimension n est dit dégénéré lorsque sa valeur ne dépend pas
dex, :onau(xy, -+, x) = u(xy, -+, Tu1, Ya) quelles que soient les valeurs
prises par Iy, ‘-, Ta-i, Tn , Yn . Par exemple, un cube de dimension 0 n’est
jamais dégénéré; un cube de dimension 1 est dégénéré si et seulement si il est
ponctuel.
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On notera @,.(X) le groupe libre admettant pour base I’ensemble des cubes
singuliers de dimension n de X, D,(X) le sous-groupe de Q.(X) engendré par
les cubes dégénérés, Q(X) (resp. D(X)) la somme directe des Q.(X) (resp.
Dau(X)).

L’opérateur bord.

Soit % un cube singulier de dimension n; nous allons définir certaines faces
particuliéres de u.

Soit H une partie & p éléments de I’ensemble {1, --- , n} et soit ¢ = n — p;
soit K le complémentaire de H, et ¢x ’application strictement croissante de K
sur ’ensemble {1, - - - ¢}. Si ¢ = 0 ou 1, nous définirons un nouveau cube singu-
lier A\yu, de dimension ¢, en posant:

()‘:iu)(xl’ ot ,.’l?q) = u(yly e $y")

ot les y; sont donnés par:

siteH, Yi = &€
stteK, Yi = ZTog-

Si H est réduit & un seul élément 7, on écrit A; w au lieu de A{;ju.
On a donc:

0
Aiw) (@1, ooy Taa) = u@r, 0, 2im1, 0, Tiy -0 0y Tuoa)
()‘liu)(xly Tty xﬂ—l) = u(xla ety Xi, 1’ Xiy oo )>xn—l)'

Ceci étant, nous appellerons bord du cube u de dimension n 1’élément de
Q,_1(X) défini par:

du = 2 (= D'\u — Aw).
=1

La formule évidente:
Ao NS = Nilio A G < j)

entraine que ddu = 0. En outre, d applique D,(X) dans D,(X), car si u est
un cube dégénéré, Aju l’est aussi pour ¢ = n — 1, et A%u = Ayu. I1 en résulte
que D(X) est un sous-groupe permis du groupe différentiel Q(X).

Les groupes d’homologie et cohomologie cubiques.

DfriniTioN. Le groupe gradué 4 dérivation C(X) = Q(X)/D(X) est dit
groupe des chaines cubiques singuliéres de ’espace X. Ses groupes d’homologie
et de cohomologie & coefficients dans un groupe abélien G sont dits groupes
d’homologie et de cohomologie cubiques de X & coefficients dans G.

On notera C,(X) le groupe Q.(X)/D.(X); on a donec C(X) = > Cu(X).
Ce groupe admet une base, dont les éléments correspondent biunivoguement
aux cubes non dégénérés de X de dimension n; c’est done un groupe libre, ce
qui permet de lui appliquer les théorémes classiques des coefficients universels.
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Nous noterons (",(X, G) le groupe C,,(X) ® G, groupe dex chainzs singuliires

cubiques de dimension n & coefficients dans G; le groupe d’homologie cortes-
pondant sera noté H,(X, G).

Nous noterons C"(X, &) le groupe Hom(C,(X), G) des cochaines cubiques de

dimension n & valeurs dans . Une telle cochaine peut étre identitiée A une

fonction, définie sur les cubes de dimension n de X, nulle sur les cubes dégénérés,

et & valeurs dans G. L’opérateur de cobord sera noté d; les groupes de cohomo-
logie, H"(X, G).

Multiplication des cochazines.

Supposons que G soit un anneau, et soient f, g deux cochaines de X & valeurs
dans G, de degrés p et q respectivement. Soit u un cube de dimension p + ¢
de X'; on va définir une cochaine de degré p + ¢, que 'on notera f-¢, en posant:

(f9h = ; pa.xf Ak u) -g(Aw),

ou H décrit 'ensemble des parties & p éléments de {1, ---, p + ¢}, KN est le
complémentaire de H, et pz,x = (—1)" (v étant le nombre des couples (7, j)
tels que i e H, jeK, j < 7).

On vérifie aisément la régle habituelle de dérivation:

d(f-g) = df-g + (—=1)"f-dg.

Si f et g sont toutes deux nulles sur les cubes dégénérés, il en est de méme de
f-g. En effet, si u est un cube dégénéré, ou bien Axu est dégénéré, ou bien Ay u.
Si 'anneau G a un élément unité, ’'anneau des cochaines a un élément unité
(grice au fait qu’il n’y a pas de cubes dégénérés en dimension 0); si G est asso-
ciatif, il en est de méme de 'anneau des cochaines.
Ceci permet de définir I'anneau de cohomologie H¥(X, G) = > H'(X, 6.

Coefficients locauzx.

Soit (G.) un systéme local sur X au sens de Steenrod [30]. Rappelons que,
si h est un arc dans X d’origine a et d’extrémité b, on associe & ~ un isomorphisme
T, de G, sur Gy . En outre, T, ne dépend que de la classe d’homotopie de h et
satisfait & une condition évidente de transitivité. Si X est connexe par arcs,
tous les G, sont isomorphes, et le systéme local est entiérement déterminé
par la donnée de 'un d’eux, G, , et des automorphismes définis dans G, par le
groupe fondamental de X en a.

Les chaines cubiques sur X a valeurs dans le systéme local ((7.) sont les com-
binaisons lindaires formelles de cubes u de X, le coefficient de u étant pris dans
le groupe G, ol x est le “premier sommet” de u, c’est & dire le point
x = u, -, 0).

Le bord de g-u est donné par la formule:

dlg-u) = 2 (=1) (Tuiely) - Nu — Tinla) - Nw),
=1
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ou T, .. désigne I'isomorphisme attaché au chemin { — u(0, --- , te, 0, -+ -, 0),
ol te est a la z-éme place. On remarquera que 7, :0(9) = g.

On définit de facon duale les cochaines, et leur cobord. Quant au cup-product,
il est donné par la formule:

(f-9)(w) = ; pr.xfOR W)+ Tun gO0),

ou 7,y représente I'isomorphisme des groupes de coefficients attaché au chemin
x«,n de X, chemin défini par:

Xu,g(t) = w(xy, -+, Tpig), avecx; = 0sizeK, x; =tsiteH.

Comparaison avec la théorie singuliére classique.

Soit L, le simplexe affine type de dimension n, ¢’est & dire la partie de ™"’
formée des systémes (yo, -+ , ya) avec 0 < y; < 1, et 2 oy: = 1. Les formules:

Yo =1-x

i = 2(l—x)

Yno1 = iy + + Lay(l—2,)
Yn = T1X2 *** Tpn—1Tn ,

définissent une application 6, de I" sur L, .
La famille des applications 6, permet de définir un homomorphisme 6 du groupe
des chaines singuliéres (au sens usuel) dans le groupe des chalnes singuliéres
cubiques. On vérifie par des calculs faciles que § commute avec le bord, et que
son transposé est multiplicatif vis-a-vis du cup-product. Il définit done un
homomorphisme des groupes d’homologie singuliere classiques dans les groupes
d’homologie cubique, ainsi qu’un homomorphisme multiplicatif des groupes de
cohomologie cubique dans les groupes de cohomologie singuliére classiques.
On peut montrer que ces homomorphismes sont, en fait, des isomorphismes sur;
nous ne le ferons pas ici, renvoyant le lecteur 4 un article d’Eilenberg-MacLane
en préparation.

Il résulte de ceci que 'on peut appliquer & I'homologie cubique tous les ré-
sultats connus sur ’homologie singuliére. Citons en particulier ceci:

Si G est un anneau commutatif, et si fe H'(X, G), g e H (X, @), alors f-¢g =
(—1)"g-f (anticommutativité du cup-product).
Dans la suite de cet article, nous dirons “homologie singuliére” et “cohomo-
logie singuliere” au lieu de ‘“homologie cubique” et ‘‘cohomologie cubique”.
2. Espaces fibrés; définition et premiéres propriétés

Pour établir les propriétés de la suite spectrale d’homologie des espaces
fibrés (ce qui est le but de ce chapitre), nous utiliserons exclusivement le théoréme
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de relévement des homotopies pour les polyédres. Aussi le prendrons-nous comme
définition:

DeriNiTION. Nous appellerons espace fibré le triple (E, p, B), ot E et B sont

des espaces topologiques et p une applicaiion continue de E sur B vérifiant la con-
dition:
(R)—Quelles que soient les applicaitons continues f:P X I — B, g:P — E (ou
P désigne un polyédre fini, et I le segment [0, 1)) vérifiant pog(x) = f(z, 0) pour
tout x € P, 1l existe une application continue h: P X I — E telle que poh = f et qur
h(z, 0) = g(x) pour tout x € P.

Ezxemples.

1. Les espaces fibrés localement triviaux (fibre-bundles) jouissent de la propriété
(R). Voir, par exemple, [5], Exp. VIII.

2. 11 en est de méme des fibre-spaces d’Hurewicz-Steenrod.

3. Les espaces fibrés principaux (au sens de [5], Exp. VII) dont le groupe struc-
tural est un GLG (au sens de Gleason) jouissent de la propriété (R).®

4. On verra au Chapitre IV que les espaces de chemins vérifient la propriété
(R) bien qu’iis ne rentrent dans aucune des catégories précédentes.

REMARQUE. B n’étant pas supposé séparé, les ensembles p~(b), b € B, ne sont
pas nécéssairement fermés. D’autre part, la topologie de B n’est pas nécessaire-
ment identique & la topologie quotient de E par la relation d’équivalence
définie par p.

ProrosiTioN 1. Sotent (E, p, B) un espace fibré, A et K deuxr polyédres finis,
contractiles, tels que A C X. On suppose données des applicaiions continues f: X —
B, g:A — E, lelles que pog(x) = f(x) pourtoui x € A. Il existe alors une applica-
tion continue h: X — E, prolongeant g et telle gue poh = f.

Donnons d’abord deux lemmes, dont le premier est bien connu, et dont le
second se démontre aisément par récurrence sur n (le cas n = 1 n’étant qu’une
reformulation de la propriété (R)):

LemME 1. Un polyédre contractile est un rétracte de tout espace normal qui le
contient.

LemME 2. Supposons que X = A X I", A étant plongé dans X par Pap-
plicaiion: a — (a, s), ou s est un point fixé de I". La proposition 1 est vraie dans ce
cas.

Démontrons maintenant la Prop. 1. Soit ¥ Dlespace X ou l'on a identifié
I’ensemble A & un seul point y; plongeons ¥ dans un cube I" ol n est un entier
convenable (c¢’est possible parce que Y est de dimension finie); le point y vient,
en s e I". Nous désignerons par j 'application X — Y C I", et par r une ré-
traction de X sur A (qui existe d’apres.le lemme 1).

L’application x — (r(x), j(x)) plonge X homéomorphiquement dans 4 X I,
et, par cette application, le point @ ¢ A vient en (a, s).

2 Cela résulte d’un théoréme de A. Borel (C. R. Acad. Sci. Paris, 230, 1950, p. 1246-
1248) et d’un théoréme de I’auteur (Ibid., 230, 1950, p. 916-918).
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D’autre part, X est un rétracte de .1 X I" (lemme 1); ceci permet de prolonger
fiX—B,enf:A X I" — B. On peut alors appliquer le lemme 2, et I’on obtient
une application ': 4 X I" — E, prolongeant ¢ et telle que pok’ = f’. Il n'y a plus
alors qu’'a prendre pour h la restriction de &' 4 X.

REMARQUE. Réciproquement, on montre aisément que la propriété énoncée
dans la Prop. 1 entraine la propriété (R). Nous n’utiliserons pas ce fait dans la
suite.

ArpLicaTiON. Soit F une fibre de E, c’est-a-dire un ensemble de la forme
p (D), b € B. Un raisonnement bien connu, utilisant la Prop. 1, montre que la
projection p définit un isomorphisme de 7, (E mod. F) sur 7,(B) pour tout <.
D’ou la suite exacte d’homotopie:

= ai(F) > 1) > 7i(B) > 7ia(F) > mia(E) — - -

3. Le systéme local formé par ’homologie de la fibre

Soit x ¢ E, et b = p(x) € B; nous désignerons par F la fibre passant par z;
autrement dit, F = p~'(b).

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin de ce chapitre, nous supposerons que
B et F sont connexes par arcs. Il en résulte immédiatement que E est connexe par
arcs, de méme que les autres fibres (utiliser la propriété (R)).

Cette hypothése permet d’employer uniquement des cubes singuliers ayant tous
leurs sommets en x (ou b), sans changer ’homologie de F, E, E mod. F, B.
Cela résulte, par exemple, de l'isomorphisme entre la théorie cubique et la
théorie singuliere ordinaire. Ainsi, lorsqu’il sera question dans la suite d’un
cube de E (resp. de B), il sera sous-entendu que ses sommets sont tous en z
(resp. en b).

Nous allons maintenant montrer comment le groupe =,(B) opére sur les groupes
d’homologie de F. Pour cela, introduisons la notion suivante:

DerFIntTION. Sott (E, p, B) un espace fibré, v un lacet sur B dont les extrémités
sont confondues au point b. Une application C qui, @ tout cube singulier u de di-
mension n de F, fait correspondre un cube singulier C(u) de dimension n + 1 de
E est dite une construction subordonnée a v s¢ les conditions suivantes sont rem-
plies;

1. M Cu) = u.

2. (P°C(u))(t, by ooy tn) = T)(t).

3. C(\iu) = AiaC(u) (¢ = 0, 1).

4. Si u est dégénéré, C(u) est dégénéré.

Soit S¢ Pendomorphisme des chaines cubiques de F défini par: (Scu)
(ty, =+, ta) = Cw)(1, b, -+, ts) (définition qui est licite parce que la condition
4 est remplie). ' ) '

La condition 3 entraine que Sc(Aiu) = Xi(Scu), d’ou par récurrence sur le
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nombre d’éléments de H, Sc(Azu) = Ax(Scu). En particulier, S commute avec
le bord: c’est un endomorphisme permas.

LemME 3. Pour tout lacet v, 1l existe au moins une construction subordonnée
a v. En outre, st vy et vy sont deux lacets appartenant d la méme classe d’homotopie,
et st Cy et Cq sont deux constructions subordonnées d v, et vy respectivement, alors
Se, et Sc, sont homotopiquement équivalents.

(La démonstration sera donnée au n°13)

Soit » un lacet sur B, de classe d’homotopie « € m(B), C une construction
subordonnée & v, S; ’endomorphisme permis qu’elle définit. L’endomorphisme
S¢ définit un endomorphisme des groupes d’homologie de F, endomorphisme
qui, d’apres le lemme 3, ne dépend que de «. Nous le noterons T, .

ProrositioN 2. L’application o — T, est une représentation de m(B) dans le
groupe des automorphismes de H(F).

(Rappelons que m(B) est muni d’une loi de groupe, obtenue par passage au
quotient & partir de la loi de composition des lacets, que nous noterons x, et
dont on trouvera la définition au Chap. IV, n°l).

Il nous suffit de montrer que 7. = 1, et que TaoTs = Taxs . Pour voir que
T. = 1, considérons la construction: ‘

(Cu)(t) tly e ytn) = u(t]_, trt tn)~

Il est clair qu’elle est subordonnée au lacet réduit au point b, et que Sc(w) = u
pour tout u. D’ou T, = 1.

Pour voir que TaoTs = Taxs, s0it v €@, v'e 8; on a v * v'e axB. Soient (' et
(' des constructions subordonnées 3 v et v’ respectivement. On définit une cons-
truction C” par la formule:

(C'u)(2t, £y, -+, tn) sit<1/2
(C”u)(t,tl, ’tn) = J} ) . )
WCScu))2t — 1, 4, -+, tn) sttt = 1,2
La construction C’’ est subordonnée au lacet v/ = v * v'. En outre:
(SC"u)(tly R tn) = (C(Sc'u))(l, tlv Ty tn) = (SC°SU'U')(t1) ) tﬂ)'

Doll S¢rv = Sco Scret Tuo Ts = Taxs, cqfd.

Nous avons ainsi montré que m(B) opérait canoniquement sur H(F); on
peut de méme le faire opérer sur H*(F), anneau de cohomologie de I'. Ainsi,
H(F) et H*(F) forment des systémes locaux sur B.

ProrosiTiON 3. Supposons que E soit un espace fibré localement trivial dont le
groupe structural G soit connexe par arcs. Alors m(B) opére trivialement sur H(F)
et H*(F).

Soit » un lacet sur B; nous allons déterminer une construction C subordonnée
a v, et telle que Scu = u pour tout u. Cela démontrera la proposition.

Soit T D’espace obtenu en identifiant les points O et 1 de I; v définit une ap-
plication ¢': T — B. Soit £’ 'espace fibré image réciproque de E par I'application
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v (Voir [5], VII et VIII); £ est un espace fibré de fibre F et de base T, et ’'on
a le diagramme commutatif:

E R E
/ l
A
T ', B

Comme G est conncre par ares, E’ est trivial, c’est & dire isomorphe & T X F.
81 alors u est un cube de F, on peut définir dans £ = T X F le cube I X u,
produit direct de I'application canonique I — T, et de w:I" — F. En posant
C(u) = ho (I X u), on ohtient une construction telle que Scu = w.

Note. Une methode analogue & celle suivie ci-dessus permet de montrer (sans
hypotheéses de connexion) que les groupes d’homologie et de cohomologie des
fibres d'un espace fibré (£, p, B) forment des systémes locaux sur B.

4, Filtration du complexe singulier de E

(Rappelons que I et B sont connexes par ares, et que tout cube singulier sur
L ou B est supposé avoir tous ses sommets en x, ou b).

Nous allons filtrer le complexe A = C(F), complexe singulier cubique de
E (formé des cubes ayant tous leurs sommets en x, d’aprés ce qui précéde).
Nous obtiendrons ainsi une suite spectrale (E,) dont nous calculerons le second
terme en fonction de 'homologie de B et de celle de F (Voir Th. 2); le terme
E_ de cette suite sera le groupe gradué associé au groupe filtré H(FE).

Définition de la filtration.

Pour filtrer A = C(E), il suffit de filtrer Q(E) par des sous-groupes

< T" C TP C -+, et de prendre les images A” de ces sous-groupes dans A.

Définissons T7* C Q,,,(E) de la facon suivante:

T"* est engendré par les cubes de E, de dimension p + ¢, soient u, tels que le
cube p o u, projection de u sur B par p, ne dépende pas de ses ¢ derniéres coor-

données. Un tel cube u est donc caractérisé par le fait que p(u(ty, + -+, tptq))
ne dépend pas de tpi1, -, lpiq-
On pose:
T? = Z TP

e
La filtration définie par les T” vérifie visiblement la condition:

(®) 0 < w(z) < deg. z,

lorsque = 0 est homogeéne.

En outre, si uweT?, NueT® pour 7 quelconque, et, si ¢ < p, on a
méme Nu e T"7". 11 suit de 13 que les T sont stables pour 'opérateur bord,
et, par conséquent, les. 47 vérifient toutes les conditions imposées aux n°l et 2
du Chap. I i une filtration.
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Etude du terme E, .

Rappelons que Ef = A”/A””, que E, = 3, E¥, et que chaque E? est munide
la différentielle dy obtenue par passage au quotient a partir de A”. Ici, E7 est
donc isomorphe au groupe formé des combinaisons linéaires de cubes u, tels que
w(u) < p, modulo les combinaisons linéaires de cubes dégénérés et de cubes tels que
wu) < p — 1.

Si u est un cube tel que w(u) < p, on a:

dou = Z (=1)'A\Ju — Aju) dans EV,
1>p
puisque Nju e T"'sii < p.

Définissons maintenant deux opérations B et F sur les cubes u e T"'?: Bu
sera un cube de dimension p de B, Fu un cube de dimension ¢ de F, définis par
les formules:

Bu(ty, -+, t,) = poulty, -+, tp, Y1, " Ya) (¥: quelconques)
Fu(tly"'ytq) =u(0}..')0)t1).."tq)‘

(Pour un cube u donné, il y a autant de cubes Fu, Bu que d’entiers p tels que
w(n) £ p £ deg. u; en toute rigueur, il faudrait donc indexer les opérations B
et F avec lentier p; nous nous en dispenserons tant qu’aucune confusion ne
pourra en résulter).

Les propriétés essentielles de Bu et Fu sont les suivantes:

1) Siw(u) < p — 1, Bu est dégénéré.

2) Siuest dégénéré et si g > 0, Fu est dégénéré; si u est dégénéréet sig = 0,
Bu est dégénéré.

3) BNiu = Bu, FNju = \i_, Fusii > p, e =0, 1.

Introduisons maintenant le complexe J, = C,(B) ® C(F), muni de la dif-
férentielle dr définie par:

dr(b @ f) = (—1)"b @ df.

Définissons un homomorphisme ¢: Ef — J,, en posant:
(1) o(u) = Bu ® Fu.
Cette définition est compatible avec les passages au quotient qui définissent
E} grice aux propriétés 1) et 2) des opérations B et F. En outre, la propriété
3) entraine que dr o ¢ = ¢ o do, autrement dit que ¢ est un homomorphisme
permas.

‘ 5. Calcul du terme E,

11 résultera de la proposition suivante: )

ProrosiTION 4. L’homomorphisme permis ¢:Eq — J, , défini par la formule

(1), est une équivalence de chaines.
Nous allons construire un homomorphisme ¢:/, — FK{, permis, tel que



448 JEAN-PIERRE SERRE

¢sy = 1, et que ¥ o ¢ = h soit un opérateur d’homotopie. La proposition en
résultera évidemment.

Construction de .

LeMME 4. A tout couple de cubes (u, v), le premier de dimension p situé dans B,
le second de dimension q situé dans F, on peut associer un cube w = K(u, v) sttué
dans E, de degré n = p + q, de filtration < p, et vérifiant les conditions:

1. B-K(u,v) = uwet F-K(u,v) = ».
2. Pourtout i < q,0n a: K(u, \iv) = X\ ,K(u,v) (¢ =0, 1).
3. St v est dégénéré, K(u, v) est dégénéré.

(La démonstration sera donnée au n°11).

Posons y(u ® v) = K(u, v), considéré comme élément de Ej. Cette définition
est compatible avec les passages au quotient définissant J, , car, si u est dégénéré,
K(u, v) est de filtration < p — 1 d’apres 1., et, si v est dégénéré, K(u, v) lest
aussi d’apres 3.

La propriété 2. entralne que ¢y commute avec le bord, et la propriété (. que
¢o ¢ = 1; il reste done simplement & vérifier que: h = ¢ - est un opérateur
d’homotopie sur E§.

LeEMME 5. A towt cube u de E, de filtration < p et de dimension n = p + ¢,
on peut faire correspondre un cube Su de F| de filtration < p et de dimensionn + 1,
vérifiant les conditions: ' :

. B-Su = Bu

CSu(, -, 0,83, s xy) = w0, -0 0,2, 0, 2.
A Su = u el A Su = K(Bu, Fu).

. Pour tout i > p,on a: S\iu = A\inSu (e = 0, 1).

Si g > 0, et st u est dégénéré, Su est dégénéré.

(I.a démonstration sera donnée au n°12).

.Qfluk'cﬂl\';l—‘

Posons, pour u e Ej: k(u) = (—1)"Su.
Cette définition est compatible avec.les passages au quotient qui définissent
E} car:

siw(u) <p — 1, w(Su) < p — 1 (Propriété 1.)
si u est dégénéré et si ¢ > 0, Su est dégénéré (Propriété 5.)
si u est dégénéré et si ¢ = 0, w(Su) < p — 1 (Propriété 1.).

Calculons alors doku + kdou:

n+1l X
doku = D, (—1)PQAISu — A Sw)
t=p+1
n+1l X n41 .
kdou = Do (=D P(SAju — S\hw) = 2o (=D S = Asw),
i=pt1 i=p+2

d’apres la Propriété 4.
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On a donc:
2, 1 > N
doku + kdou = (=)' (\%48u — ASuw) = K(Bu, Fu) — u = h(u) — u,

ce qui montre que h est un opérateur d’homotopie et achéve la démonstration
de la Proposition 4. '

Soit maintenant G un groupe abélien, et filtrons le groupe A ® G des chalnes
de E A coefficients dans G au moyen des A” ® G. Le terme E} de cette nouvelle
filtration s’obtient en faisant le produit tensoriel de G et du terme Ef associé
3 la filtration de A (cela tient au fait que les A” sont facteurs directs dans A).
La proposition 4 montre que le terme E{ ainsi obtenu est homotopiquement
équivalent 4 C,(B) ® C(F) ® G = C,(B) ® C(F, @).

Puisque C,(B) est un groupe libre, les groupes d’homologie de C,(B) @ C(F, G)
sont caneniquement isomorphes aux groupes C,(B) ® H(F, G), et 'on obtient
ainsi:

TrEOREME 1. L’homomorphisme ¢ défini par la formule (1) induit un iso-
morphisme du terme ET'? de la suite spectrale aitachée d la filtration de C(E, G)
sur le greupe C,(B) ® H,(F, @), groupe des chaines singuliéres de dimension p
de B d coefficients dans le g-eme groupe d’homologie singuliére de F d valeurs dans G.

Plus briévement, nous écrirons:

(2) E, = C(B, H(F)).

ReMARQUE. Le Th. 1 montre la signification des divers degrés dont sont munis
les termes de la suite spectrale: le degré filtrant est le degré-hase, le degré complé-
mentaire est le degré-fibre, et le degré total correspond au degré dans E.

6. Calcul du terme E;

Nous venons de voir que E; était isomorphe & C(B) ® H(F, G); nous allons
chercher en quoi se transforme la différentielle d; par cet isomorphisme. Cela
nous permettra de calculer E; = H(E)).

Soitz = b ® heCo(B) ® H/(F, ?). Nous pouvons nous borner & examiner le
cas ol b est un cube de B, de dimension p.

Soit % un élément de C,(B) ® C,(F, G) qui soit un cycle de la classe d’homo-
logie de x. Pour calculer diz, nous procéderons ainsi: nous considérerons
¥(y) € E3", et nous choisirons un élément z e A” qui donne y¥(y) par passage au
quotient par A”™'. L’élément dz est alors dans 4”~" et c’est un cycle. Nous pren-
drons son image par I’homomorphisme ¢. Nous obtiendrons ainsi un cycle
teCpra(B) @ C,(F, G) dont la classe dans C,_((B) ® H,(F, G) sera égale &
dlx.

(Avant de donner le détail de ce caleul, observons que nous aurons besoin
d’utiliser les homomorphismes ¢, ¢, B, F, K, pour deux valeurs différentes de p;
aussi, pour éviter les confusions, mettrons-nous un indice supérieur p, et écrirons-
nous Bu, K”(u, v), ete.).
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Ecrivons d’abord un cycle m de la classe d’homologie de h sous la forme:
M = D afala, ga€G, U, cube de F. On peut donc prendre y = b @ m =
Dafab ® ua, d’oli:

2= 2 gaK?(b, ua).

On a:

dz = Zl(—l)‘ga N KP(b, ua) — NIKP(b, ua)l.
Nous pouvons décomposer la somme précédente en deux: Z{gp + Z,-> » - Mais,
sit > p, on a: NiK*(b, ua) = K”(b, Nipue) (¢ = 0, 1). Puisque m est un cycle,
Pexpression %, im1 ga( —1)*(A}%e — Aiu,) est une combinaison linéaire de cubes
dégénérésde F.Ilen est doncde méme de la somme partielle 35, , et cette somme
est donc nulle dans C(E). On peut alors écrire:

p .
dz = 2. (—1)'gNSK"(b, ua) — MNiK?(b, ua)l.
@) tml
11 est bien clair que chacun des termes de la somme précédente est de filtration
< p — 1, ce qui nous permet de calculer o*"'(dz) en appliquant 1’opérateur
¢ & chaque terme de cette somme. Comme ¢ '(u) = B"'u ® F"'u pour
tout cube u de filtration = p — 1, on doit considérer les cubes suivants:

B '\KP(b, ua) et FPASKP(b, ua) (Z < p).
Le premier de ces cubes est visiblement égal & \ib; le second est défini par la
formule:
(Fp-lktiKp(by ua))(xly ttty xq) = Kp(by ua)(Oy ttt 09 £, 0) frty Oy T,y xq)

ou ¢ est & la 7-éme place.
Pour interpréter cette formule, introduisons, pour tout b, tout 7 < p, ¢ = 0, 1,
la construction v — C(u) définie par:

C(u)(t’xly""xq) =Kp(b’u)(oy""07t6707""0ax1;""xq)~

On vérifie immédiatement que 'on a bien une construction subordonnée au
lacet v(t) = b, -+ ,0,¢¢,0, -+ ,0) ol ¢€ est & la i-eme place. Si nous notons
Sc,b,i,e ’'endomorphisme de C(F) attaché & cette construction, on a donc;

, Sc,b,,‘,g Ug = Fp_l)\e{Kp(b, uu),
ce qui permet d’écrire:

p .
t = Zl (—=1)'gl(AID) ® Scpiotia — (A\iD) @ Scuvint Ual.

Qylm=

Notons T,:,. 'automorphisme de H (F, G) défini par Sc,,:,. ; d’aprés le lemme
3, cet automorphisme ne dépend que de la classe d’homotopie du lacet »(t) =
b@©,:--,0,t,0,---,0). On a donc en définitive:

p .
3) dir = Z (= 1D'Ab @ Thioh — Nib @ Thinh).
=1 .
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Si le systéme local formé par H,(F, @) sur B est trivial, cette formule se réduit
4 la suivante:

3" dix = (db) @ h.

Dans le cas général, elle peut s’interpréter en disant:

ProrosiTION 5. L’isomorphisme canonique induit par ¢ du groupe ET? sur le
groupe Co(B) @ H,(F, @) transforme la différentielle d, en l'opérateur de bord
naturel sur Cp(B), au sens des coefficients locauzx que forment les H (F, @).

On tire tout de suite de 14 la valeur du groupe E7'® puisque c’est le groupe
d’homologie de E; muni de la différentielle d; , calculé en E7?:

TuoriEME 2. Soit (E, p, B) un espace fibré de fibre F et de base B connexes par
arcs; sotent G un groupe abélien, (E,) la suite spectrale attachée au complexe filtré
C(E,@). Le terme E3'? de cette suite est canoniquement isomorphe d H,(B, H,(F, ®)),
p-eme groupe d’homologie singuliére de B d valeurs dans le systéme local formé

par H,(F, G).
Plus briévement, nous écrirons:
(4) E, = H(B, H(F)).

Note. Le théoréme précédent est le pendant (pour la théorie singuliere) du
résultat énoncé par Leray dans [24], n°6, b (pour la théorie de Cech & supports
compacts). On trouvera un résultat analogue (valable pour toute théorie de
I’homologie) dans [6], Exp. IX. Dans les trois cas, les hypotheses & faire sur les
espaces fibrés considérés ne sont naturellement pas exactement les mémes.

Signalons d’autre part que ’on peut établir le Th. 2 sans supposer. B, ni F,
connexes. Nous ne ’avons pas fait ici, parce qu’il nous est plus commode de ne
considérer que des cubes dont tous les sommets sont en un seul point: cela
permet, comme on va le voir, de faire intervenir commodément ’homologie de
F, de E mod. F, ainsi que les groupes d’homotopie de E, F, B.

7. Propriétés de la suite spectrale d’homologie

Commengons par déterminer les groupes différentiels £ et S, définis dans le
cas général au Chap. I, n°2: Le groupe différentiel R est formé, par définition, des
éléments de filtration nulle. Or, pour qu’un cube u soit tel que w(u) = 0, il
faut et il suffit que sa projection soit réduite 4 un point. Comme tous ses sommets
sont en z, c’est donc qu’il est contenu dans la fibre F passant par z. Ainsi, le
groupe R, est isomorphe a@ C (F, @).
Le groupe différentiel S = 2 S, est la somme directe des E?°. Or, d’apres le
Th.1, E?* est isomorphe & C,(B) ® Ho(F, ) = C,(B, (). Le groupe S est donc
isomorphe au groupe des chaines de la base. En outre, d’aprés la Prop. 5, la
différentielle d; de S correspond & la différentielle naturelle de C(B, G). Enfin,
l’opérateur = : 4 — S n’est autre que ’homomorphisme induit par la projection
p: £ — B.

On peut alors appliquer les résultats des n°2 et 3 du Chap. I. On trouve ainsi
les homomorphismes:

H(F,GQ) — ES — H(E, G)

H,‘(E, G) - E:;o — H(B, G),
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les premiers étant sur, les seconds biunivogues. Quant aux composés, ils sont
définis par les applications continues: ¥ — E — B.

Le groupe Eo' = E%/, est le quotient de H (F, @) par les éléments qui sont
des bords pour les différentielles d, successives (r = 1).

Le groupe E.° = Ei{, est le sous-groupe de H(B, @) formé des éléments qui
sont des cycles pour les d, (r = 2).

La transgression.

D’aprés la Prop. 2 du Chap. I, elle a deux définitions équivalentes:

(a) cest la différentielle d, : 2 — E5"'. Sin = 2, cette différentielle appli-
que un certain sous-groupe de H,(B, @) dans un certain quotient de H._(F, G).

(b) On considére les homomorphismes:

H, . (F, Q) <> H,(Emod. F,G) -P* H,(B,q),

et ’on définit la transgression par passage au quotient, comme il a été expliqué
au Chap. I, n°3. '

La deuxiéme définition montre en particulier que E!° est l'image de
H,.(E mod. F, G) dans H,(B, @) par la projection. Ceci peut se traduire en
disant qu’un cycle z de B est transgressif (c’est-d-dire appartient au domaine
de définition de la transgression) si et seulement s’il existe une chaine y
sur E, se projetant sur z par £ — B, et telle que dy soit une chaine de F.

On peut également recopier le diagramme (I) du Chap. I, en y remplagant
A par E, R par F, S par B. Nous nous bornerons & écrire le diagramme suivant:

E"‘o (lq—_) E‘am— 1
l n n
(I) P* v "l dJ
H“(B, G) €« Hr.(E mod. I’, G) —_— Hn—I(Fy G)
T T T

7B @ Q@ e—— m(Emod. F) ® G —— 7,1(F) @ G

(On notera que H,_1(F, G) — E%" " est sur, et que E™ " — H ,(B, G) est biuni-
voque.)

Ce diagramme est commulatif parce que, d’une part, le sous-diagramme formé
des deux lignes supérieures est extrait du diagramme (I) du Chap. I, donc est
commutatif, et, d’autre part, le sous-diagramme formé des deux lignes inférieures
est connu pour étre commutatif.

Comme ’homomorphisme: 7,(E mod. F) — x,(B) est un isomorphisme sur,
on voit que I'image de 7,(B) ® G dans H,.(B, G) est contenue dans E,’. Autre-
ment dit:

Toute classe d’homologie sphérique de B est iransgressive.

Un cas particulitrement simple est celui ou E.' — H.B, G) et
E%"'— H,._, (F, Q) sont des isomorphismes sur. On peut alors écrire simplement:



HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 453

H.(B,G) o H,_\(F,G)
1) 1 7

m.(B) ® G 9, ma(F) ® G
La suspension.

Dans le cas général, sa définition est analogue & celle donnée plus haut de la
transgression (Voir Chap. I, n°3). Dans le cas particulier ot H,_(E, @) =
H.(E, G) = 0, ’homomorphisme d:H.(E mod. F, G) — H,_(F, G) est un
isomorphisme sur, et la suspension = est définie par:

T = pxod !
Le diagramme (I) se transforme alors en le diagramme:

d

E n.0 __'f'«_) ED,n— 1
(In / N T
< N |

H.(B, G) —— H, .(F, @)

Dans ce diagramme, d,, est un isomorphisme sur, Uapplication: E," — H.(B, )

. . . . . 0, n—

est biunivoque et a méme image que X, et Papplication: H,_(F, G) — E*"
est sur, et a méme noyau que Z.

8. La suite spectrale de cohomologie

Soit 1F 1o groupe des cochaines cubiques sur £ & valeurs dans le groupe
abélien (7. On définit sur A* une filtration décroissante par le procédé indiqué
au Chap. 1, 0”5, Exempie: on appelle A*” le sous-groupe de A formé des co-
chaines nulles sur les cubes de filtration < p — 1.

Les A" etant facteurs direets dans A comme on 'a déja remarqué, il s’ensuit
que le terme 577 attaché & la filtration de A* est isomorphe & Hom (£, @)
ot K¢ désigne le terme correspondant de la suite spectrale d’homologie. On
peut done identifier les éléments de E3"" avec les fonctions, définies sur les cubes
de F dont la dimension est p + ¢ et la filtration < p, d valewrs dans G, et nulles
sur les cubes dégénérés ct les cubes de filtration < p — 1.

Introduisons le groupe J3 = C?(B, C*(F, G)) = Hom(.J,, G); posons J* =
>, J5, les homomorphismes ¢ et ¢ introduits aux n’4 et 5 définissent des
homomorphismes {ransposés o* : J*¥ — Ef, y*: Iy — J* Puisque -y = 1,
el que ¥ ¢ = hest un opérateur d’homotopie, on a ¢* . o* = 1, et o* o y* = A*
est: un opérateur d’homotopie. Il suit de 1a que ) et J* sont homotopiquement
équivalents. Iin particulier, ¢* et ¢* définissent par passage au quotient des
isomorphismes réciproques de leurs groupes de cohomologie, ce qui montre que
1" est canoniquement isomorphe & C*(B, (I, @)).

On montre par un raisonnement calqué sur celui du n’6 que l'isomorphisme
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¢* transforme la différentielle d; en 'opérateur de cobord des cochaines de B
a valeurs dans le systéme local formé par H(F, (). Par suite:

ProposiTION 6. Le terme EX™? de la suite spectrale de cohomologie de Uespace
fibré (E, p, B) est canoniquement isomorphe ¢ H"(B, H*(F, G)), p-éme groupe de
cohomologie de B d valeurs dans le systéme local défini sur B par H*(F, G).

Le résultat précédent ne présente pas un bien grand intérét par lui-méme,
étant simplement le ““dual” du résultat déja obtenu pour I’homologie. Il est plus
intéressant de connaitre les propriétés multiplicatives des (EY), et c’est ce que
nous allons étudier maintenant.

Nous supposerons pour cela que G est un anneau commutatif, associatif,
3 élément unité (le cas de deux systemes de coefficients accouplés sur un troisieme
se traiterait de facon analogue). On peut alors munir le groupe A* des cochaines
de E d’une structure d’anneau associatif & élément unité (celle qui est définie au
n°1). 11 est clair que la condition A*"- A% C A***? est vérifiée, ce qui permet
d’appliquer les résultats du Chap. I, n°5 et de munir les divers termes (E})
(r=20,1,---, =) d’une structure d’anneau par rapport a laquelle les d, soient
des antidérivations. ‘

Puisque H*(F, G) définit un systeme local d’anneaux sur B, on peut munir
le groupe H(J*) = C*(B, H¥(F, (G)) d’un produit, que nous noterons v, qui
est le cup-product sur B 4 valeurs dans le systéme local H*(F, ). A partir de ce
produit, on peut en définir un autre, noté., par la formule:

B) Jg=(=D""Fvg si JeC'BHF,G), §eC”(B H"(F Q).

Pour expliciter davantage cette définition, il est commode de choisir des co-
cycles f, g € J*, appartenant aux classes f et . Comme tout élément de J*, f
peut étre identifié 4 une fonction f(v, w) de deux cubes, v € C,(B), w e Cy(F),
nulle si I'un d’eux est dégénéré; de méme pour g.

Au moyen de [ et ¢, définissons un élément k ¢ J* par la formule suivante:

(6) k@, w) = (=17 21w pr.wpn.e SN0, Npw)-gALY, o, AVW),

ol L décrit I'ensemble des parties & p éléments de {1, --- ,p + p’}, N l'en-
semble des parties & ¢ éléments de {1, ---, ¢ 4+ ¢'}, P = (N, M = (L, ot
les symboles py.x , N, ete, sont ceux définis au n° 1, et ot u,,, désigne un endo-
morphisme permis des chaines de F qui, par passage 4 la cohomologie, définisse
I’automorphisme de H*(F) correspondant au lacet x.,, de B (avec les notations
dun° 1).

1l résulte immédiatement de la définition du cup-product sur F et sur B,
que k est un cocycle de J* dont la classe de cohomologie est

fg € Cp+p’(By Hq+q’(F’ G))

Ceci posé, nous allons prouver le lemme suivant:

LeMME 6. Les homomorphismes ¢* et y* définissent des isomorphismes multi-
plicatifs des anneaux EY et C*(B, H*(F, @)) (ce dernier élant muni du produtt
qut vient d’étre défini).
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Comme nous savons déja que ¢* et y* définissent, par passage 4 la cohomo-
logie, des isomorphismes (additifs) réciproques, il suffira de vérifier que, si [ et
g sont des éléments de J*, alors ’élément &k = y*(o*(f)-¢*(g)) est de la forme
(6).

Faisons cette vérification. On a:
kv, w) = (¢*(f)-¢*(@)(K(v, w))
= 2 uponx e (N K, w) ¢* (@) Ou K, w)),

ot H parcourt 'ensemble des parties & p + ¢ éléments de {1, --- , p + p' +
g+ ¢}, et K = (H. Mais, si Hn {1,---,p + p'} a plus de p éléments,
MK (v, w) est de filtration < p’ et ¢*(g)AsK (v, w)) = 0; de méme, si H n
{1, --- ,p + p'} a moins de p éléments, A\xK (v, w) est de filtration < p, et
o*(Y(AxK (2, w)) = 0. On peut donc se borner & considérer les parties H dont
Iintersection avec 'ensemble {1, --- | p + p’} a exactement p éléments. Une
telle partie H correspond biunivoquement & un couple (L, N), o L est une
partie & p éléments de {1, --- , p + p’}, et N une partie & ¢ éléments de
{1, ---, ¢ + ¢'}. On désignera par M et P les complémentaires de L et N
respectivement. Si u est un cube de £, de dimension p + p’ + ¢ + ¢ et de
filtration < p-+ p’, on a les identités suivantes:
Bhxu = AyBu, Byu = A.Bu, Faxgu = NpFu, Fhju = NPy,
ot A%, désigne opération consistant & remplacer les variables d’indices ¢ M
par 0, et celles d’indices ¢ L par 1.
Utilisant ces formules, on voit que:

k@, w) = J.u pu,xf(BAtK (v, w), FAXK (v, w))+g(BALK (2, w), FNLK (¢, w))
= ZL.N pu. & SN, N3w) - g\ 1o, ALK (v, Aw)).

Si I'on compare cette formule & (6), on voit qu’il ne reste plus que deux points
a établir:

(@) que pa.x = (—1)"%p. mpxr, ce qui est immédiat en remontant i la défi-
nition de p & partir du nombre d’inversions.

(b) que Pendomorphisme des chaines de F, défini par s — ALK (@, s), est
I’endomorphisme S associé & une construction C subordonnée au lacet x,,. de
B. Ceci se voit, comme au n° 6, en définissant la construction C par la formule:

I

C(S)(t) Ly, o0y, xq’) = K(v,"S)(yl y s Yptpr s L1y xq'))

oy, =0siteM,et y; = tsicelL.

La démonstration du lemme 6 est donc achevée.

TukorkME 3. Soit (E, p, B) un espace fibré de fibre F' et dc base B connexes par
arcs. Soit G un anneau commulatif, associatif, a élément unité, et soit (EX) la
sutte spectrale attachée a la filtration de C*(E, G). Les termes EX(r = 2) sont des
anneaux associatifs, a élément unité, vérifiant la loi d’anticommutation par rapport
au degré total, et les différentielles d, en sont des antidérivalions.
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En outre, le produit de deux éléments [ e Ex”% g € Ex7"% est égal au produit
par (—1)""? de leur produit en tant que classes de cohomologie sur B, a valeurs dans
le systéme local défini par Uanneau H*(F, @) (produit v).

Vu le lemme 6, il ne nous reste & démontrer que 'anticommutativité (il suffit
d’ailleurs de le faire pour E3): Puisque H*(F, G) est un anneau anticommutatif,
lanneau E; , muni du produit v, vérifie la loi:

Svg=(=D"""gv]), si feE™, geEy™"
Comme f-g = (=1D)"(f v g) et g-f = (=1)’"(g v [), on a:
frg = (=) g ) = (=1)"g-f
(m=p+qn =p + ), cqfd
Note. Ce théoréme est le pendant, pour la théorie singuliere, du résultat
énoncé par Leray dans [24], n® 6, 1.

9. Propriétés de la suite spectrale de cohomologie

Ces propriétés étant duales de celles de ’homologie, nous nous bornerons
4 les énoncer rapidement.

a. Cohomologie de la fibre.

On a: E** = C"(B, H'(F, G)) = HY(F, Q).
Comme les éléments de Ef*(r = 1) sont de degré-base minimum, aucun

d’eux, a part 0, n’est un cobord pour d, . On a donc une suite d’homomorphismes
biunivoques:

q *0, *0, *0, *0, *0,q
HYF, @) = Ef* — B — ... — ¥ = EX9 = ... = ¥

L’anneau EX"? s’identifie au quotient de H'(E, G) = D** par D*'"7! et si
I’on compose les homomorphismes:

HYF, @) «— EX*— HYE, @),
on trouve ’homomorphisme transposé de I'injection: F — E.

On notera par ailleurs que Ey** = H(B, HYF, @)) est identique au sous-

anneau de HY(F, G) formé des éléments laissés fixes par les transformations
To, aem(B).

b. Cohomologie de la base.

On a: EX*° = H"(B, H'(F, @)) = H"(B, G).
Comme les éléments de E" sont de degré-fibre minimum, ce sont tous des
d,-cocycles (r = 2), d’ol la suite d’homomorphismes sur:

*p, *p,0 *p.0 *p.0 *p,0
IIP(B; G) = E'ZPO—"Esp > e —>Ep£1 = Ep-I:-Z = - = E"

*p,0 . - . .
[anneau E."" s’identifie au sous-anneau D*"° de H"(E, (), et si 'on compose
les homomorphismes:

Py

.

H"(B, G) — EX"" — H"(E, (),

on trouve I'’homomorphisme transposé de la projection p:{f — B.
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¢. La transgression.

Elle applique un sous-groupe de H* '(F, G) dans un quotient de H"(B, )
(n = 2). Elle peut étre définie, soit comme la différentielle d,: /""" — k0"

soit par passage au quotient a partir des deux homomorphismes canoniques:

Pk
H™'(F, G) —§—> H"(E mod. I', G) Lo H"(B, G).

En dehors des propriétés duales de celles déja vues en homologie, signalons
ceci: La transgression (et aussi la suspension) commule avec les opérations Sq'
de Steenrod. '

Cela résulte par des raisonnements formels de la commutativité du diagramme:

H"'(F,G) — H"'(Emod. F,G) ~— H"(B,G)
Sq’t‘ll/ Sqt! Sqil

w

H™™7(F, G) — H™"(E mod. F, G) — H""(B,G)

(G désigne ici le groupe additif des entiers mod. 2). En particulier, le carré
d’un élément transgressif de H*(F) est un élément transgressif (en cohomologie
modulo 2). (Bien entendu, des résultats analogues sont valables pour les “puis-
sances réduites” de Steenrod.)

10. Transformation du second terme des suites spectrales d’homologie
et de cohomologie

Dans ce n° nous supposerons que les systémes locaux formés sur B par les
groupes d’homologie et de cohomologie de F sont triviaux. Comme on pourra
s’en convaincre par la suite, c’est de beaucoup le cas le plus important. pour les
applications.

Sous cette hypothese, nous allons montrer comment, dans certains cas, on
peut remplacer les expregsions déja trouvées pour E}“ et E3”** par des bxpres-
sions d’un maniement plus commode.

a. Cas de ’homologze.

Supposons que G soit un anneau principal (par exemple, 'anneau Z des en-
tiers, ou bien un corps commutatif). Le groupe abélien C' ([, GG) peut alors étre
muni d’une structure de G-module unitaire, ainsi que les groupes E/?, D"
etc. En particulier, la formule E5? = H,(B, H,(F, ()) exprime un isomorphisme
de G-modules. Appliquant alors la formule des coefficients universels, on trouve:

E:" = HyB, G) @ H(F, G) + Tor (H,1(B, G), H,(F, @),

ou le produit tensoriel est pris sur Panneau G, et ou le signe Tor désigne le pro-
duit de torsion (ou “produit dual’’) de Cartan-Eilenberg [7].

Puisque Tor (L, M) = 0si L ou M est sans torsion, ona:

ProrositioN 7. Si Hp_1(B, @) ou H (F, G) est sans torsion, on a: Ej* =
H,(B, G) @ H/F, @), le produit tensoriel étant pris sur G.

(On notera que la condition est toujours remplie si G' est un corps).
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b. Cas de la cohomologie.

Supposons encore G principal, et soit M un G-module unitaire. On a un ho-
morphisme canonique:

vH?(B,G) ® M — H"(B, M)
défini ainsi:
Soith @ me H (B, G) ® M, et soit x(u) un cocycle de la classe h. L’application
u — x(u)-m est un cocycle sur B A valeurs dans M, dont la classe est, par défi-
nition, «(h ® m).
Si N = 3 M, est une algdbre graduée on définit ainsi un homomorphisme

vH*B,G) ® N — X H?(B, M,).
paq

Munissons le premier membre de la structure d’algébre produit tensoriel des
structures d’algébres de H*(B, G) et de N, et le second de la structure d’algebre
définie par le cup-product sur B, & valeurs dans P'algébre N (produit v du n°
8); 'homomorphisme ¢ est alors multiplicatif; il le reste donc quand on change
les signes dans les deux membres, au moyen de la formule (5) (ce qui revient &
munir le premier membre de la structure d’algébre produit tensoriel gauche des
structures d’algébre de H*(B, G) et de N).

Ceci étant, donnons deux conditions suffisantes pour que : soit un isomor-
phisme sur:

a. M est libre de type fini.

Les deux membres dépendant additivemernt de M, il suffit de vérifier notre
affirmation lorsque M = @, auquel cas le résultat est immédiat.

B. H,_«(B, @) et H,(B, G) sont libres et H,(B, G) est de type fini.

Puisque H, (B, G) est libre, on peut identifier H"(B, ) au module
Hom (H,(B, @), G) et H(B, M) & Hom (H (B, G), M), d’aprés la formule des
coefficients universels en cohomologie. L’homomorphisme ¢ se transporte alors
en '’homomorphisme canonique:

/:Hom (H,(B, ®), &) ® M — Hom (H,(B, G), M).

Puisque H,(B, G) est libre de type fini, on peut supposer, & cause de I'additivité
des opérations ® et Hom, qu’il est isomorphe & G lui-méme, et, dans ce cas, le
résultat est immédiat.
Appliquons ce qui précéde au cas ou M, = HY(F, G). On obtient:
PropostTioN 8. Soit G un anneau principal; pour que Ualgébre Ej, second
terme de la suite spectrale de cohomologie de Uespace fibré E, soit isomorphe au
produit tensoriel gauche (sur G) H*(B, G) ® H*(F, G), il suffit que Pune ou Uautre
des deux conditions sutvantes soit remplie:
a. H'(F, @) est un G-module libre de type fini pour tout q

=0,
B. Hy(B, Q) est un G-module libre de type fini pour tout p = 0
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(Rappelons que ce résultat n’est applicable que si le systéme local formé par
HY(F, () sur B est trivial pour tout ¢ = 0).

Si G est un corps, on peut énoncer ainsi les conditions « et 3:

a. H'(F, ) est de dimension finie sur G pour tout ¢ = 0,
B. H”(B, () est de dimension finie sur G pour tout p = 0.

Note. 11 y a ici une dilférence importante avec la théorie de Leray: dans cetie
derniere, si les coefficients sont pris dans un corps, et si le systéme local de co-
homologie de la fibre est trivial sur la base, le terme EJ est foujours isomorphe
a H*(B) ® H*(F). Cela tient au fait que Leray utilise une cohomologie a sup-
ports compacts.

11, Démonstration du lemme 4

Le reste de ce chapitre est consacré 4 la démonstration des lemmes 3, 4, 3;
nous commencons par le lemme 4.
La démonstration proctde par réeurrence sur entier ¢.

Premiére partie—q = Q.

Le cube v est donce réduit au point x et le probleme est le suivant: étant don-
née une application u:1” — B, qui envoic tous les sommets de I” en b, trouver
une application w:1” — [, qui envoie tous les sommets de I” en @ et qui soit
telle que pow = wu.

Posons X = I, et 4 = }{w}] (v, dans toute la suite, désignera le point
0, --+,0)). En appliquant la Prop. 1 au couple (X, .1), on trouve une appli-
cation w’': 1" — E, telle que pow’ = u et que w'(w) = x. Solent s, les différents
sommets de [”, et posons f, = w'(s,); on a fq € F, et, puisque I est connere par
ares, il existe des applications gq.:f — F, telles que ¢.(0) = fa et go(1) = .
Nous allons utiliser ces chemins pour déformer le cube w’ en un cube w de méme
projection et dont tous les sommets seront en .

Pour cela, posons X' = I" X I, 4 = I" X {0} u {s,} X I. On voit tout de
suite que A est contractile. Avec les notations de la Prop. 1, nous définirons
1" X I — Bopar: f(ay, -+, x,,0) = ulxy, -+, x,) et gid — £ delafacon
suivante:

sur I" X 10} par ig(x;, c0 x5, 0) = w'(xr, -0, X,)
sur 8.} X I par:g(sq ;0 = ga(l).

Appliquant alors la Prop. I, on trouve une application h:I" X I — E qui

prolonge ¢ et est telle que poh = f. Le cube w:1” — E, défini par w(z) = h(r; 1)
répond alors & la question.

Dcuxiéme pertie—passage de ¢ — 1 a4 q.

On suppose que ¢ = 1 et que, pour tout ¢’ < ¢, on a construit une fonction
K (u, v) vérifiant les conditions 1.2.3.; il s’agit de construire K lorsque v est de
dimension ¢.
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Premier cas: v est dégénéré.

e cube » ne dépend donc pas de sa dernidre variable. Soit v’ le cube de di-
mension ¢ — 1 détini par:

’ 0 .
Pleg, oo, Tger) = v(Xr, -+, 2). On notera que v’ = \p = Aw. Définissons
alors K (u, r) par la formule:

K@, )y, -+ ,x) = K(w, )@, -+, Tno).

D’apres sa définition méme, le cube K(u, v) est dégénéré; reste 4 montrer
qu’il vérifie les conditions 1. et 2.:

BK(u, )(x1, -+, xp)

p°K(u7 v)(xl y s Tpsy Yy Uq)

PoK(u, v') (1, <, Zp, Yty - 5 Ygu1)
= u(;p;l’ ,.’l'p),

K(u,v) (0, -+ ,0, 21, -+, x)

KQu, v, -+ ,0,z1, -+, Zgm1)

FK(uy l’)(l'] y T xq)

= v,(xl) ,qu_l) = v(xl y 1T )xq)‘

La condition 1. est done bien vérifiée.
Pour caleuler A7, ,K(u, v) nous distinguerons deux cas:

=g — N K, 0) (@, - xam) = K, v)(@y, <+, Tnor, €)
= K(u, )@, - Tocr)
= K(u, Niv)(x1, -+, To1)
puisque v’ = Agv;
1< q—
NopK @ o) (@, oy @) = K@, 0)@1, © 0, Tigpa1, & Titp s 0 * 5 Tnma)
= K(u,v")
(@1, "y Tivp1, & Tigp, **° , Tnz)
= N oK, V) (@, 00, Tasa)
= KA @, o T
mais d’autre part, le cube A5v est dégénéré puisque 7 < ¢, et on a:
K(Qu, Niv) (g, -+, 2am) = K(Qu, N) (@, o0 ) Tuea, &)
= N, K (u, Niv) (X1, <+, Ta—z)
K, Nt N2) (1, ++* y Tuca).

Or N po\r
propriété 2.

N_Ae = ANAje = N/, ce qui achéve la vérification de la
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Deuxiéme cas: v n’est pas dégénéré.

Nous allons transformer le probléme de la construction du cube w = K(u, v)
en un probleme de relévement d’application, probléme que nous résoudrons au
moyen de la Prop. 1.

Posons X = I" X I, A = {w} X I"u I” X D), ot D(1%) désigne la fron-
tiere de I°. L’ensemble .4 est contractile, car il est visiblement rétractile sur
{low) X I"u {0} X D(I?) = {o} X I

Définissons alors f: X — B par:

f(l:l, Ly Tpy Y, )yq) =u(.211, 1xP);

définissons g: A — E de la fagon suivante:
sur {w} X I"par:g(O, ey 0y, e 1.’/(1) = U(yl) 7!/(1)
sur I” X D(Iq) par: .(](xly s py Yy s Y1, &ty yq—l) =
K(uﬁ )\tiv)(‘l:l y Tt Xpy Y1, yq—l)‘
Admettons pour un instant que ’application ¢ ainsi définie soit continue; on
peut alors appliquer la Prop. 1, et on en tire ’existence d’une application w: X —
E, prolongeant g, et telle que pow = f. Il est clair que w est un cube qui remplit
les conditions 1. et 2.; en outre, puisque ¢ = 1, tous les sommets de I” X I’
sont contenus dans I” X D(I?) et sont donc appliqués en x (car K(u, Av) est
lui-méme un cube dont tous les sommets sont en z, d’aprés I'hypotheése de ré-
currence).
11 nous reste simplement & montrer que I’application g est continue, c’est-a-
dire que les diverses définitions de g, données sur certaines faces du cube I X I,
sont compatibles sur les intersections de ces faces deux & deux.

Compatibilité sur ({w} X I?) n (I” X DI").

Considérons le point (0, -+ , 0, y1, -+ , Yim1, & Yi, ~** , Yo—1). Les deux
définitions de g en ce point sont les suivantes:

VUi y c o Yimts & Uiy ot Yamt) = N1, 00, Yem),
et:
Ku, X)(©, -+, 0,0, +++ , Your) = FK(u, N)(y1 5+ 5 Ygm1)-
Mais d’apres ’hypothése de récurrence, on a bien: Njv = FK(u, ).
Compatibilité sur I" X D(I?). '
Considérons le point (1, *+*, Tp, Y1, "+, & *+, &, =+, Yga), OU € €5t &

la i-eme place et ¢ & la i'-eme (i < 7’). Les deux définitions de g en ce point
sont les suivantes:

I{(u, )\‘;—pv)(xl y s Tp Y1y, 8,7 Tt .'/q—2) = )\3”—1K(u; )\2_,,1‘)(151, ) .I/Q—‘f‘\
K(u7 )\(ii—pv)(‘rl’ oty Tpy Y, s, & ,Z/q—z) = )‘iK(uy )\(i{—pv)(xl y T yq—ﬁ)'
Mais d’aprés I’hypothese de récurrence, on a:

Ao K (uy M) = K (u, Nsi—piNip0)
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N K (u, N5r—pv) = K(u, Ns=p A5 _p0).
L’identité des deux définitions de g résulte alors de I’égalité:
Air—ptNimp = MipA—p.

La démonstration du lemme 4 est donc achevée.

12. Démonstration du lemme b

La démonstration étant tout a fait analogue a celle du lemme 4, nous en in-
diquerons seulement les points essentiels.
Nous raisonnerons par récurrence sur l'entier g.

Premiére partie—q = 0.

Posons X = I" X Tet A = (I” X {0})u (I" X {1}) u ({w} X I). 1l est clair
que A est contract’le.
Définissons alors f:X — B par f(z;f) = pou(z), r e I’, et g:A — E de la
facon suivante:
sur I” X {0} par: g(x; 0) = u(z)
sur I” X {1} par: g(z; 1) = K(Bu, Fu)(z)
sur {w} X I par:g(w;t) = z.
Ces applications sont compatibles et définissent donc une application g qui
est continue. En utilisant alors la Prop. 1, on obtient une application h:I” X I —
E, prolongeant g, et telle que poh = f. Nous poserons Su = h.

Deuxieme partie—passage de ¢ — 1 d q.

Premier cas: u est dégénéré.

Soit w' = A% = ALu. On pose: Su(zy, +++, Zay1) = Su' (21, ++, Ta), €t 0N
vérifie aisément, compte tenu de I’hypothese de récurrence, que le cube obtenu
vérifie toutes les propriétés requises.

Deuziéme cas—u n’est pas dégénéré.

Posons X = I* X I X I% et:
A= ("X {0} XIYu (" X {1} X IHu (" X I X DI u({e} X IXI.
On vérifie que A est contractile, puis on définit f: X — B par: f(z; ¢; y) = Bu(x),
et g:A — E de la facon suivante:
sur I” X {0} X I': g(x; 0; y) = u(z; y)
sur I” X {1} X I% g(z; 1;y) = K(Bu, Fu)(x; y)
sur I" X I X DI"): g(x; &5 yo, =+ Yic1y & =00y Yg) = SApiula; &
ylr"')yq—l) )
sur {w} X I X 1":glw; t;y) = wlw;y) = Fu(y).
11 résulte de I’hypothdse de récurrence que ces diverses définitions sont com-
patibles, ce qui permet d’appliquer la Prop. 1 et d’obtenir une application




HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 463

h:X — E, prolongeant g, et telle que poh = f. En posant Su = h, on obtient
un cube qui vérifie visiblement toutes les propriétés requises.

13. Démonstration du lemme 8

Soit » un lacet sur B; posons C(u) = K(u, v), K étant P’application dont le
lemme 4 établit {’existence.

La propriété 1. de I'opération K signifie que C vérifie les proprietés 1. et 2.
d’une construction subordonnée A v; la propriété 2. de K signifie que C vérifie
la propriété 3. d’une construction; la propriété 3. de K signitie que C vérifie la
propriété 4. d’une construction. L’existence d’au moins une construction est
done établie. ‘

Pour montrer la deuxiéme partie du lemme 3, nous utiliserons le lemme suivant:

LeMME 7. Soit h: I' — B un cube de dimension 2 de B tel que h(0,¢) = h(1, t') =
b pour tout t’ € I. Posons v1(t) = h(t, 0), vs(t) = h(t, 1); v, et vs sont donc des lacets
homotopes de B. Soient C; et C. deux constructions subordonnées aux lacets vy et
vs respectivement. Pour tout cube u de dimension n de F, il existe alors un cube de E,
Hu, de dimension n 4 2 et de filtration < 2, tel que:

1. BHu = h

2. A(ljliu(t, Yyt ?jn) = “(!/1, ] ]jn)

3. MHu = Cyu; \sHu = Cou

4, H\iu = N Hu (e = 0, 1,1 =7 = n)
5. St u est dégénéré, Hu Dest ausst.

Admettons pour un instant ce lemme, et considérons les endomorphismes
Sc, = 81, Sc, = 8., définis par les constructions C; et C; comme il a été dit
au n° 3. Soit k(u) I'endomorphisme de degré +1 des chaines de /' défini par:
k(u)(t) Ty, 13”) = Hu(17 by xyy o0, il?,,).

Si lon caleule dku + kdu, on trouve:

dku 4+ kdu = S;u — Syu, ce qui montre bien que S; et S, sont homotopiquement
équivalents.

11 nous reste donc simplement & donner la

Démonstration du lemme 7.

Comme elle est tout & fait analogue & celle du lemme 4, nous nous bornerons
4 en donner les points essentiels.
On raisonne par récurrence sur ’entier n.

Premiére partie—n = 0.

Le cube u est donc le cube ponctuel réduit au point x. Le cube Hu sera un
cube de dimension 2 de E.
Posons X = I', A = (I X {0}) u (I X {1}) u ({0} X I); A est contractile.
Définissons f: X — B par: f = h.
Définissons g: A — E de la maniére suivante:
sur I X {0}:g(t, 0) = Cu(t)
sur I X {1}:g(, 1) = Cou(t)
sur {0} X T:9(0,1) = x.
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On peut alors appliquer la Prop. 1 et on obtient une application w: X — E,
telle que pow = 7, et qui prolonge ¢; on pose Hu = w.

Deu%'iéme partie—passage de n — 1 d n.
Premier cas—u est dégénéré.
Siw = A,u = A\,u, on pose:
Hu(t, ¢, 21, - ,x,) = HJ/@ U, a1, -+, Zao1),

et Pon vérifie aisément, compte tenu de ’hypothese de récurrence, que le cube
Hu ainsi construit posséde les propriétés requises.

Deuxiéme cas—u n’est pas dégénéré.

Posons X = I’ X I" et:
A=I X0} XINu I X {1} XTHu ({0} XIXTIHud XIXDUI"))
On vérifie que A est contractile.
On définit f:X — B par f(¢, ¢/, 21, - -+ , x.) = h(t, V') et g:4 — E de la facon
suivante:
surl X {0} X I":gt, 0, 2, -+, x:) = Coult,z1, -+, Ta)

sur I X {1} X I":g(t, 1, 2y, -+, &a) = Coult, 21, <+, Tn)

sur {0} X I X I":g(0,¢ 1, -, Tu) = U@, -+, Ta) ‘

SuI‘IXIXD(I")Zg(t,t',xl,“',1’5_1,8,"‘,Tn—1)=H)\£iu(t,tl,x17"',
xn_l). '

11 résulte de I’hypothése de récurrence que ces diverses définitions sont com-
patibles, ce qui permet d’appliquer la Prop. 1 et d’obtenir une application
w:X — E, prolongeant g, et telle que pow = f. En posant Hu = w, on obtient
un cube qui vérifie les propriétés requises.

Ceci achéve la démonstration du lemme 3.

Remarque importante.

Dans le cas des espaces fibrés localement triviaux, on peut donner des démon-
strations beaucoup plus courtes des lemmes 3, 4, 5, 7. Pour cela, soit u:[” — B
un cube singulier de B, et introduisons 'espace fibré E’ image réciproque de E
par Papplication u (Cf. [5], Exp. VII et VIII). Il suffit alors de faire dans £’
les constructions exigées dans les lemmes en question, ce qui est trés facile, vu
que E’ est le produit direct de I” par F, d’aprés un théoréme de Feldbau.

CHAPITRE III. APPLICATIONS DE LA SUITE SPECTRALE DES ESPACES FIBRES

Ce chapitre rassemble quelques applications simples de la suite spectrale des
espaces fibrés. Les résultats qui s’y trouvent sont, pour la plupart, connus, mais
sous des hypotheses différentes, et inapplicables aux espaces de lacets. Aussi
avons-nous da en reproduire les démonstrations.
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Notations

Dans tout ce qui suit, (I, p, B) désignera un espace fibré (au sens du Chapitre
I1,n° 2) de fibre F et de base B connexes par arcs. Les termes de la suite spectrale
de cohomologie de E seront notés E?? (au lieu de E;”'?) lorsqu’aucune confusion
avec I’homologie ne sera & craindre; cette convention sera également utilisée
dans les chapitres suivants.

1. Premiére application

ProrosiTioNn 1. Soit A un anneau principal, et supposons que le systéme
local formé par H(F, A) sur B soit trivial pour tout i. Alors, si deux des trois
espaces E, F, B jouissent de la propriété que leurs groupes d’homologie d valeurs
dans A sont des A-modules de type fini en toute dimension, le troisiéme espace
7ouzt de la méme propriété.

(Rappelons qu’un A-module est dit de type fini s’il est engendré par un nombre
fini d’éléments).

(a) Supposons d’abord que les deux espaces en question soient B et F. Chaque
module E7'* = Hy(B, H,(F, A)) est alors de type fini d’aprés la formule des
coefficients universels (Chap. II, n°10). Puisque E; est isomorphe au module
d’homologie de E», muni de la différentielle d», E5 ' est aussi de type fini, et de
méme E}Y ---, etc. Il en résulte que D _,io-n E2% module gradué associé
a H,.(E, A), est de type fini, donc aussi H,(E, A).

(b) Supposons que les deux espaces en question soient E et B. Nous allons
montrer que H,(F, A) est un A-module de type fini par récurrence sur 'entier
7, & partir de i = 0. Supposons que H(F, A) = E3" ne soit pas de type fini;
alors Eg"’ ne sera pas non plus de type fini. En effet, Ey’ est isomorphe au quo-
tient de E3" par l'i image de la différentielle d : E3"' =5 E3, et cette image est de
type fini puisque E3" = H,(B, H;_,(F, A)) est lui-méme de type fini d’apros
I’hypothése de récurrence. On montre par le méme raisonnement que 13", - - -
EY .- nest pas non plus de type fini. Mais ceci est absurde, car, en prenant
r assez grand E!'" est isomorphe & un sous-module du module «rudue associé
a H,(E, A), donc doit étre de type fini, d’aprés ’hypothese faite sur 1.

(¢) Supposons enfin que les deux espaces en question soient F et . Nous
allons montrer que H, (B, A) est un A-module de type fini par récurrence suv
lentier 7, & partir de ¢ = 0. Supposons que H (B, A) = E." ne soit pas de type
fini; alors i en est de méme de E;°, car ce module est isomorphe au noyvau de Ia
différentielle d»: E3° — E3 ", et ce dernier module étant isomorphe & i, (B,
H\(F, A)) est de type ﬁni d’apreés ’hypothése de récurrence. On montre par le
méme raisonnement que Ei° .-, E!° ... n’est pas non plus de type fini.
Mais ceci est absurde, car, en prenant r assez grand, . est isomorphe i un
sous-module du module gradué associé & H;(I, A), donc doit étre de type fini,
d’aprés 'hypothese. faite sur E.

REMARQUE. Supposons que 4 soit un corps, et clesngnons var b;, f., e: les
dimensions des espaces vectoriels (sur 4) H,(B, A), H:(F, A) et H(FE, A)
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respectivement. La partie (a) de la démonstration précédente montre que ’on a
I’inégalité:
en = Z by fo -

ptgm=n

On trouvera dans [24], outre l'inégalité précédente, des inégalités relatives
aux cas (b) et (¢).

2. Caractéristique d’Euler-Poincaré des espaces fibrés

Soit k& un corps commutatif, et continuons a noter e, , b, , fi les dimensions
des k-espaces vectoriels H;(E, k), Hi(B, k), H(F, k). Si ces nombres sont finis
pour tout ¢, et nuls pour ¢ assez grand, on peut définir les caractéristiques d’ Euler-
Poincaré de E, B, F (que nous noterons x(E), x(B), x(F)) par les formules
habituelles:

x(B) = ; (=D, x(B) = }; (=D, x(F) = g: (=D

On a alors (Cf. [24], Corollaire 9.1):

ProrosiTioN 2. Soit k un corps commutatif, et supposons:

(a) que le systéme local formé par H(F, k) sur B soit trivial pour tout © = 0,
(b) gue les nombres b; , f; soient finis pour tout ¢ et nuls pour t assez grand.

Dans ces conditions, les caractéristiqgues d’Euler-Poincaré de E, B, F vérifient
la relation: x(E) = x(B)-x(F).

Nous pouvons définir les caractéristiques d’Euler-Poincaré des divers termes
E;, ---, E, de la suite spectrale, puisque ce sont des espaces vectoriels gradués
(par le degré total) et de dimension finie (puisque E. = H(B, k) ® H(F, k) est
de dimension finie). '

Cette derniére propriété entraine que les d, sont nuls pour r assez grand, donc
que E, = E, pour r assez grand. On a donc: x(E) = x(E.) = x(E,), pour r
assez grand.

D’autre part, x(E2) = x(H(B, k) ® H(F, k)) = x(B)-x(F).

Enfin, puisque E,;; est ’espace vectoriel d’homologie de E, muni d’une
différentielle de degré —1 (pour le degré total), un raisonnement classique
montre que x(Er+1) = x(E,). On a donc en définitive:
x(B)-x(F) = x(E2) = x(By) = +-+ = x(By) = ++- = x(Es) = x(E), cqfd.

REMARQUE. Si B est un polyédre fini, la condition (a) est superflue. En effet,
on a de toutes facons x(E) = x(E.); mais B, = H(B, H(F, k)) est le groupe
d’homologie de E; = C'(B, k) ® H(F, k), od C'(B, k) désigne ’espace vectoriel
des chaines stmpliciales de B & coefficients dans k. Vu hypothése faite, C’(B, k)
est de dimension finie, et ’on a: x(E;) = x(E1) = x(C'(B, k))-x(F) = x(B)-x(F),
ce qui établit le résultat annoncé.

Par contre, dans le cas général, j’ignore si la condition (a) est superflue ou non.

3. Fibrations des espaces euclidiens

Prorosition 3. Soit k un corps et supposons que le systéme local formé par
H(F, k) sur B soit trivial pour tout ¢ = 0. Supposons en outre que H;(B, k) = 0
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pour i > pyet que H,(F, k) = 0pouri > q. Alors Hi(E, k) = 0 pour© > p + gq,
et Hyo(E, k) est isomorphe au produit tensoriel (sur k) Hy(B, k) ® H,(F, k).
(Voir [24], n° 9 ainsi que [2]). ‘
D’apres la Prop. 7 du Chap. I, E;"’ est isomorphe au produit tensoriel (sur k):
H;(B, k) ® H;(F, k). Il en résulte que EX’ =0 désquei > p,ouj> ¢ (r = 2,

3, -+, ). En particulier, tous les termes de E, dont le degré total est stricte-
ment supérieur & p + ¢ sont nuls, ce qui démontre la premiére partie de la
proposition.

Reste & voir que H,.(E, k) est isomorphe & H,(B, k) ® H,(F, k). Pour cela,
remarquons que les éléments de E7?(r 2 2) jouissent des deux propriétés sui-
vantes:

(a) Tout élément de E7'? est un cycle pour d,, puisqu’il est de degré-fibre max-
imum et que d, augmente le degré-fibre.

(b) Aucun élément = 0 de E?'? n’est un bord pour d,, puisqu’il est de degré-
base maximum, et que d, diminue le degré-base.

De ces deux propriétés il résulte que E3'? = Ef'? = --- = EX".

Comme nous avons déja vu que les autres termes de E, de degré total p + ¢
sont nuls, il suit de 13 que:

Hypyo(E, k) = E = Ei*" = Hy(B, k) ® Hy(F, k), cqfd.

CoOROLLAIRE. Soit k un corps; supposons que le systéme local formé par H,(F, k)
sur B soit trivial pour tout © = 0, et que H,(E, k) = 0 pour tout © > 0. Alors:

() ou bien Hy(B, k) = Hi(F, k) = 0 pour tout © > 0,
(B) ou bien H,(B, k) = 0 pour une infinité de valeurs de 1,
(v) ou bien H,(F, k) 5= 0 pour une infinité de valeurs de 1.

Résulte immédiatement de la proposition qui précéde et du fait qu’un produit
tensoriel d’espaces vectoriels n’est nul que si ’'un des espaces est nul.

ProrosiTioN 4. Supposons que Uespace euclidien E = R™ soit un espace fibré
localement trivial de fibre F et de base B, F étunt connexe. Alors F et B sont acycliques:
H B, Z) = HF, Z) = 0 pour tout ¢ > 0 (Z désignant I’anneau des entiers).

Puisque la fibration est localement triviale, F et B sont localement contractiles
‘et de dimension < 7. Il s’ensuit que H(F, Z) et H,(B, Z) sont nuls pour ¢ > n
(Voir, par exemple, [4], Exp. XVI, n° 7). Comme F est connexe par arcs, il
résulte de la suite exacte d’homotopie que m(B) = 0, donc que le systéme local
des H(F, k) (k étant un corps commutatif quelconque) est trivial sur B. On est
donc dans les conditions d’application du corollaire précédent; comme les cas
(B) et (v) sont exclus d’apres ce qui préceéde, on a donc: H;(B, k) = H(F,k) =0
pour tout corps k et tout ¢+ > 0. La démonstration sera donc achevée si I’on
prouve le lemme suivant:

LemME. Soit Y un espace topologique tel que Hi(Y, k) = 0 pour tout corps k
et tout entier ¢ tel que 0 < ¢ =< q. Alors H(Y, Z) = 0 pour tout entier ¢ tel que
0<i=gq-1

D’apres la formule des coefficients universels, on a:

H(Y,k) = H(Y, Z) @ k + Tor(H(Y, 2), k),
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ou le signe + désigne une somme directe, et ol les opérations ® et Tor sont
relatives 4 Panneau principal Z (Cf. [7]). Désignons alors par M I’'un quelconque
des groupes Hi(Y, Z),0 < ¢ = ¢ — 1. Il résulte de la formule précédente que,
pour tout corps k, on a:

M ® k = Tor(M, k) = 0.

Je dis que cette propriété entraine M = 0.
En effet, prenons d’abord £ = @, corps des rationnels; M ® @ = 0 signifie que
M est un groupe de torsion; prenons k = F, , corps & p éléments; Tor(M, F,) = 0
signifie que la relation p-z = 0, z ¢ M, entraine z = 0. Ceci ayant lieu pour
tout p, et M étant de torsion comme on vient de le voir, on a bien M = 0, ce
qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE. Dans les conditions de la Prop. 4, supposons que B soit un polyédre
localement fini. Alors la fibration de E = R”" est triviale, autrement dit, E = B X F.

Puisque B est un polyeédre localement fini simplement connexe et acyclique,
il est contractile. Le corollaire résulte alors d’un théoréme classique de Feldbau.

REMARQUES: 1. On peut montrer que la conclusion du corollaire précédent
subsiste si 'on remplace ’hypothése “B est un polyedre localement fini”’ par
la suivante: “F est un polyeédre localement fini”’. En fait, il parait probable que
l'on peut se passer complétement d’hypothéses restrictives sur B ou F; sans
doute n’existe-t-il pas d’autres fibrations de R", & fibres connexes, que la dé-
comp-sition en produit direct: R" = R” X R® (p + ¢ = n), mais cela parait
difficile & établir.’ 2. A. Shapiro, utilisant la théorie de Cech ainsi que des méthodes
analogues & celles de G. Hirsch, a obtenu la Prop. 4 et a montré comment on
pouvait en tirer le résultat suivant, conjecturé par Montgomery et Samelson:
R™ ne peut étre fibré d fibres compactes non réduites d un point [29]. En s’appuyant
sur la théorie de Leray (en cohomologie & supports compacts), A. Borel et
Pauteur [2] ont obtenu indépendamment le méme résultat; leur méthode montre
en outre qu’zl n’existe pas de fibration de R", d fibres connexes, et d base compacte

\

non réduite a un point [1].

4. Une suite exacte

Prorosrtion 5. Soit A un anncau principal, et supposons que le systéme local
formé par H;(F, A) soit trivial sur B pour tout © = 0, que H.(B, A) = 0 pour
0<i<p,etqueH;(F,A) = 0pour0 <1 < q. Dans ces conditions on a la suite
exacte: ',

Hpioa(F, A) > Hypiqa(E, A) = Hpyqa(B, A) = Hpyqo(F, 4) — -+
- — Hy(B, A) — H\(F, A) — H\(E, A) — H\(B, 4) — 0.
D’apres la formule des coefficients universels, on a:

2’ = Hi(B, 4) ® Hy(F, 4) + Tor(Hi(B, 4), H,(F, 4)),

3 Pour plus de détails sur cette question, voir Particle de G. S. Young (Proc. Amer.
Math. Soc., 1, 1950, p. 215-223): On the factors and fiberings of manifolds.
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les opérations ® et Tor étant prises par rapport & I'anneau principal A. Il
suit de 1a que E;7 = 0sii % 0,7 % 0et ¢+ j < p + ¢ — 1. Pour un‘degré
total n donné, le terme E, ne contient done que deux termes éventuellement non
nuls: E;° = H,(B, A) et E3™ = H,(F, A) (ceci pour 0 £ n < p+q-—1).
En outre, les conditions du n° 4 du Chapitre I sont évidemment remplies, et on
peut appliquer la proposition 3 de ce n°, qui donne le résultat cherché.

On notera que ’homomorphisme: H,(B,4) > H,(F,A)(0=n=<p+4+q¢—1)
n’est autre que la transgression d, .

ReMarQuUEs. 1. Une suite exacte duale existe en cohomologie (appliquer la
Prop. 3’ du Chapitre I).

2. Les homomorphismes:

(F) > H(F,Z), «(E)— H(E,2), w(B)— HyB,2Z2)

définissent un homomorphisme compatible de la suite exacte d’homotopie dans
la suite exacte de la Prop. 5 (relative 4 A = Z, anneau des entiers); cela résulte
immédiatement de la commutativité du diagramme (I’) du Chapitre IT, n° 7.

CoroLLAIRE 1. Dans les conditions de la proposition précédente, Uapplication
canonique p,: H(E mod.F, A) — H«(B,A) est une application sur pour
2 <1 = p+ q, et un tsomorphisme pour2 < i < p+q — 1.

L’image de H,(E mod. F, A) — H«(B, A)est E{* (Chap. IT,n° 7); or la dif-
férentielle d, est nulle sur Ei°si2 < r < i £ p + ¢, puisqu’elle applique ce
module dans E;"" qui est nul 11 suit de 12 que:

Hi(B, A) = =E'= ... = E, 2=2isp+09,

ce qui démontre la premlére partle du corollaire. .
Pour démontrer la seconde, considérons le diagramme (o2 < ¢ £ p 4+ ¢ — 1):

HiF, A) > H(E, A) > H(Emod. F, A) > H,_,(F, A) — H:(E, A)

! S ! ! !
H.'(F, A) - Hi(E; A) — Hi(B, A) - Hi~1(F, A)' - Hi—l(Ey A)

ou les applications verticales sont les applications identiques, & 'exception de la
troisitme qui est p, . Ce diagramme est commutatif (d’aprés le Chap. II,n° 7),
et ses deux lignes sont des suites exactes. Il résulte alors du ‘lemme des cing”
que p, est un isomorphisme sur, ce qui achéve la démonstration du corollaire.

COROLLAIRE 2. Supposons que H .(E, A) = 0 pourtouti > 0, cl que H (B, A) =
pour 0 < i < p. Alors la suspension T applique H,(F, A) sur H ,+1(B A) pour
0 <1 = 2p— 2, et est un isomorphisme pour 0 < 1 < 2p — 2.

En particulier, H(F, A) = 0pour 0 < 7 < p — 1.

En appliquant la Prop. 5 avec ¢ = 1, on trouve d’abord que H.,(F, 4) =
pour 0 < 7 < p — 1. L’application du corollaire précédent (avec ¢ = p — 1)
donne alors le résultat cherché, compte tenu du fait que = = p, 297, olt 9
désigne 'opérateur bord: H,;(E mod. F, A) — H(F, 4).

COROLLAIRE 3. Supposons que H (B, A) = 0 pour tout i > 0. Alors Uappli-
cation canonique: H;(F, A) — H.(E, A) définit un isomorphisme du premier
module sur le second pour tout ¢ = 0.

On applique la Prop. 5 avecp = <, ¢ = 1.
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- COROLLAIRE 4. Supposons que H.(F, A) = 0 pour tout © > 0. Alors la pro-
jection p de E sur B définit un isomorphisme de H(E, A) sur Hi(B, 4) pour
lout v = 0. :

On applique la Prop. 5avecp = 1,9 = .

REMARQUE. Ce dernier résultat peut étre considéré comme ’analogue, dans la
théorie singuliére, d’un théoréme bien connu de Vietoris, valable pour ’homo-
logie (ou la cohomologie) de Cech; ce théoréme de Vietoris peut d’ailleurs étre
démontré, par la théorie de Leray, de la méme fagon que ci-dessus.*

5. Suite exacte de Gysin

 Prorositiox 6. Soit E un espace fibré de base B connexe par arcs et dont la fibre
F a méme cohomologie d coefficients dans A, anneau commutatif @ élément unité,
que la sphére Sy, I = 1. Supposons que le systéme local formé par H*(F, A) sur
B soit trivial. On a alors la suite exacte:

- — H'(B, .\) > HY(E, A) — H™ (B, 4) & H’“(B, 4) —
avec h(z) = x-Q = Q-x pour tout x ¢ H' *(B, A), Q étant un élément bien déterminé
de H*™(B, A), tel que 2Q = 0 si k est pair.

(Ce résultat est di essentiellement & W. Gysin [16]; la forme sous laquelle
nous le donnons est due 3 R. Thom [31] et 8. S. Chern-E. Spanier [9]. La démon-
stration qui suit est celle de Leray [24], n® 11).

Considérons le terme E, de la suite spectrale de cohomologie de 'espace fibré
E. On a: )

E, = H*(B, HX(F, A)) = H*(B, H'(F, A)) 4+ H*(B, H'(F, A)).
L’homomorphisme d’algébres: H*(B, 4) ® H*(F, A) — H*(B, H*(F, A))
est donc un isomorphisme sur (le produit tensoriel étant pris sur 4).

Il résulte d’abord de 13 que, pour un degré total 7 donné, le terme E, ne con-
tient que deux termes éventuellement non nuls:

E;* = H'(B, A) et Ex™*" = H™(B, 4) ® H’”(F A).
Appliquant alors la Prop. 3' du Chap. I, on obtient la sult-e‘.exacte:

.S HY(B,A) > H'(E, 4) — H™(B, 4) @ H'(F, A) %1, F+(B, 4) —

Pour obtenir la suite exacte de 1’énoncé, il n’y a plus qu’a choisir un isomor-
phisme ¢g: H™ (B, 1) — H' (B, 4) @ H*(F, A), et A poser: h = di41°g.
Soit s un élément générateur de H*'(F, A); nous poserons:

g(x) = (—1)**“z ® s pour tout x ¢ H*(B, 4).
Posons alors @ = diq(1 @ s) e H*™(B, 4). On a:
h(z) = den((=D"x @ 5) = (=1 dna(@)-s + (=1 dipa(s).

4+ Voir A. Borel (J. Math. Pures Appl., 29, 1950, p. 313-322): Remarques sur ’homologie
filtrée, Th.5-a.
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Puisque di41(x) = 0, on en tire bien h(x) = x-Q. Pour montrer que h(x) = Q-x,
il suffit de voir que 22 = 0 si k est pair (& cause de la loi d’anticommutation
dans H*(B, A)). Or, on a:

di1(85) = 2s-dipi(s) = 2@ ® s. Mais s* = 0, d’ot1 22 = 0, cqfd.

REmMARQUES. 1. La suite exacte duale vaut en homologie, la démonstration est
la méme. v

2. On trouvera dans la note de R. Thom [31] un résultat plus complet, en
ce sens qu’il est valable méme si le systéme local formé par H'(F, A) n’est pas
trivial (espace fibré “‘non orientable’”), et méme si k& = 0. On pourrait étendre
notre méthode de facon & englober le cas “non orientable”, mais par contre, le
cas ou £ = 0 ne semble pas pouvoir étre obtenu de cette maniére.

6. Suite exacte de Wang

PropositionN 7. Soit E un espace fibré de fibre F connexe par arcs, et dont la
base B a méme anneau de cohomologie d coefficients dans Uanneau principal .1 que
la sphére Sy, I = 2; on suppose en outre que B est simplement connexe. Dans ces
conditions, on a la suite eracte:

o HYE, A) — H'(F, 4) -2 B, 4) — HYE, ) — - -

ou, ’homomorphisme 8 est une dérivation si k est impair, une antidérivation st k est
pair.

(Ce résultat est di essentiellement & H. C. Wang [32]; le fait que 8 soit une
dérivation (resp. antidérivation) suivant la parité de I a été signalé par J.
Leray [24]. La démonstration qui suit est celle de Leray).

Considérons I'anneau spectral de cohomologie de l'espace fibré E. En appli-
quant la Prop. 8 du Chap. II, on voit que son terme I, est isomorphe
3 H¥B, A) @ H¥F, A) = H*S,, A) @ H*(F, A). 1l suit de la que I, ne
contient, pour un degré total donné, que deux termes éventuellement non nuls,
et, en appliquant la Prop. 3 du Chap. I, ou obtient la suite exacte:

b B 4) @ HTME, A)

. — HY(E, A) — H'(F, A)
— H"Y(E, ) — -

Pour obtenir celle de I’énoncé, il n’y a plus qu’a choisir un isomorphisme
g:H™*"(F, A) — H(B, A) ® H™""\(F, 4), et & poser:

0 = g—lodk.

Soit s un élément générateur de H*(B, A); nous poserons g(zx) = s Q z.
On a donc par définition: di(x) = s @ 6(x), x e H*(I', 4).

Calculons alors di(xy):

D’une part: di(zy) = s ® 0(zy),
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et d’autre part:

di(xy)

di(@) - y + (—1)***z - di(y)
(s ® 0@) -y + (—1)***z - (s ® 6(y))
s ® (6(z) - y) + (=1)*Deers @ (x - 6(y)).
En comparant, on obtient:
0ay) = 0@) -y + (=D*wz - 0(y),

ce qui signifie bien que 8 est une dérivation si & est impair, et une antidérivation
si k est pair.
REMARQUE. En homologie, on a la suite exacte duale:

" HY(E, A) < H{(F, A) — Hiyn(F, A) — Hipy(E, 4) < ---

7. Un théoréme de Leray-Hirsch

Soit E un espace, F un sous-espace de E, k un corps commutatif. Les conditions:
“H(F, k) — H(E, k) est biunivoque” et: “H'(E, k) — H'(F, k) est sur” sont
équivalentes, comme il résulte tout de suite de la dualité entre homologie et
cohomologie. Si ces conditions sont remplies pour tout ¢ = 0, on dit que F est
“totalement non homologue d zéro” dans E (relativement au corps k).

Cette définition étant posée, on a: »

Prorosition 8. Soit E un espace fibré de fibre F et de base B, F et B étant
connexes par arcs. Soit k un corps commutatif et supposons:

(a) que F soit totalement non homologue @ zéro dans E relativement d k,

(b) que H'(F, k) ou bien H'(B, k) sost de dimension finie sur k pour tout i = 0.
Dans ces conditions lalgébre graduée assoctée ¢ H*(E, k) est isomorphe d
H*(B, k) ® H*(F, k). (Voir [24], th.7.3)

11 résulte tout d’abord de (a) que le systéme local formé par H'(F, k) sur B est
trivial pour tout ¢ = 0. En effet, on sait (Chap. II n°9, a—) que 'image de
H*(E, k) dans H*(F, k) par la transposée de I'injection F' — E est formée d’élé-
ments qui sont invariants par les transformations T, , « € m(B); ’hypothése (a)
entraine donc que tous les éléments de H'(F, k) sont invariants par m(B), ce qui
signifie que le systéme local est trivial.

Cela étant, il résulte de (b) et de la Prop. 8 du Chap. II que le terme E; de la
suite spectrale de cohomologie de E est isomorphe (en tant qu’algébre) au
produit tensoriel gauche (sur k) H*(B, k) ® H*(F, k). Comme 'image de H*(E, k)
dans H*(F, k) est formée des éléments de H*(F, k) qui sont des cocycles pour
toutes les différentielles d, , ’hypothése (a) revient & dire que d, = 0 sur H*(F, k)
pour tout r. Mais comme d, est nulle sur les éléments de H*(B, k) et que c’est
une antidérivation, elle est nulle sur tout H*(B, k) ® H*(F, k), et I’'on a E; =
E;, = ... = E,, cqfd. ) ,

En général, I'algébre H*(E, k) n’est pas isomorphe & Il’algébre H*(B,k)
® H*(F, k). On a en effet:
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ProrosiTioN 9. Les hiypothéses étant celles de la Prop. 8, pour qu’il existe un
isomorphisme d’algebres: H*(B, k) @ H*(F, k) — H*(E, k) qui, par passage awx
algébres graduées associées, donne U’isomorphisme de E, sur L, | il faut et il suffit
qu’il existe un homomorphisme d’algébre ¢*: H*(F, k) — H*(E, k) qui, composé
avec "homomorphisme canonique ¢*: H*(E, k) — H*(F, k), donne U'awtomorphisme
identique de H*(F, k).

La nécessité est évidente.

Pour voir la suffisance, considérons l'application p*:H*(B, k) — H*(E, L),
transposée de la projection p:E — B. Ceci permet de définir ’homomorphisme
d’algébres

p* @ ¢*:H*(B, k) ® H*(F, k) — H*(E, k).

En outre, si nous filtrons H*(E, k) par les D*?, et H¥(B, k) @ H*(F, k) par le
degré-base, ’homomorphisme p* ® g¢* est compatible avec ces filtrations de
fagon évidente. On peut donc définir ’homomorphisme correspondant p* ® ¢*
des algebres graduées associées, qui applique H*(B,k) ® H*(F,k) dans
H*(B, k) @ H*(F, k). D’apreés les propriétés de p* (resp. ¢*), cet homomorphisme
est I'identité sur H*(B, k) (resp. H*(F, k)), et, comme c’est un homomorphisme
d’algebres, c’est l'identité partout. Nous avons donc démontré que p* @ ¢*
est un isomorphisme sur. On en tire par un raisonnement classique (Voir, par
exemple, [23], Prop. 6.2) que p* ® ¢* est lui-mé&me un isomorphisme sur, ce qui
achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. Les hypothéses étant celles de la Prop. 8, supposons que H* (F, I.)
sott engendré par des éléments homogénes fo de degré n. , vérifiant les seules re-
lations:

fafs = (=1)""f°fa.
Alors H*(E, k) est isomorphe a H*(B, k) @ H*(F, k).

Il nous suffit de construire une application ¢* vérifiant les conditions de la
Prop. 9; pour cela, soient ¢, e H*(E, k) des éléments tels que ¢*(c.) = fo. L’ap-
plication: f. — ¢, se prolonge d’une facon et d’une seule en un homomorphisme
d’algebres ¢*:H*(F, k) — H*(E, k) qui vérifie visiblement les conditions pre-
scrites.

REMARQUE. On retrouve ainsi un théoréme classique de Samelson, sur les
sous-groupes non homologues & zéro d’un groupe de Lie. Toutefois, comme nous
n’avons - pas supposé que les n, solent impairs, notre résultat est également
applicable au cas ol F est un espace de lacets (Cf. Chapitre IV).

CoROLLAIRE 2. Sotent B et F deux espaces connexes par arcs, et supposons qc
H'(B, k) ou H'(F, k) soit de dimension finie pour tout ¢ = 0. Désignons par p et
q les projections canoniques de E = B X F sur B et F respectivement, par p* et
q* les homomorphismes de H*(B, k) et de H*(F, k) dans H*(E, k) qu’elles définissent.
Dans ces conditions, ’homomorphisme p* @ ¢* est un tsomorphisme de H*(B, k) &
H*(F, k) sur H*(E, k). -

On applique la Prop. 9 & E, considéré comme espace fibré de base B et de
fibre F.
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REMARQUE. Si Ion supprime I'hypothese de finitude de ’énoncé préeédent,
on peut simplement montrer que H*(E, k) = Hom(H (B, k), H*(F, k)), ce qui
ext d’ailleurs un cas particulier d'un théoréme général d’Eilenberg-Zilber (non-
publié)—Les autres résultats de ce n® sont susceptibles d’une extension analogue.

CHAPITRE IV. LES ESPACES DE LACETS

1. Les espaces de lacets

Soit X un espace topologique (non nécessairement séparé), et désignons par
1 le segment [0, 1]. Nous dirons qu'une application continue f:I — X est un
lacet au point x € X, si f(0) = f(1) = z. Nous munirons I’ensemble Q. des lacets
au point x d’une topologie: celle de la convergence compacte (compact-open
topology, dans la terminologie américaine). Cette topologie est étudiée, par
exemple, dans Bourbaki, Top. X, §2, en supposant que l'espace dans lequel
les fonctions prennent leurs valeurs (ici X) est séparé. Mais en réualité, presque
toutes les propriétés démontrées par Bourbaki sont indépendantes de cette
hypothese. En particulier, on a le résultat suivant:

Sott g une application d'un espace topologique Y dans Q. ; g définit une appli-
cation G:I X Y — X par la formule: G(t, y) = ¢(y)(t). Alors, pour que g soit
continue (Q. élani munz de la topologie de la convergence compacte), il faut et 1l
suffit que G le soit.

Lot de composition sur Uespace des lacets.

Cette loi fait correspondre &4 deux lacets f, g ¢ Q. un troisieme lacet, noté
f*g, et défini par:

IIA
(NI

‘f g(20) it
PO =1 o Dtz

=
.

Nous désignerons par e, (ou e lorsqu’aucune confusion ne sera a craindre} le
lacet réduit au point z :e.(f) = x pour tout £ e I.

On sait que la loi de composition précédente n’est pas associative, et n’a pas
d’élément neutre, mais vérifie toutefois ces propriétés ‘a4 une homotopie pres”.
Pour préciser ceci, introduisons la notion suivante:

DerFiNiTION. Soit G un espace topologique, muni d’une loi de composition
notée v . Le couple (G, v) est dit un H-espace si les conditions suivantes sont
réalisées:

(I) L’application (x, y) — x v y est une application continue de G X G dans G.
(IT) Ilexistee e G, avece v e = e, lel que les applications: x —x V eetz—e V T
sotent homotopes a Uidentité dans G (par des homotopies laissant le point e fixe).

Par exemple, tout groupe topologique est un H-espace.

ProposiTioN 1. Soit X un espace lopologique, x un point de X. L’espace des
lacets au point x, Q. , muni de la topologie de la convergence compacte et de la lot de
composition  est un H-espace.

Pour vérifier (1), il suffit de montrer que I’application de 2, X 2. X I dans
X définie par:
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A
(ST

g(2t) sit
(0. = (f(zz —Dsitz

~est continue. Or cela résulte immédiatement des continuités des applications:
() —g2)E=Pet(f,O)-f2t -1 ¢z
Pour vérifier (IT) on prend pour e le lacet réduit au point x. Il est clair que
exe = e.
D’autre part, soit f eQ., et définissons la famille de lacets fy, 0 < 6 < 1,
par les formules:

fot) = xsit £ 6/2
fot) = f((2t — 6)/(2 — 6)) sit = 6/2.

On a fy(1) = f(0) = x pour tout 8; donc f, est bien un lacet. D’autre part,
fot) = f@t), fr = fxe, et,sif = e, fy = e pour tout . On aura donc bien montré
que f — fxe est homotope 4 lidentité, dans une homotopie laissant fixe le
lacet e, si on sait que 'application (f, 8) — fy est une application continue de
Q. X I dans Q.. En d’autres termes, il faut vérifier que 'application ¢:Q, X
I X I — X, définie par ¢(f, 8, t) = fs(f) est continue.

Or, soit Q:I X I — I lapplication définie par:

sit < 6/2
Q®, & { @2t —-0/2—-0sit > 6/2.

Il est évident que @ est continue. Désignons alors par (1, @) 'application de
Q. X I X I dans Q. X I, produit direct de @ et de 'application identique de
Q. sur lui-méme; désignons par F 'application canonique: . X I — X, définie
par F(f, t) = f(¢). L’application F est continue, par définition méme de la topo-
logie de la convergence compacte.

Comme ¢ = Fo(1, Q), ¢ est donc bien continue, ce qui achéve de montrer que
f — fxe est homotope & I'identité. Une démonstration tout & fait analogue peut
étre faite pour f — exf.

2. Le théoréme de Hopf

Dans ce paragraphe et le suivant nous donnerons quelques propriétés des
H-espaces qui sont bien connues dans le cas des groupes topologiques, mais que
nous appliquerons aux espaces de lacets.

Occupons-nous d’abord du théoréme de Hopf.

Soit A une algebre graduée, vérifiant la loi d’anticommutation habituelle:
zy = (—1)"yz, si x et y sont homogenes et de degrés p et g respectivement.
_On supposera en outre que les éléments de degré 0 de A sont les multiples scalaires
d’un élément unité, noté 1. Une telle algébre (sur un corps de base de caractéris-
tique quelconque) sera dite canonique.

Si A et B sont deux algébres canoniques, 4 @ B, muni de la structure de
produit tensoriel gauche, est une algébre canonique. Dans cette algébre, nous
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désignerons par N, (resp. Njp) I'idéal engendré par les éléments de la forme
a ® 1 (resp. 1 ® b) olt a ¢ A est de degré strictement positif (resp. b e B est de
degré strictement positif). L’algeébre quotient (4 ® B)/N. est isomorphe &
B, comme on le voit immédiatement; de méme, (A ® B)/Np est isomorphe a
A. En particulier si A = B, on obtient ainsi deux homomorphismes de 4 ® A
sur A, que nous désignerons respectivement par p et ¢; on peut donc écrire:

r=q@) @1+ +1Qpk (zred ® A),

les termes non écrits étant des produits tensoriels de deux éléments de A de
degrés strictement positifs.

Un homomorphisme d’algébre r:A — A @ A est dit un H-homomorphisme
si les composés por et gor sont des automorphismes de A. L’existence d’un
H-homomorphisme permet d’appliquer & l’algébre A les raisonnements clas-
siques.de Hopf. Nous ne les répéterons pas, renvoyant & l’exposé qu’en donne
Leray ([21], n° 24). Rappelons seulement le résultat auquel on arrive:

TuforEME DE HOPF. Soit B un systéme minimal de générateurs homogeénes
de A, et S(B) Ualgébre engendrée par les éléments de B soumis aux seules relations
d’anticommutation. Les éléments de S(B) peuvent étre appelés polynomes anti-
commutatifs en les éléments de B; on peut parler de la dérivée d’un tel polynome par
rapport & un b e B. L’algébre A est isomorphe au quotient de S(B) par un idéal
homogéne N jouissant de la propriété suivante:

Soit P € N, et soit b un élément de B de degré maximum parmz tous ceux qui figurent
dans P; alors PyeN.

Si le corps de base est de caractéristique nulle, ceci entraine que N = 0, et
par suite A = S(B). En groupant alors les éléments de B de degré pair, et ceux
de degré impair, on voit que: A est isomorphe au produit tensoriel d’une algébre
extérieure engendrée par des éléments de degré impair, et d’une algébre de polynomes
engendrée par des éléments de degré pair.

La proposition suivante permettra d’appliquer ces résultats aux H-espaces
(et en particulier aux espaces de lacets):

ProrositioN 2. Soit G un H-espace connexe par arcs, k un corps commutatif.
Supposons que H'(G, k) soit de dimension finie sur k pour tout i = 0. Alors P'al-
gébre H*(G, k), algébre de cohomologie de G d coefficients dans k, posséde un H-
homomorphisme.

Soit A = H*(G, k); puisque G est connexe par arcs, A est une algébre canoni-
que. En outre, d’aprés le Cor. 2 4 la Prop. 9 du Chapitre III, H*(G X G, k) =
A ® A. Si ye@G est un point quelconque de G, Papplication P:G — G X G
définie par P(x) = (y, =) induit un homomorphisme de H¥(G X G, k) = A @ A
dans H¥(G, k) = A qui n’est autre que p. De méme, Q(z) = (z, y) induit q.

Utilisons maintenant la loi de multiplication de @, et définissons ’application
continue R:G X G— G par R(z, y) = x v y. Cette application induit un homo-
morphisme r:4 — A ® A, et je dis que r est un H-homomorphisme, ce qui démon-
trera la proposition.

En effet, considérons ’homomorphisme qo r. Il est défini par P’application
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continue Ro Q:(G — (/. Mais pour définir @, nous pouvons prendre un point y
arbitraire de G: choisissons y = e. On a alors:

RoQ(x) = x ve

Puisque Vapplication ¥ — x v e est homotope a4 l'identité, il en résulte que
go r = 1; on montre de méme que po r = 1, ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. Ajoutons aur hypothéses de la Prop. 2 celle que le corps k est de
caractéristique nulle. Alors Ualgébre H*(G, k) est isomorphe d S(xx) @ A(y),
ou S(xx) désigne une algébre de polynomes engendrée par des éléments x; de degré
pair ni, et A(y,) une algébre extérieure engendrée par des éléments y, de degré
tmpair m; . En outre, 1l n’y a qu'un nombre fini de x, et de y, dont le degré soil
plus petit gu'un entier donné.

Il nous reste simplement & prouver la derniére assertion; elle résulte évidem-
ment du fait que H'(G, k) est de dimension finie pour tout 7 = 0.

REMARQUE. Si (7 est un groupe de Lie, son algébre de cohomologie est nulle
pour les dimensions assez grandes, et ne peut contenir une algébre de poly-
nomes. C’est donc une algébre extérieure (si le corps k est de caractéristique
nulle), conformément au Th. de Hopf classique.

Par contre, si (¢ est un espace de lacets, il n’y a plus de raison pour. qu’il
en soit ainsi, bien au contraire (Voir en effet Prop. 11). Par exemple, on verra
au n°9 que, si G est 'espace des lacets sur la sphére S, (n impair), H*(G) = S(x)
ol z est de degré n — 1, et si n est pair, H*(G@) = S(x) ® A(y), ol x est de degré
2n — 2 et y de degré n — 1.

3. Simplicité des H-espaces

Soit G un groupe de Lie connexe, T son revétement universel; on sait que 7
peut étre muni d’une structure de groupe de Lie telle que la projection p: 7 — G
soit un homomorphisme; le noyau de p est un sous-groupe discret du centre de
T, isomorphe & m(G). Les automorphismes de T définis par les éléments de
(@) sont simplement, les translations par les éléments de ce sous-groupe discret.
Comme toute translation est homotope & l'identité (G étant connexe), on voit
que les automorphismes définis par les éléments de m(G) sur T sont homotopes
a Uidentité.

Nous allons montrer maintenant que cette démonstration peut s’étendre, en
la compliquant légérement, aux H-espaces quelconques. Le résultat ainsi obtenu
sera utilisé de facon essentielle au Chapitre suivant (dans le cas particulier
ol G est un espace de lacets).

Soit done G un H-espace dont la loi de multiplication est notée x v y; on
supposera G connexe par arcs, localement connexe par arcs et localement simple-
ment connexe; on définit son revétement universel 7 comme il a été dit au Chap.
[, n° 6 (en choisissant comme point de base I'idempotent e introduit dans la
condition (II) des H-espaces). D’autre part, soit E l'espace des chemins issus
de ¢ dans G, I étant muni de la topologie de la convergence compacte. Si on fait
correspondre 3 un chemin ¢ e E sa classe d’homotopie, on définit une application
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o:E — T. Cette application permet d’identifier T & un espace quotient de E
(parce que G est localement simplement connexe).

On peut munir E d’une loi de composition, notée encore v, définie par la
formule: (f v ¢g)(©) = f(t) v gt) tel, f,geE. Ceci est licite car e v e = e.

On voit immédiatement que 'application (f, g) — f v ¢ est une application
continue de E X E dans E, et que, si f’ est homotope 2 f, et ¢’ homotope & g,
alors f’ v g’ est homotope & f v g. Ceci permet de définir la loi de composition
v sur T, par passage au quotient.

Soit maintenant u un lacet sur G. Nous allons définir une déformation de E
qui relie ’application identique f — f & Papplication f — u * f (u * f désigne ici
le composé des deux chemins u et f, composé qui est défini par les formules du
n° 1). En outre cette déformation devra étre telle qu’elle puisse passer au quo-
tient et définir une déformation de T'.

Commengons par donner un nom aux déformations de G qui relient I’applica-
tion z — z aux applications x — 2 v eet x — ¢ v z: Soit Fe(z), fonction con-
tinue de 6 € I et de z € G, telle que:

Fo(z) = z, Fiiz) =z v e pourtout zeG, et Fole) =¢, Oel.
Soit Gy(x), fonction continue de 8 € I et de « € G, telle que:
Go(z) = =z, Gi(x) = e v z pour tout z G, et Gole) = e, Oel.

Considérons alors les quatre déformations suivantes qui font correspondre &
un élément f ¢ E une famille f; d’éléments de E (6 ¢ I):

1o déf.: fo(t) = Ge(f(2)) fait passerde fae v f.
20 déf.: fo(t) = u(6t) v f(¢) fait passerdee v fau v f.
3o déf.: fot) = u(2t) v e si t=<0/2
=u() v f2t —0) si 6/2<t=<6 faitpasserdeu v fa V().
= u(t) v f(t) si t=6. ‘
40 déf.: fo(t) = Fr_e(u(2t)) si t=1/2
= G(f(2t — 1)) si t=1/2  fait passer de V(f) & u « f.

(On a désigné par V(f) le chemin suivant:
V@) = uw2) ve si t<1/2
VHE) =ev @2 —1) si ¢t=1/2).
Il ne nous reste plus maintenant qu’un certain nombre de vérifications & faire:
a—Les chemins fs(t) commencent au point e.
1° cas—f,(0) = Go(f(0)) = Go(e) = e.
2° cas—fo(0) = u(0) v f(0) = e v e =ce.
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3o cas—fe(0) = u(0) ve=eve=e
40 cas—f5(0) = F1_4(u(0)) = F1e(e) = e.

b—Continuité des applications: (f, ) — fo de E X I dans E.

On se ramene a vérifier la continuité d’applications de E X I X I dans G, ce
qui ne présente pas de difficultés.

c—L’extrémité de fs ne dépend que de Pextrémité de f, et du lacet u choist.
1o cas—fs(1) = Gu(f(1)).

20 cas—fo(1) = u(6) v f(1).

30 cas—fo(1) = u(l) v f(1) = e v f(1).

1 cas—fo(1) = Gie(f(1)).

Ces trois vérifications permettent de détinir les f, sur T, par passage au
quotient; ’on obtient ainsi une déformation de 7 qui relie 'automorphisme
f— wu = f aVidentité. Autrement dit:

" ProrosiTioN 3. Soit G un H-espace connexe par arcs, localement connexe par
arcs et localement simplement connexe. Les éléments de m,(G) définissent des auto-
morphismes du revétement universel T de G qui sont homotopes & U'identité.

COROLLAIRE. m (@) opére trivialement sur les groupes d’homologie, de coho-
mologie et d’homotopie de T.

En particulier, on voit que G est simple en toute dimension, ce qu’il est d’ailleurs
facile de vérifier directement.

4. Fibrations des espaces de chemins

Soit X un espace connexe par arcs, A et B deux parties de X. Nous désignerons
par E, » l'espace des chemins tracés dans X dont Uorigine appartient @ A et U'ea-
trémité @ B. Autrement dit, E. p est ’ensemble des applications continues
f:I — X, telles que f(0) ¢ A et f(1) ¢ B. On munira E, 5 de la topologie de la
convergence compacte. On observera que E4 » et Ep 1 sont homéomorphes.

Si A se réduit au point z, on écrira simplement E, » au lieu de E. 5. Défi-
nitions analogues pour E, . et E, (z, y ¢ X). On observera que E. . n’est autre
que D’espace Q. des lacets au point z, introduit au n° 1.

Définissons une application p4,s:Ess — A X B par la formule:

Pas(f) =(f(0),f(1)) sifeEus.

Cette application est continue et applique E4,z sur A X B puisque X est con-

nexe par arcs.

ProrosiTioN 4. Le triple (Ex5,ps.8, 4 X B) est un espace fibré au sens du
Chapitre II (c’est a dire vérifie le théoréme de relévement des homotopies pour les
polyédres).

(En fait, nous allons voir qu’il vérifie le théoréme de reléevement des homo-
topies pour fous les espaces).
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Soit P un espace topologique, (f, f/) une application continue de I X P dans
A X B; soit d’autre part une application continue g:P — E, 3, telle que
paso gy) = (f(0, y), f(0, y)) pour tout y e P. La donnée de g est équivalente
4 la donnée d’une application G:I X P — X, telle que G(0, y) = f(0, y) et
G(1,y) = f'(0, y) pour y € P.

Nous devons trouver une application continue A:l X P — E, 5, telle que
RO, ¥y) = gly) et paso b = (f, f). Cela revient & chercher une application
continue H:1 X I X P — X telle que: H(0, ¢, y) = G, y), H(t, 0, y) = f(t, y),
H(, 1,y) = f'(¢, y). Si on désigne alors par R la partie suivante de I X I X P:

R=({0} XIXPu(X{0} XP)u( X {l} XP),

on voit qu’il s’agit de prolonger @ I X I X P une application continue connue
sur R. Or ceci est évidemment possible puisque ({0} X I)u (I X {0})u (I X {1})
est un rétracte de I X I. Ceci termine la démonstration.

ProrosiTioN 5. St A est déformable en un point x € X, U'espace E 4 5 est de méme
type d’homotopie que A X E: 5.

(Comparer avec [27], 22, n° 8).

L’hypothése signifie qu’il existe une application continue D:4A X I — X,
telle que D(a, 0) = a et D(a, 1) = = pour tout a ¢ A. Nous noterons f, I'appli-
cation: ¢t — D(a, t), f2' I'application: t — D(a, 1 — ¢). '

Soit ¢ ’application de 4 X E, s dans E, 5 qui fait correspondre au couple
(a,f)lecheming = f*f, (ae A, feE.,s).

Soit ¢ Papplication de F 5 dans A X E.  qui fait correspondre au chemin
g le couple (a, g * f7'), ot a = ¢(0) € A.

On a donc:

(po¥)(g) = g*fa'nfa si geEas,
(¢°¢)(aaf)=(aaf*fn*fa_l) si aed et feEz,B-

Pour tout y € X, soi% e, le chemin réduit au point y. Pour montrer que ¢o ¢ et
¥ o @ sont homotopes & I'identité, on commence par déformer f;' = f, en e, et
fa*f2'en e, . Il en résulte que les applications g o ¥ et ¥ o ¢ sont respectivement
homotopes &:

g—g=e(aveca = g(0) et (a,f) — (a,f=e).

Ces applications étant visiblement homotopes & I'identité, la proposition est
donc démontrée. ’

CoROLLAIRE 1. Si A et B sont déformables en des poinis x et y, E4 5 est de
méme type d’homolopic que A X B X E .

COROLLAIRE 2. Si ux, y, 2, t sont des points quelconques de X, E.., et E. sont
de méme type d'homolopie.

En effet, puisque X est connexe par ares, z et { sont déformables en x et y,
et on peut appliquer le Corollaire 1.

Le Cor. 2 a pour conséquence que les groupes d’homologie, d’homotopie, des
divers espaces 5., sont isomorphes. En particulier, ils sont isomorphes aux
groupes correspondants de I'espace des lacets sur X en un point quelconque de




HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 481

X. Nous désignerons cet espace par ©. On notera que { est connexe par arcs si
et seulement si X est simplement connexe.

Appliquons alors les résultats du Chapitre II 4 la fibration de la Proposition 4.
On obtient ainsi:

ProrosiTioN 6. Soit X un espace connexe par arcs et simplement connexe,
Q Uespace des lacets sur X, A et B deux parties de X, E4 s Uespace des chemins
de X dont Vorigine appartient & A et Uextrémité appartient & B. Il existe une suite
spectrale d’homologie, telle que E3'* = H,(A X B, H,(R)), dont le groupe terminal
E,. est tsomorphe au groupe gradué associé ¢ H(E 4 5) convenablement filtré.

(Bien entendu, une suite spectrale duale existe en cohomologie).

5. L’espace fibré des chemins d’origine fixée

Dans ce numéro, nous allons nous occuper plus particuliérement de I’espace
fibré E. x des chemins d’origine un point fixé x ¢ X dont l’extrémité est un
point quelconque y de X. D’aprés la Prop. 4 la base de cet espace fibré est X,
et la fibre est Q, espace des lacets en z.

ProrosiTioN 7. L’espace E. x est contractile.

Pour tout couple (8, f) e I X E. x , posons: fy(t) = f(6£). Il est clair que, pour
tout 6, f; est un chemin de X dont l’origine est z; en outre I’application (6, f) —
fo est visiblement continue. Comme fy(f) = x pour tout ¢ € I, et que fi(t) = f(t)
pour tout ¢ € I, la Proposition est démontrée.

Le méme raisonnement donne le résultat plus général suivant:

ProrosiTioN 7’. Pour toute partie A de X, A est un rélracte de déformation
de E AX .

Role de Uespace E . x .

11 nous permet de considérer @ comme la fibre d’un espace d’homologie triviale
dont la base cst X. En appliquant la suite spectrale & cette fibration, on obtiendra
(dans une certaine mesure) les groupes d’homologie de Q & partir de ceux de X.

Une telle situation se rencontre également dans la théorie des espaces fibrés
principaux “universels” pour un groupe de Lie. Rappelons qu’un espace fibré
principal sur le groupe de Lie G est dit universel (pour une certaine dimension)
si tous ses groupes d’homologie sont nuls (jusqu’a cette dimension). De tels
espaces existent pour tout groupe de Lie et toute dimension, et leur étude est
un préliminaire indispensable & celle des autres espaces fibrés principaux (Cf.
[5], ainsi qu’un mémoire de A. Borel en cours de préparation).

On notera toutefois qu’ici, ¢’est la base de I’espace universel que I’on “connait”
et c’est la fibre que I’on cherche; dans la théorie habituelle des espaces universels
sur un groupe de Lie, on se trouve plut6t dans la position inverse.

La suspension dans Uespace E, x.

Puisque E, x est contractile, on a H,(E..x) = 0 pour tout i > 0 et tout groupe
de coefficients, et la suspension =:H(2) — H,;,(X) est définie pour tout ¢ > 0.
* Rappelons que:

—1
Z=p,00
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ol p, désigne la projection canonique: Hyi(E:x mod. ) — H;n(X) et 9
I'opérateur bord: H, (£, x mod. Q) — H,(Q).

Nous allons en donner une définition plus précise.

Pour cela, soient C(E) et C(X) les complexes singuliers cubiques de E; x et
X respectivement. Comme E, ¢ est contractile, il existe un opérateur k, défini
dans C(E), élevant le degré d’une unité, et tel que:

kde + dkx = x pour tout z de dimension > 0.

Soit s 'opérateur po k, qui applique C(Q) complexe singulier de @, dans C(X).
L’opérateur s éleve le degré d’une unité et 'on a: dsx + sdx = dpkx + pkdr =
p(dkx + kdz) = pr = 0, si x est de degré strictement positif (on a pr = 0, &
cause de l'identification & 0 des cubes dégénérés).

On voit donc que s anticommute avec le bord et définit un homomorphisme de
H,(Q) dans H,;1(X) (: > 0) qui n’est autre que la suspension, d’aprés la défi-
nition méme de cette derniére.

Explicitons maintenant 'opérateur A:

Soit y(t,, --- , t) un cube singulier de dimension n A valeurs dans l’espace
E. x . Nous définissons le cube ky par la formule: '

kylty, -+, tag))(t) = (Y(t2, -+, tag)) (th).

On vérifie sans peine la formule dk + kd = 1; ceci étant, pour obtenir I’homo-
morphisme s, il suffit de faire ¢ = 1 dans la formule précédente:

(1) sy(by + -+ tapa) = (Ylta, -+, tag)) (8.

(On notera que les opérateurs k et s transforment un cube dégénéré en un cube
dégénéré, ce qui permet de les faire opérer sur les complexes singuliers C(L) et
c(Q).)

En définitive, on a:

ProrositioN 8. L’application s définic par la formule (1) est un homomorphisme
de degré +1 de C(Q) dans C(X), tel que sdx + dsx = 0 si deg. x > 0. Elle définit
un homomorphisme: H;(Q) — H.1(X), i > 0, qui coincide avec la suspension
définie au Chap. II, n° 7. ‘

Note. La définition de la suspension que nous venons de donner a été simpli-
fiée par le fait que nous avons annulé les cubes ponctuels de X dont la dimen-
sion est >0 (ce qui résultait des conventions générales sur les cubes dégénérés).
En théorie singuliére classique, définie au moyen des simplexes sans aucune
“normalisation’ de ce genre, on aurait dt prendre pour sy (y étant un simplexe
de Q) la différence entre le simplexe de dimension n + 1 de X que définit y de
facon évidente (y étant de dimension n) et le simplexe ponctuel de dimension
n + 1. Ceci explique la formule utilisée par Eilenberg-MacLane [14] pour définir
la suspension (Voir Chapitre VI).

6. Quelques résultats généraux sur ’homologie des espaces de lacets

Nous conservons les notations et hypothéses des deux numéros qui précéedent.
En outre, nous supposons que 'espace X étudié est simplement connexe. Il en
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résulte évidemment que le systéme local formé par H(Q) sur X est trivial. Si
A et B sont deux parties connexes de X, le systéme local formé par H(Q) sur
A X B est la restriction d’un systéme local défini sur X X X, donc qui est tri-
vial.

ProrositioN 9. Soit G un anneau principal, et supposons que H;(X, @) soit
un G-module de type fini pour tout © = 0. Alors Hi(Q, G) est un G-module de type
fint pour tout © = 0.

On a: Hy(E.x) = G, H(E;x) = 0si ¢ > 0, puisque E, x est contractile:
les modules d’homologie de E. x sont donc de type fini. La proposition résulte
alors immédiatement de la Proposition 1 du Chapitre III.

COROLLAIRE. Dans les hypothéses précédentes, sotent A et B deux parties de X
telles que H (A, G) et H (B, G) sotent de type fini pour toutt = 0. Alors H(E 4 5, G)
est de type fini pour tout ¢ = 0.

Puisque Ho(A4) et Hy(B) sont de type fini, 4 et B ont un nombre fini de com-
posantes connexes par arcs, 4., B, . Puisque Hi(E15) = 2 ;& H(E4.5,), on
voit qu’on peut se borner au cas olt 4 et B sont connexes par arcs.

Dans ce dernier cas, on applique la Prop. 1 du Chapitre IIT & lespace E4 5
fibré de fibre Q et de base 4 X B.

2EMARQUES. 1. La Prop. 9 est applicable, en particulier, 4 tout polyedre fini
simplement connexe.
2. La Prop. 1 du Chap. III montre que, réciproquement, si H,(Q) est de type
fini pour tout 7 = 0, il en est de méme de H.(X).

Prorositiox 10. Soit ¢ un anneau prmczpal et supposons que H (X, G) =0
pour 0 < 7 < p. Alors la suspension T appliqgue H(Q, @) sur H. (X, G) pour
0 < i = 2p — 2 et est un isomorphisme pour 0 < 1z < 2p — 2,

En particulier, H(Q, G) = 0 pour 0 < 1 < p — 1.

Ce n'est que la transeription du Corollaire 2 & la Prop. 5 du Chapitre III.

ProrosiTiox 11. Soit I un corps commutatif, et supposons que H; (X, k) = 0
pour 1 > n (n éant un entier fixé = 2) et que H, (X, ) % 0. Alors, pour fout
entier 1 2 0, il existe un entier j, 0 < j < n, tel que H;(Q, ) ## 0.

aisonnons par l'absurde, et soit 7 un entier mettant en défaut la conclusion
de la proposition. Quitte & remplacer 7 par un entier inférieur, on peut toujours
supposer que H,(Q, &) 0. On a donc:

Ly = H, (X, H(Q, k) = H(X, k) ® Hi(Q, k) = 0.

Je dis que les éléments de E,"i sont dea cveles pour d, quel que soit
r = 2. Comme d, applique E/* dans E”""7""", on voit qu'on peut se borner
aux différentielles d,, 2 < r < n. Mais pour celle< 13, le terme E; 7777 =
H, (X, k) @ Hin1(Q, /) est nul, d’apres 'hypothese faite sur 7. Il en est
donc de méme de E/7'7"7*, ce qui démontre notre affirmation.

Mais d’autre part, ces éléments ne peuvent étre des bords pour la différentielle
d, , puisque celle-ci diminue le degré-bhase et qu’ils sont de degré-base maximum,
n. Il suit de 1a que:

Ei' = EY' 0,
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ce qui est absurde puisque E. x est contractile et a done tous ses groupes d’homo-
logie nuls en dimensions strictement positives.

COROLLAIRE. Dans les hypothéses précédentes, il existe une infinité de valeurs
de © telles que H,(Q, k) = 0.

On notera que ce corollaire résulte directement du Corollaire & la Proposition
3 du Chapitre III.

7. Application au calcul des variations (théorie de Morse)

Soit X un espace de Riemann connexe et indéfiniment différentiable. Si a
et b sont deux points de X, désignons par d(a, b) la borne inférieure des longueurs
(au sens de la métrique riemannienne donnée) des arcs différentiables joignant
a et b; la fonction d(a, D) est une distance sur X, compatible avec la topologie
de X. Hopf et Rinow [17] ont montré que, lorsqu’on munit X de cette structure
d’espace métrique, les deux conditions suivantes sont équivalentes:’

I) X est complet.
IT) Toute partie bornée de X est relativement compacte.

Un espace de Riemann vérifiant ces conditions sera dit complet (‘“normal”,
dans la terminologie d’E. Cartan).

Soit alors X un espace de Riemann complet et connexe, et soient a et b deux
points distincts de X (cette restriction n’étant d’ailleurs pas essentielle). Mar-
ston Morse [25], [26] a montré qu’il existe des relations étroites entre les pro-
priétés homologiques de E,; et les propriétés des géodésiques joignant a & b
(nombre de telles géodésiques, nombre de points focaux sur une géodésique
“non dégénérée’’). En particulier, on a le résultat suivant:

ProrosiTion 12 (Marston Morse). Sotent X un espace de Riemann connexe
ot complet, a et b deux points distincts de X, E, , Uespace des chemins tracés dans
X et joignant a a b, k un corps commutatif. St H.(E., , k) 5 0 pour une infinité
de valeurs de Uentier i, il existe une infinité de géodésiques de X joignant a a b.

(On trouvera une démonstration de cette proposition dans le livre déja cité
de Seifert-Threlfall [27], §19, Satz III, tout au moins quand le corps k est celui
des entiers modulo 2; leur démonstration est valable dans le cas général sans
aucun changement.) ‘

Les résultats du numéro précédent, joints & la Prop. 12, vont nous permettre
de démontrer la Proposition suivante:

ProposiTioN 13. Soit X un espace de Riemann connexe et complet tel que
H.(X, Z) # 0 pour au moins un entier © # 0. Si a ¢t b sont deux points distincts
de X, 1l existe une infinité de géodésiques de X joignant a a b.

{Dans cet énoncé, Z désigne, comme d’ordinaire, le groupe additif des entiers.)

Soit 7' le revétement universel de X ; on peut munir 7 d’une structure d’espace
de Riemann telle que la projection canonique T' — X soit un isomorphisme
loeal; il en résulte que T, muni de cette structure, est un espace de Riemann
connexe et complel. Si a’ désigne un point de T se projetant sur a, et si (b))

* Hopf et Rinow ne démontrent ce résultat que lorsque I’espace de Riemann X est de

dimension 2 et qu’il est muni d’une structure analytique réelle, mais leur démonstration
vaut sans changement dans le eas qui nous intéresse.
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désigne ’ensemble des points de T se projetant sur b, il y a une correspondance
biunivoque (définie par la projection T — X) entre les géodésiques de -T joi-
gnant @’ & Pun des b} et les géodésiques de X joigynant a & b. Distinguons alors
deux cas:

@) Le groupe m1(X) a une infinité d’éléments (exemple: X est un tore).

Il y a alors une infinité de b} ; comme sur tout espace de Riemann complet
" connexe 1l existe au moins une géodésique joignant deux points arbitraires [17],
on en conclut que, pour tout 7, il ¥ a au moins une géodésique de T joignant
a ab;, d’ol, par projection sur X, une infinité de géodésiques joignant a 3 b.

B) Le groupe m1(X) est fins.

Dans ce cas, il nous faut montrer qu’il existe une infinité de géodésiques de

T joignant deux points distincts donnés. Je dis d’abord que H (T, Z) # 0 pour
au moins un ¢ > 0. Sinon, en effet, T serait acyclique et posséderait un groupe
fini d’opérateurs sans points fixes, ce qu’on sait étre impossible (Voir par exem-
ple, [6], Exposé XII).
D’aprés le Lemme du Chapitre III, n° 3, il existe donc un corps & et un entier
i > 0 tels que H,(T, k) # 0. En outre, puisque T est simplement connexe,
¢ =2 2. Appliquant alors le Corollaire de la Prop. 11, on voit qu’il existe une
infinité de valeurs de 7 telles que H:(Q, k) = 0, Q@ désignant ’espace des lacets
sur T.

Soient alors z et y deux points distincts de 7. D’aprés le Corollaire 2 4 la
Prop. 5, E. , et © sont de méme type d’homotopie. Ils ont donc mémes groupes
d’homologie, et ’application de la Prop. 12 montre qu’il existe une infinité de
géodésiques de T joignant x & ¥y, ce qui achéve la démonstration.

On notera que ce résultat est applicable & fout espace de Riemann compact et
conneze.

Note. 11 serait tout & fait désirable d’appliquer des méthodes analogues &
celles de ce chapitre & Despace des chemins fermés de X, espace qui est intime-
ment 1ié aux géodésiques fermées de X (Voir [25], Chap. VIII). On sait que cet
espace a été défini par M. Morse (loc. cit.) comme une limite des produits “cy-
cliques” successifs de X avec lui-méme et non comme un espace fonctionnel;
c’est bien entendu ce qui en complique ’étude.

Il serait également intéressant d’appliquer les résultats de ce numéro & la
théorie de 1z catégorie au sens de Lusternik-Schnirelmann. Il est assez naturel
d’utiliser pour cela la notion de longueur, due & Froloff et Elsholz, et dont je
rappelle la définition:

Soit @ un espace connexe, H*(2, k) 'anneau de cohomologie singuliere de
Q 3 coefficients dans le corps k. On appelle k-longueur de @ la borne supérieure
des entiers n tels qu'il existe des éléments 2y, - -+ , xu—- € H*(Q, k), tous de
dimension > 0, et de produit non nul.

Nous nous bornerons & donner le résultat suivant:

Prorosition 14. Soit X un espace connexe par arcs ct simplement connexe,
Q lespace des lacets sur X. Si k est un corps commutatif quelconque, pour que la
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k-longueur de Q soit infinie, 1l faut et 1l suffit que H (Q, k) 7 0 pour une infinité
de valeurs de Uentier 1.

La nécessité est évidente. Pour voir la suffisance, appliquons les résultats du
n° 2 (théoréme de Hopf). Soit B un systéme minimal de générateurs homogenes
de H*(Q, k). Distinguons deux cas:

a) B a une infinité d’éléments.

Alors, d’apres le th. de Hopf, le produit d’un nombre quelconque de ces élé-
ments est non nul, et la k-longueur de Q est bien infinie.

B8) B a un nombre fini d’éléments.

Soit alors ¢ la borne supérieure des degrés des éléments de B. Si la k-longueur
de Q était un entier fini n, il en résulterait que H*(Q, k) = 0 pour 7 > g(n — 1),
d’ott, pour les mémes valeurs de 7, H,(Q, k) = 0, contrairement & I’hypothese
faite.

CorovrLAIRE. Soit X un espace de Riemann compact connexe simplement con-
nexe et non réduit & un point, Q Uespace des lacets sur X. Pour tout corps k, la
k-longueur de Q est infinie.

8. Application au calcul des variations: les géodésiques transversales a4 deux
sous-variétés

Soit X un espace de Riemann compact, 4 et B deux sous-variétés de X.
Marston Morse a montré que, si H;(E, 5, k) # 0 pour une infinité de valeurs
de 7 (k étant un corps commutatif), alors il existe une infinité de géodésiques de
X, dont Vorigine appartient & A, 'extrémité & B, et qui sont ¢ransversales & A
et B. Nous nous proposons de donner dans ce numéro des conditions suffisantes
pour qu’il en soit ainsi.

Lespace E. 5 .

Commencons par étudier le cas ol A est réduit au point z. Pour cela, consi-
dérons 'espace Ex p ; on sait (Prop. 7) que cet espace admet une rétraction
de déformation sur B, donc a mémes groupes d’homologie et de cohomologie
que B. D’autre part, si f ¢ Ex 5 , désignons par p(f) le point f(0) ¢ X. L’applica-
tion p est continue, et on voit comme au n° 4 que le triple (Exz, p, X) est un
espace fibré; il est clair que les fibres de cet espace fibré ne sont autres que les
divers espaces E. 5, £ ¢ X. En définitive, nous avons donc obtenu wun espace
fibré d’homologie isomorphe @ celle de B, dont la fibre est E. » et dont la base est
Vespace X. Cet espace généralise celui étudié au n° 5 (qui correspond au cas ou
B est réduit 4 un point). On tire de la:

PropositioN 15. Soient X un espace connexe par arcs el simplement connexc,
B un sous-espace de X, x ¢ X. Supposons que:

(a) H (X, k)0 e H(X, k) =0 st 2>n (n étant un entier =2).

(b) H(B,E)=0 & 12n, k désignant un corps commutatif.
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11 existe alors une infinité de valeurs de Uentier 1 telles que Uon ait Hi(E. 5 , k) # 0.
Raisonnons par I’absurde, et soit m le plus grand entier tel que Hm(E. 5, k) # 0;
d’aprés la Prop. 3 du Chapitre 111, on a:

Hm+n(EX,B y k) = Hn(X; k) ® Hm(Ex.B ) k) # Oa
ce qui est absurde puisque H,1n(Ex.p , k) = Humin(B, k) = 0.

Application aux géodésiques.

ProposITION 16. Soit X un espace de Riemann compact connexe et simplement
connezxe et soient A et B deux sous-variétés fermées de X, telles que A n B = @;
on suppose en outre que A est déformable en un point x € X. Il existe alors une
infinité de géodésiques de X qui sont transversales a A et B.

Soit k¥ un corps quelconque, n la dimension de X; on a n = 2 puisque X est
compact et simplement connexe. Il suit de 1a que le couple (X, B) vérifie toutes
les conditions de la Prop. 15. On en conclut qu’il existe une infinité de valeurs
de 7 telles que:

HE:s,k) #0.

Mais, d’aprés la Prop. 5 du n° 4, E 5 a méme type d’homotopie que 4 X E, 5,
d’ou le fait que H;(E, 5, k) % 0 pour une infinité de valeurs de l’entier ¢, ce
qui démontre la proposition.

Note. On trouvera une démonstration des résultats utilisés dans ce n° dans le
livre de Seifert-Threlfall, [27], §22, n° 7.

9. Homologie et cohomologie de 1’espace des lacets sur une sphére.

Prenons pour espace X la sphére S, (n = 2), et étudions 'espace @ des lacets
en un point z ¢ S, . Si E désigne ’espace des chemins d’origine x tracés dans
S., on sait que E est un espace fibré contractile, de fibre , et de base S, . On

peut donc lui appliquer la suite exacte de Wang (Chapitre I1I, n° 6):
s Hi(E) — H(Q) < Hinn(Q) < Hin(E) < - -
Puisque E est contractile, H;,(E) = 0 pour ¢ > 0, d’ou:
H{(Q) = Hinn(2) si ©>0.

Comme Ho(Q) = Z et Hi(Q) = 0si7 < 0, on voit que I’on a ainsi obtenu:
ProposiTioN 17. Les groupes d’homologie & coefficients entiers de Uespace Q
des lacets sur S, sont les sutvants:

H(Q) =2 s 1=0 mod. (n — 1)
H(Q =0 st 120 mod. (n — 1)
(Ce résultat est dii essentiellement & M. Morse [25].)
Nous allons maintenant étudier la structure multiplicative de ’anneau de

cohomologie & coefficients entiers de Q; cette structure jouera un role important
au Chapitre V.
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Pour cela, écrivons la suite exacte de Wang en cohomologie; on obtient le
méme résultat que plus haut, -avec le complément suivant: L’isomorphisme
9:H'(Q) — H'™""YQ), défini par la suite exacte de Wang, est une dérivation si n
est impair et une antidérivation st n est pair (Chap. III, Prop. 7).

Définissons une famille {e,} d’éléments de H*(Q) de la fagon suivante: e = 1,
be, = e, (p 2 1).

Il est clair que ces relations définissent sans ambiguité les e, par récurrence
sur p, et que e, forme une base de H*"""(Q). Pour.connaitre la structure multi-
plicative de H*(Q), il nous suffit donc de caleuler e, - ¢, ¢ H??"(Q); c’est
ce qui est fait dans la proposition suivante:

ProposiTioN 18. Les hypothéses et motations étant celles de la Prop. 17, soit
tex}(p = 0,1, --) la base de H*(Q) définie comme il vient d’étre dit. Les éléments
e, sont de degré p(n — 1) et vérifient la lot de multiplication:

€pr ' €4 = Cp,e€ptq ol €, .4 est donné par:
!
(o) St n est impatr: Cpg = E—I—)—t@—
plq!

(8) Sin estpair Cpa = 0 i et g sont imparrs,

.l + g2
P /2 [/

(On a noté [z] la partie entiere du nombre zx.)
Calculons y = 6(e, - e,). Puisque 6 est une dérivation (si n est impair), ou
une antidérivation (si n est pair), on a dans tous les cas:

stnon.

y = e, - e, + (=1)"" Ve, . fey = e,y - g + (— 1) Ve, - eqn
= (Cp-1,, + (_l)p(n—l)cp'q—-l) * €ptg—1 -

Mais d’autre part, e, - ¢, = €p.o€prq, AOU ¥ = Cpq * €psq—1 - En comparant,
on obtient:

p(n—1)
Cpg = Cp-14 + (——1) Cp.g—1 -

Il est clair que cette relation détermine c, , par récurrence sur p + ¢ & partir
de coo = 1. Il suffit alors de vérifier que les expressions que nous avons données
dans ’énoncé de la Prop. 18 satisfont a la relation précédente, ce qui résulte des
propriétés connues des coefficients binomiaux.

CorRoOLLAIRE 1. St n st impair, ona: (e)” = ple,. Sinest pair, ona: (e)* = 0,
(("_")” = p!e_p y €17 €2p = CopCp = €opiq.

(On observera que les formules précédentes suffisent & retrouver la table de
multiplication des {¢,}.)

COROLLAIRE 2. Designons par @, Uéspace des lacels sur la sphére S, . L'algebre
H*(Q,), n pair, est isomorphe av' produit tensoriel des algébres H*(S._,) et
H*(Qy, 1)

Cela résulte immédiatement de 13 Proposition 18.
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CoRrOLLAIRE 3. Soil K un corps de caractéristique midle. Alors, si n est impair,
H*(Q,, K) est isomorphe d une algébre de polynomes & un générateur de degré
(n — 1); st n est pair, H¥*(Q,. , K) est tsomorphe au produit tensoriel d’une algébre
extérieure engendrée par un élément de degré (n — 1) et d’une algébre de polynomes
engendrée par un élément de degré 2(n — 1).

Cela résulte immédiatement du Corollaire 1.

Prenons maintenant pour coefficients un corps K de caractéristique p, et
désignons par f; les epiy, 2 = 0, 1, --- . On tire facilement de la Prop. 18 le
fait que (f:)” = 0 et queles fi' -+« f790 = a; < p) forment une bhase de
H*(Q, K) (Cf. J. Dieudonné, Semi-dérivations et formule de Taylor c¢n carac-
téristique p, Archiv der Math., 2, 1950, p. 364-366). D’o:

COROLLAIRE 4. Soit K un corps de caractéristique p; st n cst tmpair, Ualgébre
H*(Q, , K) est tsomorphe d une algébre de polynomes d unc infinité de générateurs
fi(@=0,1, -+ ), modulo Vidéal engendré par les (f;)". Les f: sont de degré p'(n — 1).

11 suit de 14 que, si p = 2, H*(Q,, K) est une algébre cxiérieure engendrée
par des éléments de degré 2'(n — 1) (n pair ou impair).

Note. Les corollaires 3 et 4 sont valables sans changement pour Iespace des
lacets sur un espace X ayant méme cohomologie (& valeurs dans K) que S, et
simplement connexe.

CHAPITRE V. GROUPES D'HOMOTOPIE
1. Méthode générale

Soit X un espace connexe par arcs dont ’homologie est supposée connue;
nous voulons déterminer, au moins en partie, les groupes d’homotopie de X.
Pour cela, définissons une suite d’espaces (X, , T,) de la maniére suivante:

Xo = X H
T, est le revétement universel de X ;
X1 est Pespace des lacets sur T ;
T, est le revétement universel de X, ;
X, est 'espace des lacets sur T ;
etc.
LemmE 1. Les groupes d’homotopie des espaces X, sont donnés par les formules:

m(Xa) = 0, m(X,) = (X)), -, T A{X.) = miga(X).

Ces formules sont vraies si n = 0; raisonnons par récurrence, et supposons-
les vraies pour n — 1. Comme T, est le revétement universel de X,_; on a:

TO(T,.) =.7rl(Tn) = 0, 7l‘i(Tn) = 1ri+,,_1(X) (l‘ = 2)'

Mais d’autre part, si 4 est un espace connexe par arcs et simplement connexe et
B est P'espace des lacets sur A, on a 7:(B) = m;i(4), comme il résulte de la
définition des groupes d’homotopie donnée par Hurewicz [18], ou encore, si ’on
veut, de la suite exacte d’homotopie appliquée 4 I'espace fibré des chemins de A
dont Dorigine est fixée. ,

En appliquant cecia A = T, , B = X, , on obtient le résultat cherché.
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CoroLLAIRE. Sin = 1, on a: Hi(X., Z) = m(X).

Ainsi, si 'on pouvait calculer les groupes d’homologie & coefficients entiers
des espaces X, et T, , on connaitrait les groupes d’homotopie de X. En fait, les
méthodes & notre disposition sont trop faibles pour pouvoir satisfaire & une
pareille exigence. Cependant, en utilisant les résultats du Chapitre IV nous
obtiendrons des relations étroites entre H(7',) et H(X,), et en utilisant la suite
spectrale des revétements (Chapitre I, n°6), nous obtiendrons également des
relations entre H(T,.,1) et H(X,). L’étude de cette derniére suite spectrale sera
grandement facilitée par le fait que le groupe fondamental de X, (i.e. wa1(X))
op'bre trivialement sur les groupes d’homologie et de cohomologie de T',.. si
n 2 1; en effet, X, est alors un H-espace (Chap. IV, Prop. 1) et tout H -espace
jouit de cette propriété (Chapitre IV, Cor. 4 la Prop. 3).

Conditions de validité.

La méthode qui précéde n’est pas applicable telle quelle & tous les espaces X
connexes par arcs. En effet, pour pouvoir utiliser le revétement universel de
Pespace X, , nous devons nous placer dans les conditions d’application du Chap. I,
n°6, c’est-a-dire e\lger que X, soit localement connexe par arcs et localement
sxmplement connexe.’

Nous allons indiquer une propriété de X qui entraine que les conditions
précédentes soient remplies:

DEriNITION. Nous dirons qu’un espace X est (ULC) s'il existe un voisinage
U de la diagonole de X X X, et une application continue F:U X I — X, telle que:

(a) Flx,z,t) =2 pour zeX,tlel;
(h) Flz,y,0) =z, F(z,y,1)=y pour (z,y)eU

ExempLE: Tout rétracte absolu de voisinage, et en particulier tout polyedre,
est (ULC).

81 X est (ULC), il en est de méme de 'espace des lacets sur X et du revétement
universel de X, comme on le voit tout de suite. Il suit de 14 que les espaces
X, et T, attachés & X sont (ULC), et, a fortiori, localement connexes par arcs,
et localement simplement connexes.”

Dans la suite de ce chapitre, nous nous bornerons & étudier ’homotopie des
espaces (ULC).

¢ On peut toutefois se débarrasser de cette condition; pour cela, il faut renoncer & uti-
liser les espaces X, et T, et se borner & parler de leurs “‘complexes singuliers’’.-On doit
alors transposer les Chapitres II et IV pour les mettre en accord avec ce point de vue, ce
qui n’offre pas de difficultés essentielles. On peut ainsi établir les Prop. 1 et 2dun°2en
toute généralité, telles qu’elles sont énoncées dans [28]. -

7 Signalons que, dans ce cas, X, est homéomorphe & ’espace des applications inessen-
tielles de la sphére S, dans ’espace X qui envoient un point fixé de S, en un point fixé
de X.
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2. Premiers résultats

Prorosition 1. Soit X un espace (ULC) tel que wo(X) = m(X) = 0, et sup-
posons que les groupes H (X, Z) sotent de type fini pour tout ¢ = 0. Alors les groupes
7:(X) sont de type fini pour tout i = 0.

Il nous suffit évidemment de montrer que les groupes d’homologie des espaces
X. et T, sont de type fini en toute dimension.

Ceci est vrai pour X, = X par hypotheése; pour T, , puisque T: = X ; c’est
aussi vrai pour X, , puisque X, est I’espace des lacets sur T (appliquer la Prop.
9 du Chap. IV avec G = Z).

Raisonnons par récurrence sur n, et supposons ce fait démontré pour n — 1,
avecn = 2.

Montrons que H(T., Z) est de type fini pour tout ¢ = 0. Pour cela, soit
II = 7.(X) le groupe fondamental de X.,; II est un groupe abélien de type
fini puisqu’il est égal & H (X .1, Z), et il opere trivialement sur les groupes
d’homologie de T, , d’aprés ce qui a été dit au n°1. Considérons la suite spectrale
attachée au revétement 7', — X, ; d’aprés la Prop. 4 du Chap. I, le terme
E7? de cette suite est isomorphe & H,(Il, H,(T», Z)),et le terme E., est le groupe
gradué associé 4 H(X,.,, Z). Puisque II opeére trivialement sur H (T., Z)
on a:

E* = H,W, Z2) ® H(T», Z) + Tor(Hy~(1, Z), H(T», Z)).

On peut alors recopier le raisonnement de la Prop. 1 du Chapitre III, partie
(b): puisque II etles H,(X .1, Z) sont de type fini, on en tire que les H,(T., Z)
sont de type fini.

Cela étant, la Prop. 9 du Chap. IV déja citée montre que H,(X., Z) est de
type fini pour tout ¢, ce qui achéve la démonstration.

Variantes. En compliquant un peu la démonstration, on peut se borner a
supposer que H,(X, Z) est de type fini pour ¢ < n (n = 2); on montre alors que
7:(X) est de type fini pour ¢ < n, et que, pour ¢ = n, le noyau de ’homomor-
phisme: 7,(X) — H.(X, Z) est de type fini ainsi que le quotient de H.(X, Z)
par son image. On peut également remplacer ’hypothése “X est simplement
connexe” par la suivante: “X est simple en toute dimension”. Comme nous
n’utiliserons pas ces résultats, nous en laissons la vérification au lecteur.
Rappelons le résultat suivant, bien connu:
8i X est un polyédre fini, x;(X) est dénombrable (immédiat par approximation
simpliciale, Cf. {18]).

ProposiTION 2. Soit X un espace (ULC) tel que mo(X) = m(X) = 0 ef que
les groupes H (X, Z) soient de type fini pour tout i. St k est un corps, supposons
que H(X, k) = 0 pour 0 < i < n;alors 7(X) @ k = 0 pour 0 < 7 < n, et
m(X) ® k = H.(X, k).

Nous prouverons d’abord le résultat suivant:

LeMME 2. Avec les hypothéses précédentes ona (sij = n — 1):

\Hi(X;, k) = HA(X, k) si i4+j=n
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Nous raisonnerons par récurrence sur l’entier j, le lemme étant visiblement
vraisij = 0. Supposons-le vraipourj — 1 (1 £ 7= n — 1). A

Considérons d’abord T';, revétement universel de X;.; soit II le groupe
fondamental de X;,;ona I @ k = H\(X;4) ® k = H\(X 1, k) = 0. Comme
IT est de type fini d’aprés la Prop. 1, il suit de 13 que II est un groupe fini dont
Pordre est premier & la caractéristique de k. En appliquant alors le Cor. 2 &
la Prop. 4 du Chap. I, on voit que H(T;, k) = H(X;_,, k) pour tout 7 = 0.

En appliquant la Prop. 10 du Chap. IV & T, et & son espace de.lacets X;,
on obtient le résultat cherché. '

Ce lemme une fois démontré, on peut écrire:
1I','(X) ®k = Hl(X,'_l) ® k= Hl(X,‘_l , k), d’olr:
st 1< nw(X)®k=0, et '
st 1 =n,m(X) ® k = H,(X, k), cqfd.

ReMARQUES. 1. Il résulte de la démonstration précédente et du diagramme
(I') du Chap. II, n°7, que l'isomorphisme entre m,(X) ® k et H.(X, k) est
défini par i’homomorphisme canonique: 7,(X) — H,(X). 2. Si on remplace le
corps k par 'anneau Z des entiers dans ’énoncé de la Prop. 2, on obtient un
théoréme classique d’Hurewicz [18]; la démonstration précédente est encore
valable, et se simplifie méme notablement, du fait que les groupes II qui y inter-
viennent sont réduits & 1’élément neutre. 3. En compliquant un peu la démons-
tration, on peut prouver ceci: si k est de caractéristique p, les composantes
p-primaires de m,(X) et de H,(X) sont isomorphes. (Rappelons qu’on appelle
composante p-primaire d’un groupe abélien A le sous-groupe de A formé des
éléments dont l’ordre est une puissance de p.)

3. Finitude des groupes d’homotopie des sphéres de dimension impaire

LeEMME 3. Soit X un espace tel que mo(X) = m(X) = 0 et que Ualgébre de
cohomologie de X a coefficients dans un corps K soit isomorphe d une algébre de
polynomes K[u], engendrée par un élément u de degré n pair (n = 2).

Dans ces conditions, U'algébre dc cohomologie H*(Q, K) de Uespace Q des lacets
sur X est tsomorphe d une algébre extérieure engendrée par un élément v de degré
n — 1.

(Autrement dit, H'(@, K) = H" (@, K) = K, et H(Q, K) = O0sii = 0 et
1#n— 1)

D’aprés la Prop. 10 du Chap. IV, H(Q, K) est isomorphe & H'*'(X, K)
pour i < 2n — 2. D'ott le fait que H'(Q, K) = Opour0 <7 <n — 1.

D’autre part, considérons la suite spectrale de cohomologie du n°5 du
Chap. IV. Vu les hypotheses faites, on peut appliquer la Prop. 8 du Chap. II qui
montre que le terme E, est isomorphe au produit tensoriel gauche d’algébres:
H*(X,K) ® H*(Q, K). Nous identifierons H*(X, K) et H*(2, K) aux sous-alge- -
bres H*(X, K) ® l et 1 @ H*Q, K) de ce produit tensoriel. On observera
enfin que les seules différentielles d. éventuellement non nulles sont celles qui
correspondent & r = n, 2n, 3n, - - - etc.
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D’aprés la Prop. 10 du Chap. IV déja citée, H" (2, K) est ’ensemble des
multiples d’'un élément v tel que:

dow = u.

Designons par U ’ensemble des éléments de E, dont le degré-fibre est inférieur
ou égal 3 n — 1. Les éléments u* et u* ® v forment une hase homogene de U,
et 'on a:

d (W) =0,  d.(u* @ v) = " (k=0,1,---).

11 suit de 14 que tous les cocycles de U sont des cobords (sauf I’élément unité 1),
et il en résulte que I'image U, de U dans les termes kK, suivants est nulle en
dimension >0.

Nous allons maintenant montrer qu’il n’existe aucun élément de H*(Q, K)
de degré =n et non nul (ce qui achévera la démonstration). Raisonnons par
P’absurde. et soit w > 0, homogene et de degré =n, et appartenant & H*(Q, K);
on peut supposer en outre que w est de degré minimum parmi tous ceux qui
jouissent de cette propriété. Nous allons examiner les différentielles successives
de w. Vu la derniére hypothése faite sur w, les d,w appartiennent a U, , et sont
donc nuls si r > n. Ceci montre que la seule différentielle & examiner est d, .
Ordw = u ® w, avec w e H*(Q, K) et deg. w' = deg. w —n +1. On a donc
w = kv, ke K, et dsw = ku ® v. Mais puisque d,.(u ® v) = u’ % 0, ceci entraine
k = 0et daw = 0. Il suit de 13 que toutes les différentielles de w sont nulles, et
que w définit un élément non nul de E, ce qui est absurde puisque E, est nul
en toute dimension >0. '

Ceci achéve la démonstration du lemme.

Note. Ce lemme peut étre considéré comme une réciproque (partielle) d’un
théoréme de A. Borel [1], disant que, si I’algébre de cohomologie de @ est une
algebre extérieure, alors celle de X est une algébré de polynomes. On observera
que ces deux résultats sont valables sans hypothése sur le corps de base, alors
que, ‘“‘en sens inverse’’, si ’on suppose que l'algébre de cohomologie de X est
une algébre extérieure 4 un générateur, celle de £ n’est une algébre de polynomes
que si la caractéristique de K est nulle (Cf. Chapitre IV, Cor. 3 a la Prop 18).

Soit S, une sphere de dimension impaire (n = 3), et définissons les espaces
X, et T,, comme il a été dit au n°l. Nous allons déterminer H*(X,., K) et
H*(T,., K), K étant un corps de caractéristique nulle.

Puisque T, = X, X, est I’espace des lacets sur S, et d’apres le Cor. 3 a la Prop.
18 du Chap. IV, H*(X,, K) est isomorphe & une algébre de polynomes a un
générateur de degré n — 1. Comme T, = X, il en résulte que H*(X,, K) est
isomorphe & une algébre extérieure engendrée par un élément de degré n — 2
(Lemme 3). Ceci signifie que H*(X,, K) = H*(S,—., K). En utilisant & nouveau
le Cor. 3 4 la Prop. 18 du Chap. IV, on voit que H*(X;, K) est isomorphe &
une algébre de polynomes engendrée par un élément de degré n — 3. {Ceci est
licite, car la démonstration de ce corollaire s’appuyait uniquement sur la suite
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exacte de Wang, qui est valable sous des hypothéses purement homologiques.)
On peut continuer cette détermination de proche en proche, et 'on trouve al-
ternativement une algébre de polynomes et une algébre extérieure. En parti-
culier, H*(X,_,, K) est une algébre extérieure engendrée par un élément de
degré 1.

Soit T, le revétement universel de X,_; ; puisque m(Xn.1) = 7.(S,) = Z,
on peut appliquer & ce revétement le Cor. 1 & la Prop. 4 du Chap. I et on voit
ainsi que H(T,, K) = 0 si ¢ > 0. (Comparer avec le fait que le revétement
universel de T, tore & une dimension, est R.) Il suit de 14 que H(T., K) = 0
sit > 0,d’olu (Prop. 2) ».(T.) ® K = 0 pour tout 7. Comme 7,(7T,) = mirn(S,)
(¢ = 2), il suit de 1a que:

7(S,) @ K=0 sit > n.

Cette relation signifie que le groupe 7;(S,) est un groupe de torsion (z > n);
mais comme c’est un groupe de type fini (Prop. 1), ¢’est donc un groupe fini, et
nous avons démontré la proposition suivante:

ProprosITION 3. Les groupes =:(S.) ( > n) sont finis si n est impasr.

Note. On pourrait étudier par un procédé analogue les groupes d’homotopie
des sphéres de dimension paire. Les calculs étant plus compliqués, nous avons
préféré suivre une méthode indirecte que ’on trouvera au n°6.

4. Calculs auxiliaires

Dans tout ce n°, X désignera un espace connexe par arcs et simplement con-
nexe, @ 'espace des lacets tracés dans X. On notera E, la suite spectrale de
cohomologie de ’espace des chemins tracés dans X et d’origine fixée (Cf. Chap.
IV, n°5), les coefficients étant pris dans un corps K de caractéristique p. Nous
écrirons H*(X) et H*(Q) au lieu de H*(X, K) et H¥(Q, K).

Ces conventions étant posées, donnons d’aberd un Lemme qui est une légére
variante da Cor. 4 & la Prop. 18 du Chap. IV:

LeMME 4. Supposons que H'(X) = H'(S,) pour i < plg — 1) + 1 (¢ impair
= 3). Alors le sous-espace de H*(Q) formé des éléments de degré < p(q — 1) admet
une base homogéne formée des élements:

ALy, %, y" 2l ol deg.y=g—l,deg.z=plg—1), ¢’ =0.

En dimension inférieure ou égale & p(¢ — 1) + 1, on a E, = H*(X) ® H*(Q).
Il en résulte que tout élément homogeéne de E, dont le degré total est
=<p(qg — 1) + 1 appartient soit & H*(Q), soit & * ® H*(Q), ot = désigne un
élément non nul de H*(X). Puisque les différentielles d, augmentent le degré
total d’une unité et le degré-base de r unités, on voit que, pour les éléments
de degré total <p(q — 1), la seule différentielle & considérer est d,. Comme
le groupe terminal E. doit étre nul en toute dimension strictement positive, on
en conclut que d, définit un isomorphisme 6 de H'(Q) sur H' ™ "(Q) pour
0<i=plg—1).

En outre, ¢ étant impair, cet isomorphisme est une dérivation. De la premiere
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propriété de 6, on tire que H'(Q) = 0si¢ # 0 mod.(g — 1) et HY(Q) = K si
1 = 0 mod.(¢ — 1), pour 7« £ p(¢ — 1). On désignera par y un élémentnon nul
de H'(Q), par z un élément non nul de H ?@ Q). De la de uxiéme propriété
de 8, on tire que 6(y”) = j - y"" -0y, oy’ £ 0sij < p, et y* = 0. Ceci acheve
la démonstration.

LemmE 5. Supposons que le sous-espace de H*(X) formé des élémenis de degré
< mp (m pair = 2) admette une base formée des éléments homogénes:

{1: Y, yZ’ ftt yp—l) z}

ou deg. y = m, deg. z = pm et y* = 0. Alors le sous-espace de H*(Q) formé des
élémenits de degré <mp — 2 admet une base formée des éléments homogeénes {1, v, t}
oideg.v =m — letdeg.t = mp — 2.

En dimension Smp, E» = H*(X) ® H*(Q) et d’autre part, d’aprés la Prop.
10 du Chap. IV, HY(Q) = 0si0 < i < m — 1, et H"7(Q) est engendré par un
élément v tel que d,.» = .

On tire de 14 que les éléments de E,, de degré-fibre <m — 1 et de degré total
=mp — 1 forment un sous-espace U de E,, , stable pour d, , et admettant la
base homogene suivante:

{l!y’ 2/21 ot yyp—l’v’y ® vyy‘l ®‘L’, ’!/p—l ®U}.
La différentielle d.,, y est donnée par les formules:

dwyf = 0 pourtout ks, dnytf ® v =

11 suit de l& que tous les cocycles de U sont des cobords, & la seule exception
des combinaisons linéaires de 1 et de y*' ® v (ce dernier parce que y” = 0).
En outre ces éléments sont des cocycles pour les différentielles d, (r > m) vu
que leur degré-fibre est 0 et m — 1. . .

Cela étant, on montre comme dans le lemme 3 que H'(Q) = 0 pour m — 1 <
7 < mp — 2. Par contre, en dimension mp — 2, il doit y avoir un élément ¢ tel que:

At = ¥ @ v,

sinon, 4" @ v définirait un élément non nul de F,, ce qui est impossible.
Enfin, tout élément de H""7*(Q) est un multiple scalaire de ¢, car tout autre
élément serait un cocycle pour toutes les différentielles d, , donc définirait encore
un élément non nul de £, . La démonstration est donc achevée.

6. Le premier groupe d’homotopie d’une sphére de dimension 1mpa1re qui est
non nul modulo p

Dans ce numéro, X sera une sphére de dimension impaire 2n 4+ 1 (n = 1),
et X, sera l'espace défini & partir de X comme il a été dit au n°l. Nous noterons
encore H*(X;) D'algébre de cohomologie de X; & coefficients dans un corps de
caractéristique p. Nous allons calculer les premiers groupes de cohomologie
des X, :
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LemMe 6. Les algébres de cohomologie H*(Xei1) et H¥(X2:), 1 < 4
admettent les bases homogénes suivantes:

(H*(Xg,-_]): bese i1, 2, 2%, -+, 2"y} (en dimension <p(2n — 20 + 2)),

IIA
3

} oudeg. x = 2n — 21 + 2,deg. y = p(2n — 2¢ +2), 2" = 0.
<H*(X21~) : base {1, v, t} (en dimension <p(2n — 2{ +2) — 2)
coudeg.v=2n—2{+ 1,etdeg. t = p(2n — 21 + 2) — 2.

Pour 7 = 1, le lemme résulte immédiatement des lemmes 4 et 5. A partir de
14, raisonnons par récurrence sur 'entier ¢ (2 £ ¢ £ n).

Nous devons d’abord déterminer H*(X,;;) jusqu’a la dimension p(2n —
2¢ + 2); je dis que nous pouvons appliquer le lemme 4, en posant X = X,;_,,
Q= Xp1,q = 2n — 20 + 3. En effet, d’aprés ’hypothése de récurrence, on
a H*(X,; o) = H*(S,) pour les dimensions <p(2n — 27 + 4)—3 et il nous faut
seulement vérifier que:

p2n —2i+4) -3 2p@— 1+ 1;

or ceci s’éerit: p(2n — 20 + 4) — 3 = p(2n — 27 + 2) + 1, ou encore 2p = 4,
ce qui est bien exact.

Ceci fait, la détern:ination de H*(X,;) résulte tout de suite du Lemme 5.

Nous allons tirer de 13 la proposition suivante:

ProrosiTioN 4. Désignons par F, le corps fini d p éléments, p premier. Si
m est tmpair 23, on a:

7i(Sn) ® F, =0 pour m<i<m+2p—3,’
(7(Sm) ® F, = F, pour i =m -+ 2p — 3.

Posons m = 2n 4 1 pour nous conformer aux conventions de ce n°. D’aprés
te lemme 6, 'espace X,, défink & partir de X = S,,4; comme il a été dit au n°l
a pour cohomologie & coefficients dans F, les groupes suivants:

H'(X2) = H'(X2) = H” (X2,) = Foet H(X2) = 0sil <1 < 2p — 2.

Le groupe fondamental de X,, est mo.1+1(Sen41) = Z, et son revétement universel
est Ty, ; €n outre Z opere trivialement sur les groupes d’homologie et de co-
homologie de T;,4; (Cf. n°1). En appliquant le Cor. 1 & la Prop. 4 du Chap. I,
on trouve alors que:

H(Tans)) = H" (Tont) = Fp et H'(Tyny) =0 si 0<7<2p — 2.
En appliquant la Prop. 2 & T4, on obtient:
1I','(T2,.+1) ® Fp = 0 Si ’l < 2:0 - 2 et 1I'2p_2(T2,.+]) ® Fp = Fp .

Comme 7;(Tzn41) = m:i(X2n) = Tizon(Sany1) si7 = 2, la proposition est démontrée.
EXEMPLE. 7:(S:;) ® F, = 0 pour 3 < ¢ < 2p: ceci signifie que le groupe
7.(S;) est un groupe fini dont ’ordre n’est pas divisible par p. De plus 7:,(S;) ® F,
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= F,:le groupe m,(S,) est somme directe d’'un groupe fini dont I'ordre n’est pas
.. . k [N

divisible par p et d’un groupe cyclique d’ordre p* {& = 1). Il est A& noter que la

méthode que nous avons suivie ne nous donne aucun renseignement sur Pentier

I:; pour en obtenir, il faudrait effectuer des calculs & coefficients eniiers ce qui est
incomparablement plus difficile qu’a coefficients dans un corps (nous n’avons
pu les faire que pour les petites valeurs de 7).

On notera que 7(S;) ® F3 = F;3; Uon savait déja quf\ mo(S;) ® Fy était
différent de zéro: résultat obtenu par N. E. Steenrod (et non publié).

Extensions possibles des résultats précédents. Nous avons obtenu le prémier
groupe d’homotopie de S, (m impair =3), apres le m-éme, qui fasse intervenir
un nombre premier donné. Il est possible de pousser plus loin notre méshode et
d’obtenir des renseignements sur les groupes suivants. Cependant les calculs se
compliquent avec une si grande rapidité qu’il n’a pas été jugé utile de les donner
1c1/

6. Variétés de Stiefel et sphéres de dimension paire

Soit W.,_; la variété des vecteurs unitaires tangents i la sphere S,
(m pair =2); cette variété a été étudiée par Stiefel qui a notamment calculé
ses groupes d’homologie:

HO(WZm-—l) = H‘.Zm-l(w2m~—l> = Z) Hm——l(w:)m—-l) = Z/(z))

et les autres groupes d’homologie sont nuls.

Cette variété est fibrée de fagon évidente, la fibre étant S,,_;, la base S, (il
serait facile, en utilisant ce fait, de retrouver au moyen de la suite spectrale les
groupes d’homologie de W,,_;). De cette fibration résulte la suite exacte suivante:

R d Wi(W‘.‘m—-l) g W'i(sm) g 7ri—~1(sm—l) _)‘Ti-l(W‘Zm—-l) _ -

Cette suite exacte a souvent été utilisée pour obtenir des renseignements sur les
groupes d’homotopie de Ws,,_;. lei au contraire, ¢’est 7,(S,,) qt’elle va nous
permettre d’étudier.

Pour cela, remarquons que Wa,_y a la méme homologie que Sym_y , @ un groupe
Z/(2) prés. Cela va nous donner:

LeMmE 7. Les groupes d’homotopie w;(Won—1) (m pair Z2) sont finis pour
tout 7, sauf Tom-1(Wam_1) qui est la somme directe de Z et d'un groupe fini dont
Dordre est une puissance de 2. En oulre, pour tout p premier, p # 2:

Ti(Womy) @ F, =0pour0 =7 < 2m — let2m — 1 <i<2m+ 2p — 4,
mi(Wapy) @ Fp = Fppouri = 2m + 2p — 4.

Sim = 2, le revétement universel de W est Sy, et le lemme est un cas parti-
culier des Prop. 3 et 4. On peut donc supposer que m = 4, ce qui entraine que
Wom1 est simplement connexe.
En appliquant tout d’abord la Prop. 2, on voit que 'on a:

Ti(W2m—l) ® K =0 (Z < 2m — 1) et 7r'_’m—-1(W‘_’m—1) ® K = K,
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pour tout corps K de caractéristique 2. En tenant compte du fait que les
groupes d’homotopie de W, sont de type fini d’apres la Prop. 1, on voit que
7:(Wzn-1) est un groupe fini dont I'ordre est une puissance de 2 si 7 < 2m — 1,
et est sommie directe de Z et d’un groupe fini dont I'ordre est une puissance de
2817 =2m — 1. )

Ceci étant, on n’a plus qu’a obServer que les raisonnements de la Prop. 3
(resp. de la Prop. 4) ne font intervenir que ’homologie de S;..—; & coefficients dans
un corps K de caractéristique O (resp. p). 1is s’appliquent donc sans changement
a Wzm..l si vy #~ 2. -

COROLLAIRE 1. Pouri <2m — 1,7 =2mett = 2m + 1, Pordrede m;(Wam—1)
est une puissance de 2.

COROLLAIRE 2. Les groupes 7:(Sn), ¢ > m et m pair, sont des groupes finis
4 la seule exception de mym-—1(Sn) qui est la somme directe de Z et d’un groupe fini.

Cela résulte immédiatement du Lemme 7, de la Prop. 3, et de la suite exacte
d’homotopie de Wepm_; .

CoROLLAIRE 3. Les composantes p-primaires des groupes finis wi(S,.) et
mi-1(Sm-1) (m pair) sont tsomorphes st 2m — 1 < 7 < 2m + 2p — 4, p étant
un nombre premier.

Sip = 2, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc p # 2. Ecrivons la suite
exacte d’homotopie de Wap s :

Wi(W;m—l) — 7:i(Sn) — Wi—l(sm—l) — 7i1(Wama1).

Si ¢ vérifie les inégalités de 1’énoncé, tous les groupes écrits ci-dessus sont fints,
sauf si ¢ = 2m, auquel cas le dernier est somme directe de Z et d’'un groupe
2-primaire (c’est-d-dire dont ’ordre est une puissance de 2). Il en résulte que les
composantes p-primaires de ces 4 groupes forment encore une suite exacte, et
comme, d’aprés le Lemme 7 les deux termes extrémes sont nuls, le résultat est
établi.

REMARQUE. Ce résultat peut étre considéré comme un complément modulo
p au théoréme de suspension de Freudenthal qui donne un isomorphisme entre
wi1(Sme1) €t mi(Sm) pour ¢ < 2m — 2. On observera cependant: (a) que le
résultat de Freudenthal ne suppose pas que m soit pair; (b) que nous ne savons
pas si Iisomorphisme que nous venons de trouver est ou non défini par la sus-
pension (bien que ce soit assez probable).

COROLLAIRE 4. St m est pair =4, la composante p-primaire de m;(S,,) est nulle
pour i < m + 2p — 3, et celle de wmi2p—3(Sm) est un groupe cyclique d’ordre p*,
aveck = 1. '

Si1 £ 2m — 1, cela résulte du théoréme de suspension de Freudenthal et de
la Prop. 4. 817 > 2m — 1, cela résulte du Cor. 3 ci-dessus et de la Prop. 4.

Pour la commodité du lecteur, nous allons récapituler les résultats obtenus
dans ce chapitre sur les 7;(S,):

ProPOSITION 5. Les groupes 7i(S.) (1 > n) sont des groupes finis d la seule
exception de man—1(S.), n pair, qui est somme directe de Z et d’un groupe fini. La
composante p-primazre de m;(S,) (n = 3, p premier) est nulle si i < n + 2p — 3,
et celle de may2p—3(Sa) est un groupe cyclique d’ordre p*, avec k = 1.
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CuaritrRe VI. Les GrROUPES D’EILENBERG-MacLANE
1. Introduction

Soit X un espace topologique tel que 7;(X) = 0 pour 7 # ¢ (q étant un entier
- Z1); nous poserons IT = m,(X).

S. Eilenberg et S. MacLane [12] ont montré que I’homologie et la cohomologic
d’un tel espace ne dépend que de 'entier ¢ et du groupe II. De facon plus précise,
ils ont construit, pour tout couple (II, ¢) ol II est abélien si ¢ = 2, un complexe
semi-simplicial K(I1, ¢) et ils ont montré qu’il est homotopiquement équivalent
au complexe singulier de X [13]. En particulier, on a:

Hi(X) G) = HI(K(H; Q): G)a Hi(X: G) = HI(K(II) Q); G)> i g 0>

pour tout groupe abélien G. Pour simplifier, nous écrirons par la suite H;(II; ¢, ()
au lieu de H(K(I1, ¢), G) et de méme pour H'(1I; ¢, ().

L’étude du complexe K(II, ¢q) et de ses groupes d’homologie, les “groupes
d’Eilenberg-MacLane” H,;(II; ¢, G) a été abordée par voie purement algébrique
par Eilenberg-MacLane [14], [13]. Nous indiquerons plus loin une méthode
topologique (utilisant les, espaces de lacets) qui permet d’obtenir rapidement
certains résultats sur ces groupes. Comme une méthode voisine de la nétre, mais
purement algébrique, vient d’étre utilisée avec succes par H. Cartan qui (dans
un travail non encore publié) trouve un procédé mécanique de calcul pour tout
groupe d’Eilenberg-MacLane (pour ¢ = 2), nous n’essayerons pas ici de donner
une étude systématique de ces groupes par notre méthode, et nous nous bornerons
4 montrer quel parti on peut tirer des caleuls faits dans les chapitres précédents.

2. Résultats généraux

Soit II un groupe abélien, ¢ un entier =1, ¥ un espace topologique tel que:
mi(Y) =0 (t#q+ 1), me(Y) = IL

Icxistence d’un tel espace est assurée par un théoréme plus général, dt &
J. H. C. Whitehead (ANN. oF MATH., 50, 1949, p. 261-263), disant qu’il existe
toujours un espace ayant des groupes d’homotopie donnés.

Soit X Despace des lacets sur Y. On a:

mi(X) =00 # q) ct m(X) =
11 en résulte que:
H(X,G) = H(l;¢q,G) et H(Y,G) = H(ll;q+ 1,G), 1= 0,

pour tout groupe abélien de coefficients G.

On peut donc appliquer la suite spectrale des ebpdces de lacets (Chapitre I\
n° 5) et ’on obtient:

ProposITION 1. [l existe une suite spectrale d’homologic dont le terme E3° est
isomorphe a IT.(11; ¢ + 1, IL(1T; ¢, 7)) el dont le lerme It est nul en loule dimen-
sion > 0.

(Une suite duale existe én cohomologie.)
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Ce résultat permet une étude des groupes d’Eilenberg-MacLane par récurrence
sur Uentier ¢, & partir des groupes H;(II; 1, G) supposés connus (et qui, en fait,
peuvent étre calculés par d’autres méthodes, au moins si II est abélien).

L’exemple le plus simple d’application de cette méthode est sans doute le
calcul de l'algébre de cohomologie H*(Z; 2, Z): les groupes de cohomologie
H'(Z;1,7) étant nulssit 2 2, et égaux & Z si 1 = 0, 1, on voit aisément que cela
entraine que H*(Z; 2, Z) est une algébre de polynomes a un générateur de degré 2.
Cette méthode ne differe d’ailleurs pas essentiellement de la méthode classique
utilisant ’espace projectif complexe.

CoroLLAIRE 1. S¢ II est de type fini, il en est de méme de H;(11; q, Z) pour tout
© et tout q. ’ .

Pour ¢ = 1, ce résultat est classique (il suffit de le vérifier pour II = Z et
II = Z/(m)). A partir de 13, on raisonne par récurrence en utilisant la Prop. 1 du
Chapitre III.

CoROLLAIRE 2. Si II est fini et si k est un corps tel que II ® k = 0,
alors H;(I1; q, k) = 0 pour tout q et tout © > 0. En particulier, les groupes H;(11;q, Z)
sont finis lorsque 11 est fint et que 1 > 0.

Pour ¢ = 1, ce résultat est classique, et peut étre considéré comme une gé-
néralisation naturelle du théoréme de Maschke. A partir de ¢ = 1, on raisonne
par récurrence sur ¢, en utilisant la Prop. 10 du Chapitre IV.

Comme dans tout espace fibré d’homologie triviale, on peut définir la sus-
pension 2:H (11;q, G) — H,1(11; ¢ + 1, @). En utilisant une formule analogue
4 celle du Chap. IV, n°5 (mais valable pour les simplexes et non pour les cubes),
on pourrait vérifier que cette suspension coincide avec celle introduite par
Eilenberg-MacLane [14]. Si I'on observe que H;(II; ¢, @) = 0 pour 0 < 7 < g,
on voit que ’on peut appliquer la Prop. 10 du Chap. IV, et ’on obtient ainsi:

ProrosiTion 2. (Th. de suspension d’Eilenberg-Maclare.) La suspension
2 applique H(I1; q, Z) sur H;,(I11; ¢ + 1, Z) pour 0 < ¢ < 2¢; c’est un isomor-
phisme st 0 < ¢ < 2¢ — 1.

3. Le théoréme de Hopf

Gardons les notations du n° précédent. Nous avons vu que les groupes d’homo-
logie et de cohomologie de K(II; q) étaient ceux de l’espace X des lacets sur un
certain espace Y. Mais tout espace de lacets est un H-espace (Chap. IV, Prop.
1), donc son algébre de cohomologie posséde un H-homomorphisme si elle est
de type fini en toute dimension (ibid., Prop. 2); elle vérifie donc le théoréme de
Hopf. On a donc:

Prorosition 3. Soit 1T un groupe abélien de type fini, ¢ un entier =1, k un
corps commutatyf. L’algébre de cohomologie H*(11; q, k) vérifie le théoréme de Hopf,
tel qu’il est énoncé an Chap. IV, n°2.

(En particulier, si k est de caractéristique nulle, c’est le produit tensoricl
d’une algebre extérieure engendrée par des éléments de degré impair, et d’une
algeébre de polynomes engendrée par des éléments de degré pair.)

On notera que le résultat précédent est en particulier valable lorsque ¢ = 1.
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Donnons 3 titre d’exemple le calcul de H*(Z; q, K), le corps K étant de
caractéristique nulle:

Prorosition 4. St K est un corps de caractéristique nulle, Ualgébre de cohomologre
H*(Z; q, K) ou q est pair (resp. impair) est une algébre de polynomes (resp une
algébre extérieure) engendrée par un élément de degré q.

La proposition est vraie si ¢ = 1 (elle revient & déterminer ’homologie d’un
cercle). Elle sera donc démontrée par récurrence sur ’entier ¢ si nous prouvons
les deux lemmes suivants:

LeEMME 1. Soit X un espace tel que mo(X) = m(X) = 0, Y Pespace des lacets
sur X, K un corps. On suppose que H*(Y, K) est isomorphe a une algébre exté-
rieure engendrée par un élément de degré q (q tmpair). Alors H*(X, K) est iso-
morphe & une algébre de polynomes engendrée par un élément de degré ¢ + 1.

LeMME 2. Soit X un espace tel que mo(X) = m(X) = 0, Y Pespace des lacels
sur X, K un corps de caractéristique nulle. On suppose que H*(Y , K) est isomorphe
a une algébre de polynomes engendrée par un élément de degré g (g pair). Alors
H*(X, K) est isomorphe & une algébre extérieure engendrée par un élément de
degré q + 1.

Démonstration du Lemme 1.

La fibre ayant la cohomologie d’une sphére, on peut appliquer la suite exacte
de Gysin (Chap. III, Prop. 6). On a donc une suite exacte:

H'(E, K) - H (X, A)— H™(X, K) — H"'(E, K),

ol ’homomorphisme h est la multiplication par un élément @ ¢ H*"'(X, K).
Puisque H'(E, K) = 0 si ¢ > 0, h doit étre un isomorphisme sur, et le lemme
en résulte immédiatement.

(On observera que ce résultat est un cas particulier d’un th. de A. Borel déja
cité.)

Démonstration du Lemme 2.

Soit E, la suite spectrale de 1’espace fibré des chemins d’origine fixée et tracés
dans X. On a: E; = H*(X) ® H*(Y). D’aprés la Prop. 10 du Chap. IV,
HYX,K) =0pour0 < ¢ < g + 1, et H*"'(X, K) admet pour base un élément
u tel que dy1v = u, v désignant un élément de base de H*(Y, K).

Désignons alors par U le sous-espace de E,y; = E, formé des éléments de
degré-base <q + 1. L’espace U admet pour base homogeéne les éléments o
etu ®v* (k=0,1,---), et la différentielle dg11 y est donnée par les formules:

den(@) = ku @ V"™, deu(u ® v°) =
Comme K est de caractéristique nulle, il résulte de ces formules que tout cocycle
de U de dimension >0 est un cobord, et donc que I'image canonique U, de
U dans les termes F, (r > ¢ + 1) est nulle en toute dimension >0.
Nous allons maintenant prouver que H(X, K) = 0 pour ¢ > ¢ + 1, ce qui
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achévera la démonstration. Pour cela, raisonnons par ’absurde, et soit w e
HYX, K); w % 0,7 = ¢ + 2; on peut en outre supposer que w est de degré
minimum parmi tous ceux jouissant de cette propriété. Puisque w est un élé-
ment basique, c’est un cocycle pour toutes les différentielles d, . En outre, je
dis que ce n’est pas un cobord. En effet, ce n’est tout d’abord pas un cobord
pour dg41, car ce ne pourrait étre que le cobord de w ® v*.qui est un cocycle,
on I’a vu; d’autre part, ce n’est pas un cobord pour d, (r > ¢ + 1), car ce serait
le cobord d’un élément de U, , qui est nul en toute dimension >0, on I’a vu.
Il suit de 14 que w définit un élément non nul de E,, , ce qui est absurde et achéve
la démonstration. :

APPENDICE"

Sur ’homologie de certains revétements
(Ajouté le 25 Aolt 1951)

Au n° 6 du Chapitre I nous avons rappelé sans démonstration un résultat
général sur I’homologie des revétements (Proposition 4). Comme nous n’en
avons utilisé par la suite que des cas trés particuliers (essentiellement les deux
corollaires & la proposition en question), il sera peut-étre commode pour le
lecteur de trouver ici des démonstrations directes et élémentaires de ces cas

. particuliers.

Soit II un groupe opérant sans point fixe sur un espace 7T, et soit X = 7/II;
T est donc un revétement galoisien de X; la projection T — X sera désignée par
p. Au sujet de TI, T'; X nous faisons les deux hypotheses suivantes (qui sont
vérifiées dans les conditions, plus particuliéres, du n° 6 du Chapitre I):

(1) Pour tout simplexe singulier s de Pespace X, il existe un stmplexe singulier
s’ de Uespace T tel ques = p o §'.

(2) Sideux simplexes singuliers s', s’ de Uespace T sont tels quepos’ = pos”,
1l existe o € 11 tel que a(s’) = §"'.

Rappelons d’autre part quelques définitions concernant les groupes abéliens
4 opérateurs: .

Si A est un groupe abélien sur lequel opére le groupe 1T (& gauche, pour fixer
les idées) on désigne par AT le sous-groupe de A formé des a ¢ A tels que o(a) = a
pour tout o € II, et par Ay le quotient de 4 par le sous-groupe engendré par les
a — o(a) ou a parcourt A et o parcourt II.

Le groupe & opérateurs A est dit II-libre s’il existe une famille {a,} (. € I)
d’éléments de A telle que les o(a,) (¢ € II, « € I) forment une base du groupe
ahélien A.

Ces définitions rappelées, considérons les complexes singuliers de T et de X,
K(T) et K(X) respectivement. Le groupe II est un groupe d’automorphismes du
complexe K(T), et K(T) est H-libre puisque TI opére sans point fixe sur 7.
Iapplication p: T — X définit un homomorphisme de K(7T) dans K(X) qui,
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par passage au quotient, définit un homomorphisme: K(T)y — K(X). La con-
dition (1) entraine que ce dernier homomorphisme est sur, la condition (2)
qu’il est biunivogue. Ceci nous permet d’identifier K(T)n d K(X).

On est ainsi amené & étudier la situation purement algébrique suivante: on a
un complexe C' (K(T'), dans ce qui précéde) sur lequel opére un groupe If; C est
II-libre; on . cherche les relations qui existent entre les groupes d’homologie de
(' et ceux de (' . Donnons ces relations dans quelques cas particuliers:

Prorosition 1. Supposons que II = Z, groupe additif des entiers, et soit G
un groupe abélien. On a alors la suite exacte: .

0— H((,On— H{Cn, @) — Ha(C, )T — 0.

(En particulier, revenant au cas topologique et supposant en outre que IT opére
trivialement sur H (7', () pour tout %, on trouve la suite exacte: 0 =H (T, G) —
H{(X, G) - H. (T, G) — 0, résultat qui contient le Cor. 1 4 la Prop. 4 du
Chap. I). '
DE£MONSTRATION. Soit ¢ un générateur de II. Considérons la suite:

1—o

0—-C — C — Cp— 0,
ou C — C est 'endomorphisme 1 — o, et C — (g P’application canonique. Je
dis que cette suite est exacte. Il y a deux choses & vérifier:

a) que 1 — o est biunivoque. En effet, si ¢ = a(c), ¢ € C, on a ¢ € C. Mais,
puisque C est I-libre et que II a une infinité d’éléments, on a C™ = 0.

b) que tout élément de la forme ¢ — ¢"(c) (n € Z) peut se mettre sous la
forme ¢’ — a(c¢’). Cela résulte des identités:

l—e"=(1=-0)(l4+o+d+ -+ sin 2 1,
l—e"=0=-oa)0+o' 4o+ -+ sin = 0.

Formons le produit tensoriel de cette suite exacte avec le groupe abélien G;
puisque C est II-libre, C et Cp sont des groupes abéliens libres, et la suite obtenue
sSera encore une suite exacte: :

050G L7200 G¢—Ca®G—0.

Par passage a4 I’homologie, cela donne la suite exacte:

HAC, ) L 7% HAC, @) — Hi(Cn, @) — Hia(C, &) - H.(C, @)

d’ol la suite exacte cherchée:
0 — Hi{(C, @n — H{Cn, @) — Hia(C, )" — 0.

ProrosiTiON 2. Supposons que II soit un groupe fini d’ordre n et soit G un
groupe abélien ov Pégquation n-x = y ait, pour tout y, une solution et une seule.
A lors H,'(Cn ) G) = H,’(C, G)n .

(En particulier, revenant au cas topologique et supposant en outre que TI



504 JEAN-PIERRE SERRE

opére trivialement sur H(7, (), on voit que H (T, ¢) = H(X, &), résultat qui
contient le Cor. 2 & la Prop. 4 du Chap. I).

DfmonstTraTiON. Nous noterons 1/7n I’automorphisme de G qui transforme
un élément y en I’élément x tel que n-x = y; cet automorphisme se prolonge
a C ® @. Ceci permet de définir un endomorphisme P de C ® @ par la formule:

P = l/n an’l‘r'

On vérifie tout de suite que Po = ¢P = P pour tout o € II, et que P* = P; P
est un projecteur, visiblement nul pour les éléments de la forme ¢ — o(c), o € I1.
Réciproquement, si P(c) = 0, on a:

¢ = D e (¢/n — a(e/n)),

ce qui montre que le noyau de P coincide avec le sous-groupe de C ® G engendré
par les ¢ — o(c). Il suit de 13 que (C ® G)n, d’ailleurs isomorphe & Cn ® G,
s’identifie au quotient de C ® G par le noyau du projecteur P. Passant & I’ho-
mologie on voit que H.(Cn, G) s’identifie au quotient de H,(C, G) par le noyau
du projecteur défini par P, c’est-a-dire, d’apres la formule ci-dessus, & H(C, Q) .

Donnons enfin, uniquement sous forme topologique pour abréger, un résultat
implicitement utilisé dans la démonstration du Lemme 7 du Chapitre V:

ProrosiTioN 3. Supposons que Il =Z + N, ot N est un groupe fini d’ordre n,
et soit G un groupe abélien ou Uéquation n-x = y ait, pour tout y, une solution et
une seule. Supposons en outre que II opére trivialement sur H (T, G) pour tout <.
On a alors la suite exacte:

0—->H(T,G)— H(X,G) —» H_(T, G) — 0.

(Dans I'application au lemme en question, N est un groupe abélien d’ordre une
puissance de 2, et (+ un corps de caractéristique #=2). ‘

DfmonsTrRATION. Soit ¥ = T/N; d’aprés la Prop. 2 ci-dessus, la projection
7T — Y définit un isomorphisme de H:(7', G) sur H,(Y, @). D’autre part, II/N = Z
optre sans point fixe sur Y, et Y/Z = X. Puisque IT opére trivialement sur
H.(T, ), /N opere trivislement sur H,(Y, G) et 'application de la Prop. 1.
ci-dessus donne alors la suite exacte cherchée.
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