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HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 

Applications 

Received May 4, 1951 

L'objet essentiel de ce mémoire est d'étudier l'espace 12 des lacets sur un 
espace donné X. L'intérêt de cette étude est double: d'une part, Marston Morse1 
1251 a montré que, si X est un espace de Riemann, les propriétés homologiques 
de 12 sont étroitement liées aux propriétés des géodésiques tracées sur X ;  et, 
d'autre part, on peut, avec Hurewicz [18],utiliser fl pour donner une définition 
récurrente des groupes d'homotopie de X et, par suite, tout renseignement sur les 
groupes d'homologie de 12 entraînera une meilleure connaissance des groupes 
d'homotopie de X.  

Mais l'étude directe de l'homologie de 12 s'était avérée difficile, et n'avait 
gukre pu être menée à bien que dans le cas où X est une sphère. Nous utilisons 
ici une méthode indirecte, suggérée par la relation ~ ~ ( 1 2 )  qui consiste = T,+~(X),  
à considérer 12 comme la fibre d'un espace fibré E qui est contractile, la base 
étant l'espace X donné. En  appliquant alors à E la théorie homologique des 
espaces fibrés développée par ,J. Leray, on obtient des relations étroites liant 
l'homologie de fl et celle de X ,  relations que l'on peut appliquer avec succès 
aux deux problèmes cités plus haut. 

La théorie homologique utilisée ici étant la théorie singulière (seule adaptée 
aux problèmes homotopiques), il nous a fallu montrer que la théorie de Leray 
était valable dans ce cas, et pour cela, il nous a fallu en refaire complètement la 
partie topologique. Notre exposé ne nécessite donc pas la lecture préalable des 
mémoires de Leray sur le sujet. 

Le contenu des divers chapitres est le suivant: 
Le Chapitre 1 contient les notions préliminaires iqdispensables, essentiellement 

la notion de suite spectrale (1221, [19]) des groupes différentiels filtrés. On y 
trouvera un exposé "abstrait" de la transgression et de la suspension; la première 
notion avait été introduite tout d'abord par Chern, Hirsch et Koszul dans le 
cas de certains espaces fibrés, la seconde par Eilenberg-MacLane dans le cas 
des complexes K ( T ;q ) .  On y trouvera également un bref apercu de la théorie 
des revêtements due à Cartan-Leray (dans le cas particulier des revêtements 
universels). 

Le Chapitre II établit les propriétés de la suite spectrale d'homologie (singu- 
lière) des espaces fibrés. Il faut d'abord choisir une nouvelle définition de l'homo- 
logie singulière, qui utilise les cubes à la place des simplexes, ce qui est fait au 
11-1. Le point essentiel, une fois la filtration définie, consiste à prouver que le 

l Les crochets renvoient à la Bibliographie, placée à la fin de ce mémoire. 

425 



426 JEAX-PIERRE SERRE 

terme El de la suite spectrale est isomorphe au groupe des chaînes de la base à 
coefficients dans le groupe d'homologie de la fibre. Ceci exige certaines con-
structions de cubes singuliers, qui sont toujours possibles pourvu que l'espace 
vérifie le théorème de relèvement des homotopies pour les polyèdres. Aussi cette 
dernière propriété est-elle prise ici comme définition des espaces fibrés. 

Le Chapitre III indique les premières applications de ce qui précbde à divers 
cas particuliers. Signalons notamment la Prop. 5 qui est la clé de plusieurs 
résultats intéressants pour la suite, ainsi que la Prop. 3. Les autres résultats sont 
dus à J. Leray [24] (dans le cadre de la théorie de Cech). 

Le Chapitre IV, consacré aux espaces de lacets, a un double but. D'un c6té 
il donne des résultats généraux, intéressants en eux-mêmes (tel le th. de Hopf, 
la simplicité en toute dimension, etc) qui sont appliqués au n07et au n08à des 
problèmes de géodésiques, et d'autre part, il prépare la voie à l'étude des groupes 
d'homotopie qui fait l'objet du chapitre suivant. Parmi les résultats du premier 
type, signalons une démonstration très simple du fait que, sur tout espace de 
Riemann compact connexe, il existe une infinité de géodésiques joignant deux 
points distinct donnés (résultat qui n'était guère connu que dans le cas des 
sphères). 

Le Chapitre V indique une méthode permettant, dans une certaine mesure, 
de calculer les groupes d'homotopie d'un espace dont on connait les groupes 
d'homologie. On en tire aisément le fait que les groupes d'homotopie ont un 
nombre fini de générateurs si et seulement s'il en est de même des groupes 
d'homologie (au moins lorsque l'espace est simplement connexe). Nous attaquons 
aussi le problème du calcul des groupes d'homotopie des sphères: ici, il est com- 
mode de séparer les difficultés en effectuant des calculs à coefficients dans des 
corps de caractéristiques variées. Le cas de la caractéristique nulle peut être traité 
complètement, et montre que les *,(Sn) sont finis sauf nn(Sn) et n4,-i(Szn) 
(n quelconque). En caractéristique p, par contre, nous nous bornons à trouver le 
premier groupe d'homotopie de S, (après le n-ème) dont l'ordre soit divisible 
par p :  c'est x,+zp-a(&) (au moins si n est impair). 

Le Chapitre VI indique très brièvement comment la méthode précedente, 
appliquée mais en sens inverse, aux groupes d'Eilenberg-MacLane, permet 
d'obtenir très rapidement des résultats, dont certains étaient connus mais de 
démonstration difficile. 

Les résultats essentiels de ce mémoire ont été résumés dans trois notes aux 
Comptes-Rendus [28]. 

Je ne terminerai pas cette introduction sans exprimer AM. H. Cartan toute la 
reconnaissance que je lui dois pour l'aide qu'il n'a cessé de m'apporter dans mon 
travail, tant, par l'intermédiaire du Séminaire qu'il dirige depuis trois ans, que 
par de nombreux et profitables contacts directs. C'est notamment grâce à 
son aide (et à celle de J-L I<oszul qui voudra bien trouver ici mes remerciements) 
que j'ai pu transposer la théorie de Leray en homologie singulière et asseoir . .
ainsi sur une base solide les calculs purement heuristiques que je faisais 
jil*clii'alors. Outre cette contribution particulièrement importante, je lui dois 
i~~~nombreuses améliorations dans les résultats, l'exposition, et la rédaction. 



Qu'il me soit permis de remercier aussi MM. A. Borel, N. Bourbaki, S. Eilen- 
berg, J. Leray pour l'aide, les encouragements, et les conseils, variés mais égale- 
ment efficaces, qu'ils m'ont prodigués. hla reconnaissance va également à M. A. 
Denjoy qui a bien voulu présider le jury auquel j'ai soumis cette thèse. 

CHAPITRE1. L.4 NOTION DE SUITE SPECTRALE. 


nOl .  La suite spectrale d'un groupe différentiel à filtration croissante. 

n02. Cas d'un groupe gradué. 

n03. La transgression et la siispension. 

n04. Une suite exacte. 

n05. La suite spectrale-Cas de la cohomologie. 

n06. La suite spectrale attachée au revêtement universel d'un espace. 


CHAPITREII.  HO~IOLOGIE COHOMOLOGIE SISGCLIÈRES DES ESPACES FIBRÉS
ET 

nOl.  Homologie singulière cubique. 
n02. Espaces fibrés; définition et premières propriétés. 
n03. Le système local formé par l'homologie de la fibre. 
n04. Filtration du complexe singulier de E. 
n05. Calcul du terme El. 
n06. Calcul du terme 232. 
n07. Propriétés de la suite spectrale d'homologie. 
n08. La mite spectrale de cohomologie. 
n09. Propriétés de la suite spectrale de cohomologie. 
nO1O. Transformation du second terme des suites spectrales d'homologie et de 

cohomologie. 
n O l l .  Démonstration du Lemme 4. 
n012. Démoristration du Lemme 5. 
n013. Démonstration du Lemme 3. 

CHAPITREIII .  APPLICATIONS ~4 SUITE SPECTRALE DES ESPACESDE FIBRÉS. 

nOl .  Première application. 

n02. Caractéristique d'Euler-Poincaré des espaces fibrés. 

n03. Fibrations des espaces euclidiens. 

n04. Cce suite exacte. 

nos. Suite exacte de Gysin. 

nOG. Suite exacte de Wang. 

n07. Vn théorème de Leray-Hirsch. 


CHAPITRE IV. LES ESPACES DE LACETS. 


nQl.  Les espaces de lacets. 

n02. Le théorhme de Hopf. 

n03. Simplicith des H-espaces. 

n04. Fibrations des espaces de chemins. 
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no;. L'espace fibré des chemins d'origine fixée. 

n06. Quelques résultats généraux sur l'homologie des espaces de lacets. 

nOi .  Application au calcul des variations (théorie de Morse). 

n08. Appjication au calcul des variations: les géodésiques transversales à deux 


SOUJ-variétés. 
n09. Homologie et cohomologie de l'espace des lacets siir une sphère. 

CHAPITREV. GROUPESD'HOMOTOPIE. 

nOl .  Méthode générale. 
n02. Premiers résultats. 
no3. Finitude des groupes d'homotopie des sphères de dimension impaire. 
n04. Calculs auxiliaires. 
n05. Le premier groupe d'homotopie d'une spht'rc de dimension impaire qui est 

non nul modulo p. 
nOG. Variétés de Stiefel et sphères de dimension paire. 

CHAPITREVI. LES GROUPES ISE.D'EILEK~ERG-~I.\CL 

nOl .  Introduction. 
n02. Résultats généraux. 
n03. Le théorème de Hopf. 

APPENDICE.Sur l'homologie de certains revêtements. 

1. La suite spectrale d'un groupe différentiel à filtration croissante 

DÉFISITION. Soit ('4, d) un groupe différentiel, c'est à dire un groupe abélien 
'1 muni d'un endomorphisme d de carré nul. On dit qu'une famille de sous- 
groupes (9")(p entier positif ou négatif) définit sur A une filtration croissalzte 
si les conditions suivantes sont remplies: 

U,Ap = A; A" CA"&'; d(ilP) C A". 

On convient de compléter la définition des A" en posant il-m= O et A+" = A. 
Soit x e -4; appelons w(a) la borne inférieure des entiers p tels que z e il". 

L'application :c ~ ( x )vérifie évidemment les propriétés suivantes: 4 

Rbciproquement, si 1'011 se donne une fonction w ( x )  sur A ,  à valeurs entiPres 
(- .-- compris), qui vérifie les deus propriétes précédentes, elle définit une 
jiltrulion crozssarîte sur il. 

-Yotations (r désignera un entier positif) : 

C? : ensemi~le des élbrnents de il"dont le bord est dans A"-'. 

B:: ensemble ties éli-mcnts tlc L4''qiii sont i~ords dJ61éments de A~".  




Cm: ensemble des éléments de A" qui sont des cyclcs. 
B:: ensemble des éléments de ;lx'qui sont des bords. 

Tous ces ensembles sont des sous-groupes de A", v4rinant les relatioils d'in-
clusion suivantes : 

On notera également que d(C?-')  = B?. 
DÉFISITIONDES  EB. 

Kous poserons: EB = c:/(c:'-;'+ BrP1). 

La différentielle d applique C f  dans CB-' et (c::: + RE,) dans BK;. Elle 

définit donc, par passage au quotient, un homomorphisme: 


Le noyau de d," est: (C:'+l + cZ)'(CS+ Bf-1). 
L'image de d:+' est: (CS+ B : > ) ; ' ( c ~+ Br-1). 

En comparant ces deux résultats, on voit qiie d:'od:+' = O ;  en outre le yuo- 
tient du noyau de dB par l'image de dB" est: 

Interprétation des résultats precédents: la szsite spectrale. 

Posons E T  = xpE,P (dans toute la suite, le signe désignera une somme 
directe); les h': définissent sur E T  une structure graduée: les éléments de E: 
sont dits de degré filtrant p; les applications d:' définissent sur E Tune différe.lztielle 
d ,  homogène et de degré - r  ais à vis dis degré $filtrant. La  suite des groupes dif- 
férentiels gradués ( E T )  ( r  = 0, 1, . . . ) est dite suite spectrale attachée au groupe 
différentiel filtré A.  

Le groupe d'i~omologie de E', pour la différentielle d,  , calculé en ET, est 
isomorphe à E G l ,  nous venons de le voir. On a donc: 

H ( E o )  = E l  ; H ( E 1 )  = Ez ; . . .  ; H(E , )  = ; . etc. 

On a :  EO = A"/A~-'.On voit donc que E o  est la somme directe des quotients 
successifs Ap/Ap-';on l'appelle le groupe gradzsÉ associé a u  groupe filtré A .  

La différentielle do applique EO dans lui-même; elle est obtenue par passage 
au quotient à partir de la différentielle d de A (ce qui est possible, puisque AP 
et Ap-l sont stables pour cl). 
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D'après ce qui précède, on a :  E; = H(A~!A~-'). 
La différentielle dl nppliqiie E:' dans +if-'; elle coincide avec 1'ho:nomorpliisme 

bord 
a :H(-4'/il '-') -+ '-'/A~-')~ ( ~ 4  

de b suite exacte d'homologie du "triple" (AP, A~- ' ,  ApW2). 

Le terme E, . 
Par analogie avec la définition des Er,on définit le terme E, = x,I?: (groupe 

terminal de la suite spectrale) en posant: 

E: = C:/(C:-' + BZ). 
L'intérêt de cette définition est que, d'une part, on peut considérer le terme 

Ex comme une limite des termes E, (nous préciserons ceci au no suivant), et que, 
d'autre part, E, est intimement lié à H(A).Il fournit donc une sorte de transi- 
tion entre les (E,) et H(Ll) .  

Pour préciser ce dernier point, soit DP l'image de H ( A 7  dans H(A) par l'ap- 
plication identique de A" dans A. On a donc: 

Dp = C;/B:. 

11 suit de là: Dp/DP-' = C:/(C:-' + BZ) = E2. 

Autrement dit, si l'on considère H(A) comme filtré par les DP, le groupe It, 

n'est autre plce le groupe gradué associé au groupe jîltré H ( d ) .  


Remarquons toutefois que, même si np A" = O, or1 n'a pas nécessairement 
n, DP = O; au no suivant, nous donnerons ilne condition suffisante pour qu'il 
en soit ainsi. 

No;e. Les définitions qui pr6cèdent ne sont que les traductions, dans un lan- 
gage adapté à l'homologie, des notions introduites par J. Leray [23] et J.-L. 
Koszul [20]. On peut d'ailleurs obtenir les résultats de ce no à partir de ceus de 
Leray par un simple changement de notation: il suffit de remplacer p par - p .  

Cette théorie peut s'étendre en majeure partie aiix "théories axiomatiques de 
l'homologie". Voi r  B ce sujet un exposé de S. Eilenberg ([Ci], Exp. VIII). 

2. Cas d'un groupe gradué 

Nous supposerons à partir de maintenant que le groupe A est gradué, c'est-à- 
dire est somme directe de soi*s-groupes "A (n entier positif ou négatif); on 
supposera de plus que d est de degré - 1 \ris a ris de cette graduation (autrement 
dit, d("A) C "-'A), et que la filtration est compatible avec la graduation, 
c'est-à-dire que chaque A" est somme directe de ses intersections avec les "A. 
NOUS poserons A"'" ""tqilIiA'', et nous désignerons par El,(A) le n-ème groupe 
d'homologie de A .  

Graduation des termes de  la suite spectrale. 

L'existence d'une graduation sur A permet de définir des graduations sur les 
divers groupes introduits au no précédent. Sous noterons C,Ptq,BPtq, C2'q, Bz'q, 



DPsqles sous-groupes de C:, . , Dp formés des éléments homogènes et de 
degré p + q. Chaque CP, . . . , LIP est somme directe des Crvq,+ ,DPiqpour 
-a < q < + m .  

On pose de même: EJsq= + B P I )( O  5 r 5 +m ) .  
Les Er,qgraduent E,P . Le terme Er de la suite spectrale est donc bigradué 

par les E:'q; p est dit degré jiltrant, q degré complémentaire. Il y a avantage à 
introduire aussi le degré p + q,  ou degré total (il ~orrespondau degré de A ) .  
Les propriétés de degré des différentielles d ,  sont les suivantes: 

d ,  d iminue  le degré jiltrant de r unités, 
d ,  d iminue  le degré total de 1 uni té ,  
d, augmente le degré complémentaire de r - 1 unités. 

Une  hypothèse supplémentaire. 

Nous ferons dans toute la suite l'hypothèse suivante: 
(@)-Si x # O est un élément homogène de A, O S w(x) 5 deg. x. En d'autres 
termes: la jiltration et le degré sont positifs, et la  filtration est inférieure a u  degré. 
Une autre formulation est: A"'' = "A et APtq= O si p < O. 
Conséquences de l'hypothèse (@). 

On a tout d'abord E;'' = O si p OU q < O. Il s'ensuit que E,Psq= O pour p 
ou q < O, et r quelconque. Ceci est encore vrai pour E, , comme on le voit tout 
de suite. Puisque ELqq= on en conclut que LI-'"'+' = O et D"" = 
H,(A). On a donc la suite de composition de H ( A ) :  

En particulier, on voit que r),  DP = 0. 
PROPOSITION1. S i  ln condition (a) est remplie, on  a:  

Si r > p ,  les éléments de Erqqsont tous des cycles pour d ,  ,puisque d ,  diminue 
le degré filtrant de r unités et que E:'t = O pour s < O. De meme, si r - 1 > q,  
aucun élément #O de E,pqqn'est un bord pour d, rxisque d, augmente le degré 
complémentaire de r - 1 unités. Il s'ensuit que Er 'q  = E" = -
Reste à voir que l'on trouve ainsi le groupe EJg". Pour cela, il suffit de remarquer 
que, pour r assez grand, on a :  

On voit donc en quel sens on peut dire que Le groupe E, est la limite des groupes 
Er :pour un degré total n donné, il existe lin r assez grand pour que les groupes 
formés par les termes de degré total n de Er et de E, soient isomorphes. 

Le groupe d i f l ren t ie l  R. 

Nous poserons R = A', R, = Aosq.R est un sous-groupe gradué stable de 
A. On a E:" = H P ( R ) .D'autre part, tous les éléments de ~ f ' ~ ( r2 1) sont des 



cycle'. poiii. (1, , piiiqqiie ri, tliininue le degré filtrant et que cch élén~erits soiit dc 
degré filtrant mi ni mi in^. Il en résulte une suite ci'homomorphim~ei ciir : 

En outre ces hr,iiiomoiphismes deviennent des i s o ~ ~ z o r p h ~ s m e ssu. ,  di.s que 
r > q + 1,  d'après la Prop. 1 .  On voit donc que 1:';' = F" s'iclentifie à un 
quotient de H,,;Ri (ce cjue l'on peut voir aussi directement, sur l'expression 
explicite de cec ~ ~ O I I D ~ S  Mais d'autre part en fonction des C r q qet des BI' '1. 
E:" D" C Ho(,1). On peut donc écrire la suite d'hornomorphisme.: 

le premier étant sur, le second biunivoque. Le composé n'est autre que l'homo- 
morphisme de H,(R)  dans H,(;1) induit par l'injection: R -+ A.  

L e  groupe di fércnt ic l  S .  

Posons E l  O = S,, , et S = Z,S,. Le groupe S est identique au sou>-groupe 
de El formé de. éléments de degré complémentaire 0. Comme dl  conqerve le 
degré complémentaire, il -'enhuit cliie S cst  slable pour di , et constitue zri gi oi~pc 
tfiflérentiel giatliié. 

On a H,(S\i = Fi '.,O ; d'autre part, aiicuri élément # O de 1:: O n ' e ~ tu n  borcl 
pour (1, ( r  2 2 t piii-cliie (1, augmente le clcgi.6 complémentaire et que ce* élément\ 
sont (le r!cg:é cc)mplén~entaire niininlum. Il en rhul te  une suite d'homomor- 
phismcs l)jiini\ (~c,iic. : 

. . .  +E3) O + ] i f 1 0  = HP(,") 

En outic. cc. liomon~orphismes tont de.5 isoniorph2snlcs slci* dès que r est 
:t.ycz grand. De Savon p1.écise (PIop, 1), on a E E : ~  = Em O ;  mais E;iO = 

Il'' " D"' ' = I I j , ( . l \  fi'-' '. On peut donc écrire la suite d'homomorphismes: 

H,(d)  i Ez +H,(S) ,  

le premier étant sui., le second biunivoque. 

Interprétons le produit de ces deus homomorphismes: 

Pour cela, rappelons que Er = C:i (CO-'" + B i  O). Comnle c!" = " i l ,oii 

a donc un homomorphisme canonirlile a:-4 -+ S ,  qiii commute avec le bord et 

définit un hoinomorphisn~ea,:H,(-4) i H P ( & ) .Cet lion~omorphisrne a, e5t 

le composé en question. 


11 résulte en particulier de ceci que l'image de i r ,  e5t 1:: O, e t  que son noyau 
e5t LIp-','. 

S o t c .  Dans toutes les applications de la suite spectrale connues jusqu'h présent, 
le groupe 9 que l'on filtre est un groupe gradué. Par contre, la condition (a) 
n'est en général remplit que dans les applications touchant de près ou de loin 
à la théorie des ebpace.: fihrés (par exemple, outre cet.te dernière qui fait l'objet 
dii chapitre suiv,int. la théorie des groupes d'opérateurs, oii bien celle des es- 
tensions de groupe. diycrets). IL ras le plus important où elle n'est pas remplie 
est la théorie (le IIorae. 



Dans le cas d'un espace fibre E de fibre F, base B, le groupe Ilest le groupe 
des chaînes de E,  le groupe R celui des chaînes de F, le groupe S celui des chaînes 
de B. En outre, les homomorphismes canoniques R -+ A -+ S sont ceus induits 
par les applications continues F -+ E -+ B. 

3. La transgression et la suspension 

Idegroupe A,! R. 

Considérons à nouveau l'application canonique: 
,,.:AP,fl= CpiO C1P<O/(~t-131-+ + B P O )  = S, . 

Si p 2 1, cette application envoie Rp = Aotpdans Cl-1t1et définit donc, par 
passage au quotient, un homomorphisme: 

~ ' : A ~ ' O / A O ' ~S p  ;-+ 

en outre, si p 2 2, T' commute avec le bord et définit donc: 

Or Hp(A/R)= C Q ' O / ( C ; ' "  e t  H,(B) ~2'O/(Cip-'"+ B I " ) .  Il suit de + ~ 1 ' ~ )  = 
là que le noyau de n i  est égal à l'image de l'application canonique: cPz:" -+ 
H,(A/R), et que l'image de r i  est égale A: 

On peut résumer ceci en disant que la suite: 

est exacte, et que le composé: Hp(A /R)-+ E;" -+ E [ , O  = HP(&)n'est autre 
f 

que a*. 

Un diagramme. 

Considérons le diagramme (1)qui suit. 
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Les lignes et les colonries de (1) forment des suites exactes;en outre ce diagramme 
est commutatif car toutes les applications qui y figurent sont définies, soit par 
une relation d'inclusion dans A ,  soit par passage au quotient à partir de la 
différentielle cl de A.  Enfin les homomorphismes X et p qui y figurent sont biuni- 
voques. 

L a  transgression. 

Considérons les deus homomorphismes : 

et désignons par L le noyau de a, par JI celui de n i  , par L' l'iniage de a, par 
N f l'image de a: . 

Soit x c -11'; choisissons un y tel que a:(y) = x ,  et considérons a(y). C'est 
un élément de Hp-I(R) qui, lorsque y varie, décrit une classe modulo a(M). Par 
passage au quotient, on obtient un homomorphisme canonique, appelé trans-
gression : 

Les éléments de A1f' sont dits éléments transgressijs de Hp(S) ; un cycle de S dont 
la classe d'homologie est transgressire est appelé cycle transgressif. 

En traduisant la définition de Ji' en termes de chaînes, on voit que, pour 
qu'un cycle x E Spsoit transgressif, il faut et il suffit qu'il existe un a E A, tel 
que n(a) = x et que d a  E Rp-1 . 

P~~OPOSITIOX2. Les groupes JI'et H,-l(R)/d(LIf) sont canoniquement isomorphes 
a u x  groupes E P ' O  et E:'-'. P a r  ces isomorphismes, la transgression T : M f  -+ 

Hp-l(R)/a(Llf)est fransformée en la différentielle d,: E P ' O  -+ EtP-'. 
Cela résulte immédiatement du diagramme (1). 

L a  suspension. 
'Jous pouvons définir de façon tout analogue à la précédente un homomor- 

phisme de L' C Hp-l(R) dans H,(S)/~;(L). Cet homomorphisme sera appelé 
suspension et noté 2 ;on observera qu'il élè~le les degrés d 'une uni té .  

Le cas le plus important pour la suite est celui où Hp(A) = HP-1(A) = 0. 
Dans ce cas, on a L' = HPw1(R), a : ( ~ )  = O, et  la suspension est alors un ho-
rnomorphisme de Hpwl(R)d a n s  Hp(S), égal à nha-'. On tire alors du diagramme 
(1) le diagramme commutatif suivant: 

Y 
Xp (SI t- HP-1 (R) . 

Dans ce diagramme, d p  est un isomorphisme sur, E P ' O  -+ Hp(S) est biunivoque 
et a même image que 2, HpPl(R)-+ E:~-' est sur ,  et a même noyau que Z. 



Note. Comme il a été dit dans l'introduction, les notions de transgression et 
de suspension ont été introduites par Chern-Hirsch-ICoszul et Eilenberg-'\lac- 
Lane respectivement, dans des problèmes particuliers. Ln proposition 2 est due 
à Koszul ([20], deux dernières lignes). 

4. Une suite exacte 

Hypothèses. 
Soient i ,  j, r trois entiers positifs, avec i < j. 
Nous supposons que, pour tout n tel que i 2 n 2 j ,  on nit EP'q = O pour 

tout couple (pl q), tel que p + q = n, et distinct de deux coiiples particillirrb: 
(a, , b,) et (c, ,d,). Pour éviter un abus d'indices, nous conviendrons de noter 
"EL (resp. "E!) le terme EfSqcorrespondant à p = a , ,  q = O, (resp. p = c,, , 
q = d,). Ainsi E, pour le degré total n, ne contient que deux termes écentucll(- 
ment non nuls: "E: et  "ET . On supposera que a, < c, . 

Enfin nous ferons les deux hypothèses suivantes: 

E r q q = O  si p + q = n - 1 ,  P S U , - r  et i 2 n S j ;  

E:lq=O si p + q = n + 1 ,  p z  c , + r  et i 2 n - j .  

PROPOSITIO~;3. Bans les hgpothèses précédentes, on a une suite exacte: 

'E: -,H,(A) -t 'E:' -+ '-'E: -+ -t'EL -+ H,(rl) -+ 'ET. 

DÉMOPISTRATION.Considérons d'abord la suite de con~position de H,(-I) for- 
mée par les Dp"(p + q = n). On sait que D ~ ' ~ / D " - " ~ + '  = EZq. Supposons 
alors que i 5 n j ;  si p # a, ou c, , on aura par hypothèse EPSq= O, d'où 
EP-9  = O. On a donc la suite exacte: 

Cherchons "EL  ; pour cela, remarquons que la différentielle d, est nulle sur 
"EL (S 2 r) puisqu'elle applique ce groupe dans Er", où p = a, - s, q 7 
b, + s - 1, groupe qui est nul vu les hypothèses faites. Il suit de là que " A ,  
est le quotient de "EL par le sous-groupe formé des éléments qui sont des bord> 
pour les différentielles da . De même, aucun élément # O  de "EQ n'est un bord 
pour d,(s 2 T ) ,  et on en conclut que "E: est le sous-groupe de "E:' formé des 
éléments qui sont des cycles pour les différentielles d, . On peut donc écrire la 
suite exacte: 

"E: -+ H , ( A )  -+ "E:' (i S n 2 j). 

Quel est le noyau du premier homomorphisme? Nous avons vu que c'est le 
sous-groupe des éléments qui sont des bords pour l'une des différentielles d,(s 2 r). 
Supposons que i _5 n $ j - 1;  il n'y a alors que deux termes de E, , dont le 
degré total soit n + 1, et qui puissent ne pas être nuls: ""E' et "+'E ! .  En 
outre, nous avons déjb vu que les éléments du premier groupe sont tous des 
da-cycles. Il en résulte qu'il existe au plus une différentielle d, non nulle, celle 
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(lui applique "+'EJ dans " E S  , et qui correspond donc à s = c , + ~  - an . On a 
donc la suite exacte: 

On établit de niême la suite enacfe: 

En combinant les diverses suites exactes que nous avons obtenues, on trouve 
le résultat cherché. 

COROLLAIRE. 2 O, on ait E:" O pour p + qSupposons que, pour tout TL = 

= n et p # a, . Supposons en outre que a, < an-l + r pour tout n 2 O. On a 
alors H,(A) = E:"'*"pour tout n 2 0. 

Il suffit de poser c, = a, + 1, d, = b, - 1, i = O, j = + CC,  et d'appliquer 
la proposition. 

Note. La proposition 3 est celle que l'on utilise habituellement pour obtenir 
une suite exacte à partir d'une suite spectrale. On en verra plusieurs exemples 
au Chapitre III. 

5. La suite spectrale-Cas de la cohomologie 

C'est le cas classique, pour lequel le lecteur pourra se reporter à [20] ou à 
[23]. Nous allons en résumer brièvement les points essentiels. 
Groupe dimentiel gradué à $filtration décroissante. 

Soit (A*, d) un groupe gradué muni d'une différentielle d de degré +l. On 
dit que des sous-groupes A*' (p entier positif ou négatif) définissent sur A une 
filtration décroissante si les conditions suivantes sont remplies: 

(1) n,A*" = O, A*' 3 d(A*') C A*'. 
(2) Chaque A*' est somme directe de ses composantes homogènes. 
(3) Si x # O est homogène, O 3 w(x) 5 deg. x. 

(On a noté w(x) la borne supérieure des entiers p tels que x c A*"). Il résulte 
de (3) que A*' = A. 

La suite spectrale. 

B,*~", ~mp.9, D*lJ,9, On définit comme au n02 les groupes CrP", ~ z ~ , ~ ,  
,;pl, . Par exemple, est formé des éléments x c A*', homogènes et de degré 
p + y, tels que dx c A*'+'. On a :  

La différentielle d, , obtenue par passage au quotient comme au nOl, applique 
E:P,~ dans ETp-,q-r+l ; ses propriétés de degré sont donc oppos-es à c~lles 

données au n02. On a encore H(E,*) = . La suite des (ET) est dite suite E : ~ ~  

spectrale de cohomologie de A.  




Les groupes cZi.$'~rcntirls R* et S* 

On pose R* = A *  .-1*', SE = E J T ~ . ' ) ,  S* = xpS: . Les résultats des no 2 et 
3 se transposent alors sans peine: on a des homomorphismes canoniques permis: 
S* -+ A* -+ R*, qui donnent lieu aux homomorphismes: H1'(S*) -+ HP(.4*) -
HP(R*); la transgression d , : ~ ~ ~ " - '  -+l3PP9Oapplique un sous-groupe de H~-'(R*) 
dans un quotient de Hp(S*) pour p 2 2; elle peut aussi être obtenue par passage 
au quotient à pai-tir des homomorphismes: 

pour qu'un cocycle x de dimension p - 1 de R* soit transgressif (c'est-à-dire 
pour que sa classe de cohomologie appartienne à E~O'~-') ,il faut et il suffit 
qu'il existe a e A*, se projetant en x par l'homomorphisme A* -+ R*, et tel que 
da e S: . 

Exemple. 

Soit A un groupe différentiel gradué à filtration croissante, vérifiant (+). 
Posons "A* = Hom ("A, G), où G est un groupe abélien quelconque. Le groupe 
A* = En"A* est gradué par les "A* et peut être muni d'une différentielle d, 
transposée de celle de -4. 

Si A' désigne les sous-groupes définissant la filtration de A, appelons A*" 
l'annulateur de A~- ' .  On vérifie aisément les propriétés (l),( 2 ) ,  (3). 

Structure multiplicative. 

Supposons que A* soit muni d'une structure d'anneau telle que: 
(a) Si 	x et y sont homogènes de degrés p et q, x.y est homogène de degré 

p + q, et l'on a d(x.y) = dx.y + (-1) 'x.d~ (on dit alors que d est une 
antidérivation de A) ; 

(b) 9*'.A*' C A*"'. 
On voit alors tout de suite que l'on peut munir les ET d'une structure d'an- 

neau, avec C etE , * ~ + ~ " ~ + ~ ' ,E T ~ , ~ . E T ~ ' ~ ~ '  que les différentielles d, sont des 
antidérivations des ET (pour le degré total). 

Si A* est associatif (resp. possède un élément unité), il en pst de même des E,* . 

Une suite exacte. 

Les résultats du no 4 se laissent également transposer sans aucune difficulté. 
Les hypothèses à faire sont exactement les mêmes, au remplacement près des 
E r "  par Efp". NOUS continuerons à noter "E:' (resp. "ET") le terme E,*"" 
correspondant à p = a, , q = b, (resp. p = c, , q = d,,). On a alors: 

PROPOSITION3. Dans les conditions précédentes, on a utle suite exacte: 

6. La suite spectrale attachée au revêtement universel d'un espace 

Soit X' un espace connexe par arcs, localement connexe par arcs, et localement 
simplement connexe; on déficit à la façon habituelle (Voir par exemple, Pontr- 



438 JEAX-PIERRE SERRE 

jagin, Topological groups, no 46) son revêten~ent ztni~,ersel T. Sous allons rap- 
peler quelques relations, dues à Leray et Cartan ((81, 131, [G]) ,  existant entre 
l'homologie de X, celle de T, et celle du groupe fondamental iI de X. 

Déjinition du revêtement ziniversel. Rappelons-la brièvement: soit e 6 X un 
point fixé; T est l'ensemble des classes de chemins homotopes issus de e. Soit 
q É T, et h un chemin de la classe q ;  soit U un voisinage de l'extrémité O de h, 
r t  désignons par V L .l'ensemble des classes de chemins obtenus en con~posant 
A avec un chemin issu de b et contenu dans U ;par définition, les T'c forment iin 
système fondamental de voisinages de q dans T. On vérifie aisément que T, 
muni de cette topologie, est connexe par arcs, localement connexe par. arcs, 
localement simplement connexe, et simplement connexe. Si à tout q E T,  on fait 
correspondre l'extrémité commune b des chemins de la classe q, on définit ainsi 
une application continue p: T -,X, appelée projection de T sur X. Cette pro- 
jection est un homéomorphisme local, et  définit comme on sait un isomorphisnle 
(Iii groupe d'homotopie a , (T)  sur le groupe d'homotopie n,(X) ( i  = 2, 3, . . . ) 
Les opératezas définis par ri sur T. 

Identifions IT au groupe des classes de lacets en P ;  le groupe ri opère nlors 
canonicluement sur T;  tout élément de ri, autre que l'élément neutre, définit 
un homéomorphisme sans point fixe de T sur lui-même. II pn résulte que 
opère dans le complexe singulier de T, donc dans les groupe- d'liomologie et de 
cohomologie singulières de T. En  outre, tout simplexe singulier de S est image 
par la projection p d'un simplexe singulier de T, défini à une opération de IT 
près. Autrement dit (avec les notations de [G]):  Le complexe singîrlier de T, 
K(T),  est II-libre, et le complexe K(T)n est isomorphe à K(X) .  
(Rappelons que K(T)n désigne le quotient de K(T)  par la relation d'équiva- 
Imce qu'y définit JI). 

La suite spectrale. 

Ce qui précède permet d'appliquer les résultats de [6], Esp. XII. On obtient 
ainsi : 

PROPOSITION4. Soient X un espace connexe par arcs, localement connexe par 
arcs et localement simplement connexe, iI = x i ( X ) ,  T le revêtement uniuersel de 
-Y,G ritn groupe abélien. I l  existe une suite spectrale d'homologie (E,) avec EBqq= 

HP@, H,(T, G)) dont le groupe terminal est isomorphe au groupe gradué associé 
à H(X, G) convenablement filtré. 

Vne suite analogue existe en cohomologie. 
(Précisons que H,(ri, Hq(T, G)) désigne le p-ème groupe d'homologie de II, 

au sens de Hopf-Eilenberg-JIacLane-Eckmann, à valeurs dans le q-ème groupe 
d'homologie singulière Hq(T,  G), groupe sur lequel Ii opère canoniquement, 
comme on l'a vu). 

COROLLAIRE1. Si ri est le groupe additif Z des entiers, et s'il opère triuialement 
sztr H,(T, k) pour tout i (1; désignant un corps), alors H , ( X , k) esl isomorphe à 
ln somme directe de H,(T,  k) et de H,-I(T, 1;). 



Si ï I  = Z opère trivialement sur un groupe abélien G, on sait que Ho(iI, G) = 
H1(n, G) = G et H,( I I ,  G )  = O pour i 2 2 (ceci n'est rien d'autre, d'après un 
théorème de Hurevicz [18], que l'homologie d'un cercle). Dans le terme EL de 
la suite spectrale de la Prop. 4 le degré filtrant p ne prend que les valeurs O et 
1,et il s'ensuit que les différentielles d?,cl3 , . . . sont nulles puisqu'elles ahaissent 
ce degré de 2,  3, . . . unités. Le terme E,  est donc isoniorphe à E2 , et, pour le 
degré total i ne comporte que deuï  termes: 

Ho(II, H,(T,  1;))  = H , ( T , k )  et Hl(II, H,-l(T, 1;)) = H -1(2', 1;). 

Puisque les coefficients forment un corps, H , J S ,  k j  est isomorphe (non canoiii- 
cjuement) à son groupe gradué associé, d'où le résultat. 

COROLL-IIRE ~ U C d'ordre , f ini ,  opérailt trii ialet,ierlt 2 .  S ~ ~ p p ~ s o ~ ~ sx ,soif l i n  g r o ~ ( p ~  
sur I I , (T ,  k )  pour tozlt i (1; étant lin corps dont la cnractéristiclue ne d iv i~e  pns 
l'ordre de Il). Alors: 

H , ( S ,  10 = H , ( T ,  1;). 

On a Hfi(TI,H , ( T ,  ri)) = H,(T,  1;)' et H,(rI, H , ( T ,  1,)) = O ci j > O (ra'eyt 
une conséquence bien connue du '*Japane-e homomorp1~i~m"i. On applique 
alors le corollaire à. la Prop. 3. 

S o l e .  Noiis n'avon.: voulu donner que les deuï réitiltat$, très élé~nentaires, 
dont il sera fait usage dans la suite. Ce sont des cas tr&s particuliers de r é d t a t s  
plus génkraus, pour lesquels nous renvoyons le lecteur à [(il, E Y ~ .SI,XII, XIII. 

CHIPITRE II. HOMOLOGIE ~ I S G T - L I C H C ~  ESP \CI..> FIBRÉSET COHOMOLOGIE DES 

1.Homologie singulière cubique 

La théorie singulière classique (Eilenberg [IO]) utilise des sin1ple.rc.i; dans la 
suite de ce chapitre, nous aurons besoin d'une définition équivalente. mais rttilisant 
les ctibes; il est en effet évident que ces derniers se prêtent mieux que les sim- 
plexes à, I'étiide de$ produits directs, et ,  a fortiori, des espaces fibrés qui en sont 
la généralisation. 

Passons en revue les différentes définitions et notations de la théorie cubique: 

Les cubes si)zguliers. 

Soit 1 le segment (O, l), S un espace topologique. ITn cube singlrlier de S à 
n dimensions est, par définition, une application continue u: In-t -Y, on, ce qiii 
revient au même, une fonc t i~n  continue u(xl , . . . , 2,) (O 5 x, 5 1) à va-
leurs dans -YIT.En particulier, un cube de dimension O est un point de S,un cube 
de dirnenqion 1 est iin arc tracé dans S. 

1-n cuhe 11 de dimension ,L est dit déqétléré lorsque sa valeur ne dépend pas 
de x,, :on n li(.cl , . . . , .r,,) = u(xl , . . . , .r,,-~, y,) quelles que soient les valeurs 
prises par s, , . . . , .r,-, , x,, , g, . Par e~emple ,  un cube de dimen4011 0 n'est 
jamais dégénéré; un  cube ( 1 ~dimension 1 est dégénéré si et seulement si il est 
ponctu~l.  
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On notera Q,,(X) le grcnipe libre admettant pour base l'ensemble des cubes 
singuliers de dimension n de -Y, D,(X) le sous-groupe de Q,(X) engendré par 
les cubes dégénérés, Q(X) (resp. D(X)) la somme directe des Q,(X) (resp. 
Bn(X)). 

L'opérateur bord. 

Soit u un cube singulier de dimension n;  nous allons définir certaines faces 
particulières de u. 

Soit H une partie à p éléments de l'ensemble ( 1, . . . ,n ] et soit q = n - p; 
soit K le complémentaire de H,  et  <pK l'application strictement croissante de K 
sur l'ensemble { 1, .. . q]. Si E = O ou 1, nous définirons un nouveau cube singu- 
lier ABU, de dimension q, en posant: 

où les y sont donnés par: 

si i c H ,  y'i = E 

si i c K, y i  = x,,(~. 

Si H est réduit à un seul élément i, on écrit Xi u au lieu de Xfiiu. 
On a donc: 

Ceci btant, nous appellerons bord du cube u de dimension n l'élément de 
Qn-,(X) défini par: 

La formule évidente : 

A: O A;' = A;:, xfO 

entraîne que ddu = O. En outre, d applique D,(X) dans D,-l(X), car si u est 
un cube dégénéré, X:u l'est aussi pour i 3 n - 1, et X ~ U= X ~ U .Il en résulte 
que D(X) est un sous-groupe permis du groupe différentiel Q(X). 

Les groupes d'homologie et cohomologie cubiques. 

DÉFINITION. Le groupe gradué à dérivation C(X) = Q(X)/D(X) est dit 
groupe des chatnes cubiques singulières de l'espace X. Ses groupes d'homologie 
et de cohomologie à coefficients dans un groupe abélien G sont dits groicpes 
d'homologie et de cohomologie cubiques de X à coefficients dans G. 

On notera Cn(X) le groupe Qn(X):Dn(X); on a donc C(X) = EnCn(X). 
Ce groupe admet iine base, dont les éléments correspondent biunivoqiiernent 
aux cubes non dégénérés de X de dimension n ;  c'est donc iin groupe libre, ce 
qui permet de lui appliquer les théorèmes classiqiies des coefficients universels. 



SOLI\ 	 @ G. gioiipc clp.noteron, (',(.Y,G) le groupe C',,(-Y) ~11:i:l: .- - iig~ili;LP-
ciihiqweb de dinien-iori ri à coefficient5 dani G ;  le groupe tl'horiiologie c<wir.-- 
pondant sera noté H,('Y, G). 

Sou9 noterons C' (X, G) le groupe Hom(C,,(S), G) des coclinine- ciit~iqii~. ( l t ~  
dimension 12 à ïaleurz dans (:. [-ne telle cochaine petit être iii6'n;irtér :L une 
fonctzon, définie sur les cu tm de dimension n de .Y,nulle sur les cuher rlegéiiéié*, 
et à valeurs dans G. L'opérsteiir de cobord sera noté ci; les groupe- cic cotitriiio-
logie, N'iS, G). 

JIirltiplication des cochaines. 

Supposons que G soit un anneau, et soient J ,  g deus cochairies de S à 1-a1eui.b 
dans 0, de degrés p et  q respectivement. Soit ZL un cube de dimension p + q 
de S;on \-a définir une cochaine de degré p + q,  que l'on notera j .  y ,  el1 posant: 

où H décrit l'ensemble des parties à p éléments de { 1 , . . . , î, f y !  , , I i  est le 
complémentaire de H,et  P H , K  = (- 1)' ( V  étant le nombre cles couples (i, j )  
tels yue i t H ,  j e  K ,  j < i) .  

On vérifie aisément la règle habituelle de dérivation: 

Si j' et  g sont toutes deux nulles sur les cubes dégénérés, il en est de même de 
f . 9 .  En effet, si IL est un cube dégénéré, ou bien X ; ~ L  est dégénéré, ou bien AH u. 

Si l'anneau G a un élément unité, l'anneau des cochaines n un élément unité 
(grâce au fait qu'il n'y a pas de cubes dégénérés en dimension O) ; si G est asso- 
ciatif, il en est de même de l'anneau des cochaines. 

Ceci permet de définir l'anneau de cohomologie H * ( X ,  G )  = EnHn(.Y, G) .  

Coeficlents locaux. 

Soit (G,) un système local sur X au sens de Steenrod 1301. Rappelons que, 
si h est un arc dans LY d'origine a et d'estrémité 0 ,  on associe à h un isomorphisme 
Ti,de G, sur Gb . En outre, T,, ne dépend que de la classe cl'homotopie de h et 
satisfait à une condition ét idente cle transitivité. Si S est connexe par arcz, 
tous les G, sont isomorphes, et le système local est entièrement dbterniiné 
par la donnée de l'lin d'eux, G a ,  et des automorphismes déhnis dans G. par le 
groupe îondamentsl de X en a. 

Les chaînes cubiques s1:r S à valeurs daris le système local (Gr)sont les ~0111-
binaisons linéaires formelles de cubes i r  de S,le coefficient de i (  étant pris tl:iii\ 
le grocpe Gz où x eqt le ";liernier sommet" de i l ,  c'eqt à dire if3 poirit 
n. 	= (((0,. . .  , 0). 

T,e borJ cle y.  1 1  est tlorin6 par ILI formiile: 
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oii T,,,,,désigne l'isomorphisme attaché au chemin 1 --+ u(O, . . . , te,  O,  . . . , O) ,  
oii t~ est à la i-ème place. On remarquera que Tu,, ,(,(y) = 8. 

On définit de facon duale les cochaines, et leur cohord. Quant au ciip-product, 
il est donné par la formule: 

oii T , , , H  représente l'isomorphisme des groupes de coefficient- attaché au chemin 
x u ,  de X, chemin défini par: 

Comparaison acec la théorie singulière classique. 

Soit Lnle simplexe affine type de dimension n, c'est à dire la partie (te 1"" 
formée des systèmes (y0 , . , y,) avec O 2 y, 1, et CUy.= 1. Les forniulc.:: 

définissent une application On de Insur Ln. 
1,a famille des applications On permet de définir un homoinorphisme O du groiipe 
des chaînes singulières (au sens usuel) dans le groupe dei chaînes singulières 
cubiques. On vérifie par des calculs faciles que O cominiite avec le I~ord, et que 
son transpos6 est multiplicatif vis-à-~is  du cup-prodiict. 11 definit donc iin 
honionzorphisme des groupes d'homologie singulière clai~icliirs dans les groupe.: 
d'homologie cubique, ainsi qu'un homomorphisme mtrltlpltcafif de\ groupeb de 
cohomologie cubique dans les groupes de cohomolog~e +ingulii.i.e classiques 
On peut montrer que ces homomorphismes sont, en Sait, de, ~~co~norphzsrncs sur; 
nous ne le ferons pas ici, renvoyant le lecteur à iin article (1'Eileiiberg-hIacLane 
en préparation. 

Il résulte de ceci que l'on peut appliquer à l'homologie cubique toil> le. ré-
sultats connus sur l'homologie singulière. Citons en particulier ceci: 

Si G est iin anneau commutatif, et si f t HP(X, C;), y c H g ( S ,  G), a1ors.f.q = 

( - l ) P q g .f (ariticommutatiz'zté du cup-product). 

Dans la suite de cet article, nous dirons "homologie hingiilit're" et  "cohorno-
logie asing~ilit=re" aii lieil de "liomologic cubique" et "cohomologie cubicliic". 

2. Espaces fibrés; définition et premières propriétés 

Poil13 4tal)lir I t .  propriétés cle la suite spectrale cl'homologie des c.sl)nc3es 
fii)rbs (ce qiii est le 1,iit de  cc chapitre), nous utiliserons c.sc.lii,~ivement I F  th.éorèmc, 



de relbvement des homotopies pour les polyèdres. Aussi le prendrons-nous comme 
définition: 

DEFINITION.NOILS appellerons espace jibré le triple (El pl B), o ù  E et B sont 
des espaces topologiques et p une  application continue de E sur B véri$ant la con-
dition : 
(R)-Quelles que soient les applications coniinues f :  P X I -,B, y : P  -,E ( o c  
P désigne un polyèdre fini,  et 1 le segment [O, II) vérifiant po y ( x )  = f(x,O) polir 
tout x c Pl i l  existe u n e  application continue h: P X I -+E telle que poh = f et q t r t  

h(x, O) = g ( x )  pour tout x c P .  

Exerrtples. 

1. 	Les espaces fibrés localemens triviaux (fibre-bundles) jouissent de la propriétb 
( R ) .  V o i r ,  par exemple, [5], Exp. VIII. 

2. 	Il en est de m%me des fibre-spaces d'Hurewicz-Steenrod. 
3. 	Les espaces fibrés principaux (au sens de [SI, Exp. VII) dont le groupe struv-

tural est un GLG (au sens de Gleason) jouissent de la propriété (R).' 
4. 	On verra au Chapitre IV que les espaces de chemins vérifient 1:i propriété 

( R )bien qu'iis ne rentrent dans aucune des categorles précédentes. 

RERIARQVE.B n'étant pas supposé sêparé, les ensembles p-l(b),  b t R, nr sont 
pas nécéssairement fermés. D'autre part, la topologie de B n'est pas nécrssaire- 
ment identique 2i la topologie quotient de E par la relation d'équivalence 
définie par p. 

PROPOSITION1. Soient (El pl B) un espace Jibré, A et K dtvtx poir/$dres j i t ~ i s ,  
contractiles, tels que A C X .  On suppose données des applicaiiorts continues 1:9-. 
B, g:-4 -+ E,  telles que pog(x)  = f ( z )  pour tout z t A. II exzste alors une app1ic.m- 
tion continue h:X -+ El prolong~ant  g ct telle que po h = J. 

Donnons d'abord deux lemmes, dont le premier est bien connu, et dont Ir ,  

second se démontre aisément par récurrence sur n (le cas T L  = 1 n'étant qii'iin~ 
reformulation de la propriété ( R ) ) :  

LEMME1. U n  polgsdrc contractile est u n  rétractc cic tolil Pspncc. normal q ~ r l1, 
contient. 

LEMME2. S u p p o s o ~ i squc X = -4 X In,-4 étant plo,tqé d a n s  'i' par l 'op-
p1icaiio.n: a -+( a ,  s ) ,  ou  s est un point jixé de In .  L a  p r o p o s i t i ~ t ~  1 est zlraie dans cf .  
cas. 

Démontrons maintenant la Prop. 1. Soit Y l'espace X où l'on a ideniitiC; 
l'ensemble A A un seui point y ;  plongeons Y dans un cube 1" où n est un entier 
convenable (c'est possible parce que Y est de dimension finie); le point y vicrit 
en s c In.Xous désignerons par j l'application X -+E' C In,et par r une ré-
traction de X sur A (qui existe d'après le lemme 1). 

L'application x -+ ( r ( x ) ,  j ( x ) )  plonge X homéomorphiquement dans .-L X I n ,  
et, par cette application, le point a e -4 vient en ( a ,  s ) .  

Cela rGsulte d'un tliéorènie de A Borel (C. R.  Acad. Sci Pand, 930, 1950, : I .  1216-
12-lb, et d'un th6orèlr.e de l 'auteur (Ibid , H O , 1950, p.  916-918). 



D'autre part, 'Y e-t un iétiacte de -1 X I "  cleni~ilc1 ' .  c(lcai p t  :met dc prolonger 
f :-Y-B, en j': -1 X 1' -+B. On peul niois iipp11c~i;ei Ir. lri-ïir:~e2 ,  et l'on ohtient 
.in? nppiication h':--I X I n -+ E, pioloiigeant g et telle qiie polr' = f'. 11n'y a plu< 
alor. qii'à prendre pour h la restriction de 16' à S. 

I < E \ ~ \ P , Q ~E. T<éc~pro~~uen~ei~t ,on montre aisément qiie la propriété énoncée 
clans la Prop. 1 entraîne la propriété ( R ) .Sous  n'utiliserons pas ce fait dans la 
iiiite. 

.IPPLIC\TION.Soit F ilne .fibre de E ,  c'est-à-dire un ensemble de la forme 
p- ( b i ,  b t B. 1-n raisonnement bien connu, utilisant la Prop. 1, montre que la 
;)rojection p définit un isomorphisme de x,(E mod. F )  suc x,(B) pour tout i .  
D'oii la suzte exacte d'homotopie: 

3. Le système local formé par l'homologie de la fibre 

Soit x e E ,  et b = p(x) E B;  nous désignerons par F la fibre passant par x; 
niitrement dit, F = pF1(b). 
-1partir de maintenant, et jusqu'à la fin de ce chapitre, nous supposerons que 

13 et F sont connexes par arcs. Il en résulte immédiatement que E est connexe par 
arcs, de même que les autres fibres (utiliser la propriété (R)). 

Cette hypothèse permet d'employer uniquement des cubes singuliers ayant tous 
leurs sommets en n: (ou b), sans changer l'homologie de F,  E ,  E mod. F, B. 
Cela résulte, par exemple, de l'isomorphisme entre la théorie cubique et la 
théorie singulière ordinaire. Ainsi, lorsqu'il sera question dans la suite d'un 
cube de E (resp. de B), il sera sous-entendu que ses sommets sont tous en x 
(resp. en b). 

Sous allons maintenant montrer comment le groupe r l (B) opère sur les groupes 
d'homologie de F. Pour cela, introduisons la notion suivante: 

DÉFINITION. Soit (E, p, B) un espace Jibré, n un lacet sur B dont les extrémités 
sont confondues au point b. Une application C qui, à tout cube singulier u de di- 
menszon n de F,  fait correspondre un cube singulier C(u) de dimension n + 1 de 
E est dite une construction subordonnée à v si  les conditzons sui~lantes sont rem- 
plies; 

1. X!C(U) = u. 
2. (poC(u))(t, tl , . . . , t,) = v(t). 
3. C'(X:u) = X:+lC(u) (e = 0, 1). 
4. Si 24 est dégénéré, C(u) est dégénéré. 

Soit Sc l'endomorphi$me des chaînes cubiques de F défini par: (Scu) 
(il , . . - , t,) = C(u)(l ,tl , . . . , t,) (dCfinition qui est licite parce que la condition 
4 ebt remplie). 
La condition 3 entraîne que Sc(X:u) = X:(Scu), d'où par récurrence sur le 



nombre d'éléments de H,  Sc(XXu) = XH(Scu). En  particulier, S, commiite avec 
le bord: c'est un endomorphisme permis. 

LERIME 3. Pour tout lacet v,  il existe au moins une construction sztbordorinéc~ 
à c. E n  outre, si  vl et vz sont deux lacets appartenant à la nzême classp d'honiotopie, 
et si  Cl et C2 sont deux constructions subordonnées à vl  et z,? respec!i~>em~nt,alors 
Sc, et Sc,  sont homotopiquement éqz~icalents. 

(La démonstration sera donnée au no13) 
Soit c un lacet sur B, de classe d'homotopie a e rl(B), C' une construction 

subordonnée à v,  Sc l'endomorphisme permis qu'elle définit. L'endomorphisme 
Sc définit un endomoi.phisme des groupes d'homologie de F, endomorphisme 
qui, d'après le lemme 3, ne dépend que de a. Sous le noterons T ,  . 

PROPOSITION a -+ Ta est une représentation de m(B) dans 11.2. L'application 
groupe des automorphismps de H(F). 

(Rappelons que rl(B) est muni d'une loi de groupe, obtenue par passage au 
quotient à partir de la loi de composition des lacets, que nous noterons *, et 
dont on trouvera la définition au Chap. II7, nol) .  

Il nous suffit de montrer que T, = 1, et que T,oTJ = T,*J . Pour voir que 
Te = 1, considérons la construction: 

Il est clair qu'elle est subordonnée au lacet réduit au point b,  et que Sr f i i l  = r r  
pour tout u. D'où Te = 1. 

Pour voir que T,oTB = Ta*8, soit u E a, ZI'E 0 ;  on a 1) * c'e a@. Soient (' et 
C' des constructions subordonnées à v et o' respectivement. On définit une cons- 
ttruction C" par la formule: 

(Ct'u)(t,t l ,  . . . . f,) = 
( ) ( t , , , ln) 

((C(Sc,u))(2t- 1, tl  , . . . , t ,  

s i t  6 1 ' 2  

si f 2 1 2.  

La construction C" est subordonnée au lacet vu = 1. * 2''. En outre: 

t l ,  (ScoSc ,~~)( t i ,(rSc,,u)(t1,. . . , tn) = (C(Sc, t~))( l ,  . . . , tn) = . . . , tn). 

D'où Sc, ,  = ScO Sct et Ta O Tg = Ta*8, cqfd. 

Nous avons ainsi montré que r1(B) opérait canoniquement sur H(F) ;  on 
peut de même le faire opérer sur H*(F), anneau de cohomologie de F. .linsi, 
H(F)  et H*(F) forment des systèmes locaux sur B. 

PROPOSITION3. Supposons que E soit un espace jibré localement trivial dont le  
groupe structural C: soit connexe par arcs. .ilors m(B) opère triîîialement sur H(F) 
et H*(F). 

Soit v un lacet sur B;  nous allons déterminer une constriiction C subordonnée 
à v, et telle que Scu = u pour tout 21. Cela démontrera la proposition. 

Soit T l'espace obtenu en identifiant les points O et 1 de 1; c définit une ap-
plication 2%': T -t B. Soit E' l'espace fibré image réciproque de h' par l'application 
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2 1 '  (1-oir  [r)], \'II \'III); 1;' est un espace fibré de fibre F et de base T, et l'on ( z !  

:i le tliagiamn~cz conimutatif : 

C'omine (; eat C O I ~ I I ( . I ' C  par arcs,  E' est trivial, c'est 3, dire isomorpht~ ü, T X F. 
Si alors 11 est lin cube de F, on peut définir d~itii: E' = T X F le ciil~c. I X 11, 

produit direct (le l'application canoniqiie I -+ T, et de 1 r : I "  -, F. En po5ant 
( ' c t r  i = h O ( I  >: I r  1, on ohtient une conatriiction telle que Scll = l i .  

Sole. Tne méthode analogue ?icelle suivie ci-dessiis permet de montrer (sans 
liyl~othi>seyde culinesion) que les grouper d'homologie et de cohoinologic tirs 
fii~i,ci.tl'iin espace fibré (E,p, B) forment des systèmes locaus sur B. 

4. Filtration du complexe singulier de  E 

(13,ippelons que F et R sont connexes par arcs, et que roiit cube 5ingulier siir 
1; oti B ebt siijq'o~é avoir tous -es sommets en .r, ou b) .  

Soiis alloiii filtrer le complexe d = C'(E), complexe siiigulier cubiqiie de 
E (formé des t~iil~es ayant tous leiirs sommets en x, d'après ce qui précède). 
Koiis ok~tientlrona ainsi iilie suite spectrale (E,) dont nous calculero~~s le second 
terme en fonction (le l'homologie de B et de celle de F (T'oir Th. 2); le terme 
E,  cle cette suite sera le groupe gradué associé au groupe filtré H ( E ) .  

Pour filtrer .I = Cil?), il suffit de filtrer Q ( E )  par des POUB-groupes 
. . S" 61 T"-' C . . . ,et de prendre les images .,li' de ces ious-groupes dans -2.  
Définisbons TP C Qp+9(E) de la façon suivante: 
r 1' 0r ' est engendré par les cubes de E ,  de dimenhion p + g, soient I ( ,  .tels que le 

c.iil)ep il. projection (le i r  sur B par p, ne dépende pas cle ses q derniérrs coor- O 


données. 'l'n tel cube u est donc caracthrisé par le fait que p(u(tl , . . . , [,+A) 
ne d6pend pas de t , + ~ ,  . . . , t ,+,  . 

On pose: 
Tp = TPtq, 

P 

Ida filtration définie par les T"vérifie visiblement la condition: 

( 1  O S W(Z) S deg. x, 

lorsque x # O est homogène. 
En outre, si 21r TP, X:U e TP pour i quelconque, et, si i 5 p, on a 

même X f u  é T"-'. II suit de là que les TP sont stables pour l'opérateur hord, 
et, par conséquent, les- 'lPvérifient toutes les conditions imposées aux nOl et 2 
di1 C'hap. I à une filtration. 





p 2 # = 1, et que # O (F = h soit un opérateur d7homotopie. L.3 proposition en 
résultera évidemment. 

Construction de iç. 

LEMME4. -4 toiif couple de cubes ( r r ,  r ) ,  le premier de dimensioti p situé dans B, 
le second de dimension q situé dans F ,  on peut associer un cube w = K(t6, V) situé 
dans E,  de degré n = p + q, de .filtration 3 p, et véri'ant les conditions: 

1. B .K(u ,  v) = zi et F .K(u ,  v )  = 1). 

2. 	Pour tout i j q, otl a :  K(IL, A: LI) = Xf+,K(u, v) ( E  = O, 1). 
3. 	Si v est dégénéré, K(LL, U )  est dégénéré. 

(La démonstration sera donnée au n0l l ) .  

Posons +(ZL O 21) = K(u, u), considéré comme élément de EO. Cette définition 
thstcompatible al.ec les passages au quotient définissant J ,  , car, si u est dégénéré, 
K(u, 2 1 )  est de filtration 5 p - 1 d'après l . ,  et ,  si 1 )  est dégénéré, K(u, v )  l'est 
: I L I S ~ ~d'après 3. 

I,a propriété 2. entraîne que iç ccmmute avec le bord, et la propriété 1. que 
p O # = 1;  il reste donc simplement à vérifier que: h = iç p est un opérateur 
d'homotopie sur EO. 

L ~ J ~ M E5 .  -4 toid cube 11 de E, dr jiltration 5 p et de dirncnsiorz n = p + q ,  
o t i  peut faire correspondre iin cube S u  (le E, rle.filtration S p et de dimension n + 1, 
cérijiant les conditions: 

1. R . S u  = BU 
2 .  	S u ( 0 , .  ,O.t,x;, . . .  ,x,) = ~ ( 0 ,. . .  , O , 1 1 ,  . . .  ,Tl*). 
3.	 A ~ + ~ & ' U u et XPT1Su K(Bzr, Fu). = = 

4. 	 Pour tout i > p, on a :  SXfIL = ( ES ~ L  = 0, 1). 
5 .  	,<i q > O, et si  u est dégénéré, 6 i i  est dégénéré. 

(1,a démonstration sera donnée au n012). 

Posons, pour u e E t :  k(u) = ( - l ) P I S ~ .  

Cette définition est compatible avec les passages au quotient qui cii . i i i i ih-t*i t t  


EO car: 

si W(U) <= p - 1, w(Su) 5 p - 1 (Propriété 1.) 
si u est dégénéré et si q > O, S u  est dégénéré (Propriété B.) 
si u est dégénéré et si q = O, zo(Su) 3 p - 1 (Propriété 1.). 

Calculons alors doku + kdou: 

d'après la Propriété 4 



HOMOLOGIE ~ I X G V L I ~ H C  E3l>ICLS FIBRÉCDES 

On a donc: 

ce qui montre que h est un opérateur d'homotopie et achève la démonstration 
de la Proposition 4. 

Soit maintenant C: un groupe abélien, et filtrons le groupe .4 €3 G des chaînes 
de E à coefficients dans G au moyen des dP@ G. Le terme EO de cette nouvelle 
filtration s'ol-)tient en faisant le produit tensoriel de G et du terme EoP associé 
à la filtration de A (cela tient au fait que les .4" sont facteurs directs dans il). 
La proposition 4 moritre que le terme Eo ainsi obtenu est homotopiquement 
équivalent à Cp(B) 8 C(F) €3 G = C,(B) €3 C(F, G). 

Puisque C',(B) est lin groupe libre, les groupes d'homologie de C,(B) €3C(F, G) 
sont canoniquement i~omorphes aux groupes Cp(B) €3 H,(F, G), et l'on obtient 
ainsi : 

TKÉORÈME1. L'homomorphisme <F déjini par la jorrnltle (1) induit un iso-
morphisme, du termc Ef" de la suite spectrale aitachée à la jiltratzon de C'(E, G) 
sur le grczcpe C,IB) (3 H,(F, G), groupe des chaînes singulieres de dimension p 
de B à corficzcnts dons le q-ème groupe d'homologie singîtlière de F à  ealeurs dans G. 

Plus brièvement, nous écrirons : 

REMARQCE.Le Th. 1montre la signification des divers degrés dont sont munis 
les termes de la suite spectrale: le degré filtrant est le degré-hase, le degré complé- 
mentaire est le degré-fibre, et le degré total correspond au degré dans E.  

6. Calcul du terme E? 

Nous venons tie voir que El &tait isomorphe à C ( B )  €3 H(F,  G); nous allons 
chercher eri quoi se transforme la différentielle dl par cet isoinorphisme. Cela 
nous permettra de calculer Eq = H(El) .  

Soit s = O @ k E C,(B) €3 H,(F, (;l. Sous  pouvons nous borner à esaminer le 
cas où b est un cube de B, de dimension p. 

Soit y un élément de CVp(B) (3 C,(F,  G) qui soit un cycle de la classe d'homo- 
logie de x. Pour calculer dlx, nous procéderons ainsi: nous considérerons 
+(y) E EU", et nous choisirons un élément r E -4" qui donne +(y) par passage au 
quotient par A"-'. L'élément dz est alors dans d'-'et c'est un cycle. Kous pren- 
drons son image par I'homomorphisme p. Soiis obtiendrons ainsi un cycle 
t e Cp-l(B) 6 Ci,(F,G) dont la classe dans Cp-l(B) €3 H,(F, G) sera égale à 
d 1 ~ .  

(Avant de donner le détail de ce calcul, observons que nous aurons besoin 
d'utiliser les hornomoipl~ismes p, $, B, F, K ,  pour deus valeurs différentes de p ;  
aussi, pour éviter les confusions, mettrons-nous un indice supérieur p, et écrirons- 
nous BPu, Kp(u, z t j ,  etc.). 
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Ecrivons d'abord un 
m = z a g a u a ,  gaéG,x,g, b 8 u,, d'où: 

cycle m de la classe d'homologie de h sous la forme: 
u, cube de F. On peut donc prendre y = b 8 m = 

z = gnKP(b,ua). 
a 

On a: 
n 

dz = C ( - i ) ' g a [ ~ g ~ P ( b ,u,) - A: ~ ~ ( b ,u,)l. 
a,i-1 

Xous pouvons décomposer la somme précédente en deux: xisp+ Ci>p.Mais, 
si i > pl on a :  GKP(b, u,) = Kp(F,X",_,u,) (e = 0, 1).Puisque m est un cycle, 
l'expression pa,i,lg,(- l)'(h: u, - x ~ u , )est une combinaison linéaire de cubes 
dégénQrésde F.Ilen est doncdemême de la somme partielle xi,. ,et cette somme 
est donc nulle dans C(E). On peut alors écrire: 

11,est bien clair que chacun des termes de la somme précédente est de filtration 
S p - 1, ce qui nous permet de calculer cpP-'(dz) en appliquant l'opérateur 
tpp-" à chaque terme de cette somme. Comme qP-'(u) = B~-'U @ Fp-lu pour 
tout cube u de filtration 5 p - 1, on doit considérer les cubes silivants: 

Bp-'h; ~ ~ ( b ,u,) et F~-'X:KP(b,u,) (i 5 p). 

Le premier de ces cubes est visiblement égal à Xtb; le second est défini par la 
formule : 

où e est à la i-ème place. 
Pour interpréter cette formule, introduisons, pour tout b, tout i $ p, E = 0, 1, 

la construction u --+ C(u) définie par: 

OF, vérifie immédiatement que l'on a bien une construction subordonnée au 
lacet v(t) -. b(0, . ,O, te ,O, . . ,O) oh te est à la i-ème place. Si nous notons 
SC,b,i,el'endomorphisme de C(F) attaché à cette construction, on a donc; 

ce qui permet d'écrire: 

t = 2 (-l)'ga[(h:b) 8 S C . ~ , ~ . Oua - (h:b) D S C , ~ , * , Lal. 
a~t -1  

Xotons Tb,,,El'automorphisme de H,(F, G) 'défini par SC,b,,,E; d'après le lemme 
3, cet automorphisme ne dépend que de la classe d'homotopie du lacet v[t) = 
b(0, - . ,O, te ,O, . , O). On a donc en définitive: 



Si le système local formé par H,(F, G) sur B est trivial, cette formule se réduit 
à la suivante: 
(3') dl% = (db) 8 h. 

Dans le cas général, elle peut s'interpréter en disant: 

PROPOSITION sur le 
5. L'isomorphisme canonique induit par <p du groupe E;" 

groupe C,(B) 8 M,(F, G) transforme la diférentielle dl en l'opérateur de bord 
na t~~re lsur Cp(B), au sens des coeficients locaux que forment les H,(F, G). 

On tire tout de suite de là la valeur du groupe El puisque c'est le groupe 
d'homologie de El muni de la différentielle dl , calculé en Er": 

THÉORÈJ~E2. Soit (E, p, B) un espace jîbré de $fibre F et de base B connexes par 
arcs; soient G un groupe abélien, (E,) la suite spectrale attachée au complexe filtré 
C(E, G). Le terme El" de cette suite est canoniquement isomorphe à H,(B, H,(F, G)), 
p-ème groupe d'homologie singulière de B à valeurs dans le système loial formé 
Par H,(F, G). 

Plus brièvement, nous écrirons: 

-Vote. Le théorème précédent est le pendant (pour la théorie singulière) du 
résultat énoncé par Leray dans [24], n06, b (pour la théorie de cech à supports 
compacts). On trouvera un résultat analogue (valable pour toute théorie de 
I'homologie) dans [GJ,  Exp. IX. Dans les trois cas, les hypothèses à faire sur les 
espaces fibrés considérés ne sont naturellement pas exactement les mêmes. 

Signalons d'autre part que l'on peut établir le Th. 2 sans supposer B, ni F, 
connexes. Kous ne l'avons pas fait ici, parce qu'il nous est plus commode de ne 
considérer que des cubes dont tous les sommets sont en un seul point: cela 
permet, comme on va le voir, de faire intervenir commodément l'homologie de 
F ,  de E mod. F, ainsi que les groupes d'homotopie de E, F, B. 

7. Propriétés de k suite spectrale d'homologie 
Commençons par détermi~er les groupes différentiels R et S ,  définis dans le 

cas général au Chap. 1, n02:Le groupe diflérentiel R est formé, par définition, des 
éléments de filtration nulle. Or, pour qu'un cube u soit tel que w(u) = O, il 
faut et il suffit que sa projection soit réduite à un point. Comme tous ses sommets 
sont en x, c'est donc qu'il est contenu dans la fibre F passant par x. Ainsi, le 
groupe R, est isomorphe à C,(F, G). 
Le groupe diférentiel S = S, est la somme directe des E;". Or, d'apres le 
Th.1, E;" est isomorphe C,(B) 8 Ho(F,G) = C,(B, G). Le groupe S est donc 
isomorphe au groupe des chatnes de la base. En outre, d'après la Prop. 5, la 
différentielle dl de S correspond à la différentielle naturelle de C(B, G). Enfin, 
l'opérateur T : A-,S n'est autre que I'homomorphisme induit par la projection 
p : E - + B .  

On peut alors appliquer les résultats des n02 et 3 du Chap. 1. On trouve ainsi 
les homomorphisrnes : 

H,(F, G) -t E:' -+ H,(E, G) 

H,(E, G) -+ EiO-,H,(B, G), 



les premiers (tant sur, les seconds bz~ozicoques. Quant aux composés, ils sont 
définis par les applications continues: F -+ E -+ B. 

Le groiipe E:' = EYT? est le quotient de H,(F, G) par les éléments qui sont 
des bords pol,r les différentielles d, successives (r 2 1). 

Le groupe EL" E E : $ ~  est le sous-groupe de H,(B, G) formé des éléments qui 
aunt (les cycles pour les d, (r 2 2 ) .  

D'après la Prop. 2 di1 Chap. 1, elle a deux définitions équivalentes: 
(a) c'est la différentielle d, : En" +Enn-'. Si n 2 2, cette différentielle appli- 

que un certain sous-groupe de Hn(B, G) dans un certain quotient de H,-i(F, G). 
(b) On considère les homomorphismes : 

H,.-~(F,G) +-
a H,(E mod. F,  G) Hn(B,G), 

et l'on définit la transgression par passage au quotient, comme il a été expliqué 
ail Chap. 1,n03. 

La deuxième définition montre en particulier que E:: est l'image de 
H,,(E mod. F, G) dans H,(B, G) par la projection. Ceci peut se traduire en 
disant qu'un cycle x de B est transgressif (c'est-à-dire appartient au domaine 
de définition de la transgression) si et seulement s'il existe une chaîne y 
sur E, se projetant su r~x  par E -+ B, et telle que rly soit une chaîne de F.  

On peut également recopier le diagramme (1)du Chap. 1, en y rernplaqant 
,4 par E,  R par F, S par B. Sous nous hoinerons à écrire le diagramme suivant: 

1 l
(1) 

H ,  (B, G) 2% H,,(E mod. F,G) ---+ H,-'(F, G) 

T T i 
*, ,(B)6 G +- T,(E mod. F )  @ G --+ ïr,-i(F) @ G 

(On notera clrie H,-i(F, G) -+ EO,""-' eùt sur, et que En'O --+ Hn(B,G) est h~uru-
voylle.) 

Ce diagramme est conz~nutatif parce que, d'une part, le sous-diagramme formé 
des deux lignes supérieures est extrait du diagramme (1) du Chap. 1, doric est 
commiitatif, et ,  d'autre part, le sous-diagramme formé des deus lignes inférieures 
est connu pour être commutatif. 

Comme l'homomorphisme: T,(E mod. F)  -+ an(B) est un isomorphisme suis, 
on voit que l'image de nn(B) @ G dans Hn(B,  G) est contenue dans E Z O .  Autre-
ment dit: 

Tou2e classe d'hontologie sphérique de B est transgressice. 

1-n cas particulièrement simple est celui où En" -+ H,(B, G) et 
E:"-'+ H,-' (F, G ) sont des isomorpliismes sur. On peut alors écrire simplement: 



1.n suspension. 

llnris le cas général, sa définition est analogiie à celle tlorir~ée plus haiit de !a 
transgression (I'oir Cliup. 1, nn3). Dans le cas particiilier où H,-lil;:, G) = 

finth',G )  = 0, I'koniomorphisme d:H,IE mod. F ,  G) - H,,-lIF, G )  est  iin 

isomorphi~mc siir, et 13 suspension 8 est définie par:  

I,e diagramme (1) se transforme alors en le diagramme: 

I h n s  ce diagramme, tl,, est un isomorphisme sur, l'application: En "H , ( B ,  G) 
wt biz~niz,oquect a même image que 8 ,  et l'application: H,,-l(F, G )  -+ Il':"-' 
C-t sur, et a même noyau que 8 .  

8. La suite spectrale de cohomologie 

$oit - 1 . '  (1175 cochairles cubiques sur E ü \Taleurs dans le groupe 11. gi.o~ip(~ 
:il)i.lic~rir ; .  Ori tl6firiit sur ;l*ilne filtration clécroissante par le procédé indiqué 
: I I I  ('1~:lyj.1,  II";, on appelle A*" le soiis-groii~~e I < : s i ~ ~ i p i ~ :  cle .1 formé cles co- 
t ~ I i : ~ i i i t ~ i  t i.iil)i.s tlc filtration 5 p - 1 .i i : i l l t~- :  .siii. l ~ 

I,(,.: :1" rbt:liii f : i :~ tcs i i i . - dans ~1comme on 1':~ cléjü remarqué, il s'ensiiit c l i i ~ ~ t s  

qiie 11, tcti.rnibI:':""' : i f  t : i ( , l i c >  L la filtt.:itiori (le &1*est isomorphe h Ilom(E5", Cr') 
oii  EN'," 1lCsigiic 10 i r1 i . t i ic .  coric~sl)oiidnnt tlc 1:l suite spectrale d'homologie. Ori 
pt'iit, tloii(. i(Ivritifi~~r C.Ii.rn(.rits (Je 1:';"'' ri\-ec lcs jot~ctiotz.~, sur les cubes I ts ; .  d é l i ~ l i ~ s  
t i r>  EI tlorrl la rlimcn.sior~ r2.d p + q r.t la jiltration 5 p, Ù cbalcar.su'n~i.;G,  et ,~ztllra 
sri/, ! i s  c v r / ~ c stfé!jériér-6.sr , f  i c s  crrbes t / e  jiltrafion 5 p - 1. 

Jtit:.c,(lilinons le groiipe ./: = CP(R,C*(F ,  G')) = IIonii.I,, , C:); posoris J* = x,,. l j  , IVS  l i~momorphis~nesp et fi introduits ails 11'4 r3t 5 définissent de.5 
,*tiornoriic~iy,hismcsfrou.cpoaés p* : .J* -t hl,,fi* : 1:'; - ./*. I>iiinqiit~p = fi = 1, 

oi  qiic ii/ p = 11 (,st i i ~ i0[)6I':lt~111.d'homotopie, o ~ i  n $* - pi = 1, et p* $* = /L* 
(.SI; 1111 or?bi.ateiir tl'tioniotopic. 11aiiit clc là cliics 1:'; ct ./* .;(,rit homotopiqiienien: 
i:cliii;.:ilt.iit +. ICn 1):ti.r iciilicr, p* et $* tléfiriisqcnt par ~xis-~igc~ ci~iotirrit tlc; :x:i 

i a o r ~ ~ o ~ ~ ~ ) I ~ i ~ ~ i i c ~réc~ipt.ocliit~. tlc c~olioii i t) l~~gi~.clc 1eiii.s (n;roii~)es 1.e qui niontre q i ! ~  
fi,, *, t~ :~~ion i (~ i ie t~~c~t i t11 .O cat i.;omorplic>A Cr'( f3,I I " ( F .  G) ' I .  

( I r )  mi IY, (:il (*aI(lué siir (:elui 1111 11"ii (ltie l'isornorpl~is~~u: 1):~:. 1.~1i5onil~i1ic1lt 
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#* transforine I:t tlifféientielle dl  en l'opérateur de cobord des cochaines de B 
à 1-aleiirs dans le système locdl formé par Hq(F ,  G). I'ar suite: 

PHOPC)'.ITIOI;6. LC terrnt ET' "dc l a  suite spectrale d c  cohomologie de l'ec<pace 
Jibré ( E ,p ,  Bi c d ca~îot~iqzcenlentisomorphe à Hr'(B, H q ( F ,G)) ,  p-éme groupe de 
cohomologzt n'r B ù ralezirs dans  le sgstème local définisiir B par Hq(F,G ) .  

Le résultat précédent ne présente pas un bien grand intérêt par lui-même, 
étant simplement le 'bdual" dii résultat déjà obtenu pour l'homologie. Il est plus 
intéresbailt de connaître les propriétés ~nul t zp l zca t z~esdes (E,*),et c'est ce que 
nous alloiii étudier maintenant. 

Sotis siippo.erons pour cela que G est un anneau commutatif, associatif, 
à éI6ment imité (le Caa de deus systèmes de coefficients accouplés sur un troisième 
se traiterait cie facon analogue). On peut alurs munir le groupe il* des cochaines 
de E d'une etiucture d'anneau associatif à élément unité (celle qui est définie au 
n0l).  11 est clair qiie la condition .4*P..4*q C A*''' est vérifiée, ce qui permet 
d'appliqiier le- ré-ultats dii Chap. 1, n05 et de munir les divers termes (E:) 
i r  = 0.1,  . . .  , ) (l'une structure d'anneau par rapp,~rt  à laqbelle les t i ,  soient 
cies ,luticléi.i\ ationi. 

Puik(jiie H*jl", G )  définit un système local d'anneaux iur B, on p ~ u t  munir 
le groiipr Hi.T*) = C'*(B, H*;F, (2)d'un produit, cliie noils noterons v , qui 
est le ciip-l~i~o<luct wi.B à valeurs (fans le système local H * ( F ,  G). A partir de t e  
produit, oii peut en définir un autre, noté. , par la formule: 

(5) j . 9  = (- i y J ' ~  si H ~ ( F ,  G)),  g c"(B, H ~ ' ( F ,G ) ) .v g f E C ~ B ,  

Pour espliciter davantage cette définition, il est commode de choisir des co- 
cycles f,  q t J*,appartenant ail\; classes j et  g . Comme tout élément de J*,f 
peut être identifié 2 une fonction f (v ,  w)de deus cubes, e e C,(B), uy6 C,(F) ,  
nulle si l'un d'eux est dégénéré; de même pour q. 

Ail moyen de J et I/, définissons un élément 1; e J*par la formule suivante: 

(6) k ( v , w) ( - I ) " ' ~C L , ,  ~ ( x ~ L I ,  p, LX:= P L , V ~ , , P  1; W ) . ~ ( X ; U ,  u3), 

où L décrit l'ensemble des parties à p éléments de 11, . . . , p + p ' l .  X l'en-
semble des parties à y éléments de [ 1, . . . , p + y' , ' ,  P = CN, Jf = CL, où 
les symboles PL, If , A':*, etc, sont ceux définis au no 1, et où p, , ,  désigne un endo- 
morphisme permis des chaines de F qui, par passage à la cohomologie, définisse 
l'automorphisme de H*(F) correspondant au lacet x , , ~de B (avec les notations 
du no 1). 

Il résulte immédiatement de la définition du cup-product sur F et  sur B, 
que 1; est un cocycle de J *  dont la classe de cohomologie est 

f . 0  6 Cp+,' (B , H'+"(F, G)). 

Ceci posé, nous allons prouver le lemme suivant: 
I,E\I;ZIE(i.Lrs ho~nornorph~s tnrs  ( t  #* déjî7~zsstnt drs  zsomorplzzsm~s miiltz- (F* 

plzcat~fs  des arLrrtatc.z. I.::et C'*(B, l i * ( F ,  G ) )  (ce d c r ~ z e r  étaltt i n u n i  d u  prod7tzt 
qui  czertt d'gfre déJ/ lz) .  



Comme nous savons déjà que et $* définis~ent, par passage à la cohomo- 
logie, des isomorphismes (additifs) ré(.iproqiies, il suffira de vérifier que, si /' et 
{j sont dcs éléments de J*,alors l'élément 1; = $*(cp*(f).p*jg)) est de la forme 
(6) 

1::iisons mttc vérification. On a :  

o i i  II ]):II c.ourt 1'cnscml)lc des parties à p + q éléments de I l ,  . . . , 11 + p' + 
(I + q ' j ,  et K = C H .  Mais, si II n 1, . . . , p + p') a plus dc p éli.ments, 
~:,/ i(/ , ,ZP) est de filtration < p' rc)) O ;  de même, si H net <F*(g)(~,? ,~(c,  = 
{ 1,  . . . , p + p ' ]  a moins de p éléments, ~ i l < ( i , ,  tc)  est tle filtration < p, et 

c p z ( f  i (~ ; I i ( / ' ,uq)) = O. On peut donc se horner à considérer les parties H dont 
1'interscc.tion avc3c' I'enscinblc { 1, . . . , p + p'l a exactement p éléments. Lne 
telle partic H correspond t-)iuriivoqiiement à lin couple (L, -Y), où 1, est une 
1):~rtieà p éli.mentr de ( 1, . . . , p + p' ) , et S iine partie à q éléments de 
11, . . . , Q + q ' ] .  On désignera par Jf et P les complémentaires de L et .V 
rcspectivenient. Si I I  ~ h tlin cube de l:, de dimension p + p' + q + q' et de 
filtration _I p + p', on a les identités suivantes: 

n ioù X i l L  désigne l'opération consistant à remplacer les variables d'indices E -21 
par O, et celles d'indices e L par 1. 

lltilisant ces formules, on voit que: 

I~ (u ,W) w), FX:K(U, w)) .s(BxLI~(P,a),FX:,K(L., w ) )= CHP,,,~~(BX;K(U, 

= C L , N  ~ H , I ~ ( x M u ,  xY~K(D,~Opw).g(~Zc, x:ZL")). 

Si l'on compare cette formule à (6), on voit qu'il ne reste plus que deus points 
à établir: 
(a) que P H , K  = ce qui est immédiat en remontant à la défi- ( - I ) ~ ' ~ ~ L , , , ~ N , ~ ,  
nition de p à partir du nombre d'inversions. 
(h) que l'endomorphisme des chaines de F, défini par s --+ x~NI~K(L),s), est 
l'endomorphisme S c  associé à une construction C subordonnée au lacet x,,L de 
B. Ceci se voit, comme au no 6, en définissant la construction C par la formule: 

où y, = O si i E A l ,  et y, = t si i e 15. 
La d6moastration du lemme 6 est donc achevée. 
THÉORÈME3. Soit ( E ,p, B )  zcn cspacc j b r é  de fibre F c f  dc base B con,ic.rts par 

arcs. Soit G un anneau commuiat<f, associatif, à élitnent ~/:ztfé, et soit ( ~ 9 )la 
suite spectrale attachéc à la jiltratzon de C*(E,G). Les tcî-vits ~ : ( r  2 2 )  sont des 
anneaux assoczatifs, à élément unlié, r~éri-fiant la loi d'atlticonz»l~tfa2lo,z par rapport 
au degré total, et les cli$érentiellcs cl, en sont des antzd&rzi,atiot~.s. 
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1.n outre, IP produit de cle1l.c éiénlents 1' e ET' ', g e E:"' " est égcl au produit 
par i- 1)"Iq de leur produit en tant que classes de cohomologie sur B, à valeurs dans 
le systime loral déjni par l'annratc H*(F, G) (produit v) .  

1-u le lemme 6, il ne nous reste à déniontrer yue l'anticommutativité (il suffit 
d'ailleurs de le faire pour ET): I'iiisqiie H*(F, G) est un anneau anticommutatif, 
l'anneau Er ,muni du produit v ,  1-érifie la loi: 

f v .Q = v f ) ,  si f e ~ * " ' ~, g e E;"',~'( - l)PP'+qq'(y 2 

Comme f .g  = (-l)"'q((.f v g )  et y.f = (- l )pq ' (g v j ) ,  on a:  

,f . g  = (- l ) " ' l f V ~ ' - P " t P P '  
(9.f) = (- 1)""'s.f 

(n = p + q, n' = p' + q'), cqfd. 

.Vote. Ce théorème est le pendant, pour la théorie singulière, du résultat 
énoncé par Leray dans p-11,nu 6, i. 

9. Propriétés de la suite spectrale de cohomologie 

Ces propriétés étant diiales de celles de l'homologie, nous nous l>ornerons 
à les énoncer rapidement. 

a. 	Cohomologie de la fibre. 

On a:  E T O , ~  = C"'(L?, Hq(F, G)) = Hq(F, G). 
Comme les éléments de EJO "r 2 1) sont de degré-base minimum, aucun 

d'eux, à part 0, n'est iin cobord pour d, . On a donc une suite d'homomorphismes 
biunivoqiies : 

Hq(F,G) = ~ : O ~ c - ~ ~ " q + - $'*O'ï= . .  . = E Z q ,. . .  +E*O"P+?- *qrJ 

L'anneau E Z O  s'identifie aii quotient de H q ( E ,G) = LI*' par D*' "-', et, si 
l'on compose les hornomorphismes : 

Hq(F, G) +- ~ 2 "Hq(E, G), +-

on trouve l'homon~orphiame transposé de I'injertiori: F -,fi. 
On notera par ailleurs que E'O = P(R,HYF, G)) est identique su  sous- 

anneau (le Hq(F, G) formé des éléments laissés fixes par les transformationh 
T ,  . a e 7rl(B). 

11. 	 Cohomologie de la base. 

On a :  E T ~ I O  = E-II'IB,P ( F ,  G)) = II"(B,  G). 
Comme les éléments de ET' O sont de degré-fibre minimüm, ce sont tous des 

cl, cocycles (r 2 2 ) ,  d'oit la siiite d'hon~omorpliismes srr? : 

IIP(B, G) = ]<*" O -,E:',*" -, . . . +Ep+,  = F*" 
J 

*,>O = . . . = F*" o. 
' " + 2  z e  

1,'unneau 13:' ss'itlrntiheau sous-anneau Il*" O de FIi'(E, G),  et si l'on compo4e 
les homomorphisme- : , 

I I i  (13, (;) - 1;: ' " - IP(I;, G ) ,  

on trouve l'homomorphi~rne tr:inspoùé de ln projection p.  i: l<.-+ 



I:llc appliqiic \!II mi\-groupc de II"  '(b',  G) dans un quotient de H"iH, ( r )  

i n  2 2 ) .  Elle pvut être définie, boit cLomrne la différentielle tl,,:li:>"-' i*,,f I  
> 

soit par passage ail qirotiei~t à partir des dein homomoi.phismes canoniqiie.: 

P* J I (  G) - H t ( n o d .  1  ) +- WL(B,G). 

En dehors des propriétés duales (le cellcs déjà vues en Iioniologie, ~ignaloiis 
ceci : La transgression (et aussi la suspension) con~mute atlcc les opérations Sq'  
de Stecnrotl. 

Cela résulte par des raisonnements formels de la commutativité du diagramnîe: 

H n - ' ( F ,  G) --+ H n ( E  motl. F ,  G) +- Hn(B, G) 

E~"~T'(F,G) 
 -(;)F,mod.~ " " ( 1 ; '-+ H 
 (B, G) 


(G désigne ici le groupe additif des entiers mod. 2). En particulier, le carié 
d'un élément transgressif' de H*(F') est un élément transgressif (en cohomologie 
modulo 2). (Bien entendu, des résultats analogues sont valables pour les "piiis- 
sances réduites" de Steenrod.) 

10. Transformation du second terme des suites spectrales d'homologie 
et  de cohomologie 

Dans ce no nous supposerons que les syst$mes locaux formés sur B pal: les 
groupes d'homologie et de cohomologie de F sont triviaux. Comme on poiiirn. 
s'en convaincre par la suite, c'est de beaucoup le cas le plus important pour les 
applications. 

Sous cette hypothèse, nous allons montrer comment, dans certains cas, on 
peut remplacer les expressions déjà trouvées pour El'"& F*""'par de;s expres- 2 

sions d'un maniement plus commode. 

a. 	Cas Se l'honzologie. 

Supposons que G soit un anneau principal (par exemple, l'anneau % des en- 
tiers, ou bien un corps commutatif). Le groupe abélien ('(fi, G) peut alors être 
muni d'une structure de G-module unitaire, ainsi que lcs groiipes 6f'" D''"Il 
etc. En particulier, la formule E:" = Hp(B, Ii,(F, G ) )exprime un isomorphisme 
de G-modules. Appliquant alors la formule des coefficients universels, on trouve: 

E;>Q= Hp(B, G) 8 Hq(F, G) + Tor (IiP-l(B, G), HJF, G)), 

ou le produit tensoriel est pris sur l'anneau G, et où le signe Tor désigne le pro- 
duit de torsion (ou "produit dual") de Cartan-Eilenberg [ï]. 

Puisque Tor (L, M) = O si L ou *llest sans torsion, o n a :  
P ~ o r o s r ~ i o s  	 =7 .  Si Hp-1(B, G) ou Hq(F,  G) est sans torsion, on a: E:iq 

Hp(R, G) 	8 H,,(F, G), lc produit tensoriel étant pris sur G. 
(On notera que la condition est toujours remplie si G est un corps). 
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b. Cas de la cohoniolotjie. 

Supposons encore G principal, et soit JI un G-module unitaire. On a un ho- 
morphisme canonique : 

L:H'(B, G) @ JI -+ HP(B, hl)  
défini ainsi : 

Soit h @ m E HP(B,G) @ .Il, et soit x(u)un cocycle de la classe h. L'application 

11 -t x(zc). m  est un cocycle sur B à valeurs dans Af, dont la classe est, par défi- 

nition, c(h @ m). 


Si 'i= M,est une algèbre graduée on définit ainsi un homomorphisme 

3Iunissons le premier membre de la structure d'algèbre produit tensoriel des 
structures d'algèbres de H*(B, G) et de A;, et le second de la structure d'algèbre 
définie par le cup-product sur B, à valeurs dans l'algèbre N (produit v du no 
8); l'homomorphisme 1 est alors multiplicatif; il le reste donc quand on change 
les signes dans les deux membres, au moyen de la formule ( 5 ) (ce qui revient à 
mtinir le premier membre de la structure d'algèbre produit tensoriel gauche des 
structilres d'algèbre de H*(B, G) et de N). 

Ceci étant, donnons deus conditions suffisantes pour que L soit un isomor- 
phisme sur: 

a. JI est libre de type j n i .  

Les deux membres dépendant addit,ivemerit de M,il suffit de vérifier notre 
affirmation lorsque Af = G, auquel cas le résultat est immédiat. 

S. HP-i(B,G) et Hp(B, G) sont libres et Hp(B, G) est de type fini. 

Puisque HP-1(B, G) est libre, on peut identifier HP(B, G) au module 
Hom (Hp(B, G), G) et HP(B, LW)à Hom (Hp(B, G), M), d'après la formule des 
coefficients universels en cohomologie. L'homomorphisme r se transporte alors 
en l'homomorphisme canonique: 

l':Hom (Hp(B, G), G) 8 M -t Hom (Hp(B, G), M). 

Puisque Hp(B, G) est libre de type fini, on peut supposer, à cause de l'additivité 
des opérations @ et Hom, qu'il est isomorphe à G lui-même, et, dans ce cas, le 
résultat est immédiat. 

Appliquons ce qui précède au cas où 11.1, = Hq(F, G). On obtient: 
PROPOSITION8. Soit G un anneau principal; pour que l'algèbre E:, second 

ternlc de la suite spectrale de cohomologie de l'espace jibré E,  soit isomorphe a u  
protltrzt tensoriel gauche (sur G) H*(B, G )  €3 H*(F,  G), i l  su f i t  que l'une o u  l'autre 
cies deux conditions suivantes soit remplie: 
a. H Y F ,  G) est iLn G-module libre de type fini pour tout q 2 0, 

3 HP(H, G) est r c r ~G-module libre de type fini pour tout p 2 0. 




(llappcloni clac cari4siiltat ri'cht :~pl,lic*:il)le (lue si le q s t i . n ~ e  local fornié par 
H (F'.G) <tir IZ ri t  1rivi:il poiir toiit q 2 0). 

Si (; est i i r i  cao~p., oii peiit énoncer 3iii.i les contlition- LY ct 3: 
a. IIi(I.', G) est de cliriien4oii rinie siir O poiii totit q 2 O, 
& H"(P3, I;j e ~ td r  tlimen.ioii finie .iir (; pour toiit p 2 0. 

.Yo/c. II y a ici riiic tliîi4i~enrc importante avec la théoiie de Leray: dail. (ctt( .  
tft.rnii.rc, si les corffirirnts \ont plis dan.; un corpi, et ci le c p t é m e  local tlc C O -

Iioniologic de 1s fihrc est tiivial siir la l)aw, le terme ET c.t totijours i+omorpliv 
à H * ( R )  @ H * I F ) .  Cela ticrit ail fait que Leray utilise une coliomologie à srrp-
ports compacts. 

11. Démonstration du lemme 4 

t c  r r s t ~  (le ('e c~hapitrt~ c.it oonsac~ré it la démonstration de* lemme- 3,  4,  .;; 
no115 commericonb par le Irmiiie 4. 

La rlénionsriaiioii proc?le p:~r récurrence sur l'entier q. 

I,c riihc I I  est donc iétfiiit :iii point .c ct lc probl?nic rat Ir -iii\ ant : étant cloii- 
née iirie application i l : I1 '-,11. qiii envoie toi15 les *oiiinict~ de I" en t,, t r o u \ c ~  
iine application tu:I1 '  -,C,qui c~ivoie toiis les sonimet, clc 1'' cn s et c j ~ i i.oit 
telle ciiic pou: = 11. 

Poions ': = I l ,  r t  .! = ;a)(o,da115 toiite 13 41lite. tlé+igneia Ic point 
(0, . . , 0)). En appliqiiaiit 1:i l'rop. 1 aii coiiplc (S,.l i ,  oii troitr-e iinr .ipl)li- 
cation i ~ ' : l '  - I<, telle qiic pote = i l  ct q1ie iu'(w) = .r. Soiciit R,  les ( i i t tér~nt t  
*omnlcts de I l .  et po.oris ,/,, = ce'(s,l; on a j, E I<, et ,  piiiiqiie I.' rat cottuc .L( pa! 
arcs, i l  existe tlrs appliciition* y,:I -r F ,  telles qiir q,(O) = , fa et g , ( l )  = 

Soli. allons i~tili*cr cles c.hcn~iiib poiii. déformer le ciil)e u' en un cube u1tlc niéinc 
pi.ojectinn et dont toiis les tommets seront en x .  

Poiir cela, posons S = I" X 1, -1 = 1'' X ( O )  u [ s , ]  X I .  On \oit  tout de 
.iiitc qiic . I  est contractile. . l v e ~ *  le* iiotations tic In Piop. 1 ,  nous tléfiriiroii- 
f : I 1  X I - l3 par: f (rl , . . . , x D , t )  = ~ i ( . ~ l, . . . , .r,,i et 8:-1 + E d e  la facon 
siii\ aiit c : 

hiir l i ix 10) par : $(x i  , . . . , .c, , O) = ?c'(xi , . . . , .Y,? 

siir ! s a )  X I par : q ( s ,  ; t j  = g r n i t ) .  

--+.lpplicliiant alors lit I'rop. 1. uii tro1i1.c iiiie application / / : I l '  X I 1:' qiii 
;)rolongc (1 et est tclllc qiit p ~ h= S. Le cilhe zr:I% L, défini par w(z) = 1li.r; 1) 
i,él)ontl :ilors à la qiiebt ion. 

Oii suppose qile g 2 1 et que, pour toiit q' < q, on a con;.triiit une fonction 
K(tr. 11) \rérifiant les conditions 1.2.3., i l  ,s'agit (le coiistriiire K lorsque i ,  est tle 
dimension q. 

.i 

http:tft.rnii.rc


1' , . (~1i( 1. cns: t' cst  d6gSlzSr6. 

1 , ~ .  (.iii~c.r ne dépend donc. pas de sa derniilre 1-ariable. Soit v' le cube de di- 
~~l(>tihiol~(/ - 1 d4iini par: 
l " i . l , i  . . . . , . c ~ - ~ )= t1(.r1 , . , .ru).On notera cliie LI'= XZv = A ~ V .Définissons 
:tLoiw / < ( I I ,  1 % )  par ln formule: 

J)'apl.i+ sa défiiiition même, le ciitw I i(z1,  L I )  est dégéribré; reste 2i moiitrer 
c l i i ' i l  v6rifie les conditions 1. et 2.: 

= v ' ( x 1 ,  . . .  , x,-1) = v ( x 1 ,  . . .  , x,). 

I,:i (*ontlition1. est donc bien vérifiée. 

l'oiir calciiler AS,,k'(lc, 2 1 )  nous distinguerons deus cas: 


i = ,/ - A:+pK(/,,/ I ) ( . x ~, . . . , x,-1) 	 = Ii(t1,  v ) ( x ~, . . . 9 xn-1 .c.) 

= K(u,  v')(xl , . . . . ~ ~ - 1 )  

= K(?l,XTu)(x1, . . . ,xn-1) 

puisque v' = X i  v :  

( . ~ 1, ' ' ' , .ri+,-1 , E ,  z , + ~, . ' . , xn-2) 

= X:+&,li(l(,v') (21 , ' ' ' , 2, -2)  

r i i t ~ i .  il'~tiitrepart, le ciitv X :  i 7  cst dégénéré puisqiie i < q, et on a :  
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Deuxièm~cas: 2: n'est pas dégénéré. 

Sous allons transformer le problème dc la construction du cube w = K(M,2 5 )  

en un pro1)lème de rcliwnil~tltd'application, problème que noi;s résoudrons au 
moyen de la Prop. 1. 

l'osons -Y= InX IY,-1 = { w ]  X 1'' u Il' X DkI"), oi1 D( lq )  désigne la fron- 
tière de 1".L'ensemble -4 est contractile, car il est visiblement rétractile hur 
{ O )  x z q U  x D(I,) = x 1,. 

Définissons alors j :  S -,B par: 

définissons g:rl -+ E de la façon suivante: 
sur { w )  X IYpar: g(0 , . . . , O, y1 , . . . , yQ)= t(gi , . . . , 0,) 
sur I" X D ( I 9  par: g(zl , . . . , x, , y1 , . . . , Y,-1 , F ,  . . . , Y*-1) = 

I<(U, A:c)(xl , . . . a ,  x,, ,y1, . . . , &l). 
Admettons pour un instant que l'application g aiiisi définie soit continue; on 
peut alors appliquer la l'rop. 1, et on en tire l'existence d'une application w:X -t 
E, prolongeant g, et telle que pou: = S.Il est clair que ZL) est un cube qui remplit 
les conditions 1 .  et 2.; en outre, pztzsylie q 2 1,  tous les sommets de IPX I q  
sont contenus dans IPX D(IQ) et sont donc appliqiiés en x (car K(zi, X/u) est 
lui-même un cube dont tous les sommets sont en z ,  d'après l'hypothèse de ré- 
currence). 

Il nous reste simplement à montrer que l'application g est continue, c'est-à- 
dire que les diverses définitions de g, données sur certaines faces du cube IPX I g ,  
sont compatibles sur les intersxtions de ces faces deus à deux. 

CompatibilitC sur ( j w ]  X Iq )  n ( IP  X D(Iq)).  

Considérons le point (O, . . . , O, y1 , . . . , y,-1 , c, y, , . . . , y,-1). Les deus 
définitions de g en ce point sont les suivantes: 

et: 

K(u,  A:c)(O, . . . , O, 1/1  , . . , pq-1) = FIi(i1,X'k)(~i, . . . , ~ ~ - 1 ) .  

Xfais d'après l'hypothèse de récurrence, on a bien: A t  c = FK(u, A: 2.). 

Compatibilité sur IPX D(Iq) .  

Considérons le point (xi , . . . , .rp , yl , . . . , r. . . . , r', . . . , ?j , -2 ) ,  où c est à 
la i-ème place et r '  à la i'-ème (z < 2'). Le: deux définitions de g en ce point 
sont les suivantes: 

l i ( l ~ ,A:-pu)(xl , . . . ,5, ,y, ,  . . . , cf ,  . . . , y-?) = x::-lli(t(, ;\:-,1')(51, . . . , Y*-:" 

Mais d'après I'liypoth2.r-e cie récurrence, on a :  
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L'identité des dcux définitions de g résulte alors de l'égalité: 

La démonstration du lemme 4 est donc achevée. 

12. Démonstration du lemme 6 

La démonstration étant tout S fait analogue S celle du lemme 4, nous en in- 
diquerons seuiement les points essentiels. 

Sous raisonnerons par récurrence sur l'entier q.  

Première partie-q = 0. 

PosonsX = ZP X 1et A = ( IP  X { O ] )u (IP X ( 1 1 )  u ({wJX I ) .  Il est clair 
que A est contract'le. 

Définissons alors j": X -+ B par f(x; t) = pou(x), x e IP,  et g :A -+ E de la 
facon suivante: 

sur IPX { O )  par: g(5; 0) = U(X) 
sur IPX { 1 ) par: g(x; 1) = K(Bz4, Fu)(x) 
sur ( w ]  X I par:g(c~; t) = x. 

Ces applications sont compatibles et définissent donc une application g qui 
est contiriue. En  utilisant alors la Prop. 1,on obtient une application h :IPX I -+ 

E,  prolongeant g, et telle que poh = f .  Nous poserons Su  = h. 

Deuxième partie-passage de q - 1à q. 

Premzer cas: u esl dégénéré. 

Soit u' = X;,U = A: u. On pose: Szi(xl, . . . , x,+~)= Su'(xl, . . , x,), et on 
vérifie aisément, compte tenu de l'liypothèse de récurrence, que le cube obtenu 
vdrifie toutes les propriét6s requises. 

Deuxième cas-u n'est pas dégénéré. 

Posons ,Y = IPX Z X Iq,et: 
k = ( I P X { O )  X Iq )u (Zp X {i l  X Iq)u ( Ip  X I X D(Iq))u ( { a ]  X I X 1'). 
On vérifie que A est contractile, puis on définit f :X -,B par:j(x; t; y) = Ru(x), 
et g: -4 -+ E de la faqon suivante: 

sur IPX (01 X Iq:g(x; 0 ;  y) = ~ ( x ;y) 
sur I" X (1 )  X IV:g(x; 1; i) = K(Bu, Fzi)(z; y) 
sur IPX I X D(i@): g(z; t ;  yl,  , E ,  , = Sh:+,u(x; t ;  

?/i , . . . , uq-1) 
sur { w }  X I X 1 ' :  y(w; t ;  y) = ~c(u;y) = F u ( y ) .  

Il résiilte de l1hypoth2~e de récurrence que ces diverses définitions sont com- 
patihleq, ce qui permet d'appliquer la Prop. 1 et cl'ohtenir une applicatioii 



h : S  -+E, prolongenrit y ,  et telle que poh = f. En posant S t i  = h ,  on obtient 
un culle yui vérifie visit)lemcnt toutes les propriétés requises. 

13. Démonstration du lemme 3 

Soit 0 un lacet sur B; posons C ( u )  = Z<(u, v), Z< étant l'application dont le 
lemme 4 établit I'esistence. 

La propriété 1. de l'opération K signifie que C vérifie lcs proprieté.; 1. et 2. 
d'iine construction sul~oidonnée à 1 ) ;  la propriété 2. de K signifie que C' vérifie 
la propriété 3. d'une construction; la propriété 3. de K signifie que C 1-érifie la 
propliété -1. d'une construction. L'esistence d'au moins une constriiction est 
donc éta1)lie. 

Pour montrer la deusième partie du lemme 3, nous utiliserons le lemme sui~rant : 
LEMME7. Soit h : Z' de dinzension 2 de B tel que h(0,t') =-+ R lot cuI>(~ = h(1, t') 

b polir tout t' E I .  Posons ~ ~ ( t )  = h(t, O) ,  c2(t) = h(t, 1) ; oi et c2 sont donc des lacets 
homotopes de B. Soient Ci ct C2 deuz constrtictions suborclonnées aux lacets cl et 
I I ?  respectillement. Pour tout cube u de dimension n de F, il priste alors un  cztbe dc E, 
Hu, de dznlcrrsion n + 2 cf de jiltration 5 2 ,  tel que: 

1. BWu = S, 

2. A: HU(^, Y I ,  . . . , u n )  = ~ ( ( y i ,. . . , u n )  

3. X ~ H U  = X ~ H UC?UC ~ U ;  = 

4. HX',u = XS+?Hti (t. = 0, 1, 1 5 i i n )  
5 ,  ,Si u est dégénéré, Hu l'cst aussi. 

Admettons pour un instant ce lemme, et considérons les endomorphismes 
Sc,= SI,Sc2 = S 2 ,  définis par les constructions Cl et C2 comme il a été dit 
au no 3. Soit k(u) l'endomorphisme de degré + l  des chaînes de F défini par: 
k(u)(t ,  XI , . . . , xn) = Hu(1, t ,  X I ,  . , x,,). 
Si l'on calcule dku + kdu, on trouve: 
dku + kdu = S2u- S1u, ce qui montre bien que S1et S?sont homotol~iqiienient 
équivalent S. 
Il nous reste donc simplement à, donner la 

Démonstration du lemme 7 

Comme elle est tout à fait a~a logue  à celle du lemme 4, nous nous bornerons 
à en donner les points essentiels. 

On raisonne par récurrence sur l'entier n. 

Première partie* = 0. 

Le cube u est donc le cube ponctuel réduit ail point x. Le cube Hu sera un 
cube de dimension 2 de E. 

Posons X = z2, A = (1  X {O))u (1 X { I l )  IJ ((O) X I);'4 est contrnctile. 
Définissons f :X 4 B par: f = h. 
Définissons g:A E de la manière suivante: 

.;Ur I X {O!: g(t, O)  = Clu(t) 

'ilr I X ( 1] : g(t, 1) = C?ir(t) 

h U T  { O )  X 1: g(0, t ' )  = J. 




On peut alors tippliqiier la Prop. 1 et l'on ohtirnt une  apl~licationzo:X - E ,  
telle que polo = j, et yiii prolonge g ;  on pose Hrc = W. 

Dcusiiine partie-passage de n - 1 n.  

Prctnier cas-îr est dégénéré. 

Si 11' = A \  11 = on pose: X ~ ~ U ,  

~ [ ~ ( t ,tt, xi , . . . , x,,) = H?c'(t, t', ni , . . . , .i.,,-l), 

et l'on vérifie aisément, compte tenu de l'hypothèse (le réclirrence, que le ciihe 
Hu ainsi construit possède les propriétés requises. 

Deuxième cas-u ?l'est pas dégénéré. 

Posons S = I' X Inet: 
-4 = ( I  X I O )  x I n ) u ( I X  { l ]x I " ) u ( ( O \  X I X I n ) u ( I  X I  X D ( I " ) )  

On vérifie que A est contractile. 
On définit f :S --+ B par f(t, t', XI , . . . , 2, ) = h(t, t') et g:=l -+ E de la fachon 

suivante : 
sur I X 10) X In:g( t ,  O,  x l ,  . . .  , x,) = Clu(t, 21 ,  . . .  , x,,) 
sur I X il j X In:g(t, 1, x1 , . . . , xi.,) = Czu(t, XI , . . . , x,,) 
sur 10) X I X I n :  g(O, t, 21,  . . .  , 2,) = XI, . . .  , x,,) 
SU^ 1 X X I-)(In) :g(t, t', XI , . . * , ~ ~ - 1. . . ,xir-i) = t', X i ,  . . . ,, E ,  ~ ( t ,  

2,-1). 
Il résulte de l'hypothèse de récurrence que ces diverses définitions sont com- 

patil~les, ce qiii permet d'appliquer la Prop. 1 et d'obtenir une application 
2c:X -+ LI, prolongeant g, et telle que pow = f. En posant H u  = w,on obtient 
un cube qui vérifie les propriétés requises. 

Ceci achève la démonstration du lemme 3. 

Remarque importante. 

Dans le cas des espaces fibrés localement triviaux, on peut donner des démon- 
strations beaucoup plus courtes des lemmes 3, 4, 5 ,  7. Pour cela, soit u : I p-+ 5' 
un cube singulier de B, et introduisons l'espace fibré E' ilnage réciproque de 1": 
par l'application u (Cf. [ 5 ] ,Exp. YI1 et YIII).  Il suffit alors de faire dans 15' 
les constructions esigées dans les lemmes en question, ce qui est très favile, vil 
que Er est le produit direct de 1" par F ,  d'après lin théorème de Feldhau. 

CHAPITRE111. - ~ P P L I C ~ T I O S SDE LA SL-ITE SPECTRILE DES ESP.4CES FIBRÉS 

Ce chapitre rassemble qiielqiies applications simples de la suite spectrale des 
espaces fibrés. Le. réqultats qiii .'y trouvent sont. pcriir la plupart, connus, mai5 
ioiis de, Iij.potfi6iei différente<, et inapplicable. au.; eipaces de laceti A\iiiii 
a \  ons-noil* (1î1c.n I cpi o(luiie lei: (1érnonc.trations. 
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Notations 

Dans tout ce qui sui t ,  ([Y, p, B) désignera un espace fihié (ai; sens du Chapitre 
I I ,  nu 2) de fibre F et de hase B connexes par arcs. Les ternies de la suite spectrale 
de cohomologze de E sei.ont notés EY (au lieu de ETp lorsqii'aucune confiision 
avec l'homologie ne sera h craindre; cette convention sera égalenient utilisée 
dans les chapitres suivants. 

1. Première application 

PROPO~ITION A un anneau principal, et supposons que le systitri- 1. Soit 
local formé par H, (F ,  A )  sur B soit trivial pour tout i .  .Alors, sz deux des trois 
espaces E, F, B jouisser~t de la propriété que leurs groupes d'homologie à valel~rs 
dans A sont des A-modules de type $ni en tortte dzmensior~, le troisième espace 
jouit de la même propriété. 

(Rappelons qu'un A-module est dit de type $ni s'il est engendré par un nombre 
fini d'éléments). 

(a) Supposons d'abord que les deux espaces en question soient B et F.  Chaqiie 
module E l  ' = Hp(B, H,(F, A))  est alors de type fini d'après la formule des 
coefficients universels (Chap. I I ,  nulO). Puisque Eg est isomorphe au modiile 
d'homologie de E., muni de la différentielle d ? ,  E: est aussi de type fini, et de 
même Et" ,  . . . , etc. Il en EZ. ', module gradué associé résulte que zp+,=,
à H,(E, A), est de type fini, donc aussi H,(E, -4). 

(b) Supposons que les deux espaces en question soient E et B. Sous  allonb 
montrer que H,(F, A )  est un il-module de type fini par récurrence siir l'entier 
i, à partir de i = O. Supposons que H , (F ,  A) = E: ' ne soit pas de type fini; 
alors E: ' ne sera pas non plus de type fini. En  effet, E': ' est isomorphe au quo-
tient de E: ' par l'image de la différentielle da : E: "-' -+ E: ', et cette image e;st (le 
type fini puisque E: "-' = H2(B, H,-,(F, -4)) est lui-même de type fini cl'n!~ii., 
l'hypothèse de récurrence. On montre par le même raisonnement que 15': ', . . . ,
ET ', . . . , n'est pas non plus de type fini. Mais ceci est absurde, car, en preiiniit 
r assez grand, ET ' est isomorphe à un sous-module di1 module grati~i6 :i+oc i6 
à H,(E, A), donc doit être de type fini, d'aprèi 1'hypothi.se faite sur I5'. 

(c) Supposons enfin que les deus espaces en question soient E et /.'. So11~ 

allons montrer que H.(R, A) est un A-module de type fini p:ti réciii.iciic.c\ . \ i l  

l'entier i, à partir de z = O. Supposons qiie H , ( R ,A )  = El " ne soit p:ib t l t t  t?-l)" 
fini; alors 11 en est de même de E; O, car ce module est isotnorplie nu iioyati tic 1:i. 

différentielle d2 : E;" - ', et ce dernier module étant isoniorplic Ci I I , - - ( lj, 
Hi(F,  A ) )  est de type fini d'après l'hypothèse de récurrence. 011  ino1iti.c p n i  le 
même raisonnement que E; O, . . . , E: O, . . . n'est pas non plu5 tlc typc fini. 
niais ceci est absurde, car, en prenant r assez grand, E: "est i~nmi,i,pheh u n  
sous-module du module gr~~di lé  associé à H,(I<,d ) ,  donc doit être cle typc fini, 
d'après l'hypothèse faite sur E. 

R E M ~ R Q ~ E .  lesSupposons que -1 soit lin corps, et clésignoiis par h,,  .f,, e, 
dimensions des espaces vectoriels (siir A )  H,(B,  i1), H,(F,  -1) et H,(I:', -1) 
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respectivement. La partie (a) de la démonstration précédente montre que l'on a 
l'inégalité : 

en S bp.f,. 
p+q- n 


On trouvera dans [21], outre l'inégalité précédente, des inégalités relatives 
aux cas (b) et (c). 

2. Caractéristique d'Euler-Poincaré des espaces fibres 

Soit k un'corps commutatif, et continuons à noter e t ,  b, ,f, les dimensions 
des k-espaces vectoriels H,(E, k), H,(B, k), H,(F, k). Si ces nombres sont finis 
pour tout i, et nuls pour i assez grand, on peut définir les caractéristiques d'Euler- 
Poincaré de E, B, F (que nous noterons x(E), x(B), x(F)) par les formules 
habituelles: 

x(E) = C (-Oiet, B = - 1 , x(F) = C (-11% 
t t I 

On a alors (Cf. [21], Corollaire 9.1) : 
PROPOSITION2. Soit k un corps commutatif, et supposons: 

(a) que le système local formé par H,(F, k) sur B sozt trivial pour tout i 2 O, 
(b) que les nombres O i  ,f, soient finis pour tout i et nuls pour i assez grand. 

Dans ces conditions, les caractéristiques d'Euler-Poincaré de E, B, F vérijent 
la relation: x(E) = x(B)ex(F). 

Nous pouvons définir les caractéristiques d'Euler-Poincaré des divers termes 
E2 , . . . ,E, de la suite spectrale, puisque ce sont des espaces vectoriels gradués 
(par le degré total) et de dimension $nie (puisque Ez = H(B, k) @ M ( F ,  k) est 
de dimension finie). 

Cette dernière propriété entraine que les d, sont nuls pour r assez grand, donc 
que Er = E, pour r assez grand. On a donc: x(E) = x(E,) = x(E,), pour r 
assez grand. 

D'autre part, x(E2) = x(H(B, k) 8 H(F, k)) = x(B).x(F). 
Enfin, puisque E,+1 est l'espace vectoriel d'homologie de E, muni d'une 

différentielle de degré -1 (pour le degré tota,l), un raisonnement classique 
montre que x (E ,~ i )  = x(E,). On a donc en définitive: 

REMARQUE.Si B est un polyBdre $ni, la condition (a) est superflue. En  effet, 
on a de toutes façons x ( E )  = x(Ez); mais E2= H(B, H(F, k)) est le groupe 
d'homologie de E: = c'(B, k) 8 M(F, k), oii c'(B, k) désigne l'espace vectoriel 
des chaînes simpliciales de B à coefficients dans k. Vu l'hypothèse faite, C1(B, k) 
est de dimension finie, et l'on a: ~ ( E z )= X(E$ = k)).x(F) = x(B).x(F),x ( ~ l ( ~ ,  
ce qui établit le résultat annoncé. 

Par contre, dans le cas général, j'ignore si la condition (a) est superflue ou non. 

3. Fibrations des espaces euclidiens 

PROPOSITIOK3. Soit k tin corps et supposons que le système local formé par 
H , ( F ,  k) sur B soit Irivial pour tout i 2 O .  Supposons en outre que Hi(B, k) = O 
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pour i > p, et que H,(F, k) = O pour i > p. -4lors H,(E, 1;) = O pour i > p + q, 
et H,+,(E, k )  cst isomorphe a u  produit tensoriel (sur k) H,(B, k) @ H,(F, 1;). 

(Voir  [24], no 9 ainsi que [2]). 
D'après la Prop. 7 du Chap. II,  E;" est isomorphe au produit tensoriel (sur 1;) : 

H,(B, k) 8 H, (F,k). II en résulte que Ei" = O dès que i > p,  ou j > q ( r  = 2, 
3, . . . , a).En particulier, tous les termes de C, dont le degré total est stricte- 
ment supérieur à p + q sont nuls, ce qui démontre la première partie de la 
proposition. 

Reste à voir que H,+,(E, k) est isomorphe à H,(B, k) é9 H,(F, k). Pour cela, 
remarquons que les éléments de EPqq(r 2 2) jouissent des deux propriétés sui- 
vantes : 
(a) Tout élément de E:" est un cycle pour d,, puisqu'il est de degré-fibre max- 
imum et que d ,  augmente le degré-fibre. 
(b) Aucun élément # O de EPVq n'est un bord pour d, ,  puisqu'il est de degré- 
base maximum, et que d,  diminue le degré-base. 

De ces deux propriétés il résulte que E:" = E3" = . . . = EZqq. 
Comme nous avons déjà vu que les autres termes de E,, de degré total p + q 

sont nuls, il suit de là que: 

HP+Q(E,k) = EZ" = EZP" = Hp(B, k )  8 Hg($', k), cqfd. 

COROLLAIRE. supposons que le système local formé par Hi(F, k) Soit k un COTPS; 
sur B soit trivial pour tout i 2 O, et que H;(E, k) = O pour tout i > O. Alors: 

(a)ou bien Hi(B, k) = Hi(F, k) = O pour tout i > 0, 
(8) ou bien Hi(B, k) # O pour une infinité de valeurs de i, 
(y) ou bien H,(F, k )  # O pour une  infinité de valeurs de i. 

Résulte immédiatement de la proposition qui précède et du fait qu'un produit 
tensoriel d'espaces vectoriels n'est nul que si l'un des espaces est nul. 

PROPOSITION4. Supposons que l'espace euclidien E = Rn soit un espace jîbré 
localement trivial de jîbre F et de base B, F étunt connexe. Alors F et B sont acycliques: 
H,(B, Z) = H,(F, Z) = O pour tout i > O ( 2  désignant l'anneau des entiers). 

Puisque la fibration est localement triviale, F et B sont localement contractiles 
et de dimension S n. 11 s'ensuit que H,(F, 2.) et H,(B, Z) sont nuls pour i > n 
(Voir ,  par exemple, [4], Exp. XVI, no 7). Comme F est connexe par arcs, il 
résulte de la suite exacte d'homotopie que nl(B) = O, donc que le système local 
des H,(F, k) (k étant un corps commutatif quelconque) est trivial sur B. On est 
donc dans les conditions d'application du corollaire précédent; comme les cas 
(8) et (y) sont exclus d'après ce qui précède, on a donc: H,(B, k) = H,(F, k) = O 
pour tout corps k et tout i > O. La démonstration sera donc achevée si l'on 
prouve le lemme suivant: 

LEMME.Soit Y un espace topologique tel que H,(Y, k) = O pour tout corps k 
et tout entier i tel que O < i S q. Alor8 H,(Y, 2)= O pour tout entier i tel que 
O < i S q - 1 .  

D'après la formule des coefficients universels, on a: 
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où le signe + désigne une somme directe, et où les opérations 63 et Tor sont 
relatives à l'anneau principal Z (Cf. [Tl). Désignons alors par M l'un quelconque 
des groupes H,(E7,Z), O < i _< q - 1. Il résulte de la formule précédente que, 
pour tout corps k, on a :  

Je  dis que cette propriété entraîne M = 0. 
En effet, prenons d'abord k = Q, corps des rationnels; JI @ Q = O signifie que 
Jf est un groupe de torsion; prenons k = F, ,corps à p éléments; Tor(M, F,) = O 
signifie que la relation p . x  = 0, x c !II,entratne x = O. Ceci ayant lieu pour 
tout p, et M étant de torsion comme on vient de le voir, on a bien M = O, ce 
qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE.Daus  les conditions de la Prop. 4 ,  supposons que B soit u n  polyèdre 

localement fini. Alors 1aJibration de E = Rnest triviale, autrement dit ,  E = B X F .  


Puisque B est un polyèdre localement fini simplement connexe et acyclique, 

il est contractile. Le corollaire résulte alors d'un théorème classique de Feldbau. 


REMARQUES:1. On peut montrer que la conclusion du corollaire précédent 
subsiste si l'on remplace l'hypothèse "B est un polyèdre localement fini" par 
la suivante: "F est un polyèdre localement fini". En fait, il paraît probable que 
l'on peut se passer complètement d'hypothèses restrictives sur B ou F; sans 
doute n'exiufe-t-il pas cl'autres fibrations de Rn, à fibres connexes, qire la dé- 
comp-sitioii en produit direct: R n  = R" X Rq ( p  + q = n), mais cela parait 
difficile à établir.3S. .A. Shapiro, utilisant la théorie de Cech ainsi que des méthodes 
analogues à celles de G. Hirsch, a obtenu la Prop. 4 et a montré comment on 
pouvait en tirer le résultat suivant, conjecturé par Montgomery et Samelson: 
Rn ne peut être jbré à jibres compactes non réduites à un point [29]. En s'appuyant 
sur la théorie de Leray (en cotiomologie à supports compacts), A. Borel et 
l'auteur [2] ont obtenu indépendamn~ent le même résultat; leur méthode montre 
en outre qu'il n'e.ciste pas de jîbration de Rn,  à fibres connexes, et tl base compacte 
n o n  réduite à 21n point [Il. 

4. Une suite exacte 

PROPOSITIOS3. Soit '1 2111 anncati principal, et supposons que le systèrne local 
formé par N , ( F ,  A )  soit triz~ial sur R pour tout i 2 O ,  qiie H,(B, A )  = O pour 
O < i < p,  et que H,(F,  A )  = O pour O < i < q. Dans  ces conditiot~s on a la  suite 
exacte: r 

D'après la formule des coefficients iiniversels, on a :  
~ 2 ' , j-- H,(B, il) O H,(F, A )  + Tor(H,-,(R, il), H , ( F ,  A ) ) ,  

J Pour plus de détails sur rette questioii, voir l'artirle de (;. S. Young ( f r o c .  Anicr. 
Math. Soc., 1, 1050, p. 215-2231 : On the factors n n t l  $fiberirlgs ~ I Jt~canifoltls 



les opérations €3 et Tor étant prises par rapport à l'anneau principal A. Il 
suit de là que E;')  = O si i # O, j Z O et i + j 3 p + - 1. Pour un.degré 
total n donné, le terme El ne contient donc que deux termes éventuellement non 
nuls: ER" = H,(B, -4) et ~ 2 ' "= H,(F, -4) (ceci pour O 5 n S p + q - 1 ) .  
En outre, les conditions du no -1 du Chapitre 1sont évidemment remplies, et on 
peut appliquer la proposition 3 de ce no, qui donne le résultat cherché. 

On notera que l'homomorphisme: H,(B, A )  -+ H,,-,(F, -4) (O 3 n 5 p + q - 1 )  
n'est autre que la transgression d ,  . 

IIEM.~RQUES.1. IJne suite exacte duale esiste en cohomologie (appliquer la 
Prop. 3' du Chapitre 1). 

2. Les homomorphismes : 

a,(F) -t H,(F,  21, *,(E) H,(E,21, *,(B) -+ H,(B, 2)+ 

définissent un homomorphisme compatible de la suite exacte d'homotopie dans 
la suite exacte de la Prop. 5 (relative à -4 = 2 ,  anneau des entiers); cela résulte 
immédiatement de la commutativité du diagramme (1') du Chapitre II, no 7. 

COROLLAIRE précédente, l'application 1. Dans  Les conditions de la propositzon 
canonique p,: H , ( E  mod.F, A )  -+ H,(B,-4) est une application sur pour 
2 $ i S p + q,  et u n  isomorphisme pour 2 5 i S p + q - 1. 

L'image de H,(E mod. F ,  A) -+ H,(B, -4) est E:" (Chap. I I ,  no 7); or la dif- 
férentielle d ,  est nulle sur E:" si 2 5 r < i =( p + q, puisqu'elle applique ce 
module dans ET-'"-' qui est nul. Il  suit de là que: 

ce qui démontre la première partie du corollaire. 

Pour démontrer la seconde, considérons le diagramme (où 2 =< i =( p + q - 1): 


Hi(F, A) -,H;(E, A )  4 H;(E mod. F, -4) H;-,(F, -4) -+ Hi-i(E, A) 
1. 1 1 1 1 

Hi(F, A) H,(E, A )  -+ Hi(B, A) -+ Hi-l(F, ;2).--- -+ Hi-l(E, A )  

où les applications verticales sont les applications identiques, à l'exception de la 
troisième qui est p, . Ce diagramme est commutatif (d'après le Chap. II, no 7), 
et ses deux lignes sont des suites exactes. II resulte alors di1 "lemme des cinq" 
que p, est un isomorphisme sur, ce qui achève la démonstration du corollaire. 

COROLLAIRE O pourtouf O2. Supposons que H ,  (E, -4) = > O, t f que H,(B, A) = 

pour O < i < p. Alors la suspension Y applique H , ( F ,  -4) sur H,+I(B,A )  pour 
O < i 2 p  - 2, et est u n  isomorphisme pour O < i < 2 p  - 2. 
En particrclier, H,(F, A) = O pour O < i < p - 1. 

En appliquant la Prop. 5 avec q = 1, on trouve d'abord que H,(F, A )  = O 
pour O < z < p - 1. L'application du corollaire précédent (avec q = p - 1) 
donne alors le résultat cherché, compte tenu du fait que S = p, a-', où a 
désigne l'opérateur bord: H,+l(E mod. F, -4) -+ H,(F, -4). -

COROLLAIRE = fozif i > O. d lors  l'appli- 3. Supposons que H , (B ,  -4) O pour 
catzon canonique: H,(F, -4) -+ H,(E, A) déjinif l i n  isomorphisme d 7 ~  premier 
module sur le s~cond  pour tout i 2 O.  

On applique la Prop. 5 avec p = a ,q = 1. 
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COROLL.\IRE4. Slrpposons que Hl(F, -4)  = O pour tout i > O .  Alors la pro- 
jcctiojt p de  E sirr B définit zin isomorphisme cle H,(E, -4)  sur H,(B, -4) polir 
to~rti 2 O. 

On appliquc la Prop. 5 avec p = 1, q = m. 

RE~LIRQUE.Ce dernier résultat peut être considéré comme l'analogue, dans la 
théorie singulière, d'un théorème bien connu de Vietoris, valable pour l'homo- 
logie (011 la cohomologie) de Cech; ce théorème de Vietoris peut d'ailleurs être 
démontré, par la théorie de Leray, de la même façon que ci-dessus.* 

5. Suite exacte de Gysin 

PROPOSITIOS6. Soit E ioi espace jbré de base B connexe par arcs et dont la jibre 
F a même cohomologic 0 corficients dans  A, anneau commzitatif à élément unité, 
qire la sphi.i-e SA, /: 2 1. Srtpposons que le système local formé par H~(F ,  A) sur 
IZ soit trit'ial. On a cllors la suite exacte: 

a l ~ ch ( r )  = x.R = 2..r poicr tout x E H' '(B, A ) ,  R étant ztn élément bien déterminé 
r!r IZ""(U, .4), tel qirc 22 = O s i  li est prrir. 

(C'e résiiltat est dîi e-$entiellenient h IV. Gysin [ l G ] ;  la forme soiis laquelle 
rioii. 1c rlonnoiis e>t due B R. Thoni [31] et S. S. Chern-E. Spanier [9].La démon- 
5t r:~tioii qui suit est celle de Leray [%], no 11). 

Considérons le ternie E2cle la suite spectrale de cohomologie de l'espace fibré 
fi.  On a :  

E, = H*(B, H*(F, A ) )  = H*(B, HO(F, A))  + H*(B, H ~ F ,  A)). 

L'homomorphisme d'algèbres: H*(B, A )  63 H*(F, A) -+ H*(B, H*(F, A ) )  
ebt donc un isomorphisnlc sur (le prodiiit tensoriel étant pris sur A ) .  

Il résulte d'abord (le là que, pour un degré total i donné, le terme E2 ne con- 
tient que deus termes éventriellement non nuls: 

.Ippliquant alors la Prop. 3' du Chap. 1, on obtient la suite exacte: 

Pour obtenir la suite esacte de l'énoncé, il n'y a plus qu'A choisir un isomor- 
phisme g: H'-YB, -4) -,H"-"(B, -4.) 63 H~(F ,  A), et  à poser: h 0 g .= d ~ + ~  
Soit s un élément génératetir de H ~ F ,  ,4); nous poserons: 

g(z) = (- @ s pour tout z c H*(B, A) .  
Posons alors i2 = dLT1(l@ s )  c H"" (B, A ) .  On a :  

Voir A .  Borel (J. JI:\tli. l'ures hppl . ,  09, 1950, p.  313-322): Remarques s t ~ ~ .  l'homologie 
j l tr;e,  Th.5-a. 
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Puisqiie dk+l(z) = 0, on en tire hien h(r) = x.0.  Pour niontrer ciiie hi.?) = ?..c, 
il sufit (le voir que 2Q = O si k est pair (à cause de la loi d'anticoniniutation 
dans H*(B, -4)). Or, on a :  

~ l i ,+~ ( s~ )  = 2Cl 8 S. = 0, cqfd.= 2s.d~+l(s)  Mais s2 = O, d'où 20 

REM~RQCES.1. La sliite exacte duaie vaut en homologie, la démonstration est 
la même. 

2. On trouvera dans la note de R.  Thoni [31] iin résultat plus complet, en 
ce sens qu'il est valable même si le système local formé par Hh((F, -1)n'est pas 
trivial (espace fibré &'non orientable"), et même si k = O. On pourrait étendre 
notre méthode de fnqon à englober le cas "non orientable", mais par contre, le 
cas où k = O ne semble pas pouvoir être obtenu de cette manière. 

6. Suite exacte de Wang 

PROPOSITIOS7. ,Soit E zin Pspace .fibré de jfibre F connexe par arcs, et r lo~t  lo 
base B a même anneau de coho~nologie à coe#eients dans l'anrlr>aii prztlcipul A I q ~ i o  

la sphère Si , 1; >= 2 ;  on suppose en otrtrc. que B est siniplerncnt cor1 nc.7.e. Uat1.s cc's 
conditions, on a la sriite e.racte: 

où Z'homomorphisme 0 est ~ t n cdériratror, s i  1; est inzpair, une «)lfrilJril ntio)) ~i Ii P.\/ 

pair. 
(Cc résiiltat est d û  esientiellement à H. C. Wang [32]; le fait cllie 0 soit iiiie 

dérivation (resp. antidérivatioii) suivaiit la parité tic 1: :I été ,iigii:ilé par .T. 
Leray [24]. 1,s déniori*tiation qui suit est celle de Leray). 

Consic1i.i.ons l'anneau spectral de coliomologie (le 1'esp:ic.e hbré E. Eli :11>1)1i- 
quant 1s Prop. 8 titi Chap. II, on voit qiie soli tei.mr. E2 e+t isoriicri.l)lie 
à H*(B, -1) @ H*iF, .1) = HriSl  , A )  @ f-I*(I", A ) .  II \(l i t  tic là qiicl k'2 lie 
contient. yroiir un degré total donné, que deil\ ternes 61-eiitiicllrriierit iioii niil>, 
et, en appliqiiant la Prop. 3' clri C'lin!,. 1, oii ohtient la siiitc e~t ictc:  

Pour obtenir celle de l'énoncé, il n'y n plus qu'à clioisir un isoriiorpliisiiie
: ~ i - h + l(F, A )  -+ H'(B, A )  O H'-'~'(F, A), et à poser: 

0 = g-' 0 dk . 
Soit s un élément générateur de H ~ B ,-1); nous poserons g(x) = s 6 x. 
On a donc par définition: dh(x) = s @ 0(x), x E H*(IZ, -4). 
Calculons alors dl (xy) : 
D'une part: d'(ru) = s 63 ~ ( x Y ) ,  
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et d'autre part: 

En comparant,, on obtient: 

ce qui signifie bien que O est une dérivation si k est impair, et une antidérivation 
si k est pair. 

I<EMARQUE.En homologie, on a la suite exacte duale: 

7. Un théorème de Leray-Hirsch 

Soit ,Y iin espace, F un sous-espace de E ,  k un corps commutatif. Les conditions: 
"H,(F, k) + H,(E, k) est biunivoque" et:  "HYE, k) -t H ' ( F ,  k )  est sur" sont 
équivalentes, comme il résulte tout de suite de la dualité entre homologie et 
cohomologie. Si ces conditions sont remplies pour tout z 2 O, on dit que F est 
"totalement non homologue à zéro" dans E (relativement au corps k). 

Cette définition étant posée, on a :  
PROPOSITION8. Soit E u n  espace jibré de fibre F t-t de base B, F et B étant 

connexes par arcs. Soit k u n  corps commulatij et supposons: 
(a) que F soit totalement non homologue à zéro dans E relativement à Ic, 
(b) que Ha(F,  k) ou bien Ha(B, k) soit de dimension finie sur k pour tout i 2 O. 

Dans ces conditions l'algèbre graduée associée à H*(E, 1;) est isomorphe à 
H*(B, k) @ H*(F, k). (Voir  [24], th.7.3) 

Il résulte tout d'abord de (a) que le système local formé par H'(F, k) sur B est 
trivial pour tout i 2 O. En effet, on sait (Chap. I I  no 9, a - )  que l'image de 
H*(E, k) dans H * ( F ,  k) par la transposée de l'injection F -,l3 est formée d'élé- 
ments qui sont invariants par les transformations Ta, a e *l(B); l'hypothèse (a) 
entraîne donc que tous les éléments de H'(F, k) sont invariants par ai(B), ce qui 
signifie que le système local est trivial. 

Cela étant, il résulte de (b) et de la Prop. 8 du Chap. II que le terme Ezde la 
suite spectrale de cohomologie de E est isomorphe (en tant qu'algèbre) au 
produit tensoriel gauche (sur k) H*(B, k) @ H*(F, k). Comme l'image de H*(E, k) 
dans H*(F, k) est formée des éléments de H*(F, k) qui sont des cocycles pour 
toutes les différentielles d, , l'hypothèse (a) revient 2t dire que d, = O sur H*(F,  k) 
pour tout r. Mais comme d,  est nulle sur les éléments de H*(B, k) et que c'est 
iine antidérication, elle est nulle sur tout H*(B, k) €3 H*(F, k), et l'on a Ez = 

E, = - = E,  , cqfd. 
En général, l'algèbre H*(E!, 1;) n'est pas isomorphe à l'algèbre H*(B,k) 

€3 H*(F, k). On a en effet: 



-- 

PROPOSITIO?~9. Les hypothèses étant ccllcs dc la Prop. 8,po t r .  qrr'71 c.iistc t 1 r 1  

isomorphisme d'algètjres: H*JB, I:) 8 H*.(F', k) -+ H*(E, 1:) qrt i ,  por passagc acr.i 

algèbres graduées associées, donne l'isomorphisme de E? sztr E ,  , il fatit ef il s l r f f i t  
qu'il existe un homomorphisme d'algèbre y*: H*(F, k) -,H*(L'. k )  qui, cot~posé 
avec l'homomorphisme canoniqzle i*:H*(E, k) --+ H*(F, k), dotttie l'atrton~urph~smr 
identique de H*(l.', k). 

La nécessité est évidente. 
Pour voir la suffisance, considérons l'application p*:H*(B, 1;) -+ H*(E, b i, 

transposée de la projection p :E  -,B. Ceci permet de définir I'homon~orphirnie 
d'algèbres 

p* @ q*:H*(B,k) @ H*(F, k) + H*(E, k).  

En outre, si nous filtrons H*(E, k) par les Dp", et H*(B, k) @ H*(F, 1;) par Ir 
degré-base, l'homomorphisme p* @ q* est compatible avec ces filtrations de 
façon évidente. On peut donc définir l'homomorphisme correspondant p* 8 q* 
des algèbres graduées associées, qui applique H*(B,k) $3 H*(F,k) dan5 
H*(B, k) @ H*(F, k). D'après les propriétés de p* (resp. y*), cet homomorphisnie 
est l'identité sur H*(B, k) (resp. H*(F, k)),et, comme c'est un homomorphismr 
d'algèbres, c'est l'identité partout. Kous avons donc démontré que p* 8 q* 
est un isomorphisme sur. On en tire par un raisonnement classique (1-oir, par 
exemple, [23], Prop. 6.2) que p* @ y* est lui-même un isomorphisme sur, ce qui 
achève la démonstration. 

COROLLAIRE1. Les hgpothèses étant celles de la Prop. 8,supposons que H *  (F, 1, ) 
soit engendré par des éléments homogènes fa  de degré na , sérijiajit les seliles rc- 
lations: 

fafs = (-1) 
n
" 

nSfS 
f a .  

Alors H*(E, k) est isomorpl~e à H*(B, lc) @ H*(F ,  lc). 
Il nous suffit de construire une application q* vérifiant les coriditioiis de 1:~ 

Prop. 9; pour cela, soient c, E H*(E, k )  des éléments tels que i*(c,\ = f, . L'ap-
plication: ,fa -+ c, se prolonge d'une façon et d'une seule en un homomorphisme 
d'algèbres q*:H*(F, k )  -. H*(E, Ii) qui vérifie visiblement les conditions prr- 
scrites. 

REMARQL-E.On retrouve ainsi iin théorème classique de Samelson, sur les 
sous-groupes non homologues A zéro d'un groupe de Lie. Toutefois, comme i~oiib 
nlavons.pas supposé que les n, soient impairs, notre résultat est également 
applicable au cas où F est un espace de lacets (Cf. Chapitre IV) .  

COROLL~IRES. Soient B et F deux espaces connexes par arcs, et supposons q i l c  

H'(B, k) ou H Y F ,  k)  soit de dimension $nie pour tout i 2 O. Désignons par p cf 
q les projections canoniqzres de E = B X F sur B et F respecti~~ement, par p* r f  
q* les homomorphismes de H*(B, k) et de H*(F, k) dans H*(E, k) qu'elles déjînissojt 
Dans ces conditions, l'homomorphisme p* @ q* est ut1 isomorpliisme de H*(B, 1;) .V 
H*(F, k) sur H*(E, k). 

On applique la Prop. 9 à E, considéré comme espace fibré de base R et tle 
fibre F.  



37-4 JE-11-PIERKE SERRE 

lit11inor-E. Si 1'011 hiipprime l'hypothlse de finitude de l'énoncé précédent, 
on geiit .im~lement montrer qiie H * ( E ,  k )  = Hom(H(B, k), H*(F,  k)), ce qui 
c..t d'ailleurs lin c:i> particulier d'iin tlléori.me général d'Eilenberg-Zilber (non- 
piiL1ié)-Les aurreq résiiltais de ce r i0  \oiit \ii~ceptible. d'une extension analogue. 

1.Les espaces de lacets 

Soit *Yiin espace topologique (non nécessairement &paré), et désignons par 
1 le segment [O, 11. Xous dirons qu'une application continue f:I- X est un 
l«cct ail point x E X ,  si f(0) = f(1) = x. XOUS munirons l'ensemble 9, des lacets 
au point x d'une topologie: celle de la concergence compacte (compact-open 
topology, dans la terminologie américaine). Cette topologie est étudiée, par 
exemple, dans Bourbaki, Top. X, $2, en supposant que l'espace dans lequel 
les fonctions prennent leurs valeurs (ici X )  est séparé. Alais en rbalité, presque 
toutes les propriétés démontrées par Bourbaki sont indépendantes de cette 
hypothèse. En  particulier, on a le résultat suivant : 

Soit g une application d'un espace topologique Y dans 51, ; g déji~zit une appli- 
cation G: I  X Y + X par la formule: G(t, 9) = g(y)(t). Alors, pour que g soit 
continue (Q, étant muni de la topologie de la convergence compacte), il faut et il 
n?ffit que G le soit. 

Loi de co?npositlon sur l'espace des lacets. 
Cette loi fait correspondre à deux lacets f ,  g c fi, un troisième lacet, noté 

j*g, et défini par: 
(g(2t) si t 5 4 

(f*g)(t) = 1 
[ f(2t - 1) si t 1 

Kous désignerons par e, (ou e lorsqu'aucune confusion ne sera à craindre) le 
lacet réduit au point x :e,(t) = x pour tout t c I. 

On sait que la loi de composition précédente n'est pas associative, et n'a pas 
tl'6lérilent neutre, mais \rérifie toutefois ces propriétés "à une homotopie près". 
Pour préciser ceci, introduisons la notion suivante: 

DÉFISITIOX. Sott G un espace topoloyiyi~e, muni d'une loz de composiiio~z 
notée v . Le cotlple (G, v )  est dzt u?z H-espace si les conditions suivantes sont 
réalisées: 
(1) 1,'ngplication (x, g )  -+ x v y est îtne application contzntre de G X G datls G. 
III) Il p.riste e e G, avec e v e = e, tel que les applications: x -+x v e et x -+ e v x 
soitnt i~ornotopes i1 l'identité dans G (par des homotopies laissant le point e fixe). 

Par cxemple, tout groupe topologique est un H-espace. 
PROP~~ITIO';1. Soit X un espace fopoloyiqî~e, x u n  poiut de X.  L'espace des 

l«crts U I ~poznt x, 9, , muni de la topologie de la conctrycizcc compacte et de la loi de 
contposz~zon* est u n  H-espace. 

Pour ~érifier (1),il suffit de montrer que l'application de 9, X 9, X I dans 
S définie par: 



s i t  5 3  
(f, $7, 1) + /g(2t)

,f(2t - 1) si t 1 3 
est continue. Or cela résulte immédiatement des continuités des applications: 
(g, t) +g(2t) (t 3 2) et (f, t) +f(2t - 1) (t h i j .  

Pour vérifier (II) on prend pour e le lacet réduit au point z. Il est clair que 
e*e = e. 

D'autre part, soit f e 9,, et définissons la famille de lacets fe , O 3 O 3 1, 
par les formules : 

fe(t) = f((2t - 8)/(2 - O)) si t 2 9/2. 

On a fe(1) = fe(0) = x pour tout O; donc fe est bien un lacet. D'autre part, 
fo(t) = f(t), fi = f*e, et, si f = e, fe = e pour tout O. On aura donc bien montré 
que f + f*e est homotope à l'identité, dans une homotopie laissant fixe le 
lacet e, si on sait que l'application (f, O) + fe est une application continue de 
9, X I dans Q, . En d'autres termes, il faut vérifier que l'application q:9, X 
I X I +X , définie par <p(f, O, t) = fs(t) est continue. 

Or, soit Q:I X I + I l'application définie par: 

Il est évident que Q est continue. Désignons alors par (1, Q) l'application de 
9, X I X I dans 9, X I ,  produit direct de Q et de l'application identique de 
9, sur lui-même; désignons par F l'application canonique: 9, X I -,X ,  définie 
par F(f, t) = f(t). L'application F est continue, par définition même de la topo- 
logie de la convergence compacte. 
Comme cp = Fo(1, Q), <p est donc bien continue, ce qui achève de montrer que 
f + .f*e est homotope à l'identité. 1-ne démonstration tout à fait analogue peut 
être faite pour f --+ e*f. 

2. Le théorème de Hopf 

Dans ce paragraphe et le suivant nous donnerons quelques propriétés des 
IP-espaces qui sont bien connues dans le cas des groupes topologiques, mais que 
nous appliquerons aux espaces de lacets. 

Occupons-nous d'abord du théorème de Hopf. 
Soit A une algèbre graduée, vérifiant la loi d'anticommutation habituelle: 

xy = (-l)pqyx, si x et y sont homogènes et de degrés p et q respectivement. 
On supposera en outre que les éléments de degré O de A sont les inultip!es scalaires 
d'un élément unité, noté 1. crie telle algèbre (sur un corps de base de caractéris- 
tique quelconque) sera dite canonique. 

Si A et B sont deux algèbres canoniques, d 8 B, muni de la structure de 
produit tensoriel gauche, est une algèbre canonique. Dans cette algèbre, nous 
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désignerons par NA (resp. NB) l'idéal engendré par les éléments de la forme 
a @ 1 (resp. 1 @ b) où a t A est de degré strictement positif (resp. b t B est de 
degré strictement positif). L'algèbre quotient ( A  @ B)/NA est isomorphe à 
B, comme on le voit immédiatement; de même, (A @J B)/NB est isomorphe à 
A. En  particulier si A = B, on obtient ainsi deux homomorphismes de A @ A 
sur -4, que nous désignerons respectivement par p et q; on peut donc écrire: 

x = q(x) 8 1 + f 1 @ P(X) (x t A @ A), 

les termes non écrits 6tant des produits tensoriels de deux éléments de A de 
degrés strictement positifs. 

Un homomorphisme d'algèbre r:A -+ A @ A est dit un H-homomorphisme 
si les composés por et qor sont des automorphismes de A. L'existence d'un 
H-homomorphisme permet d'appliquer à l'algèbre A les raisonnements clas- 
siques de Hopf. Nous ne les répèterons pas, renvoyant à l'exposé qu'en donne 
Leray ([21], no 24). Rappelons seulement le résultat auquel on arrive: 

T H ~ O R È M EDE HOPF. Soit B un système minimal de générateurs homogènes 
de A, et S(B) l'algèbre engendrée par les éléments de B soumis aux seules relations 
d'anticommutation. Les éléments de S(B) peuvent 6tre appelés polynomes anti- 
commutatifs en les éléments de B;  on peut parler de la dérivée d'un tel polynome par 
rapport à un b a B. L'algèbre A est isomorphe au quotient de S(B)  par un idéal 
homogène N jouissant de la propriété suivante: 

Soit P e N , et soit b un élément de B de degré maximum parmi tous ceux qui figurent 
dans P; alors P L  t Y. 

Si le corps de base est de caractéristique nulle, ceci entraîne que Ai = O, et 
par suite A = S(B). En  groupant alors les éléments de B de degré pair, et ceux 
de degré impair, on voit que: A est isomorphe au produit tensoriel d'une algèbre 
extérieure engendrée par des éléments de degré impair, et d'une algèbre de polynmes 
engendrée par des éléments de degré pair. 

La proposition suivante permettra d'appliquer ces résultats aux H-espaces 
(et en particulier aux espaces de lacets): 

PROPOSITION2. Soit G un H-espace connexe par arcs, k un corps commufatzf. 
Supposons que Ha(G, k) soit de dimension finie sur k pour tout i 2 O. Alors l'al- 
gèbre H*(G, k), algèbre de cohomologie de G à coemients dans k, possède un H-  
homomorphisme. 

Soit A = H*(G, k); puisque G est connexe par arcs, A est une algebre canoni- 
que. En  outre, d'après le Cor. 2 à la Prop. 9 du Chapitre III, H*(G X G, k )  = 

A 8 A. Si y t G est un point quelconque de G, l'application P:G -t G X G 
définie par P(x) = (y, x) induit un homomorphisme de H*(G X G, k) = A 63 A 
dans H*(G, k) = A qui n'est autre que p. De même, Q(x) = (x, y) induit q. 

Utilisons maintenant la loi de multiplication de G, et définissons l'application 
continue R:G X G+G par R(x, y) = x v y. Cette application induit un homo- 
morphisme r :A -+ A @ =1,et je dis que r est un H-homontorphisme, ce qui démon- 
trera la proposition. 

En effet, considérons I'homomorphisme qo r. 11 est défini par l'application 



continue Ro O:(; -fi.JIais pour définir (2, nous pouvons prendre un point y 
arbitraire de G: c.iioi-i--on> y = e. On a alors: 

R OQ(.r) = x v e. 

Puisque l'application x + x v e est homotope à l'identité, il en résulte que 
q o  r = 1; on montre de même que p o  r = 1, ce qui achhre la démonstration. 

COROLLAIRE.-2joutons a u x  hypothèsrs de la  Prop .  2 celle qur  le corps X. est d p  

caractéristique nul lr .  * l lors  l'algèbre H * ( G ,  k )  est isomorphe à S ( x L )  @ . l ( y i ) ,  
o ù  S ( x k )  d é s i g n ~  2 1 1 ~ t ~algèbre de polynomes engendrée par des éléments .ri. de degr6 
pair n k  , et A ( u ~ )une algèbre extérieure engendrée par des éléments yi de degré 
i m p a i r  ml . En outre, i l  n ' y  a q u ' u n  nombre $ni de X A  et de yl dont le degré soil 
plus petit q u ' u n  ~ n t i e r  donné.  

Il nous reste simplement à prouver la dernière assertion; elle résulte évidem- 
ment du fait que H 1 ( G ,k)  est de dimension finie pour tout i 2 0. 

REM-~RQCE.Si (: est un groupe de Lie, son algèbre de coliomologie est nulle 
pour les dimenbions assez grandes, et ne peut contenir une algèbre de poly- 
nomes. C'est donc une algèbre extérieure (si le corps k est de caractéristique 
nulle), conformément au Th. de Hopf classique. 

Par contre, si G est un espace de lacets, il n'y a plus de raison pour qu'il 
en soit ainsi, bien au contraire (170ir en effet Prop. 11). Par exemple, on verra 
au no 9 que, si (7 est l'espace des lacets sur la sphère Sn(n impair), H * ( G )  = S ( x )  
où x est de degré n - 1, et si n est pair, H * ( G )  = S ( x )  €3 A ( y ) ,  où x est de degré 
2n - 2 et y de degré n - 1. 

3. Simplicité des H-espaces 

Soit G un groupe de Lie connexe, T son revêtement universel; on sait que T 
peut être muni d'une structure de groupe de Lie telle que la projection p :  T -+ C; 
soit bn homomorphisme; le noyau de p est un sous-groupe discret du centre de 
T ,  isomorphe à T~(G) .  Les automorphismes de T définis par les élément5 de 
a1(G) sont simplement les translations par les éléments de ce sous-groupe discret. 
Comme toute translation est homotope à l'identité ( G  étant conneae), on \.oit 
que les a u t o m o r p h i s m ~ s  déjinis par les éléments de  al(G) sur T sont homotop~.s  
à l'zdentité. 

Yous allons montrer maintenant que cette démonstration peut s'étendre, en 
la compliquant légèrement, aux H-espaces quelconques. Le résultat ain4 obtenu 
sera utilisé de fzçon essentielle au Chapitre suivant (dans le cas particulier 
où G est iin espace de lacets). 

Soit donc G un Ef-espace dont la loi de multiplication est notée x v y; on 
supposera G connexe par arcs, localement conneve par arcs et localement simple- 
ment connexe; on définit son revêtement universel T comme i l  a été dit au Chap. 
1, no 6 (en choisissant coinme point de base l'idempotent e introduit dans la 
condition (II) deo A-eipaces). D'autre part, soit E l'espace ries chemins issus 
de e dans C, I:'ét:ini muni de la topologie tle la convprgéiic2t. csompncte. Si on fait 
cw-respondre à un ctieitiin q c E sa clasbe d'homotopic., ori déhriit iine application 
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u : E  + T. Cette application permet d'identifier T à un espace quotient de E 
(parce que G est localement simplement connexe). 

On peut munir E d'une loi de composition, notée encore v ,  définie par la 
formule: (f v g)(t) = f(t) v g(t) t t I, f, g t E. Ceci est licite car e v e = e. 

On voit immediatement que l'application (f, g) -t f v g est une application 
continue de E X E dans E, et que, si f '  est homotope à f, et g' homotope à g, 
alors f' v g' est homotope à f v g. Ceci permet de definir la loi de composition 
v sur T, par passage au quotient. 

Soit maintenant u un lacet sur G. Nous allons définir une déformation de E 
qui relie l'application identique f -t f à l'application f -t u * f (u * f désigne ici 
le composé des deux chemins u et f,  composé qui est défini par les formules du 
no 1). En outre cette déformation devra être telle qu'elle puisse passer au quo- 
tient et définir une déformation de T. 

Commençons par donner un nom aux déformations de G qui relient l'applica- 
tion x -t x aux applications x -t x v e et x -t e v x: Soit Fe(x), fonction con- 
tinue de O t I et de x t G, telle que: 

Fo(x) = x, Fl(x) = x v e pour tout x t G, et Fe(e) = e, O t I. 

Soit Gs(x), fonction continue de O t I et de x t G, telle que 

G o ( x ) = x ,  G l ( x ) = e v x  pourtout x t G ,  et Ge(e)=e,  O t I .  

Considérons alors les quatre déformations suivantes qui font correspondre à 
un élément f t E une famille fe d'éléments de E (O t 1): 

10déf.: fe(t) = Gs(f(t)) fait passer de f A e v f 

20 déf.:fe(t) = u ( ~ t )  v f(t) fait passer de e v f à u v f. 

= u(O) v f(2t - O) si O/2 5 t 5 O fait passer de u v f à V(f). 

4" déf. :fe(t) = FI-e(u(2t)) si t 5 1/2 

= Gl-e(f(2t - 1)) si t 2 1/2 fait passer de V(f) à u * f. 

(On a désigné par V(f) le chemin suivant: 

Il ne nous reste plus maintenant qu'un certain nombre de verifications à faire: 

a-Les chemins fe(t) commencent au point e. 

1° cas-fe(0) = Ge(f(0)) = Gs(e) = e. 



h-Continuité des applications: ( j ,  8) -t jede E X I dans E. 
On se ramkne à vérifier la continuité d'applications de E X I X I dans G, ce 

qui ne présente pas de difficultés. 

c-L'extrémité de f .  ne dépend que de l'extrémité de f, et du lacet u choisi. 

lucas-&(il = Gs(f(1)). 

Ces trois vérifications permettent de définir les fe sur T, par passage au 
quotient; l'on obtient ainsi une déformation de T qui relie I'automorphisme 
f - ZL * j à l'identité. -4utrement dit:  

PROPOSITIO~3. Soit G un H-espace connexe par arcs, localenzent connexe par 
arcs cl localcmc/tt simplement connexe. Les éléments de ri(G')déjinissent des auto- 
?norphismes du retlêtement î~nizlersel T de G qui sont homotopcs ù l'identité. 

COROLLAIRE..ni(G) opère trivialement sur les groupes d'homologie, de coho- 
mologie et d'homotopie de T. 

En particulier, on voit que G est simple en toute dimension, ce qu'il est d'ailleurs 
facile de 1-érifier directement. 

4. Fibrations des espaces de chemins 

Soit X un espace connexe par arcs, il et B deux parties de S.Sous  désignerons 
par E A , a  l'espace des chemins tracés dans X dont l'origine appartient à A et l'eî- 
trémité ci B. -Autrement dit, E A , B  est l'ensemble des applications continues 
j:I -,X, telles que f(0) 8 -4 et j(1) t B. On munira EA,B de la topologie de la 
conilergence compacte. On observera que Ea,B et Ee,, sont homéomorphes. 

Si A se réduit au point x, on écrira simplement EzVB Défi-au lieu de 
nitions analogues pour E A , ,  et E,,,(x, y t -Y). On observera que E,,, n'est autre 
que l'espace 9,des lacefs au point x, introduit au no 1. 

Définissons une application pA,B: EA,B -t A X B par la formule: 

P A , B ( ~ )  $ i f  t EA,B.=(j(O), f(1)) 

Cette application est continue et applique E A , B  SUT -4 X B puisque X est con- 
nexe par arcs. 

PROPOSITION4. Le triple (EA,B, -4 X B) est Z L ~espncc fifibré au sens c l i c  

Chapitre II (c'est à dire vérifie le théorème de relèvement des hoinotopie.~ pour les 
polyèdres). 

(En fait, nous allons voir qu'il vérifie le théorème de relèvement des homo- 
topies nour tous les espaces). 
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Soit P un espace topologique, (f, f') une application continue de I X P dans 
A x B; soit d'autre part une application continue g:P -+ EA,B , telle que 
pA,B g(y) = (f(0, y) ,  f'(0, y)) pour tout y e P. La donnée de g est équivalente 0 

à la donnée d'une application G:I X P -,X, telle que G(0, y) = f(0, y) et 
G(1, y) = ft(O, y) pour y e P. 

Xous devons trouver une application continue h : I  X P -, E A , B  , telle que 
h(0, y) = g(y) et p ~ , ~  h = (f, f '). Cela revient à chercher une application O 

continue H : I  X I X P -,X telle que: H(0, t, y) = G(t, y), H(t, 0,  y) = f(t, y), 
H(t, 1, y) = f'(t, y). Si l'on désigne alors par R la partie suivante de I X I X P: 

R = ((O] X I X P) u ( 1  X ( O )  X P )  u (1  X { l j X P ) ,  

on voit qu'il s'agit de prolonger à I X I X P une application continue connue 
sur R. Or ceci est évidemment possible puisque ((O] X 1)  u ( 1  X (O])u ( 1  X ( 1 ) )  
est un rétracte de I X I .  Ceci termine la démonstration. 

PROPOSITIOX 
type d'homotopie que .4 X Ez,B. 

5 .  Si A est déjormable en un point x e X, l'espace EA ,B est de même 

(Comparer avec [27],26, no 8). 
L'hypothèse signifie qu'il existe une application continue D: A X 1 -t X,  

telle que D(a, O) = a et D(a, 1) = x pour tout a E A. NOUS noterons fa l'appli-
cation: t + D(a, t ) , fa1  l'application: t -t D(a, 1 - t). 

Soit cp l'application de A X E z , B  dans E, ,, qui fait correspondre au couple 
(a, f )  le chemin g = f *fa (a E A, f e 

Soit $ l'application de E 1 . B  dans d X E,,, qui fait correspondre au chemin 
g le couple (a, g * 1,')'où a 
On a donc: 

= g(0) E A .  

(P. $)(g) = g * f i 1  * f a  si ~ E E A . B ,  

C 
($0 p)(a ,f)  = (a ,f  * fa * f ~ ' )  si a e A et f e E ~ , B .  

Pour tout y E X ,  soit eu le chemin réduit au point y. Pour montrer que a O iC/ et 
iC/ O cp sont homotopes à l'identité, on commence par déformer fa' * fa en e ,  et 

Of, * f,' en e, . Il en résulte que les applications cp O $ et iC/ q sont respectivement 
homotopes à: 

g -+g * ea (svec a = g(0)) et (a, f )  -t (a, f * e,). 

Ces applications étant visiblement homotopes à l'identité, ln proposition est 
donc dérnontrée. 

COROLL\IRE1. Si .I ef B sont déformables en des poirzts .r et 11,E4 est clc 
même type d'homotopie que -4 X B X Ez ,. 

COROLL~IIIE2 .  ,$i X, y, 2 ,  t sonf d(s  poltlts q11~1conql~es E,  ,dc -y,E, ,r f  SOU^ 
de même type ci'liomotoplc 

En effet, pui-qlir S eit ronnexr par arcs, 2 et t sont déformahle5 en r et y, 
ct on peut appliqiiet le Corollaire 1 

1.e C'or. 2 n pou] conzécliience que le* goupes d'homologie, d'homotopie, des 
cliver3 espaces C- , ,-i)rit i.omorphe.. Eri particulier, 111 *ont i~omorphes aux 
groupes correspondunt. de l'espace c l e ~lacet5 sur 'ien tin point quelcocque de 



9.Xous désignerons cet espace par Q. On notera que Q est connexe par arcs si 
et seiilement si X est simplement connexe. 

=Ippliqiions alors les résultats du Chapitre I I  à la fibration de la Proposition 4. 
On obtient ainsi: 

PROPOSITION6. Soit -Ir 2~n espace connexe par arcs et simplement connexe, 
Q l'cspace des lacets sur S,A et B deux parties de X, E A , B  l'espace des chemins 
de X dont l'origzne appartient à A et l'extrémité appartient à B. I l  existe une suite 
spectrale d'homologie, telle que E2P'q = Hp(A X B, H9(Q)), dont le groupe terminal 
E, est isomorphe au grozcpe gradué associé à H(EA,B) convenablement jîltré. 

(Bien entendu, ilne suite spectrale duale existe en cohomologie). 

5. L'espace fibré des chemins d'origine fixée 

Dans ce numéro, nous allons nous occuper plus particulièrement de l'espace 
fibré E,,, des chemins d'origine un point fixé x e X dont l'extrémitd est un 
point quelconque 3 de X. D'après la Prop. 4 la base de cet espace fibré est X ,  
et la Jbre est Q, espace des lacets en x. 

PROPOSITION7 .  L'espace E,,, est contractile. 
Pour tout couple (O, j )  E I X E,,X , posons: je(t) = j(Ot). Il est clair que, pour 

tout O, .fs est un chemin de X dont l'origine est x ;  en outre l'application (O, j )  -+ 

j e  est visiblement continue. Comme jo(t) = x pour tout t a 1, et que ji(t) = j(t) 
pour tout t e I ,  la Proposition est démontrée. 

Le même raisonnement donne le résultat plus général suivant: 
PROPOSITIOK7'. Pour toute partie -4 de X ,  A est un rétracte de déjornzafion 

de EA.X. 
R61e de l'espace E,,x . 

11 nous permet de considérer Q comme la Jibre d'un espace d'homologie triviale 
dont la base est X. En appliquant la suite spectrale à cette fibration, on obtiendra 
(dans une certaine mesure) les groupes d'homologie de 9 A partir de ceux de X. 

Une telle situation se rencontre également dans la théorie des espaces fibrés 
principaux "universels" pour un groupe de Lie. Rappelons qu'un espace fibré 
principal sur le groupe de Lie G est dit universel (pour une certaine dimension) 
si tous ses groupes d'homologie sont nuls (jusqu'à cette dimension). De tels 
espaces existent pour tout groupe de Lie et toute dimension, et leur étude est 
iin préliminaire indispensable à celle des autre, espaces fihrés principaux (Cf. 
[5], ainsi qu'un mémoire de A. Borel en cours de préparation). 

On notera toutefois qu'ici, c'est la basc de l'espace universel que l'on "connait" 
et c'est la fibre que l'on cherche; dans la théorie habituelle des espaces universels 
sur un groupe de Lie, on se trouve plutôt dans la position inverse. 

La suspension dans l'espace E,,,. 

Puisque E,,, est contractile, on a If,(E,,,) = O pour tout i > O et tout groupe 
de coefficients, et la suspension S:H,(Q) -+H,+l(N)  est définie pour t<out i > O. 
Rappelons que : 

S = 71, o a-' 
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oii p, désigne la projection canonique: H,+1(EZlx mod. $2) -+ H,+i(X) et 8 
l'opérateur bord: H,+l(E,,, mod. Q) -+ H,(Q). 

Pu'ous allons en donner une définition plus précise. 
Pour cela, soient C(E) et C(X) les complexes singuliers cubiques de EZsxet 

X respectivement. Comme E,,, est contractile, il existe un opérateur k, défini 
dans C(E), élevant le degré d'une unité, et tel que: 

kdx + dkx = x pour tout x de dimension > 0. 

Soit s l'opérateur p O I L ,  qui applique C(Q) complexe singulier de fi, dans C(X). 
L'opérateur s élève le degré d'une unité et l'on a :  dsx + sdx = dpkx + pkdx = 
p(dkx + kdx) = px = O, si x est de degré strictement positif (on a pz = 0, à 
cause de l'identification à O des cubes dégénérés). 

On voit donc que s anficom?n~iteavec le bord et définit un homomorphisme de 
H,($2) dans H,+,(X) (i > 0) qui n'est autre que la suspension, d'dprès la défi- 
nition même de cette dernière. 

Explicitons maintenant l'opérateur k: 
Soit y(tl , . , t,) un cube singulier de dimension 71 à valeurs dans l'espace 
EZsx. Nous définissons le cube /il/ par la formule: 

On vérifie sans peine la formule dl: + kd = 1; ceci étant, pour oi~tenir l'homo- 
morphisme s, il suffit de faire t = 1 dans la formule précédente: 

(On notera que les opérateurs 1: et s transforment un cube tlégénérg en un cii1)e 
dégénéré, ce qui permet de les faire opérer sur les complese~ >ingulierr C'(I.,')et 
C(Q1.1 

En définitive, on a :  
PROPOSITI~X8. L'applicatio/t s dé.finzr pnr ?aform itlc (1) est ir t i  honiomorph2snic 

(le dcgré +1de C'(9) rlatis ('(-Y), fcl qilc sd .~  + dsx = O si cleg. .T > O. Elle clé,finzf 
un homomorph~sme: H,(R) -t HZT1(S),i > O, qlii coinclrle ar tc  la sltspencloti 
clé,finic an Chap. I I ,  no 7. 

A170te.La définition de la suspension que nous venons de donner. 3 été simpli- 
fiée par le fait qiie noils avons annulé les cubes ponctuels de S dont 1s dimen- 
.ion est > O  (ce qui résultait des conventions générales sur les ciiheiz dégénérés). 
En théorie singulière classique, définie au moyen des simplexes saris aucune 
"normalisation" de ce genre, on aurait dû prendre pour sy (y étant un simplese 
(le 9)  la différence entre le simplexe de dimension n + 1 de S cliie définit y de 
f:~qon évidente (y étant de dimension 71) et le simplese ponctuel de dimension 
11 + 1. Ceci espliqiie la formule utilisée par Eilenberg-'\lacLane [ l4]  pour définir 
1:t suspension (T'oir Chapitre YI). 

6. Quelques résultats généraux sur l'homologie des espaces de lacets 

Soii, conber1 ons les notations et hypothhses des deils numéros qui précèdent. 
1.h outre, noiiq 5iippo.ons qiie l'espace S étudié est simplenierit connexe. Il cri 



résulte évidemment que le système local formé par H ( Q )  sur X est trivial. Si 
A et  B sont deux parties connexes de X !  le système local formé par H(9)  sur 
-4 X B est la restriction d'un système local déi;ai sur X X X, donc qui est .tri- 
vial. 

PROPOS:TIOX9. So i t  G un a n n e a u  principal,  et supposons que H i ( X ,  G ) .  soit 
un G-module de  t ype  jini pour tout i $ O. Alors  H i ( Q ,  G) est u n  G-?noclule de  t ype  
$ni pour tout i 2 0. 

On a: H o ( E z , x )  = G, H i ( E Z v x )= O si i > O, puisque E,,, est contractile: 
les modules d'homologie de E,,x sont donc de type fini. La proposition résulte 
alors immédiatement de la Proposition 1 du Chapitre I I I .  

COROLLAIRE.D a n s  Les hypothèses prdcédentes, soient A et B deux  parties de ,Y 
telles que H i ( A ,  G )  et Hi(B,G )  soient de  t y p e J i n i  pour tout i 2 O .  Alors  Hi(E,,B ,G )  
est de  t ype  $ai pour tout i 2 0. 

Piiisyite Ho(-4) et H o ( B )sont de type fini, d et B ont un nombre fini de com- 
posantes connexes par arcs, ; b k  , B j  . Puisque Hi(E.k,B) = x j . k  H i ( E a k , B i ) ,on 
voit qu'on peut se borner au cas où -1et B sont connexes par arcs. 

Dans ce dernier cas, on applique la Prop. 1 du Chapitre I I I  à l'espace E.k,B 
fihré de fibre 9 et de base -4 X B. 

~ ! E ~ I . ~ ~ ~ Q L - E s .1. La Prop. 9 est applicable, en particulier, .à tout polyèdre fini 
simplement conncse. 
2. I,:i Prop. 1 du C'flap. III niontre que, réciproquement, si Hi(G) est de type 
fini pour tout i 2 O,  i l  en est de même de H i ( S ) .  

P r t o ~ ~ n s r ~ r o s10. Soit  Cr ( t r i  a n n e a u  principal,  et supposons que G )  = O 
polir O < i < p.  - i lors  ia srlspension Z appliqtte Hi(iZ, G )  sur  H;+,(,Y, G )  pour 
O < i 5 2 p  - 2, et est ltn ison~orphis?ne pottr O < i < 2 p  - 2. 
I;;,'n pnr!icliiicr, H , ( C ,  C;) = O p o ~ t rO < i < p - 1.  

( ' P  n ' e t  qite la transcription du Corollaire 2 à la Prop. 5 du Chapitre III .  
Prrorosr~ros11. ,Yo!'t /,. irtl corps c o n ~ m i l t a t ( f ,  ct supposons que H i ( S ,  1;) = 0 

po1;r i > !i in étnlit 1 / 1 1  rtcticr .firé 2 2) et qitc H,(S, 1:) # O. Alors ,  pour fo?tt 
rnticr ? 2 i l  c.ri.ylp I I ~ J(>tctirr, j ,  O < J < t l ,  frl ~ I ( PHiT,(Q,10 # O. 

i~:iisoiinc,:is par llnt)srircie. et soit i un entier mettant en défaut la co~lclusion 
cle la pr~opositiori. ( I i i i t t~  ü rernp1:icer i par iin entier inférieiir, on peut toujoiirs 
supposer qiie N,io,1;) # O. On n donc: 

r:',",' = if,i1,H , ( o , 1:)) = H , I S ,  1:) O H , ( E ,  1:) # O. 

.Je dis (lue les élrrnenth de E: "ont cles cycles pour d, quel que soit 
r 2 2 .  C'onime d r  n:)pliqiie E: ' dans E:'- - - 1  , on voit qu'on peut se borner 
au\ difi6rentielle~ (1, . 2 5 r 5 n.  Mais pour celles-là, le terrrie EZ-' "'-' --
H,-,(X,  k )  @ Hg,,-:(R, Ib) est nul, d'aprè5 I'hypothè~e faite sur 1. Il en est 
donc de n~dme cie Er- '-'-' , ce qui démontre not1.e fifiirmation. 

'\Tais d'autre part, ces éléments ne peuvent Gtre des bords pour la différentielle 
r!, , piiis<.jue celle-ci clirniniie le degré-hûse et qii'ils sont cl? degré-bz,se malimum, 
n. Il süit de !à que: 

IZ4 ' = Er ' # O,  
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(.e qiii est ahsurtle piiisque E, est contractile et a donc tous ses groupes d'honio- 
logie niils en dimensions strictement positives. 

COP,OLI.IJRF.D a n s  les hypothèses précédentes, i l  erzs!c tint znfinité de valeurs 
tlc i telles que H,(Q, k )  # 0. 

011 notera que ce corollaire résulte directement du Corollaire à la Proposition 
3 dii Chapitre I I I .  

7. Application au calcul des variations (théorie de Morse) 
Soit -Yiin espace de Riemann connexe et indéfiniment différentiable. Si a 

et 'b sont deux points de X, désignons par d ( a ,  b) la borne inférieure des longueurs 
(au sens de la métrique riemannienne donnée) des arcs différentiables joignant 
a et b; la fonction d ( a ,  b )  est une distance sur X,  compatible avec la topologie 
de S.Hopf et Rino~v [I'i] ont montré que, lorsqu'on munit X de cette structure 
d'espace métrique, les deux conditions suivantes sont équivalentes:5 

1) X est complet. 
I I )  Toute partie bornée de S est relativement conîpacte. 

1-n espace de Riemann vérifiant ces conditions sera dit complet ("normal", 
dans la terminologie d'E. Cartan). 

Soit alors X un espace de Riemann complet et connexe, et soient a et b deux 
points distincts de X (cette restriction n'étant d'ailleurs pas essentielle). Mar- 
iton ;Ilorse [BI, [26] a montré qu'il existe des relations étroites entre les pro- 
priétés liomologiqiies de E a , b  et les pi'opriétés des géodésiques joignant a à O 
(nombre de telles géodésiques, nombre de points focaux sur une géodésique 
"non dégériér4e"). En particulier, on a le résultat suivant: 

PHOPOSITI~S conncre12 ~Alarston Morse). Soient X u n  espace de R i m a n n  
< t cornp l~ t ,  C( C! li ( l (v .r  poznts distincts de X, E, b l'rspace des chemins tracés dans  
S ct j o t g ~ i a ~ i t  « f i  O, X ii;2 corps con?mtctat<f. Sz H,(E, b , k )  # O pour itne infinzté 
tlc i*alectrs (le l'rniicr i, 1 1  cxisle Iinc zn,/inzté de géodésiquts de -Y joignant a à b. 

(On troiivera une démonstration de cette proposition dans le livre déjà cité 
(le Seifert-Threlfall [27], $19, Satz III,  tout au moins quand le corps k est ceiiii 
(les entiers modulo 2; leur démonstration est valable dans le cas général sans 
n ticlin changement.) 

1.eh résultats di1 numéro précédent, joints à la Prop. 12, vont nous permettre 
(le démontrer la Proposition suivante: 

~'ROPOSITIOS 13. Soit .X 1112 espace de R i e m a n n  conncxc t t complet tel y tic 
H , ( ' i ,  %) # O pour a u  moins  u n  entier i # il. Si a ct b sont dcux  points distincts 
fil .Y,21 existe ilne zvjinité de géodésiques de X joignant a à 0. 

(Dans cet énoncé, Z désigne, comme d'ordinaire, le groiipe additif des entiers.) 
Soit 7' le revétement universel de X ;  on peut munir T d'iine structure d'espace 

( 1 lliemarin telle qiie la projection canonique T un isomorphisme~ -t -Y soit 
!oral, i l  en iéhulte q11e T ,  inuni de cette structure, est il11 espace de Riemann 
c.c,rint.xe et co~npl t t .Si n' tlé,qigne un point de T se projetant sur a .  et ai ( b : )  

:. llopf et I<ino\r  nc5 (16rnor.trent ce r6sult:it q u e  lorsque 1'e~p;ic.e (le I<ienianri .Y est (le 
~ l i t i ~ ~ ~ i ~ s i o i i2 et i i ~ i ~ i r i  rn:iis l r u r  dGnior~s t r :~ t io t~  tlu'i! ~ % * t  (l 'une s t r u c t u r e  arialyt ique ~.jie!lp~ 

:.::III , F : I I ) S ( ~ ~ ! : I ~ I E (  ( ! : I I I ?  1(i va- qui I ~ O \ I - intéresse.n;vrit 



désigne l'ensemble des points de T se projetant sur b, il y a une correspondance 
biunivoque (définie par la projection T + X)  entre les géodésiques de .T joi-
gnant a' à l'rin des b: et les géodésiques de X joignant a à b. Distinguons alors 
deux cas: 

a) Le groupe ni(X) a une infinité d'éléments (exemple: X est un tore). 

Il y a alors une infinité de b: ; comme sur tout espace de Riemann complet 
connexe il existe au moins une géodésique joignant deux points arbitraires [17], 
on en conclut que, pour tout i, il y a au moins une géodésique de T joignant 
a' à b: , d'où, par projection sur X, une infinité de géodésiques joignant a à b. 

B) Le groupe m(X) est fini. 

Dans ce cas, il nous faut montrer qu'il existe une infinité de géodésiques de 
T joignant deux points distincts donnés. Je dis d'abord que H,(T, 2) tL O pour 
au moins un i > O. Sinon, en effet, T serait acyclique et possèderait un groupe 
fini d'opérateurs sans points fixes, ce qu'on sait être impossible (Voir par exem- 
ple, [6], Exposé XII) .  
D'après le Lemme du Chapitre III ,  no 3, il existe donc un corps k et un entier 
i > O tels que H,(T, k) # O. En outre, puisque T est simplement connexe, 
i 2 2. Appliquant alors le Corollaire de la P ~ o p .  11, on voit qu'il existe une 
infinité de valeurs de i telles que H,(Q, k )  # 0, fi! désignant l'espace des lacets 
sur T. 

Soient alors x et y deux points distincts de T. D'après le Corollaire 2 à la 
Prop. 5, E,,, et Q sont de même type d'homotopie. Ils ont donc mêmes groupes 
d'homologie, et l'application de la Prop. 12 montre qu'il existe une infinité de 
géodésiques de T joignant x à y, ce qui achève la démonstration. 

On notera que ce résultat est applicable à tout espace de Riemann compact et 
connexe. 

,Vote. Il serait tout à fait désirable d'appliquer des méthodes analogues 8. 
celles de ce chapitre à l'espace des chemins fermés de X, espace qui est intime- 
ment lié aux géodésiques fermées de X (T'oir [23], Chap. 1-111). On sait que cet 
espace a été défini par 31. Morse (loc. cit.) comme une limite des produits "cy- 
cliques" successifs de X arec lui-même et non comme un espace fonctionnel; 
c'est bien entendu ce qui en complique l'étude. 

Il serait également intéressant d'appliquer les résultats de ce numéro à la 
théorie de 1: catégorie au sens de Lusternik-Schnirelmann. Il est assez naturel 
d'utiliser pour cela la notion de longueur, due à Froloff et Elsholz, et dont je 
rappelle la définition : 

Sqit R un espace connese, H*(n ,  li) l'anneau de cohomologie singulière de 
Q à coefficients dans le corps li. On appelle 1;-longl~eur de R la borne supérieure 
des entiers n tels qu'il existe des élément< sl, . . . , x,-I- E H*(G, k ) ,  tous de 
dimension > O, et d i  prodiiit non nul. 

Xous nous bornerons B donner le résultat suivant: 
14. Soit SPROPOSITIOX u i z  espace connt2.re par arcs et .siw~plcmrnt coritit>sc, 

R l'pspace Ses lacets sur S-. Si k est lrn corps corn?nrrtnt<f q,te!conqite, poilr q ~ c ela 
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k-loizgztcur de Q soit inJinie, il faut et 2 1  sztfit que H,(rl, k )  # O pour zine infinité 
de ralec~rs de l'entier i. 

La nécessité est évidente. Pour voir la suffisance, appliquons les résultats du 
no 2 (théorème de Hopf). Soit B lin système minimal de générateurs homogènes 
de H*(n, k). Distinguons deus cas: 

a) B a une in$nité d'éléments. 

Alors, d'après le th. de Hopf, le produit d'un nombre quelconque de ces élé- 
ments est non nul, et la k-longueur de 12 est bien infinie. 

p )  B a un nombre fini d'éléments. 

Soit alors q la borne supérieure des degrés des éléments de B. Si la k-longueur 
de n était un entier fini n, il en résulterait que HYQ, k) = O pour i > q ( 7 i  - l) ,  
d'où, pour les mêmes valeurs de i, H,(Q, k) = O, contrairement à l'hypothèse 
faite. 

COROLL-LIRE.Soit X un rspace de Rlcntann con/pact con ncxe simplt ment con- 
nexe et notz réduit à un point, !2 l'espace cies lacets sur  S.Pour tout corps Ii, la 
k-longueur de Q est infinie. 

S. 	 Application au calcul des variations : les géod6siques transversales à deux 
sous-variétés 

Soit A' un espace de Riemann compact, -4 et B deus sous-variétés de S. 
Marston Morse a montré que, si H,(EaSs , k) # O pour une infinité de valeurs 
de i (k étant un corps commutatif), alors il existe une infinité de géodésiques de 
X, dont l'origine appartient à 9, l'extrémité à B, et qui sont tranmersalcs à -4 
et B. Nous nous proposons de donner dans ce numéro des conditions suffisantes 
pour qu'il en soii ainsi. 

L'espace E z , B  . 
Commençons par étudier le cas où A est réduit au point x. Pour cela, consi- 

déroils l'espace E X , B  ; on sait (Prop. 7') que cet espace admet une rétraction 
de déformation sur B, donc a mêmes groupes d'homologie et de cohomologie 
que B. D'autre part, si f E Ex,B , désignons par p(f) le point f(0) e X. L'applica-
tion p est continue, et on voit comme au no 4 que le triple (EX,B, p, X) est ztn 
espace fihré; il est clair que les fibres de cet espace fibré ne sont autres que les 
divers espaces Ez,B, 5 e X. En définitive, nous avons donc obtenu un espace 
Jibré d'homologie isomorphe à celle de B, dont la Jibre est Ez,B et dont la base est 
l'espace X. Cet espace généralise celui étudié au no 5 (qui correspond au cas où 
B est réduit à un point). On tire de là: 

PR~POSITIGS15. Soient X un espace connexe par arcs et simplelnent connexe, 
B u n  sotls-~space de X ,  5 E ,Y. Supposons que: 

( 3 )  H , , ( S ,  1:) # O et H, (X ,  k) = O si  i > n (n étant un ~ n t i ~ r  2 2 ) .  

(13) I-I,(B,k) = O si i 2 n, k tlYsignant u n  corps commutatif. 



Il existe alors une  infinité de valeurs de l'entier i telles quc l 'on ait  Hi(E,,r, , k) # 0. 
Raisonnons par l'absurde, et soit m le plus grand entier tel que Hm(Ex,B, k) # O ;  

d'après la Prop. 3 du Chapitre I I I ,  on a :  

H,+n(Ex,B , h.1 = Hn(X, k) 8 Hrn(Ex,r, , k) # 0, 

ce qui est absurde puisque H,,,+n(Ex,B , k) = H,+,(B, k) = 0. 

Applicat ion a u x  géodésiques. 

PROPOSITION un espace dc R i e m a n n  compact connexe et simplement 16. Soit X 
connexe et soient A et B deux  sous-variétés fermées de X ,  telles que A n B = @; 
o n  suppose e n  outre que A est déformable e n  un point x e X .  Il existe alors une  
infinité de géodésiques de X qui  sont transversales à A et B. 

Soit k un corps quelconque, n la dimension de X; on a n 2 2 puisque X est 
compact et simplement connexe. Il  suit de là que le couple (X, B) vérifie toutes 
les conditions de la Prop. 15. On en conclut qu'il existe une infinité de valeurs 
de i telles que: 

H , ( E ~ , B, k) # 0. 

Mais, d'après la Prop. 5 du nu -1, E A , ,a même type d'homotopie que A X I ~ , , B, 
d'où le fait que H2(EA,B , 1;) # O pour une infinité de valeurs de l'entier i, ce 
qui démontre la proposition. 

Note. On trouvera une démonstration des résultats utilisés dans ce no dans le 
livre de Seifert-Threlfall, [27], $22, no 7. 

9. Homologie et cohomologie de l'espace des lacets sur une sphère. 

Prenons pour espace X la sphère Sn  (n 2 2), et étudions l'espace Q des lacets 
en un point x e Sn. Si E désigne l'espace des chemins d'origine x trac& dans 
Sn , on sait que E est un espace fibré contractile, de fibre Q, et de base S,, . On 
peut donc lui appliquer la suite exacte de Wang (Chapitre III ,  no 6): 

Puisque E est contractile, Hi(E) = O pour i > O, d'où: 

Hi(Q) = Hi-n+i(Q) si i > O. 

Comme Ho(Q) = Z et H,(Q) = O si i < O, on voit que l'on a ainsi obtenu: 
PROPOSITION17. Les groupes d'homologie à coejicienis entiers de l'rspace Q 

des lacets sur Sn sont les suivants: 

H,(D) = Z si  i = O mod. (n  - 1) 

H,(Q) = O si i # O mod. ( n  - 1) 

(Ce résultat est dû essentiellement à M. ;\Torse [25].) 
Nous allons maintenant étudier la structure multiplicative de l'anneau de 

cohomologie à coefficients entiers de Q; cette structure jouera un rôle important 
au Chapitre V. 
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Pour cela, érrivons la suite exacte de Kang  en cohomologic; on obtient le 
même résultat qile plus haut, avec le complément suivant: L'isomorphisme 
8 :  H1(S1j-+ H'-""(Q), déjîni par la suite exacte de Iliany, est une dériaution s i  n 
pst zmpair et une arztidérivation s i  n est pair (Chap. I I I ,  Prop. 7). 

Définibsons urie famille je,] d'éléments de H * ( R )  de la façon suivante: eo = 1, 
Bc, = e,-, ( p  2 1). 

11 est clair que ces relations définissent sans ambigiiité les e, par récurrence 
~ l i rp. et que e,  forme une base de H"'"-"(R). Pour connaitre la structure multi- 
plicative de H*(Q), il nous suffit donc de calculer e, . e, a (Q); c'est 
ce qui est fait dans la proposition suivante: 

PROPOSITION18. Les hypothèses et notations étant c e l l ~ s  de la Prop.  17, soit 
le,  ( p  = 0 ,  1 ,  . . .) la base de H*(Q) déjinie comme i l  zlient d'être dit. Les éléments 

e, sor~tde degré p ( n  - 1 )  et vérifient la  loi de multiplication: 

e p  e, = c,,,e,+, , o ù  c,,, est donné par: 

(8) Si  n est pair : c,,, = O s i  p et q sont impairs ,  

- [ ( P  + 9)/21!,', , sinon. 
C p ' q  - [ p / 2 ]! [q: -1. 

(On a noté [x]la partie entière du nombre x . )  
Calciilons y = O(e, . e,). Puisque 8 est une dérivation (si n est impair), OU 

une antidérivation (si n est pair), on a dans tous les cas: 

LIais d'autre part, r, ,  . c, = ~,,,c~,+,~, d'oii y = c,,, . ep+q-l . En  comparant, 
on obtient: 

C, ,p=Cp- l .*+(-1)  pi n-1) 
C p . q - 1 .  

Il est clair que cette relation détermine c,,, par récurrence sur p + q à partir 
(le c,,," = 1. Il siiffit alors de vérifier que les expressions qiie nous avons données 
clans I'enoncé de la Prop. 18 sat'isfont à la relataion précédente, ce qui réstiltc des 
propriétés conniies (lei; coefficients hinomiaux. 

('orinr.r..\rn~: 1. Si n c ..;t impair ,  o n  n:  (c l )"  = PIC,, . Si IL est puir, o u  CL: (CI)'  = 0, 
jri>li' = P I C - ,  , f,l.ro,>= C2,>.C1= P ' : p c l .  

i o r i  oiiservei:~qiie les formiiles pi~écédtlntes suffisent à retroiii-ei 1:i. taljle de 
niiilt iplication tics r , , \ . )  

( 'OKOLL.~IRP:2 .  11, s i ~ / ~ ~ o / L s  	 la s p h e r ~S,, . 1,'aigèltrepar il,, I'P'.spnrc (10s 1accf;s sur 
lZ*(fi,L),11 pnir, I s! i s ~ r i o r p h cCL!/' i ) r o ~ / t ~ i tt ~ r t s o r f ~ l(1~sn1gèbrc.s If*(S,-I) et 
TI	* 1!227 -1 1 .  

( ' c . 1 : ~  iésiiltc itn:r?é~list~nicnt I'i~oposition 15.tlc I:L 

http:f,l.ro,>


COROI,L.ZII~E3. Sozt Ii ut1 corps ( / c  c7urrrcatiria/lq~trn1rllc. - t 10, \. .ri I L  r.\/ ~ t t ~ p n i t ,  
H*(Q,  , K )  est zsomorphc (i clnc algi.brc d( polrlno,nt A U I I  !jiicérritc rtr 0 1  (lc!/tit i  

( n  - 1 ) ;  s i  n est pair,  H*(!2, , IL)  cst îsonzorphc azr protl~clt /oisorirl  d ' t o i ~  nlgrbtc 
cxtérzeure engendrée par rrn élément de  dcgrE ( n  - 1 )  ct ( l 'co i (  ril!libtc ( I r  ~)ulrl~iotnt.s 
engcndréc par un élément d e  degré 201 - 1 ). 

Cela résulte immédiatement du Corollaii~e 1. 
Prenons maintenant pour coefficients un corps 1< dc cz,tr:ic.téiiitiyue p ,  t>t 

désignons par j ,  les e(,,> , i = 0, 1, . . . . On tire facilement dc la Piop. 18 I t b  

fait que (j,)' O que les ji"' . . .  f,""O 5 a ,  < p )  foimc.111 iint5 t j : ~ ~= et ( I t b  

11*(52, K) (Cf. J. Dieudonné, Semi-dérzcatzons et jormult dc ï ' iri l lo~o i  raruc -
téristique pl Archiv der Math., 2,  1950, p. 361-366). D1o;i: 

COROLLAIRE4. Sozt K rtn corps de caractérzstiquc p; sz n tsf ?mpaz l ,  l'alyCbr<, 
H*(% , K )  est isomorphe à une algèbre dc polynomes d u n e  înjinité de génératetrrs 
ft(i = 0, 1, . . ), nzodulo l'idéal mgendré  par lcs ( j , )" .L c s f ,  sont de degré p ' ( n  - 1 ). 

Il suit de là que, si p = 2 ,  H*(Qn , Ii) est iine algibrc rxtérlezire engendrée 
par des éléments de degré 2 ' ( n  - 1) (n  pair oli impair). 

IL'ote. Les corollaires 3 et 4 sorii valables sans changcmeiit pour l'espace des 
lacets sur un espace X ayant même cohomologie (A vitleurs dans K )  qiie Sn et 
simplement connexe. 

CHAPIT~IEy. (:li01.1>E~ D'HO~IOTOPIE 

1. Méthode générale 

Soit X un espace clonnese par arcs dont l'homologie est siipposée conniic; 
noiis voulons déterminer, au moins en partie, les groupes (I'homotopie dr  S. 

Pour cela, définissons une suite d'espaces (Y,, , T,) de la mariiCre i.riivantse: 

Xo = X ;  
T i  est le re~ê t~cment  ;universel de I;,, 

XI est l'espace des lacets sur T l  ; 

T2est le revêtement universel de -Y1; 

X2 est l'espace des lacets sur T ?  ; 

etc. 


LE:MME1 .  LCSgroupes d'homotopie dcs cspaccs Snsont c!onni.s pur 11 s for~)t?rlcs: 

ao(X,)  = O ,  al(-X,,) = n n + i ( X ) , . . . , a,(.',,) = x , + , , ( S ) .  

Ces formules sont vraies si n = O ;  raisonnons par réciirreiic.e, et supposons- 

les vraies pour n - 1 .  Comme T ,  est le revêtemcnt iinivcrscl de .Y,,-t on a: 


xo(T,) = n l ( T n )  = 0, ~ ~ ( 7 ' ~ )X , + ~ - I ( ~ Y )  (i 2= 2). 

l i a i s  d'autre part, si A eht un espace connesc par arcs et simpleinent connexe et 
R est I1c+pace des lacets sur A ,  on a a , ( R )  = comme il résulte de In a ,,l(.l), 
définition des groupes d'homotopie donnée pal Hiirewicz [18],oii encore, hi l'on 
veut, de la suite exacte d'homotopie appliquée X 1'espac.e fihré cles cheminb de .l 
dont I'origiiic P S ~fisbe. 
En ;tppliquant ceci à il = 7',,, 13 = S,,, on obtient le iésultat cherché. 
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COII~LL.%IKE. 2 1, on a: HI(X,, 2)  a,+l(X).Si n = 
&Ainsi, si l'on pouvait calculer les groupes d'homologie à coefficients entiers 

des espaces X,  et T ,  , on connaîtrait les groupes d'homotopie de X. En fait, les 
méthodes à notre disposition sont trop faibles pour pouvoir satisfaire à une 
pareille exigence. Cependant, en utilisant les résultats du Chapitre IV nous 
obtiendrons des relations étroites entre H(T,) et H(X,), et en utilisant la suite 
spectrale des revêtements (Chapitre 1, n06), nous obtiendrons également des 
relations entre Ii(TnL1) et H(X,). L'étude de cette dernière suite spectrale sera 
grandement facilitée par le fait que !e groupe fondamental de X, (i.e. a,+i(X)) 
opPre trivialement sur les groupes d'homologie et  de cohomologie de T,+l si 
n 2 1; en effet, X, est alors un H-espace (Chap. IV, Prop. 1) et tout H-espace 
jouit de cette propriété (Chapitre IV, Cor. à la Prop. 3). 

Conditions de validité. 

La méthode qui précède n'est pas applicabIe telle quelle à tous les espaces X 
connexes par arcs. En effet, pour pouvoir utiliser le revêtement universel de 
l'espace X, ,nous devons nous placer dans les conditions d'application dü Chap. 1, 
nOG,c'est-à-dire exiger que X, soit localement connexe par arcs et  localement 
simplement c o n n e ~ e . ~  

Sous allons indiquer une propriété de ,Y qui entraîne que les conditions 
précédentes soient remplies : 

DÉFISITIOS. -VOUS dirons qu'un espace X est (GLC) s'il existe un voisinage 
% de la diagonale de X X X, et une application continue F:% X 1 X, telle que: -t 

(4 F(x, x, t) = x pour x e X,  t e 1; 

F(x, y, O) = z, F(x, y, 1) = y pour (x, y) e %. 

EXEMPLE:Tout rétracte absolu de voisinage, et  en particuiier tout polyèdre, 
est (GLC). 

Si X est (L'Le), il en est de même de l'espace des lacets sur X et du revêtement 
universel de S,comme on le voit tout de suite. 11 suit de là que les espaces 
X, et T ,  attachés à Ssont (ULC), et, a fortiori, localement connexes par arcs, 
et localement simplement connexes.' 

Dans la suite de ce chapitre, nous nous bornerons à étudier l'homotopie des 
espaces (CLC). 

Or1 peut toutefois se débarrasser de cette condition; pour cela, il faut renoncer à nti-
Iiser les espaces X, et  T, et  se borner 31 parler de leurs "complexes singuliers". 011doit 
alors transposer les Chapitres II et  11' pour les mettre en accord avec ce point de vue, ce 
qui n'offre pas de dificultés essentielles. On peut ainsi établir les Prop. 1 et  2 du no 2 en 
ioutr gbndralité, telles qu'eiles sont Bnoncées dans J28]. -

'Signalons que, dütis ce cas, X, est homéomorphe A l'espace des applications inessen- 
tieiles de la sphPre S, dans l'espace X' qui envoient un point fixé de Sn en un point fixé 
de S. 
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2. Premiers résultats 
P ~ : O P ~ S I T I ~ N1. Soit S U I L  espace (ULC) tel que ao(X) = ai (S)  = O, et sup- 

posons que les groupes H,(X, Z) soient de t y p e j i n i  pour tout i 2 O. Alors les groupes 
n,(X)sont de tppe .fini pour tout i 2 0. 

Il nous suffit évidemment de montrer que les groupes d'homo!ogie des espaces 
X, et T, sont de type fini en toute dimension. 

Ceci est vrai pour Xo = X par hypothèse; pour T l ,  puibque Tl = Xo ; c'est 
aussi vrai pour XI , puisque XI est l'espace des lacets sur TI (appliquer la Prop. 
9 du Chap. IV  avec G = Z). 

Raisonnons par récurrence sur n, et supposons ce fait démontré pour n - 1, 
arec n 2 2. 

I'iontrons que H,(T,, Z) est de type fini pour tout i 2 O .  Pour cela, soit 
ri = u , ( X )  le groupe fondamental de X,-l ; Iï est un groupe abélien de type 
fini puisqu'il est égal à Hl(X,-l , Z), et il opère trivialemelit sur les groupes 
d'homologie de T ,  , d'après ce qui a été dit au nOl. Considérons la suite spectrale 
attachée au revêtement T, -+ ,Y,-1 ; d'après la Prop. 4 du Chap. 1, le terme 
E;.' de cette suite est isomorphe à HP@, H,(T,, Z)),et le terme E, est le groupe 
gradué associé à H(X,-l, Z). Puisque ïi opère trivialement sur H,(T,, Z) 
on a :  

= Hp(ri, Z) O H,(T,, Z )  4- Tor(H,-I(II, Z), H,(T,, Z)). 

On peut alors recopier le raisonnement de la Prop. 1 du Chapitre III, partie 
( B ) :  puisque ri et les H,(,Y,-l, Z) sont de type fini, on en tire que les HL(?', , Z) 
sont de type fini. 

Cela étant, la Prop. 9 du Chap. I V  déjà citée montre que H,(X, , Z) est de 
type fini pour tout i, ce qui achève la démonstration. 

T'arinntes. En compliquant; un peu la démonstration, on peut se borner à 
siipposer que H,(X, 2)est de type fini pour i < n (n 2 2); on montre alors que 
n,(S) est de type fini pour i < n, et que, pour i = n, le noyau de l'homomor- 
phisme: n,(X) --.H,(X, Z) est de type fini ainsi que le quotient de H,(X, Z) 
par son image. On petit également remplacer i'hypothèse "X est simplement 
ronnexe" par la suivante: ",Y est simple en toute dimension". Comme nous 
n'utiliserons pas ces résultats, nous en laissons la vérification au lecteur. 
Rappelons le rBsiiltat suivant, bien connu: 
Si S est un polyèdre fini, a,(X) est dhombrable (immédiat par approximation 
simpliciale, Cf. i181). 

PROPOSITION = = O et que 2. Soit -Y u n  espace (C'LC) tel que m(X) al(X) 
les groupes H,(X, 2) soient de type fini pour tout i. S i  k est ztn corps, supposons 
que H,(X, k )  = O pour O < i < n; alors a,(X) @ k = O pour O < i < n, et 
n,(X) @ k = H,(X, k). 

Xous prouverons d'abord le résultat suivant: 

LEMME2. Avec les hypothèses précédentes o n  a ( s i  j 6 n - 1): 


(H,(x,, k) = O s i  i + j < n et i > 0, 
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XOUYraisonnerons par récurrence sur l'entier j, le lemnie étant visiblement 
vrai si J = O. Supposons-le vrai pour j - 1 (1 6 j In - 1). 

Considérons d'abord T, , revêtement universel de XI-1 ; soit II le groupe 
fondamental di? ;on a II @ k = H1(X,-1) €3 k = Hl(X,-1, k) = O. Comme 
II est de type fini d'après la Prop. 1, il suit de là que II est un groupe fini dont 
l'ordre est premier à la caractéristique de k. En appliquant alors le Cor. 2 à 
la Prop. 4 du Chap. 1, on voit que H,(T ,  , k) = H,(X,-1, k) pour tout i 2 0. 

En appliquant la Prop. 10 du Chap. IV à T, et à son espace de lacets X,  , 
on obtient le résultat cherché. 

Ce lemme une fois déniontré, on peut écrire: 
a,(X) @ k = Hl(Xi-1) €3 k = Hi(X;-1, k), d'où: 
sz' i < n, ri(X) @ k = O, et 
s i  i = n, an(X) @ 1: = Hn(X, k), cqfd. 

REMARQUES. diagramme1. Il résulte de la démonstration précédente et dii 

(1') du Chap. II, n07, que l'isomorphisme entre rn(X)  €3 k et H,(X, k )  est 
défini par i'homomorphisme canonique: an(X) -+Hn(X). 2. Si on remplace le 
corps k par l'anneau Z des entiers dans l'énoncé de la Prop. 2, on obtient un 
théorème classique d'Hurelvicz [18]; la démonstration précédente est encore 
valable, et se simplifie même notablement, du fait que les groupes II qui y inter- 
viennent sont réduits à l'élément neutre. 3. En compliquant un peu la démons- 
tration, on peut prouver ceci: si k est de caractéristique p, les composantes 
p-primaires de ?rn(X) et de Nn(X) sont isomorphes. (Rappelons qu'on appelle 
composante p-primaire d'un groupe abélien A le sous-groupe de A formé des 
éléments dont l'ordre est une puissance de p.) 

3. Finitude des groupes d'homotopie des sphères de dimension impaire 

LEMME3. Soit X un espace tel ~ Z L Pno(X) = s1(,'i') = O et que l'algèbre de 
cohomologie de X à coeficients dans un corps Z< soit isomorphe à une algèbre de 
polyno?nes K[zL], engendrée par un élénzcnt u de degré n pair (n 2 2). 

Dans ces conditions, l'algèbre d< cohomologie H*(Q, K)  de l'espace Q des lacets 
sur X est isomorphe à une algèbre extérieure engendrée par un élément u de degré 
n - 1. 

(Autrement dit, ~ ' ( 9 ,K )  = H"-'(Q, K)  = K, et H'(9, K)  = O si i f O et 
i f n - 1.) 

D'après la Prop. 10 du Chap. IV ,  Ht(Q, K )  est isomorphe à H'+'(x, K) 
pour i < 2n - 2. D'où le fait que HYQ, K) = O pour O < i < n - 1. 

D'autre part, considérons la suite spectrale de cohomologie du n05 du 
Cliap. IV. Vu les hypothèses faites, on peut appliquer la Prop. 8 du Chap. II qui 
montre que le terme E, est isomorphe au produit tensoriel gauche d'algèbres: 
H*(X, K) 8 H*(Q, K). Sous identifierons H*(X, K)  et H*(Q, M)aux sous-algè- 
bres H*(X, K) €3 1 et 1 @ H*(Q, K)  de ce produit tensoriel. On observera 
enfin que les seules différentielles d, éventiiellement non nulles sont celles qiii 
correspondent à r = n, 2n, 3 n ,  . . . etc. 



1)';ipri's la Prop. 10 di1 Chap. I V  déjà citée, Hn- ' (9 ,  I i )  cst I'ensc.rnt,le clcs 
niultiples d'un élément u tel que: 

d,,r = u. 

Designons par U llensenii)le des éléments de E,,dolit le ~1cgi.é-fihixe ebt inféi ieiir 
ou égal à n - 1. Les éléments uk et zdli @ v forment iiiie ) m e  Iiomogène de C, 
et l'on a :  

d n ( u k ) = O 1  ~ , ( u ~ @ u ) = ~ L ~ + ~= O, 1, . - -).( k  

Il suit de là que tous les cocycles de li sont des cobords (sauf l'élément imité l), 
et il en résulte que l'image Ur de U dans les termes 13, suivants est niille en 
dimension >O. 

Nous allons maintenant montrer qii'il n'esiste auciin élément de H*(R, I i )  
de degré Z n  et non nul (ce qui ac1ièver:t la démonstration). liaisonnons par 
l'absurde. et soit w # 0, homogène et de degré 2 n, et appartenant à H*(R, I<); 
on peut supposer en outre que w est de degré minimum parmi tous ceus qui 
jouissent de cette propriété. Nous allons examiner les différentielles successives 
de W. Vu la dernière hypothèse faite sur 111, les d,w appartiennent à I ;  , et sont 
donc nuls si r > n. Ceci montrt: que la seule diffkrentielle à esaminer est dn . 
Or dnw = u @ w', avec w' e H*(Q, K)  et deg. w' = deg. TL) -72 +1. On a donc 
w' = Icu, k e K, et d,w = k u  @ v. Alais puisque d,,(u @ v) = u2 # O, ceci entraîne 
k = O et dnw = O. Il suit de là que toutes les différentielles de w sont nulles, et 
que w définit un Blément non nul de E,  ce qui est ahsurde piiisque E, est nul 
en toute dimension >O. 

Ceci achève la démonstration du lemme. 
Note. Ce lemme peut être considéré comme une réciproqiie (partielle) ti'uii 

théorbme de A. Borel [Il, disant que, si l'algèbre de cohomologie de Q est une 
algèbre extérieure, alors celle de X est une algèbre de polynomes. On observera 
que ces deux résultats sont valahles sans hypothèse sur lc corps de !wse, alors 
(lue, "en sens inverse", si l'on suppose que l'algèbre de cohomologie de -Yest 
une algèbre extérieure à un générateur, celle de 0 n'est une algèbre de polynomes 
que si la caractéristique de K est nulle (Cf. Chapitre IV, C'or. 3 à la Prop 18). 

Soit Sn  une sphère de dimension impaire (n 1 3), et définissons les espaces 
X,, et T m comme il a été dit au nol.  Xoiis allons déterminer H*(X,,,, K) et 
H*(T, , K),  K étant uri corps de caractéristique nulle. 

Puisque Ti = X, Xi est l'espace des lacets sur Sn  et d'après le Cor. 3 à la Prop. 
18 du Chap. IV, H*(Xl , K) est isomorphe à une algèbre de polynomes à un 
générateur de degré n - 1 .  Comme Tq = Xi , il en résulte que H*(X? , R)est 
isomorphe à une algèbre extérieure engendrée par un élément de degré n -- 2 
(Lemme 3). Ceci signifie que H*(X2 , K) = H*(Sn-2, K).  En utilisant à nouveau 
le Cor. 3 à la Prop. 18 di1 Chap. IV, on voit que H*(X3, K)  est isomorphe à 
une algèbre de polynomes engendrée par un élément de degré n - 3. (Ceci est 
licite, car la démonstration de ce corollaire s'appuyait iiniquement siir la suite 
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esacte de Wang, qui est valable sous des hypothèses purement homologiques.) 
On peut continuer cette détermination de proche en proche, et l'on trouve al- 
ternativement une algèbre de polynomes et une algèbre extérieure. En  parti- 
culier, H*(X,-l, K) est une algèbre extérieure engendrée par un élément de 
degré 1. 

Soit T ,  le revêtement universel de Xn-1 ; puisque ri(Xn-i) = *,(Sn) = 2, 
on peut appliquer à ce revêtement le Cor. 1 à la Prop. 4 du Chap. 1et on voit 
ainsi que HYT, , K) = O si i > O. (Comparer avec le fait que le revêtement 
universel de T, tore à une dimension, est R.) Il  suit de là que H,(Tn , K) = O 
si 1. > O, d'où (Prop. 2) r,(Tn) @ K = O pour tout i.Comme a,(Tn)= *,+n-i(S,) 
(i 2 2 ) , il suit de là que: 

*i(Sn) é3 K = O s i i  > n. 

Cette relation signifie que le groupe *,(Sn) est un groupe de torsion (i > n); 
mais comme c'est un groupe de type fini (Prop. l ) ,  c'est donc un groupe fini, et 
nous avons démontré la proposition suivante: 

PROPOSITION3. Les  groupes ?ri(Sn) (i > n) sont f in is  s i  n est i m p a i r .  
Xote .  C)n pourrait étudier par un procédé analogue les groupes d'homotopie 

des sphères de dimension paire. Les calculs étant plus compliqués, nous avons 
préféré suivre une méthode indirecte que l'on trouvera au no6. 

4. Calculs auxiliaires 

Dans t o i ~ t  ce no, X désignera un espace connexe par arcs et simplement con- 
nexe, Q l'espace des !acets trac& dans X.  On notera E, la suite spectrale de 
cohomologie de l'espace des chemins tracés dans X et d'origine fixée (Cf. Chap. 
IV, n05), les coefficients étant pris dans un corps K de caractéristiqlse p.  Kous 
écrirons H*(X) et H*(I?)au lieu de H * ( X ,K )  et H*(Q, K ) .  

Ces conrentions étant posées, donnons d'abcrd un Lemme qui est iinc1 légère 
variante du Cor. 4 à la Prop. 18 du Chap. I T T :  

I ,L \~vE4. S u p p o s o ~ i s  que HYX) = HW'(S,)pour z p ( q  - 1) + 1 ( q  irnpazr 
2 3 i. 'qlorb le sous-espace de  H*(Q)formé dcs éléments de degré 5 p(q - 1) admet  
u n e  base homogène formée des élemolts: 

( l , ~ , ~ ~ ,, y P - l , ~ }  où deg.!, = q - 1,deg.z = p(q- l) ,  y" = O. 

En dimension inférieure ou égale ii. p(q - 1) + 1,on a El = Hf(X) O H*(I?). 
Il en rt5iilte que tout élément honiogi.ne de E2 dont le degré total est 
S p j q  - 1) + 1 appartient soit à Zi*(Q). soit à z H*(Q), où ni désigne un 
élément iion nul cle Hq(X). Puisque les différentielles r?, aiigmentent le degrb 
total d'iine unité et le degré-hase de r imités. on voit que. pour les élément? 
de dcgrG total s p i g  - 1)' la seule diffbrentielle à considérer est t I ,  . Comme 
le groupe teimiiial E, doit être ni11 en toute dimension strictement positi\.e, on 
en cori(Ilit qiie ri, définit i somorpi i isn~c e (Ie 1i7(o)s ? ~ rH"~-'~!I) polir 
O < L 5 p ( q  - 1).  

En outre, q étant impair, cet i5omorphismc est iine dérication. De 13 p r c m ~ ~ i e  
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propriété de O, on tire que II'(Q) = O si i $ O mod.(q - 1) et H'(9i = li si 
i = O mod.(q - l ) ,  pour i 6 p(q - 1). On désignera par y un élément non nul 
de HP-'(fi), par z un élément non nul de fi). De la de~isiènle propriété 
de O, on tire que B(yJ) = j . y'-1 .By, d'où gJ # O si j < p ,  et y" = O. Ceci nchève 
la démonstration. 

LEMME5 .  Supposons  que le sous-espace de H*(X) ,formé cles é lémtr~ts  dc degré 
5 m p  (m pair 1 2) admette zilze base formée des éléments homogènes: 

o ù  dey. y = ml deg. 2 = p m  et y P  = O. Alors le sous-espace de H*(fi) jornlé des 
éléments de degr6 $ m p  - 2 admet une  base formée des éléments homogènes 11, v, t )  
où deg. v = m - 1 et deg. t = m p  - 2. 

En dimension S m p ,  E2= H*(X) 8 H*(Q) et d'autre part, d'après la Prop. 
10 du Chap. IV, H1(Q)= O si O < i < m - 1, et H"-'(Q) est engendré par un 
élément v tel que d,zl = y. 

On tire de Ià que les éléments de E,  de degré-fibre $ m  - 1 et de degré total 
S m p  - 1 forment iin sous-espace V de En,,stable pour d ,  , et admettant la 
base homogène suivante: 

La différentielle d m  y est donnée par les formules: 

dmyk  = 0 pour tout l;, dmyk  @ v = Il':*'. 
Il siiit de la que toiis les cocycles de I; sont des cobords, à la seule esception 

des combjnaisons linéaires de 1et d e  $-'@ u (ce dernier parce que y'' = 0). 
En outre (.es éléments sont des cocycles pour les différentielles d ,  ( r  > m )  vu 
que leur degré-fibre est O et 771 - 1. 

Cela étant, on montre comme dans le lemme 3 que HZ(Q) = O pour nt - I < 
i < m p  - 2. Par contre, en dimension m p  - 2, il doit y avoir un élément t tel que: 

sinon, y"-1 8 u définirait un élément non nul de E, , ce qui est impossible. 
Enfin, tout élément de H'""-'(R) est un multiple scalaire de t ,  car tout autre 
élément serait iin cocycle pour toutes les différentielles d ,  ,donc définirait encore 
iin élément non nul de E,  . La démonstration est donc achevée. 

5. 	 Le premier groupe d'homotopie d'une sphère de dimension impaire qui est 
non nul modulo p 

Dans ce numéro, -Y sera une sphère cie dimension impaire 2~1+ 1 ( n  1 l ) ,  
et ,Y, sera l'espace défini à partir de X comme il n été dit aii nOl. Soiis noterons 
encore H*(X,) l'algèbre de cohomologie de -Y,à coefficients daris i ~ ncorps de 
caractéristique p. Sous  allons calciiler les premiers groupes cle cohomologie 
des -Y, : 
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L C M ~ I E6. 1-O?~l!i j ibt . (~dc roho~noloqze H*(X2,-1) et H*(XzI ) ,  1 5 i S n ,  
atl~nettent 1cs b<is,,sito~iîogines suicantes: 

(H*(s.,-,\: bc sc ; 1, .t., .Y', . . . , xP-l, y )  (en dimension S p ( 2 n  - 2i + 2 ) ) ,  

I
1 

nti deg. z = 2n - 2i + 2, deg. y = p(2n - 2i + 2 ) ,  2" = 0. 
> 1 

H * )  : base 1 1 ,  c,  t )  (en dimension 5p(2n - 2i +2) - 2 )  
1 où deg. u = 2n - 2i + 1, et deg. t = p(212 - 2i + 2)  - 2.I 

Pour i = 1, le lemme résulte immédiatement des lemmes 4 et 5 .  A partir de 
là, raisonnons par réciirrence sur l'entier i ( 2  5 i 5 n ) .  

Nous devons d'abord déterminer H*(X2,-*) jusqu'à la dimension p(2n -
2i + 2 ) ;  je dis que nous pouvons appliquer le lemme 4, en posant X = X2i-2, 

= X2,-, , q = Cn - 2i + 3. En effet, d'après l'hypothèse de récurrence, on 
a H*JX2,-2)= H*(Sp)pour les dimensions S p ( 2 n  - 2i + 4)-3 et il nous faut 
seulement vérifier que: 

or ceci s'écrit: p(2n - 2i + 4 )  - 3 2 p(2n - 2i + 2 )  + 1, ou encore 2p 2 4, 
ce qui est bien exact. 

Ceci fait, la détein.ination de H*(X2,) résulte tout de suite du Lemme 5 .  
Nous allons tirer de là la proposition suivante: 
PROPOSITIOX F p  le corps $ni à S i4. Désignons par p Eléments, p premier. 

7n est impair 2 3 ,  on a: 

I ~ . ( s , )  B F,  O m < i < m + 2p - 3,= pour 

jni(S,) €4 F, = F ,  pour i = m + 2 p  - 3. 

Posons m = 2n + 1 pour nous conformer aux conventions de ce no. D'après 
ie lemme 6, l'espace X 2 ,  défini à partir de X = S2n+lcomme il a été dit au nO1 
a pour cohomologie à coefficients dans F,  les groupes suivants: 

Le groupe fondamental de X2, est ~ 2 , + ~ ( § ~ , + ~ )  = Z, et son revêtement universel 
est T2n+l; en outre Z opère trivialement sur les groupes d'homologie et de co- 
homologie de Tzn+l(Cf. nOl). En appliquant le Cor. 1 à la Prop. 4 du Chap. 1, 
on trouve alors que: 

H'(T~,+~)= = F p  et H ~ ( T ~ , + I )  = O si O < i < 2 p  - 2.H ' ~ - ~ ( T ~ ~ + ] )  

En appliquant la Prop. 2 à T2,+1, on obtient: 

Comme n,(Tz,+,) = = si i 2 2, la proposition est démontrée. ~ ~ ( X 2 n )T , + ~ , ( S ~ ~ + ~ )  
EXEMPLE.K , ( S , )  @ F p  = O pour 3 < i < 2p: ceci signifie que le groupe 

n,(Sû)est un gisoiipe fini dont l'ordre n'est pas divisible par p. De plus nàp(S7)8 F P  



= Fr,: le  groupe ao,!S:) est somme directe d'iiri groupe fini <i:)iit l'ordre n'est pas 
divisil:lle par p et d'uii groupe cyclique d'ordre p y l i  2 1). Il e.~:3 noter que 1s 
méthodr que nous al-ons suil-ie rie nous donne aucwt reii.-eig:ie:i-ierir sur l'entier 
1;; poiir en obtenir, il faudrait effectuer cles calccl,i h cüc.$ic:'ric,~rt.~ qui est c i : i i c rs  c r  

incornparahlement plus difficile qu'à coefficients d:iris sin coi.pc- (r~oiis n'ar-onc: 
pu les faire que pour les petites r.aleui.s de i). 

On notera que rg(S::)@ F3 = F3 ; l'on savait d6jh c l i i ~~prî,(S:j@ F;r était 
différent de zéro: résultat obtenu par S.E. Steenrod (et non putjiié j .  

Extensions  possibles dc.s rés:iltats préckdewts. Sous  avoili: obtenii le premier 
groupe d'homotopie de S,, ( m  impair 2 3 ) ,  apres le ?n-L'me,yiii fasse inter\-enii. 
un nombre premier donné. I l  est possible de pousser plus loin notre niéthotle et 
d'obtenir des renseignements sur les groupes suivants. Cependant les calcills se 
compliquent avec une si grande rapidité qu'il n'a pas été jugé utile de les donner 
ici/ 

6. Variétés de Stiefel et sphères de dimension paire 

Soit WY,,-l la ~ a r i é t é  cleh vecteurs unitaires tangents à la sphère Sm 
(m pair 1 2 ) ;  cette variété a été étudiée par Stiefel qiii a notnnimetit calrulé 
ses groupes d'homologie : 

et les autres groupes ti'homologie sont nuls. 
Cette variété est fitbrée de facon évidente, la 6Lre 6tant Sm-1, la base S m  (il 

serait facile, en utilisant ce fait, de retrouver au moyen de la suite spectrale les 
groupes d'homologie de W2,.,-l). De cette fibration résulte la suite exacte suivante: 

Cette suite exacte n bouvent été utiliaée poiir ohtenir des reri~eignenients sur les 
groupes d'homotopie de . Ici contraire, (.'est r,(S,,,)au cl~i'elle va noiii 
permettre d'étudier. 

Pour cela, remarqriori* que W2,,-l a lt7 t n f n l ~  ~ J I C  qrotipc1~otr /üloqi~ S2,-1 , ci 
%, ( 2 )  pr i s .  Cela va noil\ donner: 

I,EIIIIE (ln peur / ir!i ,  porlr 7 .  Les yroitpcs rl'liornofopic T,(W?,,,-~) 2 2 )  - ~ o ~ t  

tout i, sayj' T ~ , - ~ ( W ~ , , - ~ ~  t l i ~ . c c f ~  jirii doritq u i  est la somwzc tle Z c i  t?'ict! y r ~ l c p c ~  
l'ordre est wze ptizssance de 2.  L n  oirtrc, polir f o ~ t  p premier, p # 2 :  

a,(W2,,-1) @ F, = F ,  pour i = 2m -k 'LP - 4. 

Si m = 2 , le revêtement universel de W3e ~ tS3, et le lemmc e*t !in cas parti- 
crilier des Prop. 3 et 4.On peut donc suppo.er que m 2 4, ce qiii entraîne que 
W2,-1 est simplement ronnexe. 

En appliquant tciut d'üb,ord la Prop. 2, on voit qiie l'on a :  
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pour tout corps K de caractéristique # 2. En tenant compte du fait que les 
groupes d'homotopie de W2m-1 sont de type fini d'après la Prop. 1, on voit que 
T,(W~,-~)est un groupe fini dont l'ordre est une puissance de 2 si i < 2m - 1, 
et est somme directe de Z et d'un groupe fini dont l'ordre est une puissance de 
2 s i i  = 2 m - 1. 

Ceci étant, on n'a plus qu'à obsrvem: que les raisonnements de la Prop. 3 
(resp. de la Prop. 4) ne font intervenir que l'homologie de S2,n-1 à coefficients dans 
un corps K de caractéristique O (resp. p). Ils s'appliquent donc sans changement 
à si p # 2. 

COROLL-\IRE1. Pour i < 2m - 1,i = 2m et i = 2m + 1, l'ordre de n,(Wi,,-1) 
est une puissance de 2. 

COROLLAIRE2. Les groupes ?r,(Sm), i > m et m pair, sont des groupes jïnis 
à la seule exception de T ~ ~ - ~ ( S , )  qui est la somme directe de Z et d'un groupe jini. 

Cela résulte immédiatement du Lemme 7, de la Prop. 3, et de la suite exacte 
d'homotopie de W2,,,-1 . 

COROLLAIRE3. Les composantes p-primaires des groupes jinis r,(Sm) et 
T,-~(S,-~) (m pair) sont isomorphes si 2m - 1 < i < 2m f 2p - 4, p étant 
un nombre premier. 

Si p = 2, il n'y a rien à démontrer. Supposons donc p # 2. Ecrivons la suite 
esacte d'homotopie de Wqm-l : 

Si i vérifie les inégaiit6s de l'énoncé, tous les groupes écrits ci-dessus sont Jinis, 
sauf si i = 2m, auquel cas le dernier est somme directe de Z et d'un groupe 
2-primaire (c'est-à-dire dont l'ordre est une puissance de 2). Il en résülte que les 
composantes p-primaires de ces 4 groupes forment encore une suite exacte, et 
comme, d'après le 1,enime 7 les deux termes extrêmes sont nuls, le résultat est 
établi. 

RE~IARQUE.Ce résultat peut être considéré comme un complément modulo 
p au théorème de suspension de Freudenthal qui donne un isomorphisme entre 
T , - ~ ( S ~ - ~ )et *,(Sm) pour i < 2m - 2. On observera cependant: (a) que le 
résultat de Freudenthal ne suppose pas que m soit pair; (b) que nous ne savons 
pas si l'isomorphisme que nous venons de trouver est ou non défini par la sus- 
pension (bien que ce soit assez probable). 

COROLLAIRE4. Si m est pair 1 4 ,  la composante p-primaire de n,(Sm) est nulle 
pour i < rn + 2p - est un groupe cyclique d'ordre pk,3, et celle de ~m+2~3(Sm) 
avec k 2 1. 

Si i 2m - 1, cela résulte du théorème de suspension de Freudenthal et de 
la Prop. 4. Si i > 2m - 1, cela résulte du Cor. 3 ci-dessus et de la Prop. 4. 

Pour la commodité du lecteur, nous allons récapituler les résultats obtenus 
dans ce chapitre sur les ?r,(Sn): 

P ~ o ~ o s r ~ r o x3. Les groupes *,(Sn) (i > n) sont des groupes finis à la seule 
ezception~deI ~ , - ~ ( S , , ) ,n pair, qui est somme directe de Z et d'un groupe Jini. La 
composante p-primaire de ir,(S,) (n 2 3, p premier) est nulle si i < n + 2p - 3, 
et celle de ~ ~ + 2 ~ - 3 ( S , )  est un groupe cyclique d'ordre pk, avec k 2 1. 



IIOMOLOGIE SINGULIEIZE DES ESI1.\C'ES ~ 1 ~ 1 2 6 b  

CHII>ITREVI. LES GROUPES D'EILENBEILG-AII.~(:I~.~sP: 

1.Introduction 

Soit S iin espace topologique tel que a,(X) = O pour i # q ( q  étant i i r i  cntici 
-2 1 )  ; nous poserons 11 = a,(X). 
S Eilenberg et S. '\lacLane 1121 ont montré que l'homologie ct la, coliomologic' 

d'un tel espace ne dépend que de l'entier q et dii groupe n.De faqoii pliis piécibc, 
ils ont construit, pour tout couple (II, q) où n est abélien hi q 2 2 ,  un complexe 
semi-simplicial K ( n ,  q )  et ils ont montré qii'il est homotopiquement é y u i ~  a!ent 
au complexe singulier de X [13]. En  particulier, on a :  

pour tout groupe abélien G. Pour simplifier, nous écrirons par la suitc H i ( I i ;q , C:) 
au lieu de Hi(k'(II, y), G) et de même pour ~ ' ( n ;y,  G). 

L'étude du complexe K ( n ,  q )  et de ses groupes d'hon~ologie, les "groiipes 
d'Eilenberg-3'lacLanen H , ( n ;y, G) a été aljordée par \-oie purement a1géI)riqiic 
par Eilenberg-PlacLane [14], [1;3]. Xoiis intfit~uerons plus loin iine méthode 
t~opologique (utilisant les, espaces de lacets) qiii pei.rnet c1'ol)tenir rapidement 
certains résultats sur ces groupes. Comme iine méthode \roisine tie la ncit,re, mais 
purement algébrique, vient d'être utilisée avec succès par H. Cartan qui (dan.* 
iin tramil non encore publié) trouve iin procécié mécanitliic tic> (+alciil poiir toiit) 
groupe d'Eilenberg-Mac1,ane (pour q 2 2 ) ,  noiis n'essayei~oris pas iv i  dc tloiiiiri 
iine étude systématique tle ces groiipes par notre méthode, et nous nous boi.nei.oiis 
à montrer quel ,,aiti or1 pciit tirer tics calciils faits (laris lcs c1iapiti.e~ p~.éc~é.tlciits. 

2. Résultats généraux 

Soit 11 1111 gruupc aOéltcri, q il11 eiitiei 2 1,  1' 1111 espace tol)ologiyiie tel (lii(': 

a , (Y) = O ( i  # q + 1)' aq+l(Y) = II. 

L'c~ist~enc'etl'iin tel espace est aswrée par i i r i  t'lléorèrnc plus général, tlîi ù 
J. H. C. Whit,ehead (Xsr.  OF -\I.zTH.,iO, 1949, p. 261-SB3), (lisant qu'il esistt! 
toujours un espat:e ayant (les groupes d'homotopie donnés. 

Soit X l'espace des lacets sur Y. On a :  

11en résiilte que: 

H , ( X , G ) = H i ( n ; q , G )  et I I , ( Y , G ) = H i ( I I ; q + l , ( ; ) ,  i 2 0 ,  

pour tout groupe abélien de coefficients G. 
On peut donc appliquer la suite spectrale des espaces de lacets (Chapitre IT7, 

riu 5 )  et l'on obtient: 
PROPOSITIONIl  c.ezstc u n e  suitci specjralc d'homologie r l o ~ l tLc est1.  tcrnte EL.' 

isornorplrr ti 11,(II; q + 1 ,  /l,(IT; y, ( Y ) )  cl (?ont 1~ tcrrne l ( ,  csl t1r11rn lorrlc t l imen-
siott > O .  

(Une suite cluale esiste en cohomologic.) 
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C'e résultat permet une étude des groupes d'Eilenber@,2/IacLane par récurrence 
sur L'entier q, à partir des groupes H,(ii; 1, G) supposés connus (et qui, en fait, 
peuvent être calculés par d'autres méthodes, au moins si ïi est abélien). 

L'exemple le plus simple d'application de cette méthode est sans doute le 
calcul de l'algèbre de cohomologie H*(Z; 2, 2 ) :  les groupes de cohomologie 
H'(Z; 1, 2)étant nuls si i 2 2, et égaux à Z si i = 0, 1, on voit aisément que cela 
entraîne que H*(Z; 2, 2) est une algèbre de polynomes à un générateur de degré 2. 
Cette méthode ne diffère d'ailleurs pas essentiellement de la méthode classique 
utilisant l'espace projectif complexe. 

COROLL.~IRE est de tgpe $ni, il en est de même de H,(ri; y, S ) pour Eorlt 1. Si 
i et tout q. 

Pour q = 1, ce résultat est classique (il suffit de le vérifier pour 11 = Z et 
ii = Z/(m)). A partir de là, on raisonne par récurrence en utilisant la Prop. 1 du 
Chapitre III .  

COROLLAIRE2. Si ii est $ni et si Ir. est un corps tel que ïi 8 li = 0, 
alors H,(n;  q, k) = O pour tout q et tout i > O. En  particulier, les groupes H , (n ;  q, 2)  
sont finis lorsque ii est $ni et que i > 0. 

Pour q = 1, ce résultat est classique, et peut être considéré comme une gé-
néralisation naturelle du théorème de Mnschke. A partir de q = 1, on raisonne 
par récurrence sur q, en utilisant la Prop. 10 du Chapitre IV. 

Comme dans tout espace fibré d'homologie triviale, on peut définir la sus- 
pension L :H,(n; q, G) -H,+,(n; q + 1, G). En utilisant une formule analogue 
à celle du Chap. IV, n05 (mais valable pour les simplexes et non pour les cubes), 
on pourrait vérifier que cette suspension coincide avec celle introduite par 
Eilenberg-MacLane [14]. Si l'on observe que H,(ii;  q, G) = O pour O < i < q, 
on voit que l'on peut appliquer la Prop. 10 du Chap. IV, et l'on obtient ainsi: 

PROPOSITION2 .  (Th. de suspension d'Eilenberg-MacLarie.) La suspension 
I; applique H,(ii;  q, Z) sur H,+,(n; q + 1, Z) pour O < i $ 2q; c'est un isomor- 
phisme si O < i 5 2q - 1. 

3. Le théorème de Hopf 

Gardons les notations du no précédent. Xous avons vu que les groupes d'homo- 
logie et de cohomologie de K ( n ;q) étaient ceux de l'espace X des lacets sur un 
certain espace Y Mais tout espace de lacets est un H-espace (Chap. IV, Prop. 
l ) ,  donc son algèbre de cohomologie possède un H-homomorphisme si elle est 
de type fini en toute dimension (ibid., Prop. 2); elle vérifie donc le théorème de 
Hopf. On a donc: 

PROPOSITION3. II groupe abélien de t!jpe jini, q 11r1 entier 2 1, IL zln 
corps commutatif. L'algèbre de cohomologie H*(II; q, 1;) véri-fie le théorème de Hopf, 
tel qu'il est énoncé au Chap. IV, nn2. 

(En particulier, si lc est tie caiactéristiyue nulle, c'est le piotluit ti~risoricl 
d'une algèbre estérieiire engendrée par des éléments (le degré impair, ct d'iiric 

dgP1,1.c d~ polyrionicls c~rigcritli~6c~1 ) : ~ .  (les 616nicnts (Ic tlcg1.6 pitir.) 
On notcra cluc 1c' réhu1t:it 1)1.4c.étlcnt(1st en partiviilicr \,;~la\)lc loisclue q = 1.  



Donnons à titre d'exemple le calcul de H*(Z; q, K),  le corps K étant (le 
caractéristique nulle : 

P K O P O S I T I ~ ~  un corps de caractéristiq~te nulle,  l'algèbre de coho~riologi~ 4. Si K C S ~  

H * ( Z ;  q, K )  où  q est pair (resp. i m p a i r )  est une algèbre de polynomes (resp. ilne 
algèbre extérieure) engendrée par lm élément de degré q. 

La proposition est vraie si q = 1 (elle revient à déterminer l'homologie (l'lin 
cercle). Elle sera donc démontrée par récurrence sur l'entier q si nous prouvons 
les deux lemmes suivants: 

I J ~ > i a r ~1. Soit  X un espacc tel que ao(X) = aI(X) = 0, 1' l'espace des lacets 
sur X ,  K u n  corps. 0 1 1  suppose que H*(Y, K )  est isomorphe à .ilne algèbre cxté- 
riez~re engendrée par u n  élément de degré q ( q  i m p a i r ) .  Alors H*(X, K )  est iso- 
morphe à une  algèbre de polynomes engendrée par u n  élément de degré q + 1. 

L E M ~ I E2. Soit X u n  espace tel que r o ( X )  = aI(X) = 0, 1' l'espace des lacela 
sur X, K un corps de caractéristique nulle.  O n  suppose que H*(Y, K )  est isomorphe 
à une  algèbre de polynomes engendrée par u n  élément de degré q ( q  pair) .  Alors 
H * ( X ,  K )  est isomorphe à une algèbre extérieure engendrée par ?ln élément de 
degré q + 1. 

La fibre ayant la cohomologie d'une sphère, on peiit appliquer !a suite esacte 
de Gysin (Chap. III ,  Prop. 6). On a donc une suite exacte: 

où l'homomorphisme h est la multiplication par un élément Q c l i q t ' ( ~ ,li). 
Puisque HYE, K )  = O si i > O, h doit être iin isomorphisme sur ,  et le lemme 
en résulte immédiatement. 
(On observera que ce résultat est un cas particulier d'un th. de A. Borel déjà 
cité.) 

L)émonstration d u  Lemme 2 .  

Soit Er la suite spectrale de l'espace fibré des chemins d'origine fixée et tracés 
dans X. On a :  E2 = H*(X) 8 H*(Y). D'après la Prop. 10 du Chap. IV, 
H ~ X ,K) = O pour O < i < q + 1, et Hqf l (x ,  K)  admet pour base un élément 
Z L  tel que dq+lv = u, v désignant un élément de base de Hq(Y, K). 

Désignons alors par U le sous-espace de E,+l = E2 f o m é  des éléments dc 
degré-base 5 q  + 1. L'espace U admet pour base homogène les éléments vh 
et u 63 vk (k = 0, 1, . . .), et la différentielle dq+i y est donnée par les formules: 

Comme K est de caractéristique nulle, il résulte de ces formules qiie tout c+ocycle 
(le U de dimension > O  est iin cobord, et donc que l'image canonique T T ,  de 
71 dans les termes Br ( r  > q + 1 )  est niille en toute dimension > O .  

SOUS = O pour i > q + 1,  ce qili allons maintenant prouver qiie l i o ( X ,10 
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achèvera la démonstration. Pour cela, raisonnons par l'absurde, et soit w 6 

H Y X ,  K ) ;  w # O, i 2 q + 2; on peut en outre supposer que w est de degré 
minimum parmi tous ceux jouissant de cette propriété. Puisque w est un 616- ' 

ment basique, c'est un cocycle pour toutes les différentielles d, . En outre, je 
dis que ce n'est pas un cobord. En effet, ce n'est tout d'abord pas un cobord 
pour d,+l , car ce ne pourrait être que le cobord de u €31vk qui est un cocycle, 
on l'a vu; d'autre part, ce n'est pas un cobord pour d, (r > q + 1)'car ce serait 
le cobord d'un élément de U ,  , qui est nul en toute dimension >O, on l'a vu. 
Il suit de là que w définit un élément non nul de E, , ce qui est absurde et achève 
la démonstration. 

APPENDICE 

Sur l'homologie de certains revêtements 

(Ajouté le 25 Août 1951) 

Au no 6 di1 Chapitre 1 nous avons rappelé sans démonstration un ritsultat 
général sur l'homologie des revêtements (Proposition 4). Comme noils n'en 
avons utilisé par la suite que des cas très particuliers (essentiellement les deiis 
corollaires à la proposition en question), il sera peut-être commode pour le 
lecteur de trouver ici des démonstrations directes et élémentaires de ces cas 
particuliers. 

Soit TI lin groupe opérant sans point fixe sur un espace T, et soit X = T/Ti; 
T est donc un revêtement galoisien de X; la projection T -t X sera désignée par 
p. Au sujet de Tr, T, X nous faisons les deux hypothèses suivantes (qui sont 
vérifiées dans les conditions, plus particulières, du no 6 du Chapitre 1): 

(1) Pour tout simplexe singulier s de l'espace ,Y, il existe un simplexe singulier 
s' de l'espace T tel que s = p O s'. 

(2) Si deux simplexes singuliers s', s" de l'espace 1' sont tels pue p 0 s' = p 0 s", 
il existe o e Tr tel que a(s') = s". 

Rappelons d'autre part quelques définitions concernant les groupes abéliens 
à opérateurs : 

Si A est un groupe abélien sur lequel opère le groupe II (à gauche, pour fixer 
les idées) on désigne par An le sous-groupe de A formé des a 6 A tels que a(a) = a 
pour tout a e ri, et par An le quotient de A par le sous-groupe engendré par les 
a - o(a) où a parcourt ,4 et o parcourt II. 

Le groupe à opérateurs il est dit ri-libre s'il existe une famille ( a , )  ( L  c 1 )  
d'éléments de telle que les o(a,) (a E Ti, 1 e 1)forment une base du groupe 
abélien .4. 

Ces définitions rappelées, considérons les complexes singuliers de T et de S, 
K(T) et K(X) respectivement. Le groupe Ti est iin groupe d'automorphismes di1 
coniplew K(l ' ) ,  ct K(7')  est 11-lzbrc piiiscliie 11 op6i.e silns point fisc1 siii. Y'. 
1,'applic:~tion p: 1' -,S déhriit lin hornomoiphis~ne (le K(' l l ) dans l<(.Y) cjii i ,  



pur passage au quotient, cléfinit iin iiomomoi.~>liismc: K(T)1, -+ K(X). La cori-
dition (1) entraîne que ce dernier liomomorphisnie est sur, la condition (2) 
qu'il est biunivoque. C h i  noils permet tl'identijier K(T)n à K(X). 

On est ainsi amené à étudier la situation purement algébrique suivante: on a 
im complexe (' (K(T), dans ce qui précède) siir lequel opère lin groupe ïï; C est 
II-libre; on cherche les relations qui existent entre les groupes d'homologie de 
( '  et ceux de C' 11 . Donnons ces relations dans quelques cas particuliers: 

PROPOSITION1. Supposon.~ que Ii = Z ,  groupc. additif des entiers, et soit G 
un groupe abélien. On a alors la suile exacte: 

O +Hi((' , G)n -+ H,(C n , G) -+ Hi-i(C, G)" - + O .  

(En particulier, revenant au cas topologique et suppdsant en outre que Ii opère 
trivialement siir H,(T, (7) polir tout il on trouve la suite exacte: O -+H,(T,  G) -+ 

£I,(X, G)  -+ £i,-l(T, G) -t 0, résiiltat qiii contient le Cor. 1 i la Prop. 4 dii 
Chap. 1). 

D~MONSTRATIO~;.Soit a iin générateur (le II. Considérons la suite: 

où C -,C est l'endomorphisn~e 1 - a, et C -+ Cn l'application canonique. Je 
dis que cette suite est exacte. Il y a deus choses à vérifier: 

a )  q w  1 - a est biunivoque. En effet, si c = a(c), c r C, on a c r Cn. Mais, 
puisque C est Ii-libre et que Ii a une infinité d'éléments, on a C" = 0. 

b) qiie tout élément de la forme c - un(c) (n r 2) peut se mettre soiis ln 
forme cf - u(cf). Cela résulte des identités: 

1 - a-" = (1 - U) (1 + a-' + a-> . . + a--"-') si n 2 0. 

Formons le produit tensoriel de cette suite esacte avec le groupe abélien G; 
puisque C est Ii-libre, C et Cn sont des groiipes abéliens lihres, et la siiitc obtenue 

.sera encore une suite exacte: 

Par passage à l'homologie, cela donnc la suite exacte: 

d'où la suite exacte cherchée: 

O -+ Hi!C, Cr')" Hi(Cn, G) -+ Hi-i(C, G)" -t O.-t 

PROPOSITION2. Supposons que Ii soit un groupe fini d'ordre n et soit G un 
gro~cpe abélien où l'équation n .x  = y ait, pour tout y, une sokition et itne sede. 
.illors H,(Cn , G) = H,(C, G)ri . 

(En particillier, revenant aii cas t,opologiqiie ct siipposnnt en oiitrc'qiic II 
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opi1r.c tri~ial~rneiitsiir If,(7', G ) ,  on voit que II,(?', G') = ff,(X,C ) ,  résultat qui 
contient le Cor. 2 à la Prop. 4 du Chap. 1) .  

DÉMOSS~R.%TION.SO~ISnoterons l j ? ~l'automorphisme de 6' qui transforme 
iin élément I/ en l'élément x tel que n .2  = y ;  cet automorphisme se prolonge 
à C' @ G. Ceci permet de définir un endomorphisme P de C @ G par la formule: 

P = 1/12 EsSna.  

On vérifie tout de suite que P a  = a P  = P pour tout a e ri, et que p2= P ;  P 
est un projecteur, visiblement nul pour les eléments de la forme c - a(c), a e n. 
Réciproquement, si P(c) = O ,  on a: 

ce qiii montre que le noyau de P coincide avec le sous-groupe de C @ G engendré 
par les c - a(c). Il suit de là que (C €3 G)u, d'ailleurs isomorphe à Cn €3 G, 
s'identifie au quotient de C' @ G par le noyai1 du projecteur P .  Passant à l'ho-
mologie on voit que H,(Cfr , G) s'identifie au quotient de H,(C', G) par le noyau 
di1 projecteur défini par P ,  c'est-à-dire, d'après la foimule ci-dessus, à H,(C, G)rr . 

Donnons enfin, uniquement sous forme topologique pour abréger, iin résiiltst 
implicitement utilisé dans la démonstration du Lemme 7 di1 Chapitre V: 

PROPOSITION3. Supposons que ri = Z + N, où N est un groupe $ni d'ordre n, 
et soit G un groupe abélien où l'équation n .2  = y ait, pour tout y, une solution et 
une seule. Supposons en oufre que ri opère trivialement sur IZ,(T, G) pour tozit i. 
On a alors la suite exacte: 

(Dans l'application ail lemme en question, N est iin groupe alAlien d'ordre une 
piiissance de 2, et G un corps de caractéristique f 2 ) .  

~~ÉMONSTRATIO'~ .Soit 1' = TlN;  d'après la Prop. 2 ci-dessus, la projection 
1'- 1-définitun isomorphismede H,(T, G) siir H, (Y ,  G) .D'autre part, I i /N = Z 
opère sans point fise siir Ir, et E'/Z = X .  Puisque ri opkre trivialement sur 
H,(T, G), n/h' opère trivi~lementsur H,(Y, G) et l'application de la Prop. 1 
ci-dessus donne alors la siiite exacte cherchée. 
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