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SUR LES CORPS LOCAUX
A CORPS RESIDUEL ALGEBRIQUEMENT CLOS ;

PAR

Jean-Pierre SERRE

Introduction. — Soit K un corps local, c’est-a-dire un corps muni d’une
valuation discréte, et complet pour la topologie définie par cette valuation.
Soit Ax le groupe de Galois de I'extension abélienne maximale de K.
Lorsque le corps résiduel & de K est un corps fini (ou plus généralement
quasi-galoisien au sens de WnapLes [27]), on peut déterminer explicite-
ment A, au moyen de la théorie du corps de classes local : c’est le complété
du groupe multiplicatif K* pour une certaine topologie (¢f. WHAPLES [25]).
Le but du présent mémoire est d’édifier une théorie analogue lorsque /e
corps résiduel k est algébriquement clos. 11 faut d’abord munir le groupe Uy
des unités de K d’une structure de groupe proalgébrique sur k, au sens
de [21]; c’est possible, en vertu des résultats généraux de GREENBERG [T],
appliqués au groupe multiplicatif G,,. On peut donc parler du groupe fon-
damental m,(Uy) du groupe Uy (cf. [21], n° 6.1), et la détermination
de Ay se fait en construisant un isomorphisme

0: m(Ug)—QAg.

En termes imagés, on peut dire que les extensions abéliennes de K corres-
pondent biunivoquement aux isogénies du groupe Uy.

Le contenu des différents paragraphes est le suivant :

Le § 1 rappelle la définition de la structure proalgébrique de Uy, et établit
ses principales propriétés. Le § 2 donne deux définitions équivalentes de
I’homomorphisme 0; 'une est directe, I’autre est basée sur une formation de
classes, au sens d’Artin-Tate [ celle formée par les m, (U.), pour L parcourant
I’ensemble des extensions finies séparables de A|. Les deux définitions
montrent immédiatement que 0 est surjectif. Qu’il soit injectif constitue le
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106 J.-P. SERRE.

théoréme d’existence, démontré au § k. Comme dans le cas classique, la
démonstration consiste & construire « suffisamment » d’extensions abéliennes
de A, au moyen d’équations bien choisies; nous utilisons principalement
les « équations d’Artin-Schreier » (¢f. MacKenzie-WuarLEs [14]). Le § 3
complete I'analogie avec la théorie du corps de classes local en montrant que
I'isomorphisme 0 transforme la filtration naturelle de 7, (Uy) en la filtration
de @y définie par les groupes de ramification (numérotés a la Herbrand);
on a donc une théorie du conducteur, qui montre en particulier que le
conducteur d’Artin est entier; les démonstrations suivent de prés celles
données par Hasse dans le cas classique (cf. [8]). Le § 5 indique comment
les résultats locaux des paragraphes 2, 3, & se relient & ceux de la théorie des
courbes algébriques.

Comme nous I'avons indiqué au début, tout ce qui précéde ne concerne
que le cas d’un corps résiduel algébriquement clos. On peut, dans une cer-
taine mesure, passer de la au cas général par une méthode analogue & celle
utilisée par Lane pour les corps de fonctions (¢f. [18], chap. VI, ainsi
que [19], n® 7). Nous n’exposerons pas ici cette méthode; ce ne serait
d’ailleurs possible qu’en changeant assez sensiblement le cadre dans lequel
nous nous sommes placés.

§ 1. Structure proalgébrique sur le groupe des unités.

L’existence et les propriétés générales de cette structure sont dues a
GREENBERG [ 7]; les numéros 1.1 a 1.6 reproduisent sans grand changement
ses démonstrations. Les deux derniers numéros contiennent des théorémes
de structure relatifs au cas des anneaux de valuation.

Dans tout ce paragraphe, lalettre & désigne un corps algébriquement clos,

de caractéristique quelconque.

1.1. Modules sur les vecteurs de Witt. — Supposons que A soit de carac-
téristique p, et soit W l'anneau des vecteurs de Witt de longueur infinie a
coefficients dans & (pour tout ce qui concerne les vecteurs de Witt, voir
Wirr [28], ou Hasse [9], § 10). On sait que W est un anneau de valuation
discréte, complet, de corps résiduel 4, et dont I'idéal maximal est engendré
par p (ces propriétés le caractérisent d’ailleurs & un isomorphisme unique
prés). Pour x €k, on poser(z) = (x, 0, ..., 0, ...); c’est le représentant
multiplicatif de x. Si w = (24, 2,, ...), on a

w :2 r(al™) pr.
i=0
Si 7 est un entier > o0, nous noterons W, I'anneau des vecteurs de Witt

de longueur », anneau qui s'identifie & W /p"W; les coordonnées (x;) font
de W, une variété algébrique sur k. Comme l'addition et la multiplication
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sont données par des formules polynomiales, W, est méme un anneau algé-
brigue. Si m> n, la structure algébrique de W, est quotient de celle de W .

Si £ est un produit fini de W, , on munira ' de la structure algébrique
produit de celles des I,,. On a :

Lemme 1. — Soient F,, Ey, ..., L des produits finis de W, et soit
[ B x... <X Ex—E, une application W-multilinéaire. Si l’on munit
E,, ..., E; des structures algébriques produits de celles des W, I'applica-
tion f est un morphisme.

La multilinéarité permet de se ramener au cas ou chaque £; est isomorphe
aun W,,, et le lemme est immédiat dans ce cas.

Lorsque A=—1, on voit en parliculier que toute application linéaire
f: E;— E, est un morphisme; si f est bijective, ce résultat, appliqué a f—1,
montre que f est un isomorphisme.

Soit maintenant /£ un W-module de longueur finie. D’apres le théoréme
de structure des modules sur un anneau principal, il existe un isomorphisme
&g E— E,, ou £, est un produit de W, ; nous transporterons a E la struc-
ture algébrique de £, au moyen de g—'. Comme g est unique & un auto-
morphisme W-linéaire prés de £\, et qu’un tel automorphisme respecte la
structure algébrique de Ej, on en conclut que la structure algébrique de £
ne dépend pas du choixz de g. On Pappellera la structure canonique de E.

Prorosition 1. — Soient E,, E,, ..., Iy des W-modules de longueur

finie, munis de leurs structures canoniques de variétés algébriques.

(a) Toute application W-multilinéaire f: Ey><...>x< Ly — L, est un
morphisme.

() Sif:E,— E, est une application W-linéaire surjective, la struc-
ture algébrique de E, s’identifie a la structure quotient I, /Ker (f).

(¢) SiprEy= o, Uapplication (w, z) — w.x de W, < E, dans E, est
un morphisme.

L’assertion (a) résulte du lemme 1, et (c) est un cas particulier de («).
Dans le cas (4), f définit un morphisme bijectif f; de /y/Ker (f) sur £y, et
il nous faut prouver que ce morphisme est un isomorphisme. On peut

i=k
supposer que Eo:H W,,. Choisissons un entier n tel que p"f;—=o0; on
i=1
peut donc considérer £, et £, comme des W,-modules, et 'on a, en parti-
culier, n> n; pour tout i. Soit £’ le produit de & facteurs égaux chacun
a W,, et soit g lapplication de £’ sur [, produit des projections cano-
niques W,— W, (1 =i k). 1l est clair que la structure algébrique de £
s’identifie & celle de £'/Ker(g). Comme £’ est un W,-module libre, il
existe un W-homomorphisme & : E'— E, tel que g —= fo h. L’application A
est un morphisme, et applique Ker(g) dans K(f); elle définit donc par pas-
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sage au quotient un morphisme /%, de £'/Ker(g) = E, dans E,/Ker(f). On
vérifie tout de suite que f, et &, sont des morphismes inverses 'un de l'autre,
et ce sont donc des isomorphismes, ce qui achéve de prouver ().

REMARQUE. — Si £ est un sous-module de /7, il n’est pas vrai en général
que la structure algébrique canonique de [, soit induite par celle de £,
(sauf, bien sir, si L) est facteur direct dans £,). Exemple : E;= W},
Ey= W,, le module £ étant identifié & un sous-module de £, au moyen de
Papplication W-linéaire  — (0, «”), déduite par passage au quotient de la
multiplication par p dans I; si 'on note £ la structure algébrique sur £,
induite par celle de £, I'application identique £,— E| est une isogénie
radicielle de degré p.

1.2. Anneaux locaux artiniens. — Soit 4 un anneau local artinien de
corps résiduel &; nous notons s ’homomorphisme canonique de A sur 4.
Nous allons munir 4 d’une structure de A-variété algébrique qui en fera un
anneau algébrique. Distinguons deux cas :

(1) La caractéristique de k est nulle.

On sait (c¢f. par exemple Conen [5], § &) qu'il existe alors un corps de
représentants de &, c’est-a-dire un homomorphisme 7 : &k — A4 tel que sor =1
Nous choisirons une fois pour toutes un tel homomorphisme. L’anneau A4
devient alors une A-algébre de dimension finie (égale a la longueur de A4), et
sa structure de variété algébrique est évidente.

(11) La caractéristique de k est p # o.

I1 existe alors une application r : A— A4, et une seule, qui vérifie les deux
conditions suivantes :

(a) sor=r;
(b) r(xP) =r(«)? pour tout z€AX.

Si zek, I'élément r(x) de A est appelé le représentant multiplicatif de x;
cette terminologie est justifiée par la formule :

(¢) r(xzy)=r(x).r(y) (cf. Conex [5], § 5).

L’application r permet de définir un homomorphisme bien déterminé
%+ W — A par la formule
(@0, @iy )= P (@),

i=0

cf. Wirr [28], ou est traité le cas des anneaux de valuation discréte (le cas
général se traite de méme). Notons que, dans la formule précédente, tous les
termes sont nuls & 'exception d’'un nombre fini.

L’anneau A4 se trouve ainsi muni d’une structure de J¥-algébre, et en par-
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ticulier d’une structure de J¥-module de longueur finie. Onle munit de la struc-
ture canonique de variété algébrique correspondant a cette structure de
module (¢f. n°1.1). Comme la multiplication est une application ¥-bilinéaire
de 4 < A dans A, la proposition 1 montre que A est un anneau algébrique.

Dans les deux cas (i) et (ii), les applications » : k— A et s : A —k sont
des morphismes; comme so7 =1, on en conclut que 7 est un isomorphisme
de & sur une sous-variété fermée (pour la topologie de Zariski) de 4. Noter
également que, si A est de longueur n, il est isomorphe en tant que variété
algébrique a 'espace affine de dimension 7.

1.3. Groupe des unités d’un anneau local artinien. — Nous conservons
les notations du numéro précédent. Soit m l'idéal maximal de A4, et soit
U=A — m le groupe des unités de 4. Soit U' le sous-groupe de U formé
des z € A tels que « =1 modm, et soit G,, le sous-groupe formé des r(x),
z e k*. 1l est clair que U est produit direct des sous-groupes G, et U'.

Comme s: A—>k est un morphisme, m —=s"1(0) et U'=s"1(1) sont
fermés pour la topologie de Zariski de A, et U est ouvert. Quant
A G,=Unr(k), il est fermé dans U. La structure de variété algébrique de 4
induit donc sur chacun des trois groupes U, G, et U' une structure de
variété algébrique.

ProposITION 2.

(a) Les structures algébriques définies ci-dessus font de U, U' et G,
des groupes algébriques.

(b) L’application r : k*— G, est un isomorphisme.
(¢) Le groupe U est produit direct (en tant que groupe algébrique)
des groupes G, et U'.

Puisque la multiplication (2, y)—>.y est un morphisme de 4 <4
dans A, elle induit sur U un morphisme de U =< U dans U, et de méme
pour U! et G,,. Pour montrer que ces groupes sont des groupes algébriques,
il nous reste & prouver que x— ' est aussi un morphisme. Cela peut se
faire, soit par un raisonnement général utilisant le « main theorem » de
Zariski, soit directement de la facon suivante :

Pour G,,, c’est clair, car les applications 7 : i*— G, et s : G,— k" sont
des morphismes inverses I'un de 'autre, donc des isomorphismes, ce qui
établit en méme temps ().

Pour U, on remarque que, si z=1— a, avec « €M, et si mf=o, on a

ril=1+a+...+d =1+ (1—2) +...+ (1 — z2),

ce qui définit évidemment un morphisme de U! dans lui-méme.

Reste le cas de U. L’application évidente de G, < U! dans U est un
morphisme. On va montrer que c’est un isomorphisme, ce qui établira a la
fois (c) et le fait que U est un groupe algébrique. Il faut donc voir que
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I'application inverse est un morphisme. Or cette application s’écrit explici-
tement x—(r(s(x)), z.r(s(x)™')), ce qui montre bien que c’est un
morphisme.

ProrosiTion 3. — Le groupe U' est un groupe unipotent.

En caractéristique zéro, 'application a—exp(a) est un isomorphisme
du k-espace vectoriel m sur le groupe U!, ce qui montre bien que U* est
unipotent. En caractéristique p, la relation x =1 modmi({>1) entraine
2P =1modm+!, d’ou /™ =1 pour x€ U, si m est assez grand, ce qui
montre encore que U! est unipotent.

RemarQue. — La décomposition U= G,, < U' est un cas particulier du
théoréme de décomposition de Borel-Kolchin : tout groupe algébrique
commutatif affine connexe est produit direct d’un tore par un groupe
unipotent.

1.hk. Passage a la limite. — Soit 4 un anneau local noethérien complet,
de corps résiduel k. Lorsque la caractéristique de & est nulle, nous supposons
choisi un relévement r : k— A4 (c¢f. Conex [3], § ).

Soit m I'idéal maximal de A, et soit q un idéal de définition de A, c’est-
a-dire un idéal contenu dans m et contenant une puissance de 1. L’anneau 4 /q
est alors un anneau local artinien, et 'anneau A4 s’identifie 4 la limite projec-
tive des 4/q, pour q parcourant I’ensemble des idéaux de définition de 4.
En caractéristique zéro, le relévement r : k — A définit un relévement de &
dans 4/q. On peut donc appliquer & A/q les constructions du n°1.2; d’ou
une structure d’anneau algébrique sur 4/q, et une structure de groupe algé-
brique sur son groupe des unités, groupe que nous noterons U(A/q).
Si qcq’, la structure algébrique de A/q’ est quotient de celle de 4/q; c’est
évident si k est de caractéristique nulle; en caractéristique p, cela résulte de
la partie (&) de la proposition 1. Comme 4/q et A/q’ sont des groupes algé-
briques, cela montre que I'application tangente a la projection 4/q— A/q'
est partout surjective. Il en est donc de méme de I'application tangente a la
projection U(A/q)—U(A/q'), ce qui montre que la structure algébrique
de U(A/q') est quotient de celle de U(A/q).

Quand q varie, on a donc un systéme projectif d’anneaux algébriques,
a savoir les 4/q, dont la limite s’identifie & A, et un systéme projectif de
groupes algébriques, a savoir les U(A/q), dont la limite s’identifie au
groupe U des unités de 4 [on a, en effet, U(A/q)=U/(1+ q)].

A c6té de ces structures de groupes algébriques, on peut considérer les
structures de groupes quasialgébriques (au sens de [21], n° 1.2) qui leur
sont associées. Comme U est limite projective des U/(1 -+ q), on voit que U
se trouve muni d’une structure de groupe proalgébrique sur k, admettant
les sous-groupes 1- q comme ensemble de définition (c¢f. [21], n° 2.1,
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Remarque 2). De méme, 4, considéré comme groupe additif, est muni d’une
structure de groupe proalgébrique admettant les sous-groupes q pour
ensemble de définition.

1.5. Anneaux de valuation discréte. — A partir de maintenant, nous
supposons que A est un anneau de valuation discréte (complet, bien
entendu), c’est-a-dire 'anneau des entiers d’un corps local K. Distinguons
deux cas :

(a) Egale caractéristique (K et k ont méme caractéristique).

L’ensemble r (k) est alors un sous-corps de K, et, en le prenant pour
corps des constantes, on voit que A s'identifie & ’anneau des séries for-
~ melles k[[ T']], et K au corps k((7')). Les idéaux de définition de A4 sont les
idéaux principaux (7'%), n =1, 2, .... Le groupe des unités de A/(7T") est
le groupe multiplicatif des « séries tronquées »

ay+ay T +...+ay_ T, ay 7o

et sa structure algébrique s’oblient en considérant les @; comme des coor-
données. On reconnait la le groupe local qui intervient dans la construction
des jacobiennes généralisées de Rosenlicht (¢f. [18], chap. V, n° 14). La
composante unipotente U! de U est donnée par 'équation @,—=1. On peut
facilement déterminer sa structure : en caractéristique zéro, U! est isomorphe
a un k-espace vectoriel de dimension n — 1 (¢f. la démonstration de la pro-
position 3, ou bien [18], chap. V, n° 15); en caractéristique p, U! est iso-
morphe a un certain produit de groupes additifs de Witt (¢f. [18], chap. V,
n° 16).

En passant a la limite sur n, on voit que, si la caractéristique est nulle, le
groupe proalgébrique U! est isomorphe a un produit infini de groupes iso-
morphes & G,, et, si la caractéristique est p # o, il est isomorphe a un
produit de groupes isomorphes & W. Nous retrouverons d’ailleurs ce résultat
aun°1.8.

(b) Inégale caractéristiqgue (K est de caractéristique zéro, et A de
caractéristique p).

L’homomorphisme y : W —A4 du numéro 1.2 est alors injectif. Si ¢
désigne 'unique valuation normée de K (c’est-a-dire appliquant A™* sur Z),
on posera e —¢(p); c’est « 'indice de ramification absolu » de K. Si 7 est
une uniformisante de K, les éléments

I, W, W, ..., 7!

forment une base de A considéré comme W-module [c¢f. par exemple
Hasse [9], § 10, f)].

Les idéaux g,= (p") forment une famile cofinale d’idéaux de définition
de A4, et tout élément de 4 /q, s’écrit de facon unique sous la forme

A=Wy~ W T ...+ We_ T, w, e W,.
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Les coordonnées des w; définissent la structure algébrique de 4/q,. On a
a€U(A/q,) si et seulement si w,&p W,, c’est-a-dire si la premiére coor-
donnée du vecteur de Witt w, est non nulle.

Ici, il parait difficile de préciser exactement la structure du groupe U(A4/q,)
considéré comme groupe algébrique; nous nous bornerons a étudier sa
structure de groupe quasialgébrique (cf. n° 1.8).

1.6. Filtration du groupe des unités. — Nous conservons les notations
du numéro précédent. Soit m I'idéal maximal de 4, et soit U” le sous-groupe
de U formé des xz € A tels que « = 1 modm”. Le groupe U/U" est le groupe
des unités de Panneau d’Artin A/m”, et les U" forment une famille de
définition du groupe proalgébrique U. On a évidemment

U=0U>U'>U02>...,

les U” forment donc une filtration décroissante du groupe U.

s

Déterminons le groupe gradué associé a cette filtration, c’est-a-dire
I’ensemble des quotients successifs U”/U"+!'. On a tout d’abord :

ProrosiTiON k. — Le groupe proalgébrique U est produit direct du
groupe G, et du groupe U'.

(En particulier, on a U/U'= G,,.)
Cela résulte de la proposition 2.

Supposons donc n>x1, et soit &, un élément de valuation n, c’est-a-dire
appartenant & .m” et n’appartenant pas a m”"'. Pour tout (€4, on a
1+ tz,€ U"; Papplication ¢ —1+ ¢z, définit par passage au quotient une
application

Up, 2 G U U,
ou G, désigne le corps k considéré comme groupe additif. On vérifie
immédiatement que o, est un isomorphisme pour les structures de groupes
de G, et de U?/U"+'. Plus précisément :

ProposiTioN 5. — L’application a,, : G,— U"/U"+" définie ci-dessus est
un isomorphisme pour les structures de groupes quasialgébriques de G, et
de Ur/U™.

Dans l'anneau algébrique A/m~+', Dapplication ¢—>1+tx, est un
morphisme de A dans un sous-groupe de U(A/m"*') qui s'identifie
a U/U"+'; en passant au quotient, on voit donc que a,,, est un morphisme pour
les structures de groupes algébriques de G, et de U?/U"+', donc a fortiori
pour leurs structures de groupes quasialgébriques. Comme a,., est bijectif,
c’est un isomorphisme ([21], § 1, prop. &).

ReMarQUE. — Dans le cas d’égale caractéristique, la proposition précé-
dente reste valable si I'on remplace « quasialgébrique » par « algébrique »
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dans son énoncé. 1l n’en est plus de méme en inégale caractéristique : si e
désigne l'indice de ramification absolu de K, on montre par un calcul facile
que o, est une isogénie radicielle de degré p*», ou £, est égal a la partie
entiére de n/e; ce n’est donc un isomorphisme que si n <e.

Donnons ici ’énoncé d’un lemme qui nous servira plus loin :

LemMe 2. — Soient A et A' deux groupes abéliens munis de filtrations
décroissantes {A,} et { A}, avec A=A, Ay=A'. Supposons que les
homomorphismes canoniques A—>lim A/ A, et A'—1im A’/ A’ soient bijec-

. . <_. . <— ’ .
tifs. Soit uw: A— A" un homomorphisme appliquant A, dans A, Si les
homomorphismes w, : A,[JA, —> A, /A, ., définis par u sont tous injectifs
(resp. surjectifs), il en est de méme de u.

Rappelons la démonstration de ce résultat bien connu (cf. Boursaki,
Alg. comm., chap. III, § 2).

Si les u, sont injectifs, on a Ker(u)nA,=Ker(«)nA,,,, dou par
récurrence sur n, Ker(u)C A, pour tout n, et comme{ \A”: o par hypo-

thése, on voil bien que u est injectif.

Supposons les u, surjectifs, et soit &' € A'= A’}. 1l existe alors a,€ 4,
et ) € A tels que u(a,) = a'— «;. Utilisant la surjectivité de «,;, on voit
qu’il existe @, € A, et a, €A, tels que u(a,) =, — &,. On construit de
méme @, a;, ... et &y, &, ....S1 I'on munit A de la topologie définie par
les A,, on obtient un groupe topologique complet, et la série @+ a;+. ..
converge donc vers un élément «€ A. On a u(a) — o' € A}, pour tout n,
d’ou u(a) =2d'. C. Q. F. D.

1.7. Opération de puissance p'*™® dans le groupe des unités. — Dans ce
numéro et dans le suivant, nous supposerons que la caractéristique de & est
différente de zéro, et nous la noterons p. L’application & — z” est un endo-
morphisme « du groupe U. Nous nous proposons de déterminer son effet sur
la filtration des U”.

Nous poserons comme précédemment e =¢(p), ¢ désignant la valuation
normée du corps local K. Si K est de caractéristique p, on a e —=—o0; si K
est de caractéristique zéro, on a 1 =~ e <+o. Pour tout entier n > o, nous
poserons

A(n) =inf(pn, n +e).
La fonction 2 est une fonction linéaire par morceaux, strictement croissante,
et & valeurs entiéres. Si I’on pose e,—=¢/(p —1), on a

Mn)=pn si n=e,
AMn)=n-+e sl nX.e.

ProrositioN 6. — L’homomorphisme w : U—U applique U” dans UM»,
Un+t dans UNn+ | et définit par passage au quotient un homomorphisme

surjectif
iy, : Un/Un+l_> U).(n)/U‘A(nH—l.
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Le noyau de u, est toujours nul, sauf si n = e,, auquel cas il est cyclique
d’ordre p.

La démonstration est standard (¢f. par exemple Hasse[9], §15, ¢). Sin=o,
la proposition est évidente. Pour > 1, choisissons un élément 2, de valua-
tion n, et soit x =14 tx,, t€ A, un élément de U”. On a

u(zx) =0+ tx,)) =1+ pta,~+...+ tPx).

La valuation de pa, est égale a n + e, celle de xf est égale & pn, et les
termes non écrits ont une valuation strictement supérieure &

inf(pn, n+ e) = x(n).

On voit donc bien que « applique U” dans U%, d’ou aussi U"+' dans
Urn+1 puisque A(n + 1) 2(n) +1. La méme formule donne explici-
tement u,, :

(a) Si n<<ey, on a u(z)=1-+ 2. modUr™+' et, si I'on identifie
Ur/U"" a G, au moyen de a,, (cf. prop. B), et Ur*/UP"+' & G, au moyen
de a(,p), Papplication w, s’identifie a I'application ¢ — ¢” de &, dans lui-méme.

(b) Sin—=e;, le méme raisonnement montre que u, s’identifie & une
application de G, dans lui-méme de la forme

w,(t) = atP + bt (a, b #0),

et cette application est bien surjective, et de noyau isomorphe a Z/pZ
(comparer a [21], n° 8.3, lemme 1).

(¢) Sin> e, le méme raisonnement montre que «, s’identifie a 'appli-
cation identique de G, dans lui-méme.

On a donc bien vérifié la proposition 6 dans tous les cas.

COROLLAIRE 1. — Si n > e,, l’homomorphisme u applique isomorphique-
ment U sur Ur+e.

On applique le lemme 2 & « : U"— Ur+¢, le groupe U" étant filtré par
les U+ (m =o, 1, ...), le groupe U"*+¢ parles U™ (m =0, 1, ...).
L’application correspondante des gradués associés est bijective, et il en est
donc de méme de u.

COROLLAIRE 2. — Pour que le corps local K contienne une racine pi*™ de
l'unité non triviale, il faut et il suffit que p — 1 divise e.)
(Si e =+ o0, on convient que p — 1 ne divise pas e.)
Si p —1 ne divise pas e, 'entier n ne peut pas étre égal a e,, et « définit
des morphismes injectifs
UIL/UI:+1__> U)‘(”)/U)‘('H'”.

D’aprés le lemme 2, « est injectif, ce qui signifie bien que K ne contient pas
de racine de 'unité non triviale.
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Supposons maintenant que e, soit entier. La proposition 6 montre alors
qu’il existe un élément = de U%, non situé dans U+, tel que a” appartienne
a Ue+ert, D’aprés le corollaire 1, il existe y € U4 tel que y?—=a”. En
posant z —=xz/y, on a z”=1, et & n'appartient pas a U4 : c’est bien une
racine p'*™® de 'unité non triviale. :

ReMaRQUE. — Le corollaire 1 reste vrai méme lorsqu’'on ne fait plus
d’hypothéses sur le corps résiduel £ : la démonstration est la méme. 1l n’en
est évidemment plus de méme du corollaire 2 (¢f. Hassg, loc. cit.).

1.8. Structure du groupe U! en caractéristique p. — Nous allons déter-
miner cette structure en nous servant uniquement des renseignements fournis
par les propositions 5 et 6. De facon plus précise, considérons un groupe

proalgébrique /7 filtré par une famille décroissante de sous-groupes fermés
H=H>H,>...

vérifiant les conditious suivantes :

(a) On anHl—: o.
(b) Pour tout n>1, le groupe II,/H, ., est isomorphe au groupe G,.
La condition (a) entraine H =limH/H, (¢f. [21], 2.5, prop. 10, cor. 3).
<—

La condition () entraine que G/H, est un groupe unipotent de dimen-
sion 1 — 1.

Lenme 3. — Soit i un entier 1, et soit f un morphisme de G,
dans H;/H, . Il existe alors un morphisme ¢ de W dans H; tel que le
diagramme

w X H

r
4

]
Go > H/H,

soit commutatif (p désignant I'application canonique de W sur G,).

1l s’agit de remonter & H; le morphisme fop : W-» H;/H;, . Supposons
que fop soit déja remonté en ¢, : W — H;/H; . On a une suite exacte :

Hom( I’I/7 lIi/]1i+ll+l) — HOm( ]/I/, lIi/HH—n) — Eth( I/If, I{i—«-rl/lIi+ll+l)-
Comme Ext* (W, G,) =o (¢f.[21], n° 8.5, th.1), cette suite exacte montre
que ¢, se remonte en @, 4 : W > H;/H;,,,,. La collection des ¢, définit un
morphisme ¢ : W —lim/;/H;.,, et comme lim /1;/H; ., s'identifie a H;, le

< <«~—

lemme est démontré.

Soit maintenant 2 : N*—N* une application strictement croissante de

I'ensemble des entiers non nuls dans lui-méme. Nous supposerons que la
filtration { 7, | vérifie I'une des deux conditions suivantes :
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(cn) Le morphisme x— px applique H, dans H, et définit pour
tout n un isomorphisme de H,/H,. ., sur I,/ H .

(ch) Méme énoncé que (cy), a cela prés que pour une valeur particu-
liére ny de n le morphisme de H, /I, sur I/t ). @ un noyau cyclique
dordre p.

[Quand on prend # = U, filtré par les U”, on se trouve dans le cas (¢)),
ou le cas (¢)), suivant que K contient, ou ne contient pas, de racine pitm¢ de
I'unité non triviale. |

Soit /—=N* — A(N*) le complémentaire de I'image de 2, et soit G = W le
produit de I copies du groupe de Witt W; le ime facteur de G sera
noté W, Pour tout i€l, soit f; : G,—H;/H;,, un isomophisme, et
soit ¢; : WW@W— H; un morphisme qui reléve fiop (¢f. lemme 3). Comme
les H; tendent vers o, la somme des ¢; est bien définie, et c’est un morphisme
de G = W dans le groupe /. Le théoréme de structure que nous avons en
vue s’énonce alors ainsi :

ProrosiTion 7. — Si H vérifie les conditions (a), (b) et (¢, le mor-
phisme ¢ : W!— H est un isomorphisme. St H vérifie les conditions (a),
(b) et (c4), le morphisme ¢ est surjectif, et son noyau est isomorphe au
groupe Z, des entiers p-adiques.

Nous allons en fait démontrer un résultat plus précis : nous allons munir W
d’une filtration, et montrer que ¢ applique cette filtration sur celle de 4.
Si m est un entier > 0, nous noterons A le m!*™¢ itéré de I'application 2.

Ona:

LemMe . — Le morphisme ¢; : WW— H; applique p™ W dans Hym, et
définit par passage au quotient un morphisme surjectif

p WA prt WA Hy o/ Hymigy -

Le noyau de ce morpliisme est réduit a zéro, sauf, dans le cas (c3),
lorsqu’il existe un entier r Zm — 1 tel que )" (i) = n,, auquel cas ce noyau
est cyclique d’ordre p.

Pour m = o, c’est évident d’aprés la construction des morphisme ¢;. A
partir de la on raisonne par récurrence sur /2, en utilisant le diagramme
commutatif

prt WO pr WA = Hymeyy o

)
pr WO s WO s Hyy ) Hyy

ou les fleches verticales sont induites par la multiplication par p.
Nous définirons maintenant la filtration du groupe G = W7 en posant

Gn: I I pm(n i) W(i)’

iel
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ou m(n, i) désigne le plus petit entier m tel que 27 (i) > n.

L’entier n peut étre écrit de facon unique sous la forme n=127(j),
avec g0, j€/1. Si iz£j, il est clair que la /"™ composante de G,., coin-
cide avec celle de G,; par contre, pour (= j, celle de G, est p? WU et celle
de Gy est pt WU, On a donc G, C Gy, et le quotient G,/G,,., s’identifie
a p? WUl[pr+t W), lui-méme isomorphe & G,. Les groupes G, forment une
filtration décroissante de G, qui vérifie les conditions (a), () et (¢;.).

On vérifie tout de suite que ¢ applique G, dans H,. De plus, le lemme &
montre que le morphisme

Gn/Gn+1 - IIII/HII—{»—i

défini par ¢ est bijectif, sauf, dans le cas (¢)), lorsque n est de la forme
25 (ny), s> 1, auquel cas il est cyclique d’ordre p. En appliquant le lemme
2 a G, et H,, on voit que ¢ applique G, sur H,, et que, dans le cas (c)),
c'est un isomorphisme.

Reste a considérer le cas (c)). Soit alors I' le noyau de ¢, et posons
I''=InG,. Le quotient I',/T, ., s’identifie au noyau du morphisme de
G,/ Gnis dans H,/H, ., défini par ¢. On a donc I',=T,; si n n’est pas de la
forme 2¢(n,); s’il I'est, le quotient I',/I',., est isomorphe a Z/pZ. En parti-
culier, ona I' =T ), et I, (/T (g1 = Z/pZ. Soit 2 un élément de I, ) non
contenu dans I'; (,.1s. On peut évidemment considérer G comme un Z,-module.
Soit I'" le sous-Z,-module de G engendré par z; on a I'cT, et I' est
isomorphe & Z,. Si I'on pose I',—=I"NnG,, on vérifie tout de suite que
I, /T, est isomorphe & Z/pZ lorsque n est de la forme 25 (7). Appliquant
le lemme 2 a I'injection de I dans I', on voit que I'=T, ce qui achéve de
démontrer la proposition.

ReMARQUES. — Lorsqu’on applique ce qui précéde au groupe H=1U",
I’ensemble 7 est 'ensemble des entiers < e;+ e et premiers a p; c’est un
ensemble a ¢ éléments.

Quant aux homomorphismes ¢; : W — U;, définis ici grace a 'annulation
de Ext!(W, G,), il peuvent s’obtenir aussi, de facon explicite, grice a
lexponentielle de Artin-Hasse :

L’exponentielle de Artin-Hasse est un homomorphisme
E: W1+ W[[T]]

ou 1+ W[[T]] désigne le groupe multiplicatif des séries formelles & coeffi-
cients dans W, et de terme constant égal & 1. A un vecteur de Witt «, elle
fait donc correspondre une série formelle en 7’, qu’'on notera £'(a, T'), et qui
est définie par la formule

E(a, T) = exp. (—Z % .Fn(a))

n=o

(cf., par exemple, WHAPLES [26], n° 9, ou SAFAREVIE [16], § 1).
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Si A est un anneau local complet noethérien, de corps résiduel %, et si ¢
appartient a l'idéal maximal de A, on peut substituer ¢ 4 7" dans la série
L (a, T), et 'on obtient ainsi un élément £'(«, t) du groupe U(A) des unités
de A. Il n’est pas difficile de vérifier que I'application «— E'(a, t) est un
morphisme du groupe proalgébrique W dans le groupe proalgébrique U(A).
Dans le cas considéré ici, on prend pour ¢ un élément de valuation ¢, et le
morphisme 4 — E'(a, t) correspondant est le morphisme ¢; cherché. Cest la
méthode suivie par SarAREVIE (loc. cit.), a une petite complication pres, due
au fait qu'il travaille avec un corps résiduel qui n’est pas algébriquement clos;
c’est aussi la méthode qui, en égale caractéristique, donne la structure de
groupe algébrique des quotients U'/U" ([18], chap. V, n° 16).

§ 2. L’homomorphisme 0 : 7, (Ux) - Q.

2.1. Préliminaires(proalgébriques). — Danstoutce paragraphe, K désigne
un corps local, de corps résiduel A algébriquement clos. Lorsque A est de
caractéristique nulle, on se donne un relévement de & dans I'anneau Ay des
entiers de A. On munit le groupe Ug des unités de K de la structure de
groupe proalgébrique définie au § 1.

Soit L une extension finie de A'; on sait que L est un corps local, de corps
résiduel K. En caractéristique zéro, le relévement » de A dans A, peut étre
considéré comme un relévement de 4 dans Aj, et c’est ce relevement que
nous choisirons. On vérifie alors sans difficultés que I'injection de K dans L
définit un morphisme du groupe proalgébrique Ux dans le groupe Ur; en
sens inverse, 'opération de norme est un morphisme de Up dans Uy (cela
peut se vérifier, soit en remarquant que la norme est donnée par une formule
« polynomiale », soit en se ramenant au cas galoisien, ou le résultat est
évident).

Si L est galoisien sur K, de groupe de Galois g, les éléments de g défi-
nissent des automorphismes du groupe proalgébrique Uy : c’est évident par
transport de structure.

2.2. Préliminaires (cohomologiques). — Si g est un groupe fini, et 4 un
g-module, nous noterons f7(g, A) les groupes de cohomologie de g & coeffi-
cients dans 4, modifiés a la Tate; ce sont les groupes ﬁ’/(g, A) de CARTAN-
Eienserc ([%#], chap. XII); ils sont définis pour tout g€Z. On a, en
particulier :

H(g, A)y=AS|NA,  H-'(g, A)= Ay/IA,

A% désignant 'ensemble des éléments invariants de A, /VA (resp. Ay)
désignant I'image (resp. le noyau) de la norme NV : A — A, et I désignant
I'idéal de I’algébre de groupe Z[g] engendré par les 1 — g, pour cE€g.
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Prorosiion 1.— Soit L/K une extension galoisienne finie, de groupe de
Galois g. Le g-module L* est alors cohomologiquement trivial (¢f. Rim[15]),
autrement dit on a H7(h, L*)=o0 pour tout q€Z et tout sous-groupe }
de g.

Le théoréme de Hilbert-Speiser montre que H'(}), L*) =o. En vertu du
théoréme de Tate (¢f. Tate [23], ou R [15], th. k.12), il suffit donc de
prouver que H*(h, L*)—=o0, ou encore que le groupe de Brauer de toute
extension finie de A est nul; c’est 1A un résultat bien connu (on sait méme
que K est quasi-algébriquement clos, ¢f. Lang [13]).

Au lieu d’utiliser la nullité de H*, on pourrait aussi utiliser celle de H°,
c’est-a-dire le fait que tout élément de A* est norme d’un élément de L*; on
trouvera une démonstration directe de ce fait dans WnaprLes [2%], lemme 2
(voir aussi plus loin, n° 3.4, prop. 6).

CoroLLAIRE. — L’application norme N : L*— K* applique L* sur K* et
UL sur UK.

Le fait que N (L*) = K* a déja été explicité. D’autre part, si y € L* est
tel que /V(y) soit une unité dans K, il est clair que y est une unité dans L,
d’ou la seconde partie du corollaire.

Soit maintenant w ; L*—-Z la valuation normée du corps local L. Si 'on
fait opérer g trivialement sur Z, la suite

(1) 0—>UL—>L*:;Z—>0

est une suite exacte de g-modules.

ProrositioN 2. — Pour tout sous-groupe by de g et tout q€ Z, l'opérateur

cobord
0 : Hq(b’ Z)'—)Hrﬁ_[(b’ UL)a

défini par la suite exacte (1), est un isomorphisme.

Cela résulte de la nullité des H7(Y, L*).

CoRroOLLAIRE. — Le groupe H—' (Y, U) est isomorphe au groupe bH/h,
quotient de ) par son groupe des commutateurs.

C’est le cas particulier ¢ —=— 2 de la proposition 2, compte tenu de I'iso-
morphisme H—*(}, Z) =} /b’ (cf. CarTan-EILENBERG, loc. cit., p. 237).

ReMARQUE. — L’isomorphisme §/h'— H=(h, U.) est facile a expliciter.
Bornons-nous, pour simplifier, au cas ou h=g. Si V, désigne le noyau
de IV : Up— U, on a par définition A~ (g, U,) = V,/1.U;. Si T est une
uniformisante de L, I’élément o(7")/T appartient a V, pour tout c€g, et
I'on vérifie tout de suite que ¢ — o (7")/T définit par passage au quotient
I'isomorphisme cherché de g/q’ sur V /1. Uj.
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2.3. L’isomorphisme 6. : 7 (Ux)/Nm,(U,)—>g/g. — Nous allons
maintenant faire intervenir les structures proalgébriques des groupes Uy
et Uy. La suite exacte

N
(2) o -~ V; - U, — Uy — o

montre tout d’abord que V', est un sous-groupe proalgébrique de U;. De
plus :

ProrosiTioN 3. — La composante connexe de Vi (au sensde[21], n°5.1)
est égal a 1.Uy.

Le sous-groupe I.U, est somme des sous-groupes (1—o¢).U;, c€Q;
comme Uy est connexe, chacun de ces sous-groupes est un groupe proalgé-
brique connexe, et il en est de méme de /.U, ; donc /.U, est contenu dans
la composante connexe Vj de V. D’autre part, le corollaire a la proposi-
tion 2 montre que V,/I.Ug est un groupe fini. On en conclut que /.U,
contient V} (loc. cit., prop. 1), d’ou la proposition.

COROLLAIRE. — Le groupe m,(Vy) s'tdentifie au groupe "
group groupe g/g

Cela résulte de la proposition 3, et du corollaire & la proposition 2.

On peut interpréter les résultats précédents de la facon suivante : si I'on
divise Uy, par /.U, on obtient un groupe connexe Uy, et la suite exacte (2),
jointe a I'isomorphisme V,/I.U,= g/g', donne la suite exacte

(3) 0—g/g ~> U -> Ug—>o.

On a donc associé a toute extension galoisienne L/K une « isogénie » du
groupe Uy, ayant pour groupe de Galois le groupe g/g’. Le théoréme
d’existence montrera que toute isogénie de Uy est obtenue de cette facon, et
méme au moyen d’une extension abélienne; on obtiendra ainsi une corres-
pondance bijective entre extensions abéliennes de K et isogénies de Ug.

D’un point de vue pratique, il est plus commode de parler de « groupe
fondamental » que d’ « isogénies ». Au lieu de considérer la suite exacte (3),
on écrit la suite exacte d’homotopie ([21], n° 5.3) associée a (2):

(4) ™, (UL) i 7, (Uyg) —0> (V) — mo(UyL).

Comme Uy, est connexe, on a 7,(U,) = 0. D'autre part, le corollaire a la
proposition 3 permet d’identifier 7,( V) a2 g/g’. On en déduit donc un
isomorphisme

(5) Ok @ m(Ug)/Nry(U)—g/g',

qui va jouer le méme réle que I'isomorphisme de réciprocité en théorie du
corps de classes local. Notons tout d’abord :

ProrosiTioN k. — L’injection de Uy dans Uy définit une injection de
1 (Ux) dans m,(U) qui applique 7w, (Ug) sur 7, (U.)9.
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Soit Ci(g, UyL) le groupe des i-cochaines de g a valeurs dans U,; c’est un
produit d’un certain nombre de copies de U, et c’est donc un groupe
proalgébrique; on vérifie immédiatement que le cobord

d: (g, U)—C (g, Up)
est un morphisme.

Par définition, on a une suite exacte
o — (Ur)s — C(g,U,) — C'(g, Up).

Mais le foncteur 7, est exact a gauche ([21], n° 10.2); on a donc la suite
exacte

0 —>m ((U1)8) = mi (C°(g, UL)) —>m(C'(g, Up)),
qui peut encore s’écrire
07y (Ux) > C°(8, 71 (Up)) — C' (g, 71(UL))-

On en déduit bien que 7, (Ug) s’identifie & 7, (U)8.
C. Q. F. D.
RemArQUE. — Si l'on effectue l'identification 7y (Ug) =7, (U.)%, '’homo-
morphisme N : 7w, (UL)— 1 (Ux) devient simplement la norme dans le
g-module Uy, et le quotient 7, (Ux) /N, (U.) n’est autre que H°(g, 7, (UL)).

2.4. L’homomorphisme 0. — Soit M une extension galoisienne de K,
contenant 'extension L ; nous noterons g,k (resp. gz k) le groupe de Galois
de M/K (resp. de L/K); le groupe gk est quotient du groupe @, 4.

ProrosiTioN 5. — Le diagramme suivant est commutatif

T (Ug )Nty (Uy) = 7 (Ug)/Nry (Up)
(6) /K \]l/ br/k i’
Qwk/Quk > B[Sk

(Les homomorphismes horizontaux étant définis de facon évidente.)
Le diagramme suivant est évidemment commutatif :
o—> Vy—>Uy—>Ug - o
(7) i NyyL i Nyyr j] id.
o>V, »>U, »>Ux - o

Ny désignant la norme dans 'extension M/L. On en déduit la commuta-
tivité du diagramme

T (Uk)/ Ny (Un) > o Vi)
le ) \[LNM/L
T (Ug)[Nmy(UL) — mo (Vi)

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAscC. 2. 9

(8)
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Vu les définitions de 0, et 0./, il ne nous reste plus qu’a établir la
commutativité du diagramme suivant :

g,u/K/ gfu/l( — o VM)
(9) i \{, Ny
Ou/k/Qyx —> T (Vi)

Or, soit 7 une uniformisante de M; I'élément ¢ =Ny, (T) est une
uniformisante de L. On a vu au n°2.2 que ’homomorphisme g x—> 7, (V)
s’obtient a partir de 'application —o(7")/ 7. De méme gk —§rx—>To( V1)
s’obtient a partir de ¢ — g (¢)/t. Comme /¥y, commute & o, on a

Nyuy(o(T)/T)=a(t)/t,

ce qui prouve bien la commutativité de (g), et achéve la démonstration.
Soit maintenant Qg le groupe de Galois de 'extension abélienne maximale
de K; c’est la limite projective des groupes §r/x/81/k, pour L parcourant
I’ensemble des extensions galoisiennes finies de K. La proposition 5 montre
que les homomorphismes m,(Ux)—> Qr/x/Q1/x définis par les 0O sont
compatibles entre eux. Ils définissent donc un homomorphisme

0 . 7T1(UK)-—>('1K.

ProrositioN 6. — L’homomorphisme 0O est surjectif. Son noyau est
Uintersection des groupes Nm,(Up) pour L parcourant lensemble des
extensions finies séparables (resp. galoisiennes, resp. abéliennes) de K.

On sait qu’'images et noyaux commutent aux limites projectives (cf. [21],
n° 2.5); d’ou la proposition (noter également que les extensions galoisiennes
sont cofinales dans les extensions séparables).

Soit maintenant K’ une extension séparable finie de K, et soit L une
extension galoisienne finie de K, contenant K’. Le groupe g./x- est un sous-
groupe d’indice fini de g;/x; on a donc deux homomorphismes canoniques

Ul Ok Sr/k/8LK;
t: Quk/Srk —> Sk |QL/k

le premier étant défini par l'injection de gk dans gk, le second étant le
transfert (cf. [4], p. 264, exerc. 10).
Par passage a la limite sur L, on en déduit des homomorphismes
i: Ay —> Qg et t: Qrp—> Qg

ProrosiTioN 7. — Les deux diagrammes suivants sont commutatifs

7, (Uk) -1> 7 (Ug.)

(10) Oi Oi

t
Aa K — Aa K



CORPS LOCAUX. 123

hY
T (Ug) — m(Ug)

11 ] | 0 I
o oo
(:'t,‘v, — ('1](

Uhomomorphisme j étant indwit par Uinjection Ug—> Ug.,, et I'homo-
morphisme N par la norme Ny, x : Ug,— Ug.
La démonstration sera donnée au numéro suivant.

RemMARQUE. — Les homomorphismes j, ¢, /V, i sont définis méme si K’ est
une extension inséparable de K. Le diagramme (11) est encore commutatif;
le diagramme (10) l'est aussi & condition d’y remplacer ¢ par son produit
avec [K’: K], [Ces assertions se démontrent, soit directement, soit par
réduction au cas ou XK'=k ((T)), K=£k((T?)).]

2.5. Une formation de classes. — Soit de nouveau L/K une extension
galoisienne finie, de groupe de Galois g. Le groupe g est un groupe d’auto-
morphismes du groupe proalgébrique Uy ; il opére donc aussi sur le revétement
universel Uy, de Uy, (¢f. [21], n® 6.2).

ProposiTION 8. — Le g-module Uy est cohomologiquement trivial.

(La démonstration qui suit m’a été indiquée par J. TaTE.)

Puisque le foncteur « revétement universel » est exact ([21], n° 10.3, th. 3),
il commute aux groupes de cohomologie (¢f. la démonstration de la propo-
sition ). En d’autres termes, si §) est un sous-groupe de g, les groupes
Hi(H, I_JL) s’identifient aux revétements universels des groupes H7(h, UL).

Comme ces derniers sont des groupes finis (prop. 2), leurs revétements
universels sont nuls, d’ou la proposition.

Considérons maintenant la suite exacte
(12) 0o—m, (U — U,—> Up—o.

En la combinant avec la suite exacte (1), on obtient la nouvelle suite exacte
(13) 07 (Up)—Up—>L*—~Z—>o.

C’est une suite exacte de g-modules. Elle donne naissance & un cobord
itéré
& HI(g, 2)—> H12 (g, mi(UL))-
ProrositioN 9. — L’homomorphisme 8 défini ci-dessus est un isomor-
phisme.
Cela résulte de ce que Uy et L* sont cohomologiquement triviaux.

Pour g =—12, on a H%(g, Z) =g/g/, et

H°(g, m,(Up)) = m: (Ux)/Nmi (Uy),
on l'a vu.
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ProrositioNn 10. — L'isomorphisme ¢* : g/g'— 7 (Ux)/ N7, (Uy) et Uiso-
morphisme 0,k du n° 2.3 sont inverses l'un de lautre.

Remontons aux définitions de 02 et de 05 Dans les deux cas, on a
identifié g/g’ tout d’abord & /{—2(g, Z), puis &8 H—'(g, Uy) =V /1.U., au
moyen du cobord défini par la suite exacte (1). Ensuite, pour définir 0,
on a utilisé I'isomorphisme

1 T (Ug) /Ny (Uy) — Vi Up=1,( V)

défini par l'opérateur bord 0 : 7, (Ux)—m,(Vy.); pour définir ¢* on a
utilisé I'isomorphisme

g . VL/I.UL—>T£'1(UK)//V7T1(UL)

défini par le cobord associé & la suite exacte (12).
Tout revient donc a prouver que go f—1.

Soit aemn, (Uyx)/N7,(UL), et calculons f(a). Soit &' €, (Uk) un repré-
sentant de a@; on a f(a)=49(a'). Mais, d’aprés [21], n° 10.3, on peut
calculer d(a’') de la maniére suivante : on choisit b€ U, dont I'image
par NV : U,— Uy soit égale & o', et 'on considére I'image ¢ de b dans Up;
c'est un élément de ¥, dont la classe dans m,( V) est égale & d(a') = f(a).
Pour calculer maintenant go f(a), on doit d’abord relever f(a) en un
élément de V1 : on peut prendre c. Puis on doit relever ¢ en un élément
de Uy, et prendre la norme du résultat : on peut choisir & pour relévement,
et comme /N(b)=ad', on voit qu'on trouve un représentant de @, ce qui
démontre que go f—1, et achéve la démonstration.

Il n’y a plus maintenant aucune difficulté & expliciter la « formation de
classes » des 7, (UL). Observons tout d’abord que la proposition 9, appliquée
pour ¢—=—1, montre que H'(g, m(Uy))=o; pour g=o, si l'on
pose uz/x—=0?(1), I'élément u;/x engendre le groupe H*(g, 7, (UL)), groupe
qui est d’ailleurs isomorphe & Z/nZ, avec n=[L:K)]. Si x€ H7(g, Z),
on a

(14) 0 (x) =0*(x.1) = x.0*(1) = @. Uy,

le produit étant le cup-produit relatif a ’accouplement naturel de Z x< 7, (U,)
dans 7, (UL) (comparer avec TaTe [23]).

ProrosimioN 11. — La donnée des m,(U.) et des classes up i constituent
une formation de classes au sens d’Artin-Tate (cf. Kawapa [12]).

11 nous faut vérifier que les clasees uy/x, ou, ce qui revient au méme, les
homomorphismes d2, vérifient certaines propriétés formelles. De facon
précise, il y a deux cas & considérer :
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(1) On se donne une extension galoisienne M de K contenant I’extension
galoisienne L/K; on note 07k et dj, 4 les cobords itérés relatifs a L/K
et M/K respectivement. On doit alors vérifier la formule

(15) Info@i/K:[M:L].6§1/Kolnf,

ou Inf désigne ’'homomorphisme appelé « inflation » par ARTIN-TATE (c’est
celui qui provient de ’homomorphisme gu/x—> gz/x; on notera qu’il n’est
défini qu’en degrés positifs).

La formule (15) résulte tout de suite de la commutativité du diagramme

0—>m (Uy)—>Uy—>M—->Z->0

(16) 0 R

o—m (UL) —U,—~L" >Z->o0

ou les fleches verticales sont induites par les injections évidentes, 4 I'exception
de Z — Z qui est la multiplication par [M: L].

(i1) On se donne une extension finie A’ de K, et une extension galoi-
sienne finie L de K, contenant K’. On doit vérifier les formules
(17) Res 0 07 /x = 0}/x: o Res,
(18) Cor 0 0}, = 0}k o Cor,

ou Res (resp. Cor) désigne I’homomorphisme de « restriction » (resp.
« corestriction » ; c’est le « transfert » de CARTAN-EILENBERG [4], chap. XII, n° 8),
défini par I'injection de gz /x dans g k.

Ces formules sont d’ailleurs évidentes, car 67/« et 07,k sont les cobords
itérés définis par la méme suite exacte (13), et 'on sait que les cobords
commutent a Res et Cor.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 11.

ReMarQUE. — Sil’on applique les formules (17) et (18) aux homomorphismes

Ofk : H2(Qru , Z)—> H (g, 1 (UL))
et

Otk o H(Qyx > Z) > H(grk 5 T (UL)),
on obtient les diagrammes commutatifs
J
m(Ux) — 7 (Ug)
(19) i i

¢t
Syk/Syx  —>  Srx/Syk
N
m (Ug:) — mi(Ug)
(20) \IL i

1
Sk /8 —>  Qr/k/8L/k
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les lettres j, /V, 7, ¢ ayant le méme sens qu’au numéro 2.4. En passant & la
limite sur L, ces diagrammes deviennent identiques aux diagrammes (10)
et (11), ce qui démontre la proposition 7. '

§ 3. Ramification et conducteur.

3.1. Groupes de ramification. — Nous allons rappeler la définition et les
principales propriétés de ces groupes. Pour les démonstrations, le lecteur
pourra se reporter & SAMUEL-ZARIskI [17], chap. V, § 10, ou a ArTIN [3],
chap. IV-V.

Soit K un corps local, et soit L une extension galoisienne finie de K, de
groupe de Galois g. Dans ce numéro, nous ne supposons plus que le corps
résiduel & de K est algébriquement clos, mais nous nous bornons au cas
ou L/K est totalement ramifiée (L et K ont méme corps résiduel).

Soient Ay etvg (resp. Aget ¢) I'anneau des entiers et la valuation normée
de K (resp. de L). Sig—=[L:K],ona

(1) vk(x)=g.v.(x) pourlout ze€K.

Soit 7" une uniformisante de L. Si n est un entier > 0, on notera @,
I'ensemble des o € g tels qu’on ait

(2) 0u(s(T)/T—1)>n.

La condition (2) équivaut a

(3) vrp(o(x) —x)>n-+1 pourtout x€ Ay,

L’ensemble g, est un sous-groupe invariant de g, appelé n''™ groupe de

ramification de L/K. Les g, forment une filtration décroissante de g,
avec o=, et g,= {1} pour n assez grand.

Prorosition 1. — L'application ¢—o(T)/T définit par passage au
quotient un isomorphisme de §,/Qn1 sur un sous-groupe de UL /U}*".

La démonstration est immédiate.

CoroLLAIRE 1. — Si k est de caractéristique zéro, on a g1= {1}, et le
groupe g est cyclique.

En effet, pour n > 1, le groupe U?/Uf*" estisomorphe a £, et ne contient
aucun sous-groupe fini non nul; d’ott g, —=g,=...={1}. De plus le groupe
Ur/U} est isomorphe & k*, et l'on sait qu'un sous-groupe fini de A* est
cyclique.

COROLLAIRE 2. — Si k est de caractéristique p, le groupe g, est un p-groupe,
et le groupe g/g. est cyclique d'ordre premier ap.

Méme démonstration que pour le corollaire 1.



CORPS LOCAUX. 127

ProrosiTion 2. — Si b est un sous-groupe de g, on a h),=9hng, pour
tout n>.o.

C’est évident.

La détermination des groupes de ramification d’un groupe quotient est
moins simple; avant d’énoncer le résultat (dt a HErBraND [10]), il est néces-
saire de définir une autre numérotation des groupes g,; cela se fait au moyen
des fonctions ¢ et ¢ de Hassk (cf. [8], ou Tamacawa [22]), dont nous allons
rappeler la définition :

Pour tout nombre réel positif z, nous définirons g, comme étant égal a g;,
ou 7 est le plus petit entier > x. Nous poserons

Si I'on note g; I'ordre du groupe g;, et sil’on suppose & compris entre les
entiers g et ¢ +1, on a

(3) @(x):;[£‘1+g-z+---+é’q+($—9)gq+i]'

Propriétés de la fonction o.
a. C’est une fonction continue, linéaire par morceaux, strictement
croissante, concave.
b. Onao(o)=o.
c. Silon désigne par 9,(x) et g () les dérivées a droite et & gauche
de ¢, on a
(6) 9. (x) =0,(x) =1/(g:8) siz n’est pas un entier,
(7) 9z(x) =1/(§:8) et 0s(x) =1/(q : Gxt1) Sl x estentier.
L’application ¢ : R, — R est bijective. On notera ¢ l'application réci-
proque.

Propriétés de la fonction .

a'. C’est une fonction continue, linéaire par morceaux, strictement
croissante, convexe.

b'. On a (o) =o.
c. Siy=o(x), ona Y (y)=1/94(x), Y (y)=1/9,(x). En parti-

culier, ¢, et Y, ne prennent que des valeurs entieres.

d'. Si y est entier, il en est de méme de ¢ (y).

[Pour démontrer &', on applique (5) avec £ = ¢ (). On trouve

(2 —q)8g1=8y — (&1+- ..+ &¢)-
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Comme g, divise g, g1, ..., g4, on en déduit que x — ¢ est entier, d’ou le
résultat cherché.]

Nous définirons maintenant la numérotation supérieure des groupes de
ramification en posant

(8) 8= guy ou encore g7 = g,
Le théoréme de Herbrand s’énonce alors :

Prorositiox 3. — Soit ¥ un sous-groupe invariant de g, et soit h = g/¥.
Pour tout seR., on a

(9) b =g*¥/E.

[Autrement dit, Ia filtration des * est limage de la filtration des g*.]

Pour la démonstration, voir HErBrAND [10], ou ARTIN [3], p. 99.

La proposition 3 permet de définir, par passage a la limite, les groupes de
ramification g¢ d’une extension galoisienne infinie L/K, de groupe de
Galois g.

Nous aurons besoin par la suite d’une propriété de transitivité des fonc-
tions ¢ et . Pour 'énoncer, nous conviendrons de noter ¢k et Yz /x les
fonctions ¢ et ¢ relatives a4 une extension galoisienne L/K.

Prorosition k. — Soit K' une extension galoisienne de K contenue dans L.
On a
(10) LPL/K = '~!JL/K' o \Pkr/l( et PrL/k— QK/Kk © PL/K-

La formule relative & yzx est démontrée dans Tamacawa [22] (elle est
d’ailleurs essentiellement équivalente au théoréme de Herbrand). L’autre
formule s’en déduit.

ReMARQUE. — Comme l’a observé Kawapa, la proposition & permet de
définir les fonctions ¢k et §z/x pour des extensions finies quelconques (pour
une extension radicielle, on pose 9 (z) = z).

3.2. Enoncé du théoréme. — A partir de maintenant, et jusqu'd la fin
de ce paragraphe, nous revenons aux hypothéses du § 2; en particulier, le
corps résiduel &k de K est supposé algébriquement clos.

Puisque le foncteur 7, est exact a gauche ([21], n°10.2), l'injection de U}
dans Uy définit une injection de m;(Ug) dans m;(Ug). Quand n varie,
les 7, (U%) forment donc une filtration décroissante de m,(Ug); le quotient
71 (Uy) /i (UR) s'identifie & m, (Ug/UE), comme le montre la suite exacte
d’homotopie. De plus, la formule

nUl’}zo

montre que lim U} = o, d’ou ([21], n° 5.3, prop. &) limm, (Ug) = o, c’est-
<— <
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é—dire( \m(U}}) = o. La filtration des 7, (Ug) est donc séparée. 11 est com-

mode d’étendre cette filtration aux valeurs réelles positives de 'exposant, en
posant

Uig= Uk si n estle plus petit entier . 5.

D’autre part, si @ désigne le groupe de Galois de I’extension abélienne
maximale de K, on peut filtrer A, au moyen des groupes de ramification &,
définis comme il a été dit au numéro précédent.

TreoriMe 1. — L’homomorphisme 0 : w, (Ux) > Qg, défini au §2,
applique m, (Uy) sur &k, pour tout s€R...

La démonstration sera donnée au n° 3.5. Observons tout de suite que le
cas d’un corps résiduel de caractéristique zéro est trivial. En effet, on a
alors @ = o pour tout s>o (cor. 1 a la prop. 1), et @, (Ug) =0 pour
tout s >o car U} est unipotent, donc simplement connexe d’aprés [21],
n° 8.o.

3.3. Cas d’une extension cyclique de degré premier. — Dans tout ce
numéro, L/K désigne une extension cyclique de degré premier l; on note g
son groupe de Galois. On conserve les notations et hypothéses du n® 3.1 (et
I'on suppose, en outre, que k& est algébriquement clos).

Il existe évidemment un entier ¢ > o tel qu’on ait

g:goz. - D)
Qro1 = Qrea=—...={1].
Le calcul des fonctions ¢ et { est immédiat. On trouve

si xLt.

t+l(x—1) si o> {.

(11) Hb(x):{

Nous noterons P (resp. p) I'idéal maximal de A (resp. Ag).
Lemve 1. — La différente D de lextension L/K est égale a P, avec
m=(t+1)(l—r1).

Si 7 est une uniformisante de L, on sait que D est engendrée par

I I (6(T) — T); comme chaque terme a une valuation égale a £ +1, on en
G£1

déduit bien le lemme.

Lemve 2. — Soit Tr: L — K la trace dans l'extension L/K. Posons
m=—(t—+ 1) ({— 1). Pour tout entier s> o, on «

(12) Tr(Ps) =p", avec r—=/_[(m+s)/l].
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[Le symbole [x] désigne la partie entiére du nombre réel .|
Puisque la trace est une application Ag-linéaire de 4, dans Ag, Tr(P*)
est un idéal de 4. Si 7 est un entier > 0, on a Tr(P*) Cp” si et seulement
si Tr (p—7P*) c Ak, c’est-a-dire si p7 P D1, vu la définition de la diffé-
rente au moyen de la trace; d’aprés le lemme 1, cette derniére inclusion
équivaut a U'inégalité s — Ir > — m, c’est-a-dire r Z[(m +s)/I].
C.Q. F.D.

LemMe 3. — Si 7 est un élément de L de valuation > s, on a
(13) N+ T) =1+ Te(Ts)+ N(Ts) modTr(P>*).
On a, par définition,

Na+T) =] o+ 12,
gEG
d’ou, en développant,

N(1-+T)=3 17
X

ou A parcourt I’ensemble des éléments de I'algébre de groupe Z [g] qui sont
de la forme A=o,+...+ o4, les o; étant des éléments de g deux a deux
distincts. On posera n (1) = k: c’est laugmentation de A. Les A d’augmen-
tation o, 1 et / donnent les termes 1, Tr(7%) et V(T5) de la formule (13).
Tout revient donc & prouver que la somme des autres termes appartient
a Tr(P2). Or, soit o un générateur de g. Si ¢ == oA, ’élément A est nécessai-
rement multiple de lanorme. Si 2 << n (%) =</ — 1, on a donc % 7 ¢k. Groupant
ensemble les i}, 0 =i~ —1, on obtient Tr(7?); comme n(A)>. 2, on
a Tre P2, dou Tr(T})eTe(P2), ce qui achéve la démonstration.

ProrosiTiON 5.
(a) Pour tout entier s>o, on a N( U'L'*("')) = Uget N( U}‘f“"“) = Ui,
(b) Soit Ny : UPW|UYO — Uy /Ui Uapplication définie par passage
au quotient a partir de N. Pour s # t, IV, est un isomorphisme. Pour s =,
on a la suite exacte

(14) o > g 5> UyUst % UyUFt > o,

ou vy est défini par ¢ —a(T)/T (cf. proposition 1).
Nous démontrerons simultanément (&) et un résultat plus faible que (a) :

([Z’) On a ]V(U};‘/(S))C UI} et /v(U;f(s)—H)C Uj}+1~

Une fois (&') et () démontrés, on peut appliquer le lemme 2 du numéro 1.6
S+7 et au groupe Uy, filtré par

les Ui: comme Y (s)+1Zd(s+1), (b) montre que /N applique

au groupe complet UpY, filtré par les U}:!"
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U}E"“*”’/U'g‘”"*” sur Ui /U™, donc, d’aprés le lemme en question, /¥
applique U}';J(‘) sur Ui. On en déduit aussi N(Ug‘“‘“):N(U}J‘*“*”) = Ui’
et, en tenant compte de (a'), on voit bien que V(U ") = Up*'.
Tout revient donc & démontrer (a') et (b). Nousdistinguerons quatre cas :
(i) Onas=o.
Il est clair que V(UL)c Ug et N(U})c Ug. Le morphisme

]V'() : Glll-_> Glll

est donné par A — ). Si lest égal a la caractéristique de &, V, est un isomor-
phisme; comme on a £>> 1 dans ce cas (n° 3.1, cor. 2 ala prop. 1), on a
bien vérifié (b). Si, d’autre part, / n’est pas égal & la caractéristique de £,
on a t=o (loc. cit.), et le noyau de /V, est le groupe cyclique d’ordre /
formé des racines /i*mes de I'unité; d’aprés la proposition 1, ce groupe s’iden-
tifie & g au moyen de vy, d’olt encore (b) dans ce cas.
(i) Onai1<Ls<<t.

Puisque > 1, le nombre premier / est nécessairement égal a la caracté-
ristique de A, caractéristique que nous noterons p. On a de plus Y (s) =s.

Soit X,€PB?; on a N (LX,)ep’. D'autre part, le lemme 2 montre que la
valuation de Tr () est supérieure ou égale a Ientier

[(t+1)(ll“1)+s]é[s+2— %]éb&—l.

Le méme calcul montre que Tr(P2*) Ccps*+!. D’apreés le lemme 3, on a donc
(15) Na+ X)) =1+ N(LX,) modps+i.

Comme /NV(X;) appartient a p°, cette formule montre que /V applique Uj
dans Ug; si X,€ P+, on a V(LX) €ps+?, donc /V applique Ui™" dans Ui,
ce qui démontre (a&'). Pour déterminer /V;, choisissons un élément 7’ de
valuation s dans L ; tout élément de Uj est congru modulo Uf** a un élément
de la forme 1 + aT,, avec e € Ax. Appliquant (15) & a T, on trouve

(16) Niai+aT)=1+ar N(T,) modps+i.

Si l'on identifie Uf/Ui** et Ui/Ui" au groupe additif G,(cf. n°1.6), la
formule (16) montre que /V; est de la forme 2 — «2”; comme /N (7’) est un
élément de valuation s, on a o 72 o, et /V, est un isomorphisme, ce qui achéve

de prouver (&) dans ce cas.
(i) Ona 1 Zs=t.

Ici encore, { =p, et Y () =¢. Soit X', € P¢; un calcul analogue a celui du
cas précédent montre que

(17) Na+X)=1+Tr(X,)+ N(X,) modpti.
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Cette formule, jointe au lemme 2, montre que N (1-+.F,) =1 modp+
si X, e P+, d'ou (). Pour démontrer (5), on choisit un X, € P’ tel que
Tr(X,) soit de valuation ¢: c’est possible en vertu du lemme 2. Si a€ Ag,
on a

(18) Na+ad)=1+aTe (X)) +aN(X,) modp+!.

Par passage au quotient, cette formule montre que N, : G,—> G, est de la
forme A — ok + 3h7, avec af £0. Le morphisme /V, est donc surjectif et
son noyau est cyclique d’ordre p. Comme N (¢(7)/7T) =1, ce noyau contient
I'image de g par vy, donc est égal a cette image, ce qui démontre bien (&)
dans ce cas.

(iv) On as>t.

Ieid(s)=¢+(s—1).S1d € P¥), le lemme 2 montre que Tr (1) € p?,
et le lemme 3 donne la formule

(19) Na+ X)=1+Tr(X,) modp’+.

Le morphisme N, : G,— G, est de la forme A — ai, avec a2 0; c’est un
isomorphisme.
Nous avons donc vérifié (&') et () dans tous les cas.

C. Q. F.D.

3.4. Extensions abéliennes.

PropositioN 6. — Soit L/K une extension galoisienne finie, de groupe de
Galois g, et soit b la fonction associée (cf. n° 3.1).
(@) Pour tout entier s> o, on a N( U? W) = Uy et N( UE”‘"“”) =Uyg".
(b) Soit N, : U¥ “’/U}J‘* Wt Uy JU Uapplication définie par passage
aw quotient a partir de N, et soit «(; 'homomorphisme de gy /Gys)+1 dans
U'L!“""]/U}:-’ W défini par 6 —a(T)/T (cf. prop. 1). La suite

N,
—>

.A" U N L Sy S -
(20) © = Guo/Syw+ - UV U Ui/UE' — o

est alors exacte.

Nous raisonnerons par récurrence sur l'ordre g de g, le cas g =1 étant
trivial. Les corollaires de la proposition 1 montrent que g est résoluble. 11
existe donc une sous-extension K’/K de L/K telle que K'/K soit cyclique
d’ordre premier, et que L /K’ soit galoisienne. D’aprés I’hypothése de récur-
rence (resp. la proposition 3), la proposition est vraie pour L/K' (resp.
pour K'/K). Si I'on pose

s'=Yxx (5), s"= bk (s'),
on a donc

[\”L/K' ( (j‘}.‘” ) - U}’, et IVA'r//( ( U}‘/r) - ";(, d’Ol‘l ./VL/K(U‘Z, ) = U[:.
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La proposition & montre que s"=1{/k(s), ce qui démontre la premiére
formule de (). La seconde se démontre de méme. Pour (4), on remarque
que /V; se factorise en
vy jupe v vt X Uy ui,

ou /V” et V' sont respectivements induits par Vg k. et Ng,/x. On en déduit
que /V; est surjectif, et que I'ordre m de son noyau est égal au produit des
ordres m' et m” des noyaux de /' et /N'. Si b est le groupe de Galois
de L/K', la proposition 6 (appliquée a L/K', ce qui est licite), montre
que m"=(bs:hs4). Convenons de noter fi,(x) le quotient f(x)/f;(x)
de la dérivée a droite de f en « par la dérivée a gauche en x, Les propriétés
de Y énoncées au n° 3.1 montrent qu’on a

m" = ($r/x)ase ().

De méme, m' = (Ugi/x)asg(s). Gomme Y15 = Yy 40 0 Uik, la formule donnant
la dérivée d’une fonction composée montre qu’on a

(21) m = Ys($) = (84 Gbs)+1)-

D’autre part, on sait que ¥, est injectif, et il est clair que Ker (/V;) > Im(v,).
La formule précédente montre que ces deux groupes ont méme nombre
d’éléments; ils sont donc égaux, ce qui achéve la démonstration.

CoroLLAIRE. — Pour tout s€R_, on a N( U}E‘ m) = U;.

Choisissons des entiers 7 et ¢ tels que
r<sZr—+1 et t<<d(s)Zt+1.

o e . e -
On a alors, par définition (¢f. n° 3.2), Uy = Ui+ et Uy =Uf". Comme
les inégalités écrites ci-dessus entrainent

Y(r) e+ 1= (r+ ),

la proposition précédente montre que N (UfH') = Uit = Us.
: C.Q.F.D.
REMARQUES.

1° Le corollaire ci-dessus s’étend immédiatement au cas ou ’extension
L /K n’est plus supposée galoisienne, ni méme séparable.

2° La proposition précédente est essentiellement due 2 Hasse[8]. On notera
que, lorsqu’on ne suppose pas k algébriquement clos, la suite exacte (20) doit
é&tre remplacée par une suite exacte de k-groupes quasi-algébriques. Le fait
qu'un point rationnel d’un quotient ne puisse pas toujours se remonter en
un point rationnel explique pourquoi l'application norme n’est plus surjec-
tive (Hassk, loc. cit.).
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Nous allons maintenant étudier d’un peu plus prés le noyau ¥, de ’homo-
morphisme /V : Up— Ug. Pour tout entier 2> 0, nous poserons

(22) V.= V,nU}".
Le groupe V, estle noyau de V : U} " — Up.
ProrosiTioN 7. — On a une suite exacte :
(23) 0= U [UP) 5 Vo) Vipii=> S/ 81— 0.

Il est clair que V,/V,,, s’identifie au noyau de I’homomorphisme
Ny : U}f(”)/U'L!J‘”“’»—> U/Ug™" défini par la norme. De plus, la proposition 6
montre que /V, est nul sur le sous-groupe U}f‘”’“/U',EJ(”“) de U}“?‘”‘/U,’?"H”;
la suite exacte (23) résulte immédiatement de 14, et de la suite exacte (20).

CoroLLAIRE 1. — Le groupe my(V,/Vuii) Sidentifie au quotient
8L/ Qyin)+1-
C’est évident.

[Comme d’habitude, l'identification fait correspondre a g € gy, la classe
dans 7, (V,/ Vi) de o (T)/T.]

CoroLLAIRE 2. — Le groupe m,(V,) est un groupe fini dont lUordre
divise le produit des indices (§yunik) * §linriy ), pour k entier > o.

Supposons d’abord que n soit assez grand pour que gyu,)={ 1 }. Le corol-
laire 1 montre que 7y ( V1) — 7o (V) estsurjectif. En appliquant ce résultat
an-—+1, n—+ 2, et en passant a la limite, on voit que im o (Vyiz) = 7o (V5)

é_

est surjectif. Mais lim V,Hk:{ \ V=0, d’ou ([21], n°® 5.1, prop. 2)
é.._.

lim 7y (V) =o0 et my( V) = o. Le corollaire 2 est donc exact pour n assez

é_

grand. D’autre part, le corollaire 1 montre que, sile corollaire 2 est exact
pour n + 1, il I'est pour n. D’ou le résultat cherché.

CoroLLaIRe 3. — L’application ¢ —a(T)/T définit par passage au quo-
tient un homomorphisme surjectif

6lz : gl"g(n.)‘> 71'0< I/n)~
Soient ¢, T€ gy(n). On a
ot(T)/T=o(T)/T.x(T)/T.c(u)/u, aveec wu=r1(T)/T.

Les éléments de la forme ¢ («)/u, we UL forment un sous-groupe connexe
de V,; leur.image dans m,(¥,) est donc nulle, et 0, est un homomorphisme.
Un argument analogue montre qu’il ne dépend pas du choix de I'uniformi-
sante 7.
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Le corollaire 1 montre que, si 0,4 est surjectif, il en est de méme de J,.
Comme 7,(V,) = o pour n assez grand, ceci démontre le corollaire.

3.5. Extensions abéliennes. — Nous conservons toutes les notations du
numéro précédent.
Prorosition 8. — Supposons lextension L/K abélienne. Pour tout
entier n>0 on a:
(1) GYn+1== GYn+1)-
(i) L’homomorphisme o, : §ym— T (V,) est bijectif.
(1ii) L’homomorphisme w,(V,)— (V) défini par Uinclusion de V,
dans V', est injectif.
(iv) Soit 0 : m(Uyx) —>my (V) Phomomorphisme bord dans la suite
exacte (2) dun® 2.3. L'image par 0 de w,(Ug) est égale a m,(V,).

[Dans (iv), on convient d’identifier 7, (V,) & un sous-groupe de m,( V),
ce qui est licite d’aprés (iii).]

DEMONSTRATION DE (1). — En appliquant le corollaire 2 de la proposition 3
avec 7 = 0, on voit que U'ordre de 7, ( V') divise le produit des (gy(n): Gy(n)+1)»
pour 7 entier > 0. Si I'on avait gy(n)+152 Gy(a+r) pOur un entier n, ce produit
serait strictement inférieur 4 'ordre de g ; mais c’est impossible, car, puisque g
est abélien, il est isomorphe a 7, (V) (¢f. n° 2.3, cor. a la prop. 3).

DEMONSTRATION DE (i1). — On raisonne par récurrence sur 7, le cas n —o
étant connu. Le diagramme

o ( Vn—H) — 7wy ( V) — T ( Vn/ Vi) = o

A A
Ont1 ]an

0 = Qun+1) > QU > Gm/GYnrny > O
est commutatif. Tenant compte de I’hypothése de récurrence et du corol-

laire 1 & la proposition 7, on voit que d,.4 est injectif. Comme on sait qu'il
est surjectif, c’est bien un isomorphisme.

(24)

DEMONSTRATION DE (1ii). — Le diagramme (24) montre que 7o (V1) = 7o (V5)
est injectif. En itérant, on obtient le résultat cherché.

DEMONSTRATION DE (iv). — On a le diagramme commutatif :

W0
o— V, > U™ > Ut — o.

(25) ¥ } ¥

o>V, - U —>UK-—>O

On en tire le diagramme commutatif :

T (Ug) — mo(V5)
(26) J, 4,

T, (Uk) — T (VL)

ce qui exprime exactement (1v).
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CoroLLAIRE 1. — ST m est un entier > o tel que §, = Guir, le nombre
réel ¢(m) est un entier.

Si @ (m) n’était pas entier, il existerait un entier n>x o tel que
b(n)y<m<Y(n—+r).
Comme m est entier, on aurait
m>{(n)+1 et m-+1Z(n—+1).
En appliquant (i) on trouverait
g'y(u)—i—i =0@m=Qqm+1= gq,(n+n,
contrairement & I’hypothése.
CoroLLAIRE 2. — Soit 0, : w(Ux) — g lhomomorphisme défini au § 2.
Pour tout se R, l'image par 0, de 7,(Uy) est égale a g° = gus)-
Supposons d’abord que s soit entier. Par définition, 0 s’obtient en compo-
sant d: m; (Ux) - o (V), avec 'isomorphisme réciproque de 0 : g —> 7, (V).
La formule 0, (7, (U)) = gy(s) résulte immédiatement de la et des assertions
(ii) et (iv).
Dans le cas général, soient 7 et ¢ deux entiers tels que
r<<s<Zr-+1 et t<<d(s)Zt+1.

On a
Y(r)+1Ze+ 1Y (r 1), d’otr Q1= QY (r+1)-

d’aprés (i). Par définition, on a Ug= U™, gy(s)= gr+1. En appliquant
a r 41 le résultat démontré ci-dessus, il vient

OL(TH(UI?)) = eL('ni(Ul’(‘-H)) =0V (r+1)= Gr+1 =G ()

C. Q. F. D.
REMARQUES.
1° Par passage a la limite sur L, on voit que le corollaire 2 reste valable
méme si L est une extension abélienne infinie de K.
En prenant pour L I'extension abélienne maximale de K, on a g = A, et
Uon a donc démontré le théoréme 1 du n° 3. 2.
2¢ Soit n un entier > 0. On vient de voir que 0, applique 7, (U¥)
sur g%, et 7 (Ug™) sur g**'. Par passage au quotient, il définit donc un
homomorphisme 0, : m, (Ug/Ug™) —g*/g"*+'. Cet homomorphisme n’est
autre que I’homomorphisme bord associé a la suite exacte (20), relative
a s = n. C’est immédiat, a partir du diagramme commutatif :

)
o—> V, - U™ — Up —o

(27) \ + ¥

! !
o — gr/gt — UpW|U; ™ — URJUE — o.
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En particulier, dans le cas d'une extension cyclique de degré premier, 0; est
nul sur 7 (UF"), et 'homomorphisme de m; (Uk)/m, (UE*) sur g qu'il
définit n’est autre que 'opérateur bord dans la suite exacte (14).

3° Le corollaire 1 impose des conditions tres restrictives a la filtration
des groupes de ramification. Considérons, par exemple, le cas d’un groupe g
cyclique d’ordre p*. Notons g(¢) le sous-groupe de g d’ordre p!, et soit n; le
nombre des entiers n tels que g,—g(¢). Le corollaire 1 équivaut a dire
que n; est divistble par pt—i.

3.6. Conducteur (cas abélien). — Gardons les notations et hypothéses du
numéro précédent. On appelle conducteur de I'extension L/K le plus petit
entier f tel que ’'homomorphisme

‘ 0L: m(Ux) - g
soit trivial sur 7, (U%).

ProrosiTioN 9. — Soit ¢ l'unique entier tel que §.7 {1} et §er1=11}
(si L = K, on convient de poser ¢ =—=—1). Le conducteur f de L/K est égal
ag(c)—+r1.

Le cas L = K est trivial : on a f=o. Supposons donc L % K. D’aprés le
corollaire 2 4 la proposition 8, fest le plus petit entier > o tel que gy (,)==1{1}.
On a donc fx1, et gy(r—1)52 {1}. D’autre part, I'assertion (i) de la propo-
sition 8 montre que

Sy =Gyn={1}.
On a donc ¢ =4 (f—1), c’est-a-dire f= @ (c) +1. C. Q. F. D.

3.7. Le conducteur d’Artin. — Rappelons d’abord sa définition (cf.
ArtiN [2], wvoir aussi [20]). Soit L/K une extension galoisienne finie, de
groupe de Galois g. Si y estune fonction centrale sur g, a valeurs complexes,
on pose

I
28 v (g:) = — G), ; désignant 'ordre de g;.
(28) x(8) = X u(2), g désign g
cEg;
Le conducteur f(y) de y est le nombre complexe défini par
3
(29) F = D) = 2(80),
i==0

somme qui a un sens puisque y (1) — % (g:) = o pour 7 assez grand. On a
évidemment

(30) f()\IX1+)~2X2):)\1f(X1)+7"‘lf(X7)-

11 suffit donc de connaitre f(y) lorsque y est un caractére de g, et méme, si
I'on veut, un caractére irréductible. Dans ce cas, il est immédiat que f(y)
est un nombre rationnel positif. En fait :

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsc. 2. 10
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TrtorkME 2. — Si i est un caractére de g, f(y) est un entier positif.

Ce théoréme est dit & ArTIN [ 2] (dans le cas particulier ou le corps rési-
duel £ est un corps fini), et Arr [1] (dans le cas général). Nous allons mon-
trer rapidement comment on peut le déduire des résultats des n 3.5 et 3.6.

D’aprés le théoréme de Brauer, tout caractére y de g est combinaison
linéaire (& coefficients dans Z) de caractéres jy; induits par des caractéres y;
de degré 1 de sous-groupes de g. Or, si ) est un sous-groupe de g, corres-
pondant a l'extension K'/K, et si y est un caractére de f, on a la formule
(ArTIN [2])

(31) JOO) =) + 7 (1) d(K'/K),

ou d(K'/K) désigne la valuation dans K du discriminant de K'/K. Cette
formule montre que f(y) est entier si les f(y;) le sont. On est donc ramené
au cas d’un caractére de degré 1. Dans ce cas on a méme un résultat plus
précis (qui justifie le terme de « conducteur ») :

Prorosition 10. — Soit y un caractére de degré 1 de g, soit b, le noyau
de y: g— G et soit L, la sous-extension de L correspondant a b,. Le
conducteur de Uextension L, /K est égal a f(y).

Si y est trivial sur g, on a f(x) = o, Ly= K, et la proposition est vérifiée.
Supposons donc y non trivial. Il existe un entier ¢>> o tel que y soit non
trivial sur g., mais soit trivial sur g..4. On a alors y(g;)=o0 si iZc,
et 7(g;) =1 sl i> ¢+ 1. La formule (29) s’écrit donc

i=c

(32) f =22

ou encore, en comparant avec la formule (5) du n® 3.1,
(33) S =1+ oyu(e).

Posons ¢, = ¢1/1,(c). Le théoréme de Herbrand montre que (g/hy)c, est
I'image dans g/b, de g., donc est différent de {1}, par définition méme de c.
De méme, on a (g/hy)c+1={1}. La proposition 9 montre alors que le
conducteur de lextension Ly/K est égal a 14 91 /k(cy) =1+ 91k (c),
d’aprés la transitivité de la fonction ¢. Ceci achéve la démonstration de la
proposition 10, et, en méme temps, du théoréme 2.

REMARQUES.
1° La formule (31), appliquée au caractére unité du sous-groupe b,
donne une décomposition de d(K'/K). En particulier, pour h={1}, on
obtient la « Fithrerdiskriminantenproduktformel » (¢f. ArTiN [2] et Hasse[8])

(34) d(L/K) =71 f(2),
7

ou y parcourt I'ensemble des caractéres irréductibles de g.
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2° A priori, la démonstration du théoréme 2 donnée ci-dessus suppose
le corps résiduel & algébriquement clos; en fait, il est facile de ramener le
cas général a celui-la :

Si L,/ K, est une extension totalement ramifiée, de corps résiduel %,, galoi-
sienne et de groupe de Galois g, on construit une extension L/K, de corps
résiduel la cloture algébrique & de 4,, qui améme groupe de Galois et mémes
groupes de ramifications que L,/K,; I'extension L/K a donc les mémes
conducteurs d’Artin que L,/K,, et, puisque le théoréme 2 est vrai pour L/K,
il 'est aussi pour L,/ K.

[La construction de L/K peut se faire de la maniére suivante : on choisit
une cléture algébrique L, de L,, ainsi qu’une extension K’ de K,, contenue
dans L,, de méme groupe des ordres que K,, et maximale pour ces pro-
priétés; on vérifie tout de suite que le corps résiduel de K’ est isomorphe
a k, et que L, et K' sontlinéairement disjoints sur K, ; sil’on pose L'—= L, K’,
Pextension L'/K’ est galoisienne, de groupe de Galois g, et L' (resp. K') a
méme groupe des ordres que L, (resp. K,); en complétant L' et K’ on trouve
I’extension L/K cherchée.]

§ &. Le théoréeme d’existence.

Les notations et hypothéses de ce paragraphe sont les mémes que dans les
paragraphes 2 et 3.

h.1. Enoncé du théoréme. — C’est le suivant :

TrEOREME 1. — Si K est un corps local, a corps résiduel k algébriquement

clos, I’homomorphisme
0: m(U)—>Ag

défini au § 2 est un isomorphisme.

On sait déja que 0 est surjectif; il suffira donc de montrer qu’il est
injectif.

Les groupes 7, (Ux) et Ak sont des groupes proalgébriques de dimension
zéro. Ils se décomposent donc en produit de composantes primaires (cf. [21],
n® k.1)

m(U) =] [m0n  ax=] @
l l

! parcourant Vensemble des nombres premiers. Comme 0 est produit des
homomorphismes 0, : 7, (Ug);— (Qg)s, il suffira de prouver que les 0; sont
injectifs.

Supposons que / soit distinct de la caractéristique de 4. Si 'on décom-

pose Ug en Ux= G,, < Uj (¢f. n® 1.6, prop. k), on a
ﬂ-i(UK):TEI(Gm) > 771(U]}).
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Comme Uy est unipotent, on a m, (Ug);==o (cela résulte, par exemple, du
fait que la multiplication par / est un isomorphisme de U} sur lui-méme,
donc aussi de 7, (Uy ); sur lui-méme); on sait que 7, (G, )= Z;, groupe des
entiers l~adiques (c¢f. [21], n° 6.5). On a donc

(1) . (Ug)1= 2.

D’autre part, puisque / est distinct de la caractéristique de &, le corps
local K contient les racines /-iémes de I'unité, quel que soit 'entier n > o.
Si 7 est une uniformisante de A, I'adjonction & A d’une racine de I'équation

(2) Xir=T

définit une extension L,/K qui est cyclique d’ordre /#. La réunion L des L,
est une extlension abélienne de A de groupe de Galois isomorphe & Z;. Le
groupe (Qx); a donc un quotient isomorphe a Z;, et puisque 0; : Z;— (A,
est surjectif, c’est nécessairement un isomorphisme.

II ne nous reste donc plus qu’a traiter le cas ou le corps résiduel k est
de caractéristique p # o, et ou [ = p. C’est ce que nous allons faire dans les
prochains numéros.

k. 2. Résultats auxiliaires. — A partir de maintenant, et jusqu’a la fin de
ce paragraphe, on suppose que k est un corps de caractéristique p == o.

Si U est un A-groupe proalgébrique, nous noterons H(U) le groupe
Hom (m,(U), Z/pZ). On sait (c¢f. [21], n° 6.3) que ce groupe s’identifie
canoniquement & Ext(U, Z/pZ) si U est connexe. Si f: U—V est un mor-
phisme de groupes proalgébriques, on notera f*: (V) —H(U) 'homo-
morphisme qu’il définit. De méme on note /7 (K ') le groupe Hom (A, Z/pZ),
et 0 : H(K)— H(Ug) 'homomorphisme défini par 0.

[On peut interpréter A (K) comme le groupe dual du groupe de Galois de
Pextension de K engendrée par les extensions cycliques de degré p.]

Lenve 1. — Soit 0+ N> G -5 G o une suite exacte de groupes pro-
algébriques. On suppose que G et G' sont connexes, et que 7,(/N) est un
groupe fini d’ordre h. Le noyau de

[ H(G)—-H(G)
est alors un groupe fini d’ordre divisant h.
On utilise la suite exacte des Ext
Hom (/V, Z/pZ) —Ext(G, Z/pZ) —Ext(G', Z/pZ).

On a Ext(G, Z/pZ)—=H(G), et de méme pour G'; d’autre part, on a
Hom (N, Z/pZ) == Hom (7,(/V), Z/pZ), et ce dernier groupe est évidem-
ment fini et d’ordre divisant 2. D’otu le lemme.
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Posons, pour simplifier Décriture, U= Uy et U= U}. L’injection

canonique
in . Un/UIhLl__)_ D’/UIH—I

définit par transposition un homomorphisme

(3) i H(U/URY — H(Ur/ U,

n

Si ¢ désigne la valuation normée de K, on posera, comme au n° 1.6,
(4) e=v(p), ea=e/(p—1).
Lemne 2.
(a) Sin<pe, et si p divise n, l'image de i, est nulle.
(&) Il en est de méme si n > pe,.
(¢) Sin=pe,, l'image de i}, a 1 ou p éléments.

Soit m 'entier défini, dans le cas (a), par m =n/p, dans les cas (b)
et (c)parm=n —e.Soit u : U— Ul'’homomorphisme z -> p x (le groupe U
étant ici noté additivement). On sait (n° 1.7, prop. 6) que u applique U™
dans U*, U™+! dans U"+!, et définit par passage au quotient un homomor-

phisme surjectif
Uyt Um./Um.+1 — Un/Un—H

dont le noyau est nul dans les cas (a) et (&), et isomorphe & Z/pZ dans le
cas (c).
Considérons le diagramme commutatif

Um/Um+1 _uj'; Un/[jn+1
5 a/ \in
© - %
UnL/Un+1 _‘> U/U)H—l f; U/Un+1

ou « et 3 désignent les applications canoniques évidentes, et ou p désigne la
multiplication par p dans U/U"+!. Le foncteur H transforme le diagramme (5)
en le diagramme commutatif suivant :

H(Um/Um.—H) zjﬁ I](UII/UH.—H)
ax/ \i::
v N
H(U}n/Un+1) i H(U/Un+1) z_ H(U/U’H_l).

Comme la multiplication par p est nulle dans Z/pZ, elle 'est aussi
dans H (V') pour tout groupe proalgébrique V; on a donc p*=o, d'ou
a*oupoi,—=o. Comme a est surjectif et de noyau connexe, le lemme 1
montre que o est injectif, d’ou w),0i,=o0. D’aprés le lemme 1, appliqué
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cette fois a u,,, le noyau de u}, est nul dans les cas (a) et (), et d’ordre 1
ou p dans le cas (c¢). 1l en est donc de méme de I'image de i}, ce qui
démontre le lemme.

La suite exacte des Ext associée a la suite exacte

(6) o> Ur—~U—U/U">o
s’écrit
(7) o—H(U/U") — H(U)-> H(U").

Nous pouvons donc identifier H(U/U") a un sous-groupe de H(U), a
savoir le sous-groupe des homomorphismes de m,(U) dans Z/pZ qui sont
nuls sur 7, (U").

LemuE 3.
(1) Sin=pe, il existe un élément t € H(K) tel que £ = 0*(%) appar-
tienne a H(U/U™1), et que U'image de %' dans H(U"/U"+') soit non nulle.
(1) S n < pe, et (n, p) =1, pour tout élément ne H(U"/U"+') il
existe b€ H(K) tel que t'=0*(%) appartienne a H(U/U"*) et que l'image
de t' dans H(U"/U"1) soit égale a n.
La démonstration sera donnée au n° &.3 pour le cas (i), et au n° k.4 pour
le cas (ii).

ProvrositioN 1. — L’homomorphisme 0* : H(K)— H(U) est bijectif.

Puisque 0 est surjectif, 0* est injectif. Montrons qu’il est injectif. Le
groupe m;(U) est limite projective des m,(U/U"); donc H(U) est limite
inductive (c’est-a-dire réunion) des H(U/U"). 1l nous suffit donc de montrer
que Im (0*) contient H(U/U™), ce que nous ferons par récurrence sur 7, le
cas n = o étant trivial.

Pour passer de n & n + 1 on utilise la suite exacte
(8) o> H(U/U» -~ H(U/U) - H(Ur/Ur).

Il suffit évidemment de montrer que H(U/U"') et Im (6*)nH(U/U"+')
ont méme image dans H(U"/U"+'). Clest trivial dans chacun des cas (a)
et (b) du lemme 2, puisque cette image est nulle. Dans le cas (c), I'image
de H(U/U"+") a au plus p éléments (lemme 2), et celle de Im (0) n H(U/U"+)
a au moins p éléments (lemme 3); ces deux images coincident donc
bien. Enfin, dans le cas restant ou n <<pe, et (n, p) =1, l'image de
Im (0" )N H(U/U™") dans H(U"/U"') est égale a tout H(U"/U")
(lemme 3), d’ou encore le résultat dans ce cas.

k.3. Extensions données par une équation x? —=n. — Soit d’abord L/K
une extension dont le groupe de Galois g est cyclique d’ordre p, et fixons un
" isomorphisme g =Z/pZ (autrement dit choisissons un générateur ¢ de g).
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Comme g est quotient de Ak, la donnée de L/K revient & la donnée d’un
homomorphisme non nul

K23

Ax—> Z/pZ.

On peut donc considérer £ comme un élément de /(K). La suite exacte (3)
du n° 2.3 s’écrit ici

(9) 0—~>Z/pZ—>U/I.U—>U-—o

et l’homomorphisme bord 0 : 7,(U)—Z/pZ associé a celle suite exacte
n'est autre que ' — 0* (%), par définition méme de 0.

Soit de plus ¢ le plus grand entier tel que g,— g (¢f. n°3.3). L’entier ¢ +1
est le conducteur de L/K (c¢f. n° 3.6). L’homomorphisme

e om((U)—>2/pZ

est nul sur 7, (U') et non nul sur m, (U*), par définition du conducteur;
on peut donc le considérer comme un élément de #/(U/U*+'). La remarque 2
du n° 3.5 montre, en outre, que !'image n' de v’ dans H(U'/U") n'est
autre que I’homomorphisme bord

J: m(UJU*)Y—>Z/pZ

associé a la suite exacte (14) du n°® 3.3

(10) o — Z/pZ X Ui/ Ug 2 utju+t —  o.

[Rappelons que /V, est défini par passage au quotient a partir de la norme,
et que y applique ¢ surlaclassede o (7)/7, T étant une uniformisante de L.]

Comme Uj /U est connexe, on a 7' o (cela résulte aussi du fait que Z’
n’appartient pas a H(U/U*)). En particulier, pour démontrer la partie (i)
du lemme 3, i/ suffit de construire une extension L/K, cyclique de degré p,
et telle que t = pe,.

Or, puisqu’on suppose que pe, est entier, p —1 divise e, et le corps K
contient une racine primitive p'*™® de l'unité, soit z (n° 1.7, cor. 2 a la
prop. 6). Si m est une uniformisante de K, I'équation x”—=m définit une
extension galoisienne L de K, cyclique de degré p; on peut supposer que le
générateur o de son groupe de Galois applique x sur zz. On a donc

o(z)/x=x.

I’élément x est une uniformisante de L. D’autre part, il est bien connu (et
on 'a vu au cours de la démonstration du corollaire cité plus haut)
que z€ U, z¢ U%*!. On a donc

t=v(1—35)=pvg(1—3) = pe;.
C. Q. F. D.
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4.4. Extensions d’Artin-Schreier.
Lemve . — Soit n un entier >1, avec n < pe, el (n, p) =1. Soit X un
élément de K de valuation — n.

(a) L'équation « d’Artin-Schreier »
(11) aP—ax =1

est irréductible sur K, et engendre une extension L/K cyclique de degré p.
(b) L'entier t correspondant a cette extension (n°® 3.3) est égal a n.
(c) Soit ) Uélément de H(U"/U"+") associé a L/K comme il a été dit
au numéro précédent. On a 1572 o0; pour tout élément non nul n
de H(U"/U") il existe un h tel que 05 = .

I1 est clair que ce lemme entraine la partie (ii) du lemme 3.

DEMONSTRATION. — Les assertions (@) et (&) sont bien connues (cf.
WhaarLes [25], n° 6, ou MacKenzie-WaarLes [14]). Rappelons-en les
démonstrations :

Soit L =K (x) le corps obtenu en adjoignant & K une racine z de
I'équation (11). Comme ¢, (1) << 0, il en est de méme de v (z), et I'on a

(12) vp(x) =p oL (A) =—p'[L:K]n.

Comme p ne divise pas n, on a nécessairement [L:K]=p, ce qui montre
que (11) est irréductible.

De plus, si 'on cherche 4 quelle condition « —+ y est racine de (11), on
trouve

(13) yP—y+pF(z,y)=o0

ou F(z,y)=((z+y))—aP—yP)/p est un polyndme a coefficients
entiers. Comme ¢ (x) ==—n, v (p) =pe,onavy(p)+ (p —1)¢ (x) >0,
ce qui montre que les coefficients de p F'(z, y), considéré comme polyndme
en y, appartiennent & l'idéal maximal P de 4. La réduction modulo B
de (13) s’écrit donc

(14) Yr—y=o,

équation qui admet les p racines simples y;—=1, i€Z/pZ. D’aprés le lemme
de Hensel, 'équation (13) a p solutions y; € Ay, avec

(15) yi=1 mod$, I€EZ/pZ.

Les « + y,= a; sont p solutions distinctes de (11), ce qui montre que L/K
est galoisienne. Son groupe de Galois g est nécessairement cyclique d’ordre p.
Nous choisirons comme générateur de ce groupe I'élément o qui vérifie

(16) o(x) =+ yi, cest-d-dire o (x) —x =1 modP.
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Pour prouver (&), choisissons une uniformisante 7° de L. On peut
écrire £ = u. 7—", ol u est une unité de L. Par définition de Z, on a

(17) o(T)/T =1+ 3, avec ¢5(3)=t.

On en déduit
o(u)/u=1 mod P!
o(T—)/T—"=1—nz mod P+,
d’ou
o(z)/z=1—nz mod P
D’autre part, d’aprés (16), on a

(18) o(z)/x=1+2~' mod P+ et (™) =n.

Comparant les deux expressions obtenues pour ¢(z)/x, on voit que ¢ =n,
ce qui démontre (&). On voit également qu’on a

(19) —nz=x"' modPr+'.

Reste a démontrer (c), et pour cela il nous faut expliciter I'élément
nhe€H(Ur/U" ). D’aprés ce que nous avons vu au numéro précédent,
715 coincide avec I'opérateur bord de la suite exacte

20 o —> Z/pz 5 UpUF 3 UnUm o,
I

v et /V, étant des homomorphismes qu’on a déja explicités plusieurs fois.
Comme ¢ (z~!) =n, tout élément de UZ/UF™" peut se représenter par

un élément de la forme 1 — saz—!, avec s€ Ag. Si I'on fait correspondre
b

a 1— sz—! I'image s de s dans £, on obtient un isomorphisme de Uf /U

sur Gg, qui nous permet d’identifier ces deux groupes. L’homomorphisme
Y :2Z/pZ—>Up/UE™ se transforme alors en un homomorphisme

f: Z/pZ—>G,.

Par définition, y applique o sur la classe de ¢(7")/7 =1+ 3; en utili-
sant (19), on voit donc que v () est la classe de 1 — n—'2~!, ce qui montre
que f est la multiplication par n—'.

Aprés avoir explicité v, explicitons /V,. On a
N(t—sat) = N(s — 2) /N (— &) = (s — s — 1)/(— }).
D’ou
(21) Nia—szt)=1— A1 (sP—35).
Soit 7, un élément de K de valuation n. On peut écrire

(22) M=, avec peU.
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Identifions U?/U"*+! a4 G, en faisant correspondre & 1+ s'm,, s'€Ady, la
classe 5’ de s’ dans £.

L’homomorphisme N, : Up/Up**— U?/U"+" se transforme par les iden-
tifications précédentes en un homomorphisme

g G,—> G,

La formule (21) montre que
(23) g(5) =—RB(—3).

— ’ ”
1 désignant 'image de p dans A*.
Nous avons donc remplacé la suite exacte (20) par la suite exacte

(24) o > Z/pZ £ G, % G, - o,

ou f et g ont été déterminés explicitement. Il ne nous reste plus qu’a calculer
I'élément 15 €H(G,) associé a (24). Or, on sait que H(G,) s'identifie
a k ([21], n° 8.3, prop. 3); de plus, on sait calculer I'élément de A corres-
pondant a une suite exacte du type (24) ([21], loc. cit., lemme 1); c’est

(25) —1/pnt'=—n/Q.

Il est clair que — n/Q n’est pas nul, et que tout élément non nul de A est de
la forme — n/[x, pour une unité p. convenable. Ceci achéve la démonstration
du lemme &, donc aussi celle du lemme 3.

h.5. Fin de la démonstration du théoréme 1. — Pour simplifier les
notations, nous poserons By —m,(Ux), et nous noterons Dy le noyau
de 0 : By—> Ag. Les résultats du n° k.1 montrent que Dy est un groupe
p-primaire. On a, de plus,

(26) DK CpBK.
En effet, soit Dy— DxnpBg. On a la suite exacte
(27) 0—>Dg/Dx— Bg/pBg— Qg /pQx—>o.

Les groupes qui figurent dans cette suite exacte sont tous annulés par p. Le
dual de Bg/pBg est donc Hom (B, Z/pZ) = H(U), et celui de Qx/pQy
est H(K'). D’aprés la proposition I, 'homomorphisme H(K)— H(U) est
un isomorphisme. Il en est donc de méme de By/pBy—> Qyx/pQy, ce qui
montre que Dy— Dy et établit (26).

On a, d’autre part, D"':m Ny (Br), pour L parcourant 'ensemble

des extensions finies et séparables de K (¢f. n° 2.4, prop. 6). Si L/K est
une telle extension, le fait que le morphisme N,/ : B;—> Bx commute aux
intersections ([21], n° 2.5) permet d’écrire

—/VL/K(DL) — /VL/K< mNM/L(BM) > :mNAI/K(BM) = Dy.
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En appliquant & L la relation (26), on voit alors qu’on a
Dy c mpNL/K(BL)v
d’ot1, pour la raison déja invoquée ci-dessus,
Dicp \Nux(B) = pDx.

Mais tout groupe p-primaire D qui vérifie D = pD est réduit & zéro (sinon,
il admettrait un quotient fini non trivial vérifiant la méme identité, ce qui
est absurde). Donc Dy=o. C. Q. F. D.

Variante. — Une fois démontré (26) on peut aussi raisonner de la facon
suivante : puisque le groupe de Brauer de K et de toutes ses extensions
finies est réduit & o, le groupe de Galois G(p) de la p-extension maximale
de K est un p-groupe libre au sens de Kawapa et Tate (¢f. [6], th. .2 et
prop. 3.4). Comme le plus grand quotient abélien de G (p) n’est autre
que (Qg),, ce dernier groupe est produit de groupes isomorphes a Z,,
autrement dit est projectif dans la catégorie des groupes proalgébriques
(cf. [21], n° %.4). Le groupe Dy est alors facteur direct dans By, et la
formule (26) signifie que Dy— pDg, d’out Dx— o0 comme ci-dessus.

.6. Extensions infinies. — Soit L une extension algébrique infinie de K.
Lorsque K’ parcourt 'ensemble filtrant des extensions finies de A contenues
dans L, les groupes Uy forment de fagcon naturelle un systéme projectif
(pour les applications de norme). On définit alors un groupe proalgé-
brique Uy en posant

Up=1limUg.
<«
(On notera que le groupe abélien sous-jacent & Uy n'est pas le groupe des
unités de L.)

Il résulte immédiatement du théoréme d'existence et de la proposition 7
du n° 2.4 que le groupe m,(UL) est isomorphe au groupe de Galois de
Uextension abélienne maximale de L. En particulier, si L est la cloture
algébrique de K, le groupe U, est simplement connexe.

§ 5. Application aux courbes algébriques.

5.1. Structure de groupe proalgébrique sur le groupe des classes

d’ideles de. degré zéro. — Nous allons rappeler un certain nombre de défi-
nitions et de résultats bien connus (cf. par exemple [18]).

Soit & un corps algébriquement clos, et soit 1" une courbe algébrique
irréductible, projective, non singuliere, définie sur k. Soit K =4k(X) le
corps des fonctions rationnelles sur .X; la connaissance de I'extension K/k
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détermine la courbe X" de facon unique. Si P€.X, on note Kp le complété
de K pour la valuation discréte normée ¢p définie par P; c'est un corps
local, muni d’une structure de k-algébre, et isomorphe au corps des séries
formelles £((7")); on note Up son groupe des unités.

Un idéle x de K (ou de X, c’est l]a méme chose) est, par définition, une
famille (xp)pex, avec xp€ Kp et méme xp€ Up pour presque tout P (c’est-
a-dire sauf pour un nombre fini de points P). Les idéles forment un groupe
multiplicatif /(K), dans lequel se plonge de facon évidente le groupe K*; les
éléments de A* sont appelés idéles principauz; le quotient C(K)=1(K)/K*
est le groupe des classes d’idéles de K.

Le degré d’un idéle z —=(xp)pe x est défini par la formule

(1) deg(uv):Evp(xp).

reXx

Siz€ K*, on a deg(x)=o0, ce qui permet de définir le degré d’une classe
d’idéles. Les classes d’idéles de degré zéro forment un sous-groupe Cy(K)
de C(K); on a la suite exacte

(2) 0> Cy(K)—>C(K)—>Z—o.

Soit maintenant m — 2 npP un diviseur positif sur X, et posons
Pex

(3) L&) =] oo

rex

Le groupe [y, (K) est un sous-groupe de Z(K). On vérifie facilement que /(K)
s'identifie a la limite projective des quotients I(K )/l (K), et que C(K)
s'identifie & la limite projective des groupes

Co(K) =1(K)/K I (K),

pour m parcourant I'ensemble ordonné filtrant des diviseurs positifs de .I.
Le groupe Cy, (K ) est canoniquement isomorphe au groupe des classes de
diviseurs de X — Supp (m) pour la relation d’équivalence définie par m
(cf. [18], chap. V, n° 2). Comme deg(x)=o0 si €l (K ), le degré d'un
élément de Cy, (K) est défini; les éléments de Cy, (K) de degré zéro forment
un sous-groupe Jy, (A ). On a la suite exacte

(4) 0—>Jn(K)=>Cpn(K)—2Z—o0
et la formule

(5) Co(K) = lim Jyy (K).

D’aprés RosesLicuT, il existe sur Jy,, (K) une structure canonique de variété
algébrique, qui en fait un groupe algébrique, appelée jacobienne géné-



CORPS LOCAUX. 149

ralisée de X relativement @ m (cf. 18], chap. V). Si m'> m, l'applica-
tion Jy' (K) = Jp, (K) est un morphisme, ce qui permet, grace a la formule (3),
de définir sur C,(K ) une structure de groupe proalgébrique. On observera
que, pour tout Pe.X, I'application canonique de Up dans C,(K) est un
morphisme de groupes proalgébriques (cela résulte de la structure des jaco-
biennes généralisées, cf. [18], chap. V, § 3); comme cette application est
évidemment injective, elle identifie Up & un sous-groupe fermé de C,(K);
nous reviendrons la-dessus au n° 5. 3.

Si 7 est un entier, nous noterons Jy' (K ) I'ensemble des éléments de
degré n de Cy (K); c’est un espace principal homogéne sur J, (K). On
désignera par

9m : X —Supp(m) ' (K)

I’application qui fait correspondre a un point P la classe du diviseur réduit
a P; on sait ([18], loc. cit.) que ¢y, est un morphisme de variétés algébriques.

5.2. Le groupe de Galois de ’extension abélienne maximale de A. —
Soit m un diviseur positif sur I, et considérons une isogénie séparable
au-dessus de J, (K ), autrement dit une suite strictement exacte

(6) o—>g—>MH—>J,(K)—o,

ou g est un groupe abélien fini, et A/ un groupe algébrique commutatif
connexe (cf. [21], n° 6.4). En choisissant un point dans Jy;'(K), on peut
identifier Ji;' (K) et Jy, (K ), donc définir a partir de (6) un revétement
abélien () de J5\ (K ), de groupe de Galois g; du fait que A est algébri-
quement clos, ce revétement ne dépend pas du point choisi dans Jy; (K ).
L’image réciproque de /(Y par le morphisme

om: A —Supp(m)—Jy'(K)

est un revétement abélien de X" — Supp(m). On sait ([18], chap. VI, n° 11)
que ce revétement est irréductible. Son corps des fonctions L est donc une
extension abélienne de A, de groupe de Galois g. Si @y désigne le groupe
de Galois de I’extension abélienne maximale de A, on obtient donc un
homomorphisme surjectif @x—>g. Les isogénies (6) forment un systéme
filtrant croissant, et la limite projective des groupes g correspondants n’est
autre que 7, (J (K)) (¢f. [21], n° 6.4, prop. 7). On a donc construit un
homomorphisme surjectif

(7) Ut Q=1 (S (K)).

En passant a la limite sur 1, on en déduit un homomorphisme surjectif

(8) b: Ag—>m(Co(K)).
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Prorosimion 1. — L’homomorphisme { défini ci-dessus est un isomor-
phisme.

Cela revient a dire que toute extension abélienne L/K peut étre obtenue
par le procédé ci-dessus, ce qui est un résultat connu ([18], chap. VI, prop. 9).

On peut aussi, comme au § 2, définir directement un homomorphisme en
sens inverse

0: m(Co(K))— Q.

Pour cela, soit L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois g;
le groupe g opére sur L*, I(L), C(L), Cy(L), et I'on a le résultat suivant
(cf. HocuscHiLD-Nagavama [11], th. §.3) :

Lesme 1. — Les g-modules L*, I1(L) et C(L) sont cohomologiquement
triviaux.

On en déduit, en particulier, que C(L)3= C(K), et que la norme
N:C(L)—C(K) est surjective; les mémes résultats valent pour C,(L)
et Cy(K). De plus, la suite exacte

(9) 0o—Cy(L)—>C(LYy—~2Z—o0
montre que g/g’ s'identifie a H—'(g, Cy(L)). Si I'on note W, le noyau

de NV : Cy(L)— Cy(K), on en déduit, comme au n° 2.3, que la composante
connexe de W est égale a 1.Cy(L), et qu'on a

(10) 8/¢'=mo(Wy).
L’isomorphisme en question fait correspondre & o€ g la classe dans m,( W)
de o(D)/D, ou D est un élément de degré 1 de C(L). La suite exacte
(11) o > W, - C(L) 3 Cu(K) - o
donne naissance 2 un homomorphisme bord
(12) T (Co(K)) =1 (W) =g/g’.
Passant & la limite sur L, on obtient ’homomorphisme cherché
0: m(Co(K))—>A.
ProrosiTioN 2. — Les homomorphismes § et 0 sont inverses l'un de
lautre.
Soit L/K une extension abélienne finie, de groupe de Galois g, provenant
de I'isogénie (6). Considérons le diagramme
T (Co(K)) =g
(]3) id
Ty (Jm(K)) > @
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Si I'on démontre que (13) est commutatif, par passage a la limite on en
déduira que Yo ) =1, d’ou la proposition.

Soit ¥ la courbe normalisée de .I" dans L/K; I'application rationnelle
de ¥ dans H(" se prolonge en un homomorphisme Cy,(L)— H de groupes
proalgébriques (c’est une conséquence d’un théoréme de RosenLichr, cf. [18],
chap. III). D’aprés un résultat connu ([18], chap. III, prop. &), le diagramme

Ly X k)
|

|
Y
H > Ju(K)

est commutatif. 1l peut donc se plonger dans le diagramme commutatif
suivant :

o > W, — C(L) 5 CuK) - o
(14) | |

o - g — H = Jn(K) — o
L’homomorphisme W ;— g ainsi obtenu définit par passage au quotient un

homomorphisme de 7,(W ) dans g qui n’est autre que l'isomorphisme (10) :
cela se vérifie sans difficultés. La commutativité de (13) résulte alors de

celle de (14). C. Q. F. D.
ReEMARQUE. — Ici encore, on peut définir une formation de classes en

utilisant la suite exacte

(15) 0—>m;(Co(L))—>Co(L)y—>C(L)—>Z—o0.

On sait, en effet, que C(L) est cohomologiquement trivial, et le raisonne-
ment de la proposition 8 du n° 2.5 montre qu’il en est de méme de C,(L).
On en déduit un isomorphisme

(16) 02: Hi(g, Z)— Hr+(g, . (Co(L))).

Pour ¢ = — 2, Iisomorphisme ¢ : g/g'— 7, (C, (L))/N7,(C,(K)) est inverse
de 'isomorphisme défini au moyen de (12) : la démonstration est identique
a celle de la proposition 10 du n° 2.5.

5.3. Groupes de décomposition. — Soit L/K une extension abélienne
finie, de groupe de Galois g, et soit ¥ la courbe normalisée de 4" dans L/K.
Soit P € X, et choisissons un point Q€ ¥ se projetant en P. Le sous-groupe
de g formé des éléments o tels que o(Q) = Q ne dépend pas du choix de Q
(du fait que g est abélien); nous I'appellerons le groupe de décomposition
de P, et nous le noterons gp. C'est le groupe de Galois de l'extension de
corps locaux Ly/Kp. D’apres la théorie locale du § 2, on a un homomor-
phisme surjectif : 7, (Up) — gp et, d’aprés ce qu’on vient de voir au numéro
précédent, on a un homomorphisme surjectif : 7, (Cy(K)) —g.
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LemMe 2. — Le diagramme

ﬂi(Up) — g[’
(17)

est commutatif.

Cela résulte immédiatement de la commutativité du diagramme

o— m(Uy) — Uy — Ly —~2Z o0

w®) b
o —>m(Cy(L)) > Cy(L) - C(L) -~ Z — o.

id

Passons a la limite sur L. On a Ax=1img, et la limite des groupes gp est
<—

un sous-groupe fermé (Qx)p de Ak, que nous appellerons encore le groupe
de décomposition de P. Si K, désigne 'extension abélienne maximale de A,
A est le groupe de Galois de K,/K, et (Qy)p est le groupe de Galois d'une
extension composée K,Kp/Kp; en particulier, (Qx)p s'identifie 2 un groupe
quotient de Ay, (le groupe de Galois de l'extension abélienne maximale
de K‘p).
ProrosiTiON 3.
(a) Le groupe (Qx)p s'identifie a Q.
(b) Limage de m,(Up) par Uisomorphisme 0 : w (Cy(L))— Qg est

égale au groupe de décomposition (Qg)p, et la restriction de O a m,(Up)
coincide avec l'isomorphisme 0 du § 2.

Par passage a la limite, le diagramme (17) donne
™ (Up) — (Qk)p
1
" T (Co(K)) —0> "{K
et ’homomorphisme 7, (Up) — (@) p se factorise en

(20) m(Up) > Qg > (A

Comme Up—> Cy(K) est injectif, il en est de méme de 7, (Up) -7, (Co (K)).
On en conclut que 'homomorphisme (20) est injectif, d’ou a la fois le fait
que 0 est injectif (ce qu'on avait déja démontré au § &), et I'assertion (a).
L’assertion (&) ne fait que traduire Ja commutativité de (19).

REMARQUES.

1° La nouvelle démonstration du théoréme d’existence que nous venons
d’obtenir est nettement plus satisfaisante que celle du § & (qui reposait sur
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un « dévissage » plutdt pénible); malheureusement, elle ne s’applique qu’au
cas d’égale caractéristique.

2° L’assertion (@) signifie que l'extension composée K,Kp/Kp est
Uextension abélienne maximale de Kp; on sait qu'un résultat analogue est
valable dans la théorie du corps de classes usuelle.

3° Revenons a une extension abélienne finie L /K, de groupe de Galois g.
Le conducteur de L/K a été défini dans [18], chap. VI, § 2, comme le plus
petit diviseur positif m tel que 'homomorphisme

i (Co(K))—g

puisse se factoriser en 7, (Co(K)) —m; (/i (K))—g. La proposition précé-
dente montre que le coefficient d’un point P dans m est égal au conducteur
(au sens du n° 3.6) de lextension locale Ly/Kp correspondante.
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