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Séminaire BOURBAKI 487-01
28e année, 1975/76, n° 487 Juin 1976

REPRESENTATIONS LINEAIRES DES GROUPES FINIS "ALGEBRIQUES"

{d'aprés DELIGNE-LUSZTIG]

par Jean-Pierre SERRE

Introduction

Les caractéres irréductibles de SLZ(Fp) sont connus depuis Frobenius [7].
A un petit nombre d'exceptions preés,ils sont de deux types, suivant que leur degré
est p+1 ou p-1; les formules qui définissent les deux types sont presque les
mémes : seuls, certains signes changent. Les caractéres du premier type ont une

définition simple ¢ on les obtient en partant d'un caractére @ de degré 1 du

* 0 * *

tore (0 *) , en prolongeant 8 au groupe de Borel (0 ) , et en induisant
*

(au sens de Frobenius) le caractére ainsi obtenu au groupe SL2 tout entier. Les
caractéres du second type n'ont pas de définition aussi simple ; leurs valeurs
suggérent qu'ils sont associés aux caractéres 6 d'un tore non déployé de SL2 ,
mais on ne peut plus les obtenir par prolongement et induction, puisqu'un tel tore

n'est pas contenu dans un sous-groupe de Borel.

Cet exemple, ainsi que d'autres dus & Green (pour GLn ), Ennols (pour Un ),
Srinivasan (pour Sp4 ), a conduit & une série de conjectures (Macdonald [16],
Springer [18]) sur 1l'existence et les propriétés de représentations Rg associées
aux divers types de tores maximaux T du groupe algébrique G considéré. Ces
conjectures ont été démontrées dans de nombreux cas particuliers par Springer [18],
(19], Srinivasan [21], Kazhdan [10]. Le cas général vient d'&tre traité par Deligne et

Lusztig (4] ; leur point de départ est la construction, par voie cohomologique,

d'une opération d'induction généralisée qui permet de passer directement des carac-

téres de T & ceux de G .

Dans ce qui suit, je résume les principaux résultats de Deligne-Lusztig, en
me bornant 2 de bréves indications sur les démonstrations ; pour plus de détails,

le lecteur se reportera a (4].
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§ 1. Notations et conventions

1.1 Notations
La lettre p désigne un nombre premier. Si N est un entier 2 1 , on écrit

N = Np'Né , ol Np est la plus grande puissance de p qui divise N .

Si X est un ensemble fini, on pose IX! = Card(X) .
Si s opere sur un ensemble (resp. une variété algébrique) X , on note X

1'ensemble (resp. la sous-variété) des points fixes de s dans X .

1.2 Groupes et représentations

Soit I un groupe fini. On note R(I') 1la 2-algdbre des caractdres (virtuels)
de T , & valeurs dans un corps algébriquement clos C de caractéristique O
(Le choix de C importe peu. On prendra, soit le corps des nombres complexes, soit
une cldture algébrique al du corps Ql des nombres f-adiques.) Si E est une
représentation C-linéaire de I , on note E son image dans R([') ; si y €T,

on a donc E(y) = Tr(y ;E) : on identifie représentations et caractéres.
Si f et f' sont deux fonctions centrales sur [ , on pose

1 R 1y~ ]
00 = 11 Y% f(y) £1(v7) .

Si E et E' sont deux représentations linéaires de I’ , on a
(BB, = dim.HOmr(E,E') = dim.Homr(E',E).

Vis-4-vis de ce produit scalaire, les caractéres irréductibles de [ forment une

base orthonormale de R(T) .

1.3 Groupes réductifs

Soient ko un corps fini de caractéristique p , et k une cldture algébri-
que de ko . On pose q = [kol . On considére un groupe algébrique réductif Go
sur ko (on convient, comme d'habitude, que "réductif" entraine "connexe et lisse").
Un tel groupe définit par extension des scalaires un groupe algébrique réductif G

sur k , muni d'un endomorphisme de Frobenius F . Le couple (G,F) détermine Go

sans ambiguité ; en particulier, le groupe Go(ko) des ko-points de Go n'est

autre que le groupe GF des points fixes de F dans G ; ce sont les caractéres
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de GF que l'on veut étudier.

On note W 1le groupe de Weyl canonique de G (cf. [4], 1.1, ainsi que

Bourbaki, LIE VITI-110) ; c'est un groupe de Coxeter, muni d'une action de F .

Si Bor désigne la variété des sous-groupes de Borel de G , on peut identifier
W & 1l'ensemble des orbites de G dans Bor X Bor ("décomposition de Bruhat") ;
si w € W, on note O(w) 1'orbite correspondante, et, si (B,B') appartient &

O0(w) , on dit que les sous-groupes de Borel B et B' sont en position relative w,

ce que 1'on note B B' . Par exemple B B' équivaut & B = B'

§ 2. Cohomologie et représentations

2.1 Représentations définies par la cohomologie & supports propres

Soient X une variété algébrique sur k , et £ un nombre premier # P .

On note Hi(x; Ql) le i-&me groupe de cohomologie & supports propres de X , &

coefficients dans Q, (pour la topologie étale, cf. [3], [9]) ; c'est un Ql_

£
espace vectoriel de dimension finie, nul si i< O ou si i > 2dim(X) .

Si I est un groupe fini qui opére sur X , on fait agir I sur les

Hz(x; Ql) par transport de structure ; aprés extension des scalaires & C = Ql ’

on obtient ainsi des éléments Hz(x ;C) de R(I) ; leur somme alternée

2 (-0t i o) dans R(T)

i
sera notée Hé(X ;C) , ou simplement Hé(X) . Elle jouit des propriétés suivantes :
Additivité - Si X est réunion disjointe de sous-variétés Xa stables par I ,
en nombre fini, on a @

(X :C) = . . c)

Hc(x,C) = %HC(XU,C; dans R(T) .
Cela résulte de la suite exacte de cohomologie & supports propres.
Partie fixe - Supposons que X/T existe, ce qui est le cas si X est quasi-
projective. Alors les invariants de [ dans H;(K ;Ql) s'identifient &

Hz(x/f ;Ql) : cela se démontre en utilisant la suite spectrale de la projection

X - X/T . Si l'on pose

R = 0 s )
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on en déduit que
GLE (X C). = x (X/T) .
Intégralité et indépendance de £ - La suppression de C dans la notation Hé(l)

est justifiée par le résultat suivant :

PROPOSITION 1 ([4], prop. 3.3).- Le caractére Hé(l ; C) est & valeurs dans 2 ,
et ne dépend pas de [£ .

(On ignore si le méme résultat vaut pour chacun des Hz(x; C) ; c'est en

tout cas vrai lorsque X est projective lisse, d'aprés Deligne, Katz et Messing.)

Indiquons le principe de la démonstration : on se raméne tout de suite au
cas ou X est quasi-projective, et définie, ainsi que les opérations de [, sur
un sous~corps fini de k . L'endomorphisme de Frobenius F correspondant commute
aux éléments de [ ; il définit des automorphismes des Hi(x ; C) . On peut donc

considérer H;(X ; C) comme un caractére vl de I'XZ , & valeurs dans Ql

si (y,n) est un élément de I'XZ , avec n 2 1 , 1'élément tl(Y,n) est un entier

. Mais,

indépendant de ‘£ . En effet, vl(Y,n) est la somme alternée des traces de
F' = Y_1Fn opérant (par fonctorialité) sur les HZ(X ;Ql) ; or on peut considé-
rer F' comme un endomorphisme de Frobenius de X (pour une structure convenable),

et d'aprés un résultat connu ([3], [9]), on a

Fl
wt(Y,n) = lx l )
ce qui est bien un entier indépendant de £ . Le résultat cherché se déduit de 12
en remarquant que deux caractéres de ['XZ qui coincident sur les éléments de la
forme (y,n) , avec n=2 1 , coincident partout (et en particulier sur T ).
Remarque.~ Bien que le caracteére Hé(x) soit & valeurs dans 2 , il n'est pas

toujours réalisable sur Q , ni méme sur R .

2.2 Traces et décompositions de Jordan

Si ¥ €T , on peut décomposer Yy de fagon unique en ¥ =su , o s et u
commutent, s est d'ordre premier & p , et u est d'ordre une puissance de Pp ;
c'est la "décomposition de Jordan" de vy . Du fait que s et u commu:ent, u

. . oS o
opere sur la sous-variété X de X fixde par s (1.1).

PROPOSITION 2 ([4], th. 3.2).- Ona E (X)(v) = B {X%) ()
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En d'autres termes :

20 v E ) = 2 () s ERE®))

Y

Le calcul du caractére E;(l) se raméne donc & deux opérations :

1) détermination des sous-espaces X% fixés par les éléments s d'ordre pre-
mier & p

2) détermination des traces des p-éléments u opérant sur la cohomologie des x5,

Cela explique la structure des formules obtenues par Deligne-Lusztig (ef. th. 5).

COROLLAIRE 1.- Si T opere librement sur X , le caractére H;(X) est nul sur les

éléments de ' dont l'ordre n'est pas une puissance de p .

En effet, si Y est un tel élément, la composante s de Yy est # 1, et
1'ona X°=p.

COROLLAIRE 2.- Si s est d'ordre premier 4 p, ona
. s
B (X)(s) =% (%) .

C'est le cas u =1

COROLLAIRE 3.- 8i (p,|I'|) =1, et si I opere librement sur X , le caractdre

Hé(x) est un multiple du caractére r. de la représentation réguliére de TI' :

R 1
. - - = —— X .
HC(X) A o avec A\ xc(K/l") lfl xc( )
Remarque.- Deligne-Lusztig démontrent d'abord le cor. 1 (par une méthode inspirde

de Zaruela et Verdier), et en déduisent la prop. 2 par un argument de dévissage.

2.3 Un cas d'action triviale

PROPOSITION 3 ([4], prop. 6.4).~ Soit H wun groupe algébrigue connexe, opérant sur

la variété X . Pour tout h € H, tout i € 2 et tout £ premier £ p, l'action

de h sur Hi(x; Ql) est triviale.
Cela résulte facilement du "théoréme de changement de base", cf. [4], loc.

cit.

COROLLAIRE.- Si 1l'action de I sur X peut se prolonger en une action d'un groupe

algébrique connexe, le caractére H;(X) est un multiple du caractére unité.
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§ 3. La construction fondamentale

3.1 Définition des Rg
Soit T wun tore maximal de G , défini sur ko , i.e. tel que FT =T . Le
F
groupe o - T(ko) de ses k -points est un sous-groupe du groupe fini G . On
se propose de défirir un homomorphisme R(TF) - R(GF) ayant des propriétés ana-

F
logues & celles de 1l'induction classique. Vu 1l'autodualité de R(TF) et R(G ),

cf. 1.2, on a des isomorphismes canoniques

Bon(R(TF) , R(6)) = Hom(R(cT), (™)) = Rr(cF) ® R(TT) ,

et tout revient & définir un élément ®T G du groupe
’

r(cT) ® r(TY) = r(cF x )

i.e. une représentation (virtuelle) de GF><TF . La méthode de Deligne-Lusztig con-

siste & prendre pour Gb G la cohomologie Hé(x) d'une certaine variété algébri-
?

que X = XU sur laquelle opere Fxr (ef. 2.1). La définition de cette variété

est la suivante :

on choisit un sous-groupe unipotent U de G tel que B =T.U soit un
sous-groupe de Borel de G ( U est donc le radical unipotent de B) ; on prend
pour XU la sous-variété de G formée des éléments g tels que g—1Fg ¢ FU . Si

F__F
(x,t) € G XT , et g € KU , on a xgt ¢ XU , d'oll une action de GF><TF sur XU .

Le choix de U n'a pas d'importance :

THEOREME 1 ([4], cor. 4.3).- L'élément H:(X;) de R(GTxT') ne dépend pas de U.
On peut donc bien définir ®T,G comme HC(XU) .

Si 8 € R(TF) , on note R® son image dans R(GF) par 1'homomorphisme asso-

T
cié & Gb G - Le cas le plus important est celui oh 8 est un caractére irréducti-
’

F 2
ble de T , autrement dit (puisque T est commutatif) un élément du groupe dual

\'4
(TF) = Hom(?',C*) .

Remarque.- Le th. 1 revient & dire gque Rg ne dépend pas de U . Dans (4], cela

est démontré tout d'abord dans le cas particulier 8 = 1t ([4], th. 1.6), et le

cas général est ramené & celui-la grdce i la formule des caractéres (th. 5).
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Deligne m'a signalé urne autre possibilité : on démontre directement la formule
d'orthogonalité {(th. 2), et on en déduit que, si f et f' sont les Rg asso-
ciés & deux choix différents de U , on a
(£,£) = (£,£') = (£',£") ,

ce qui entrafne (f-f',f-f') =0, d'ou £ =f" .

3.2 Variantes

— F.v
a) Prenons C = Q, - si 8 ¢ (T°) , et si V est une représentation lindaire
de ¢Fxrf , notons Ve la représentation linéaire de GF dans la 6-composante

de V (ensemble des v € V tels que t.v = B(t)v pour tout t ¢ TF ). Avec cette
notation, on a

g = 2; (-1)i Hz(xU ;C)e dans R(GF) s

R,
autrement dit Rg est la ©-composante de Hé(XU) .

b) Notons YU le quotient de XU par TF ; le groupe GF opere sur YU , et

P . F 1
] 1
1'élément HC(YU) de R(G ) n'est autre que RT

¢) Le groupe unipotent U N FU opére & droite sur XU , et cette action est com-

patible avec celle de ¢Fx1f | soit Zy = XU/(U NFI) ; si r=din(UN FU),

on a des isomorphismes

)

qui commutent & l'action de &XH.th:

Hi(xu) = H<i:_2r(zu

H(xy) = B (2) dans R(G' xT) ,

3

ce qui permet d'utiliser & volonté XU ou ZU .

d) Si w est un élément du groupe ce Weyl W , notons Bor(w) la sous-variété
de Bor formée des B' +els que BY et FB' soient en position relative w
(ef. 1.3). Choisissons w de telle sorte que B appartienne & Bor(w) . Alors

Bor(w) est isomorphe i ZU/TF = XU/TF.(U NFU) ; ona Hé(Bor(w)) = R;

=

3.3 Exemples.- i) Supposons U défini sur ko , i.e. égal a FU (ce qui est le
cas lorsque T est déployé) ; avec les notations de 3.2 d), c'est le cas w =1

AF L s

Orn. a alors XU =G .U et la variété ZU de 3.2 c) est de dimension O : c'est
LR 3 T "F e nF N F
i'ensexble fini G /U°, sur lequel G opére par translations & gauche, et T

translations

[

droite. Le zodule E;(Z? est le module des fonctions sur

i
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F UF . . R C] . o
G / . L'interprétation de RT est celle que l'on pense : on identifie € & un
caractére OB de BFzsz.UF grice & la projection BF - TF , et on induit GB
(au sens usuel du terme) de B & eF . (L'interprétation de 1'homomorphisme trans-

. F R
posé R(G) = R(TF) est encore plus simple : & un ¢F_module on associe le ¥

r
module formé par les éléments invariants par U™ .)

ii) On prend G = SL, , et T non déployé, de sorte que U £ FU et

UNFU = {1} . Le choix de U identifie T au groupe ., des racines (q+1)-

emes de l'unité. On peut montrer que XU est isomorphe a la courbe affine d'équa-
tion
(%) xy? - yx? o= 9,

F

sur laquelle GF = SL2(ko) opére linéairement, et T = pu opére par homothé-

q+1
ties (cet exemple, di & Drinfeld, a été le point de départ de Deligne—Lusztig).

On notera que la courbe (*) est isomorphe & la courbe

(xx) xq+1 . Yq+1 =1,
cas particulier de variétés considérées par Tate et Thompson [23] ; voir aussi
Lusztig [13] qui généralise (*) & tous les SLn et (#*) & tous les SUn ; 1'iso=-
morphisme SL, = SU, "explique" que (*) soit isomorphe & (*%).

§ 4. Relations d'orthogonalité entre les Rg

4.1 Enoncé du résultat

Soient T et T' deux tores maximaux de G , définis sur ko , et soient
F\Vv F\Vv
g e () , 8 €(1)

. . . . I -1
w: T =T' qui sont induits par un automorphisme intérieur x »= gxg , avec

. Notons N(8,8') 1le nombre des isomorphismes

. F
g € GF , et qui transforment & en 8' (ona 6'(wt) = 8(t) pour tout t €T ).

THEOREME 2 ([4], th. 6.8).- On a (R,?,,Rg:) p = Ne,0) .

8 e'

COROLLAIRE 1.- Pour que RT et RT' soient orthogonaux, il faut et il suffit que

(7,8) et (T',8') ne soient pas GF—conjugués.

En effet, cela revient & dire que K{(8,8') =0 .

Disons que 8 est Eénéral si N(0,8) = 1 , autrement dit si le seul automor-

. P . ~F . X
phisme de T qui fixe @ et est indu:t par un élément de & est 1'identité.
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COROLLAIRE 2.~ Si ® est général, il existe un signe * tel que = Rg soit un

N N L F
caractere irréductible de G .

On sait en effet que, pour tout groupe fini [ , les seuls éléments f de
R(I') tels que (f,f)F = 1 sont les caractéres irréductibles de [ et leurs

opposés.

4.2 Remargues

Le cor. 2 ci-dessus peut &tre précisé de la maniére suivante :

a) Notons p le k -rang de G , et posons &, = (-1)P ; aéfinissons de méme
Ep - Alors le signe #* qui intervient dans le cor. 2 est ETEG ; cela résulte de

la formule donnant la valeur Rg(1) du caractére Rg en 1'élément neutre de GF ,
cf. 6.1, th. 6.

b) Pour que = Rg soit cuspidale (i.e. appartienne & la "série discrete",
cf. [2], €), il faut et il suffit que le tore T ne soit contenu dans aucun sous-

groupe parabolique de G distinct de G et défini sur k= ([4], § 8).

¢) Ona R - 2 (-0)* Hl(zl.) , cf. 3.2, &) et c). En fait, un seul des
T 1 c'\u’e —_—
Hz(ZU)e est non nul, celui correspondant & i = dim(ZU) , et la représentation de

G° sur cet espace est =% Rg . (Ce "vanishing theorem" est vrai, plus généralement,
pour tout 6 qui est non singulier au sens de [4], 5.15 ; ce résultat est prouvé

dans [4], cor. 9.9, en supposant ZU affine, hypothése que Deligne a montré

récerment &tre inutile.)

d) Le nombre des caractéres irréductibles de GF fournis par le cor. 2 est de

la forme gq  + O(qr—1) , ou r est le k-rang de G (cela se voit en interprétant

8 comme une classe de conjugaison du "groupe dual" de G , cf. [4], § 5). Drauire

part, le nonbre de classes de conjugaison de GF est aussi de la forme
qQF - O(qr_i) , cf. [14], [22). En comparant, on voit que le cor. 2 fournit

s ok . F
"presque tous" les csractéres irréductibles de G

4.3 Conjugaisorn "géozérrique" de deux caractéres

Si k, est une extension finie de k_, tout caractire @ de T(ko) définit

un caractére 91 de T(kj) par composiiion avec la norme
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Nk e ¢ T(k1) - T(ko) . Or dit que (T,8) et (7',8') sont géométriquement
1" 7o

. . ' R . . .

conjugués s'il existe une extension finie k1 de ko telle que (T,91) et
(T',e;) soient G(k,)-conjugués ; cette notion peut aussi s'interpréter comme une
conjugaison dans le groupe dual de G , cf. [4], prop. 5.22.

THEOREME 3 ({4], cor. 6.3).- si (71,8) et (T',8') ne sont pas géométriquement
e t

conjugués, les caractéres RT t Rg, sont disjoints.

(Autrement dit, aucun caractére irréductible de GF n'intervient & la fois

1
dans Rg et dans Rg, ; c'est une propriété plus forte que 1'orthogonalité.)

On a d'autre part :

THEOREME 4 ({4], cor. 7.7).~ Tout caractére irréductible de GF intervient
x

dans 1'un au moins des Rg .

Vu le th. 3, on peut donc associer & x un couple (T,8) , défini & conju-

gaison géométrique prés. Le cas ob 8 = 1 est spécialement intéressant ; dans ce

cas, Deligne-Lusztig disent que x est unipotent ([4], 7.8).

Remarque.- Dans [4], Deligne-Lusztig démontrent d'abord le th. 3, en déduisent
(via le th. 5) une relation d'orthogonalité pour les "fonctions de Green" (5.1),

et en tirent le th. 2. Dans un Séminaire & 1'IHES, Deligne a exposé une méthode un
peu différente, qui donne directement le th. 2 et a 1'avantage de s'appliquer au

groupe de Ree 2F4(2) , ef. 7.1 ¢).

§ 5. Fonctions de Green et formule des caractéres

5.1 Définition des fonctions de Green

Soit T un tore maximal de G défini sur k . Si u est un élément unipo-
F 1 ° 4
tent de G , la valeur RT(u) en u du caractére R, sera notée QT,G(u) . La

fonction QT G est appelée la fonction de Green attachée au couple (T,G) ; elle
’

‘ . F N
est définie sur les éléments unipotents de G ; d'aprés la prop. 1, ses valeurs

appartiennent & 2 .

Exemgle.— Prenons G = SL2 . On a alors :

QT,G(u) = 1 si
1+q s1 -
%,6(") { .
’ 1-q sinon.

A1

est déployé

[+

]
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5.2 Formule des caractéres

e .
Une fois les fonctions de Green connues, les RT le sont aussi :
THEOREME 5 ([4], th. 4.2).- Soient x un élément de ¢f , S sa composante semi-

simple et u sa composante unipotente (de sorte que X = su = us). Soit G, la

F
composante neutre du centralisateur de s dans G . Pour tout © ¢ R(T") , on a :

R -—L X o | W)
lel g¢€G gTg ,GS

g-1sg€ T
(Noter que Gs est un groupe réductif défini sur kg, et contenant 1'élément
unipotént u ; si g ¢ GF et g_1sg ¢ T, le groupe g’l‘g_1 est un tore maximal de

G défini sur k_ ; cela donne un sens au terme Q () )
s o ng—1 G

S

COROLLAIRE 1.- On a Rg‘(x) =0 si s n'est pas GF—conjugué 3 un élément de T .

COROLLAIRE 2.- Pour tout 0 ¢ (TF)V et tout élément unipotent u de GF , on a

Rp(u) = @ o(w) .

On peut aussi exprimer le th. 5 comme une formule donnant la valeur du carac-

tére GTG de GFXTF :
r

~ F
THEOREME 5'.- Soit X = su = us comme ci-dessus, et soit t € T . On a

F
O L L A (w)

F F -1
!GS' g€G gTg ,GS
-1 -1

g sg=t

Indiquons comment on démontre le th. 5' (donc aussi le th. 5). Vu la prop. 2,

tout revient & déterminer la sous-variété Xés’t) de X.[J fixée par 1'élément

(s,t) de Fxt . soit £ un systéme de représentants (mod. Gz) des éléments

-1 . : s .

t .81 gezxr , soit )HI la variété construite de
g

fagon analogue & XU , & partir du groupe réductif GS et de son sous-groupe

F -
gEeG tels que g 1sg

. -1 - . .
unipotent Gs N glg . L'application z+= 2g définit un plongement cpg de
(s,t) , o (s,t) o . :
Xu dans Xd , et 1'on vérifie que XU est réunion disjointe des images
g

des q;g . Le th. 5" s'en déduit facilement (compte tenu de la prop. 2).
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5.3 Détermination des fonctions de Green

On n'a que des résultats partiels :

i) Si u est un unipotent régulier (i.e. contenu dans un seul sous-groupe de

Borel de G , cf. [2], p. 215-226), on a
Qp g(w) =1 ([4], th. 9.16).
’

Cela entrafne une formule simple (conjecturée par Macdonald, ef. [2], p. 117) pour

la valeur de Rg en un élément régulier x de GF , de composante semi-simple s :
] -1
Rp(x) = > e(g 'se) .
F
AN
g-1sg€T
ii) On connait la valeur de QT G(u) lorsque u = 1
i)
— F- F 1
QT,G(1) = En€q (¢T:1T )p , cf. 6.1, th. 6.
iii) Lorsque G = GLn , la classe de conjugaison de u (resp. T) est définie

par une partition A\ (resp. w)de n , et QT G(u) est égal & la valeur en q
’

du polyndme de Green Qﬁ , cf. (8], [13].

iv) Lusztig [13] a déterminé QT G lorsque G est un groupe classique, et T

un tore "de Coxeter".

v) Lorsque la caractéristique p de k est assez grande (par rapport au type

de G), on peut exprimer QT,G(u) au moyen de la formule de Springer-Kazhdan
({10], [18]) : soit g (resp. t ) l'algebre de Lie de G (resp. T) ; soit

U = log(u) ¢ g ; soit A un élément régulier de g , défini sur ko , et con-
tenu dans 1 ; soit B la forme de Killing de g . Si ¢ ¢ ko , notons Nc le
nombre des éléments A' € g qui sont GF-conjugués a4 A et tels que

B(U,A') = ¢ pour c¢ é 0 , ce nombre est indépendant du choix de ¢ . On a
alors :

QT,G(H) = eTEG(NO - N1)/ [GF[p .
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§ 6. Valeurs des R; aux éléments semi-simples

6.1 Dimension de Rg

\'4
Soit 8 € (TF) . Dtaprés le cor. 2 au th. 5, la dimension R%(!) de la

représentation (virtuelle) Re

o est égale a QT G(1) , et ne dépend donc pas de 6 .
’

Elle est donnée par :
THEOREME 6 ([4]), th. 7.1).- On a
F oo F,Fye
QT’G(1) = eqe, |G lp/ T = €k (G :T )p .
Rappelons que, si N est un entier 2 1, Ni = N/Np désigne le plus grand

diviseur de N premier & p , cf. 1.1 ; pour la définition des signes ET et eG

voir 4.2 aj.

COROLLAIRE.- §£ 8 est général, le degré du caractére irréductible e_€e. R est

égal & (GF:TF)I; .

6.2 Valeurs des Rg aux éléments semi-simples

En combinant les ths. 5 et 6, on obtient :

<

THEOREME 7.- Si s est un élément semi-simple de GB , on a

) 1 -1
RT(s) = ETEGS ];FT—;;EI EZF 8(g sg)
s'p g€G
g—1sg€ T

Ce résultat peut se récrire de fagon plus agréable en utilisant le caractére

de Steinberg SLG de GF (ef. [12], [20], (22]). On a en effet :

F . ..
StG(s) = EGEGSIGslp si s est semi-simple
StG(x) =0 si x n'est pas semi-simple,
de sorte que le th. 7 équivaut & :
, s ) GF
THEOREME 7' ([4], prop. 7.3).- R,.St, = g,¢_ Ind _(8) .
T G TG TF

En particulier, le caractére Ind(@) est divisible par le caractére de

Steinberg StG . Plus généralement :
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THEOREME 8 ([6], [12]).- Pour qu'un élément x de R(GF) soit de la forme

¥.5t, , avec ¥ € R(GF) , i1 faut et il suffit que ¥ =soit nul sur les éléments

G
non semi-simples de GF .

Remarque.~ Dans [4], Deligne-Lusztig démontrent d'abord que, si @ £, Rg est

orthogonal & StG : cela résulte du th. 3 et du fait que StG intervient dans

R; , si To est du type "quasi-déployé" de 3.3 i). Utilisant la formule des carac-
o

téres (th. 5), ils en déduisent les ths. 6 et 7 par récurrence sur le rang semi-

simple de G , du moins lorsque ]TF[ £ 1 . Lorsque [TF[ =1, le tore T est
déployé, et le th. 6 résulte directement de 3.3 i).

6.3 Fonctions uniformes

F . .
Une fonction centrale sur G est dite uniforme si elle est combinaison
(-}

linéaire des RT .

Exemples .- a) 8i G = GLn ou Un , toute fonction centrale est uniforme.

b) Si G = SL, , une fonction centrale f sur GF est uniforme si et seulement

2
si f(u) = f(u') et f(-u) = f(-u') quels que soient les éléments unipotents
u, u de GF , distincts de t .

THEOREME 9 ([4], prop. 7.11).- Soit f une fonction centrale sur GF telle que

£(x) ne dépende que de la composante semi-simple de x . Alors :

a) f et f.St sont uniformes ;

G
b) pour tout (T,8) , on a
o, B 0
(f, RT)GF = (f, e)TF = eqe, (£.5t, , Ry) o .

G
En particulier 1 et StG sort uniformes ; on peut méme les écrire explicite-

ment comme combinaisons linéaires des R; , ef. [4], cor. T7.14.

COROLLAIRE.- La fonction caractéristique d'une classe de conjugaison semi-simple

est uniforme.

Cela résulte de la deuxiéme assertion de a).
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§ 7. Compléments

7.1 Autres résultats

Je renvoie a [4], [14], [15], [2¢], pour :

a) la compactification des variétés Bor(w) :.XU/'TF.(U N FU) , cf. [4], §9;

b) la décomposition de la représentation de Gelfand-Graev de of (C47, § 10) ;

¢) l'extension des résultats ci-dessus aux groupes de Suzuki et de Ree ([4],

§ 11) : on remplace F par un endomorphisme de G dont le carré est un Frobenius ;
d) une étude détaillée du cas ou T est un tore "de Coxeter" [15] ;

e) une généralisation de la "construction fondamentale" dans laquelle on remplace

le tore maximal T par un soun-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique de G

(Srinivasan-Deligne-Lusztig, cf. [14] ainsi que le Séminaire Deligne, THES 1975/76) ;

F )
f) une majoration du nombre des classes d'unipotents de G en fonction du rang

de ¢ (mais pas de l'ordre de ko ) 3 il en résulte que le nombre des classes
d'unipotents de G est fini ([ 14]).
7.2 Questions
a) Peut-on préciser la structure des fonctions de Green 7
En quel sens peut-on dire que ce sont des polyndmes en q ?

8

b) Feut-on donner des recettes générales pour 1la décomposition de ceux des RT
qui sont rédictibles ? Ainsi, pour 81? , si l'on prend © d'ordre 2, la repré-
sentation = Rg se décompose en deux représentations irréductibles de degré
(q £ 1)/2 , é~hangées par l'automorphisme externe de SL? ; ces représentations
sont particulidrement intéressantes pour la théorie des formes modulaires (Hecke,
Math. Werke, p. 704). Que se passe-t-il pour SLn ,nz3 ? (Noter que 1'on ne

connait pas la table des caractéres de SLn(Fq) J)

c) Dans quel nas peut-on réaliser r® sur le corps Q(8) engendré par les

T
valeurs de 8 ? Il revient au méme de demander si la représentation virtuelle

F_LF .
GT ~ de G XT est réalisable sur Q . Deligne m'a fait observer que ce n'est

IS4

pas toujours le cas (par exemple, lorsque G = SU ou 306 , et que T est un

3

"tore de Coxeter", cette représentation n'est méme pas réalissble sur R ,
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cf. [15], prop. 10).

On peut aussi se demander (c'est 13 une question plus présise) quels sont les

indices de Schur des Rg , et les corps gauches correspondants ; par exemple, est-il

vrai que ces corps gauches ne soient ramifiés qu'aux places & 1'infini et & celles
divisant p ? Le cas de SLQ a €té étudié par Hecke (Math. Werke, p. 761-766),

et celui de GLn par A. Helversen-Pasotto (CR t. 282, 1976).

d4) On ne peut manquer 4'&tre frappé par le fait que la cohomologie fournit
(presque) toutes les représentations irréductibles des groupes réductifs, lorsque
le corps de base est, soit celui des nombres Effli (ef. [17]), soit un corps finx.
Y a-t-il des résultats analogues sur un corps p-adique ? (On peut 1'espérer. Tour
1'instant, seule la représentation "spéciale" a une interprétation cohomologigque
en termes de 1'immeuble de Bruhat-Tits (cf. [1]) ; pour aller plus loin, il sera
sans doute nécessaire d'utiliser, non seulement la structure combinatoire de cet

immeuble, mais encore les structures (ind- pro- ...)-algébriques sous-jacentes.
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