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DIVISIBILITE DE CERTAINES FONCTIONS ARITHMETIQUES

par Jean~-Pierre SERRE

On oonnatt de nombreux exemples de fonctions arithmétiques ne—>a qui sont
"presque toujours" (i. e. avec densité 1) divisibles par n'importe aquel entisr
> 1 domné, cf, [8], [10], [11]s [12]s [16]s [17]s [18]s [22], [23], [25]. C'est
notamment le cas lorsque les a, sont les coefficients d'une forme modulaire de
poids entier sur un sous-groupe de congruence de _§£2(§) » cf, [21]. Dans ce ¢qui
suit, je reprends la question, en insistant particuli®rement sur le cas modulaire,

et les nombreux problémes qu'il présente,
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§1. Ensembles de nombres premiers

e ey g Y e e

Soit P un ensemble de nombres premiers. Considérons les propriétés suivantes :
(1.1) 2 1/p=
o2 /p

(1.2) P est de densité o >0 , i. e. le nombre des PEP qui sont <x est
égal & ax/log x + o(x/1og x) quand x - o ,
(1.3) P est régulier de densité o > O , au sens de Delange [ 3], i. e.
pg% p > =q log 1/(s~1) + ep(s) ’

ou GP(s) se prolonge en une fonection holomorphe pour R(s) >1.

(1.4) P est frobénien de densité o > 0 » 1. e. il existe une extension finie
galoisienne K/Q , et une partie H de G = Gal(K/Q) telles que

(a) H est stable par conjugaison,
(v) IH]/‘GI =« (on note IX] le nombre d'éléments d'un ensemble fini X ),

(c¢) pour tout p assez grand, on a PEP<=>c0 (K/Q) €EH,o0u o (K/Q) dési~
gne la substitution de Frobenius [1] de p dans G (aéfinie a congugalson prés
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lorsque p ne divise pas le discriminant de K ).
PROPOSITION 1.5. - On a (1.4) ==> (1.3) => (1.2) ==> (1.1).

L'implicatien (1.2) => (1.1) est facile. L'implication (1.3) ==> (1.2) est prou-
vée dans [ 3], p. 57s» comme conséquence d'un théordme taubérien, D'autre part, sous

les hypothdses de (1.4), on a

) (%)

(1.6) p§p P° =15t 5;@) log L(sy + gls) »

RS

ou

x parcourt 1l'ensemble des caractdres irréductibles de G ,

L(s.x) est la fonetion L d'Artin [1] relative & 1l'extension K[g et au carac-
tére X ®

g est une série de Dirichlet qui converge absolument pour R(s) > 1/2 (éonc est
holomorphe pour &(s) > 1 ),

2@ = 5 X .

I1 résulte alors des propriétés élémentaires des fonctions L(s,x) que
log L(ssy) = 8, Log 1/(s-1) + 0 (s) » ot § =0 (resp. s =1) si x#1
(resp, si x = 1) , et ex(s) est holomorphe pour ®(s) > 1 « La propriété (1.3) en

résulte,

Exemgles.

(1) Si a et m sont des entiers > 1 tels que (a,m) = 1 y 1'ensemble des

nombres premiers p tels que p = a (mod m) est frabénien de densité I/Q(m) .

(2) L'ensemble des nombres premiers qui se décomposent compldtement (resp. ont un

facteur premier de degré 1) dans une extension finie de Q est frobénien de den—
sité >0,

(3) Soit t 1a fonction de Ramanujan (ef. [6], [197, [24]). Si m est un entier
> 1, l'ensemble des p tels que T(p) =0 (mod m) est frobénien de densité
a(m) > 0 ; cela résulte de Deligne [4] (voir aussi [19]s [24], ainsi cue le §4 ci-
aprés). Lorsque m est premier, on peut calculer o{m) grfce a[247. On trouve :

1y 1/2y 1/45 1/2, 1/25 1/690 8i m = 2,3,5,7,23,691

m/(ma—l) sinon,

Remarque. — Lorsque P est frobénien, on peut préciser un peu le comportement de

la fonctien fP(s) = EEEP p° & gauche de la droite critique R(s) = 1 :

olm) =

PROPOSITION 1.7. — La fenction fP se prolonge en une fonction holomerphe dans

() Iei, comme au §2, la détermination choisie de " leg " est celle que l'on ok~
tient par prolongement analytique sur les horizontales a partir de la détermination
" évidente " pour R(s) > 1 (i. e. celle fournie par le développement en série =on

peut)aussi la caractériser par le fait qu'elle tend vers O quand R(s) tend vers
+ o ),
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une région de la forme

(1.9) R(s) > 1 - b/logAT »OU DA >0, T=2+ |3(s) |
1.8 '

3s) #0 eu s réel > 1,

et y admet une majoration

(1.9) fP(s) = 0(loglog T) pour T = « ,

Cela se démontre de la manidre suivante : vu (1.6), il suffit de prouver 1'énoncé
analogue pour 1log L(s.x) s grfce au théordme d'induction de Brauer, on peut en
outre supposer que y est un caractdre de degré 1 de Gal(K/E) , o E est un
sous=corps de K . On peut alors appliquer a leg L(va) les méthodes classiques
de Hadamard et de La Vallée Poussin, cf. par exemple [10], p. 336-337. [En fait,
[10] se borne & prouver 1'existence d'une région (1.8) ob L = L(s,x) est holomor—
phe # 0 , et ou |L*/L| = 0(10g™) . Pour passer de 1& & la majoration

|10g L(ssx)| = 0(loglog T) ,

on distingue deux cas, suivant que ®(s) est ounon > 1 + 1/1ogAT . Dans le pre-

mier cas, on a
|10g L(ssy)| < [E:Qllogz(R(s)) < [E:QJA loglog T + 0(1)
= O(loglog T) .

Le deuxidme cas se ramdne au premier : on applique le théor®me des accroissements

finis au segment horizontal IS joignant s au point s, tel que
3(50) = 3(s) » R(so) =1+ 1/logAT ’
et 1'on obtient
Ilog L(s:x)l < |1og L(so,x)l + |s—so| supceIS[Ll/L(o’x)l

= 0(1oglog T) + 0(1) = 0(loglog T) .]

§2. Théortmes de densité

Y e

2.1. Définitions, - Soit E une partie de l'ensemble E# des entiers > A 5 on

note B! le complémentaire ‘g* ~E de E. Si x e_g* , on note E(x) 1le nombre
des n < x qui appartiennent & E ; on a E(x) + E'(3) = x . Lorsque E est
l'ensemble des n satisfaisant & une relation R, on écrit aussi N{ngx : _B_(n)}
4 la place de E(x) .

On dit que E est de densité ¢ si lim E(x)/x = ¢ , autrement dit si

E(x) = cx + o(x) pour x - « .

Soit P un ensemble de nombres premiers, Nous dirons que P est associé & E

si, pour tout p € P et tout entier m > 1 non divisible par p ,ona pm€E,
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THEOREME 2.2, — Si P est associé & E , et si P jouit de la propriété (1.1),

ZfeP 1/p =+ o 4 alors E est de densité 1 .

Soit I une partie finie de P , et soit EI 1l'ensemble des entiers de la forme
pm , avec T € I et m > 1 non divisible par p . Le complémentaire Ei de EI

est 1l'ensemble des entiers n > 1 tels que
2
NZDos»2p 9304 eee s (p=1)p (mod p°) pour tout pe I,

Sa densité est of =Tl (1 - (p=1)/p°) . HMais, vu (1.1), le produit infini
rEEP (1 - (p—1)/p2) diverge, i. e. tend vers 0 . Les c! tendent donc vers 0 ,
et coome E! est contenu dans tous les E! , on a

I
lim sup B'(x)/x <limel =0,

1
I
d'ou le fait que E' est de densité O .,

(signalons & titre de curiosité, que 1'innocent (2.2) est qualifié de "Ramanu-
jansche Vermutung" par Watson [257, §2 ...)

Le cas régulier, — D'apr®s (2.2), on a E'(x) = o(x) pour x = » . Nous allons

voir que 1l'on peut préciser ce résultat, & condition de faire des hypothdses sup-

plémentaires sur P . Tout d'abord :

THEOREME 2,3, - Supposons que P goit associé & E , et soit régulier de densité

>0 ,0n a alors :
(a) E'(x) = 0(z/log%) si o<1 ;

(b) E'(x) = 0(x}) , avec 50,81 o=1.

Disons d'autre part que E est multiplicatif s'il possdde la propridté :

(M)‘§i n, et %, sont des entiers > 1 premiers entre eux, on a

1

n1n2€E<==:>{n16E ou n € E} .

2

THEOREME 2.4, - Supposons E multiplicatif, et soit P 1'ensemble des nombres
premiers appartenant & E ., Alors :

(a)‘§i P est régulier de densité ¢ , avee O <y < 1 , On &

E'(x) ~ cx/log% , avec ¢ > 0 .

(v) Si P est régulier de densité 1 , en a

E'(x) = O(xl-a) s avec § >0 .

(Noter qu'il résulte de (M) que P est associé & E.)

Démonstration de (2.4) (d'aprds Raikov, Wintner, Delange). — Posons b =0 si

ne€kg, et bn =1 si n €E!', de sorte que :

B1(x) = MZX b3
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la condition (M) signifie que bn est une fonction multiplicative de n . On a

b1 =1 (mis & part le cas trivial ou E' = @ ). Considérons la série de Dirichlet
_ - _ 5 -8
£(s) = 2 bnn = hemt n ’

qui converge absolument pour R(s) > 1 . On a
f(s):ﬂf(s),oﬁ f(s): )3 p—ms.
p P p pReR!

La série fp(s) commence par le terme 1 +p ° si et seulement si p n'appar—-

tient pas & P . On peut donc écrire f sous la forme

£(s) = p;%(l +p ) g hp(S) ’

ou le produit des hp est absolument convergent pour R(s) >1/2 , et en partien~
lier pour ®(s) > 1 . On a done

log f(s) = péé p-.s + 91(8) ’

ou el(s) est holomorphe pour R(s) > 1 . Plagons=-nous dans le cas (a). i, e,
supposons P régulier de densité o , avec O < gy < 1 3 le complémentaire de P

est régulier de densité 1 - o 3 vu (1.3), et la formule ci-dessus, on a
log f(s) = (1-0) log 1/(s=1) + 92(8) ’

ou 92(3) est holomorphe pour R(s) >1 . Revenant & f , on obtient

(2.5) £(s) = —2=—n(s) ,

(s-1)

ou h(s) = exp 92(3) est holomorphe et # 0 pour R(s) > 1 . D'aprds une variante
du théordme taubérien de Ikehara (ef. [27], [3], [14]s [157, [26]), ceci entratne

(2.6) _ nz? b, ~ cx/log% , avec ¢ = h(1)/T(1~y) »

'

d'od (2,4) dans le cas o<1. 5idautre part ¢ =1 , le m8me argument montre

que f(s) est holomorphe pour R(s) > 1 ; comme c'est une série & coefficients po-

sitifs, il en résulte, d'aprds un lemme classique de Landau, qu'elle converge en un

point s =1-§, avec § >0 ; on en déduit aussitét la majoration cherchée :
(2.7) 2 b, =0x'?) .

Démonstration de (2.3)., - Soit BE(P) 1'ensemble des entiers de la forme pm ,
avec pe€P et m»1 premiera p.Ona EP)<E, d'ou E'(x) < B(P)'(x) .

D'autre part, E(P) est multiplicatif, et son intersection avec l'ensemble des

nombres premiers est P . En appliquant (2,4) a E(P) , on obtient
E(P)*'(x) = 0(x/10g%) dans le cas (a),

E(P)'(x) = 0(zx!™0) , avec 6§ >0 , dans le cas (b),

d'ol (2.3) puisque E'(x) < E(P)'(x).

Le cas frobénien. — Revenons aux hypothé&ses de (2.4 a) $ on a

E'(x) = cx/log% + o(x/10g%) , avec ¢ > 0 .
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Si P est frobénien, on peut remplacer le terme d'erreur o(x/log%x) par

0(x/1logl™x) , et méme dommer un dévelmppement asymptotique de E'(x) @

THﬁORbME 2.8. = Supposons que E soit multiplicatif, et que l'ensemble P des

nombres premiers appartenant & E soit frobénien de densité o » avec O <o <1 .

I1 existe alors des nomhres

co ’ 01 ? ece 9 ck 3 ese g avec co >0

tels que, pour tout entier k >0 , on ait

E'(x) = —— (co + cl/log X + oee + ck/logkx + O(l/logk+1x)) .
log%x

La démonstration utilise une méthode due A Landau [8] ; je me bornerai & la résu~

mer, renvoyant & [8] ou [25] pour plus de détails :

. -8 -3
Soit f(s) = 2 bnn = §£€E’ n

5 comme ci-dessus. On montre au moyen de
i +1co
ie (2.5) et (1.7) que f se prolonge en

e

une fonction holomorphe dans une ré-

\

gion du type ci-contre (les branches
infinies C et D étant définies par
R(s) = 1-b/logAT y avec T = 2+|3(s)]),

et que 1'on a dans cette région

\
A\

N

lf(s)|= O(logAT) pour T -» » ,

'~

Posons alors

\

b(x) = n%% bnlog(x/n) .

1 -7 On vérifie que
g 2 2+ie
\ 1 s 2
) -...--.00-.-00.-.) -
s o b(x) == 2_iwf(s)x ds/s“ .
e La formule de Cauchy montre que
: r cette intégrale est égale & 1'intégra-

le analogue prise sur le bord gauche

de la région considérée. Les contribu~

rd tions des branches infinies C et )
P sont négligeables devant x/long ’
’,//// quel que soit N j celle du cercle
: P centré en 1 tend vers 0 avec le
j///// rayon du cercle, Le terme principal
E - est donc fourni par les deux intégra-
=i g///’ oo les sur le segment horizontal joignant

1-8 & 13 ces dernidres s'évaluent
sans difficulté, & partir du dévelop-
pement de f(s) au voisinage de s = 1 . On trouve que
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b(x) = —= (do + dl/log X 4+ eee + dk/logkx + O(l/logk+1x)) .
log%

lg s et en retranchant, on

z k+
En appliquant ce résultat & x + §x , avec § ~ 1/log
obtient facilement 1'estimation cherchée pour E'!'(x) = 2 b (ef. [17)spe 277,

ngx
ou [25]y p. 723=724).

De fagon plus précise, si le développement de f(s)/s au voisinage de 8 =1

est
f(s)/s =-(—s:-1l)-i—_; (eo + el(s-l) + see + ek(s-l)k + ...) ’

on trouve pour E'(x) 1le développement asymptotique

B'(x) =—2— (c_+c./108 X + eo. + ck/logkx + O(1/1ogk+1x))
o 1
log x
avec
(2.9) e, =e/T(1-k-aq).
Remargues.

(1) BEn utilisant (1.6) on peut ramener le calcul des ey et des ¢y a celui,
d'une part de séries absolument convergentes (donc évaluables numériquement), et
d'autre part de valeurs des dérivées des L(s.x) au point s = 1 ; pour un exemple
de tel caleul, voir [22].

(2) La méthode de Landau suivie ci-~dessus a l'avantage, non seulement de donner
un développement asymptotique, mais encore de fournir un terme d'erreur qﬁe 1l'on

peut effectivement majorer, pourvu bien sfr que l'on dispose de majorations effec—

tives de f(s) , ce qui est le plus souvent faisable (mais rarement fait ...). On
ne peut rien déduire de tel des théordmes taubériens & la Ikehara, du moins sous
leur forme actuelle.

by

(3) A 1la place de 1tintégrale f(s)xs/s2 » on pourrait songer & utiliser celle de
f(s)xs/s s qui conduit directement & 2£<x bn « Malheureusement, il ne semble pas

-~

facile de majorer cette dernidre intégrale sur les branches infinies C et D.

Voici maintenant une variante du théordme (2.8). dans le cas ou l'ensemble P

est frobénien de densité 1 , i. e. de complémentaire fini :

THEOREME 2,10, - Supposons que E soit multiplicatif, et contiemme tous les

nombres premiers, & l'exception d'un nombre fini. Alors :

(a) on a E'(x) = 0(x/?) |

(b) Si 1'ensemble des nombres premiers p tels que p2 € E' est régulier de

densité § >0 , man a

E'(x) ~ cx1/2/log1—6x » avec ¢ > 0 ,

L'assertion (a) est facile, et peut d'ailleurs se ramener 3 (b). Plagons-nous
done dans le cas (b), et nosons ici encore
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-8 -3
f(s) =ngE’ n —ann .

Les hypothdses faites sur E entrainent que
log f(s) = 2 p—-2s + el(s)

pZGET
= § log 1/(2s=1) + 8,(s) »

ou les ei(s) sont holomorphes pour R(s) 3,1/2 « I1 en résulte que

= 1 S)
£(s/2) L h(s)

ou h(s) est holomorphe et # O pour R(s) > 1 . En appliquant & f(s/2) les
théordmes taubériens cités plus haut (cf. [2], [14], [26]), on en déduit

JE%X b ~.c1x/1ogr-5x » avec ¢, = n(1)/r(s) ;
1/2 » on obtient le résultat cherché :

1-6
C1.

Remarque, =~ Dans le cas (b). si 1l'ensemble des p tels que p2 € E' est frabké-

en remplagant X par x

E'(x) A,cxl/z/logl-ﬁx y aveCc € = 2

nien, sn peut utiliser la méthode de Landau pour obtenir un développement asympto-

tique de E'(x) .

Exemple, — Prenons pour E 1l'ensemble des entiers de la forme pm , avec p
premier, et (p,m) = 1 $ 1l'ensemble E! est formé des entiers n > 1 tels que
pln = p2|n pour tout p premier ; les hypothdses de (2.10 b) sont vérifides
ave¢ § =1 o 0n a

£(s) = g (1+p @ sp®ip®,,)=nl=p + g
P — -
-3s -68 l=-»
_Nlte_ 1-p
~28 -2 -
P1-p 2 (1-p%)(1-p ")

28

= g(2s)¢(3s)/c(68)

D'aprés (2.10 b), on a E'(x) A-cxl/z y AVEC C = g(}/Z)/g(B) e« On connatt en
fait des résultats bien plus précis, par exemple celui-ci (Bateman—Grosswald, 1111~
nois J. Math., 2, 1958) :

E'(x) = cx1/2 + dx1/3 + O(xl/6 exp(=A logBX)) » avec AyB >0 ,

§3. Premiers exemples

3.1, Sommes de deux carrés. — C'est 1l'exemple traité initialement par Landau [8]
(veir aussi [6], [22], [23]) :

On prend pour E' 1l'ensemble des entiers n > 1 qui sont de la forme a2 + b2 ’

avec asb € Z (ou a,b € Q , cela revient au m8me) ; on a ainsi

E'(x) = Nngx: n =Eﬂ}.
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Soit P 1'ensemble des nombres premiers p tels que p==1 (mod 4) . On sait
qu'un entier n appartient & EB' si et seulement si, pour tout pe P , 1texpo-
sant v _(n) de p dans n est pair. Il en résulte que le complémentaire E de
Bt estpmultiplicatif (au sens édu §2), et que P est l'ensemble des nombres pre~
miers appartenant & E . Comme P est frobénien de densité 1/2 , le théoréme

(2.8) montre 1'existence de constantes Cy c1 ¢ ++oo telles que
BY(x) = — (co + cl/log X + oo + ck/logkx + O(l/logk+1x))

log x
pour tout k >0 . On trouvera dans Shanks [22] (rectifiant Ramanujan [6] et

Stanley [23]) une étude numérique de E'(x) pour x < 226 ¢+ ainsi qu'une détermi-

N

nation des deux premiers coefficients c, et c,

-2\\=1/2 _
c, = (2 pg& (1 -7p9)) = 0,76422365.4.

°1
3.2, Fonctions multiplicatives, = Soit n r—> &, une fonction multiplicative &

O D44‘73893. L)

valeurs dans un anneau commutatif A , et soit Pa 1'ensemble des nombres premiers
p tels que ap =0 . I1 est clair que Pa est associé & 1'ensemble E des

entiers n tels que a, = O « En appliquant (2,2) on en déduit :

THEOREME 3.3. - Supposons que Pa Soit régulier de densité o >0 . On a alors

0(x/1og%) 8i <1

Nngx: a #0}=
b n 0(xY) avec vy<1 si ¢=1,

(Ainsi, "presque tous" les a sont nuls. )
Si A est intdgre, B, est multiplicatif. D'aprds (2.4) et (2.8), on en tire &
THEOREME 3e4s =81 A est intdgre, et 4<1,o0na

N{ng x : a # 0} ~ cx/log% , avec ¢ >0 .

Si de plus Pa est frobénien, on a un développement asymptotique

X

N{n < x : a # 0} = (co + cl/log X+ o) o

log%
Donnons maintenant quelques exemples de fonctions multiplicatives auxquelles on
peut appliquer les théordmes 3.3 et 3.4 :

3e5. Coefficients de fonctions I e = On prend pour A 1le corps C , et pour &,
les coefficients d'une fonction I d'Artin

L(ssy) = 2 a no,

®u y est un caractdre de degré d >1 d'un groupe de Galois @G = Gal(K/Q) s cf,
81. Faisons 1'hypothdse :

(3.5.1) Le sous—ensemble X de G formé des éléments g € ¢ tels que x(g) =0
est non vide,
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L'ensemble P des nombres preniers p tels que a_ = 0 est alors frobénien de
densité y = IH'/]GI ¢ cela résulte de (1.3) puisque ap = X(cp(K[g)) pour tout p

ne divisant pas le discriminant de K .

Toutes les conditions de (3.4) sont alors satisfaites (noter que g < 1 4 car
IHl # lGI » 1'élément neutre n'appartenant pas & H ). On en déduit un développe—

ment asymptotique de N{n g x ¢ a # 0} .

Exemple, = Soit k un corps de nombres de degré > 1 j choisissons pour K une
extension galoisienne de Q contenant k , et soit G, = Gal(K/k) 1le sous-groupe
de G = Gal(X/Q) correspondant & k . Prenons pour x 1le caractére de la repré-

sentation de permutation de G dans G/Gk s on a

x(g) = nombre d'é1éments de G/Gk laissés fixes par g
et
L(S’X) = gk(s) = Z Na—‘s ,

hY

ou q parcourt les idéaux entiers # O du corps k . L'ensemble H de (3.5 1)
est égal 3

G - {union des conjugués de Gk} .

Ona H# P d'aprds un résultat élémentaire sur les groupes finis (ef, par
exemple Bourbaki, A I,130, exerc. 6). Appliquant (3.5). on en déduit

N{ngx : n est norme d'un idéal de k} ~

(co + 0 /log X + ees)

log“k
résultat dft & Odoni (ef. [11], [12]). Lorsque k =_g(i) » on retrouve 1'exemple de
Landau (3- 1) .

3.6, Réduction mod m de fonctions multiplicatives, = Soit n te—> a une fonc~

by

tion multiplicative & valeurs dans 1'anneau OF des entiers d'un corps de nombres

algébriques F , Soit m wun idéal non nul de OF » et notons En 1'image de a,

dans 1'anneau fini OF/m 3 soit Pa n l'ensemble des nombres premiers p tels que
1284

ap =0 (mod m) . Si 1'on fait 1'hypothése :

(3.641) Pa m est régulier de densité o(m) >0 ,
H

on peut appliquer (3.,3) & la fonction n —> an » et 1'on en déduit :

THEOREME 3.7, — N{n g x: a £0 (mod m)} = O(x/log“<m)x) ’

ainsi que des résultats plus précis lorsqu'on suppose en outre que P m est fro-
as

bénien et que m est premier,

Exemples.
(a) (ef. Scourfield [17], [18]) On suppose que p +——> Ep est une fonction pe-
lynomiale de p , i, e. qu'il existe un polyndme P (T) , & coefficients dans q?Aﬂ,

tel que a qh(p) pour tout p . L'ensemble Pa m est alors frobénien § pour
H
qu'il soit de densité > 0 , il faut et il suffit que By "représente O ", i, e.

qu'il existe un entier +t , premier & m , tel que q%xtj =0, (Exemele ¢ on prend
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. . N r s
(n) = dd' drd's , avec r pair, s impair, d'ou qh(T) =T + T , et
Or,s

qh(t) C pour t=-~1.)
(b) On suppose que la série 2 ann—s est associde & un "systéme F-rationnel de
représentations g-adiques" (cf. par exemple [4], [19], [24]s ou mon cours & MeGill

Univ., chape Iy §2). Cela entratne l'existence d'une extension galoisienne finie

K de Q » et d'une représentation linéaire
m ~

Py cal(K /Q) -+ GLy(0p/m)
telles que Tr(p (o (Km/Q) = a (mod m) pour tout nombre premier p , & 1'excep-

tion d'un nombre flnl. Si 1'on suppose en outre qu'il existe o € Im(p ) tel que

Tr(s) = 0 , alors (3.6.1) est vérifié ; on peut souvent prendre pour ¢ 1'image

par Py de la conjugaison complexe ("Frobenius réel") : c'est le cas pour les sys—
témes de représentations g-adiques définis par une forme modulaire (cf. §4)s ou
par la cohomologie H(X) , i impair, d'une variété projective non singulidre X

définie sur ‘g R

§4. Exemples modulaires

Pour les définitions et notations concernant les formes modulaires sur .§£2(§)
et ses sous-groupes d'indice fini, on renvoie & [57], [19], [24]. Rappelons seule~

ment que 1l'on pose q = e®™2 | avec 3(z) >0,

4e1. Formes de poids 1 (ef. [5], §9). — Soit f = 2 gnqn une forme modulaire
de poids 1 sur un sous~groupe de congruence de _§EZQ§) .

THEOREME 4+ 2
(1) 11 existe o >0 tel que
Nngx: a #0}=0(x/log%) .

(i1) Supposons que f soit de type (15e) sur TO(N) s et soit fonction propre
des opérateurs de Hecke Tp(pXN) y et Up(piN) » ofe [5]) §1¢ Si £ #0 , on aun
développement asymptotique

N{ngx: a # 0} = (cO +c /1og X + ese) 9

log%x

avee O<gy< 1 et o > 0.

Plagons-nous d'abord dans le cas (ii). Quitte a4 multiplier f par une constante,

on peut supposer que ay = 1, et 1la fonction n > a, est alors multiplicative.
De plus, d'aprés [ 5], il existe une extension galoisienne finie Ko de Q , et une
représentation

pe * Gal(Ky/Q) » GL,(C)

dont la série L colncide (i un pombre fini de facteurs prés) avec la série de
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Dirichlet X an™ . Si l'onnote G 1l'image de p, 5 et H la partie de @
formée des éléments de trace nulle, on a H# f car H centient 1'image de la
conjugaison complexe ([5], n°® 4.5) et H# G car H ne contient pas 1 . L'ensem-
ble Pa des p tels que a, = 0 est frobénien, et défini par H . Sa densité
a = |H|/|G] est # 0,1 : toutes les conditions de (3.4) sont bien vérifides. D'ou
(11).

L'assertion (i) résulte de (ii) et du fait bien connu (mais pour lequel je ne
connais pas de référence satisfaisante ...) que toute forme modulaire est somme de
fonctions gz p—> fi(diz) » ou les d; sont des entiers > 1 et les £, des

formes modulaires de type (ii).

Exemgles.
(4.3) La forme

2
0% = (1 + 2q + 2q% + 27 + ..)2 = I & P
ayb€Z

est du type (ii), avec N =4 , et g(n) = (-4/n) = (_1)(n-1)/2 s la représentation
correspondante est la représentation réductible 1@®e ; ona g =1/2 . On re-

trouve (une nouvelle fois ...) 1'exemple de Landau (3.1).

(444) La forme

1/12 12m\ 2 b a2+b2
£ = = - B )
A (12z) = q mﬁl (1 -q) a = 1zkmod 3) (="
b=0 émod 3)
atb = 1 (mod 2)

est du type (ii), avec N = 144 , ot e(n) = (~4/n) 3 la représentation correspon-
dante est la représentation irréductible de degré 2 du groupe Gal(g(i,»ﬁfig)tg) ’
groupe qui est isomorphe au groupe diédral _24 d'ordre 8 (E. Hecke, EEEE'.HEEEE'
Pe 426 et 448) 3 on a o = 3/4 .

4.5, Remarques. -~ Il devrait &tre possible de préciser (i) en montrant que, si
f#0, il existe ¢ >0 tel que

NMngx: a #0}Xx/log% ,

et cela sans supposer que f soit fonction propre des opérateurs de Hecke., Peut—

&tre y a~t-il m8me un développement asymptotique du genre

N{n ¢ x: a, # 0} = cax/log“k + ch/long + oeee (O<r<B<e ou)

Des questions analogues se posent pour N{n < x : a, = a} » ob a est un nombre

complexe non nul donné.

4.6, Réduction mod gy des formes de paids entier (cf. [21]). = Soit f =24 qn
—_— n

une forme modulaire de poids entier k¥ =1 sur un sous~groupe de congruence de
§£2(§) o Supposons que les coefficients a, de f appartiennent pour =n >1 a
1'annean OF des entiers d'une extension finie F de Qs et soit m un idéal

non nul de Op 4 L'analogue * mod m " de (4.2) est alors vrai, & de légdres modifi~
cations prds @
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THEOREME 4.7.
(i) Il exiéte a(m) >0 tel que
Nngx: a £0 (mod m)} = O(x/loga(M)x) .

(ii) Supposens que f soit de type (kse) sur FO(N) » s0it foncticn propre des

Tp(p]N) et des Up(plN) » cf. [5], §1» et que a, = 1 . Supposons que m soit un
idéal premier, Alors :

(iil) Si la caractéristique du corps OF/m est différente de 2 , ou s'il existe

pf2N tel Qe a #0 (mod m) , on a un développement asymptotigue

N{ngx: angé 0 (mod m)} =m (co +cl/log X+ aes)

avec 0 < a(m) <1 gi_ ¢, >0 .

m

(iiz) Si la caractéristique de OF/m est 2, et si 2y 0 (mod m) pour tout
p/2N , il existe ¢ >0 tel que

Nngx: a £0 (mod m)} ~ cxl/2 .

Comme pour (4.2), le cas (i) se ramdne au cas (ii). Supposons donc que f satis-
fasse aux conditions (ii), ce qui entratne en particulier que la fonction nr—>a
est multiplicative. Soit 4 1la caractéristique du cerps OF/m o D'aprés Deligne
(ef. [4], ainsi que [5], §6), il existe une extensinn galoisienne finie K = Keom
de Q » non ramifiée en dehors de gN , et une représentation semi-simple

Py ¢ Gal(K/Q) = oL (0p/m)

telles que, pour tout p]zN s On ait
T palo,(K/Q) = & (med m)
et

det o, (o (/@) = pe(p) (mod m) .

]

[Cela revient & dire que, pour tout p | 4N , le p—-idme facteur de la série de
Dirichlet 2 ann—s est congru (mod m) au p-idme facteur de la "série L " de la
représentation Py ? cette dernidre étant considérée comme une série de Dirichlet

formelle & coefficients dans OF/m .

Notons encore G 1'image de Py et H 1la partie de G formée des éléments de
trace 0 ; ona H # § , car H contient l'image de la conjugaison complexe. Dis—
tinguons alors deux cas :

(iil) Ona H#G.[Clest lecassi g #2,car 1¢ H; clest aussi le cas si
4 =2, et si Py n'est pas la représentation unité, ce qui revient aussi a dire
qu'il existe p / 2N tel que a.p #£0 (mod m) . Ce sont bien 14 les conditions de
(iil)'] Comme 1l'ensemble Pa.m des p tels que a_=0 (mod m) est frobénien,
et défini par H , on peut appliquer (3.4) avec o(m) = |H|/|G| , et 1'on obtient
le développement asymptotique cherchd,



20-14

(ii2) On a H=G , ce qui signifie que g =2 , et que Py est la représente-

tion unité. On a alors

a
b

et 1'on peut appliquer (2.10 b) avec § = O , d'ou le résultat cherché :

i}

0 (modm) et a,=1 (modm) pour tout p [ 2v,
D

N{n ¢ x : a £0 (mod m)} ~ cx1/2 .
Exemp_les. - Prenons F =g y de sorte que 'F =g et m =m§ » avec m > 1.

(4.8) soit 3(X) = §(X1 Poecos sz) une forme quadratique positive non dégénérée

& 2 variables, et & coefficients entiers. Soit a, le nombre de représentations

de n par § , i. e. le nombre de points X egzk tels que @(}_) =n ., (n sait

que la série

n X
eQ L1 Z anq = % q§(~)

est modulaire de poids k . On peut donc lui appliquer (4.7 i) $ en particulier,

quel que soit m > 1, les a sont "presque toujours" divisibles par m .
(4.9) La série
7 2 kS n
p=¢ 11 (1-99%= % «(n)q
r=1 n=1
satisfait aux hypothéses de (4.7 ii) aveec N =1, €6=1,y k=12 ¢ Si m est

premier # 2 , elle est de type (iil)' avec un exposant a(m) facile & déterminer
(cf. 81, exemple 3) ; on en déduit

NMngx: 7(n) £0 (mod m)} =-l-;—x(;7; (co + cl/log X + eoe) o
[Ce résultat était connu (cf. Watson [25]) pour m =3 , 545 7 » 691 , car la re—
présentation o correspondante est alors réductible, ce qui se traduit par une
congruence (mod m) reliant t(n) & 1l'une des fonctions &lémentaires or,s(n) ,
cf. [19], [24] ; dans ce cas, ainsi que dans celui od m = 23 , on pourrait méme
calculer explicitement les valeurs des constantes Ch 2 Cp 9 see s calcul qui
paratt par contre fort difficile pour les autres valeurs de m , faute de rensei~
gnements sur les corps Km qui interviennent, ainsi que sur leurs séries L

d'Artin, ]

Le cas m =2 est exceptionnel : la représentation Py est la représentation

unité, on se trouve dans le cas (iiz). On a d'ailleurs
1 (mod 2) si n est un carré impair
m(n) =
0 (mod 2) sinon,
de sorte que
Nfngx: 1(n) £0 (med 2)} = [—% (1 ++%)] =-é—~/;+ o(1) »
en accord avec (4.7 iiz).
Questions,.

(4.10). Il devrait 8tre possible de préciser (4.7 i) en donnant une estimation de
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Nngx: a £0 (mod m)}
ou m8me un développement asymptotique modulo O(x/long) s N arbitraire, de
N{ngx: a = A (mod m)} pour A donné,

Lorsque n p=—> &, est multiplicative, Delange m'a signalé que l'on peut résou-—
dre affirmativement la premidre question, en utilisant la méthode de [ 3], §84, 5
(ef. exerc. 6.8, ainsi que Scourfield [17], [18]), L'estimation obtenue est

h
Nngx: a £0 (mod m)} ~ cx(loglog x) /1log%x ,

avec ¢ >0, ¢>0, h entier >0 (mis & part un cas exceptionnel, analogue &

(4.7 iiz), ou 1l'on a une majoration en x1/2 )e

Le cas général devrait &tre analogue, & cela prés qu'il y intervient, non senle-

ment les x(loglogx)h/logai » mai. aussi leurs produits par les termes oscillants
cos(y loglog x) et sin(y loglog X) » vy €R.
On trouvera dans les exercices du §6 quelques résultats dans cette direction.

(4.11) Soit f = z:anqn une forme parabolique de type (4.7 ii), de poids k2 ,
et & coefficients dans Z . Ecartons le cas "& multiplication complexe" ou il exis~
te un caractdre w d'ordre 2 tel que w(p) = -1 entratne a, = 0 ; cela revient
a demander que les représentations g-adiques attachées & f aient pour images des

sous-groupes ouverts de GL, . On devrait alors pouvoir montrer que 1l'ensemble des

2
n tels que a, # 0 a une densité > O , contrairement & ce qui se passe pour

k=1, I1 est d'ailleurs plus intéressant de se poser la question de la nullité,
et de la croissance, des a? s pour p premier. D'apris Deligne on a

]apl < 2p(k-1)/2 .

On sait d'autre part que 1l'ensemble des p tels que a, = 0 est de densité 0
(cf. [19], 4.4). Des arguments probabilistes simples (qui m'ont été signalés par
3#
Atkin) rendent vraisemblable la minoration

(x=3)/2 ~ ¢

(4.11,2) la | > p (si k3 4)

pour tout ¢ > 0 , minoration qui entrafnerait que a tend vers 1'infini en va~
leur absolue, et ne peut donc s'annuler qu'un nombre fini de fois. Pour k = 2,3,

des arguments analogues suggdrent :

(4.112?) N{pgx: a.p = 0} x.xl/z/log x (si k =2)
(4.113?) N{pgx: a, = 0} < loglog x (si x=3) .

On trouvera dans Lang~Trotter [9] une étude numérique du cas k = 2 , ainsi

qu'une conjecture plus précise que (4.112?), a savoir :
(4011,22) N{p g x: a, =0}~ cx1/2/log x (si k=2),
(#) 8i 1'en écrit a, sous la forme Zp(knl)/zcos ¢¥ s avec O < < T s
au

(4'11x?) équivaut & dire que |¢5 - n/2[ >> hﬁﬂ*e ’ rement dit que ¢, ne
sYapproche "pas trop® de T/2 ,
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avec une valeur explicite de c ,

(4.12) On peut se demander si (4.2 i) et (4.7 i) restent valables lorsque
f =2 anqn est une forme modulaire sur un sous=groupe d'indice fini de ‘§£2Q§)

qui n'est pas un sous-groupe de congruence (i1 est alors raisonnable de supposer,

non plus que les a, sont entiers, mais que ce sont des " Swentiers"). On manque

d'exemples,

(4.13) I1 est probable que 1l'on ne peut pas étendre (4.7 i) aux formes de poids

demi~entier, du moins en dehors des deux cas suivants

(a) OF/m est de caractéristique 2 : en effet, on se raméne alors au cas d'un
poids entier en multipliant f par la série

9=1+2q+2q4+2q9+...

qui est congrue a 1 (mod 2) ;
(b) 1a forme f =2 gnqn est de poids 1/2 : on peut alors montrer qu'il existe

des entiers t1 Yeoser tr tels que a = 0 si n n'est pas produit de l'un des

ti par un carré ; cela entralne

Nfngx: a #0}= O(xl/z) .

I1 serait par exemple intéressant de voir ce qui se passe pour la forme modulaire

63 = Z-rB(n)qn ¢ comment se répartissent les rB(n) modulo 3y 5 5 ete ?

§5. Divisibilité des coefficients de j

(5¢1) Rappelons que 1'invariant modulaire J est défini par J = QB/A s Ou

2
Q= E4 =1 + 240 §;=1 oB(n)qn y A=g¢ Tﬁ;1(1-qn) 4 e On 2

G=q L+ T44 + 196884 q + eee = 31 efn)q” o
N=m
Les résultats du §4 ne s'appliquent pas directement & j , car j a un p8le-
simple & 1'infini, et n'est donc pas une "forme" modulaire. J'ignore d'ailleurs si
les c(n) sont presque toujours divisibles par tout entier donné ; c'est peu pro-
bable., On peut toutefois obtenir des renseignements sur certains des c(n) gréce

au résultat suivant ¢

THEOREME 5,2 - Soit ¢ un nombre premier. Alors :

(a) Les séries

j'* =2 c(gn)q” et J" = c(n)q"

n=0 (r%od 2)

sont des formes modulaires 4—adiques de peids O , au sens de [20], §1.

(v) Si ¢ #2, il en est de méme de la série

=2 c(n)q” .

T (Pt




20-17

(c) Si 4 =2, 1l en est de méme des trois séries

n
i; = e(n)g (i=1,3,5).
1 n=i (mod 8) o
[ Dans (b)y 1la sommation porte sur les n premiers & 4 qui sont résidus quadra-
tiques (mod g) si g =-1 (mod 4) , et non résidus si g =1 (mod 4) . Dans
les deux casy cela exclut n=-1 ., Si g =2, la m8me remarque s'applique aux

ji s pour i =1, 3,5 o]

Si f est une forme modulaire g-adique, et r un entier > 0 , il existe une

forme modulaire au sens usuel, & coefficients entiers, qui est congrue & f

modulo gr o BEn appliquant (4.7 1) & cette forme, on obtient ¢

COROLLAIRE 5,3 - Pour tout 4 premier # 2 , et tout r , il existe o >0 tel
que
Nxgn: o) 0 (mod g7) et () # (G} = o(x/108%) .
On trouvera d'autres applications de (5.2) dans les exercices du §6.

Démonstration de (5.2).

(2) Le fait que J' = 31U soit modulaire 4~adique de poids O est df & Deligne,
of. par exemple [20], p. 228, Comme j" = j!'|V , il en est de méme de 3j" ([20],
th. 4, p. 209).

(b) Soit n +—> g(n) = Q%) le caractére de Legendre, et notons Je la série

déduite de J par "™orsion" au moyen de g , i. e.

3= 5 eln)eln)d®.

On a

2. =3-(F) 3 -3,
et il suffit donc de montrer que g =j - Cil)je est modulaire g-adique de poids
0 . Cela peut se faire de la manidre suivante (pour une méthode plus "terre a
terre", voir exerc. 6.15) : tout d'abord, un argument standard, basé sur le fait
que 52 = 1 , montre que jE est une fonction modulaire de poids O sur le groupe
ro(zz) » holomorphe en dehors des pointes. Il est donc de m8me de g ; de plus, le

développement en série de g montre que g n'a pas de p8le A la pointe w ., Le

fait que g s0it modulaire g-adique résulte alors du fait général suivant :

IEME 5,4 - Soit g = 2 anqn une fonction modulaire de poids k sur ro(zm) ’

4 coefficients a, €Q. On suppose que g est holomorphe dans le demi-plan

a(z) >0 4 ainsi qu'a la pointe e (i.e. a, = 0 st n<0 ), Alors g est une

forme modulaire g—adimue de poids k sur ‘§£2(§) .

Quitte & multiplier g par une puissance de £4A , on peut supposer que c'est
une forme modulaire de poids k >4 5 et que les &, sont iZ—~entiers. On raisonne

alqrs par récurrence sur m , Le cas m = 1 est traité dans [20], n° 3.2. Si m>2 ,
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définissons des formes modulaires fi’gi de poids kzl (i > O) au moyen des for-

mules de récurrence :

3 ‘ -
£=0, g =g, f;="(g_)v (ix1)
1 .
g, =7(& g,_,=f) (ix1).
i 4 kxl l(ﬁ—l) i-1 i -
(Rappelons que E_ désigne la série d'Eigenstein de poids r normalisée de

a+1) si r est

telle sorte que son terme constant soit 1 § on a Er =1 (mod £

divisible par £%(4-1) .)

On vérifie tout de suite que les coefficients des fi et 8; sont 4-entiers.

B=1) , car il est bien connu

De plus, les fi sont des formes modulaires sur ro(z
m—l)

que, si m » 2 , l'opérateur U fait passer de FO(Zm) a ro(z . Vu 1'hypo-

thése de récurrence, les fi sont donc des formes modulaires {-adiques de poids
i

k™ .

Pour tout i > O , posons

o]
A, = n E H
el kg (ge1)
le produit infini ayant un sens du fait que E a~1(£ ) est congru & 1
! -1

(mod 4®) « La série A; est une forme modulaire g-adique de poids

5, ka®(am1) = (0,kg?) aans 3/(p-1)2 x 2,
a=

On vérifie sans peine 1'identité

1

fem
Aog = Alf1 + ;;',Azf2 + eee + 4 Aifi + eoe

Les séries Aifi sont modulaires g-adiques de poids
. 5 .
(0 5 =g™) + (gt 5 ko) = (g 5 0) = (x5 0) .

I1 en résulte que Aog est modulaire g-—adique de poids (x50) . Mais le fait

S
1 _1im a8 -1 ost modulaire g-adique de
S—o O

que Ao =1 (mod g4) entratne que A;
poids (0yk) o Comme g = Agl(Aog) » on voit bien que g est modulaire g-adique

de poids (k,k) =k , ce qui achéve la démonstration du lemme,

(¢c) Si 4 =2, notons ¢ , @y les trois caractéres dlordre 2 de (g/&g)* ’
et soient je v J s jw les séries déduites de J par torsion am moyen de g 5 ¢
o (

\l{ e On a
_ % anm L\ s » . ‘Y
45 =3 - 3m+e(@)i, +olL)y \s;(l):J‘lj .
Le m&me argument que dans (b) montre que les ji sont des fonctions modulaires

sur ro(26) » puis, en appliquant (5.4)» que ce sont des formes modulaires 2-

adiques de poids O sur _§£2(§) .

Remarques.,
(a) Le théordme (5.2) Mexplique" aque 1l'on ait des congruences sur c(n) (mod g)
loraque n est, soit divisible par g , soit tel que (%) = = -%% » cfe Kelberg
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[7]s ainsi que les exercices du §6.

(b) Lorsque 4 =2, on a Jy =33 Jg=3'=3"=0 (mod 2) , de sorte que

8n=1

j= o c(en-1)q (mod 2) ,

n=0
et le théordme (5.,2) ne fournit aucun renseignement sur ces coefficients (mod 2) .

Il serait intéressant de voir s'ils sont répartis "au hasard", comme cela semble le

cas pour la fonction de partition, cf, [13].

§6. Exercices

L gV (Y

Formes modulaires de poids 1 .

(6+1) Les hypothdses étant celles de (4.2 ii), montrer que g 3/4, et quily
a égalité si et seulement si 1'image de Gal(K./Q) dams PGL,(C) = 35.2(3)/3* est

isomorphe am groupe diédral D, d'ordre 4 (cf. exemple (4.4) ).

2
(6.2) On suppose que f est de type (1,e) sur FO(N) (mais pas nécessairement

que c'est une fonction propre des opérateurs de Hecke)., Montrer que, si
(%) NMngx: a #0}= o(x/log3/4x) ’

ona f =0, (Observer que 1l'espace des f satisfaisant & (*) est stable par les
opérateurs de Hecke ; s'il n'est pas nul, il contient un vecteur propre § conclure

en appliquant (6.1).)

Formes modulaires (mod m) A

(6.3) Montrer que, sous les hypothdses de (4.7 iil)' on a olm) < 3/4 (méme
méthode que pour (6.1)). En déduire un résultat analogue 3 (6.2).

(6.4) On fixe kymsNse et 1l'on note m 1la norme de m o Soit A 1'ensemble des
séries formelles 2 anqn » & coefficients dans OF/m » qui sont réduction (mod m)
de formes modulaires de type (k,e) sur FO(N) » & coefficients dans Op 5 clest
un OF/m-module libre de type fini. Les opérateurs de Hecke Tn définissent des

endomorphismes Tn,A de A ., Montrer que l'application p he—> TPsA est frobé-
nienne au sens suivant : pour tout u € End(A) , l'ensemble Eu des nombres pre-~
miers p » ne divisant pas Nm , tels que Tp,A =u est frobénien (et peut 8tre
défini par une extension galoisienne finie de Q non ramifide en dehors de Nm )e
Soit »pF 1l'ensemble des p= 1 (mod Nm) qui appartiennent & P2 (i. e. tels que

2
flTp = 2f pour tout f e A ), et soit PS l'ensemble des p = =1 (mod Nm) qui
appartiennent 3 PO (i. e. tels que flTp =0 pour tout f e A ), Montrer que

+ -

P, et P, ont une densité >0 (cf. [5], 9.6, ot est traité le cas analogue des
formes de poids 1 ). Si D E P; sona T ., A =r+l , et gi pe Pg s ®*n a

Tp = (=1

est un élément de A , on a done

9
si r est pair, et T .. L =0 sl T est impair, 51 f = 2 ac
P
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]

N+

ya r (r + 1)an si p€P
np

¢ T impair

o1

a =
T
np

(n,yp) = 1 =>\

%o si peP

(—1)1‘/2an si pe P,y r pair,

o

(6.5) On conserve les notations de (6.4). Soit f = > anqn un élément de A ,
Montrer, en utilisant les dernidres formules de (6.4), que l'ensemble des valeurs
prises par les a, (n > 1) est un sous-ensemble de OF/m stable par mltiplica-
tion par Z . (En particulier, si Op =2 et sil'undes a est inversible dans
qug s alors les &, prennent toutes les valeurs possibles.) Si a appartient a

ce sous-ensemble, et si 2 1 m, on a

a dans OF/m} >> x(1loglog x)h/log x

quel que soit h . (Choisir r > 1 tel que a, = 2-h"1a » et remarquer que a =a

N{ngx: a

lorsque n est de la forme Py ece BT » ou Py 2eser D sont des éléments de P;

ne divisant pas r , et deux & deux distincts,)

Formes modulaires (mod 2) .

(6.6) Soit S 1a P -algdbre des formes modulaires (mod 2) sur §52(~Z—) s au-
trement dit (ef. [207], [24]) 1'algdbre des polyn8mes en la série

~ 2
A=q+q9+q5+q49+oo¢9

a4 coefficients dans _22 o Soit So (res o Sl) le sous~espace de S engendré par

les Zi prur i >1 (resp. par les 52 » pour J 2_0) s ona S =‘§2<3 So . Soit

f=2ag qn un élément de S_ .
n o

(a) Montrer que, si f € S, et £#0, il existe c >0 tel que

N{ngx an=1}~cx1/2.

(v) Oon peut prouver que les TP sont localement nilpotents sur S0 o Admettant
ce fait, il existe un entier h > 0 tel que f soit annulé par tous les produits
TPO cee Tph » p; premier # 2, Montrer que a =1 entralne que n est de la
forme be® 5 o b a au plus h facteurs premiers # 2 (raisonner par récurrence
sur h et n ), En déduire :

N{ngx: a, = 1} << x(loglog x)h-%/log X o

(c) On suppose f # S1 » et 1'on choisit l'entier h de (b) minimgl ; on a
h > 1 . I1 résulte alors de (6.4) qu'il existe des ensembles frobéniens Pl""'Ph
de densités > 0 , ainsi qu'un é1ément non nul g de S, » tels que

fT e ee = coe .
l v, Tph g si p, € P1 ’ » Dy € Ph

Si le r-idme coefficient de g est égal & 1 , on a a =1 poutr tout n de

la forme Py eee DT s aVec p, € Pi s les Py étant distincts, et ne divisant pas
r o En conclure que

N{n g x a = 1} >> x(loglog x)h—l/log X
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d'ou, en vertu de (b) :

N{ngx: a =1} = x(loglog x)h_l/log X e
n

(a) 11 résulte de (a) et (c) que f € S, éSquivaut a

1
NMngx: a =1} = o(x/log x)

ainsi qu'a

a_ =1} =O(x1/2) .

N{n < x N

(6.7) On pose a2 = Zenqn s et 1'on note E 1'ensemble des n tels que
e, = 0 (mod 2) . Montrer que le complémentaire E' de E est formé des entiers
4o+l 2
a

n de la forme p » avec p premier, a impair non divisible par p , m

entier >0 , et p=3 (mod 8) . (Utiliser la congruence

A= g q(2n+1)2 (mod 2) o)

n=0
La série de Dirichlet f(s) = zneE' n~® associde &4 E!' est égale &
(1=2%)glee){ 2 p/(1+0%).

p=3 (mod 8)
On peut 1l'écrire sous la forme

f(s) = ¢ log 1/(s~1) + h(s) ,
ou h est holomorphe pour R(s) >1,et c= n2/32 . En déduire (grlce au théo-
réme b de [3], p. 26), que 1l'on a
Mngx: e =1 (mod 2)} ~ cx/log x «
Montrer que

3| A (mod 2) si p=3 (mod 8)
AT, =
r 0 (mod 2) sinon.

5

Montrer que les m8mes résultats valent pour A~ , & condition de remplacer

p=3 (mod8) par p=5 (mod 8) .

Divisibilité des a  par une puissance d'un idéal premier,

(648) Soit n ——> a, une fonction multiplicative & valeurs dans 1l'anneau OF
des entiers d'une extension finie F de Qs et soit v 1la valuation de F défi-
nie par un idéal premier p#0 de OF « Pour tout r > 0 , notons Nr (resp. Pr)
1l'ensemble des entiers n >1 (resp. des nombres premiers) tels que v(an) =T
et posons

fr(s) = 2 n° et fT(s) = 120 Trfr(s) ’

€
nNr

ou T est une indéterminde.
(a) Montrer que
_vlay)
fr(s) =M (1+ 3 1 Py,
» m=1
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ou l'on convient de supprimer le coefficient de P~ms si v(apm) = o 4 i, €, 81
=O.

apm

En déduire que
fT(s) = exp{rzg Tr(@Pr(s) + Gr(S))} ’

- .
ol mPr(s) = ZiePr p » et ou les er(s) sont holomorphes pour R(s) > 1/2 .

(b) On suppose que les Pr sont réguliers de densité o, > 0 et que 0<ao<1 3
on note m la borne inférieure des i > 1 tels que a; > 0 o Montrer que fr(s)

est de la forme ( )
. T _1))d
£ (s) = o {356 ey, ;(8)(tog 1/(s-1))7} 4
(s = 1)
o h(r) est la partie entidre de r/m , et ou les c. j(s) sont holomorphes pour
?
R(s) > 1 . Cela entratne :

1 h(r) 3
fo(s) + eee + fr(s) = -———&—-{ 2 dr.j(s)(log 1/(s=1))"3} ,
(S-l) 0 J=0

oh les d_ .(s) sont holomorphes pour ®(s) > 1 . Montrer que 1l'on a dr.j(l) >0
?
pour J = h(r) . En déduire, grfice au théordme b de [3], p. 26, que
1~y

N{ngx: a £ 0 (mod pr+1)} ~acrx(loglog x)h(r)/log °¢ ,

avec cr = dr,j(l)/r(ao) o

(e) on suppose que les a sont les coefficients d'une forme modulaire de type
(47 iil)° Montrer que les conditions de (b) sont satisfaites (1es Pr sont méme

frobéniens) et que 1l'on a

Qo+al+ooo+ar+oo-=1"‘am’

ou o, est la densité des p tels que ap =0.
r T,
(d) Btendre les résultats ci-dessus au cas de produits de puissances Py ,,.pJJ

d'idéaux premiers (utiliser des séries formelles en T secey T )e

1
(649) Soit 4 un nombre premier # 2 ., Seit P (z) l'ensemble des nombres pre-

miers p # 4 tels que T(p) soit divisible par z » Dais pas par z o Montrer

que Pl(z) est de densité > 0 , [Soit G£ le sous~groupe de _ggz(gz) image de

la représentation g~adique attachée & A , cf, [19], [24]. La densité de Pl(z)

est égale & la mesure de 1l'ouvert Hz de GE formé des éléments s tels que

v (Tr(s)) 1 3 il revient au m&me de prouver que Hz 8 , que P (2) £0 , ou que

la densité de P (z) est >0, Or, on a HE £ @ pour g # 3,5,7,23.691. vu la

"grosseur" de Gz » cfe [24]. Pour g = 3,7,23, ona 5¢€ P (z) puls-ue

1(5) = 2.3,5.7.23 ; pour g =5, 0na 19 € P (z) puisque (19)= =2%,5.7%, 11.23.433

pour g = 691 , un calcul sur machine montre, parait-il, que 1381 € Pl(g) o]

Déduire de 13, et de 1l'exercice précédent, que, pour tout r >0 » il existe une

constante CZsr > 0 telle que
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N{ngx: t(n) £ 0 (mod zr*l)} ~ C ’rx(loglog x)#/loga(z)x ’

L
ot «(2) est donné par la formule de 1'exemple 3 du §1.

Equidistribution des valeurs des a, (mod m) .

(6.10) Soit n p—> a  une fonction multiplicative a valeurs dans un anneau Ctu-—
mtatif fini A . On note r 1'ordre du groupe multiplicatif A* des éléments in-
versibles de A . Si A € A* , on note P. 1'ensemble des nombres premiers p

A
tels que 8, = A o On fait les hypothéses suivantes :

(i) Les P, sont réguliers de densités oy telles que

A

(ii) Le groupe AF est engendré par les éléments A tels que @ > 0 .

On note X 1le groupe des caractdres de A¥ ; un élément @ de X est un homo=
morphisme de A* dans _g* $ on l¢ prolonge @ A en posant w(k) =0 8i )\ n'est

pas inversible,
(a) Si A€ A¥ et g€ X, on pose
¢

-8 -S
f)\(s) = an:):__)\ n et fcp(s) =§ cp(an)n .

Montrer que

1 . -1
fo == 2 .
A r <X Q(K )fw

(b) Décomposer f@ en produit eulérien, et en déduire que
log fcp(s) = p(p)log 1/(s-1) + hcp(s) ’
od Bly) = Ei N o(A) 5 et hw(s) est holomorphe pour ®(s) >1.
On a OKB(¢)) Lo avec o= 2% N et il n'y a égalité que si @ est le ca~-
ractdre unité de A¥ ,

() Si B est un nombre complexe, on convient de noter 1/(s-1)® 1a fonction

exp{B log 1/(s~1)} . Montrer, en combinant (a) et (b), qug 1'on a
£,(8) = o(a)/(a-1)% + Loy (8)/(s-1) *
i 4

ou c(s) et les ci'x(s) sont holomorphes pour R(s) > 1 les Bi sont tels que
R(Bi) <oset c(1)>0.

Bn déduire (cf. [3]s p. 25, th. a) que

Nngx: a =] ~ cx/log ™ ,

avec o = ¢(1)/T(a) >0 . (Noter que c est indépendant de A : il y & équidistri~
bution des valeurs de (ah) dans A¥ ,)

(a) Appliquer la méthode de Landau aux fk et fCP s en supposant les Pk fro-

béniens. En déduire, pour tout N > 1 » un développement asymptotique de
Nngx: a =2A} modulo 0(x/106" %) .
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(e) Enoncer et démontrer des résultats analogues pour

(r) _

N{n g x 2 aﬁl) SAy 0 eee s Byl = A3

ou les aé ) gont des fonctions multiplicatives a valeurs dans des anneaux com—

mutatifs finis Aj o (Se ramener au cas d'une suite unique 3 valeurs dans
A=A1xooox1\ro)
(6.11) Soit m un entier impair 3> 3 . On considére la fonction multiplicative

n p—> 7(n) (mod m) s & valeurs dans A =_g/qg .

Montrer que la condition (i) de (6.10) est satisfaite, et qu'il en est de m&me de
(ii) pourvu que m ne soit pas divisible par 7 . [On peut supposer que m est
une puissance d'un rembre premier g4 , cf, [19], 4.2. I1 faut alors vérifier que,
si g # 2,7 5 les T(p) » P premier # g , qui ne sont pas divisibles par g en~
gendrent le groupe multiplicatif (g/g%g)* o« Pour g # 3y 55 23 et 691 , cela
résulte de ce que T(p) peut prendre n!importe quelle valeur modulo 12 s cf. [24]
Pour g =3,5, 23 , 691 , remarquer que le sous=groupe de (g/z%g)* engendré
par les (p) » P # 4 » se projette sur (Z/42)* et contient 2 d'aprds (6.4) ;
utiliser alors le fait connu que 2'?'"1 £ 1 (mod 52) pour ¢ < 1093 .]

En déduire 1'équidistribution des valeurs de t(n) appartenant a (g/qg)* "

lorsque m n'est pas divisible par 14 .

(6.12) Montrer qu'il existe deux constantes c,sc_avec c >c_>0 telles

que

I
[ury

Sc+x/log1/2x si C%)

Ningx: t(n) =x (mod 7)} A.z

]

c_x/logl/zx si G%) = =1 o

(Utiliser une méthode analogue & celle de (6,10).)

Exemple de minoration de lapl pour p - o ,

(6.13) Soit ar—> x(a) un "Grossencharakter" d'un corps imaginaire quadratique
K . Soit | 1le conducteur de yx . On suppose que x est d'exposant entier 4 >1,

autrement dit que
X((Z)) = zd pour tout =z € K*  tel que z =1 (modxf) .
Posons
N
3 yx(a)d"®) = 3o P,
a
de sorte que

- - -
2an™ =Lss) = I (1-x(p) n(p)™)~t,
ol §

. ‘rie S n . .
On sait que la série a q est une forme modulaire parabolique de poids
k=1+d et que c'est une fonction propre des opérateurs de Hecke. Si ¢ est le

caractére dlordre 2 qui correspond & K , on a a, =0 si e(n) =-1.
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Soit P 1l'ensemble des nombres premiers p ne divisant pas N(T) » et tels que

e(p)=1.Si pEP ,ona
a.p:x(p)-!-xq)-) ’

ou p et 'g sont les idéaux premiers de OK divisant p . Montrer que

|ap| >> p(k—3)/2—-e pour tout ¢ >0 ,

[On peut se restreindre au cas ou p est contenu dans la classe mod N(f) d'un
idéal fixe g . Si 1'on écrit alors p = a(z) » avec z = 1 (moa™N(§)) » on a
8, = x(a)zd + XG)Ed = Ai(x,y) » OU X,y sont les coordonnées de z par rapport
3 une Z-base de a—l y et ou Ad est un polyn8me homogéne de degré 4 . Les
coefficients de Aq sent des nombres algébriques, et Aq n'a aucun facteur multi-
ple. D'aprds le théordme de Roth, on a Ad(x,y) S> (sup(lxl,lyl))d-z-e pour X,y

premiers entre eux, d'ou aussit8t le résultat cherché. ]

Soit § wun nombre > O tel que, pour tout secteur angulaire de C de largeur
~ 1/N , il existe p << NS te1 que 1'élément =z correspondant appartienne su sec—
teur angulaire donné. (D'aprdés Kovaldik, Dokl., t. 219, 1974, on peut peut prendre
pour § tout nombre S 4 .) Montrer qu'il existe alors une constante ¢ >0 telle

que
(k-1)/2 = "1/8
la| < cp
pour une infinité de p tels que e(p) =1 .

Passage des fonctions modulaires aux formes modulaires.

(6.14) Soit f = 2£>_

ca

& coefficients rationnels. On suppose f holomorphe dans le demi-plan 3(z) > #

r anqn une fonction modulaire sur §']9_2(__§) de poids k GE ’

mais pas nécessairement 3 la pointe o .

(a) Soit 4 un nombre premier tel que a, = O peur tout n < 0 divisible par
4 o Montrer que les séries
t — n n - n
f 2 a, & et f lz aq
Lin
sont des formes modulaires g-adiques de poids k , au sens de [20].

(v) Soient 4 un nombre premier # 2 , et ¢ =+ 1 tels que a, = € pour tout

n<0 tel que (%) = ¢ o lontrer que la série
n
fr= 2 ny %
(2-).=e
est une forme modulaire g~adique de poids k ., (M8me méthode que pour 5.2.)

Divigibilité des coefficients c(n) de j .

(6.15) On note § 1'opérateur de dérivation 2 anqn — 2 na,nqn s cf. [20],

[24]). Soient 4 wun nombre premier # 2 , et r un entier >1.

(a) Montrer que, si h est une forme modulaire (mod g¥) , de poids k , il
existe une forme modulaire h' (mod z¥) , de poids k + 2 + g7 1(g-1) , telle que
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8(h/a) = ht/a (mod ¢%) .

(Utiliser le lemme 3 de [24], p. 19, ainsi que le fait que

P= E2+f"1(z-1) (mod 27) o)

(b) Déduire de 12 que, pour tout a >0 , il existe une forme modulaire f_
(mod zr) s de poids 12 + a(2 + £r~1(z_1)) s telle que
0%(3) = £ /0 (mod 4¥) .
(¢) On prend a =-% 271 (4-1) . Hontrer que

6%(3) = 3 (moa %)y on 3= 2

2z (%)c(n)qn 5

En déduire, grfce & (b), 1l'existence d'une forme modulaire h de poids
12 + g7 (g-1) + -;- T2~ =12 4%,
telle que
3= (G, =n/a (wd ") .

Le terme constant de h est nul, En déduire que h =fA 4 o f est une forme

modulaire (mod zr) de poids k , ce qui fournit une autre démonstration de
(5.2 b).

(6416) On conserve les notations de 6.15, et 1'on prend r =1 o i. e. on calcule

(mod g)

(a) Montrer que Jj' = T44 (med g) si 4 = 3,5,7,11 , et que J' (mod g) est
de filtration g — 1 (au sens de [24], p. 24) si 4 > 13 . En particulier, on a,

pour tout n > 1 :

-

¢(3n) =0 (mod 3)
e(5n) = 0 (mod 5)
c(7n) = 0 (mod 7)

c(1in) = 0 (med 11)

¢(13n) = ¢(13)(n) = - ¢(n) (mod 13)
¢(170) = c(17)t,((n) = 4t  (n) (mod 17)
c(19n) = ¢(19)t o(n) = 7t o(n) (mod 19)
c(23n) = e(23)t,,(n) = 4t,,(n) (mod 23) ,

ouy pour k = 16 , 18 4 22 , on note tk(n) le coefficient de qn dans l'unique

forme parabolique normalisée de poids k .
(b) on a o(3) = a%R/a = Q°Ra®"Y/A% , atod
6% 1(3) = 0®(a%Ra?™1)/a¢  (mod 4) .
Montrer que, i g > 13, QERA£-1 est de filtration 12g + 2 ., En déduire que

’



02(0°Re?™Y) est de filtration 124 + 2 + a(g+1) pour a g g=2 .
(¢c) On applique (b) avec a = (g=3)/2 , de telle sorte que
o®(QR*T)/at = 6*1(3) = 3, 4 of. (6,14 ¢).

En déduire que la forme modulaire (mod g) J - ('-,-'q,'l')je est de filtration
% (_;z,-1)2 s et que J_ est de filtration z‘? ~ 4 « En particulier, ces formes sont

£0 (mod g)

(@) si 4 =3 (vesp. 54 7 5 11) » la forme J - G%l)je est nulle (resp, de
filtration 0 , 12 , 40 ),

(e) Déduire de (b) et (c) les congruences suivantes (dues & Kolberg [7]) :

c(n) =0 (mod 5) si (551-) ==1

c(n) = 21:03(11) (mod 7) si (%) =1
o(n) = 9n%,(n) - x’0,(n) (mod 11) s (£) =1
o(n) = 8r(n) = o (n) - 2o (n) (mod 13) s (Fy) =-1.

(6417) Soient 4 un nombre premier > 7 5, et r un entier > 0 , Montrer que,
pour tout entier a , il existe une infinité d'entiers n tels que c(n) = a

(mod p%) et (-3-) = - -Zl . (Utiliser les exercices (6.16) et (6.5).)
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