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INTRODUCTION

Le point de départ de ce travail a été le théordme de Ihara [16] suivant lequel
tout sous-groupe discret sans torsion G de SLZ(Qp) est un groupe libre. Ce ré-
sultat particulidrement frappant était & 1'époque (1966) le seul que l'on eut sur
la structure des sous-groupes discrets des groupes p-adiques.

La démonstration de Thara est de nature combinatoire ; elle utilise, de fagon
quelque peu mystérieuse, une décomposition de SL2(QP) comme amalgame de deux co-
pies de SL2(ZP) . Or, la Topologie suggdre une manidre naturelle de prouver qu'un
groupe G est un groupe libre : il suffit de faire opérer G librement ("sans
points fixes") sur un arbre X ; le groupe G siidentitie alors au groupe fonda-
mental n1(G\X) du graphe quotient G\X , groupe qui est évidemment libre. Inter-
prétée de ce point de vue, la démonstration de Thara revient & prendre pour X
1'arbre associé 3 l'amalgame indiqué plus haut ; cet arbre, l'arbre de SL2 sur le
corps Qp , apparait alors comme un cas trgs particulier des immeubles de Bruhat-
Tits ([37], [38]), analogues p-adiques des espaces homog2nes symétriques des grou-

pes de Lie réels.

On est ainsi amené & préciser les liens qui unissent "arbres", "amalgames" et
"SL2" « C'est le sujet du présent travail, qui reprend une partie d'un cours fait

au Colldge de France en 1968/69 ; le reste de ce cours a &été publié ailleurs ([34]).

I1 y a deux Chapitres.

Le Chapitre I débute par la définition des amalgames et la structure de leurs
é1éments (§ 1) . On passe de 13 aux arbres (§ 2), et plus précisément i la question
suivante : que peut-on dire d'un groupe G opérant sur un arbre X lorsque l'on
comnait le graphe quotient G\X ainsi que les stabilisateurs Gx (x€ som X) et

Gy (y€ ar X) des sommets et des ar8tes ? On traite d'abord deux cas particuliers :



celui ou G opére librement, i.e. ol les Gk et les G& sont réduits & {1} ;
le groupe G est alors libre ; ce cas, qui est celui du théor2me de Ihara, donne
également une démonstration simple du théordme de Schreier disant que tout sous-

groupe d'un groupe libre est libre (§ 3) ;

celui ou le graphe G\X est un segment x x' , auquel cas G s'identifie
4 1'amalgame GX *a Gx, ;5 de plus, tout amalgame de deux groupes s'obtient ainsi,
et de fagon unique ; on obtient un dictionnaire commode entre "amalgames" et '"grou-
pes agissant sur un arbre avec pour domaine fondamental un segment" (§ 4).

Le cas général fait 1l'objet du § 5. Dans le cours oral, je m'étais borné & en
suggérer la possibilité, sans faire aucune vérification. La forme définitive des
définitions et des théor2mes, ainsi que les démonstrations, sont dues & H. Bass.

Le résultat principal dit, en gros, que l'on peut reconstituer G & partir de
G\X et des stabilisateurs Gx et Gy : c'est le "groupe fondamental" d'un "gra-
phe de groupes" porté par G\X; inversement, tout graphe de groupes s'obtient
ainsi, de fagon essentiellement unique. Ici encore, on dispose d'une "forme nor-
male'" pour les éléments de G . Le cas ol G\X est un lacet q::) conduit aux
groupes "de type (HNN)" .

Le § 6 étudie les relations entre "amalgames" et "points fixes". Il montre que
certains groupes, tels SL3(Z) , Sp4(Z) , etc, ont toujours des points fixes, lors-
qu'ils op@rent sur des arbres ; cela prouve que ce ne sont pas des amalgames. Une
premidre version de ces résultats a été publide ailleurs (Lect. Notes in Math.
n° 372, Springer-Verlag, 1974, p. 633-640).

Le Chapitre II commence par la définition et les principales propriétés de l'ar-
bre X attaché & un espace vectoriel V de dimension 2 sur un corps local K
(§ 1). Les sommets de cet arbre sont les classes de réseaux de V , deux réseaux
étant dans la méme classe s'ils sont homothétiques, i.e. s'ils ont le méme stabili-
sateur dans GL(V) ; deux sommets sont liés si on peut les représenter par des
réseaux emboftés dont le quotient est de longueur 1 ; on recomnaft 14 la notion

de "réseaux voisins" qui intervient dans la définition classique de 1l'opérateur



de Hecke TP . (Lorsque, par exemple, K est le corps Qp et V est le module
de Tate d'une courbe elliptique E , les sommets de X correspondent aux courbes
elliptiques p-isog®nes &4 E , et 1l'on retrouve la description habituelle des
p-isogénies au moyen d'un arbre.) Une fois X défini, on peut lui appliquer les
résultats du Chap. I, et 1l'on obtient sans difficulté les théordmes de Thara cités
plus haut, ainsi qu'un théor2me de Nagao [19] donnant la structure de GLz(k[t])
comme amalgame de GL2(k) et du groupe de Borel B(k[t]) . Ce dernier résultat
est généralisé au § 2 2 la situation suivante : on remplace k[t] par 1l'algdbre

aff _ ¢ - {P} ayant un seul point & 1'infini P . Le

affine A d'une courbe C
groupe I = GL2(A) agit alors sur l'arbre X correspondant 3 la valuation défi-
nie par P , et le quotient I'\X a une interprétation simple en termes de fibrés

vectoriels de rang 2 sur C . Utilisant les résultats connus sur de tels fibrés,

on en déduit des théordmes de structure pour I'\X, donc aussi pour I ; on obtient
en outre des renseignements sur l'homologie de I , ainsi que sur sa caractéris-

tique d'Buler-Poincaré.

Je signale également un certain nombre de questions, liées & celles traitées
dans le texte, et sur lesquelles le lecteur pourra utilement consulter la
Bibliographie, p. 181 :

la théorie des bouts des groupes discrets, et les théormes de Stallings ([6],
{71, (81, [30], [35]) ;

1'analyse sur les arbres, ol l'opérateur de Hecke "somme sur les sommets voisins”
remplace le laplacien ([13], [14]) ;

la fonction z&ta attachée & un sous-groupe discret & quotient compact de SL2(QP),
cf. [15] ; on peut en donner une interprétation simple en termes d'arbres et de
graphes finis ;

les formes modulaires relativement au groupe I du Chap. II, § 2 et 3 ses sous-
groupes de congruence (articles 3 paraitre de D. Goss, G. Harder, W. Li, J. Wei-
singer) ;

la théorie de Mumford des groupes de Schottky p-adiques et des courbes algébri-




ques qui leur sont associées ([17], [18]) ;

les propriétés cohomologiques des groupes S-arithmétiques ([28], [29],[32], [33],
[34]), en particulier pour les corps de fonctions ( G.Harder, Invent.Math.,42,
1977, p.135-175).

Ce travail n'aurait pu &tre mené & bien sans l'aide, amicale et efficace, de
Hyman BASS - tant pour la rédaction que pour la mise au point des résultats. Je
1'en remercie avec grand plaisir.

Je remercie également S.C., Althoen et I.M. Chiswell pour les corrections qu'ils
m'ont signalées, ainsi que M. Laclotte, Conservateur en Chef du Département des
Peintures du Musée du Louvre, pour la reproduction de "1'Arbre aux Corbeaux" de

C.D. Friedrich utilisée comme frontispice.



CHAPITRE I

ARBRES ET AMALGAMES

§ 1 - Amalgames

1.1. Limites inductives

On se donne une famille (Gi)isI de groupes, et, pour tout couple (i,j) , un en-
semble Fi:j d'homomorphismes de Gi dans Gj .

On cherche un "groupe G = 1_:_I.‘111.Gi et une famille d'homomorphismes fi : Gi - G

tels que fj o £ = fi pour tout feIE‘ij , ce groupe et cette famille étant univer-

gels au sens suivant :

(¥) si H est un groupe, et si h; : G; -~ H est une famille d'homomorphismes
tels que hj o £f = hi pour tout chij , il existe un homomorphisme h : G- H et
un seul tel que h, =h o f, .(Cela revient & dire que Hom(G, H) = 1;m.Hbm(Gi, H) ,

la limite projective étant prise relativement aux Fij .)

On dit alors que G est la limite inductive des Gi s, relativement aux Fij .

PROPOSITION 1 - Le couple formé de G et de la famille (fi) existe et est

iel
unigue, & isomorphisme unique pres.

L'unicité résulte comme d'habitude de la propriété universelle (ou, ce qui re-
vient au méme, du fait que G représente le foncteur H — lim.Hom(Gi, H)) . L'exis-
tence est facile. On peut, par exemple, définir G par générateurs et relations ;
on prend comme famille génératrice la somme disjointe des Gi s comme relations,
d'une part les xyz—1 , oo x,y,z appartiennent 2 un méme Gi et z = xy dans Gi ,

d'autre part les :qy—1 ol xe€G;, ¥ € Gj’ et y = f(x) pour au moins un f € Fi,j .

Exemple. On prend trois groupes A, G1 et G2 et deux fléches fi : Ao G1 .

f2 : A G2 . On dit que le groupe G correspondant s'obtient en amalgamant A

dans G‘I et G2 au moyen de f,] et f2 3 on le note G1 *p G2 . On peut avoir G = {1}

méne si f, et f, sont non triviaux (cf. exerc. 2).
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Application (théordme de van Kampen). Soit X un espace topologique recouvert par
deux ouverts U1 et U2 . On suppose U1 ’ U2 et U12 = U,] n U2 connexes par arc.,
Soit xcU1 o un point-base. Alors le groupe fondamental T, (X;x) est obtenu par
amalgame & partir des trois groupes T£1(U1;x) , TL1(U2;x) et m, (U12;x) et des

homomorphismes
111(U12;x) - 1t1(U1;x) et JI1(U12;x) - 111(U2;x) .

(Pour une généralisation au cas d'une famille quelconque d'ouverts, cf. R. Crowell,

Pac. J. Math. 9, 1959, p. 43-50.)

Exercices

1) Soient fi : A+ G et f, : A~ G, deux homomorphismes et soit G = Gyx, G,

la somme amalgamée correspondante. On définit par récurrence sur n des sous-groupes
n n n

A, G1 et G2 de A, G1 et G2 par les conditions suivantes :
A= {1y, 6 = {1}, 6= {10
A" - sous-groupe dist. de A engendré par f;1(G1_1) et f;1(G2'1) ,
Gr; = sous-groupe dist. de G; engendré par fi(An) .

Soit A°(resp. &) 1la réunion des A" (resp. G;_l) . Montrer que f, définit une
-]

injection A/A° - Gi/(f;_ et que G s'identifie & la somme amalgamée de G1/(f; et

Ga/(,‘; par A/8” .

En déduire (en utilisant les résultats du n° 1.2) que le noyau de A - G est A®
et que celui de Gi -+ G est Cf;. .

2) Soient A =32, Gy = PSL(2,Q) et G, = %/22 . On prend pour £, : A= Gy

une injection et pour f2 :t A G2 une surjection. Montrer que G1 *) G2 = {1} .
1.2. Structure des sommes amalgamées

On se donne un groupe A , une famille de groupes (Gi)icI et, pour tout ieI ,
un homomorphisme injectif A - Gi . On identifie A A son image dans chacun des
G; . On note x,G; la limite inductive (cf. n° 1.1) de la famille (A, Gi) relati-

vement 3 ces homomorphismes ; on l'appelle la somme des G1 amalgamée suivant A .

Exemple. A = {1} ; le groupe correspondant se note x Gy $ c'est le produit libre
des Gi .

On va définir la notion de mot réduit. Pour tout i€ I , on choisit un ensemble
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de représentants S:I. des classes A droite de Gi suivant A , et 1'on suppose que
1€ Si s 1'application (a,s) » as est donc une bijection de A X Si sur Gi ap-

pliquant A X (Si - {1}) sur Gy - 4.

Soit i = (11’°"’in) une suite d'éléments de I (avec n = 0) vérifiant la

condition suivante :

(T)-im;éim_’_,I pour 1 =ms n-1 .

On appelle mot réduit de type i toute famille

m = (a; Byseces sn)

ot a€A, 8,€5; ;..0y B €S et 8 # 1 pour tout J .
1

i
n

Enfin, on note f (resp. fi) 1'homomorphisme canonique de A (resp. Gi) dans
le groupe G = *p Gi .

THEOREME 1 - Pour tout g€ G , il existe une suite i vérifiant (T) et un mot

réduit m = (a3 Biseees sn) de type i tels que
(*) g = f(a)fi1(s1)...fin(sn) .

De plus, i et m sont uniques.
Remarque. Le Th. 1 implique que f et les fi sont injectifs (ce qui n'était pas

évident a priori). On peut donc identifier A et les Gi 3 leurs images dans G

et la décomposition réduite (*) d'un élément g€ G s'écrit alors :
g =as ...s) , avec a€A , 8 ¢ Si1- {1} 5000y s € Sin- {1} .

On voit également que Gi n Gj =A ®i i# j .En particulier, les ensembles

Si - {1} sont deux A deux disjoints.

Démonstration (d'aprd2s une méthode de van der Waerden, Amer. J. of Math., 70, 1948 ;

voir aussi Bourbaki, A I, § 7)

Soit Xi 1l'ensemble des mots réduits de type i et soit X 1la somme disjointe

des 5. On va faire opérer G sur X ; pour cela, vu la propriété universelle

de G , il suffit de faire opérer chaque Gi et de vérifier que la loi d'opération
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induite sur A ne dépend pas de i .

Soit donc i€ I , et soit Yi l'ensemble des mots réduits de la forme
(13 91,...,sn) , avec i, # i . Les ensembles A X Y, et A X(S;-{(3)x Y, s'envoient

dans X par les applications
(a, (13 s1,...,sn)) - (a3 31,...,sn)
((a,8), (13 31,...,sn)) - (a3 8,81,...,8n) .

On obtient évidemment ainsi une bijection de A x Yi U A x (Si_ {1}) x Yi sur X.

Mais AU A x (Si—{l}) s'identifie a Gy D'oli une bijection

Gi:Giin-.X.

Ceci étant, on fait opérer Gi sur Gi X Yi de fagon évidente :

g'.(gy) = (g'8)y) .

D'ol, par transport de structure au moyen de 6 i » une loi d'opération de Gi

sur X ; sa restriction & A est donnée par
a'.(a; 51,...,sn) = (a'a; 31,...,sn) 3
elle ne dépend pas de i .

On a donc défini une opération de G sur X . De plus, si m = (a; 51,...,sn)
est un mot réduit et si g est son image danse G par la formule (*) , le trans-
formé par g du mot unité e = (1; ) (relatif 2 la suite vide i = @) est m
lui-méme ; cela se vérifie par récurrence sur n . Si 1l'on note o ¢ G- X 1l'appli-
cation g~ g.e et g : X~ G l'application définie par (*) , on a donc
@ o g = id. D'oh 1'injectivité de B , c'est-2-dire l'unicité de la décomposition
réduite (ce qui constitue la partie non triviale du théordme). On peut alors iden-
tifier X & B(X)c G, et il reste & voir que X = G . I1 suffit de prouver que
GiXC X pour tout i (car cela entraine GXc X, da'oh X =G puisque 1e€X) ;

or c'est immédiat.

10
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Remarque. Il est possible d'énoncer le th. 1 sans faire intervenir les ensembles de

représentants S, . Pour tout i€ I , posons G; =G, - 4 .8 i= (i‘l""’in) ,

i
-1
désignons par GJ!_ le quotient de G_{ XoooX G:.'L par l'action de AP , opérant au
= 1 n

moyen de la formule
-1 -1 -1
(a.1 ,...,an_1)(811-0-18n) = (8131 ’ 313232 ’ 32'8333 9eeey an_1gn) .

'A'l A' Al
X TG X TG X ... x GY )

(On a donc G} =G
- 1 2 3 n

]

i

L'application (g1 seese ,gn) - fi1 (3‘1 ).. £ (gn) définit par passage au quotient une
n

application fi : G:,!_ - G . Avec ces notations, on a :

THEOREME 2 - Les applications f G définissent une bijection de la somme

disjointe de A et des Gi sur G .

Ce n'est qu'une reformulation du théordme 1. En effet, si i est non vide, tout

élément de Gi admet un représentant et un seul de la forme (a, Biseees8B n) ,

avec a€A , s € Sim- {1} .

Cas particulier. Dans le cas des produits libres (A = {1}) , on a simplement
§; =G =Gy - {1} .

Plus particuligrement, prenons pour Gi le groupe cyclique infini engendré par
un élément x; , de sorte que G s'identifie au groupe libre F((xi)icI) de famille
basique (xi)icl ;5 les théor2mes 1 et 2 redonnent l'existence et l'unicité de la

décomposition d'un élément g de F((x.). .) sous la forme

i/iel
m

1 ®n
e xin s iy F iy e i AL, m#0,.0,m #0.

1

Généralisations. Dans les théordmes ci-dessus, le cas crucial est celui ol la

famille (Gi)it]: a deux éléments ; le cas d'un ensemble fini quelconque s'en déduit

par récurrence (par exemple, G1 *p G2 * G3 peut s'obtenir par deux amalgames
successifs, comme (G.' *, G2) *y G3) ; le cas d'un ensemble infini se ramdne au cas .

fini par limite inductive filtrante.

On peut méme (toujours en procédant par récurrence) faire des amalgames plus

11
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compliqués. On peut, par exemple, se donner une famille de groupes (Gi)icl , un
ensemble D de parties 3 deux éléments de I , et, pour tout {i,j}€D , un
groupe Aij et des injectionsg Aij -Gy Aij - c;j . Le groupe G = 13m(Gi, Aij)
possdde un théor2me de structure analogue au th. 1 pourvu que le graphe ayant I
pour ensemble de sommets et D pour ensemble d'arétes n'ait pas de circuit (cf.
§ 2). (Le cas ot I est fini se traite par récurrence sur Card(I), en utilisant
l'existence d'un "sommet terminal" ; le cas général s'en déduit par limite indue-
tive filtrante, comme ci-dessus.)

Exercice. Soient A un anneau, (Bi)ieI une famille d'anneaux, et A - B, des
homomorphismes. On définit de fagon évidente la somme amalgamée B = x p By des B,

relativement & A . On fait 1'hypoth2se suivante :

Les homomorphismes A —+ B sont injectifs ; de plus, pour tout i€ I , il existe

un sous-A-bimodule B_{ de Bi tel que ZBi =A® Bi .

Montrer que B est somme directe de A et de sous-A-bimodules ]3:!L isomorphes

] ] ] A - ' -
Y ZBi1 ®, IB:L2 ®, "'®ABin (o i = (11,...,in) parcourt l'ensemble des suites

finies d'éléments de I vérifiant la condition (T)) . (Méme démonstration que

pour le th. 1 : faire opérer B sur la somme directe de A et des Bi 2)

[on trouvera un cas un peu plus général dans P.M. Cohn, J. of Algebra, 1, 1964,
p. 47-69.]

1.3. Conséquences du théor2me de structure

On conserve les notations des théor2mes 1 et 2 ; on note G 1le groupe G, .

*a U5

Le type d'un élément g€ G est la suite i = (11,1 ,1n) , vérifiant (T) ,

Dy ees
telle que la décomposition réduite de g soit de type i . On a i-= @ si et seu-
lement 8i g appartient & A ; ce cas écarté, le type de g peut &tre caractérisé
par la relation ge€ G_{ (avec les notations du th. 2) ; il ne dépend pas du choix
des représentants Si-'

L'entier n s'appelle la longueur de g ; on le note 4(g) . Ona £(g) =1 si
et seulement Bi g appartient A 1'un des Gi .

Enfin, un élément g de longueur = 2 est dit cycliquement réduit si son type

i= (i1,...,in) est tel que i, # i .

12
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PROPOSITION 2 - a) Tout élément g de G est conjugué 2 un élément cycliquement

réduit, ou & un élément de 1l'un des G; .

b) Tout élément cycliquement réduit est d'ordre infini.

On établit a) par récurrence sur £L(g) . Si 4(g) =2 2 et si g n'est pas cy-
cliquement réduit, soit i = (11,...,1n) son type ; ona i, =i . On peut écrire

g sous la forme

& = 8q+..8, » avec g1¢G_,:_1 secey gnch_
n
On a donc :

-1
31 38‘1 = 820 . 'gn_1 (8n3-|) sy 8avec gn81 € Gi1 .

On en conclut que g;1gg1 est de longueur n-1 (si 8,8 ¢ A) , ou de longueur
n-2 (si g8, € A) . Vu 1l'hypoth2se de récurrence, cet élément est donc conjugué
d'un élément cycliquement réduit, ou d'un élément de 1l'un des Gi , et il en est
de méme de g .

D'autre part, si g est cycliquement réduit de type i = (i1,...,in) , i1 est
clair que gz est de type 2i = (i.],...,in,i,],...,in) donc de longueur 2n ; plus
généralement, gk (k= 1) est de longueur kn , et n'est donc pas égal 3 1 .

D'ol D) .

COROLLATRE 1 - Tout élément de G d'ordre fini est conjugué d'un élément de 1'un

des Gi .

Cela résulte évidemment de a) et de b) .
Remarque. On peut démontrer (par le méme genre d'arguments) un résultat un peu plus
précis : tout sous-groupe fini de G est conjugué a un sous-groupe de l'un des Gi N
cf. n° 4.3, th. 8.

COROLLAIRE 2 ~ Si les G; Bont sans torsion, il en est de méme de G .

(On rappelle qu'un groupe est dit sans torsion si ses éléments # 1 sont d'ordre
infini.)

13
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PROPOSITION 3 - Pour tout i€ I , soit Hi un_sous-groupe de Gi . On suppose

que B = Hi N A est indépendant de i . L'homomorphisme *B Hi - * A Gi induit par
les injections Hi - Gi est injectif.
(On peut donc identifier le sous-groupe de G engendré par les Hi 3 la somme
amalgamée xp H; )

Soit i€ I , et soit '1‘i un systime de représentants des classes A droite de H

i

modulo B , contenant 1 . Puisque AN Hi = B , on peut prolonger T en un sys-

i
teme de représentants Si des classes & droite de Gi modulo A ., I1 est alors
clair que toute décomposition réduite dans *B Hi relativement aux T N donne une

décomposition réduite dans *A Gi relativement aux Si ; d'olh la proposition.

(Variante : les applications H! - G! sont injectives.)
i i

COROLLAIRE - Si Hi nAa= {1} pour tout i€ I , le sous-groupe de G engendré
par les Hi s'identifie au produit libre «x Hi .

Donnons maintenant une application aux produits libres :

PROPOSITION 4 - Soient A et B deux groupes, et soit R le noyau de 1'homomoxr-

phisme canonique A x* B—- A x B . Le groupe R est un groupe libre, de famille

1

basique 1'ensemble X des commtateurs (a,b) = a v lap , avec a€e A - {1} ,

beB - {1} .

Démonstration (d'aprgs Magnus-Karrass-Solitar, [37, p. 196, exerc. 24)

Soit S 1le sous-groupe de A x B engendré par X . Si a'€A et (a,b)eX,

on a
a'_1(a,b)a' =ala b abar = (aa.',b).(a',b)_1 €S,
d'ot a'"'Sa' = S . On montre de méme que b st =S si b'eB , d'olu le fait

que S est distingué dans A x B . Il est clair que (A % B)/S a la propriété

universelle qui caractérise A x B ; ona donc S =R, d'oh le fait que R est

engendré par X .

I1 reste A& voir que X est une famille libre dans R . Or, on a le lemme suivant :

14
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LEMME 1 - Soit X une partie d'un groupe R . Les deux conditions suivantes sont

£quivalentes :
(i) X est libre.

(ii) Pour toute suite finie Xi,...,X (nz 1) a'éléments de X , et toute suite

€qr+0es6 d'éléments de {#1} telles que 1'on n'ait x; =x; , et e; =-¢; 4

pour aucun i , le produit Xy eee X n'est pas égal 3 1 .
En effet, on sait (cela résulte facilement du th. 1) que tout élément # 1 du
€ €
groupe libre F(X) de base X se met de fagon unique sous la forme x11... x,

comme ci-dessus. La condition (ii) signifie donc simplement que 1'homomorphisme
F(X) - R est injectif.

Ceci étant, il nous suffit de prouver que l'ensemble X des (a,b) vérifie
(ii) . Soient donc (a1,b1),..., (an,bn)e X et eq,e..,6 € {+1} tels que 1'on

n'ait pas simultanément a, = a , bi =b, et €, = - ¢

i1 i i1 * I1 faut prouver

i i+l

que 1'élément
€, £,
g = (a1v b1) cee (a'n’ bn)

est #£1 . De fagon plus précise, on va montrer que l'on a :

(1) 2(g) = n+3 .
(2) si g, =+ (resp. €, = - 1) , la décomposition réduite de g se termine

par a b (resp. par bnan) .

On procdde par récurrence sur n ,le cas n = 1 é&tant trivial. Supposons, pour

fixer les idées, que € q = +1 3 la décomposition réduite de
€1 €n-1
. -
g = (31, b1) oo (an_19 bn_1)
est alors de la forme
L
g' = 31"'Bpan-1bn—1 y avec p=n .
Si e . =41, ona :
n

_ -1, -1
€= s1“’Span—1b’n-1an by 80Py 0

et c'est une décomposition réduite de longueur = n+é6 se terminant par anbn ’

15
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d'ou (1) et (2) dans ce cas. Si £, = -1, ona :

=14 =1
€ =18,...82 (b .Y )an ba -

p n-1'"n-1"n
Si n-1b;1 # 1 , c'est une décomposition réduite de g de longueur = n+5 , se
terminant par b a d'or (1) et (2) dans ce cas. Si bn_1b;l1 =1, on a néces-
sairement a__, £ a, (vu que €4 =~ en) ; la décomposition

-1
g = 81...Bp(an_1an )bnan
est alors réduite, de longueur = n+3 , et se termine bien par bnan , cqfd.
Remarque. On peut aussi déduire la prop. 4 des résultats sur les graphes qui seront

démontrés plus loin (cf. n° 4.3, exerc. 2).

COROLLAIRE - Le produit libre de deux groupes finis contient un sous-groupe libre

d'indice fini.
Exercices

1) Soit g (resp. h) un élément de %, G; de longueur n (resp.m) et de
type (i1,...,in) (resp. de type (31,...,jm)) .Montrer que £(gh) =n +m , et
qu'il y a égalité si et seulement si in # j1 , auquel cas gh est de type
(Lgsecesisdqreeesdy) -

2) Soit H un sous-groupe de G = G, . On suppose que A.H =G . On pose

*
A i
B=ANH et Hi = Gi N H . Montrer que H est engendré par les Hi , et s'iden-

tifie 2 *p Hi .

1.4. Constructions utilisant les sommes amalgamées

Les sommes amalgamées sont souvent utilisées pour démontrer la non trivialité de
groupes définis par générateurs et relations. C'est ainsi, par exemple, qu'elles

interviennent de fagon essentielle dans le travail de G. Higman (Proc. Royal Soc.,

262, 1961, p. 455-475) caractérisant les groupes plongeables dans un groupe de
présentation finie (ce sont ceux qui ont une présentation "récursive").

Je me bornerai a3 deux exemples plus élémentaires :

PROPOSITION 5 (G. Higman, B.H. Neumann, H. Neumam)- Soient A un sous-groupe d'un

groupe G , et © : A G un homomorphisme injectif. Il existe alors un groupe G'

16
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-1
contenant G , et un élément s de G' , tels que 6(a) = sas pour tout ae€ A .
De plus, si G est dénombrable (resp. de type fini, resp. sans torsion), on

peut choisir pour G' un groupe ayant la méme propriété.

Pour tout ne€ Z , posons An = A, Gn =G . Soit H 1le groupe obtenu par amalgame
des Gn au moyen des injections An - Gn N A.n - Gh+1 qui sont respectivement ©

et 1l'inclusion canonique. [On peut résumer cet amalgame par le diagrame suivant :

/NN 0N SN )

. vs . -
Soit w 1'isomorphisme canonique de Gn sur Gn+1 . Les w définissent un
automorphisme u de H ("décalage"). De plus, si l'on identifie G 2 G, » et si

a€ Ac G, 1'6lément u(a) de G, est égal & 1'élément 6(a) de G =G . Ainsi u

1 o

prolonge 6 . Formons alors le produit semi-direct G' = H.S d'un groupe cyclique
infini S engendré par un élément 8 , et du groupe H , 1'élément & opérant
sur H gridce &4 u . Il est immédiat que le couple (G',8) a la propriété cherchée
(il est méme universel pour la propriété en question, cf. exerc. 2). On vérifie en
outre que si G est dénombrable, de type fini, ou sans torsion, il en est de

méme de G' .

Remarque. On dit parfois que G' se déduit de (A,G,06) par la construction (HNN) .

COROLLATIRE - Tout groupe G peut &tre plongé dans un groupe K _jouissant de la

propriété suivante :

(*) Tous les éléments de K de méme ordre sont conjugués entre eux.

De plus, si G est dénombrable (resp. sans torsion), on peut choisir K dénom-

brable (resp. sans torsion).

Tout d‘'abord, si x,y€ G ont méme ordre, la prop. 5 montre qu'il existe un groupe
ka contenant G dans lequel x et y sont conjugués (et 1l'on peut prendre Gjy
dénombrable, ou sans torsion, si G 1'est). En recommengant cette opération et
passant 4 la limite inductive, on construit un groupe E(G) , contenant G , et tel
que tous les éléments de G de méme ordre sont conjugués dans E(G). En appliquant

cette construction & E(G) 1lui-méme, on obtient un groupe E(E(G)) ; et 1l'on
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recommence ... la limite inductive des E(E(...E(G)...)) répond & la question.
Remarque. Si K est sans torsion, la condition (*) signifie simplement que les
éléments de K distincts de 1 sont conjugués entre eux. En particulier, K est

un groupe simple (s'il n'est pas réduit & {1}).

PROPOSITION 6 (G. Higman) - Soit G le groupe défini par quatre générateurs

Xqs Xy x3, x4 et par les quatre relations :

sV =x?, xxxl =22, x,2%0 =22, x,x,%.) = x°
XoXq¥p T Xq o XXz = Xp oo XXXy = Xz XyApEq =Xy e

a) Tout sous-groupe d'indice fini de G est égal 2 G .

b) ¢ est infini.

Prouvons d'abord a). Tout sous-groupe d'indice fini de G contient un sous-
groupe distingué d'indice fini (1'intersection des conjugués du sous-groupe donné,
par exemple). Il suffit donc de prouver que G n'admet aucun quotient fini non
trivial. Or, soit G un tel quotient, et soit ni(1 =i=4) 1l'ordre de x; dans
G . Puisque G # {1}, 1'un des n, est > 1 . Soit p le plus petit nombre premier

divisant 1'un des n, o, et supposons par exemple que p divise n, . Du fait que

"2 e dans G

o2 2
on déduit 2 < = 1 (mod n1) et a _fortiori 2 “ = 1 (mod p) . Cela entraine déja
p#2 . Dautre part, ona 2 # 1 (mod p) ; 1l'ordre N de l'image de 2 dans
(2/p2)* wvérifie donc les inégalités 1 < N = p-1 . La congruence écrite ci-dessus
équivaut 2 n, = 0 (mod N) . Si p' est un facteur premier de N , on a donc

n O (mod p') et p'=N=p-1, ce qui contredit le caractdre minimal de p .

2

D'or a).

Démonstration de b)

soit G12 le groupe défini par les générateurs x,,%, et
la relation x2x1x;1 = xf . C'est le produit semi-direct de Z[%] par Z , ce

dernier opérant sur Z%[3] par ne~ 2n . Le sous-groupe Gy (resp. G2) de Gy,

engendré par x, (resp.xz) est isomorphe & Z , et 1'ona G, NG, = {1} . On aéfi-

1

nit de méme G23 (resp. G34 et G41) et ses sous-groupes G et G3 (resp. G

2 320y
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et G
G G 4
° < eee > o groupe G2 de G12 au sous-groupe

, G1) . En amalgamant le sous-

de méme nom de G23 , on obtient un
groupe G123 = G12 *Gz G23 . On défi-
nit de méme G341 = G34 *G4 G41 .
Dans G123 , le sous-groupe engendré
23 par G1 et G3 est isomorphe au

o < e > groupe libre F = G, G3 (cf. cor.

3 5 2 la prop. 3) . I1 en est de méme

dans G . On peut donc former la

341
somme amalgamée G123 *p G341 et il est clair que c'est le groupe G de 1l'énoncé ;
sa construction par amalgames successifs montre qu'il est infini (il contient le

groupe libre A deux générateurs).

COROLLAIRE - 11 existe un groupe simple infini engendré par 4 éléments.

I1 suffit de prendre un quotient simple de G : il en existe puisque G est de
type fini.
Probléme
Y a-t-il une variété algébrique X sur € dont le groupe fondamental est isomor-
phe au groupe G de la prop. 6 ? Si oui, a) montre que X est simplement connexe
au sens algébrique, sans 1l'é@tre au sens topologique, & cause de b) .(Noter que,
puisque G est de présentation finie, on peut le réaliser comme le groupe fondamen-
tal d'un polyddre compact et méme, si 1l'on veut, d'une variété différentielle com-
pacte de dimension 4 .)

Exercices

1) Montrer que le groupe défini par la présentation

X X0 = X2, TXXD = X2, X XlXo| = X2
27172 17 7323 2 7 73 3
est trivial.
2) Montrer que le groupe G' construit dans la démonstration de la prop. 5 est
isomorphe au quotient de G x S par le sous-groupe distingué engendré par les

éléments de la forme s-1a_1se(a) , o4 a parcourt A , et o s désigne un géné-
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rateur du groupe cyclique infini S .

1.5. Quelques exemples

I1 s'agit de groupes que l'on rencontre fréquemment et qui sont de fagon natu-

relle des produits libres ou des sommes amalgamées.
1.5.1. Le groupe diédral infini D , isomorphe 2 Z/2Z x Z/2Z .

1.5.2. Le groupe "du tréfle", défini par < a,b 5 aba = bab > , est somme de deux

copies de Z amalgamées par Z —2» Z2 et Z —3. Z ; en d'autres termes, il peut &tre

défini par < x,y 3 x° = y3 > (prendre x = bab et y = ab , par exemple). Ce
groupe intervient de diverses fagons :
i) C'est 1'image réciproque de SLz(Z) dans le revétement universel de SLZ(R) .

ii) C'est le groupe fondamental de R3-N , o N est le noeud de tr2fle :

oY

iii) C'est le groupe B(3) des tresses A trois brins, autrement dit le groupe fon-
damental de 1l'espace X3 des sous-ensembles A trois éléments de C .

iv) C'est le groupe fondamental local de la singularité "point de rebroussement
ordinaire" ; ou, ce qui revient au méme, c'est le groupe fondamental de 02-Y N

2 3

oi Y est la courbe affine d'équation x =y~ .
1.5.3. Le groupe P.SL2(Z) = SL.2(Z)/{1-1} est isomorphe & %/2Z »x Z/3%Z . Le groupe
S’L2(Z) est isomorphe 3 2/42 %503, 2/6Z (les groupes cycliques d'ordre 4 et 6

étant respectivement engendrés par (_? g)) et (? _1)) .

1.5.4. Soit k un corps commutatif,et soit k[X] 1'algbre des polyndmes en une

variable sur k . On a
GLz(k[x]) = GI-'2(k) *Bor(k) Bor(k[x]) ’

otr Bor (k) (resp. Bor(k[X])) désigne le groupe des matrices triangulaires 2
coefficients dans k (resp. dans k{X]) . Le groupe SLz(k[X]) admet une décompo-

sition analogue.
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Nous reviendrons au chap. II, n° 1.6, sur ces résultats, dus & H, Nagao [197.

1.5.5. Le groupe SLZ(ZE%]) est somme de deux copies de SL2(Z) amalgamées par

le sous-groupe [ (p) formé des matrices (2 g) telles que c = O (mod p) .

1.5.6. Soit k wun corps muni d'une valuation discréte, d'anneau Qk et d'unifor-
misante T . Soit I = SLZ(Ok) , et soit A 1le sous-groupe de I' formé des ma-
trices (2 2) telles que c¢ = O (mod m) . Le groupe SLQ(k) est isomorphe 2
r *y r.

Ce résultat (comme le précédent) est d@d & Y. Thara [16] ; nous reviendrons
13-dessus au chap. II, n° 1.4.
Exercices

1) Déduire 1.5.5. de 1.5.6 et de l'exercice 2 du n° 1.3 .

2 ) Montrer que la courbe de R3 d'équation paramétrique
= cos2t (2 + cos3t)
sin2t (2 + cos3t)

s8in3t

x
¥y
z

1

est un noeud de treéfle.
3) Montrer 1l'équivalence des interprétations ii), iii), iv) du groupe du tréfle.
(Pour ii) = iv) , construire un homéomorphisme de C°-Y sur R x (83_N) . Pour

iji) = iv) , définir un isomorphisme de X; sur © X(CZ—Y).)

Définir une "courbe elliptique au-dessus de XS" au moyen de 1l'équation
y2 = (x-a)(x-b)(x-c) . En déduire une interprétation de 1'homomorphisme
B(3) - SL2(Z) de i) .

(Pour une généralisation de ceci aux groupes de tresses B(n) et le calcul de
la cohomologie des B(n) , voir les notes publiées en 1968 par V.I. Arnold aux
Uspekhi, Math. Zametki et Funkt. Anal.)
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§ 2 - Arbres

2.1. Graphes
DE':FINITION 1 - Un graphe ' se compose d'un ensemble X = somI', d'un ensemble

Y =arT, et de deux applications

Y - XXX, vy » (o(y),t(y))

Y - Y, y b 5
qui satisfont & la condition suivante : pour tout yeY , on a
et ofy) = t(¥) .

Un élément PeX s'appelle un sommet de T ; un élément yeY s'appelle une

yvi#y’

<l
1]

aréte (orientée), et ¥y s'appelle l'aréte inverse. Le sommet o(y) = t(¥y) s'ap~
pelle l'origine de y , et le sommet +t(y) = o(y) s'appelle le sommet terminal de
¥y . Ces deux sommets s'appellent les extrémités de y . On dit que deux sommets
sont 1iés s'ils sont les extrémités d'une ardte.

Il y a une notion évidente de morphisme de graphes. On dit qu'un morphisme est
injectif si les applications correspondantes sur les sommets et sur les arétes le
sont.

Une orientation d'un graphe I' est une partie Y+ de Y = arl telle que Y
soit réunion disjointe de Y+ et de Y+ . Il en existe toujours. Un graphe orienté
est défini, & isomorphisme prés, par la donnée de deux ensembles X et Y+ , et
d'une application Y+ - X X X . Le graphe correspondant a pour ensemble d'arétes

Y = Y+ [ I Y+ , ou Y+ désigne une copie de Y+ .

Dessins
On représente en général un graphe par un dessin au moyen de la convention sui-
vante : un point marqué du dessin correspond & un sommet du graphe, et une ligne

joignant deux points marqués correspond % un ensemble d'ardtes de la forme {y,¥y} .
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Par exemple, le graphe ayant 2 sommets P, Q@ et 2 arétes 1y, y avec P = o(y),

Q = t(y) est représenté par le dessin

P {y,i} Q

ou par

Ainsi, le dessin

représente un graphe ayant 3 sommets P, Q, R, et 8 arétes r, s, t, u, r, 5, b,
4 ; de plus, r, s, t, u ont pour extrémités {P,P}, {P,Q}, {P,Q}, {Q,R}, respec-
tivement. On a forcément o(z) = P = t(r) , mais le dessin ne précise pas si P

est l'origine ou le sommet terminal de s .

Réalisation d'un graphe

Soit T wun graphe et soient X = somI', Y = arI". Formons 1l'espace topologique
T somme disjointe de X et de Y X [0,1] , o X et Y sont munis de la topo-
logie discréte. Soit R 1la relation d'équivalence la plus fine sur T pour la-

quelle (y,t) = (¥,1-t), (y,0) = o(y) , et (y,1) = t(y) pour yeY et te[0,1].

L'espace quotient real(l’) = /R s'appelle la réalisation du graphe I . (la réa-
lisation est un foncteur qui commute aux limites inductives filtrantes. Puisqu'un
graphe est la limite inductive de ses sous-graphes finis on en conclut que real(T)
est un CW-complexe de dimension = 1 , au sens de J.H.C. Whitehead.)

I1 est facile de voir que la subdivision barycentrique de real(l') est homéo-
morphe 2 la réalisation du graphe I'' suivant : som I'' est la réunion de X et

de 1l'ensemble des parties de la forme {y,y} de Y , (ces dernidres représentant

les milieux des ar8tes de I' ) ; on pose arl' =Y x {0,1} avec (y,e) = (¥,1-¢)
si =0,1 et o(y,0) = o(y) et o(y,1) = {y,¥} . On appelle T' 1la subdivision

barycentrique de T .
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Voici un exemple :

. —0
r' . -
("' —o- o o—o0

Chemins
Soit n un entier = 0 . Considérons le graphe orienté

(o] 1 n-1 n
Chn : O- O SR SRR o S — S

[O¢1 ] [n—-‘l ,n]

I1 2 n+1 sommets O,1...,n et l'orientation donnée par les n arétes [i,i+1],

0=i<n, avec o([i,i+1]) =i et +([i,i+1]) = i+1 .

DEFINITION 2 - On appelle chemin (de longueur n ) dans un graphe I tout mor-
phisme c¢ de Ch dans T .

Pour n= 1 1la suite (y.l,...,yn) d'ardtes y; = c([i-1,i]) telle que

t(yi) = o(yi+1), 1=4i<n, détermine c ; on la note également c . Si

P, = c(i) on dit que c¢ est un chemin de P a P, et que P et P sont les
extrémités du chemin.

Un couple de la forme (yi,yi+1) = (yi,fri) dans le chemin s'appelle un aller-

N

retour. Il nous permet de construire un chemin (de longueur n-2 ) de Po a Pn ’
donné (pour n > 2) par la suite (y1,...,yi_1,yi+2,...,yn) . Par récurrence, on
en déduit que, s'il existe un chemin de P & Q dans I , il en existe un sans
aller-retour.

La limite inductive Ch& = li;m Chn fournit aussi la notion de chemin infini.

C'est une suite infinie (y1 ,y2,...) d'arétes telles que t(yi) = o(yi+1) pour
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tout iz 1.

DEFINITION 3 - Un graphe est dit connexe si deux sommets quelconques sont les

extrémités d'au moins un chemin. Les sous—graphes connexes maximaux (pour la rela-

tion d'inclusion) s'appellent les composantes connexes du graphe.

Remarque

Un graphe est connexe si et seulement si sa réalisation est connexe (ou connexe
par arcs, cela revient au méme). Plus généralement, les composantes connexes d'un

graphe correspondent & celles de sa réalisation.

Circuits
Soit n un entier Z 1 . Considérons le graphe orienté

(o]
Cir
n

i+ i-1

i
L'ensemble de sommets est 2Z/nZ , et l'orientation est donnée par les n arétes

[i,i+1] (i €2Z/nZ ) avec o([i,i+1]) =i et +t([i,i+1]) = i+1 .

DEFINITION 4 - On appelle circuit (de longueur n ) dans un graphe tout sous-
graphe isomorphe & C:i.::'n .

Un tel sous-graphe est défini par un chemin (y,],...,yn) sans aller-retour tel

que les P, = t(yi) (1 =1i=n) soient distincts, et tel que P, = o(y1) .
Le cas n=1,. Ci:c1 H (o] [0,0] .

On notera que Ci:r:1 a un automorphisme d'ordre deux qui ne conserve pas l'crien-

tation. Un circuit de longueur 1 s'appelle un lacet.
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[0,1]

Le cas n=2 . Cirz H 0] 1

[1,0]

Graphes combinatoires

Soit (X,S) wun complexe simplicial de dimension = 1 . Rappelons que X est

un ensemble et que S est un ensemble de parties de X ayant 1 ou 2 éléments, et
contenant toutes les parties & 1 élément. On lui associe le graphe ayant pour en-
semble de sommets X , pour arétes les couples (P,Q) eX X X tels que P # Q et

{P,Q} ¢S , avec (P,Q) = (Q,P) et o(P,Q) =P, t(P,Q) = Q . Dans ce graphe, deux
arétes qui ont la méme origine et le méme sommet terminal sont égales. Cette pro-

priété est évidemment équivalente & celle de la définition suivante :

DEFINITION 5 - Un graphe est dit combinatoire s'il ne possé&de pas de circuit de

longueur = 2 . (Cf. Bourbaki, [36], Annexe.)

Réciproquement, il est facile de voir que tout graphe combinatoire I' se déduit
(2 isomorphisme canonique prés), par la construction ci-dessus, du complexe simp-
licial (X,S) ou X = somT et oW S est 1l'ensemble des parties {P,Q} de X
telles que P et Q soient ou bien 1iés, ou bien égaux.

Soit T un graphe combinatoire. Un ensemble {P,Q} d'extrémités d'une ar@te
y s'appelle une aréte géométrique de I' . L'aréte géométrique {P,Q} détermine
l'ensemble {y,y} d'ar@tes orientées. La structure de I' est évidemment déter-

minée par l'ensemble de ses sommets et de ses ar@tes géométriques.

Le graphe I(G,S)

Soit G wun groupe et soit S une partie de G . On note I = I'(G,S) 1le graphe
orienté ayant G pour ensemble de sommets, GXS = (a,rI")+ pour orientation,
avec

o(g,s) = g et t(g,s) = gs pour toute ardte (g,s)eGXS .
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N

La multiplication & gauche par les éléments de G définit une opération de G
sur ' qui conserve l'orientation. De plus, G opére librement sur les sommets
et sur les arétes.

Par exemple soit G wun groupe cyclique d'ordre n engendré par S = {s} .

Voici le dessin de T(G,S) :

n=1

.
1]
~
1]
-
]
~

s
|
N
-

s . Attention (s,1) # (1,8) .

(8’1)

n<eo: I(GsS)Z Cir .
a1 1 s s
cee=0 Y > o y—O—uue

(s"',8)  (1,8) (s,8)

2

=]
]
8

PROPOSITION 7 - Soit I = I'(G,S) le graphe défini par un groupe G et une partie

S de G.

(a) Pour que I soit connexe, il faut et il suffit que S engendre G .
(b) Pour que I contienne un lacet, il faut et il suffit gue 1 appartienne

a s.

(¢c) Pour que I soit un graphe combinatoire, il faut et il suffit que

sns'=¢g.

Pour que g, 8' €G soient extrémités d'un chemin de longueur n , il faut et il
suffit qu'il existe s ,...,8 €S U g1 tels que g' = gs;...s, ; d'ol (a).
(Plus précisément, les composantes connexes de I correspondent aux classes gH

du sous-groupe H engendré par S .) Les assertions (b) et (c) sont immédiates.
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Exercices

1) Un graphe T est dit fini si somT et arI sont finis ; il est dit locale-
ment fini si tout sommet n'est extrémité que d'un nombre fini d'aré&tes. Montrer
que T est fini (resp. localement fini) si et seulement si sa réalisation est un

espace compact (resp. localement compact).

2) Montrer qu'un graphe connexe et localement fini dans lequel il n'existe pas
de chemin injectif infini est un graphe fini.

3) Soit T = F(o) un graphe et, pour n >0 , soit F(n) la, subdivision bary-
centrique de F(n_1) . Montrer que T n ne contient pas de circuit de longueur
=n . En particulier T 2 est combinatoire. (Ceci permet de ramener toute ques-

tion topologique sur les graphes au cas des graphes combinatoires.)

2.2. Arbres

DﬁFINITION 6 - Un arbre est un graphe connexe, non vide, sans circuit.

En particulier un arbre est un graphe combinatoire.

Exemples d'arbres

o ee—OC O O. O O- oo e
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Géodésiques dans un arbre

Une géodésique dans un arbre est un chemin sans aller-retour.

PROPOSITION 8 - Soient P et Q deux sommets d'un arbre I' . Il existe une et

une seule géodésique de P & Q , et c'est un chemin injectif.

L'existence résulte du fait que I est connexe.

Injectivité. Soit c : Ch —»T wune géodésique de P = c(o) a2 Q=-c(n), et
posons P, = c(i) . Pour montrer que c¢ est injectif il suffit (car Ch ~est
combinatoire) de montrer que Po""’Pn sont distincts. On peut donc supposer
que n>0, et que c est défini par la suite d'arétes (y1,...,yn) . Si les
sommets ne sont pas distincts, soit Jj-i > 0 minimal tel que Pi = Pj . Alors

(yi+1,...,yj) est un circuit, ce qui contredit 1l'hypothése que I est un arbre.

Unicité. On peut supposer P # Q car une géodésique de longueur >0 de P &
P , étant injective, définirait un circuit.

Soit (y1,...,yn) et (w,,,...,wm) deux géodésiques de P 4 Q. Ona y =w_

car, sinon, le chemin (y1,...,yn,§m,...,§r1) serait une géodésique de P & P .
Par récurrence on en déduit que les géodésiques (y1,...,yn_1) et (w1,...,wm_1) y
qui ont le méme sommet terminal, coincident. D'ou la proposition.

La longueur de la géodésique de P & Q s'appelle la distance de P & Q ;
nous la noterons £(P,Q) . On a 2(P,Q) = O si et seulement si P =Q , et

2(P,Q) = 1 si et seulement si P et Q sont lids.

Arbres et syst‘eges projectifs

Soit P un sommet d'un arbre I . Pour tout entier nZ 0, soit Xn 1'en-
semble des sommets Q de T telsque £(P,Q) =n . Si Qe X ,avec nz 1, il
existe un et un seul sommet Q' & distance <n de P auquel Q est 1lié ; c'est
le sommet o(yn) ol (y_l,...,yn) est la géodésique de P & Q . On définit
ainsi une application fn : Qe Q' de Xn dans Xn-1 , d'ol le systéme projec-
tif

(SP) ...-—)Xn - X - X > eee = X

n-1 n-1 - X, = 7).

1
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La connaissance de ce systéme permet de reconstituer l'arbre T ; en effet, l'en-
semble des sommets de [ est la réunion X des Xn , et les arétes géométriques
sont les {Q,fn(Q)} pour nz 1 et Qe€X . De plus,tout systéme projectif, in-
dexé par les entiers = 1 , peut &tre obtenu de cette maniére. Il y a donc équi-

valence entre arbres pointés et systémes projectifs d'ensembles indexés par les

entiers = 1 :

Sous-arbre engendré par un ensemble de sommets

Soit I un arbre et soit X' wune partie de X = somI'. Tout sous-arbre de T
contenant X' contient les géodésiques d'extrémités dans X' . Inversement, les
sommets et les arétes de ces géodésiques constituent un sous-arbre I'' de I con-
tenant X' ;3 c'est le sous-arbre engendré par x'. si X' est fini, il en est de

méme de T' ; on en déduit que I est réunion filtrante de ses sous-arbres finis ;

tout énoncé sur les arbres qui est '"de caractére fini" peut donc se ramener & un
énoncé sur les arbres finis. Pour ces derniers, il y a un procédé de "dévissage"
(cf. la remarque aprés la prop. 10) qui permet souvent de raisonner par récurrence

sur le nombre de sommets.

Réalisation d'un arbre

Soit P un sommet d'un arbre I' .« Si Q est un sommet & distance n de P le
sous-arbre T(P,Q) engendré par {P,Q} est isomorphe & Chn , et canoniquement si
on fait correspondre P au sommet O de Ch . On peut identifier real(Chn)
avec 1'intervalle [O,n] . Considérons la contraction de real(T'(P,Q)) qui corres-

N

pond ainsi & la contraction x+ tx (0= t = 1) de 1l'intervalle [O,n] sur O .
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Puisque T est réunion des sous-arbres I'(P,Q) (Qe€ somI’ ) la réalisation de T
est aussi la réunion des sous-espaces real(Tl'(P,Q)) . De plus, il est facile de
voir que les contractions de ces sous-espaces que nous venons de définir se recol-

lent. D'ol une contraction de real(l') : la réalisation d'un arbre est contractile.

Sommets terminaux

Soit I' un graphe et soient X = somI', Y = ar’. Soit P un sommet et soit
YP 1'ensemble des ardtes y telles que P =t(y) . Le cardinal n de Y, s'ap-
pelle 1'indice de P . Si n =0 on dit que P est isolé ; si I est connexe
ce n'est possible que si X = {P}, Y = #. Si n=1 on dit que P est un som-
met terminal.

On note T-P le sous-graphe de I' ayant X - {P} pour ensemble de sommets et

Y - (YP u YP) pour ensemble d'arétes.

PROPOSITION 9 - Soit P un sommet terminal non isolé d'un graphe T .

(a) T est connexe si et seulement si T-P est connexe.
(b) Tout circuit de T est contenu dans I'-P .

(¢) T est un arbre si et seulement si I'-P est un arbre.

L'hypothése veut dire que P est sommet terminal d'une unique aréte y . L'as-
sertion (a) est immédiate. D'autre part, tout sommet appartenant & un circuit est

évidemment d'indice = 2 ; d'ou (b). L'assertion (c) résulte de (a) et de (b).

Arbres bornés

L'ensemble des sommets d'un arbre T , muni de la distance ¢ , est un espace mé-
trique. D'ol les notions de diamdtre d'un arbre, et d'arbre borné (= arbre de dia-
métre fini). Par exemple tout arbre fini est bormé. Si X' est un ensemble de
sommets de diamétre n , le sous-arbre engendré par X' est évidemment de diamdtre

= 3n (il est méme de diamdtre n , cf. exerc.2).

PROPOSITION 10 - Soit T un arbre de diamdtre n <e .

(a) L'ensemble +t(I') des sommets terminaux de I’ n'est pas vide.

(b) 8i nz 2, somI'~ t(I') est l'ensemble des sommets d'un sous-arbre I'' de
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diamétre n-2 .

(¢) 8i n=0, ona T ~Ch (dessin: o) etsi n=1,ona T ~Ch
(dessin : o—o0).

L'assertion (c) est immédiate, et (a) résulte de (b) et (c). Il suffit donc de
prouver (b). Soit X' = somT - t(T) . Si P,QeX' , aucun point de la géodésique
joignant P & Q n'est terminal ; on en déduit que le sous-arbre T engendré
par X' n'a pas d'autres sommets que les éléments de x' . De plus, si
¢(P,Q) = m , la géodésique joignant P & Q peut 8tre prolongée ("des deux
cdtés") en une géodésique de longueur m+2 ; d'ol m+2 = n , ce qui montre que
diam(T') = n-2 . D'autre part, puisque I est de diamdtre n , il existe une géo-
désique de T qui est de longueur n ; en lui enlevant sa premiére et sa dernidre
arétes, on obtient une géodésique de longueur n-2 de T s on a donc bien
diam(T') = n-2 .

Remarque. Le graphe ' est stable par tout automorphisme de I' . D'ol aussi-

t6t, par récurrence sur diam(T) :

COROLLAIRE - Un arbre de diamdtre fini pair (resp. fini impair) possdde un sommet

(resp. une aréte géométrique)gui est invariant par tout automorphisme.

Remarque. Si @Q est un sommet d'un arbre 1"1 , la prop. 9 montre que le graphe
I obtenu par adjonction & l"‘l d'un sommet terminal P et d'une aréte géométrique
{P,Q} est encore un arbre. La prop. 10 (a) montre que tout arbre fini s'obtient,
par application répétée de ce procédé, i partir d'un arbre & un seul sommet. Ce

procédé de "dévissage' est souvent commode.

Exercices

1) Soit T wun arbre, soit P un sommet de I , et soit (SP) le systéme pro-

jectif associé & P . Identifier la limite projective T, de ce systéme avec l'en-

P
semble C, des chemins infinis y = (y1,y2,... ) sans aller-retour d'origine P .
Montrer que l'espace topologique TP est indépendant (& homéomorphisme canonique

prés) du sommet P choisi. (Si Q est un autre sommet de T et si yeCp , on
montrera qu'il existe un élément weCQ et un entier d tel que ¥y = W;,4 bour

i assez grand, et que ces conditions déterminent w et d de fagon unique.)
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[Lorsque T es1‘; localement fini, TP est compact totalement discontinu ; c'est

1l'espace des bouts de la réalisation de T .]
2) Soit I un arbre, et soit X = somT.
a) Soient P, Q, ReX et soit P' un sommet de la géodésique joignant Q
4 R . Démontrer 1'inégalité 4(P,P') = sup(4(P,Q), 4(P,R)) .
b) Soit X' une partie de X de diamdtre n , et soit I'' 1'arbre engendré
par X' . Montrer, en utilisant a), que le diamdtre de TI'' est égal
a n.

2.3, Sous-arbres d'un graphe

Soit T wun graphe non vide. L'ensemble des sous-graphes de I qui sont des
arbres, ordonné par inclusion, est évidemment inductif. Il posséde donc un élément

maximal ; un tel élément s'appelle un arbre maximal de T .

PROPOSITION 11 - Soit A un arbre maximal d'un graphe I connexe non vide.

Alors A contient tous les sommets de I .

Sinon, puisque I est connexe, il existerait une aréte y d'origine dans A et
de sommet terminal P en dehors de A . D'aprés la proposition 9 (c) le sous-
graphe déduit de A par adjonction du sommet P et des ardtes y, ¥y serait un
arbre. Comme cela contredit le caractére maximal de A on a donc somA= som[,
d'olu la proposition.

Exemple :
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PROPOSITION 12 - Soit I un graphe connexe ayant un nombre fini de sommets.

Posons
s = Card(somT ), a = % Card(arl ) .

On a alors a = s-1 et il y a égalité si et seulement si T est un arbre.

(Noter que a est le nombre des "ar&tes géométriques" de T .)

Supposons d'abord que I soit un arbre, et montrons que a = s-1 . Cette pro-
priété est vraie pour un arbre % un seul sommet (s=1, a=0) et reste vraie lors-
qu'on adjoint un sommet terminal et une paire d'arédtes {y,i} ;s elle est donc vraie
pour tout arbre fini (cf. Remarque & la fin du n° 2.2).

Passons au cas général. La proposition est évidente si I est vide. Sinon,
soit T' un arbre maximal de I' . D'aprés la prop. 11, on a s(T) = s(T'') et
a(l') =z a(l'') avec égalité si et seulement si I = I''; d'autre part, on vient de
voir que a(l') = s(T') -1, d'ou

a(l) = s(T) - 1+ (a(T) - a(T')) ,
et la proposition en résulte.
Remarque. Les nombres de Betti B; du graphe I' sont B =1, B1==a(T)-a(F'),

et Bi =0 pour iz 2, si T est non vide ; sinon Bi =0 pour tout iz 0.

La formule a(T) = s(T') - 1 + (a(T') - a(T"')) peut donc s'écrire :

s(r) - a(f) = T (-1)'B, ;

c'est un cas particulier de la formule d'Euler-Poincaré.

Contraction de sous-arbres

Soit T’ un graphe connexe non vide, et soit A un sous-graphe de ' qui est
réunion disjointe d'une famille Ai (i€I) d'arbres. Nous allons définir un
graphe T/A tel que real(l’/A) soit l'espace quotient de real(T) obtemu par
identification de chacun des sous-espaces real(Ai) 4 un point.

De fagon précise, T'/A a pour ensemble de sommets le quotient de somI’ par la
relation d'équivalence dont les classes sont les ensembles somAi et les éléments
de somI' - somA . Son ensemble d'ardtes est arIT - arA , avec 1l'involution

¥ + ¥ induite par celle de arI . Finalement,
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ar(C/A) - som(T/A) X som(T'/A)
est induit, en passant au quotient, par

arT' - somT X somT .

Il est facile de voir que real(T/A) a la propriété voulue.

PROPOSITION 13 - La projection canonique real(T) - real(T/A) est une équivalence

d'homotopie.

Posons X = real(T), A = real(d), et A = real(Ai) ;s ainsi A est somme dis-
jointe des A, (i€eI) . On a vu au n® 2.2 que la réalisation d'un arbre est con-
tractile. Il existe donc une homotopie ht :t A->A(0=1t=1) telle que
ho = 1A et que h,]

Puisque A est un sous-complexe du CW-complexe X , le couple (X,A) a la pro-

rétracte chaque Ai sur un point appartenant & Ai .

priété d'extension des homotopies (c'est une "cofibration", cf. par exemple

E. Spanier, Algebraic Topology, chap. 7, §6). Il existe donc une homotopie

Ht : X>X (0=st=1) telle que Ho = 1X et que Ht coincide avec ht sur A .

Pour t =1 on obtient une application H‘I : X > X qui se factorise & travers le

quotient p : X - Y = real(T/A) de X obtenu par identification de chacun des Ai

4 un point. D'ou une application f : Y = X telle que H1 =f o p 3 en particu-
lier f o p est homotope & Ho = 1X .

I1 reste & montrer que p o f est homotope & 1Y « On remarque d'abord que,

puisque les H laissent stables les Ai sy ils induisent par passage au quotient

t
une homotopie H; : Y ->Y . Dans le diagramme

Hy

X - X
f

Pl pal ip

Y - Y
A}
Hy

le carré et le triangle supérieur commutent. Puisque p est surjectif on en dé-
duit que le triangle inférieur commute ; donc p o f = H_: est bien homotope &
H =1
o

v d'ou la proposition.
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COROLLAIRE 1 - Soit I' un graphe connexe non vide. Alors real(T) a le type

d'homotopie d'un bouquet de cercles. De plus I est un arbre si et seulement si

real(T’) est contractile.

On prend pour A un arbre maximal de I . D'aprés la proposition 11, T/A n'a
qu'un sommet. Donc real(T/A) est un CW-complexe de dimension = 1 n'ayant
qu'une cellule de dimension zéro, c'est un bouquet de cercles. Il est contractile
si et seulement si le nombre B1 des cercles est nul. Puisque
B, =% Card(arl - arA ) on conclut que B, = O si et seulement si T =7 , c'est-
3-dire si et seulement si T est un arbre. Vu la proposition, ceci démontre le
corollaire.

Remarque. Le nombre B, est le premier nombre de Betti de real(T') . Lorsque
somI' est fini, on a B, = a(T) = s(T) +1, o a(l) = % Card(arT ) et

s(I') = Card(somT ) , cf. prop. 12.

COROLLAIRE 2 - Les hypothéses étant celles de la prop. 13, ' est un arbre si et

seulement si T'/A en est un.

Cela résulte de la proposition, combinée avec le cor. 1.
Remarque. Le cor. 2 ci-dessus est la principale propriété des contractions que
nous utiliserons par la suite. Il est facile d'en donner des démonstrations di-

rectes (cf. exerc. 2 et 3).

Exercices

1) Soit I un graphe connexe non vide. Si P,Q€ somI' , soit 2F(P,Q) la
longueur minimum des chemins joignant P & Q . Soit Poe somI’ . Montrer qu'il
existe un arbre maximal A de T tel que LF(PO,P) = LA(PO,P) pour tout
P € soml" .

2) Les hypothéses étant celles de la prop. 13, on suppose en outre que som!D
est fini. Montrer directement que a(T) - s(T') = a(T/A) - s(T/A) . En déduire,
au moyen de la prop. 12, une autre démonstration du cor. 2 (tout d'abord dans le
cas ou somI est fini, puis, par passage & la limite inductive, dans le cas géné-
ral).

3) Les hypothéses sont celles de la prop. 13.

a) Montrer que, si I contient un circuit de longueur n , T/A contient un

circuit de longueur =n .
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b) Montrer que, si TI'/A contient un circuit de longueur n , I' contient un
circuit de longueur  n .

c) Déduire de a) et b) une autre démonstration du cor. 2 & la prop. 13.
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§ 3 - Arbres et groupes libres

3.1. Arbres de représentants

Soit X wun graphe ou opére un groupe G . On appelle inversion un couple for-
mé d'un élément g£e€G et d'une ardte y de X tels que gy =¥ ; s'il n'existe
pas de tel couple, on dit que G opére sans inversion ; il revient au méme de dire
qu'il existe une orientation de X conservée par G . (Exemple : G opére sans
inversion sur la subdivision barycentrique de X , car celle-ci a une orientation
naturelle, cf. n° 2.1.)

Si G opére sans inversion, on définit de fagon évidente le graphe gquotient
G\X ; l'ensemble des sommets (resp. des arétes) de G\X est le quotient de
som X (resp. de arX ) par l'action de G .

PROPOSITION 14 - Soit X un graphe connexe ol opére sans inversion un groupe G .

Tout sous-arbre T' de G\X se reldve en un sous-arbre de X .

Soit Q 1'ensemble des sous-arbres de X qui se projettent injectivement dans
T' ; c'est un ensemble inductif pour la relation d'inclusion. Soit ’1‘o un élément
maximal de Q , soit T; son image dans 7' , et supposons que T(') # . Il
existe alors une aré&te y' de 7' qui n'appartient pas & T(; ; coome T' est
connexe, on peut supposer que ofy') est un sommet de T; 3 le sommet terminal
P' de y' n'appartient pas & somTC" (sinon, la géodésique de ofy') & P'
dans Té , suivie de ¥' , donnerait un circuit dans T'). Soit ¥y wun reldvement
de y' ; quitte & remplacer y par gy , avec ge€G , on peut supposer que o(y)
appartient & To . Soit T,' le graphe déduit de To en adjoignant le sommet
P = t(y) et les arBtes y, ¥ . D'aprés la proposition 9(c), T, est un arbre.
Mais '1‘1 > 7' est injectif, ce qui contredit le caractére maximal de To ;5 d'ou

la proposition.

On appelle arbre de représentants de X mod G tout sous-arbre T de X qui est

un reld¥vement d'un arbre maximal de G\X ; d'aprés la prop. 11 du n° 2.3, toute

orbite de G dans somX contient un élément de somT et un seul.
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Exercice

Considérons la propriété suivante d'un morphisme f : X - x' ae graphes :

(*) Btant donnés PesomX et y'earX' tels que f£(P) = o(y') , il existe
y€arX tel que P =o(y) et f(y) =y'.

a) Montrer que (*) entraine que tout sous-arbre de X' qui rencontre £(X)
se reldve en un sous-arbre de X .

b) Vérifier (*) pour le morphisme X - G\X de la prop. 14.

c) Soit f 1le morphisme surjectif

X = - =X .

Montrer que l'arbre X' mne se reldve pas en un arbre de X .

3.2. Graphe d'un groupe libre

PROPOSITION 15 - Soit X = I'(G,S) le graphe défini par un groupe G et une par-

tie S8 de G (cf. n® 2.1). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X est un arbre.
(ii) G est un groupe libre de famille basique S .
Supposons que G soit libre de base S . Tout élément g€G s'écrit de fagon

unique sous forme réduite

& =8y «.. B ’ sieS,eie{iﬂ},

= €441 8, = 8.4 (cf. n° 1.3, lemme 1). L'entier n s'appelle la

longueur de g et se note £(g) . Soit G, 1'ensemble des éléments de G de

longueur n . Si g est, comme ci-dessus, un élément de Gn ,nz1, il est

clair que g est 1ié dans X & un unique élément de Gn-1 , & savoir
v 861 sen—1
8' =8y eees 4

On en déduit, pour tout n = 1 , une application Gn - Gn-'l « De plus, on voit que

X est le graphe défini par le systéme projectif
coe —>Gn —>Gn_1 > eee —>G1 —>G° = {1}

et c'est bien un arbre (cf. n° 2.2).
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Inversement, supposons que X soit un arbre., La proposition 7 du n°® 2.1 montre
que S engendre G (car X est connexe) et que SN st 2 g (car X est combi-
natoire). Montrons que S est une famille libre. Sinon il existerait un élément
non trivial g du groupe libre F(S) défini par S dont 1l'image dans G serait
égale 4 1 . Choisissons un tel élément é de longueur minimum n , et soit

G=5'.. 8"
sa décompocition réduite dans F(S) . Le fait que S N st - @ entraine que
nz 3. Boit Pi(O =i=mn) 1l'image de 8:1 cee s:i dans G . Le caractére mini-
mal de é entraine que Po""’Pn-1 sont deux & deux distincts. De plus Pi est
1ié & Pi+1 et Pn =1= Po . Puisque n = 3, les ardtes géométriques
{Pi,Pi+1} (0=1i=n-1) et {Pn,Po} sont deux & deux distinctes. Ainsi,

Po”"’Pn-1 sont les sommets d'un circuit de longueur n dans X . L'existence

d'un tel circuit contredit l'hypothése que X est un arbre, d'ou la proposition.

Exemple : I !
s = {x,y} -1

G = F(8) )y yx
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3.3. Actions libres sur un arbre

On dit qu'un groupe G opére librement sur un graphe X s'il opére sans inver-
sion et si un élément g # 1 de G ne laisse invariant aucun sommet ni aucune
aréte de X . Par exemple, si S est une partie d'un groupe G , le groupe G
opére librement (par multiplication & gauche) sur le graphe T(G,S) . La proposi-
tion 15 montre donc que, si G est libre, il existe un arbre sur lequel G opére
librement. En fait, cette propriété caractérise les groupes libres :

THEOREME 4 - Un groupe gqui opére librement sur un arbre est un groupe libre.

Plus précisément :

THEORMME 4'- Soit G un groupe opérant librement sur un arbre X . Choisissons un

arbre T de représentants de X mod G (cf. n® 3.1) et une orientation Y+ c arX

conservée par G .

a) Soit S 1'ensemble des éléments g # 1 de G tels qu'il existe une aréte

y€Y+ d'origine dans T et de sommet terminal dans gT . Alors S est une fa-

mille basique de G .

b) Si X* = A\X n'a qu'un nombre fini s de sommets, et si Card(arX¥ = 2a ,

ona Card(S) -1=a-8.

Puisque G opére librement et que T — X*¥ est injectif, l'application
gr> gl est une bijection de G sur l'ensemble des translatés de T , et ces trans-
latés sont deux & deux disjoints. BEn particulier, on peut former le graphe
X' = X/G.T (cf. n° 2.3) par contraction de chaque arbre gT en un seul sommet ;
notons ce sommet (gT) . D'aprés la proposition 13 du n° 2.3, X' est un arbre.
De plus, l'inverse de la bijection g > (gT) peut &tre considérée comme une bijec-
tion o : somX ' - somT (G,S) =G, ou T(G,S) est le graphe associé & G et S.
Nous allons étendre o en un isomorphisme o : X' - I'(G,S) . Grfce & la proposi-
tion 15 (du n°® 3.2) ceci démontrera a).

Rappelons que arX'= arX- ar(G.T) . Donnons 2 X' l'orientation

Y_:_ = Y+ N arX' induite par celle de X . Le morphisme o« sera un morphisme de
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graphes orientés, et il suffit donc de définir o : Y_:_ -Gx8S=(arT (G,S))+ .

1]

Soit er_:_ , et soient (gT) = o(y) , (g'T) = t(y) . Du fait que, dans X ,
l'aréte y lie gT & g'T , on déduit que s = g—1g' appartient 4 S ; on pose
alors o(y) = (g,8) . La surjectivité de o : Y_:_ - G X S se voit directement sur
la définition de S . L'injectivité résulte du fait (déja remarqué) que X' est un
arbre, et du fait que o : somX' - somT (G,S) est injectif ; d'ou a).

b) Soit W 1'ensemble des arétes yeY, telles que o(y)eT et t(y)£T . 1Ia
démonstration de a) nous fournit une bijection W - S, d'ou CardW = CardS.
D'autre part soit T* 1'image de T dans X¥* = G\X ; c'est un arbre maximal. On
minit X*¥ de l'orientation Y')+(' , image de Y+ . Il est immédiat que Yi" est ré-
union disjointe de Y:)‘_e N arT* et de W* 1image de W , et que W —» W¥ est bijec-
tif., Donc, si l'ensemble somX*= somT* est fini, on a

Card Yi - Card somX*= Card W¥+ (Card(ar T* )+ - Card som T* )

Card W¥ - 1 (d'aprés la prop. 12 du n° 2.2)

CardsS -1

D'ol b).

Interprétation topologique. Du fait que G opére librement sur X = real(X) ,
ce dernier est un rev8tement universel du quotient X¥ = G\X = real(X*) , et G
s'identifie au groupe fondamental L (X*¥) . Puisque T* est un arbre maximal de
X* , le quotient ZX¥/real(T*) = real(X*/T*) est un bouquet de cercles ; d'aprds la
proposition 13 du n°® 2.3 il a le méme type d'homotopie que X* . Le groupe fonda-
mental G = Ty (X*) est donc libre de base correspondant & l'ensemble des cercles
du bouquet real(X*/T*) , Ces cercles, orientés convenablement, correspondent eux-
mémes aux éléments de W¥ , et donc aux éléments de S , comme on l'a vu ci-dessus;
d'ol le théoreme.
Exercice

Soit S une partie d'un groupe G , engendrant G . Soit F(S) 1le groupe
libre défini par S et soit R 1le noyau de F(S) - G .

(a) Montrer que R opére librement sur l'arbre I'(F(S),S) et que le graphe quo-
tient est isomorphe & T(G,S) .
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(b) En déduire que R est isomorphe au groupe fondamental de la réalisation de

7(G,8) (noter que cela donne une autre démonstration de la prop. 15).

3.4. Application : Théoréme de Schreier

C'est le suivant :

THEOREME 5 - Tout sous-groupe d'un groupe libre est libre.

Soit G un groupe libre. On peut faire opérer G librement sur un arbre X
(cf. prop. 15). Si H est un sous-groupe de G , il est clair que H opére
librement sur X ; c'est donc un groupe libre, d'apres le th. 4.

Notation. Si G est libre, le cardinal d'une base de G est indépendant du
choix de la base (cela se voit, par exemple, en rendant G abélien) ; on l'appelle
le rang de G , et on le note To .

COROLLAIRE (formule de Schreier) - Soit G wun groupe libre et soit H un sous-

groupe d'indice fini n . On a

h o

H-1=n(rG-1).

Posons G1 =G et G2

Soient T, = GNI', s; = Card somT; et a;, = Card arT, , (i=1,2) . Ona s

=H , et soit T un arbre o G opére librement.

=ns

2 1

et a, = na, . On peut choisir T tel que 8y soit fini ; par exemple pour
1l'arbre associé & une base de G , on a 8y = 1 . Ceci étant, le corollaire ré-

sulte des formules r, - 1= %—ai - si(i = 1,2) (cf. théoréme 4'(b)).
i

Forme explicite du théordme de Schreier

C'est 1'énoncé suivant :
PROPOSITION 16 - Soit G le groupe libre défini par un ensemble S , et soit H
un sous-groupe de G .

a) On peut choisir un ensemble T de représentants de H\G satisfaisant 3 la

propriété suivante :
(*) 8i te€T a la décomposition réduite

. €8 = .= g, i . = 8,
(sle ses =41, et e, =€, sios; =8
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€4 € €5 €q €
tous les produits partiels 1, Sy s 84 85 seeesSy eeesS, appartiennent & T .

b) Soit T comme ci-dessus et soit W = {(t,s) €T xS, ts£T} . Si (t,s)eW,

posons h — ou ueT est tel que Hts = Fu . Alors

t,s
R = {ht,s s (t,8) €W}

est une famille basique de H .

Soit T 1'arbre orienté T(G,S) ou G , et donc aussi H , op2re librement
et laisse invariante l'orientation G X S de I' . Si te€G,les produits par-
tiels dans (*) ne sont autres que les sommets de la géodésique de 1 a t dans T.
Donc une partie T de G satisfait & la propriété (*) si et seulement si
T = somA pour un arbre de représentants A de I mod H qui contient le sommet 1.
Ceci démontre a), vu la proposition 14.

Soit T = somA comme ci-dessus. D'aprés le théoréme 4', H a comme famille ba-
sique 1'ensemble des h # 1 dans H tels qu'il existe une aréte (t,s)€G x S
d'origine t€T et de sommet terminal ts€hT . Puisque h # 1 , 1'élément
u = h-1ts de T est différent de 1 . On trouve donc ainsi précisément les
arétes (t,s) de W et les éléments h = ht,s de H; d'ol la proposition.
Remarque

On peut choisir T dans a) de telle sorte que chaque élément +t de T soit de
longueur minimum dans la classe Ht (cf. n°® 2.3, exerc.l).

Exemple

Soit G = F(x,y) 1le groupe libre de base S = {x,y} , avec x £y , et soit H
le noyau de la projection G - Z/2Z X 2/2Z . D'aprés le corollaire au théorzme 5,
onary=1+ 4(rG— 1) =5 . Si 1'on prend pour ensemble de représentants
T = {1,%x,y,xy} , la prop. 16 montre que H a pour base 1l'ensemble {h1,h2,h3,h4,h5}
défini par les formules : xx = h1.1, yx = h2.1qr, yy = h3.1, XyeX = h4.y et

XYy = h5.x . On obtient ainsi la base

2 -1 2 -1 2. -1
x5 = x , ¥, wwxy , =wx }.
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Exercice

Soit (S,W) wune présentation d'un groupe G . (Rappelons ce que cela signifie:
W est une partie du groupe libre F(S) défini par S , et 1l'on s'est donné un
isomorphisme F(S8)/<W> 5 G, oi <W> désigne le plus petit sous-groupe dis-
tingué de F(S) contenant W .)

Soit H un sous-groupe de G et soit F' son image réciproque dans F(S) ;
ona G/H~F/F' . Soit Tc F un systéme de représentants de F/F' et soit S'
une base de F' ; soit W' = U t'1Wt « Montrer que < W > est le plus petit
sous-groupe distingué de F' teT contenant W' . En déduire que <8',W' > est
une présentation de H . [Lorsque S,W et G/H sont finis, il en est de méme de
s' et W s cela montre que tout sous-groupe d'indice fini d'un groupe de présen-

tation finie est de présentation finie. ]

APPENDICE

Présentation d'un groupe d'homéomorphismes

Les résultats des paragraphes 3 et 4 peuvent aussi se démontrer en utilisant
des théordmes généraux sur les groupes d'homéomorphismes. Rappelons ces théorgmes :

On considére un espace X connexe, non vide sur lequel opdre un groupe G (par

homéomorphismes, bien entendu). On se donne un ouvert U de X tel que X = G.U
(i.e. 1'application U -» AX est surjective). On note T l'ensemble des g€G
tels que UN gl # P . On a tout d'abord :

(1) L'ensemble X engendre G .

En effet, soit H le sous-groupe de G engendré par Z . L'espace X est ré-
union des ouverts H.U et (G - H).U ; de plus ces ouverts sont disjoints (en ef-
fet, si h.u = h'.u' , avec h€H et h'€G-H, on a h-1h'.U NU#P, d'ol
1

h"'h'e€X et h'€H.S = H, ce qui est absurde). Comme X est connexe, et H.U

non vide, cela entraine (G - H).U=g , d'oh G=H .

Ceci étant, soit F(Z) 1le groupe libre défini par £ ; si s€X , notons xg
1'élément correspondant de F(T) . D'aprés (1), l'application x b8 se prolonge
en un homomorphisme surjectif e : F(Z) - G , et il s'agit de décrire le noyau R

de ¢ (i.e. 1l'ensemble des "relations" entre les éléments de ). Le résultat est
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le suivant :
(2) Supposons gque 'rto(X) = (X) =0 et no(U) = 0 (autrement dit X est con-
nexe et simplement connexe par arcs, et U est connexe par arcs). Soit W 1l'en-

semble des couples (s,t) d'éléments de T tels que U N sU N stU # P . Le groupe

R est le sous-groupe distingué de F(X) engendré par les xsxt(xst)-1 pour
(syt) €W .

(Noter que, si (s,t) €W , ona s,t,st€L de sorte que X X, ,X , sont défi-
nis.)

Ce résultat est 4 & A.M. Macbeath, Ann. of Maths., 79, 1964, p. 473-488. [On
trouvera des résultats analogues dans M. Gerstenhaber, Proc. Amer.Math.Soc., 4,
1953, p. 745-750, H. Behr, J. Crelle, 211, 1962, p. 116-122 et A, Weil, Ann., of
Maths., 72, 1960, p. 369-384.]

Indiquons bridvement une démonstration (pour plus de détails, le lecteur pourra
se reporter i Weil, loc.cit.) : soit G 1le groupe quotient de F(Z) par le sous-
groupe R engendré par les xsxt(xst)-1 , pour (s,t) €W ; coome R est évidem-
ment contenu dans R , on a une projection canonique G-0G.

Si s€X , on note B 1l'image de x dans G ; 1l'application s+~ B est in-
jective. Soit X l'espace topologique obtenmu & partir de la somme disjointe
L 1lg0 (ot g parcourt & ) en identifiant deux points gu, g'u' si et seulement
si il existe s€Y tel que g' =8, uelUN sU, u'eU N s-1U, et su'=u . On
vérifie (gréce au fait que R contient les xsxt(xst)-1 , pour (s,t) €W) que
c'est bien 14 une relation d'équivalence ouverte. On a une projection naturelle
n: X ->X, compatible avec les actions de G et G . De plus, si N désigne le
noyau de G - G , 1'image réciproque de U par = s'identifie au produit N X U
(N étant muni de la topologie discréte) ; en particulier, X est un revétement
de X , de groupe N . Le fait que U soit connexe par arcs et que Y engendre

G entraine en outre que X est connexe par arcs. Comme X est simplement con-

nexe, on en conclut que N = {1} , d'olu le résultat.
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Exemple

Dans la situation du th. 4', on peut appliquer (1) et (2) & l'action de G sur
real(X) ; on prend pour U un voisinage ouvert convenable de real(T), par exemple
1'ensemble des points dont la distance & real(T) est <2/3 . On constate alors
que l'ensemble ¥ est égal & {1} U S U g1 (avec les notations du th. 4') et

que W est l'ensemble des couples (s,t) d'éléments de ¥ tels que s = 1

, Ou

t=1. Il en résulte bien que G est libre de base S .
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§ 4 - Arbres et amalgames

Dans ce paragraphe on convient (sauf mention expresse du contraire) que tout

groupe opérant sur un graphe y opére sans inversion (cf. 3.1).

4.1. Cas de deux facteurs

DﬁFINITION 7 - Soit G wun groupe opérant sur un graphe X . On appelle domaine

fondamental de X mod G tout sous-graphe T de X tel que T G\X soit un

isomorphisme.

Si G\X est un arbre il résulte de la proposition 14 du n°3.1 qu'un domaine
fondamental existe. Si X est un arbre la réciproque est vraie :

PROPOSITION 17 - Soit G un_groupe opérant sur un arbre X . Pour qu'il existe

un domaine fondamental de X mod G , il faut et il suffit que G\X soit un arbre.

I1 faut montrer que, s'il existe un domaine fondamental T , le quotient G\X
est un arbre. Or, puisque X est connexe non vide, G\X est connexe non vide;
donc T est un sous-graphe connexe non vide d'un arbre, i.e. c'est un arbre; d'ol
la proposition.

Un graphe isomorphe & Ch1 = g—————g est appelé un segment.

THEOREME 6 - Soit G un groupe opérant sur un graphe X , et soit T = E___ﬁ___g

un segment de X . Supposons que T soit un domaine fondamental de X mod G .

Soient Gy , GQ et Gy = G; les stabilisateurs des sommets et des arétes de T .

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

(1) X est un arbre.

(2) L‘homomogghisme G. *, G, ~ G induit pax les inclusions G,— G et
P *G Q P -

G. =+ G est un isomorphisme.

Q

(On notera que Gy = GP n GQ est un sous-groupe de GP et de GQ ;s cela donne
P '
un sens a l'amalgame GP *Gy GQ , cf. §1.)
Inversement, tout amalgame de deux groupes op&re sur un arbre avec pour domaine

fondamental un segment. De fagon plus précise :
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THEOREME 7T - Soit G = (}1 *p G2 un _amalgame de deux groupes. Il existe un arbre

X (et un seul, 3 isomorphisme unique prés) sur lequel G opére avec pour domaine

fondamental un segment T = w , les stabilisateurs des sommets et des

arétes étant respectivement G, = G, , GQ =G, et Gy =4 .

Démonstration du théordme 6

Le théoréme résulte des deux lemmes suivants :

LEMME 2 - Pour que X soit connexe, il faut et il suffit que G soit engendré

par GP U GQ .

Soit X' 1la composante connexe de X contenant T , soit G' 1'ensemble des
éléments g€G tels que gX' = X', et soit G" 1le sous-groupe de G engendré
par GP U GQ. Si he€ GP U GQ , les segments T et hT ont un sommet en commun.
On a donc hT c X' , d'ou hX' = X' , i.e. h € G' ;3 cela prouve que G' contient
G" . D'autre part, G"T et (G-G")T sont des sous-graphes disjoints de X , dont
la réunion est X . On en déduit que G"T contient X' , donc que G' < G" , d'ou
G' = G" . Le graphe X est connexe si et seulement si X = X' , i,e. si

G=G'=G", d'ol le lemme.

LEMME 3 - Pour que X ne contienne pas de circuit, il faut et il suffit que

GP *Gy GQ-o G soit injectif.
Dire que X contient un circuit revient & dire qu'il existe dans X un chemin
c = (wo,...,wn), nz 1, sans aller-retour, tel que o(c) = t(c) . Ecrivons Wy

sous la forme hiyi s avec hi € G et y; =y ou Y . Enpassant &3 G\X ST on

voit de plus que fri = ¥4 (1=1i=n). Soit P o(yi) = t(yi_1) ; ona

hi = hi-1gi avec g, € GPi y car

hiP; = ho(y;) = olhyyy) = ¢(hy_4y;_q) = By _1#(y;_4) = by _4P;

et g‘ig’C‘-y car

hyyy A0y 475 g -
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Le fait que o(c) = t(c) équivaut a t(yn) = P, ou encore &

hoPO = hmP0 = hog1...gnPo y leee grec.g) € GPo .

On en conclut que X contient un circuit si et seulement si 1'on peut trouver une
suite Po""’Pn de sommets de T , avec {Pi_,],Pi} = {P,Q} pour tout i , et une

3 A = - = 1 = —_
suite d'éléments g GGPi Gy (0=1i=n) telle que g 8oy =1. Vu le
théoréme 2 du n°1.2, cela revient bien & dire que GP *q GQ, - G n'est pas injec-
Yy
tif.

Démonstration du théoréme 7

L'unicité de X est claire: il faut que X soit, & isomorphisme prés, le graphe

suivant :
som X = (G/G1) 11 (G/Gz) et arX = (G/A) | | (G/a) ,

les applications o : G/A - G/Cr1 et t : G/A -~ G/G2 étant induites par les inclu-
sions A—*Gi (i=1,2) . Si 1'on pose P = 1.G1 , Q= 1.G2 , et y = ‘I.GA , le seg-
ment T = lci_y;_g est un domaine fondamental pour l'action évidente de G

sur X . Le théor@me 6 montre alors gue X est un arbre, cgfd.

Remarques
1/ Les théorémes 6 et 7 établissent une équivalence entre "amalgames de deux

groupes" et "opérations sur un arbre & domaine fondamental un segment". Le cas des
amalgames & plus de deux facteurs est analogue; on le traitera (grlce & la notion
d' "arbre de groupes") au n°4.5.
Il existe un dictionnaire analogue entre
"groupes de type (HNN)" (au sens du n°1.4)
et
"opérations sur un arbre & quotient un lacet" ;
nous reviendrons la-dessus au §5.
2/ L'implication (1)=(2) du théortme 6 peut aussi se démontrer en appliquant
les résultats de 1l'Appendice du § 35 un voisinage ouvert assez petit du domaine

fondamental T .
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3/ L'implication "X connexe" ="G est engendré par G, U G." peut &tre généra-
P P

Q

lisée de la manidre suivante :

LEMME 4 - Soit G un groupe opérant sur un graphe connexe X , et soit T un

arbre de représentants de X mod G (cf. n°3.1). Soit Y un sous-graphe de X
contenant T dont chacune des arétes a une extrémité dans T , et tel gque

G.Y = X . Pour chaque aréte y de Y d'origine dans T , soit gy un élément de

G tel que gyt(y) esomT. Le groupe H engendré par les éléments gy et par les

stabilisateurs Gy (PesomT) est égal & G .

I1 suffit évidemment de montrer que H.(somT) = somX. Puisque H contient
les éléments gy ,ona somYc H.(somT) et 1'on est ramené & voir que H.Y = X .
Comme X est connexe, il suffit de montrer qu'une aréte w d'origine dans H.Y
appartient & H.Y . Quitte & translater w par un élément de H , on peut suppo-
ser que P = o(w) appartient & somT. Puisque G.Y = X , il existe geG tel
que gweY et tout revient & montrer que g appartient & H .

Puisque gweY , on a o(gw)esomT ou t(gw)e somT. Dans le premier cas, P
et gP sont deux sommets de T congrus modG, donc sont égaux et l'on a ge GP y
d'ou g€H . Dans le second cas, l'aréte y = gw a son origine dans T ; on a
donc sy‘b(y) €esomT, et 1'on en déduit comme dans le premier cas que P et

gyt(y) g gP coiIncident, d'ol gegy D et 1'on a bien encore geH , cqfd.

Remarque. Si G, X, T sont donnés, on peut toujours trouver un sous-graphe Y
satisfaisant aux conditions du lemme. Lorsque T est un domaine fondamental, on
peut méme prendre Y = T et tous les gy égaux & 1.

Exercice. Soit G un groupe opérant sur un arbre X avec inversion. On sup-

pose que G opére transitivement sur somX et arX. Soit PesomX et soit y

une aréte d'origine P . Soient G_ , Gy ’ éy les stabilisateurs de P , y et

- - P
{y,¥} ; on a Gy c Gy et (Gy : Gy) = 2 . Montrer que les injections
GP - G, f'}y - G se prolongent en un isomorphisme GP *a G - G . Réeciproque ?

(Appliquer le théordme 6 & la subdivision barycentrique de X .)
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4.2. Exemples d'arbres associés 3 des amalgames

(a) Groupe diédral D_: G, = z/2z, G, = 2/2Z, A = {1} .

2
&4 &5

e NSO
P y Q

(b) G = 2/3Z x 2/4Z

(c) G = SL2(Z) .
Le groupe G opére comme on sait sur le demi-plan H = {le.m(z) >0} . Soit

. : i A
y 1l'arc de cercle formé des points 2z = e ® s avec %é 0 = .."'21 3 son origine est

le point P = eﬂl/B, son extrémité le point Q =i . Soit X 1la réunion des

transformés de y par G . On peut montrer que X est un arbre (ou plutdt, la
réalisation géométrique d'un arbre...) sur lequel G opére avec pour domaine fon-

damental le segment PQ . On a
Gp = 2/62 , GQ = Z/42 , G-y = 2/2%7 ,
et 1'on retrouve bien 1l'isomorphisme classique de SL2(Z) avec

(2/42) »y5 (2/62)
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Vv

Exercice. Soit j(z) 1la fonction modulaire. Montrer que l'arbre X défini
ci-dessus est l'ensemble des points 2z €H tels que j(z) € [0, 1728].

4.3. Applications
Dans ce n® , G désigne un amalgame G1 *p G2 de deux groupes. On note X

1'arbre correspondant, cf. n° 4.1, théorgme 7.

PROPOSITION 18 - Soit I’ un sous-groupe de G = Gy %, G, tel que I - {1} ne

rencontre aucun conjugué de G.l ni de G2 .« Alors TI' est un groupe libre.
L'hypothese faite sur I équivaut & dire.que I' opdre librement sur l'arbre X.

La proposition résulte donc du théor2me 4 du n° 3.3.
(On laisse au lecteur le soin d'expliciter une famille basique de I' , au moyen

du théordme 4' du n° 3.3.)

THEOREME 8 - Tout sous-groupe borné de G = G G2 est contenu dans un conjugué

1 *a

de G, ougde G, .
(Une partie £ de G est dite bornée si les longueurs des décompositions ré-

duites des éléments de I sont bornées.)
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COROLLAIRE - Tout sous-groupe fini de G est contenu dans un conjugué de G1 ou

de G, .

Soit T = g———l>—8 un domaine fondamental de X mod G tel que GP = G1 N
GQ= G2 N Gy: A, Si gsG1 U G2 s, T et gT ont un sommet en commun; on en dé-
duit aussitdt que, si ¥ est une partie bornée de G , l'ensemble T.(somT ) est

borné (au sens de la métrique de somX, cf. n°2.2)., Le théoréme 8 résulte donc de

la proposition suivante (plus précisément, de 1'implication (b) = (c) ) :

PROPOSITION 19 - Soit I un groupe opérant sur un arbre X . Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) Pour toute partie bornée A de somX, l'ensemble I'.A est borné.

(b) Il existe Pe€somX tel que I'.P soit borné.

(c) I1 existe un sommet de X invariant par T .

Les implications (a)= (b) et (c) = (a) sont immédiates. Montrons gque

(v) » (¢). Soit Y 1le sous-arbre engendré par l'orbite I.P. C'est un sous-
arbre borné, stable par I . D'apreés le corollaire & la prop.10 du n°2.2, il
existe un sommet ou une aréte géométrique de Y qui est invariant par T . Mais
on a supposé que I ne contient pas d'inversion. Il en résulte que, si I laisse
invariante une ar&te géométrique {y,y}, il laisse invariants y et ¥y , donc
aussi leurs extrémités. D'ou (c).

Exercices

1) Les hypoth&ses sont celles de la prop.18. On suppose en outre que TI'\G/A
est fini. On pose

a = Card(I'\G/4) , 5y = Card(F\G/G1) , s, = Card(I"\G/Gz) .

(i) Montrer que A est d'indice fini dans G, et G, ; si 1l'on pose
n, = (G1 : A), n, = ((}2 : A), on a 8y = a/n1, s, = a/n2 .
(ii) Montrer que le groupe libre I est de rang fini, égal &

1+a-s -82=1+a(1 -;—-nL) .
1
2) On suppose que A = {1} et on note T le noyau de G‘l * G
La prop.18 est applicable & T .

2-.G,]XGZ.

54



ARBRES ET AMALGAMES

(i) Montrer que INX est isomorphe au graphe combinatoire ayant G, L1 G,
pour ensemble de sommets et
G1 X G2 pour ensemble G
d'arétes géométriques. 1 2
1
(ii) Expliciter un arbre de représentants de X mod I' . En déduire, grice au
théoréme 4', que [ admet pour famille basique l'ensemble des commutateurs

-1 -1
8, &, 818, » avec g, €G1 - {13, gzer - {1} (cf.n°1.3, prop.4).

A.4. Limite d'un arbre de groupes

TEFINITION 8 - Un graphe de groupes (G,T) se compose d'un graphe T et de la

donnée, pour tout Pe€somT, d'un groupe GP , et, pour tout ye€arT, d'un oupe

. . v R
G. muni d'un T) h. G -G noté amr a’); on exige en outr u
- i monomorphisme G, (x) (no )3 g e que

G==G_ .
y y

Dans ce paragraphe, nous n'aurons & considérer que le cas o T est un arbre;

nous dirons alors que (G,T) est un arbre de groupes. Nous noterons
Gp = lim (G,T)
la limite inductive (au sens du n°1.1) de l'arbre de groupes (G,T) ; on 1l'appelle

aussi "l'amalgame des GP suivant les Gy ",

Exemples
(a) On prend pour T wun segment g—y>——8 . On a alors trois groupes Gp ,

GQ et Gy = GS; , ainsi que deux monomorphismes Gy P4 GP et Gy R4 GQ ; le

groupe GT est égal a GP *Gy GQ .
(b) Plus généralement, supposons que T soit obtenu par adjonction i un arbre

T' d'un sommet P et d'une aréte géométrique {y,y} (autrement dit, P est un

sommet terminal de T , et T' = T-P , cf.n°2.2). On a alors

GT = GT' *Gy GP 'y

une famille de groupes, soit A un groupe, et donnons-nous,

ot Gpr = Lim (G,7") .

(c) Soit (Gi)ieI

pour tout ie€I , un monomorphisme £, : A- G, (cf.n®1.2). Soit O wun élément
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n'appartenant pas & I ; formons l'arbre T dont les sommets sont les éléments

G de I et O, et dont les arétes sont
A 1
A les couples (0,i) et (i,0) , avec
A G2
ieTI .
A G o
3 On définit un arbre de groupes (G,T)

en posant Go = A, Gy = A pour tout
yearT, et en définissant les monomorphismes A - A et A - Gi de maniére évi-

dente.

I1 est clair que Gp = lim (G,T) est 1'amalgame X G; défini au n°1.2.

Convention. Si (G,T) est un arbre de groupes, de limite GT , nous convien-
drons d'identifier les groupes GP et Gy 4 leurs images dans GT . C'est
licite, car les homomorphismes GP - C-T et Gy - GT sont injectifs. [En effet,
il suffit de le voir pour un arbre T fini ; dans ce cas, on raisonne par récur-

rence sur le nombre des sommets de T , en utilisant (b) ci-dessus. ]

4.5. Amalgames et domaines fondamentaux (cas général).

THEOREME 9 - Soit (G,T) un arbre de groupes. Il existe un graphe X contenant

T et une loi d'opération de Gp = lim (G,T) sur X gqui sont caractérisés (& iso-

morphisme unique prés) par la propriété suivante :

T est un domaine fondamental pour X mod GT , et, pour tout Pe€ somT (zresp.

pour tout y€arT), le stabilisateur de P (resp. y) dans Gp est Gp (resp.Gy).

De plus X est un arbre.

(Le graphe X sera dit le graphe associé & (G,T).)

Evidemment somX (resp. arX ) est la réunion disjointe des GpoP = GT/G ,
pour Pe€ somT (resp. des Gpey = GT/Gy pour y€arT). Les extrémités se définis-
sent au moyen des inclusions Gy- Go(y) et G -G

vy t(y)
graphe ou le groupe GT opére de fagon évidente, et toutes les assertions du théo-

Ceci définit bien un

réme sont immédiates sauf le fait que X est un arbre.

Pour démontrer cela, on représente T comme limite inductive filtrante de ses
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sous-arbres finis (cf.n°2.2), et GT et X comme limites inductives des groupes
et des graphes correspondants. On se raméne ainsi au cas oi T est fini. Ceci
étant, on raisonne par récurrence sur n = Card somT. Nous pouvons supposer

n>1 car sinon X et T coincident. Soit ye€arT tel que P = t(y) soit un

sommet terminal de T (cf.n°2.2). D'aprés la prop.9 du n°2.2, T s'obtient & par-

tir du sous-arbre T' = T-P par adjonction du sommet P et des arétes y,y . Si
l'on pose Gp' = lim (G,?') , on a Gp = Gpv % Gp » cf.n®4.4, exemple (v).
Soit X' = GT.T' ;s c'est un sous-graphe de X . On voit facilement que X' est

le graphe associé & (G,T') ; vu 1l'hypothése de récurrence, c'est un arbre. De
plus, les transformés &X' , ge GT/GT' , sont deux & deux disjoints. Soit X le
graphe déduit de X en contractant chacun des gX' en un point (cf.n°2.3). Le
groupe GT opére sur X s il a pour domaine fondamental le segment T/T' , ol
/7' = (glz———z;y————g ; les stabilisateurs de (T') , P et y sont respective-
ment GT' s GP et Gy . Comme GT' *a GP - GT est un isomorphisme, il résulte du

théoréme 6 du n°4.1 que X est un arbre, donc aussi X (cf.n°2.3, cor.2 i la

prop.13), cqfd.

Inversement, soit G wun groupe opérant sur un graphe X , avec pour domaine
fondamental un arbre T . Soit (G,T) 1l'arbre de groupes dont les G, et Gy
sont les stabilisateurs dans G des sommets T et des ar8tes y (les monomorphi-
smes Gy - Gt(y) étant les inclusions). Soit Gp = 1im (G,T) . Les inclusions
GP -+ G se prolongent en un homomorphisme GT - G ; d'aprés le lemme 4 du n°4.1,
cet homomorphisme est surjectif si X est connexe,

D'autre part, si X désigne l'arbre associé (G,T) , l'application identique

T - T se prolonge de maniére unique en un morphisme X-x équivariant par rap-

port & GT -G .

THEOREME 10 - Les hypothéses et notations étant comme ci-dessus, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(1) X est un arbre.
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(2) X - X est un isomorphisme.

(3) Gy~ G est un isomorphisme.

Les implications (3) = (2) et (2) = (1) résultent du théoréme 9.
(2) > (3) ¢ Soit PEsomT et soit (GT)P (xresp. Gp ) le stabilisateur corres-
pondant dans Gy, (resp. dans G ). Par construction, 1'homomorphisme Gp - G induit

un isomorphisme de (GT)P sur G, . D'autre part, si X - X est bijectif, le

P
noyau H de Gp - G est contemu dans (GT)P ; onadonc H= {1} . Comme on sait
déja que GT - G est surjectif, on voit bien que c'est un isomorphisme.

(1) = (2) : Puisque GpeT = X et G.T=X , le morphisme X~ X est surjectif.
D'autre part, 1l'homomorphisme GT — G induit des isomorphismes entre les stabili-

sateurs des sommets correspondants (resp. des arétes correspondantes) de X et de

X . On en déduit que f : X = X est localement injectif (i.e. injectif sur 1l'en-

semble des ar&tes d'origine donnée). Cela suffit & entrainer que f est injectif,

grice au lemme suivant :

~

LEMME 5 - Soit f : X = X un morphisme localement injectif d'un graphe connexe X

dans un arbre X . Alors f est injectif.

Puisque X est connexe il suffit de montrer que, 81 c¢ est un chemin injectif
dans X , le chemin f o ¢ dans X est aussi injectif., Puisque X est un arbre
il suffit de vérifier que f o ¢ est sans aller-retour (cf. prop.8 du n°2.2)., Or
cette derniére propriété résulte immédiatement du fait que c est injectif et que
f est localement injectif.

Remarque. Soit G un groupe opérant sur un arbre X . ILorsque G\X est un

arbre, il existe un domaine fondamental T de X mod G qui est un arbre (isomor-
phe & G\X ), et la structure de G est donnée par le théoréme 10. Le cas ol
G\X n'est pas un arbre est plus compliqué; ce sera l'objet du § 5.
Exercices

1) Démontrer 1'implication (1) = (3) du théoréme 10 en utilisant les résultats
de 1'Appendice du § 3.

2) Etendre la prop.18 et le th.8 aux sous-groupes de Gp = lim (¢,m) ou (G,T)
est un arbre de groupes.
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§ 5. Structure d'un groupe opérant sur un arbre

Le principal résultat de ce paragraphe est le th.13 du n°5.4, qui domne la
structure d'un groupe G opérant sans inversion sur un arbre X . Deux cas parti-
culiers ont été traités dans les paragraphes précédents : celui d'une action libre

(G est alors un groupe libre, cf. n°3.3) et celui ol le graphe quotient G\X est

un arbre (auquel cas G est un amalgame des stabilisateurs des sommets d'un arbre
de représentants de G\X , cf. n°4.5).

Pour étudier le cas général, nous aurons besoin de la notion(*) de '"groupe fonda-
mental d'un graphe de groupes", notion qui généralise & la fois celle de groupe

libre et celle d'amalgame; ce sera l'objet des n°5.1 et 5.2.

5.1. Groupe fondamental d'un graphe de groupes
Soit Y wun graphe connexe et non vide et soit (G,Y) un graphe de groupes. [Rap—

pelons, cf. n°4.4, que G consiste en la donnée, pour tout PesomY, d'un groupe

G.

P ’
noté aw al ;s on exige en outre que G-}-r = Gy.]

et, pour tout year¥Y, d'un groupe Gy muni d'un monomorphisme Gy - Gt(y)

Exemples
1) Un segment de groupes : Y = g—y>—8'

(*) due & H. Bass, ainsi que les démonstrations des ths. 11, 12, 13.
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2) Un lacet de groupes : Y = P Gy
y

G =G-"___*G
y y——— P

y

Le groupe 7(G,Y)

C'est le groupe engendré par les groupes GP et les éléments y de arY, soumis

aux relations

§r=y-1 et Yy~ Y &8 yearY, aeG_ .

y

De fagon plus précise, soit I le produit libre des GP et du groupe libre de

famille basique arY; le groupe F(G,Y) est défini comme le quotient de I par

le sous-groupe distingué engendré par les éléments yy et yayy‘1 (ay)-1 , yearY,

aeG,_ .
y
On observera que les relations écrites ci-dessus sont équivalentes aux relations

ya¥y = a7  si ygarY,a.eGy.

Mots de F(G,Y)
Soit ¢ wun chemin dans Y d'origine un sommet Po . Notons Yqsesesyy les

arétes de c , avec n = g(c), et posons
Pi = O(y1+1) = t(yi) .

DEFINITION 9 - On appelle mot de type c¢ dans F(G,Y) tout couple (c,u) ol

o= (ro,...,rn) est une suite d'éléments r; €Gp . L'élément
i

el = T Y T Ve ¥ T, de ¥(G,Y)

est dit associé au mot (c,u).

Lorsque n =0, ona |c,u| = T, .
[Par abus de notation, nous ne distinguons pas un élément de 1l'un des groupes GP
de son image par 1'homomorphisme canonique Gp - F(G,Y); on verra en effet au n°5.2

que cet homomorphisme est injectif.]
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Les deux définitions du groupe fondamental de (G,Y)

a) Soit P, un sommet de Y . Nous noterons m, (G,Y,Po) 1'ensemble des é1lé-
ments de F(G,Y) de la forme |c,u] , ol ¢ est un chemin dont les deux extrémi-
tés sont égales & P (i.e. ofe) = P, = t(c)) . On voit tout de suite que
m (G,Y,Po) est un sous-groupe de F(G,Y); on l'appelle le groupe fondamental de
(G,Y) en P, . Lorsque G est le graphe de groupes trivial I (correspondant &
IP = {1} pour tout sommet P de Y), le groupe n1(I,Y,P°) coIncide avec le

groupe fondamental (au sens usuel) rr.](Y,Po) du graphe Y au point P_ (plus

précisément, on obtient la définition combinatoire de ce groupe). Dans le cas

général, le morphisme canonique G — I se prolonge en un homomorphisme
n1(G,Y,PO) - ™y (Y,Po) ;
cet homomorphisme est surjectif; son noyau est le sous-groupe distingué de
n1(G,Y,PO) engendré par les Gp .
b) Soit T un arbre maximal de Y . Le groupe fondamental m,(G,Y,T) de (G,Y)
en T est, par définition, le quotient de F(G,Y) par le sous-groupe distingué

engendré par les éléments y de arT. Ainsi, si gy désigne l'image de y dans

m (¢,Y,T), le groupe U (G,Y,T) est engendré par les groupes Gp (PesomY) et

les &léments (yearY), soumis aux relations
le Glnento g,

y-1_ .y _ =1 .
gyagy =a , g}-r_gy si yearY, asGy
gy=1 si yearT.
En particulier; on a a¥ = a7

si yearT, aeGy .

Remarque
Soit R 1le plus petit sous-groupe distingué de m (G,Y,T) contenant les images
des GP sy PesomY. Il résulte de la définition ci-dessus que le quotient
™ (G,Y,T)/R est défini par les générateurs g, » yearY, et les relations
g = g;‘ ainsi que g = 1 si yearT.
C'est le groupe fondamental (au sens ordinaire) ™ (Y,T) du graphe Y relative-

PN

ment & l'arbre maximal T ; c'est un groupe libre : il admet pour famille basique
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la famille des g, y€EA - (TN A), o A est une orientation de Y .

Exemples

1) Supposons que Gy = {1} pour tout y€ar Y , et soit A une orientation
de Y . Le groupe T, (G,Y,T) est alors engendré par les Gp (PE somY) et les g,
(y€A - TN A), ceux-ci n'étant soumis & aucune relation. On a donc
n_‘(G,Y,T) = (§ Gp) * F
ou F est le groupe libre de famille basique A - (T N A) , autrement dit le

groupe fondamental , (Y,T) , cf. Remarque ci-dessus.

2) 8i Y = g_—ﬁ——g est un segment, on a

TL,I(G,Y,Y) = Gp *Gy GQ .

Plus généralement, si Y est un arbre,on a

n.](G,Y,Y) = lim (e¢,Y) ,

cf. n° 4.4 ; c'est l'amalgame des GP suivant les Gy .
3) Y= Po y est un lacet. Posons A = Gy « On a deux monomorphismes
y
-—) .
A . > GP H

le groupe F(G,Y) = ‘n1(G,Y,P) est engendré par G, et par un élément g = g,

avec les relations de définition :

gayg"1 =a¥ opour tout a€A .

Si 1l'on identifie A & un sous-groupe de G = GP par am a¥ , et si 1'on dé-

signe par 6 1l'homomorphisme a s a¥ d A dans G , on voit que le groupe

111(G,Y,P) n'est autre que le groupe déduit de (4,G,6) par la construction (HNN),
cf. n° 1.4, démonstration de la prop. 5. I1 résulte de cette démonstration que

'11(G,Y,P) est produit semi-direct du groupe cyclique infini gz engendré par g ,
et du sous-groupe distingué R engendré par les conjugués Gn = gnGg_n de G, n€Z;
de plus, R est somme amalgamée des Gn , comme indiqué dans 1.4, loc. cit. (Noter

que gz peut s'interpréter comme le groupe fondamental o (Y,P) du lacet Y,

et R comme le groupe T, (6,%,¥) wrelatif au rev8tement universel Y de Y ;
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pour une généralisation de tout ceci, voir Exercice. ]

PROPOSITION 20 - Soit (G,Y) un graphe de groupes, soit P esomY et soit T un

arbre maximal de Y . La projection canonique p : F(G,Y) - Ly (G,Y,T) induit un

igomorphisme de ﬂ.I(G,Y,Po) sur 'rr1(G,Y,T) .

N

sy a

(En particulier, on voit que ™ (G,Y,Po) est indépendant du choix de P0
isomorphisme prés (1'isomorphisme dépendant du choix de T); de méme, n1(G,Y,T)

est indépendant du choix de T . C'est la méme situation que pour le groupe fonda-

mental usuel.)

Démonstration
Si PesomY, soit cp la géodésique joignant Po 4 P dans T . Soient
Fqreees¥y, les arétes de Cp s et posons
Yp = Yqeee¥y dans 7(G,Y) .
Posons également

1

] - r
x Yp X Yp si xeGP

-1 X
y' = Yo(y) y Yt(y) si yearY .

Si yearT, on a, soit ct(y) = (co(y),y), soit co(y) = (ct(y),y) s dans les
deux cas, on voit que y' =1 . D'autre part, on a (¥)'y' = 1 et, si aeGy N
-1 -1 -1 -1 =1
(Y )1yt = v ay
y' @)y Yo) ¥ Va(y) "t(x) ¥ Yaly) Ve(x) ¥ Yo(y)
=y ya¥ y Tl )=y 5 7
o(y) o(y) = Yo(y) o(y)
= (@) .
Comme les éléments x' et y' appartiennent & ﬂ'I(G’Y’Po) , les relations ci-
dessus montrent qu'il existe un homomorphisme
£ : ﬂ1(G,Y,T) - ‘rr_](G,Y,PO)
et un seul, tel que f(x) = x' , f(gy) =y' si xeG,, yearY. Ona p('\(P) =1,
d'olh p o £ =Id. Dautre part, soit c un chemin fermé d'origine PO ,
d'arétes ¥y, ,...,y, et de sommets P, = o(yi+1) = t(yi); soit (c,u) , avec

b= (ro,...,rn), un mot de type c , et s0it r y,ry, ...y r 1'élément de
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ﬁ1(G,Y,PO) associé & (c,u), cf. déf.9. On a
1

T{=Yp, T Vp,
1 1

-1
» Y = v¥p V.o ,
i Pi 1 Pi+1

d'ou

-1
1 ] 1 ] L - —
roy11‘1 .o .ynrn = -yPo(roy,lr.] .o 'ynrn)YPo =

V1 *YnTn

puisque Yp = 1. Onadonc f o p=Id, ce qui achéve la démonstration.
o

Exercice

Soit (G,Y) un graphe de groupes connexe non vide, et soit T un arbre maximal
de Y . Soit ('},T) le revétement universel de Y wrelativement & T; le graphe ¥
est un arbre, ol opére librement le groupe I = ™ (¥,7) . S8i QesomY a pour pro-

jection PesomY, on pose G s on définit de méme G pour Yy e€ arY¥ ainsi

= G
que Gy - Gt(y) ; d'olt un a.rbge dz groupes (G,¥) sur lequel I opére de fagon
naturelle.

Montrer que ™ (G,Y,T) est canoniquement isomorphe au produit semi-direct de
I' et du groupe n1(G,§,§) = lim (G,?) .

5.2. Mots réduits

On conserve les notations et hypoth&ses du n°5.1. Soit (c,k) un mot de
type ¢ , ou c¢ est un chemin d'origine Po et d'arétes Fqseees¥y, o et ol
uo= (ro,...,rn) , cf. déf.9.

DEFINITION 10 - On dit que (c,u) est réduit s'il satisfait b la condition sui-

vante :

Vs
8i n=0,0na ro;é1 ;88 nz 1, ona rig‘ Gyl pour tout indice i tel que

_ i
Yigr = Y5 ¢
(On convient de noter Gg 1'image de Gy dans Gt(y) par le monomorphisme
aral )

En particulier, tout mot dont le type est un chemin de longueur z= 1 sans aller-

retour est réduit.

THEOREME 11 - Si (c,p) est un mot réduit, 1'élément associé |c,u| de F(G,Y)
est £ 1.

COROLLATRE 1 - Les homomorphismes Gp - P(G,Y) sont injectifs.
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C'est le cas particulier ou c¢ est de longueur nulle.

COROLLAIRE 2 - Si (c,u) est réduit, et si 2(c) 2 1, ona |c,u| £ Gp s

ol P_ = ofc) .

Si 1'on avait |c,u| = x € G, » le mot réduit (c,p') , ou
o
' = (x-1r r r )
b= o’ 1% n ’
serait tel que |c,u'] =1 , ce qui contredirait le théorzme.

COROLLAIRE 3 - Soit T un arbre maximal de Y , et soit (c,u) un mot réduit

dont le type c¢ est un chemin fermé (i.e. o(c) = t(c) ). L'image de |c,p|

dans m (G,Y,T) est alors # 1.

Soit P_ = o(c) 1l'origine de ¢ ; on a |c,u| € fr1(G,Y,Po) et le th.11 affirme
que Ic,ul # 1 . Le corollaire résulte de 1la et du fait que la projection cano-
nique

£ : F(G,Y) ~ n1(G,Y,T)

induit un isomorphisme de ﬂ1(G,Y,P°) sur ﬂ1(G,Y,T) , cf. prop.20.

Préliminaires & la démonstration du théoréme 11

On va utiliser une technique de "dévissage"; cette technique nous permettra de
ramener le probléme au cas ou Y est, soit un segment, soit un lacet.
Soient Y' un sous-graphe connexe non vide de Y , et (G|Y',Y') 1la restriction

du graphe de groupes (G,Y) & Y' . On suppose que le théordme 11 est vrai pour

(G|Y',Y') ; d'aprés le cor.l, cela entraine en particulier que, pour
tout P € somY', 1l'homomorphisme GP - F(GIY',Y') est injectif.

Soit W = Y/Y' 1le graphe déduit de Y par contraction de Y' en un sommet,
noté (Y') ; ona som W= (som Y - som Y') U {(¥')} et arW=ar Y - ar Y' ; si
y € ar W, on définit ow(y) et 'bw(y) de fagon évidente :

ow(y) =o(y) si o(y) £somY' et ow(y) = (Y') sinon

() = t(y)  si t(y) £eomY' et t.(y)

Soit (H,W) 1le graphe de groupes défini comme suit :

(Y') sinon.

si P € somY - som Y' , on pose HP=GP;
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si P = (Y'), on pose Hy F(G|Y',Y');

si y € arW, on pose Hy = Gy , et 1'on définit Hy - H de maniére évidente

t(y)
(c'est un monomorphisme, vu 1l'hypothése faite sur Y').

la projection (G,Y) - (H,W) induit un homomorphisme de F(G,Y) dans F(H,W).
LEMME 6 - Le morphisme F(G,Y) - F(H,W) est un isomorphisme.

C'est essentiellement trivial; cela revient & dire que l'on peut construire
F(G,Y) en deux étapes : on prend d'abord les générateurs et relations relatifs
4 Y' , ce qui donne H(Y') = F(G]Y',Y'), puis on adjoint les autres générateurs
et les autres relations, ce qui correspond & la construction de F(H,W). [On
laisse au lecteur le soin de rédiger une démonstration en forme, par exemple en dé-
finissant un morphisme F(H,W) - F(G,Y) inverse du morphisme F(G,Y) — F(H,W).]

On va maintenant associer & tout mot (c,p) de (G,Y) un mot (c',p') de (H,W)
de sorte que |c',u'| soit 1l'image de |c,u| par 1l'isomorphisme ci-dessus. L'idée
est, tout simplement, de remplacer chaque "morceau" de (c,n) dans Y' par 1'élé-~
ment correspondant dans H(Y') . De fagon précise, soit (Po""’Pn) la suite des
sommets de c¢ et (y1,...,yn) la suite de ses arétes; soit M = (ro,...,rn) .
Si O0=1i= j=n, on note (cij’u'ij) le sous-mot de (c,u) ol °i3 est le sous-
chemin de ¢ formé de (Pi’yi’Pi+1""’Pj) et ol ;. = (ri,...,rj) . Si ¢

J
est contermu dans Y' , on note Ty 1'élément de H(Y') = F(G/Y',Y') associé

13

a (e, ) . On définit une suite croissante d'entiers

i3°M13

0=1i .S_jo<i1

=, < eee <i =3 =
o = Jq n Jp =1

par les conditions suivantes :

(i) tout chemin ¢ (0= a=m) est contenu dans Y' ,

iJ
av'a
(ii) tout sommet (resp. toute ardte) de c¢ qui est contenu dans Y' appartient
& 1'un des c. . .
1J
a’a
Ainsi, les chemins intermédiaires cj i sont de longueur = 1 , et aucun de
a a+1

leurs sommets (& part les extrémités) n'appartient & Y' ; ces chemins définissent

donc des chemins dans W , que 1l'on note également c::.J i .
a~a+1
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Soit (c',u') 1le mot de (H,W) défini par :

c!' = (eeesc . ,C eee)
’ ja—1la’ jaia+1,

W' = (eoeyh ,T o i _qrees) .
’ ja-1+1’ia_1 iaja ja+1’la+1 1

(On convient ici que Py x est la suite vide si h >k .)
’

Précisons que le chemin c¢' commence par ey 3 si io =0 et par Coi

oYo
ginon; de méme ' commence par riojo si i = 0, et par uo,io-1 sinon, La
situation est analogue pour les "bouts" de c' et w' .
P P
Exemple. Supposons que n = 4 1 v 3 -
et que les seuls sommets et les 2 ¢ 4
seules arétes de c¢ dans Y' 1 5
P P
soient P_,P,,P, et y, . Ona LA > 4
alors c' = (Y-I 9y39y4) sy B = (1‘0,1'1}"21‘2,1‘3,1'4) .
I1 est clair que lc,pl et 'c',u'] se correspondent par 1'isomorphisme du

lemme 6. De plus :

LEMME 7 - Si (c,u) est un mot réduit de (G,Y) , alors (c',u') est un mot ré-

duit de (H,W) .

Supposons que 4£(c') = 0 , i.e. que c' soit réduit 2 un sommet P . Si
P# (Y') , on a également £(c) =0 et c=P; ona u=(r) ave r, # 1 dans
Gp 5 conme Hp = G, on voit que (c'yu') est réduit. Si P = (Y'), le chemin c
est contenu dans Y' et 1l'on a ,c,ul # 1 puisque le th.11 est supposé applicable
% (G|Y',Y') ; on en déduit bien que |c',u'| est £ 1 .

Supposons que £(c') =2 1 et soient w1,...,wb les aré&tes de c¢' . Il faut

W,

- h N .
montrer que w =w, =1 £ Hﬁh , ou u'= (ré,...,rﬁ) . Soit P = t(wh) .

h+1
Si P# (Y'), l'implication ci-dessus résulte du fait que (c,n) est réduit.
Lorsque P = (Y') , on distingue deux cas :

(o) (wh,rﬂ,wh+1) est de la forme (yi,ri , yi+1) ot i est un indice tel que

¥
_ = i . P ' .
Yipq=¥; - Onarx, £ Gyi puisque (c,k) est réduit. Or r) est l'image de
dans H et 1 othése faite sur G|Y',Y! entraine que G - H t
() By (clxtxn) e 35S Gy y = Biyry oo
injectif; de plus cet homomorphisme transforme Gyl en Hw « On en conclut bien
i h
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W,

que 1'}'1 n'appartient pas & H h .
"n
. .
(®) (wh,rh,wh+1) est de la forme (yi 1Ty g g +1), avec i <j_ et
a “a'a Ya
-— 1 1 3
ria,ja = 'Ciaja’uiaja, € P(G|Y',Y') . Comme Z(ciaja) z 1, le corollaire 2 au

th.11, appliqué & (G|Y',Y'), montre que r, . £ G, , ol
tada Q
Q = O(Ci 3 ) = t(yi ) .
a'a a

W.

En particulier, T 3 n'appartient pas au sous-groupe Hwh de GQ, .
a‘a h

LEMME 8 - Si le théordme 11 est vrai pour (H,W), il 1l'est aussi pour (G,Y) .

Cela résulte aussitdt des lemmes 6 et 7.

Démonstration du théordme 11

P_1 P,
1) Le cas ou Y est un segment oYy o
L'élément |c,u| est de la forme
e e e
r 1r 2 Dy
oY TAY eV T, R
Gy i
avec ei=i-1,ei+1=-ei,roeGP » T; € Gp -G 5osi n=0, ona r0;41.
-e e
1 i
Soit ¢ 1'homomorphisme canonique
F(G,Y) —~ ﬂ1(G,Y,Y) = 3 *Gy GP1 .

ona 9(|c,pl) = T ry...r) et il résulte du th.1 du n°1.2 que l'on a
T TieeeT, # 1, d'oh a fortiori |c,u[ #1 .

2) Le cas ou Y est un arbre

Un argument standard sur les limites inductives filtrantes permet de se ramener
au cas ou Y est fini. On raisonne alors par récurrence sur n = 4 Card(ar Y), le
cas n =0 étant trivial,. Si nZ 1, on prend pour Y' un segment contenu dans Y;
d'aprés 1), le théoreme 11 s'applique & Y' . D'autre part le graphe quotient
W = Y/Y' est un arbre (cf. n°2.3, cor.2 & la prop.13) et % Card(ar W) = n-1 .
L'hypothdse de récurrence s'applique donc & (H,W) et 1l'on conclut au moyen du

lemme 8.
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3) Le cas ou Y est un lacet O é::::} ¥y

Nous avons déterminé (cf. n°5.1, exemple 3) la structure de F(G,T) . Ce groupe
est produit semi-direct du groupe cyclique infini engendré par y et du sous-
groupe distingué R engendré par Go . De plus, si 1'on pose Gn = ynGoy_n et

A=G_ , le groupe R est somme amalgamée des Gn suivant les homomorphismes

G “— A - G
n-1 n

yn_1 a’ y1_n 4 a —3 3y yT, (cfon®1.4).

L'élément |c,u| est de la forme
e e e

r 1r 2 P
o TV ee¥

n ’

e,

i
= y 3 = -
avec T, € Go s €5 = +1 , et T, £ A si ey 4 =-e; .

Si T ey £0, ona |c,u] £R d'ou |c,u| #1 . Supposons donc que T e; =0

et posons
di -di
di = ey +teoet ei et si =y ri ¥ H
on a
le,u| = 8,Sqee+8, » avec s; € Gdi »d =d =0,
d; yei -,
di+1 - di =e; 4= i1’ et 8 £y A v si di+1 = di—1 .
Soit alors T 1l'arbre dont l'ensemble des
sommets est Z et dont les ar&tes géométri- ... -0 o O~ eee
n+1 n+2

ques sont les {n,n+1} , n€Z. Soit (X,T)

1'arbre de groupes défini par les Gn et les Gn_1 - A - Gn comme ci-dessus. On
a R= ﬂ1(K,T,T) » et s ...s ~est associé i un mot réduit de (X,T) dont le
type est un chemin fermé (car d =d = 0). Vu 2), on peut appliquer le cor.3 du
th.11 3 (X,T) et on en conclut bien que S +++8, » donc aussi lesu] 5 est £ 1.

4) Cas général

On se raméne comme dans 2) ci-dessus au cas ou Y est fini, et 1'on raisonne par

69



ARBRES ET AMALGAMES

récurrence sur n = 3 Card(ar Y), le cas n = 0 é&tant trivial. Si nz 1, on
choisit un sous-graphe Y' de Y ayant 2 arétes; c'est, soit un segment, soit un
lacet et le th.11 est applicable & (G]Y',Y'). D'autre part, l'hypothése de récur-
rence montre que le th.11 est aussi applicable & (H,W) ol W = Y/Y' ; on conclut
alors au moyen du lemme 8,

Remarque. On pourrait également ramener le cas général au cas des arbres en pas-

sant au revétement universel de Y , et en utilisant 1l'Exercice du n°5.1

Exercice
Soit ¢ un chemin de sommets Po"”’Pn et d'arétes Fqseeesdy o Soient (c,u)

et (c,u') , avec
b= (rovoo-,rn) s B = (r(;""’rrll)

deux mots de type ¢ . On dit que (c,») et (c,n') sont équivalents s'il existe

une famille (a1,...,an) y ay € Gy , telle que

i
yooov Vit
[ [ - s -
Ty =To e sy T =T ey (1=isn1)
et
yn ,
a, r’' =r .
n n n

(a) Montrer que, si (c,+) et (c,u') sont équivalents, on a

[eyp) = |e,u'| dans F(G,Y) .
Si de plus (c,u) est réduit, il en est de m8me de (c,M') .
(b) Inversement, on suppose que |[c,u| = |c,k'| et que (c,n) et (c,u') sont
réduits. Montrer que (c,u) et (c,u') sont équivalents.

(On raisonne par récurrence sur n . On pose

d = (096) = (y19o--1}’n’3’;9-°~,-y-1-)
v = (! r! e,z r_1)
- 0’ """ ' n-1"nn "n-1""""""o ’

de sorte que (d,v) est un mot de type d , et que |d4,v| =1 . D'aprés le th.11,

(d,v) n'est pas réduit. Montrer que cela entraine r! r; € Gyn , et utiliser
n

1'hypothése de récurrence.)
(c) Soit Po € som Y et soit g ¢ H1(G,Y,P°) , &# 1 . Montrer qu'il existe un

chemin fermé c d'origine P_ et un mot réauit (c,u) de type c tels que
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|e,ul = & « Montrer que ces conditions déterminent c¢ de fagon unique, et (c,L)

3 équivalence preds (méme raisonnement que pour b) ).

5.3. Revétement universel relatif 4 un graphe de groupes

On se donne

(G,Y) : graphe de groupes, avec Y connexe non vide
T : arbre maximal de Y
A : orientation de Y .

Si y€arY, on pose
0 si y€A

e(y) =
1 si y¢€aA

et on note |y| celle des deux artes y,¥ qui appartient & A .

Définition du revétement universel

Nous nous proposons de construire les objets suivants :
- un graphe X = X(G,Y,T) ;
- une opération de T =T, (G,Y,T) sur X ;
- un morphisme p : X -~ Y qui induise un isomorphisme mMX 3 Y ;
- des sections somY -som X et ar Y- ar X de p (ces sections seront notées
Pr® et yo 7).

Si PE&€som Y, on exige en outre que le stabilisateur T de P dans 7 soit
égal A& GP . De méme, si y€ar Y , le stabilisateur ’n; doit 8tre égal au sous-

groupe G:'; de Gt(w) » avec w = |y} .

Ces conditions imposent que som X soit réunion disjointe des orbites
B ~ Tt/ﬂ'f, ,et que ar X soit réunion disjointe des orbites T.§ ~ n/T? .

Nous poserons donc
som X = L1 Tt/n§ , ar X = Ll /e

P& som Y y€ar Y ¥

T[§=GP’ T%;=GW(W=|I)

sont les groupes définis ci-dessus, et nous noterons P (resp ¥) 1'image de 1 dans
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"/”5 (resp. ﬂ/”5;). I1 reste & définir gy, o(gf) et t(gf) pour gem , y € ar Y.

On prendra :

~

ef = &y
o(e¥) = & g&-e(y) o(y)
t(ef) = g g;'e(y) t(y)

(gy désigne 1'image de y dans ™ , cf. n°5.1). Bien entendu, il faut vérifier

que ces formules sont licites., Pour la premiére, cela résulte de ce que ﬂ? =

Pour la seconde, il faut montrer que, si h € "}7, on a

— —~
ng°) o) = &5° ) Sk
i.e. que
e(Y) Lo -e(y) cn —~ _ G
& ¥ & o(y) T “oly) *
Or, si e(y) =0, ona J|y|l=y, et “‘j; = G% c Go(y) , d'ou 1? reli,tion ci-
a . si =1 m. =G et la relation Yool = a¥ G
essus i e(y) , oila. 5 y et la relation g a° g a’ (a € y)
montre que gy "jr" g;l = Gi; c Go(y) , d'ol la relation cherchée. Noter également
1'égalité
= 21 oy 1-e(y)
¥~ & y & ’

valable sans hypothése sur e(y) .
Reste & montrer que la troisiéme formule est licite, i.e. que 1l'on a

e(y)-1 q _1-e(y) _q—~— _
g T g ey ST = Gy -

Cela se fait par le méme genre de calcul (on peut aussi remplacer y par ¥y , ce
qui ramdne au cas traité précédemment).

~

On a donc défini le graphe X ainsi que la loi d'opération de ™ sur X 3 on

ey

et 1'on voit que Pw» P, y » § définit un relévement T = TcX de T dans X .

1l

—~
a MX=Y. Deplus, si year T, ona gy=1 ator o(F) = o(y) , t(F)
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THEOREME 12 - Soit (G,Y) un graphe de groupes connexe et non vide, soit T wun

arbre maximal de Y et soit A une orientation de Y . Le graphe X = X(G,Y,T,A)

consgstruit ci-dessus est un arbre.
—
Montrons d'abord que X est connmexe. Si y €ar Y, ona ofF) = o(y) si
—~~~
e(y) =0 et t(¥F)

t(y) si e(y) =1 ; l'une des extrémités de §F se trouve
donc dans l'arbre T . On en conclut que le plus petit sous-graphe W de X con-

~

tenant tous les § , y € ar Y , est connexe ; on a en outre mw.W=X . Il suffit
donc de montrer qu'il existe une partie S de T , engendrant ™ , et telle que

WU sW soit connexe pour tout s€S (car cela entraine, par récurrence sur n ,

que

wu s,]WU s.lszWU eee U s1...snw

est connexe quels que soient 8;,...,8, € S U S_1). On prend pour S 1la réunion
des Gg , (P € som Y) et des {gy_} »y€ar Y. 8i s €Gp,les graphes W et
sW ont en commun le sommet P et W U sW est bien connexe; de méme, W et g W

¥
ont le sommet commun ofF) = o(gyi) si e(y) =1 et

(F) = t(g,F) =i ely) =0.

Pour montrer que X est un arbre, il suffit maintenant de prouver que X ne

contient pas de chemin fermé de longueur n >0 sans aller-retour.

Soit & un tel chemin, soit (s1§1,...,sn$r'n) la suite de ses ardétes, et soit
(Po,...,Pn) la suite des sommets de la projection c de ¢ dans Y ; on a

—_ 1 1} - —_
P,=P, . Si 1l'on pose ei—e(yi) et g =g sona

i
~ 1-en . €~ ~
t(snyn) = Sn€p Po = 8484 Po = o(s1y1)
- T-ey & G2 "
t(s,7y) = 5181 Py = s,8, © By = os,f,)
~ o 1_en—‘l ~ “°n & ~
t(n—‘ly -1) = 8n-18n-1 Pt = 5nén n-1~ o(Snyn) °
-e,
En posant q; = 8;8; 1 , ceci donne
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8nTn = 4

14847 =

|
Q
N

In-18n-1"n-1

I

avec T € GP. =" )
i i

1 r = =1 r = -1

qZ!gzz—q2q39"°9 S'nn—(lnq1 14

et, en multipliant, on trouve la relation

€171 = 94

* _
(*) 81T18oT, oos 8T, = 1 .
Soit maintenant (c,n) le mot de type c¢ défini par la suite k= (1,r1,...,rh) .

Nous allons voir que (c,t) est réduit.
- =1

En effet, supposons que Yipq =Yg s ona g 4 =8 et €541 = 1-ei .
La formule
“€i i1
(s;8; T)egyry = 55,9 83,3
ei-1 -1 1-e vy
montre alors que T; = &; (si Si+1)si . I1 nous faut prouver que T, £ Gyi ,
autrement dit que
1-e v e,-1
-1 i i i
57 Siy1 £ & b, & -

. . s ' : " " .
Or ce dernier groupe est égal a ﬂyi , et 1'on a bien 8; 7. # 851 ¥ puisque

i i
= _ ~ . ~ . . . . o .
S;45 541 = 85415 est différent de siyi (c'est ici que 1l'on utilise 1'hypothese
que & ne contient pas d'aller-retour).

Puisque c¢ est fermé et que (c,t) est réduit, le cor.3 au th.11 du n°5.2
montre que 1l'image de |[c,u| dans ﬂ1(G,Y,T) est #1 . Comme cette image est

g.T,...8 T , ceci contredit la formule (*), et achdve la démonstration du théorime.
171 n n

Exemples

1) Lorsque tous les Gp sont égaux a {1} ,ona ™= ﬂ1(Y,T) et X est le

revétement universel de Y (au sens usuel) relativement & T .
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2) Lorsque Y est un segment g—y—>———8' N X est l'arbre associé & l'amal-

— °
game T = GP *Gy GQ , cf. n°4.1.

5.4. Le théoréme de structure

Soit G un groupe qui opére sans inversion sur un graphe connexe non vide X .
Nous allons voir (cf. th.13 ci-aprds) que, si X est un arbre, G s'identifie au
groupe fondamental d'un certain graphe de groupes (G,Y) ol Y = G\X .

Commengons par la construction de (G,Y) . Soit T un arbre maximal de Y et
soit j : T - X un reldvement de T (cf. n°3.1, prop.14). Soit A une orienta-
tion de Y et posons

(¢} si Yy € A
e(y) =
1 s8i y£A (i.e. si ¥ € 4).

Nous allons prolonger Jj en une section j : ar Y — ar X telle que jy = E H
il suffit de définir Jjy pour y € A - axr T ; dans ce cas, on choisit Jjy de
telle sorte que o(Jy) € som jJT ; on a donc o(jy) = j o(y) . On choisit également
Yy € G tel que +t(jy) = 'Yy,jt(y) ; c'est possible, puisque +t(jy) et jt(y) ont

la méme projection t(y) dans som Y . On prolonge ensuite y + Yy 4 ar Y tout

entier grice aux formules

Y= = v;1 et Yy =1 sl yearT.
Pour tout y € ar Y , on a
. —-e .
ody) = vy &) 5 oty

t(3y) = v;,‘e(y) 3 t(y) .

Notons GQ (resp. Gz) le stabilisateur d'un sommet Q (resp. d'une ardte z)

de X . Le graphe de groupes (G,Y) est alors défini par les formules

GP = GjP pour P € som Y
Gy=Gjy pour ye€earyY,
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1'homomorphisme Gy - Gt(y) &tant aw— a’ = Ye(Y)—1 a Y1-e(y)

ot .. e(y)-1 1-e(y)
déf t t licit ar G, < G
éfinition es icite ¢ Yy JyYy

. (Cette dernidre
jt(y) POUT tout y € ar Y .)
Soit @ : ﬂ1(G,Y,T) 2 G 1'homomorphisme défini par les inclusions GP + G et par
cp(gy) =Y, . Soit
y : X(G,Y,T) » X

l'application définie par

V(eP) = o(g)iP et V(&) = @()dy .
On vérifie tout de suite que V est un morphisme de graphes et que V¥ est ¥-équi-
variant.

Soit W 1le plus petit sous-graphe de X contenant Jjy pour tout y e ar Y .
Toute aréte de W a une extrémité dans JT et l'ona G.W=X . De plus, W est
contenu dans W(i) et ¢ induit des isomorphismes entre les stabilisateurs des
sommets et des arétes correspondants de Xetde X. En appliquant le lemme 4 du
n°4.1, on voit que ¢ (donc aussi V) est surjectif; en outre, le fait que ¢ in-
duise des isomorphismes entre les stabilisateurs des sommets et des arétes montre

que V est localement injectif (cf.n°4.5).

THEOREME 13 - Les hypothdses et notations étant comme ci-dessus, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(1) X est un arbre.

(2) X Y X estun isomorphisme.

®
(3) ﬂ1(G,Y,T) + G est un isomorphisme.
(L'assertion la plus intéressante est 1l'implication (1) = (3) : si X est un
arbre, G est engendré par les Gp (P € som Y) et les Yy (y € ar Y) , ceux-ci

étant soumis aux relations du n°5.1
v ay Y-1 =a’ , y==Y et vY.=1 si yeT .)
Démonstration
L'implication (1) = (2) résulte du lemme 5 du n°4.5 puisque l'on sait déja que ¥

est surjectif et localement injectif; 1l'implication (2) = (1) résulte du théordme

12 du n°5.3.
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Soit d'autre part N le noyau de ¢ et soit Pe somY . Ona NN Gf = {1}
puisque ¢ définit un isomorphisme de Gﬁ sur G,jP « S8i n est un élément non
trivial de N ,les deux sommets B et nP de X sont distincts et ont méme image

jP dans X ; on en conclut que (2) = (3). L'implication (3) = (2) est immédiate.

COROLLAIRE 1 - Supposons que X sgoit un arbre. Soit R le sous-groupe de G en-
gendré par les GP s, Pe somX. Alors R est distingué dans G, et G/R s'iden-
tifie au groupe fondamental du graphe Y = G\X .

I1 est clair que R est le plus petit sous-groupe distingué de G contenant
les Gp = GjP , pour P ¢ som Y. L'assertion sur G/R résulte alors de (1) = (3),
combiné avec la Remarque du n°5.1
COROLLAIRE 2 - Supposons que X goit un arbre, et que Y = A\X soit un lacet.
Alors G est un groupe de type (HNN).

Cela résulte de (1) > (3), compte tenu de l'Exemple 3 du n°S5.1.

Exercices
1) Donner une démonstration directe du cor.l1 au th.13.
2) On suppose que X est un arbre. Montrer 1'équivalence de :
(a) Y est un arbre;
(b) G est engendré par les G, , P ¢ som X 3

P

(c) G est engendré par les Gp s PesomY.
3) Les hypothdses étant celles du th.13, montrer que le noyau N de ¢ est iso-

morphe au groupe fondamental de X .

5.5. Application : théordme de Kuros

Soit H = *, H, la somme d'une famille de groupes (Hi) amalgamée suivant

iel
un sous-groupe commun A (cf.n®°1.2). Soit G wun sous-groupe de H . Si

X € H/Hi , le sous-groupe :ir.Hix-‘l est bien défini; nous poserons

G, _=Gn xH.:c‘1 .
i,x i

Le groupe Gi % est le stabilisateur de x pour l'action naturelle de G sur
’

H/Hi .
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THEOREME 14 - Supposons que G - {1} ne rencontre aucun conjugué de A . On peut

alors trouver :

(a) un sous-groupe libre F de G,

(v) pour tout iel , une partie Xi de H/Hi qui soit un systéme de représen-

tants des éléments de G\H/Hi ,

de telle sorte que l'on ait

G = G, ) *F .,

( *

i€I,x€Xi i,x

(Autrement dit, G est le produit libre de ses intersections avec les conjugués
des H; (convenablement indexés) et d'un groupe libre.)

Soit (H,T) 1'arbre de groupes défini par les H, et A (cf.n°4.4, exemple 3).

Ona H=1ljm (H,T). Soit X 1'arbre cor-

H
1
A respondant (cf.th.9). Le groupe H opére
A
A H2 sur X avec T pour domaine fondamental;
A H les stabilisateurs des ar&tes sont les con-
3

jugués de A ; ceux des sommets sont les
conjugués de Hi et de A .

Puisque G est un groupe de H , il opére sur X , et on peut lui appliquer le
th.13. On voit ainsi que G = ﬂ1(G,Y,T) s, o0 Y=GX et o T est un arbre
maximal de Y , dont on a choisi un reldvement dans X . L'hypothése que G - {1}
ne rencontre aucun conjugué de A équivaut & dire que Gy = {1} pour
tout y € ar Y . D'aprés l'exemple 1 du n® 5.1, on a donc

G = "1(GsY9T) g (; GP) *F,

o F est un groupe libre (isomorphe i "1(Y,T) ), et ou P parcourt 1'ensemble

des sommets de T . Or on a

som X = H/A | H/H, et som T T G\H/A | | G\H/H, .
i€T iel

Le reldvement de T dans X définit donc des systémes de représentants

X, c H/A et X, < H/Hi
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de G\H/A et G\H/Hi respectivement; si x appartient a4 X, (resp. Xi), le
groupe GP correspondant est G N :r.Ax-1 (resp. G N xHix—1). D'ou le théoréme,

puisque les G N xAx™ | sont réduits & {1} .

Remarques

1) L'hypothese G N xAx™

= {1} pour tout xe€H est notamment vérifiée lorsque
A=1{1} , i.e. lorsque H est le produit libre des H, 3 le th.14 redonne alors un
résultat de KuroX.

2) On pourrait préciser 1'énoncé du th.14 (comme nous l'avons fait au n° 3.4
pour le théordme de Schreier) en donnant :

a) les conditions que doivent vérifier les Xi (elles expriment le fait que T
doit &tre connexe) ;

b) un procédé pour construire une base du groupe libre F (les éléments de cette
base sont les g& du n°5.1, ou y parcourt A -ar T , A étant une orientation
de Y=QX).

3) Lorsque G - {1} rencontre l'un des conjugués de A , on a encore
G-:3ﬂ1(G,Y,T) » mais la structure de ce M, est moins simple (cf.n°5.1); nous ne
1'expliciterons pas.

Exexrcices

Les hypothéses et notations sont celles du théoréme 14.

1) Soit R 1le sous-groupe de G engendré par les G N xHix-1 , i€, x€H ., Mon-
trer que R est le plus petit sous-groupe distingué de G qui contienne les
Gi,x’ i€I, x€X; . En déduire que G/R est isomorphe & F .

2) On suppose I et G\H/A finis et 1l'on pose

a = Card(G\H/A) , x; = Card(G\H/Hi) .
Montrer que le rang rh du groupe libre F est donné par la formule

rp=1-2a+ .2 (a—xi) .

iel
3) On fait les hypoth®ses suivantes :
a) A= {1} , ice. H est produit libre des H, .
b) G est indécomposable, i.e. toute décomposition G = B * C entraine B = {13
ou C= {1} .

¢) G n'est pas isomorphe & 2 .
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Montrer que G est alors contenu dans un conjugué de l'un des Hi (appliquer
le th.14).
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§ 6 - Amalgames et points fixes

Disons qu'un groupe G est un amalgame si on peut l'écrire G = G_| *) G2 avec
Gy #A# G, . Dans ce §, on montre que certains groupes, par exemple SLB(Z) ,
ne sont pas des amalgames ; comme on le verra, cela revient & prouver que, lorsque

ces groupes opdrent sur des arbres, ils ont nécessairement des points fixes.

Convention - Tout groupe opérant sur un arbre est supposé opérer sans inversion,
cf. 3.1 .

6.1, La propriété de point fixe pour les groupes opérant sur les arbres

Soit G un groupe opérant (sans inversion) sur un arbre X .
L'ensemble XG des points fixes de G dans X est un sous-graphe de X ; si
P et Q sont deux sommets de XG s, la géodésique joignant P & Q@ est fixe par

G , donc contenue dans XG ; i1 en résulte que, si XG est non vide, c'est un

2

arbre. Nous nous intéressons aux groupes G ayant la propriété :

(FA) - Quel que soit l'arbre X sur lequel opdre G , on a x¢ £ 0.

Cette propriété est "presque" équivalente & celle de ne pas &tre un amalgame.

Plus précisément :

THEOREME 15 - On suppose G dénombrable. Pour gue G ait la propriété (FA) , il

faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfajtes :

(i) G n'est pas un amalgame.
(ii) G n'a pas de guotient isomorphe & Z.

(iii) G est de type fini.

Démonstration

(FA) = (1) : 81 G est un amalgame G , avec G1;4A et G, #4 , il

1 %4 G

existe un arbre X sur lequel G opdre avec pour domaine fondamental un segment
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PQ , le stabilisateur de P (resp. de Q) étant G1 (resp. G2) , cf. n° 4.1,
th. 7. Comme G est distinct de G1 et G2 , on a donc XG =@ , ce qui contre-

dit (Fa) .
(FA) = (ii) ¢ Si G a un quotient isomorphe & 2Z , on peut le faire opérer par

translations sur une chaine doublement infinie

—
eee--0O o] [e] o] [e I Y

et cela contredit (FA) .

(FA) = (iii) : Comme G est dénombrable, il est réunion d'une suite croissante
G,] c G2 C e & Gn C .o+ de sous-groupes de type fini, Formons un graphe X dont
l'ensemble des sommets est la somme disjointe des ensembles G/Gn , deux sommets
étant joints par une aréte si et seulement si ils appartiennent 3 deux ensembles

consécutifs C-/Gn et G/Gn+1 et se correspondent par l'application canonique
G/G, - G/G  q -

On vérifie immédiatement que X est un arbre ; de plus G opdre de fagon évidente

sur X . Si G a la propriété (FA) , il existe un somnmet P de X invariant

par G ; si PE G/Gn » cela entrafne que G =G , donc G est de type fini.
Inversement, supposons que G ait les propriétés (i) , (ii) et (iii) ,et

qu'il opdre sur un arbre X . Si T = X/G désigne le quotient de X par G ,

le groupe fondamental TL1(T) du graphe T est isomorphe 3 un quotient de G (n°

5.4, cor. 1 au th. 13). Comme 111(T) est un groupe libre, ce n'est possible, d'a-

prés (ii) , que si m, (?) = {1} . Ainsi, T est un arbre, et on peut le relever

en un sous-arbre de X , cf., n° 3.1, Le groupe G s'identifie alors au groupe

Gp = lim (G,T) 1limite de l'arbre degroupes défini par les fixateurs G

P
des sommets P et des arétes y de T , cf. n° 4.5, th. 10. I1l en résulte que

et G
y
G est réunion des groupes Gp, = lim (¢,T') , o T!' parcourt 1l'ensemble des
sous-arbres finis de T . Comme G est de type fini, il existe au moins un T!
tel que G = GT' s choisissons T' minimal pour cette propriété. Si T' est ré-

duit 3 un seul sommet P , ona G-= GP et G a un point fixe. Sinon, T' pos-
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séde un sommet terminal P , et T" = T' - {P} est un arbre (n° 2.2, prop. 9) ;
si y désigne l'unique ar@te qui joint P & T , on a

G=GT'=GT"*AGP’ ol A=Gy.
Vu 1l'hypoth®se de minimalité faite sur T' , ona G, #G et Gp #G , ce qui

montre que G est un amalgame et contredit 1'hypoth2se (i) .

Remarques
1) Lorsque G n'est pas dénombrable, le théordme 15 reste valable & condition de

remplacer la condition (iii) par :

(iii') G n'est pas réunion d'une suite strictement croissante de sous-groupes.

Des exemples de groupes (non dénombrables) satisfaisant aux conditions (i) ,

(i1) , et (iii') ont été construits par J. Tits et S. Koppelberg (CR, 279).

2) On obtient des résultats plus complets en tenant compte des points fixes de G
non seulement sur les sommets, mais aussi sur les bouts, des arbres sur lesquels

il opd¥re. Cf. n° 6.5, exerc. 2, ainsi que J. Tits, [12].

6.2. Conséquences de la propriété (FA)

PROPOSITION 21 - Soit G un groupe ayant la propriété (FA) . Si G est contenu
dans un amalgame G1 * " G2 y G est contenu dans un conjugué de G,I ou de G2 .
Cela traduit simplement le fait que G a un point fixe dans l'arbre associé 2

1'amalgame G1 *a G2 s cfe n°® 4.1,

PROPOSITION 22 - Soit G un groupe dénombrable ayant la propriété (FA) , et
soit P : G- GL,(k) une représentation linéaire de degré 2 de G sur un corps
commutatif k . Alors, pour tout s€G , les valeurs propres de p(s) sont en-

tidres sur 2 .,
(Lorsque k est de caractéristique O , ces valeurs propres sont donc des en-

tiers algébriques ; lorsque k est de caractéristique # 0 , ce sont des racines
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de 1'unité.)

Soit ko le sous-corps de k engendré par les coefficients des matrices p(s) ,
pour s€G . D'apres le th. 15, G est de type fini, donc kp est de type fini
sur le corps premier. Soit v wune valuation discréte de kp , et soit OV 1'an-
neau de valuation correspondant. Notons Xv 1'arbre associé & v (chap. II, 5 1),

arbre sur lequel op&re GLz(kp‘) . Soit GL2(kp)0 le noyau de 1l'homomorphisme
Vv o det : GLz(kp) -2 . cf. chap. II, n°® 1.2,

La condition (ii) du th.15 montre que p(G) est contenu dans GLz(kp)o , donc
opdre sans inversion sur X . Puisque G a la propriété (FA) , il existe un
sommet de X = invariant par G . Cela entrafne (chap. II, n° 1.3) que p(G) est
contenu dans un conjugué de GL2(OV) . Ainsi, pour tout s€G , les coefficients
du polyndme caractéristique de s appartiennent 3 l'intersection des OV . Mais
on sait que cette intersection est égale & l'ensemble des éléments de kp qui sont
entiers sur 2 (cf. par exemple Grothendieck, EGA II, p. 140, cor. 7.1.8) ; les

valeurs propres des p(s) sont donc bien entidres sur 2 .

Exercice

Soient A un sous-groupe d'un groupe H , et soit 6 : A - H un homomorphisme
injectif de A dans H ; soit " 1e groupe déduit de (4,H,0) par la construc-
tion (HNN) , cf. n°81.4 et 5.1. Montrer que tout sous-groupe de H qui possdde
la propriété (FA) est contenu dans un conjugué de H .

6.3. Exemples

6.3.1. Un groupe de_torsion de type fini a la propriété (FA) .

Vu le th. 15, il suffit de vérifier qu'un tel groupe ne peut pas &tre un amalgame

1 i 1 - - ' -

G1 *) G2 . Or c'est clair, car si l'on prend sy GG,] A et 82€G2 A, 1'61é
ment 8,8, est cycliquement réduit (au sens du n° 1.3), donc d'ordre infini d'a-

prés la prop. 2.

6.3.2. Si G a la propriété (FA) , il en est de méme de tout guotient de G .

C'est clair.
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6.3.3. Soit H un sous-groupe distingué de G . Si H et G/H ont la propriété
(FA) , il en est de méme de G.
En effet, si G opere sur un arbre X , le groupe G/H opére sur l'arbre XH ”

donc a un point fixe.

6.3.4. Soit G' un sous-groupe d'indice fini de G . Si G opdre sur un arbre
X etsi X £¢ , alors X0 £ 4.

En effet, soit H wun sous-groupe distingué d'indice fini de G contenu dans G'
(par exemple 1'intersection des conjugués de G' ). On a K £@ , et G/H opdre
sur 1'arbre Xo ; comme G/H est fini, il a un point fixe ; d'oh XU £ §.

En particulier, si G' a la propriété (FA) , il en est de méme de G.

6.3.5. Par contre, il ne faudrait pas croire que, si G a la propriété (FA), il
en est de méme de ses sous-groupes d'indice fini. Voici un contre-exemple (on en
verra d'autres au n° 6.5, exerc. 3 et 4) : prenons pour G le groupe de Schwarz

défini par deux générateurs a et b , 1liés par les relations

R (ab)c= 1,
ou A,B,C sont des entiers = 2 . Le groupe G a la propriété (FA) . En effet,
si G opére sur un arbre, les éléments a,b et ab ont chacun un point fixe
(puisqu'ils sont d'ordre fini, cf. 4.3, prop. 19), et le cor. 1 & la prop. 26 du
n°® 6,5 ci-aprds montre qu'il existe un point fixe commun & a et b , donc fixe
par G , D'autre part, si A4,B,C sont tels que %+ % + % =1 , il est bien
connu que G contient un sous-groupe H d'indice fini isomorphe au groupe fonda-

mental d'une surface orientable compacte de genre = 1 ; un tel sous-groupe H a

un quotient isomorphe & 3 , et ne satisfait donc pas & (FA) .

6.3.6. On trouvera au n°® 6.6 d'autres exemples de groupes ayant la propriété (FA) .

6.4. Points fixes d'un automorphisme d'un arbre

Géodésique joigmnant deux sous-arbres

Si P et Q sont deux sommets d'un arbre, on note P-Q la géodésique joignant
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P a2 q (n° 2.2, prop. 8).

LEMME 9 - Soi-=nt ‘1‘1 et T2 deux sous-arbres disjoints d'un arbre X , et soit
n la distance de T, & T, (i.e. la borne inférieure des £(P,Q) , pour

P€som T, et Q€ som T2) .

(a) Il existe un couple (P1,P2) et un seul dans som T, x som T, tel gue
L(P1,P2) =n .

(v) On a J&(Q1,Q2) = L(Q1,P1) +n + L(PZ,QZ) 5i Q€som T, et Q,€som T, .

(c) Tout sous-arbre de X rencontrant 3 la fois T, et T, contient la géo-

désique P,] - P2 .
(On dit que P‘I - P2 est la géodésique joignant 'I'1 A T2 .)

Soient P1 € som T1

de P, - P, distinct des extrémités n'appartient & T

et P,€som T, tels que Z(P,],Pz) =n . Aucun des sommets
1 , ni 3 T2 . Il en ré-
sulte que, si Q,1 € som T,] ’ Q,zé som T2 s le chemin obtenu en juxtaposant les géo-
désiques Q,1 - P1 , P1 - P2 , et P2 - Q,2 est sans aller-retour. On a donc
E(Q1,Q2) = I,(Q,],P,I) +n + }L(PZ,QZ) , ce qui démontre (b) ; les assertions (a)

et (c) en résultent aussitdt.

Automorphismes ayant des points fixes

Soit s wun automorphisme (sans inversion) d'un arbre X . On dit que & a un
point fixe si le sous-graphe X® de X formé des points fixes par s est non

vide, auquel cas c'est un arbre (6.1).

PROPOSITION 23 - Supposons que 8 ait un point fixe. Soit P€som X , soit n

la distance de P 32 x® , et soit P - P' 1la géodésique joignant P 3 x° .

Alors la géodésique P - sP s'obtient en juxtaposant les géodésiques P - P!

et P' - sP=1s(P' - P) .
C'est clair si n=0 car alors P=P' =8P . Si n=1 , notons y 1l'aréte

de P - P' Qd'origine P' . Ona sy #y , sinon l'extrémité de y appartiendrait
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8

a X « I1 en résulte que le chemin obtenu en juxtaposant P - P' et

s(P' - P) = P! - &P

est sans aller-retour ; c'est donc bien la géodésique joignant P & sP .

R

[o]
[¢]

COROLLATIRE 1 - On a 4(P,sP) = 2n .

COROLLAIRE 2 - Le milieu de la géodésique P - sP est fixe par s .
En effet, ce milieu n'est autre que P' , qui appartient & x5 .

COROLLAIRE 3 - Supposons n= 1 . Soit P, (resp. P2) le sommet de P - sP 3

distance 1 de P (resp. sP) . On a sP, =P, .

Cela résulte du fait que s +transforme P - P' en sP - P' .,

£(o(y)s0(y*)) » b= 2(t(x),t(y')) .

Ona b-a=0,2 ou -2 . Disonsque y et y' sont :

Soient y et y' deux ar8tes., Posons a

cohérentes si b = a O O [ Vo)
incohérentes convergentes si b =a - 2 Ottammnde-O O«6 o
incohérentes divergentes si b =a + 2 O O- O e O &

(Autrement dit, ¥y et y' sont cohérentes si et seulement si elles sont orientées
de la méme fagon sur l'unique géodésique qui les contient.)

Avec cette terminologie, le cor. 3 équivaut 3 :

COROLLATRE 4 - Si y€ar X n'est pas fixe par s , alors y et sy sont incohé-

rentes.
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Automorphismes sans points fixes

Convenons d'appeler droit chemin une chaine doublement infinie :

ese —O -0 (o] o O— eee

PROPOSITION 24 (Tits) - Supposons l'automorphisme s sans point fixe. Posons :

m=  Inf 4(P,sP) et T = {PE€somX | £(P,8P) = m} ,
P€ som X

Alors :

i) T est l'ensemble des sommets d'un droit chemin de X ,

ii) s induit sur T une translation d'amplitude m ,
iii) Tout sous-arbre de X sgtable par s et s~1 contient T.

iv) 8i un sommet Q de X est & distance 4 de T , on a

2(Q,8Q) =m + 24 ,

Qo 0 8Q
8,
ees -0 o o o O— ses m=4, a=1)
P! sP!

Démonstration
Soit PET , et soient Po =P, P1,..., Pm = 8P les sommets de la géodésique

c=P- 8P ., Les géodémsiques c¢ et sc définissent un chemin sans aller-retour

joignant P 3 szP « En effet, sinon, on aurait Il?m_1 = sP1 3 or ceci est impos-

sible si m = 1 puisque s opere sans inversion, et c'est impossible si m= 2
puisque la distance ,e.(P,] , sP1) serait alors m-2 < m . On en déduit aussitdt,

par itération, que les géodésiques g% (n€ 2) forment un droit chemin

s~ 1p P sP %P

(TP) ees =0 o———0° 0=  eee

stable par 8 , et que s est une translation d'amplitude m sur 'I'P « 5i Q

est un sonmet de X A distance 4 de T , et 8i P' est le sommet de T le

P P
plus proche de Q (cf. lemme 9), le chemin formé des géodésiques Q - P', P' - sP!

et. sP' - sQ est sans aller-retour. On a donc £(Q,8Q) = d+m+ d=m + 24 . En
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particulier, on ne peut avoir 2(Q,8Q) =m que si d =0 ; d'ou le fait que
T=1T, , cequi démontre i) , i1) et iv) . D'autre part, si un sous-arbre
X' de X est stable par set s_,]et si l'on choisit Q dans X' , la géodésique

Q - 8Q est contenue dans X' ; il en est donc de méme, avec les notations ci-des-

sus, de P' - sP' , donc aussi de T, , qui est réunion des (P! - 8P') .

COROLLAIRE - Soit y€ar X . Pour que y et sy soient cohérentes, il faut et il

suffit que y soit une ar8te du droit chemin T associé 3 s .

Cela résulte, par exemple, de iv) .

En combinant les prop. 23 et 24, on obtient :

PROPOSITION 25 - Soit s un automorphisme de l'arbre X . Les propriétés suivan-

tes sont équivalentes :

(a) s opére sans point fixe ;

(b) il existe une aréte y de X telle que vy et sy soient cohérentes et

distinctes ;

(¢) il existe un droit chemin de X stable par s , et sur lequel s induit
une translation d'amplitude non nulle.
Un automorphisme ayant ces propriétés est parfois dit hyperbolique (cette termi-

nologie provient du cas de SL2 , cf « chap. II, n°® 1.3).

Exercice

Les notations étant celles de la prop. 24, soit I' le groupe engendré par s .
Montrer que I' op2re librement sur X , et que le graphe quotient I\X contient
un circuit et un seul, & savoir I\T ; ce circuit est de longueur m . L'injec~
tion I\T - N\X est une équivalence d'homotopie.

6.5. Groupes ayant des points fixes (résultats auxiliaires)

PROPOSITION 26 - Soit G un groupe engendré par des éléments a; bj s et soit
4 (resp. B) le sous-groupe de G engendré par les ay (resp. les b,j) . On

suppose que G opdre sur un arbre X de telle sorte que XA;é g , = P , et
que, pour tout couple (i,j) , l'automorphisme aib,j ait un point fixe. Alors G
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a un point fixe (i.e. & £ @) .

On a XG = XA n X‘B . Supposons que les
o aQ
xA / i XB deux arbres XA et XB gsoient disjoints,
o
/ et soit P - Q la géodésique les joignant,
o”a P
/ i
& o

1 avec PE som X* , Q€ som B (cf. lemme

/P P, ) rQ 9). Soit P, le sommet de cette géodésique
2 distance 1 de P . On a P1¢X'A , et
il existe donc un indice i tel que aiZE’1 # P1 . Le chemin obtenmu en juxtaposant
les géodésiques Q - P et P - 2,Q= ai(P-Q) est donc sans aller-retour : c'est
la géodésique Q - aiQ s son milieu est P . Mais on a aiQ = aiij pour tout
J 3 comme aib,j a un point fixe, le cor. 2 & la prop. 23 montre que le milieu P
1

de Q'_aiij' est fixe par a,b, ., Ona donc a,b,P=P , i,e. b.P=a; P=P,

i i3] J i
ce qui montre que P est fixe par tous les bj , contrairement au fait que

PEL .

COROLLATRE 1 - Soient a, b et c¢ _trois automorphismes d'un arbre tels que

abc =1 .88 a, b, ¢ ont chacun un point fixe, ils ont un point fixe commun.

Cela résulte de la prop. 26 appliquée & a; =a , bj =b .

COROLLATRE 2 - On suppose G engendré par des éléments By seses8 5 ED nombre

fini, tels gque les 8y et les 8,8, aient des points fixes. Alors G &g un point

i3

fixe.
Cela se démontre par récurrence sur m , en appliquant la prop. 26 avec

et b, =8_.

a.,] =B1,.o., a 1 'm

m-1 = Sn-1

COROLLATIRE 3 - 8i G est de type fini, et si chacun de ses éléments a des points
fixes, il en est de méme de G .

Cela résulte du cor. 2.
Remarque - On peut aussi déduire le cor. 2 du cor. 1 : soit Xi le sous-arbre

de X fixé par s, ; le cor. 1 montre que X, N Xj # § pour tout couple (i,j),

et 1'on peut appliquer le lemme suivant :
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LEMME 10 - Soient X,I,...,Xm des sous-arbres d'un arbre X . 8i les X; se ren-

contrent deux 3 deux, leur intersection est non vide.

Démonstration : raisonnant par récurrence sur m , on peut supposer que

Y=X1 ﬂxzn -nonxm_1
est non vide. Si Y ne rencontre pas Xm , Boit P - Q 1la géodésique joignant
Y a Xm e Si ism-1 , l'arbre Xi rencontre & la fois Y et Xm , donc

contient P - Q d'aprds le lemme 9 c). On a donc P - QC Y , ce qui est absurde.

Cas_des groupes nilpotents
Rappelons qu'un groupe est dit nilpotent si 1l'un des termes de sa suite centrale

descendente est égal & {1} (cf. Bourbaki, A-I, § 6).

PROPOSITION 27 - Soit G un groupe nilpotent de type fini opérant sur un arbre X.
Deux cas seulement sont possibles (et s'excluent mutuellement) :

(2) G a2 un point fixe.
(b) Il existe un droit chemin T stable par G sur lequel G opdre par trans-
lations au moyen d'un homomorphisme non trivial G- 2 .

Supposons d'abord que l'on soit dans le cas (b) . Choisissons un élément s
de G dont l'action sur T soit une translation non triviale. D'aprgs la prop. 25,
s n'a pas de point fixe ; cela montre que (a) et (b) s'excluent. De plus, la
prop. 24 montre que T est unique : c'est l'intersection des sous-arbres de X
stables par s et s~!.

Ceci étant, choisissons une suite de composition

{1} =G cG@, c...cGc =G
[e] n

1
telle que les quotients successifs Gi/Gi-1 soient cycliques, et raisonnons par

récurrence sur n ., Le cas n = O est trivial. Supposons donc n=1 , et appli-
quons l'hypoth®se de récurrence au groupe H = Gn-1
résultat cherché résulte de la prop. 26, appliquée & l'action du groupe cyclique

« Si H a un point fixe, le
G/H sur 1l'arbre XH « Si H n'a pas de point fixe, le droit chemin T stable
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par H est stable par G (puisque H est distingué dans G) , et 1l'on ob-

tient ainsi un homomorphisme G - Aut(T) dont 1'image contient un groupe non tri-
vial de translations. Cette image est donc, soit le groupe diédral infini, soit le
groupe 2 (opérant par translations). Mais le premier cas est impossible, le groupe
diédral infini n'étant pas nilpotent. Il reste donc seulement le second cas, i.e.

le cas (b) .

COROLLAIRE 1 - Si G est engendré par des éléments qui ont des points fixes, alors
G a un point fixe.

Supposons que l'on soit dans le cas (b) , et que G soit engendré par une fa-
mille (si) . Puisque G - Z est non trivial, 1'un au moins des s; a une image
#0 dans 2 ; d'aprds la prop. 25, un tel élément 8; me peut pas avoir de point
fixe.

COROLLATRE 2 - Soit G' le groupe des commutateurs de G , et soit s un élément

de G tel gue stea pour un entier n= 1 ., Alors s a un point fixe.

C'est clair si G a un point fixe. Sinon, on est dans le cas (b) , et 1'hypo-
these faite sur s entraine que son image par l'homomorphisme G —» Z est nulle.

L'élément s laisse donc fixe le droit chemin T .

Remarque
On a un résultat analogue & la prop. 27 chaque fois que G admet une suite de

composition dont les quotients successifs sont cycliques, ou ont la propriété (Fa).

Exercices

1) Soit (Xi)ié 1 une famille finie de sous-arbres d'un arbre X . Soit N 1le
nerf de cette famille, i.e. le complexe simplicial dont l'ensemble de sommets est
I, une partie J de I étant un simplexe si et seulement si N X.#¢ . Mon-

. J
JjeJ
trer que N a le m@me type d'homotopie que la réunion des Xi . En déduire que
toute composante connexe de N est contractile. (Cela fournit une autre démons-

tration du lemme 10.)

2) (Tits) Soit G wun groupe opérant sur un arbre X . On suppose que tous les
éléments de G ont des points fixes, mais que G n'en a pas. Si P&€som X , soit
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SE€EG tel que sP # P, et soit P1 le sommet de la géodésique P - sP A distance
1 de P . Montrer que P1 ne dépend pas du choix de s . Soit f : som X - som X
ltapplication P~ P1 sona f os=s8o0f pour tout s€G . Montrer que, pour
tout P € som X , les fP (n= 1,2, ...) tendent vers un bout de X , qui est

indépendant de P , et fixe par G .

3) (Généralisation de 6.3.5) Soit W wun groupe de Coxeter, défini par une ma-
trice finie (mij) telle que m; 5 # o pour tout (i,j) , cf. Bourbaki, [36],
§ 1 5 soit wtole sous-groupe de W formé des éléments de longueur paire (}22.
cit., exerc. 9). Montrer que W et W' jouissent de la propriété (FA) (appli-
quer le cor. 2 & la prop. 26).

4) Soient G un groupe et N un sous-groupe distingué nilpotent de G . On sup-
pose qu'il n'existe aucun sous-groupe N' de N , qui soit distingué dans G , et
tel que N/N' soit isomorphe & 2 . Montrer que, si G opdre sur un arbre X ,
alors N a un point fixe dans X (utiliser la prop. 27). En déduire que, si G/N
a la propriété (FA) , il en est de méme de G .

(Exemple : on prend N = 22 , et on prend pour G 1le produit semi-direct d'un
groupe cyclique C d'ordre 3 , 4 ou 6 par N, ltaction de C sur N étant
non triviale. Comme G/N = C est fini, on en déduit que G possdde la propriété

(FA) , alors que N , qui est d'indice fini dans G , ne la poss2de pas.)

5) Soit w = (1 + +/~3)/2 une racine primitive 6-2me de l'unité, et soit
G = SL2(Z[w]) . On pose
11 w 0 0 - -1
x=(0 1) ’ y = (O UJ') ’ W o= (1 O) avec w' = w .

* K
a) Montrer que x et y engendrent le sous-groupe de Borel B = (O %) de G,

et que x,y,w engendrent G .

b) Montrer que B a la propriété (FA) (utiliser 1l'exercice précédent), et que

xw et yw sont d'ordre fini.
c¢) En déduire, au moyen de la prop. 26, que G a la propriété (FA) .

d) M8mes questions pour le groupe GLZ(Z[i]) .

6.6. Le cas de SLB(Z)

THEOREME 16 - Le groupe SLB(Z) a la propriété (FA) .

Vu le th. 15, cela entraine :

COROLLATRE - Le groupe SL3(Z) n'est pas un amalgame.
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Démonstration du th. 16

Ssi i, je€ {1,2,3] , convenons de noter eij la matrice élémentaire dont tous les

coefficients sont nuls, sauf celui de la i-2me ligne et j-2me colonne qui est égal

34 1 . On sait que SL3(Z) est engendré par les 1 +e.,. , avec i #£ j . I1 est

ij

commode d'indexer de fagon circulaire ces six matrices :

1 + €40

1 + e32 \\\5// 1 + e13
N
1+ e | 1+ eys3

31

1T + e21

(cela correspond au fait que les "racines" de SL forment un hexagone régulier).

3

On est ainsi conduit & poser :

z, = Zg = 1 + €ip 9 % = 1 + e13 y Zy = 1 + e23 ’ 23 =1+ €oq
z4 =1 + e31 , 25 =1+ e32 et 2;,6 = 23 DPpour tout i .
On a les propriétés suivantes :
(i) z; commute 3 251 et z; 4 »

(ii) le commutateur (Zi—1 , zi+1) est égal 2 221 ou z; suivant que i

est pair ou impair.
En particulier, SLB(Z) est engendré par {z1 , 23 N 25} . De plus, pour tout

i€ 2/62 , les éléments 1z, et z,

51 i1 engendrent un groupe nilpotent Bi , et

z4 appartient au groupe dérivé de Bi .

Supposons maintenant que SLB(Z) opdre sur un arbre. Le cor. 2 & la prop. 27,
appliqué au groupe Bi , montre que z; aun point fixe. Comme ceci est vrai pour
tout i€ 2/6Z , on voit que Bi est engendré par des éléments qui ont des points
fixes, donc a un point fixe d'aprds le cor., 1 & la prop. 27. En particulier,
Z;_4%5,q 2@ un point fixe. Le cor. 2 & la prop. 26, appliqué 2 {z1 » 23 s z5} ,
montre alors que SL3(Z) a un point fixe.

Remarque - Au lieu d'utiliser le cor. 2 & la prop. 26, on aurait pu appliquer le

lemme 10 aux trois arbres formés des points fixes de z1,z3,z5 : ces arbres se ren-
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contrent deux & deux, donc ont une intersection non vide.

Généralisations
1) Soit N un entier = 1 , et soit Gy le sous-groupe de SLB(Z) engendré
par z? . zg s zg . Le méme argument que celui utilisé ci-dessus montre que GN

possdde la propriété (FA) . Or :

a) tout sous-groupe d'indice fini de SLB(Z> contient un Gy (c'est immé-
diat) ;

b) Gy est d'indice fini dans SLB(Z) (cela a été démontré par Tits, C.R.

Acad. Sci. Paris, 283, 1976, p. 693-698).

Vu 6.3.4, cela entraine :

THEOREME 16" (Margulis-Tits) - Tout sous-groupe d'indice fini de SLB(Z) a la pro-

priété (Fa) .

2) Les théorgmes 16 et 16' s'étendent aux groupes G(4) , ol G est un groupe
"de Chevalley" simple de rang = 2 , et A est l'anneau des entiers (ou plus géné-
ralement des " S-entiers ") d'un corps de nombres algébriques (Tits, loc. cit.).

En particulier, les groupes
1 1 1
st (z[g]) » n= 3, Sp, (2[g]) » nz 2, ..., Eg(2[5]) ,
ont la propriété (FA) .

3) Pour SL, , la situation est différente. Il est clair que SLZ(Z} n'a pas la
propriété (FA) . Il en est de méme de SL2(A) , lorsque A est l'anneau des en-
tiers d'un corps quadratique imaginaire non isomorphe & Q(/=1) ou Q(-=3) , car
un tel groupe a un quotient isomorphe & 2Z (cf. [20], Théorzme 9, p. 519). Par
contre, si K est un corps de nombres algébriques qui n'est isomorphe, ni & Q ,
ni & un corps quadratique imaginaire, on peut montrer que tout sous-groupe arithmé-
tique de SL2(K) possd&de la propriété (FA) ; cela s'applique notamment aux grou-
pes SLZ(Z[Jﬁ]) et & leurs sous-groupes d'indice fini (D étant un entier = 1

sans facteur carré).
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4) Margulis a obtenu récemment des résultats généraux sur les sous-groupes dis-
crets des groupes semi-simples qui contiennent comme cas particuliers le th. 16' et

ses généralisations mentionnées ci-dessus.



CHAPITRE II

SL2

§ 1 - L'arbre de SL, sur un corps local

2

Notations

La lettre K désigne un corps muni d'une valuation discrdte v ; rappelons que

v est un homomorphisme de K*¥ sur Z , et que l'on a
v(x + y) = Inf(v(x), v(y)) pour x,y€K,

en convenant que v(0) = + o .
On note O 1'anneau de valuation de K , i.e. l'ensemble des x€K tels que
v(x) 2 0 . On fait choix d'un élément T tel que v(m) =1 , et 1'on note k 1le

*
corps résiduel Q/TLQ . Pour tout x€K , On a
%0 = 0x = ch(x)g = {(y&K | v(¥) = v(x)} .

En particulier, tous les idéaux de O sont bilatdres.

On note V wun K-espace vectoriel & droite de dimension 2.

1.1. L'arbre

Classes de réseaux

On appelle réseau de V tout sous-0-module de V qui est de type fini et engen-

dre le K-espace vectoriel V ; un tel module est libre de rang 2. Si x€ K* , et
si L est un réseau de V , Ix est aussi un réseau de V (utiliser le fait
que Ox = x(_)) . Ainsi, le groupe K" opére sur l'ensemble des réseaux ; on appelle
classe d'un réseau son orbile pour cette action ; deux réseaux appartenant & la

méme classe sont dits équivalents. L'ensemble des classes de réseaux est noté X.

Distance de deux classes

Soient L et L' deux réseaux de V , D'aprds la théorie des diviseurs élémen-
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taires, il existe une O-base {e_',ez] de L , et des entiers a,b tels que
{e_l'na N ez‘nb} soit une O-base de L' . De plus, l'ensemble {a,b} ne dépend que
de L et L' . Ona L'cL s8i et seulement s8i a et b sont = 0O , auquel
cas L/L' est isomorphe & (0/7%0) ® (g/nbg) .

Remplacer L,L' par Ix, L'y (avec x,yEK*) a pour effet de remplacer ({a,b}
par {atc , b+c} ou c = v(y/x) . L'entier |a - b] ne aépend donc que des
classes A et A' de L et L' ; on le note d(A,A') ; c'est la distance de
A et A .

Si 1L est donné, pour chaque classe A'€X il existe un représentant L' de A!

et un seul qui satisfait aux conditions équivalentes suivantes :

(i) 'S L et L' est maximal (dans A') pour cette propriété ;
(ii) L' L et L'¢ Lm;
(iii) L' © L et L/L' est monogene.

Pour un tel L' , on a

/' = o/m%0 , ob n=a(A,Ar) .,

En particulier

o

A(A,A') = 0 A =A";

a(A,AY) 1 e il existe des représentants L' c L de A' et A tels que

L/L' 2k (di.e. 2(L/L') =1 , 4 désignant la longueur).

L'arbre de V
Deux éléments A,A' de X sont dits liés si d(A,A') =1 . On définit ainsi

sur X wune structure de graphe combinatoire (que 1'on note encore X) .

TEE’)ORE‘ME 1 - Le graphe X est un arbre.

Montrons d'abord que X est comnexe. Si A et A' sont des sommets de X,
choisissons des réseaux L et L' représentant A et A' aveec L' c L ., Une
suite de Jordan-HSlder de L/L' définit, par image réciproque, une suite de ré-

seaux
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telle que L(Li_.l/Li) =1 pour 1 =i=n . Les classes Ao”"’An de ces ré-
seaux définissent un chemin dans X d'extrémités A et A' . D'ou le fait que
X est connexe.

Pour prouver que X est un arbre, il suffit maintenant de montrer que, si
Ajsbyseeeshy (n= 1) est la suite des sommets d'un chemin sans aller-retour
dans X , on a Ao # An . BEn fait, on va montrer (par récurrence sur n) que

d(Ao ,An) =n.

D'apres ce qui a été dit plus haut, on peut trouver des représentants L; des

= / = '
A; tels que L; <L, et z(Li/Li+1) =1 . O0na g(I, Ln) =n et 1'on veut
prouver que Ln(¢ L7 . Vu l'hypoth2se de

récurrence, on a L . o L, . Les réseaux

L
n-2 Ln et Ln_zn sont les images réciproques
de deux droites du k-plan Ln-1/Ln-1ﬁ .
1 Ces droites sont distinctes : sinon,
n-1
An—2’An—1’An correspondrait & un aller-
Ln Ln_zn retour du chemin donné. On a donc
Ln-1 = Ln + Ln_zﬂ
L T d'ol
n-1
L

et = Ip (mod Lon)

et 1'on en déduit bien I ¢ L, , cafd.

Remarques

1) La démonstration montre en outre que d(A,A') coiIncide avec la distance des
sommets A et A' de l'arbre X (au sens du chap. I, n° 2.2).

2) Une construction voisine de celle faite ci-dessus a été utilisée (en dimension
quelconque) par H. Behr ; cf. J. Crelle, 211, 1962, p. 123-135.

3) L'arbre X est un cas particulier des immeubles de Bruhat-Tits (ef. 1.7,

ainsi que [387], n° 10.2).
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Complétion

Soit K le complété de K par rapport 2 v ; son anmeau de valuation est

0 = 1lim Q/nng . Posons V=71 ®; K . Si 1'on associe & tout réseau L de V le

0
V sur 1l'ensemble des réseaux de ¥ 3 cette bijection induit un isomorphisme de

réseau i =L Q® Q de ¥ , on obtient une bijection de 1l'ensemble des réseaux de

l'arbre de V sur celui de V (ce qui permet, si on le désire, de se ramener au

cas o K est complet).

Dessin (corps résiduel & 2 éléments) :

(Les notations ¢ et o correspondent & la partition des sommets en deux classes
telles que deux sommets de la méme classe soient & une distance paire 1l'un de

1'autre.)

Droites projectives

Soit Lo un réseau de V , et soit AOGX sa classe. Tout sommet A de X
est représenté par un unique réseau L C Lo tel que Lo/L z (_)/‘nng , ou

n = d(Ao,A) . Le C_)/nng-module LO/LO‘IIn est libre de rang 2 , et L/Lo'ﬂ:n en
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est un facteur direct de rang 1 . On voit ainsi que les sommets de X 3 distance

n de Aj correspondent bijectivement aux facteurs directs de rang 1 de
]:.O/Lo‘nn , c'est-a-dire aux points de la droite projective P(Lo/Lonn) = P, ((_)/Trn(_)_).
Pour n=1 , cela signifie que les ar&tes d'origine Ao correspondent bijec-

tivement aux points de P(Lo/Lon) < P1(k) ;3 si q = Card(k) , le nombre de ces
arétes est q + 1 .
Appelons bout de X tout chemin infini sans aller-retour d'origine Ao . Ce

qui précdde montre que les bouts de X correspondent aux points de
. n & ~ ~
Llim P(Lo/Lon ) = B(L,) = P (0) 5
on notera d'ailleurs que P(io) s'identifie canoniquement 2 P(ﬁ) , ensemble des
droites de ¥ . (En particulier, 1l'ensemble des bouts de X 'ne dépend pas" de
1'origine A° choisie, cf. chap. I, n° 2.2.) De fagon plus explicite, si D est
une droite de V , on lui associe le bout défini par la suite de réseaux
Ln=LOTLn+(L°ﬂD) ;
inversement, D est l'unique droite contenant l'intersection des L .

Droits chemins

On appelle droit chemin tout chemin isomorphe 2 :

-2 -1 (o] 1

2
cee e O. O o] -O— cee

A un droit chemin de X est associée la paire de bouts formée des chemins
(0y1,2,00.) et (0y-1,-2,4..) . On vérifie sans peine que l'on obtient ainsi des

bijections :

droits chemins o paires de o décomposition de ¥ en
de l'arbre X bouts distincts somme directe de deux
droites

Exercices

1) Montrer que X ne dépend que de Card(k) , & isomorphisme pres.

2) On suppose Card(k) fini. On munit le groupe G = Aut(X) de la topologie
de la convergence simple.

a) Montrer que G est un groupe topologique localement compact.
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b) Soit GA le stabilisateur d'un sommet A de X . Montrer que GA est un

sous~-groupe ouvert profini de G

c) Soit Gt 1le sous-groupe d'indice 2 de G formé des automorphismes s
tels que d(A,sh) = O (mod 2) pour tout A€X (ou pour un A€X , cela revient

+

au méme). Montrer que tout sous-groupe compact de G est contenu dans un G

A ’
et que les Gj\ sont les sous-groupes compacts maximaux de at .

(Signalons le résultat suivant, 4 & Tits : le groupe G' est un groupe simple.)

3) (Opérateurs de Hecke) On suppose que q = Card(k) est fini.

a) Montrer que le nombre des sommets de X 2 distance n= 1 d'un sommet
n-1(q +1).
b) On désigne par ®p 1la correspondance(*)qui associe & un sommet A€X la

donné est q

somme formelle des sommets A' de X tels que d(A,A') =n . On pose

T =@. = id.

o o
T =9
n = Ogi?sfn/Z T Bl Tn—2 °
Montrer que 1l'on a
®; @, = 8, + (a+1)e,
®1 8, = @pyq 184 (n=z2)

et

T, =T 4 +aT (nz=1) .

n n-1

En déduire que les Tn et les @y sont des polyndmes par rapport 2 T1 . Démon-

trer 1l'identité

ol x est une indéterminée.

4) (Généralisation en dimension n = 2) Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie n , et soit X 1'espace des réseaux de E (2 homothétie pr2s).
Une partie finie g de X est dite un simplexe si 1l'on peut trouver des réseaux

Lo’“"Li représentant les éléments de g tels que Lo e P Lo’n .

1

(*) Une correspondance T sur un ensemble X est un endomorphisme du Z-module
libre de base X ; pour définir T , il suffit de se donner sa valeur pour les
éléments P de X :

@) = B g @

les nPQ, étant des entiers presque tous muls (pour P fixé).
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a) Montrer que 1l'on définit ainsi une structure de complexe simplicial de di-

mension n-1 sur l'ensemble X , et que ce complexe est isomorphe & 1'immeuble
de Bruhat-Tits de SLn(K) , cf. [38], n° 10.2.
b) Soit w une valuation de E , i.e une application de E dans R U {+ =}
telle que
wx) =+ o x=0
w(x)) = wix) + v() si x€E , A€K,
w(x+y) = Inf(w(x),w(y)) si x,yE€EE.

Si a€R , soit EZ ={x| x€E, w(x) 2 a} ; c'est un réseau de E.

Pour tout réseau L de E , l'ensemble des a€R tels que E: L est un in-

tervalle semi-ouvert I}j (éventuellement vide) ; sa longueur iX ne dépend que
de 1l'image A de L dans X . Montrer que l'ensemble des A tels que iX £0

est un simplexe de X ; soit IF'W le point de la réalisation géométrique real(X)
de X dont les coordonnées barycentriques sont les iX' . Montrer que tout point
de real(X) peut &tre obtenu de cette fagon, et que l'on a P,= P, siet seu-
lement si w' - w est constante. (On obtient ainsi une interprétation des points

de real(X) , qui est celle de Goldman-Iwahori, cf. [38%, p. 238-239.)

1.2, Les groupes GL(V) et SL(V)

On note GL(V) 1le groupe Aut(V) des K-automorphismes de V ; il est isomor-
phe & GL2(K) ; son centre est C¥ , ol C désigne le centre du corps K .
On note SL(V) 1le sous-groupe de GL(V) défini par l'une des propriétés équi-
valentes suivantes (cf. par exemple E. Artin, Geometric Algebra, chap. IV) :
i) C'est le sous-groupe de GL(V) engendré par les éléments unipotents.
ii) C'est le groupe des commutateurs (GL(V),GL(V)) de GL(V) .
iii) C'est le noyau du déterminant de Dieudonné
det : GL(V) - K*/(x*,x*) .
(Rappelons que, si 8s€GL(V) est représenté par la matrice inversible (2’ g) ,

on a
(ad - aca™ b (si a #£ 0)
det(s) = ﬁ

L - cb (si a=0)

cf. Artin, loc. cit.)
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Remarque. Supposons que K soit fini sur son centre C . Pour tout n= 1,
1l'algdbre de matrices Mn(K) est une algebre de centre C ; la norme réduite
Nrd : Mn(K) - C est définie (Bourbaki, A-VIII) ; elle induit un homomorphisme
N GLn(K) - C* ., Par passage au quotient, N, définit un homomorphisme

N : K*/(K*,K*) o ¥
et 1'ona N =No det pour tout n . Le noyau SLr'l(K) de N_ contient SLn(K) ’
et 1'on peut se demander si SLA(K) est égal & SLn(K) , ou, ce qui revient au
méme, si l'homomorphisme N est injectif ("problime de Tannaka-Artin"). C'est vrai
lorsque C est localement compact (Nakayama-Matsushima, Proc. Imp. Acad. Tokyo,
1943) ; c'est faux en général (Platonov, Izv. Akad. Nauk, 1976),

Les groupes GL(V)* et GL(V)®
La valuation v : K¥ o Z est triviale sur (K*,K*) ; si s€GL(V) on peut
donc parler de v(det(s)) , et 1l'on obtient ainsi un homomorphisme surjectif
v(det) : GL(V) -» 2 .
On désignera par GL(V)® 1le noyau de cet homomorphisme, et par GL(V)T 1le noyau
du composé GL(V) - Z- 2/2Z . On a

SL(V) < GL(V)° c GL(V)t < aL(V) .

Caractérisation de v(det(s)) en termes de réseaux

Si L‘1 et L2 sont deux réseaux de V , on pose

X(Ly,Ly) = £(L,/Ly) - L(L2/L3) avec Ly C L, N Ly

il est immédiat que cet entier ne dépend que de L1 et L2 .

PROPOSITION 1 - Soit L un réseau de classe A , et soit s€GL(V) . On a

x(L,sL) = v(det(s)) .

Choisissons une base {e1,e2} de L et des entiers a,b tels que {e,]’na,ez‘nb}
soit une base de sL . La matrice de 8 est alors le produit de la matrice dia-

gonale s, de termes diagonaux na',nb et d'une matrice SZEGLZ(Q) . Les for-

1
mules données ci-dessus montrent que v(det(sz)) =0 et v(det(s,])) =a+tb . On

est donc ramené i vérifier que X(L,sL) =a +b , ce qui est immédiat.

COROLLAIRE - On a d(A,spn) = v(det(s)) (mod 2).

En effet, avec les notations ci-dessus, on a
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a(A,sh) = |a - b] = a + b = v(det(s)) (mod 2) .

Exercices
1) Démontrer directement que s+ X(L,sL) est un homomorphisme d de GL(V)

dans 2 . Déterminer d(s) lorsque s est défini par l'une des matrices
11 10 a0

par rapport & une O-base de L . En déduire une autre démonstration de la prop. 1

(utiliser le fait que GL2(K) est engendré par les matrices ci-dessus).

2) On suppose K localement compact. Interpréter x(L1,L2) et v(det(s)) en

termes d'une mesure de Haar sur V .

1.3. Action de GL(V) sur l'arbre de V ; stabilisateurs

Le groupe GL(V) op2re sur 1l'arbre X . De plus, le cor. i la prop. 1 montre
qu'un élément s€GL(V) appartient & GL(V)' si et seulement si s conserve
chacune des deux classes de sommets de X (deux sommets étant dans la méme classe
si et seulement si leur distance est paire). En particulier, GL(V)+ opdre sans
inversion sur X .

Par contre, GL(V) opdre avec inversion : si e;se, est une base de V , soient
L et L' 1les réseaux de bases (e1,e2) , (e1,e2n) , et soient A,A' les sommets
correspondants de X . L'élément s de matrice (?I 10) transforme L en L' et

L' en Ln ; il transforme donc l'aréte AA' en son inverse A'A .

Stabilisateurs des sommets

Soit G un sous-groupe de GL(V) , et soit L un réseau de classe A . Nous
noterons GL (resp. GA) le sous-groupe de G formé des éléments s tels que
sL = L (resp. sA =A) ; de méme, si AA' est une aréte de X , nous noterons
GAA' son stabilisateur dans G .
Par définition, GA est l'ensemble des s€G tels qu'il existe x€K* avec

sL = Ix .
LEMME 1 - Si G est contenu dans GL(V)® , on a Gy = G, .

En effet, supposons que l'on ait sL = ILx , comme ci-dessus. On vérifie tout
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de suite que x(L,I1x) = 2 v(x) . D'aprds la prop. 1, on a donc v(det(s))=2v(x),
d'ol v(x) = 0 si s appartient & GL(V)° ; cela signifie que x est un élément
inversible de O , donc que Ix =L , et 1l'on a bien sE€ GL .

(Ceci s'applique en particulier au groupe SL(V) .)

Sous-groupes bornés

Rappelons qu'un sous-groupe G de GL(V) est dit borné si c'est une partie bor-
née de l'espace vectoriel End(V) . Si l'on identifie GL(V) & GLZ(K) , cela

signifie qu'il existe un entier d tel que v(sij) = d pour tout s = (sij)é(}.

PROPOSITION 2 - Si G est un sous-groupe de GL(V)® , les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) G est borné (au sens ci-dessus).

(ii) Il existe A€X tel que l'crbite G.A soit bornée (au sens de la distance

sur 1l'arbre X ).

(iii) Il existe un réseau de V stable par G ,

(iv) G laisse fixe un sommet de X .

L'équivalence (iii) ¢ (iv) résulte du lemme 1 ci-dessus. L'équivalence
(ii) » (iv) a été démontrée au chap. I (n° 4.3, prop. 19). Les implications
(iii) » (i) = (ii) sont immédiates.
(Bien entendu, il est facile de démontrer directement 1'implication (i) = (iii) :

on choisit un résean Lo de V , et 1'on forme L= 2 sLo 3 en utilisant le
sS€G

fait que G est borné, on voit que c'est un réseau de V , et il est évidemment

stable par G .)

COROLLAIRE - Les sous-groupes bornés maximaux de G sont les stabilisateurs des

sommets de X .,

Stabilisateurs des arétes : sous-groupes d'Iwahori

Soit AA' une aréte de X , représentée par des réseaux L,L' avec L'cC L
et £(L/L') = 1 . Soit G un sous-groupe de GL(V)® . D'apr2s le lemme 1, le
stabilisateur GAA' est GL n GL' . C'est le sous-groupe de GL formé des
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éléments s dont 1l'image dans GL(L/Lm) = GLz(k) laisse stable la droite L'/L ;
on l'appelle le sous-groupe d'Iwahori de G relativement & AA' .

(Traduction matricielle : on prend L = e1Q® ezg s L' = e1g® e2ng et GAA’

b
d

* %
que du sous-groupe triangulaire ( o ) de GLz(k) .)

est formé des matrices (:’ ) telles que c =0 (mod m) . C'est 1l'image récipro-

Stabilisateurs des bouts : sous-groupes de Borel
Soit b wun bout de X , représenté par le chemin infini sans aller-retour
Ao’A1”“ On dit qu'un élément s€GL(V) 1laisse b invariant s'il existe un

entier d +tel que sl\i = A pour i assez grand (cf. chap. I, n° 2.2, exerc.l).

i+d
Si D.b désigne la droite de v qui correspond au bout b (n° 1.1), cela équivaut
4 8D =D . Le stabilisateur de b dans GL(V) est donc 1l'intersection de
GL(V) avec le sous-groupe de Borel de GL(¥) correspondant 2 D, .81 K est
complet il y a donc identité entre "stabilisateurs des bouts de X " et "sous-~
groupes de Borel.

(Traduction matricielle : si l'on choisit une base e4s€, telle que Db soit

engendré par e, sona sDb = D.b si et seulement si s est de la forme (g g),

et 1'entier 4 correspondant & s est v(6) - v(a) .)

Stabilisateurs des droits chemins : sous—groupes de Cartan

Soit

un droit chemin de X . On a vu au n® 1.1 que T correspond & une décomposition
de W?’ en somme directe de deux droites D1, D2 « I1 en résulte que le stabilisa-
teur Np = GL(fT)T de T dans GL(V) est l'ensemble des s qui transforment
{D1, D2} en {D,], D2} . Ce groupe contient comme sous-groupe d'indice 2 1le sous-
groupe "de Cartan" Hy = (g 2) formé des s tels que sD, =D, , sD,=D,.

On vérifie facilement que 1'application Ny - Mut(T) est surjective (le groupe
Aut(T) est le groupe diédral infini Dm) - Un élément s€N; appartient & Hy

si et seulement si son image dans Aut(T) est une translation (i.e. si s respecte
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l'orientation de T) . Lorsqu'on écrit un tel s sous forme matricielle g g),
on vérifie que 1l'amplitude de la translation est v(a) - v(d) , une fois T con-
venablement orienté (lorsque cette amplitude est non nulle, s définit donc un

automorphisme hyperbolique de X , au sens du chap. I, n° 6.4 et T est le droit

chenin correspondant).

Exercices

1) Soit ¢ 1'homomorphisme canonique GL(V) - Aut(X) .
a) Montrer que ¢ n'est pas surjectif.
b) Montrer que le noyau de ¢ est le centre C*¥ de GL(V) .

2) On suppose K commutatif, et 1'on identifie PGL(V) = GL(VYX* au groupe
des K-automorphismes de l'algebre simple A = EndK(V) « Soit S une partie de
PGL(V) . Démontrer 1l'équivalence des propriétés suivantes :

a) S est bornée dans l'espace vectoriel EndK(A) .
b) I1 existe un sommet A de X tel que S.A soit une partie bornée de X
(au sens du chap. I, n° 2.2).
Si S est un sous-groupe de PGL(V) , ces propriétés équivalent 2 :

c) I1 existe un sommet ou une ar8te géométrique de X qui est stable par S .

1.4. Amalgames
Notations

L et L' sont deux réseaux de V , avec L' C L et z(L/L') =1 ; on note
A et A' leurs classes ; ce sont des sommets liés de l'arbre X .

G désigne un sous-groupe de GL(V)+ 3 on note GL N GL' T * Gy 0 Gh' ,
GAA' le stabilisateur dans G de L , de L' , du couple (L,L') , de A, de

y G

A' , et du couple (A,A') . Si G est contenu dans GL(V)® , on a

G, =G, , Gy, =G, et

e = Gp Gppr = G

LL' ?

cf. n® 1.3, lemme 1.

THEOREME 2 - Faisons 1'hypothdse suivante :

(D) - L'adhérence de G dans GL(V) contient SL(V) .

Le segment A o——o0 A' est alors un domaine fondamental pour l'action de G sur

l'arbre X (au sens du chap. I, n° 4.1).
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Démonstration

a) Action sur les sommets

Soit X' (resp. X") 1l'ensemble des sommets de X qui sont & distance paire de
A (resp. de A') . La partition (X', X~) est invariante par G , et il nous
faut montrer que, pour tout A, €xt (zesp. Ay €X") , il existe g€G tel que
&\ = Ay (resp. a\' = A,]) . Supposons que l'on ait A1€X+ (le cas de X est
analogue), et soit 2n 1la distance de Ay 4 A . En utilisant le théor2me des
diviseurs élémentaires, on voit qu'il existe un représentant L1 de A.] et une

-n
base {e,], ez} de L tels que L1 ait pour base {e1‘n:n, e,T } . Soit s 1l'au-
o—
T

et sL =L, ; comme l'adhérence de G contient sL(V) , et que GL2(Q) est

ouvert dans GLZ(K) , il existe un élément g€ G tel que

n
tomorphisme de V de matrice (g n) par rapport 2 {e1, e2} . Ona s€SL(V)

g =8 , avec u€ Aut(L) = GLZ(Q) .
On a alors gL = sL =1, , d'ol eh =4ny .

b) Action sur les ardtes

Vu ce qui précdde, il suffit de prouver que GL agit transitivement sur 1'ensem-

ble des arétes d'origine A , ou, ce qui revient au méme, sur 1l'ensemble PL des
sous-réseaux L1 de L tels que ,e,(L/L_l) = 1 . Prenons une base {e,l, e2} de
L ; les réseaux L1 en question se déduisent de 1l'un d'entre eux Lo par les

automorphismes de matrices :

1 a 0 -
x=(o1), w=(1 O)’ avec a€Q.

Soit U 1le sous-groupe de GL2(9) formé des matrices congrues & 1 (mod 7) ;
c'est un sous-groupe ouvert. Vu 1l'hypothdse (D) , il existe donc ga,h € G tels
que

g =x1u , avec uaGU,et h=wu , avec u€vU,
On a gaL= hL =L et gaLo = xa'L0 s hL =wLO ;5 cela montre bien que GL

opere transitivement sur PL .

(Variante : utiliser la densité de G pour prouver que l'image de 1'homomorphis-
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me Gy - Aut(L/Lm) - PGLz(k) contient PSLz(k) ; remarquer ensuite que PSLZ(k)

opdre transitivement sur la droite projective P, (x) .)

’ ~
THEOREME 3 - Si l'hypoth®se (D) est vérifiée, le groupe G est somme des sous-

groupes GA et GA' amalgamés suivant leur intersection GAA' .

(On écrit plus bridvement : G = G, * G, .)
Gpr A

Cela résulte du théordme ci-dessus et du th. 6 du chap. I, n°® 4.1.

COROLLAIRE 1 (Ihara) - On a SL2(K) = SL2((_)) * SLZ(Q) , O T est le sous-grou-
T

pe de SLZ(Q) formé des matrices (2’ };) telles que c = 0 (mod m) .

On applique le th. 3 &4 G = SL(V) compte tenu de ce que G, = G, , Gy =G

A L L

. o . s
et Gy, = G, puisque GC< GL(V) ; on identifie G, et G, a SL2(Q) .
[Précisons les deux injections de I' dans SLZ(Q) suivant lesquelles se fait

1'amalgame :

CDe G et G D Gy iy -]

Exemples
1) Le groupe SLZ(Qp) est un amalgame de deux copies de SLZ(Zp) .

2) Plus généralement, soit A un sous-anneau dense de K . Le groupe G = SL2(A)

est dense dans SL2(K) ;s en effet, son adhérence contient les sous-groupes addi-
. 1 % 10
tifs (O 1) et (4 1) et 1l'on sait que ceux-ci engendrent SL2(K) . On peut donc

appliquer les ths. 2 et 3 au groupe G ,

COROLLAIRE 2 - Si p est un nombre premier, on a

SL2(Z[%]) - sL,(2) * SL,(2)

)
ou %(p) est le sous-groupe de SLZ(Z) formé des matrices (2‘ 3) telles que
c=0 (mod p) .

C'est le cas particulier K =Q , v = valuation p-adique, A = Z[%] et

ANQ=13.
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Autres exemples

a) On peut généraliser le cor. 2 : si n est un entier premier % p , le grou-
pe SL2(Z[%B]) est somme de deux copies de SLZ(Z[%]) amalgamées suivant le sous-
groupe des (z 3) avec c =0 (mod p) . On a ainsi un procédé de "dévissage"

. 1 .
permettant d'exprimer les groupes SLZ(Z[p pk]) comme amalgames de certains
1eee

sous-groupes de congruence de SL2(Z) .

b) La méme méthode s'applique aux groupes de "S-unités" des groupes SL, sur

les corps de nombres ou de fonctions : on les ram@ne aux groupes d' "unités" usuels.

¢) Ihara a étudié les sous-groupes discrets G de SL2(R) X SLZ(Qp) dont la
projection sur chaque facteur est dense (et injective). Le th. 3 s'applique & un

tel groupe G : ona G =G % G.

.« De plus G. G
L G, L pLus,

1 » G et Gy, sont des
sous-groupes discrets de SL2(R) ; ils sont & quotient compact (resp. & quotient

de volume fini) si et seulement si il en est de méme de G dans SLZ(E) X SLZ(Qp) .
Présentation de SL2(Z[%]) et SL2(Z[-13-])

Soit G = G,] *a G2 un amalgame. Soit <« 81y § :r.‘1B = 1> une présentation de
G1 au moyen d'une famille génératrice {g.]d] et d'une famille de relateurs

{r.m} ;5 soit de méme <« ng P T = 1 > une présentation de G2 . Soit {ae}

8
une famille génératrice de A ; pour chaque e , soit a, = m1e((g1a)) une ex-
pression de as€G1 en termes des 81 .(m,]e étant un élément du groupe libre
associé A la famille g1a) ; soit de méme a_ = mze((ng)) une expression de

aeEG2 en termes des 8y o+ I1 est alors immédiat que

< 8g v By F Tqg =T =1 my =1y >
est une présentation de G = G1 *p G2 .
Nous allons appliquer cette méthode au groupe G = SL2(Z[;-)]) , en prenant pour
G, 1le groupe SL2(Z) , pour A le groupe Fo(p) » et pour G, le groupe des

I~ b

ab
po  a ) , avec (c d) € SL2(Z) , groupe qui est isomorphe 2 SLZ(Z) .

I1 est bien connu que SL2(Z) a pour présentation
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<smysto1, ()3 =8%5 avee 5=(% D, =) -

Le groupe G2 a donc pour présentation

4 3 2
S T 3 8'=1 S T =8
<p’ P’ b ’ (PP) P>

_(o0pt )
avec Sp—(_ o ) et TP_(p1).

I1 reste & expliciter une famille génératrice pour l"o(p) s, ainsi que les
My s My correspondants. Nous nous bornerons aux cas p =2 et p=3 , qui

sont particulidrement simples : le groupe I 0(p) est alors engendré par les trois

éléments Y = ([ 1), = (5D et T, = (; 9 [cela peut se vérifier de di-

verses fagons, par exemple en examinant les domaines fondamentaux correspondants
dans le demi-plan de Poincaré ; par contre, pour p=5 , I‘o(p) n'est pas en-
gendré par Y , 32 et Tp : le nombre minimum d'éléments d'une famille génératrice
de ro(p)/{t1} est 2k + 3 , o k est la partie entidre de (p-1)/12].

On a évidemment :

y'osestosaPst , 0 0P, g2os2.
PP D P J

On voit ainsi que, pour p = 2,3 , SL2(Z[11)]) admet la présentation suivante :

2
<sS, T, 8 sto1, &%= si = (s7)° = (SPTP)3 , st~ = SPTP s;1 > .

P

Si 1'on pose UP S_‘ISP = (g g—l) , cela donne la présentation :

b 2 2 3 3 . D
<8 T, U ;8 =1,58 = (SUP) = (s7)° = (SUPTP) , U IO = ™ o,

due & Behr-Mennicke (Can. J. Math., 20, 1968, p. 1432-1438).

Exercices

1) Montrer que GL(V) opdre transitivement sur l'ensemble des sommets et des
ardtes de X , et contient une inversion. En déduire une décomposition de GL(V)
comme somme amalgamée (cf. chap. I, n°® 4.1, exerc.).

2) On définit des correspondances T;'; et T; (n= 0) sur X en posant (cf.
n° 1.1, exerc. 3) :
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ttp_T7P , TP=0 i PEX'
n n

otp = 0 , TP=T7P si PEX .
Montrer que les T:'l et les T; commutent entre eux, et commutent aux éléments
de GL(V)+ . Réciproquement, montrer que toute correspondance sur X qui commute

avec un groupe G vérifiant 1'hypoth2se (D) est combinaison linéaire des T;
et des T_ .

3) Expliciter une présentation de SL2(Z[%]) au moyen de la famille génératrice
{s, T, Uy , Us} |

1.5. Un_théordme de IThara

THEOREME 4 - Soit I' un sous-groupe de GL(V)° ne contenant aucun sous-groupe

borné # {1} . Alors I' est un groupe libre.
D'aprds la prop. 2 du n°® 1.3, l'hypothese faite sur I' équivant & dire que T

opere librement sur l'arbre X ; c'est donc un groupe libre, cf. chap. I, n° 3.3,
th. 4. (Variante : utiliser la décomposition de GL(V)°® comme somme amalgamée,

combinée avec la prop. 18 du chap. I, n® 4.3.)

Remarque. On trouvera dans Thara [16] un énoncé un peu plus général ; on peut

également le démontrer au moyen des arbres, cf. exerc. 2.

Le cas localement compact

On suppose K localement compact, ce qui équivaut & dire que K est complet,
et que son corps résiduel k est fini., On pose q = Card(k) . On se borne, pour
simplifier, aux sous-groupes du groupe G = SL2(K) « On munit G de l'unique me-
sure de Haar L telle que

wMGy) =a -1,
o G = SL2(Q) est le stabilisateur du réseau L = 0® Q (noter que Gy, est un
sous-groupe ouvert compact de G) .
THf:ORﬁME 5 = Soit T un sous-groupe discret sans torsion de G .
a) I' est un groupe libre.
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b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

b1) w(G/r) est fini.
b2) G/I est compact.
b3) Le graphe IN\X est fini.

c) Si les conditions b) sont satisfaites, I' est de type fini et son rang

T est donné par la formule

p o

- 1= uEr) .

Puisque K est localement compact, "borné" équivaut & "relativement compact".
Si H est un sous-groupe borné de I' , H est donc relativement compact ; comme
I' est discret, cela entraine que H est compact et discret, i.e. fini, et comme

I' est sans torsion, ona H = {1} . D'autre part, si V = K2 , On a
SL,(K) = SL(V) < 6L(V)° .

On peut donc appliquer le th. 4, et 1'on voit que I’ est libre, ce qui Aémontre
1l'assertion a) .

Soit L' 1le réseau 0® Om , soit GL' son stabilisateur dans G et soit

Giry =G NG, , de sorte que G = G, * G. . Comme G est d'indice
LL L L L GLL' L LL*
q+1 dans Gy et Gy, , ona
=1
H(GLL') = %ﬁ et l“"(GLl) =q-1 = P’(GL) D

Soit S (resp. S' , S") un ensemble de représentants des doubles classes

F\G/GL (resp. F\G/GL, , I'\G/GLL,) . On voit tout de suite que G/I' est compact
si et seulement si S (resp. S' , S") est fini ; comme 1l'ensemble des sommets
(resp. des ardtes géométriques) de I\X est en correspondance bijective avec
S] | s' (resp. avec S") , on en déduit l'équivalence de b2) et b3) . D'au-

tre part, TI\G est réunion disjointe des orbites sGp (s€8) ae Gy,

est sans torsion, on a BG—LS-1 NT = {1} , ce qui montre que Gy - 8Gp < I\G est

injectif ;3 1'orbite sGL a donc une mesure égale 3 celle de GL y l.e. g-1 .

On en conclut que p(G/T) = WI\G) est fini si et seulement si S est fini, ce

; comme T

qui démontre l'équivalence de b1) et b2) . On voit en outre que, si G/T est
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compact, on a
we/r) = (¢ - 1) Card(s)
et, par un argument analogue :

w(G/r) = (¢ - 1) Cara(s') = -gﬂ- Card(s") .

D'apreés le th. 4' du chap. I, n° 3.3, on a

1 - rr

Card(som l'\X) - % Card(ar I'\X)

Card(S) + Card(s') - Card(s")
w(e/r)(a = 1)1 + 1 = (a+1))
- }J-(G-/F) ’

ce qui ach®ve la démonstration.

Remarque, Si les conditions b) sont satisfaites, c¢) montre que W(G/T) est
égal 3 1l'opposée de la caractéristique d'Euler-Poincaré du groupe I° ; on exprime

cela en disant que - P est la mesure d'Buler-Poincaré de G , cf [34], § 3 .

Exemples de sous-groupes discrets de SL2(QP) grquotigpt compact

Soit L un corps de nombres algébriques totalement réel possédant une valuation
discrdte v telle que le complété Lv correspondant soit isomorphe 3 Qp (e.g.
L=Q) . Soit S°° 1'ensemble des places réelles de L . Choisissons un corps de
quaternions D sur L qui soit décomposé en v (i.e. D ® Ly = M2(Lv.)) et qui
ne soit décomposé en aucune place réelle.

Si L' est une I-algdbre commutative, notons G(L') le groupe des éléments de
D @y, L' de norme réduite 1 ; le foncteur L' G(L') est représentable par un
groupe algébrique G sur L qui est une forme anisotrope de SL2 « Soit
S={vlu S, et soit I' le groupe des S-unités de D (relativement & une

base de D sur L) ; le groupe I' est un sous-groupe discret de

Gg = l_e'ls' &(1,) = 6(L,) X Gsm .

Vu les hypothd@ses faites, G est compact. D'autre part, le critdre de Godement

S

[=<]

montre que GS/F est compact. Il en résulte que I' s'identifie & un sous-groupe
discret 3 guotient compact de G(Lv) pad SLZ(Qp) ; c'est 1l'exemple cherché. (Noter
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que I’ peut avoir de la torsion ; mais il y a des sous-groupes d'indice fini de

I' qui n'en ont pas : par exemple, des groupes de congruence.)

Relations entre "volume fini" et "compacité"

L'argument utilisé pour 1l'équivalence b1) ® b2) peut 8tre étendu & tous les
groupes de Lie p-adiques, comme l'a remarqué Tamagawa. Plus précisément, soit G
un groupe localement compact unimodulaire, soit U wun sous-groupe ouvert compact
de G , soit I un sous-groupe discret de G , et soit p une mesure de Haar
sur G . Soit S un systdme de représentants des doubles classes F\G/U , et,
pour tout s€S , soit g(s) 1'ordre du groupe fini r,=rn sus™! . L'espace
homog#ne I'\G est réunion disjointe des sU = (s-1Fss)\U . D'ol

w(sU) = w(u)/e(s)
et

= 1 .
u(G/T) = wu) szgsm

I1 y a donc équivalence entre
i) G/T est de volume fini.

ii) La série 3 1/g(s) est convergente.
s€S

Ces propriétés sont évidemment impliquées par :
iii) G/T est compact (i.e. S est fini).
On voit en outre que, si i) est vérifide, la propriété iii) est équivalente 2 :

iv) Les entiers g(s) sont bornés.

Exemples
a) T est sans torsion. Les g(s) sont tous égaux & 1 , et l'ona i) & iii):

c'est le cas du théorgme 5.

b) Le groupe G est un groupe de Lie sur QP s on peut alors choisir U de
telle sorte que ce soit un pro-p-groupe sans torsion (utiliser 1l'application ex-
ponentielle, par exemple). Les g(s) sont encore égaux &4 1 et 1l'on a 1l'équiva-
lence i) o iii) .

Par contre, en égale caractéristique, il existe des sous-groupes discrets I tels
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que G/T' soit de volume fini et non compact ; nous en verrons un exemple au n°
suivant.
Exercices

1) On suppose K localement compact. Montrer que tout sous-groupe discret sans
torsion de PGLZ(K) est libre (méme méthode que pour le th. 4).

2) (Thara) Soient G un groupe, U un sous-groupe de G et X 1'espace homo-
géne G/U . On note Po l'image dans X de 1l'élément neutre de G . On se donne
une application (P,Q)y» d(P,Q) de X X X dans N vérifiant les conditions sui-
vantes :

i) da(gP,gQ) = d(P,Q) pour tous P,QEX et g€G.
ii) d est symétrique, et 4(P,Q) = 0w P= Q.

iii) Pour tout n= O , le nombre d, des éléments QEX tels que d(Po,Q,)=n
est fini.

On pose q=d, - 1 . Deux points P,q de X sont dits liés si a(P,Q) = 1 ;
cela définit sur X une structure de graphe combinatoire invariante par G .

a) Pour tout entier n= O , on note @y la correspondance qui transforme PE€X
en la somme des points Q€ X +tels que d(P,Q) = n . Montrer l'équivalence des
propriétés suivantes :

iv) X est un arbre, et d 1la fonction distance correspondante.
v) Les ®, vérifient les formules (cf. n° 1.1, exerc. 3) :

vy) @404 = @, + (a+1) @

v2) 818, = @y q + 2 By g (nz2).

b) On suppose 1)ye..,iv) vérifiés. Soit I un sous-groupe de G , ne conte-
nant aucun élément d'ordre 2 , et tel que T N gUg-1 = {1} pour tout g€G .
Montrer que I' op2re librement et sans inversion sur l'arbre X ; en déduire que
c'est un groupe libre.

1.6. Un théordme de Nagao

I1 s'agit de la structure de GLz(k[t]) , o k[t] est l'anneau des polyndmes
en une indéterminée t sur un corps commutatif k . Si R est un anneau commuta-
tif, on pose

* X
B(R) = (5 ) N GLy(R) = {(3 D)|a,aer* , vem .
Par exemple :

Bk[+]) = {2 Da,a€x* , vex[t]) .
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THEOREME 6 - Le groupe GL2(k[t]) est somme des sous-groupes GL2(k) et Bkx[t])
amalgemés suivant leur intersection B(k) :

GL,(k[t]) = L, (k) *B(k) B(k[t]) .
(I1 y a un énoncé analogue pour SL2 , cf. exerc. 2.)

Ce résultat a été démontré par H. Nagao [19] par une méthode directe. Nous
allons en donner une démonstration différente, basée sur l'action du groupe
GLz(k[t]) sur un arbre convenable ; cette démonstration, moins simple que
celle de Nagao, a l'avantage de pouvoir s'adapter & d'autres anneaux que k[t] ,
ef. § 2.

Notations

On pose K=k(t) , T = GLz(k[t]) . On munit XK de la valuation discrdte v

correspondant au "point & 1'infini" :
v(%) = deg(b) - deg(a) si a,b€k[t] , b #O0 .

L'anneau de valuation 0O correspondant est formé des a/b tels que

deg(b) = deg(a) ;

on choisit pour uniformisante 1'élément % . Le complété K de X est le corps

de séries formelles k((:%)) .
On pose V = K2 3 la base canonique de V est notée {e,], e2} e 81 n est un
entier = 0 , on note Ln le réseau de base {e1tn,e2} s et An le sommet cor-

respondant de l'arbre X associé & V ., On a

oz k.,

et L, .,/L, = 0/t

Les An sont les sommets d'un chemin sans aller-retour T .

Ao A1 A2 A3
O O O ~O= s
On pose également
T, = GL2(k)
et, pour n=1 ,
* g% b
r,=(y =T - {(g ) | a,a€ex*, bex[t], deg(b) = n} .
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PROPOSITION 3 - (a) Les An sont deux & deux non équivalents mod I' .

(v) T, est le stabilisateur de A  dans T .

(e) I, opdre transitivement sur 1'ensemble des arétes d'origine A .

(d) Pour n= 1 , Fn laisse fixe l'aréte AnAn+1 et opere transitivement

~ Vs ot s s
sur l'ensemble des ar8tes d'origine An distinctes de AnAn+1 .

Soit & = (2’ 2) un élément de I transformant A ~en A~ . Par hypoth2se,

m
il existe un entier h tel que sL = t—th+m ; comme v(det(s)) = 0, la prop. 1
montre que m = 2h , En écrivant que s applique Ln dans t-th+2h s on ob-
tient les conditions :

deg(a) = h , deg(b) = n+th , deg(c) = n-h , deg(d) = -h .

Les conditions portant sur a et d sont impossibles A réaliser simultanément
si h# 0 , ce qui démontre (a) . Pour h=0, n=0 , les quatre conditions
ci-dessus signifient que a,b,c,d sont des scalaires, i.e. que sEFO 5 pour
h=0,n=1 , elles signifient que a,d sont des scalaires, que c¢c =0 , et
que deg(b) =n , i.e. que s€r, . D'ou (v) .

L'assertion (c) résulte de ce que l'ensemble des arétes d'origine Ao s'iden-
tifie & la droite projective P, (k) , et que GLZ(k) opdre transitivement sur
P(x) .

L'inclusion Fn c 1"n+1 montre que Fn laisse fixe l'aréte A A . D'autre

n n+1

part, l'action de Fn sur le k-plan Ln/t-1Ln est donnée par 1'homomorphisme

ab a b N n
(Od)._.(Odn) ot b =Db +Dbyt+ e +Ddt , b€k

* %
Son image dans GLz(k) est le sous-groupe triangulaire (O *) , sous-groupe qui

opdre sur la droite projective P, (k) en laissant fixe un point (correspondant &

1'ardte AnAn+1) et en agissant transitivement sur les autres. D'ou (d) .
A A
COROLLAIRE - Le chemin T = 09——01— +eo st un domaine fondamental de X
mod I' .
Notons d'abord que I est contenu dans GL(V)® , donc op2re sans inversion sur

X , et le graphe quotient X' = I\X est défini. VWu (a) , la projection X - X'
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définit un isomorphisme de T sur un sous-graphe T' de X' , et tout revient 3
montrer que T' est égal & X' . Comme X' est connexe, il suffit de prouver
que T' est ouvert dans X' , c'est-i-dire que toute aréte y de X' dont 1l'o-
rigine P appartient & T' est contenue dans T' . Par hypothese, P est 1l'ima-
ge d'un sommet An de T , et y est 1l'image d'une aréte ;r de X d'origine
A .8 n=0, (c) montre que ¥ est congrue mod I’ 2 Af, , donc que y
appartient & ar T' . Si n=1 , (d) montre que y est congrue mod I' , soit

3 AnAn+1 , s0it & AnAn-1 , et 1'on a encore y€ar T', cqgfd.

Remarque. La bijectivité de som T —» som I\X peut aussi de déduire du fait (df 2
Grothendieck) que tout fibré vectoriel sur la droite projective P1 /x est somme

directe de fibrés de rang 1 ; nous reviendrons la-dessus au § 2.

Démonstration du théordme 6

Puisque T est un domaine fondamental de X mod I" , le the 10 du chap. T,
n° 4.5 montre que I' s'identifie & la limite inductive de l'arbre de groupes dé-
fini par T et les 1"n . En d'autres termes, I’ est somme des groupes Fn amal-

gamés suivant les l"n nr ol Cet amalgame peut se faire en deux étapes :

i) On construit l'amalgame des r,»n=1 . Comme les I forment une suite
croissante, on trouve simplement leur réunion, i.e. le groupe B(k[t]) .

ii) On amalgame T 0 = GLz(k) avec B(k[t]) suivant B(k) . Cela donne
T = GLz(k) *B(k) B(k[t]) , cqafd.
Remarque

Supposons k fini. Le groupe SLZ(k[t]) est alors un sous-groupe discret du
groupe localement compact SLz(ﬁ) = SLz(k((%))) , et il est facile de voir (cf.

exerc. 6) que le quotient est de volume fini bien que non compact.

Exercices

1) Etendre le th. 6 et la prop. 3 au cas ol le corps k est non commutatif.
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2) On pose SB(R) = SLZ(R) N B(R) . Montrer que l'on a :
SL2(k[t])=SL2(k) *SB(k) SB(k[t]) .
(Utiliser le th. 6, ainsi que l'exerc. 2 du chap. I, n° 1.3.)

3) (Nagao) Montrer que GLz(k[t]) et SLz(k[t]) ne sont pas des groupes de type
fini. (Utiliser le fait que le groupe additif k[t] n'est pas un module de type
fini sur 1'algdbre du groupe multiplicatif k¥ .)

4) On prend k = F

5, .« Montrer que GLz(k[t]) peut &tre défini par la famille
génératrice

n
01 11 1%
s = (5 O),TO=(01),..., Tn=(o1),...

et par les relations

2 2
=1, (s7)’=1 , °=1 (m=0) , TT =TT (nm=0).
. 5) Soit I, le noyau de T - GLg(k)

domné par tr O . Soit
\ c=T, nB+]) = (] tkgt]) .

K\\_ A A A A Soit S un ensemble de représentants de

o \N° ! 2 3 GL,y(k)/B(k) = P (k) et soit T, le sous-

graphe de X réunion des sT , scS.

Montrer que T1 est un arbre, et que

c'est un domaine fondamental de f1 dans

X o En déduire que F1 est produit li-
! bre des sCs” , pour s parcourant S .

6) On suppose k fini. On pose q = Card(k) , I°=SL,(k[t]) , © = SL,(K)
et g(n) = Card(rn NT° pour n=0 . Ona g(0)= q(qz— 1) et

n+1

g(n) = (a - 1)q pour n= 1.

On munit le groupe localement compact G de la mesure de Haar p normalisée comme

on 1l'a expliqué au n° 1.5. Montrer que 1l'on a

w(e/r)

@-1) D gy-@-10 D

n pair

1/(a® - 1) .
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1.7. Lien avec les syst2mes de Tits

Systemes de Tits

Rappelons (cf. Bourbaki, Gr. et Alg. de Lie, [36], 5 2) qu'un systdme de Tits

(ou une "BN-paire ") est un quadruplet (G,B,N,S) ol G est un groupe, B et
N deux sous-groupes de G , et S une partie de W = N/(B N N) , satisfaisant

aux axiomes suivants :

(T1) L'ensemble B U N engendre G et BN N est un sous-groupe distingué

de N .

(T2) L'ensemble S engendre W = N/(B N N) et se compose d'éléments d'ordre 2.

(si w€W , on note C(w) 1la double classe BwB ; on pose également

Y= B! L)

(T73) on a C(s)C(w) < C(w) U C(sw) pour s€S et weEW,
(T4) Pour tout s€S , ona BEB.
Le groupe W est appelé le groupe de Weyl de (¢,B,N,8) ; le couple (W,S) est

un syst®me de Coxeter (loc. cit., th. 2). Le groupe G est réunion disjointe des

doubles classes C(w) , w€W ("décomposition de Bruhat").

Si S' est une partie de S , on note WS, le sous=-groupe de W engendré par

S' , et 1l'on pose

On sait (loc. cit., th. 3) que S'~ GS' est une bijection de l'ensemble des par-

ties de S sur l'ensemble des sous-groupes de G contenant B . On dit que GS'

est le sous-groupe parabolique standard de type S' , et que Card(S') est son

rang.

Syst2mes de Tits & groupe de Weyl de type o—2 o

Soit (G,B,N,S) un syst2me de Tits, et supposons que (W,S) soit de type K,] ,
c'est-a-dire que S soit formé de deux éléments {s1,s2} et que W soit infini
(auquel cas W est un groupe diédral infini engendré par 4 et 52) . Notons

(}1 et G2 les sous-groupes paraboliques standard correspondant aux parties {s,l}
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et {52} de S . Ona

G, =BU C(s1), G2=Buc(s2).

THEOREME 7 - Le groupe G est somme des groupes G, et G, smalgamés suivant
leur intersection B :
G = G1 *B G2 .

Le sous-groupe G' de G engendré par G1 et G2 contient B , donc est de
la forme GS, avec S' < S . Comme S' contient s1 et s, ,ona S'=95,
dtoh G' =G .

I1 reste & montrer que, si 2 est un élément # 1 de G.] xp Gy » son image g

dans G est #1 . Posons I = {1,2} et soit
. n R .
(11,...,in)€I , lj’éij+1 (1=j<n), n=4%g),
le type du mot réduit représentant E (cf. chap. I, n° 1.2). Distinguons deux cas :

a) n=0,

On a alors &€B , et conme B - G est injectif, on a bien g £ 1 .

b) n=1.

Soit w = 85 eeesy €EW . Comme W = {1,51} % {1,52} , c'est un élément de lon-
1 n
gueur n de W ; en particulier ona w#£ 1 . D'autre part, on peut écrire 'é

sous la forme

.§=bp1... avec bEB et ijGi.—B’ 1=Jj=n.
J

On a ijC(si ) . D'aprds le cor. 1 au th. 2 de Bourbaki (loc. cit.) on en déduit

n 9’

J
que g appartient & C(w) . Comme w # 1 , cela entratne g#£ 1, cqfd.

Remarque

Soit X 1'immeuble défini par (G,B,N,S) » cf. Bourbaki, loc. cit., exerc. 10,
Le th. 7 équivaut & dire que X est un arbre sur lequel G opdre sans inversion
avec pour domaine fondamental un segment XXy les stabilisateurs de Xy et X,

étant respectivement G.] et G2 .
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Exemples

1) On prend :

G = SL,(K)
ab
B = {(C d)e SL2(Q) ’ c=0 (mod TE)}
* *
N=Gn (0 2) Uuan (g O) = norm. du tore standard
3 0 - 0 -1t
S = {81952} ou S1 = (1 O) et 82 = (ﬂ 0 ) .

On vérifie que (G,B,N,S) est un syst2me de Tits (c'est un cas trds particulier

des résultats d'Iwahori-Matsumoto, Publ. Math. I.H.E.S., [39] - voir aussi

Bourbaki, loc. cit., exerc. 21). Comme 548, est d'ordre infini, c'est un systéme

de Tits de type o- 2__ o . Les sous~groupes paraboliques G1 et G2 sont :

G, = SL,(Q)

Gy = (3, Y, avee (2 D) esn(0)) .

2

D'apreés le th. 7, on a SL2(K) =G G2 : on retrouve le cor. 1 au th. 3.

1 *B
L'immeuble attaché au syst2me de Tits (G,B,N,S) s'identifie & ltarbre X du

n° 1.1.

2) D'apres Bruhat-Tits, on a des résultats analogues lorsque l'on part d'un grou-
pe algébrique G simple et simplement connexe, de rang relatif 1 sur un corps
local K (supposé commutatif, & corps résiduel parfait). Le groupe G = G(K)
possdde un systdme de Tits de type o——=— o0 et 1'immeuble correspondant X est
un arbre. Une bomne partie de ce qui a été fait dans les n°® précédents se généra-
lise ; par exemple, si K est localement compact, tout sous-groupe discret sans
torsion de G est un groupe libre (la démonstration est la méme que pour le théo-

réme de Thara).

Systemes de Tits et amalgames : cas général

Soit G un groupe, et soit (Gi)iE 1 une famille de sous-groupes de G . Nous
dirons (par abus de langage) que G est somme des Gi amalgamés suivant leurs

intersections si G est limite inductive (cf. chap. I, n° 1.1) du syst2me formé
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par les Gi , les Gi n Gj , et les inclusions

7 %

THEOREME 8 (Tits) - Soit (G,B,N,S) un systdme de Tits ; pour tout s€S , soit

G|3 = G{s} le sous-groupe parabolique standard correspondant. Alors G est somme

de N et des Gs (s€8) amalgamés suivant leurs intersections.

Démonstration (d'aprds une lettre de Tits du 13/6/1968 - voir aussi [41], § 13)

Supposons d'abord seulement que (G,B,N,S) wvérifie les propriétés (T1) , (T2) y

(T4) et que (W,S) soit un syst2me de Coxeter. On a :

LEMME 2 - La propriété (TB) est équivalente & la conjonction des deux suivantes :

(T5) Pour tout s€S , ona C(s)C(s) =B U C(s) .
(T6) 8i 8s€S et w€W gont tels que 4£(sw) > £(w) , on a
c(s)c(w) = C(sw) .

(on note 4(w) 1la longueur de w dans le groupe de Coxeter W, cf. Bourbaki,
loc. eit.)

L'implication (T3) ={(T5) et (T6)} est démontrée dans Bourbaki. Inversement,
supposons (TS) et (T6) vérifides, et soient s€S , w€W . Il faut prouver
que 1l'on a

c(s)c(w) < ¢(w) U C(sw) .

C'est clair si ¢(sw) > £(w) da'apr2s (T6) . Sinon, on a 4(sw) < £(w) . En

appliquant (T6) 4 s et sw , on trouve

c(s)c(sw) = c(w) .

D'ol C(s)C(w) = C(s)c(s)C(sw) < (B U C(s))C(sw) [d'apres (T5)]
< C(sw) U C¢(s)C(sw)

c c(sw) U C(w) .

125



SL

LEMME 3 - Supposons que la propriété (T5) du lemme 2 soit satisfaite. Soient

S€ES , wEW tels que 4(sw) > 4(w) . Posons

- W. SW.
B,=°8NB, B, ='BNB, B ="BNB et B

Il v a alors éguivalence entre

(75) C()0(w) = o(aw)

et
(T7) BB, =3B .
De plus, ces propriétés entrainent :
s
(TB) Byy= B,N3B .

Si (T6) est vérifide, on a C(s)C(w) N C(w) = @ . En multipliant & droite par

o , cela donne

c(s)."'BN3B.YB=¢ , ie. C(8)N"B=g.

D'apréds (T5) ,ona °Bc BUC(s) . Dol :

SsNnYBc(BUuCs)N¥B=3n"B=238

W ’

et,en conjuguant par s ,

SW.

BN Bc B ’ i.e. B._.<™B._ .

W sw W
D'ou Bsw c E'BW N B ; comme l'inclusion opposée est triviale, cela montre que
(’I’6) = (TB) . D'autre part la formule C(s)C(w) = C(sw) montre que B C SBs.wBw | ’
donc que tout b€B s'éerit b =xy , avec x€ sBs , yGwa-1 « On a

1

¥y =x b € sBsB wBv | (Bu c(s)) n ¥B = B,

en vertu de ce qui a été vu plus haut. On en conclut que y appartient & B,
donc aussi x , et l'ona bEB,.B , d'oh (T7) .

Inversement, supposons (T7) vérifiée. On a
S W.
= c
B=3BB, B'B ,
i.e. BC sBs.wBw | , ou encore sBw C BswB , ce qui équivaut 2 (T6) .

Revenons maintenant au cas ot (G,B,N,S) est un syst®me de Tits et désignons par

G 1la somme de N et des Gs(sé S) amalgamés suivant leurs intersections . Pour
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éviter des confusions, nous noterons ﬁ, ﬁ, és les images de N, B, Gs dans G 3
la projection canonique ¢ : G- G induit un isomorphisme de N sur N , de B
sur B , de ’és sur Gs , de Nn 55 sur N N Gs . (Noter que l'intersection
de G, et G, , pour s 48" , est réauite & B .) On identifie W= N/(B N N)
a W,

1EME 4 - (G,B,N,S) est un syst®me de Tits.
I1 nous faut vérifier les analogues ('f1),...,(§4) des axiomes (T1),...,(T4)

pour (G,B,N,S) . Les axiomes (51) , (Tz) et (§4) sont immédiats. D'autre part,
les lemmes 2 et 3 ci-dessus permettent de remplacer (’fB) par (T5) et ('i"?) .
Or 1l'axiome (ﬁs) :
G(s)8(s) = BU B(s)
ne fait intervenir que des parties du groupe §s $ comme ¢ ¢ as - Gs est un iso-~
morphisme, cet axiome est bien vérifié.
I1 reste & -démontrer
(‘f,?) ﬁsﬁw =B pour s€s, wew et s(sw) > 2(w) .
On va d'abord montrer, par récurrence sur 4(w) , que cp(ﬁw) =B, . Clest vrai si
w=1 . On est donc ramené & prouver que, si c'est vrai pour w et si s€S est

tel que 4£(sw) > £(w) , c'est vrai pour sw . D'aprds (Ts) , on a

B = st naB= stp(Bw) n (P(g) .

swW

or B ’ ﬁw et 8 8se trouvent dans §S qui est appliqué isomorphiquement sur

(2]

s on a donc scp(ﬁw) N o(8) = cp(sﬁw n B, i.e.

8 <]
By = :BwﬂB=cp( Bwnﬁ).

Comme on a évidemment sﬁw nBc ﬁsw , cela montre que cp(ﬁsw) contient B 3
1'inclusion opposée est triviale.

Ceci étant, on a <p(§sﬁw) = <p(ﬁs)cp(§w) =BB, =3B . Comme ¢ : B B est un iso-
morphisme, cela entraine que '.'B'sﬁw =8 , et achdve la démonstration du lemme.

Le théordme 8 est maintenant immédiat. En effet, puisque (G,E,N,S) est un sys-

t2me de Tits, G est réunion disjointe des doubles classes C(w) , wEW , et o
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»

applique ﬁ(w) dans C(w) . Si € Ker(w) , on a donc nécessairement

€eT(1) =8 .

W

et comme la restriction de ¢ 2 B est injective, cela entraine x =1 . Ainsi
@ est injectif ; le fait qu'il soit surjectif résulte simplement de ce que G est

engendré par B et les Gs .

COROLLAIRE 1 - Supposons que S soit non vide, et que, si s,t sont des éléments

différents de S , l'ordre de st dans W soit infini. Alors G = *g G,s .

Vu la structure des groupes de Coxeter (Bourbaki, loc. cit.) 1l'hypoth2se faite
entraine que W est produit libre des sous-groupes WS ={1,8}] .Si H=3B nx,
ona W=DN/H , donc N = *H NS avec I\Is = WSH = NN Gs , et 1'on peut supprimer
N de l'amalgame qui donne G .

Noter que, pour Card(S) 2 , on retrouve le théorZme 7.

COROLLAIRE 2 - Si Card(S) 2 2 , le groupe G est somme de ses sous-groupes para-

boliques standard de rang 2 , amalgamés suivant leurs intersections.
L'argument est le méme que ci-dessus ; on utilise le fait que W est somme des

Wy, (avec Card(S') = 2 ) amalgamés suivant leurs intersections.

COROLLAIRE 3 - Si Card(S) est fini = 3 , le groupe G est somme de ses sous-

groupes paraboliques standard propres maximaux,amalgamés suivant leurs intersec-

tions (ou suivant les paraboliques standard de rang 1 , cela revient au méme) .

Cela résulte du corollaire 2.

Exercices

1) soit (G,B,N,S) un syst2me de Tits de type o———o0 , soit G = Gy *g Gy
la décomposition de G fournie par le th. 7, et soit X 1l'arbre correspondant.
Soit X, (i = 1,2) 1le sommet de X de stabilisateur Gi s le stabilisateur de
1'aréte xx, est B . Démontrer les propriétés suivantes :

a) Le nombre des arétes de X d'origine un sommet donné est = 3 .
b) Pour tout n= 0 et tout i = 1,2 , le groupe Gi opere transitivement

sur l'ensemble des x€ som X tels que d(x,xi) =n .
2) Soit X wun arbre sur lequel opdre un groupe G , et soit XX, un segment

qui soit un domaine fondamental de X mod G . Soient G1 N G2 et B 1les stabi-
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lisateurs de x;, , X, et x;x, . On suppose que les propriétés (a) et (b)
de l'exercice précédent sont vérifiées. Soient s; €G; - B (i = 1,2) . Montrer
que toute double classe de G modulo B contient un élément et un seul de la
forme

B; +ee8; , avec ij€{1,2} et ij;éij+1 pour 1= j<n.

11 n

En déduire que B est un sous-groupe de Tits de G (au sens de Bourbaki, loc.
cit., exerc. 3) et que le groupe de Weyl correspondant est diédral infini.
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§ 2 - Sous-groupes arithmétigues des groupes GL2

sur un corps de fonctions d'une variable

et SL

2

Notations

Soient ko un corps commutatif, et C une courbe projective lisse géométrique-
ment connexe sur ko , de genre g . On note K 1le corps des fonctions de C ;
c'est une extension de ko de degré de transcendance 1 , et ko est algébrique-
ment fermé dans K .

Les points fermés de C correspondent aux valuations discr2tes de K triviales
sur ko . Si Q est un tel point, on note vQ la valuation correspondante, QQ
son anneau local, x(Q) =son corps résiduel, et deg(Q) le degré de x(Q) sur
k . Onnote e le pged des deg(Q) ; lorsque k est fini, ou algébriquement
clos, ona e=1.

On choisit un point fermé P de C , et l'on pose

v=vp, 0=0,,k=u(P), d = deg(P) ,

de sorte que (K, v, 0, k) satisfait aux hypoth®ses du § 1.

On pose Ca'ff =

C - {P} ; c'est une courbe affine ayant pour unique "point 2
1'infini" le point P . Son alg®bre affine A est un anneau de Dedekind dont les
idéaux premiers correspondent aux points de C distincts de P . On a A¥ = k(’; .
On pose V = K2 , de sorte que GL(V) = GLZ(K) . On se propose d'étudier le sous-
groupe I = GL2(A) de GL(V) , ainsi que ses sous-groupes d'indice fini, et en
particulier SL2(A) lorsque k = est fini. On utilisera pour cela l'action de T

sur 1l'arbre X des classes de O-réseaux de V , cf. § 1.

Exemple

Iorsque C est la droite projective, et P son point & 1'infini, ona k = ko ,

A =k[t] , K=k(t) . Ce cas a été traité au n° 1.6, On y reviendra au n°® 2.4.
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2.1. Interprétation des sommets I'\ X comme classes de fibrés vectoriels de rang 2

sur C

Soit L un O-réseau de V = K2 « A L, on associe :

a) le sommet xp de ltarbre X 4défini par L , cf. n° 1.1, (Rappelons que tout
sommet de X est de la forme X; » pour un réseau L convenable, et que Xp = Xp,
si et seulement si il existe o€ K* tel que L' = oL .)

b) le sous-faisceau cohérent E du faisceau constant V sur C caractérisé par

L
les deux propriétés suivantes :

aff

2
b1) en tout point Q de C , le localisé (EL)Q de E; est (QQ) 3

b2) le localisé (B de E. en P est L.

L)P L
L'existence et l'unicité d'un tel faisceau sont immédiates.

Comme EL est localement libre de rang 2 , on peut l!'interpréter comme un fidbré
vectoriel de rang 2 sur C : c'est l'identification habituelle d'un fibré vecto-

riel avec le faisceau de ses germes de sections. Sa fibre en P est L/nL , ou =

est une uniformisante de 0 . Vu b1) , On a :
aff

i) La restriction de E; & C est un fibré trivial,
De plus :
ii) Si o€K* , et si n=v(a) , ona E . = ™ex ot I, est le faisceau
’ o oL P L P

d'idéaux du point P sur C ;

iii) 8i L' est un O-réseau de V , les fibrés E et E;, sont isomorphes si
et seulement si il existe s8€E€T = GLZ(A) tel que L' = sL .

(Plus généralement, les homomorphismes de EL dans EL' sont donnés par les
matrices sé€ M2(A) telles que sLc L' .)

Disons que deux fibrés vectoriels E et E!' sur C sont IP-éggva.lents s'il
existe n€ 2 +tel que E' soit isomorphe 3 fPS ® E . Les propriétés i), ii), iii)
ci-dessus entrafnent :

PROPOSITION 4 - La correspondance Xy « L EL induit une bijection de som(T'\ X)

sur l'ensemble des classes de IP—éguivalence des fibrés vectoriels de rang 2 sur

C dont les restrictions & Ca'ff sont triviales.
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Remarques

1) Dans cette correspondance, le groupe Aut(E) des automorphismes d'un fibré E
s'interpréte comme le fixateur dans I' d'un sommet correspondant &2 E .

2) Les ar8tes correspondent aux couples de faisceaux (E,E') tels que E' soit
un sous-faisceau de E , et que le faisceau quotient E/E' soit nul en dehors de
P, et de longueur 1 (comme Q—module) en P ; on observera qu'un tel sous-faisceau
est caractérisé par la donnée d'une droite de la fibre E(P) de E en P .

3) Le réseau standard 92 correspond au fibré trivial 12 e rang 2 (ou 1

désigne le fibré trivial de rang 1). Vu 1), son fixateur dans I est GLZ(ko) .
4) Le groupe I est conterm dans le groupe noté GL(V)® au n°® 1.2. Il en résulte
qu'il conserve la partition de som(X) en sommets pairs (i.e. & distance paire du
sommet standard défini par 1_2) , et sommets impairs ; on peut donc parler des som-~
mets pairs et des sommets impairs de I'\X; deux sommets 1iés sont de parité diffé-
rente.

5) I1 y a des résultats analogues pour le groupe r, = SL2(A) , cf. exerc. 2.

Déterminant d'un fibré

Si E est un fibré vectoriel de rang 2 sur C , on pose
det(E) =A% E .
C'est un fibré de rang 1 (autrement dit un faisceau inversible). Son degré ( = de-

gré d'une section rationnelle) sera noté deg(E).

On a :

LEMME 5 ~ Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Ia restriction de E & Ca‘ff est triviale.

i') La restriction de det(E) 2 oot triviale.

i") Il existe n€ Z tel que det(E) soit isomorphe 2 181;:1 .

L'équivalence i) ¢ i') résulte de ce que *f  ost de dimension 1 (on peut
aussi remarquer que la restriction de E & Ca'ff correspond & un A-module pro-

jectif de rang 2 , et invoquer la classification de tels modules). L'équivalence

i') & i") est immédiate,
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Exemple -~ Si L est un O-réseau de V , on a det(EL) = I‘%n , avec n = X(C_)Z,L) ,
cf. n° 1,2, I1 en résulte que

deg(BE,) = -n deg(P) = -nd.

L)
Remarque

Soit E un fibré satisfaisant aux conditions du Lemme 5. La formule
det(13" ® E) = 1%2"‘ ® det(E)

montre que 1l'on peut choisir m de telle sorte que le déterminant du fibré

I?mca E soit isomorphe & 1 oud I, . On en déduit :

PROPOSITION 5 - La correspondance de la prop.4 induit une bijection de som(T" \X)
sur l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels E de rang 2 sur

C tels gue det(E) soit isomorphe 2 1 ou 3 I,
Les sommets de I'\X correspondant aux fibrés E tels que det(E) = 1 sont les

sommets irs, au sens de la Remarque 4) ci-dessus ; les autres sont les sommets
impairs.
Exercices

1) On pose T = PGL,(A) = I/k* , Ty o= SI,(8) , T, = [,/{+1} , de sorte que T
s'identifie & un sous-groupe de I , lui-méme plongé dans PGL (K) « Montrer que
det : T = k"; induit par passage au quotient un isomorphisme I“/l" - k')(“/k*2 o En
déduire que k”"/k""2 opére sur F1\X , et que le quotient s':_dentif:l.e é r\x . En
déduire :

a) Pour qu'un sommet de I'\X, correspondant % un fibré E , soit 1'image d'un
seul sommet de T’ \X , i1l faut et il suffit que, pour tout o€ k*o" s, 11 existe
s€ Aut(E) tel que det(s) =

b) Pour qu'une ardte de I'\X correspondant au couple de faisceaux E D E' , soit

1

l'image d'une seule aréte de 1“1\X , i1 faut et il suffit que, pour tout o€ k: ’
il existe s€ Aut(E) tel que det(s) = o et s(EB') = E' .

c) Si tout élément de ko est un carré, l'application F1\X -+ I'\X est un iso-
morphisme.

2) Les notations sont celles de l'exerc.l.

a) Montrer que les éléments de som(l"1\X) peuvent s'interpréter comme les
classes de couples (E, £f) , o E est un fibré de rang 2 , et f un isomor-
phisme det(B) 3 I%n , avec n = - % deg(E) ; deux couples (B, f) et (B', £')
sont dans la méme classe si et seulement si 1l'on peut trouver un entier m tel que
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(B',f') soit isomorphe au couple (Em y fm) déduit de (E, f) par produit tenso-
riel avec I?n (cela a un sens, car det(Em) = I%Zm ® det(E)) .

b) Interpréter de facon analogue les éléments de a.r(I‘1\X) comme des classes de
triplets (B,f,E') , ob (E, f) sont comme dans a), et E' est un sous-faisceau
de E tel que le faisceau E/BE' soit nul en dehors de P , et de longueur 1 en
P (on peut, si 1l'on préf2re, remplacer la donnée de E' par celle d'une droite de
la fibre E(P) de E en P) .

c) Utiliser ces interprétations pour retrouver les résultats de 1l'exerc. 1.

3)Soit H wun sous-A-module de type fini de V qui soit un A-module projectif
de rang 2 , et soit T

sur la courbe Caff o

o= GL(H) . On identifie H & un fibré vectoriel de rang 2
a) Définir une bijection de som(FH\X) sur 1'ensemble des classes de Ip-équi-
valence de fibrés vectoriels de rang 2 sur C dont les restrictions & caff sont

isomorphes & H (méme méthode que pour la prop.4).

b) Etendre 3 FH les résultats démontrés pour I dans la suite de ce §.

4) Démontrer un résultat analogue & la prop.4 pour une courbe affine ayant un
nombre fini quelconque de "points & 1'infini" P, ,..., () ltarbre X étant rem-

:
placé par le produit des arbres relatifs aux P, (cf. Stuhler [21]).

i
5) Soit x€ som(I'\X), et soit E wun fibré correspondant & x . Pour que x soit
un sommet terminal de T'\X (cf. chap. I, n° 2.2), il faut et il suffit que le
groupe Aut(E) op2re transitivement sur l'ensemble des k-droites de la fibre E(P)
de E en P.

6) On fait opérer GL,(k_ ) sur la droite projective P,(k) par
2'7o 1
g
(3 5).z= (az + B)/(yz + &) .

a) Soit N 1le cardinal de l'ensemble des orbites. Montrer que :

N =1 © d=1 (on rappelle que d = [k:ko])
N=2 © d=2 ou 3
N=2+Ca.rd(ko) si d=14.

b) Soit xy le sommet standard de I'\X. Le cardinal de l'ensemble des ar&tes
de I'\X d'origine x, est égal & N , En déduire que x, est un sommet terminal
de T'\X si et seulement si 4 =1 .

2.2, Fibrés de rang 1 et fibrés décomposables

I1 s'agit de résultats bien connus, dans lesquels le choix du "point & 1'infini"
P n'intervient pas. Nous les rappellerons rapidement. Pour plus de détails, le

lecteur pourra se reporter & [21], [22], ... , [27].
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Fibrés de rang 1
Les classes de fibrés vectoriels de rang 1 sur C forment un groupe Pic(C) ,

la loi de composition étant le produit tensoriel. On a une suite exacte

dsg

0= J(ko) - Pic(C) ez - 0,

ol e désigne le pged des degrés des points fermés de C , et J est la jaco-

bienne de C .

Lorsque k = est un corps fini Y a, éléments, le groupe J(ko) est fini. De
fagon plus précise, on a d'aprds un théor2me de Weil
2g
cara(a(c ) = (1 + a,'/3) ",
ol g=3dimJ est le genre de C . On a en outre e =1 .

Sous—fibrés de rang 1 des fibrés de rang 2

Soit E un fibré vectoriel de rang 2 sur C ., Soit F un sous-faisceau de
rang 1 de E ; on sait que F est contenu dans un unique sous-faisceau de rang
1 maximal F , qui est localement facteur direct dans E ; on peut, par exemple,
définir ¥ comme 1'intersection de E avec la droite de la fibre générique de E
contenant F . Lorsque F = F , on dit que F est un sous-fibré de rang 1 du
fibré E ; le faisceau quotient E/F est alors un fibré de rang 1 . Nous poserons

N(E; F) = deg(F) - deg(E/F) = 2deg(F) - deg(E)

et

N(E) = Sup N(E; F) .
F

PROPOSITION 6 - (i) On a
-2(g+e-1)=NE)< o .

ii) 8i E contient un sous-fibré F de rang 1 tel gque N(E; F) > O, ce fibré

est unigue ; en particulier, on a N(E) = N(E; F) .
Rappelons la démonstration :
Pour (i), on remarque que N(E) ne change pas lorsqu'on remplace E par X ® E,

ot X est un fibré de rang 1 . Comme cette opération change le degré de E par
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un multiple de 2e , on peut supposer que
2g - 2 < deg(BE) = 2g + 2e - 2 .

D'apr2s le théor2me de Riemann-Roch, on a

dim B°(C, E) = deg(E) + 2 - 2g> 0 ,
ot E°(C, E) est 1l'espace des sections de E sur C (lorsque E est de la
forme E; dun°® 2.1, ona B°(c, E) = 22 N L) . On en conclut que E contient un
sous-faisceau F de rang 1 isomorphe au fibré trivial 1. si F désigne le

sous-fibré correspondant de E , on a deg(F) = deg(F) = 0 , d'oh

N(E; F) = - deg(E) = - 2(g + e - 1),
et par suite

NE)=z-2(g+e-1) .

D'autre part, si F est un sous-fibré de rang 1 de E , le théorgme de Riemann-
Roch montre que
deg(F') = g - 1 + dim B°(C, F') = g - 1 + dim E°(C, E) ,
et on en conclut que deg(F') est borné (ce que 1l'on pourrait aussi déduire de
(ii)).D'or N(E) < = .
Pour (ii), supposons que E contienne un autre sous-fibré F1 de rang 1 tel

que N(E; F1) > 0 . Quitte & remplacer E par F;1 ® E , on peut supposer que

~

F‘I -1, i.e. que F1 est engendré par une section s de E qui est partout non
nulle. Comme N(E; F1) >0, ona deg(E) <0, d'ox deg(E/F) <« O puisque

N(E; F) > O . I1 en résulte que H°(C, E/F) = O , et la suite exacte

0 - B°(c, F) - B°(C, E) - E°(C, E/F)
montre que 8 est contenue dans F . D'ol F1 c P, et par suite F1 = F , puisque

F1 est un sous-fibré de rang 1 de E .

Remarques
1) Le fait que N(E) soit fini montre que E possdde un sous-fibré F de degré
maximum ; lorsque N(E) > O, ce sous-fibré est unique, en vertu de (ii).

2) L'entier N(E; F) ne change pas par extension du corps de base. Il n'en est
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pas de méme de N(E) , cf. exerc. 2,3.

3) Supposons ko algétriquement clos. On dit, avec Mumford, que E est semi-
stable si N(E) = O, et que E est stable si N(E) < O , cf. [26], [27] ol 1'on
trouvera des renseignements sur les "variétés de modules" de tels fibrés.

(Signalons que Mumford utilise "instable" pour "non semi-stable", ce qui conduit

4 de ficheuses confusions ...)

Fibrés décomposables
Soit E wun fibré vectoriel de rang 2 sur C . On dit que E est décomposable

8'il est somme directe de deux sous-fibrés de rang 1 . Une telle décomposition est
unique, & un automorphisme de E pres, cf. par exemple Atiyah, Bull. S.M.F., 84
(1956), p. 307-317.

Remarque

Soit E=F ®@F' un fibré décomposable, avec deg(F) = deg(F') . Distinguons
deux cas :

a) F et F' sont isomorphes. Ona EXF®F =F ® (1 ® 1) . L'anneau des
endomorphismes de E est l'algebre de matrices Mz(ko) , et toute décomposition
de E en somme directe se déduit de la décomposition donnée par un élément de
GLz(ko) =Mmt(E) . Ona NE)=0.

b) P et F' ne sont pas isomorphes. On a alors HO(C,F' ® F_1) = 0 , puisque

'@ F

est un fibré de rang 1 qui est non trivial et de degré = O . On en con-
clut que les endomorphismes de E peuvent se représenter par des matrices triangu-
laires (g 3) ,» avec a,d€k_ et DbE B°(C,F ® F'-1). En particulier, F est stable
par tout endomorphisme de E . Si E = F,] @ F2 est une autre décomposition de E ,
l'un des F; est égal & F , et l'autre se déduit de F' par une matrice (2) 11)) ,
avec b€ HE°(C,F® F'—1) comme ci-dessus. On vérifie sans difficulté que F est un

N(E; F) . Lorsque

sous-fibré de degré maximum de E , i.e. que N(E)
deg(F) > deg(F') ,
F est méme 1l'unique sous-fibré de E de degré > % deg(E) , cf. prop. 6 (ii).

Montrons maintenant que tout fibré E dont 1l'invariant N(E) est assez grand
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est décomposable :

PROPOSITION 7 - Soit F un sous-fibré de rang 1 d'un fibré E de rang 2 .

Si N(B;F)> 2g -2, alors F est facteur direct dans E .

Posons F! = E/F , de sorte que E est une extension de F'!' par F . On sait que
de telles extensions sont classées par les éléments du groupe de cohomologie

H'(C, F® F'"') . Comme
deg(F & F'71) = N(B; F) > 2¢ - 2 ,

le groupe en question est nul, d'aprd2s le "théor2me de dualité". L'extension E

est donc triviale.

COROLLAIRE - Tout fibré E de rang 2 tel gque N(E) > 2g - 2 est décomposable.

Exemple

Si C est la droite projective, ona g=0, e=1, et N(E) =2 0 d'aprds la
prop. 6 ; le corollaire ci-dessus montre alors que E est décomposable ; on re-
trouve le théor2me de Grothendieck [23] cité au n° 1.6.

La situation est différente pour une courbe de genre O sans point rationmnel,
cf, exerc. 1.

Exercices

1) On suppose que g = O , auquel cas C est la "variété de Severi-Brauer"
associée & une alg®bre de quaternions D sur ko .Ona e=1 s8i D est une
alg@bre de matrices, autrement dit si C est isomorphe & la droite projective P, ;
si D est un corps, ona e =2 , On note T 1le fibré tangent de C , et E une

extension non triviale de T par 1 : on a une suite exacte :
0O-1-E-T-0.

a) Montrer que End(E) =D .

b) Si e=1, E est isomorphe 3 F ®F , o F est un fibré de rang 1 tel
que deg(F) =1 .0na NE)=0.

c) Si e=2, E est indécomposable, et 1 estun sous-fibré de rang 1 de
degré maximal de E . Ona N(E) = N(E; F) = - 2 .,

Tout fibré indécomposable de rang 2 est isomorphe au produit tensoriel de E

par un fibré de rang 1 .

2) Soient kc'> une extension de ko , et C' 1la courbe déduite de C parextension
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PN

des scalaires de ko a ké s si BE, F, ...sont des fibrés sur C , on désigne par
E', F', ... les fibrés correspondants sur C' .

a) Si E est de rang 2 , on a N(E') = N(E) . Utiliser l'exerc. 1 pour cons-
truire un exemple oi N(E) = - 2 et N(E') =0 .

b) Soit H un sous-fibré de rang 1 de E' tel que N(E'; H) > O . Montrer
qu'il existe un sous-fibré F de E tel que H = F' .(Lorsque ké est une exten-
sion galoisiemme de k_ , cela résulte de la prop. 6 (ii), puisque celle-ci montre
que H est invariant par Gal(ké/ko) . Comme Raynaud me l'a fait remarquer, la
méme méthode s'applique au cas général, i condition d'étendre la prop. 6 (ii) au
cas ou C est définie sur un anneau local artinien, et d'utiliser la théorie de
la descente de Grothendieck.)

En déduire que N(E') > O entratne N(E) = N(E') .

3) Les notations étant celles de l'exerc. 2, on suppose que ké est une exten-
sion quadratique séparable de ko s on note A P> A 1l'automorphisme non trivial de
ké , ainsi que son extension & C' , Pic(C') , etc. Soit H un fibré de rang 1

S

sur C' dont la classe h dans Pic(C') n'appartient pas & 1l'image de Pic(C) .

Soit E 1le fibré de rang 2 sur C obtenu & partir de H par restriction des
scalaires de ké a ko (en tant que faisceau, E est image directe de H par le
morphisme canonique C!' - C) .

a) Montrer que E est indécomposable, et que E' se décompose en H® H . En
déduire que N(E) < O et N(E') = O .

b) Le corps k! se plonge de fagon naturelle dans End(E) . Montrer que
pu 1
End(E) = k!

si et seulement si h £ h dans Pic(C') . Lorsque h =h , l'anneau End(E) est
un corps de quaternions de centre ko 3 retrouver de ce point de vue les résultats
de 1l'exerc. 1.

4) On suppose k ~ fini.

a) Soient F et F' deux fibrés de rang 1 sur C . Montrer que les extensions
de F' par F sont en nombre fini, & isomorphisme pres.

b) Soit c€ Pic(C) . Montrer que les classes de fibrés indécomposables E de
rang 2 tels que det(E) soit de classe c sont en nombre fini(utiliser les
prop. 6 et 7 pour montrer que N(E) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, et se
ramener & a) .

c) En déduire que la partie de som(I'\X) qui correspond aux fibrés indécomposa-
bles est finie.

5) (d'aprgs Harder-Narasimhan [25]) Les notations et hypoth®ses sont celles de
1'exercice précédent. On pose q = Card(ko) , et 1'on note gc(s) la fonction
zéta de la courbe C , que 1l'on écrit sous la forme

Qc(s) = ZC(T) , ou T = q;S .
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On sait que ZC est une fonction rationnelle de T ; on a
Zc(T) = Po(T)/(1 - T)(1 - qu) ’
ol PC(T) est un polyndme unitaire de degré 2g .
Soit c€ Pic(C) . On considdre la série

M

s 2 1/Card(Aut(E)) ,

=det(E)=c

ol la sommation porte sur les classes de fibrés E de rang 2 tels que det(E)
soit de classe c¢ . Il résulte de l'exerc. 4 que Mc est fini.
Montrer, en utilisant le fait que le nombre de Tamagawa de SL2 (et de ses "for-

mes") est égal & 1 , que 1l'on a :

2, 2
M, = col= /e, - 1) = Pyla )/ (o, - 1)2(a2 - 1) .
En particulier, Mc ne dépend pas de ¢ .

Vérifier directement le cas g =0, cf. n° 1.6, exerc. 6.

2.3, Structure de I'\X

Fibrés de rang 1 sur Caff
Tout fibré de rang 1 sur Caff se prolonge en un fibré de rang 1 sur C , dé-

fini au produit tensoriel preés par une puissance de IP . I1 en résulte que le

groupe
Pic(a) = Pic(c?Y)
s'identifie au quotient de Pic(C) par le sous-groupe cyclique engendré par la

classe de I . Comme deg(IP) =-d , on en déduit une suite exacte
0 - J(ko) o Pic(A) - e2/dz2 - O (cf. n° 2.2).

De plus, pour tout cC Pic(4) , il existe un unique élément ¢ de Pic(C) qui
prolonge c , et qui est tel que

0= deg(g) < d.

Nous noterons Fc un fibré de rang 1 sur C de classe c ; un tel fibré est

déterminé & isomorphisme prés ; on pose fc = deg(FC) = deg(c) .

Pointe associde 3 un élément de Pic(4)

Soit c& Pic(A) . Nous allons construire un sous-graphe Ac de '\X, que nous

appellerons la pointe associée & c .
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Soit Fc le fibré de rang 1 défini ci-dessus, et soit n¢C Z . Posons

_1 3 R
P = I&Pl ® F, et B, =F OF .,
de sorte que E, =~ est un fibré décomposable de rang 2 tel que det(Ec n) = IP8 .
’ ’
D'apres le lemme 5, sa restriction & Caff est triviale ; il définit donc un som-

met x de T'\X, cf. prop. 4.
== “c,n

PROPOSITION 8 - Les sommets Xo,n (c€ Pic(A), n = 1) sont deux & deux distincts.
Remarquons dfabord que, si n=1 , on a deg(Fc) > deg(Fé,n) , ce qui montre

que Fc est l'unique ‘sous-fibré de rang 1 de degré maximal de Ec,n , cf. prop 6.

Supposons alors que l'on ait

X =X
Cc,n d,m

(c,d€ Pic(A), n=1, m= 1) .
D'apreés la prop. 4, cela signifie qu'il existe un entier q tel que Ec n soit
b

isomorphe & fPE 1 Ed,m . On a par suite des isomorphismes

~ q ' ~ q
Fc I% @ Fd et Fc,n I% ® Fc'i,m

Vu la définition de Fc , on en déduit d'abord que c¢c =4 , 9@ = 0 , puis que

m=n . D'olx la proposition

Occupons-nous maintenant des arétes d'origine X n dans I'\X. L'inclusion ca-
’
. &0 (n+1) o . N
nonique p < I% définit une inclusion de Ec,n dans Ec,n+1 , d'ol une
a ' ' . s ~ o
aréte yc,n d'origine xc,n et d'extrémité xc,n+1 . On a de méme une aréte
- ] 3 ] .
yc,n—1 dtorigine xc,n et d'extrémité xc,n—'l .
PROPOSITION 9 - Si (n-1)d > 2g - 2 - 2f , les arétes y t ¥y sont les
2= c A c,n — c,n-1 ——————=

seules arétes de T'\X d'origine X, e
’

Remarquons d'abord que, si E est un fibré vectoriel de rang 2 correspondant

.

4 un sommet x de I'\ X, les arétes de ['\ X d'origine x correspondent aux

orbites du groupe Aut(E) opérant dans l'espace des k-droites de la fibre E(P)
de E en P, fibre qui est un espace vectoriel sur k de dimension 2 . Loxsque
l'on prend x = xc’n , B = Ec,n , la fibre de E en P est somme directe de deux
droites :

Ec’n(]?) =D® D',
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N i 1 i 1 1
oi D est la fibre Fc(P) de F, , et D' la fibre Fc’n(P) de Fc’n . La

droite D correspond & 1l'arte y_  , la droite D' 2 1l'ar&te ic n_q + Sil'on
’ g di=

N

pose T = Aut(Ec n) , la proposition 9 revient & affirmer que toute droite de
,

c,n

D@ D' est Yc g-conjuguée & D ou & D' . En fait :
’

LEMME 6 - Si (n-1)d > 2g - 2 - 2f , toute droite de D @ D' distincte de D

2

est T ~conjuguée & D' .
- c,n
Remarquons d'abord que le groupe Fc n contient les automorphismes de la forme
b

(1 S) , o1 s est une section du fibré de rang 1
01
o~ 2 ®(-n)
— ' =
H= EQE(Fc,n ’ Fc) c ®Ip ’

fibré qui est de degré nd + 2fc . Un tel automorphisme agit sur la fibre D & D'
par la matrice unipotente (é SgP)) , ou s(P)¢ H(P) désigne la valeur de la sec-
tion s en P . Comme les supplémentaires de D sont conjugués entre eux par les
matrices (g ?) , avec A€ H(P) , on voit que le lemme 6 est conséquence du sui-

vant

LEMME 7 - 81 H est un fibré de rang 1 tel gque

deg(H) > 2g - 2 + 4 ,

1 'homomorphisme

"valeur en P " : H°(C, H) - H(P)

est surjectif.

En effet, on a une suite exacte

Ho(c, H) - H(P) - H'(C, I, ® H) ,
et le théor2me de dualité montre que H1(C, I, ® H) = 0 , puisque
deg(IP® H) > 2g - 2 .

(Noter que 1l'hypothdse sur deg(H) est bien vérifide dans le cas du lemme 6,

puisque deg(H) = nd + 2f > 2¢ - 2 + a.)
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Posons maintenant
m = Sup(2g - 2 + 4, 3d - 2) .
Soit n, le plus grand entier tel que 21‘c + d.nc =m . On a
i =
i) n =1,
En effet, on a 2fc + d.nc >sm=-d4d=24d - 2 . Comme fc =d - 1, cela entraine
1 o =
d.nc>0, d'ol nc_1 N
ii) dn, > 2g - 2 - 2f_ .
En effet, on a 2fc+d.nc>m-d52g-2 .
Nous définirons la pointe Ac comme le sous-graphe de ['\X ayant pour sommets

= v = ] i
les x, (n = nc) et pour ar@tes les Yon * Jo,n (n= nc) . C'est un chemin

Cy
infini
o ) o.
e
x X X
[ c,n_+1 c,n _+2
,nc ’ c+ ’ c+
d'origine le sommet X, 0 sommet que nous noterons simplement Xy e L'inégali-
?

c
té i), jointe & la prop. 8, montre que les Ac sont deux 4 deux disjoints. L'iné-

.

galité ii), jointe & la prop. 9, montre que A, ne rencontre le reste de TI'\X

gqu'en son origine X, .

Structure de I'\X

Soit Ym le sous-graphe de I'\X dont les sommets correspondent aux fibrés E
tels que N(E) =m , et dont les ar@tes sont les arétes de I['\X dont les deux ex-
c

trémités appartiennent & som(Ym) . Comme N(Ec n ) = 2f +dn, est =m, les x
’
c

sont des sommets de Ym .

THEOREME 9 - (a) ILe graphe I'\X est réunion des sous—graphes Y et oa,

avec c€ Pic(A) .

(b) On a som(Ym) N scm(Ac) = {xc} et ar(Ym) n ar(Ac) =0 .

(e¢) Il existe une constante £ = £(g,d,e) telle que tout sommet de I'\X soit &

distance = 4 de l'une des pointes Ac .
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On peut exprimer (a) et (b) en disant que 1l'on obtient le graphe I'\X en

collant au graphe Ym les pointes Ac par leurs extrémités LN

t cee Ac!_
A v — G /. Ixc'

caa Ao

Cette construction est analogue a celle du domaine fondamental d'un groupe
fuchsien.
Démonstration de (a)

Soit x un sommet de T'\X, et soit E un fibré de rang 2 correspondant
4 x .5 NE)=m, ona x€ aom(Ym) par définition de Y . Si NE)=m, il
existe un sous-fibré F de rang 1 de E tel que N(E; F) = m ; conme m > 2g-2 ,
la prop. 7 montre que F est facteur direct dans E ; on a E = F® F' ., Soit

c€ Pic(A) 1la classe de la restriction de F 2 caff

. Quitte & tensoriser E par
une puissance de I1> , on peut supposer que F = Fc . Comme det(E) est une puis-
sance de IP (cf. lemme 5), on en déduit que F' est isomorphe i I?;n ® F—1 .

c
avec n€ 2 , autrement dit que E = E , X = . L'hypoth2se N(E; F) = m si-

x
cyn c,n

gnifie que 2fc +nd Zm ; vua la définition de n, o, cela entraine n = n, et mon-

tre que x est un sommet de Ac « On a donc
som(T\X) = som(Y, ) Uusom(Ac) .
Soit maintenant y une aréte de I'\X. Si les deux extrémités de y appartien-

nent & Y , ona yé€ ar(Ym) par définition de Y . Si l'une des extrémités de y

n'appartient pas & Ym , c'est un sommet X, n

de l'un des Ac , et 1'on a
?

1 o7 =
xc’n;éxc » d'0h nZ=Zn +1 et
(n - 1)dEncd >2g -2 - 2f , cf. ii).
Vu la prop. 9, ceci entraine y¢€ a.r(Ac) . On a donc

ar(T'\X) = ar(Ym)U U a.r(Ac) ,

ce qui ach&ve de prouver (a) .
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Démonstration de (b)

Soit x, € som(Ym) n som(Ac) . Le fait que x

~ o,n appartienne & Ym signifie

que N(Ec,n) =m, i.e. que 2f +dn=m; vula définition de n, , et le fait
que n=n_ , cela entralne n=n_, et l'on voit bien que som(Ym) n som(Ac) est
réduit & {xc} .

La formule ar(Ym) n ar(Ac) = est évidente puisqu'aucune ar&te de A, ne

peut avoir ses deux extrémités égales 2 X, .

Démonstration de (c)

Nous allons voir que

_ + 22 + 2e -~ 2
4o B2 ]

convient (rappelons que [x] désigne la partie entidre de x , i.e. le plus grand
entier = x) .
Soit =x€ som(I'\X), et soit E wun fibré de rang 2 correspondant % x . Soit
n = N(E) , et soit
O-Fo-ELF' 50
une suite exacte, o F et F' sont des fibrés de rang 1 tels que
deg(F) - deg(F') =n .
Soit E1 le sous-faisceau de E image réciproque par E - F' du sous-faisceau
IP.F' de F' . La suite exacte
O—»F-»E1—»IP.F'—»O

montre que N(E1) =Zn + d . D'autre part, il est clair que le sommet x, de [I'\X

1

correspondant & E1 est 1ié au sommet x . En itérant cette construction, on ob-

tient un chemin

o e} o cee =0 cos
X =x x b
o 1 2 *p

de I'/X ol x,, correspond & un fibré E_ tel que N(Er) =Zn + rd . Prenons
r=4+1.0na rd>m+ 2g + 2¢ - 2 , d'ol
n+rdism , cf. prop. 6 (i).

Vu (a) , cela entraine que X, est un sommet de l'une des pointes 4, , et n'est
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pas l'origine X, de cette pointe. Comme X4 est 1ié & x,, ona également
xr_,]E som(Ac) , ce qui montre bien que la distance de x & Ac est=r -1=24.

COROLLAIRE 1 - Tout sommet de Ym est & distance = £ de 1l'un des X, -

Cela résulte de (c) , compte tenu de ce que tout chemin de TI'\X joignant un

sommet de Ym 4 un sommet de Ac passe nécessairement par 1'origine X, de Ac .

COROLLAIRE 2 - L'inclusion Ym - I'\X est une équivalence d'homotopie.

Cela résulte de (a) et (b) : on "rétracte les pointes".

COROLLATRE 3 - Le graphe Ym est connexe.
Cela résulte du cor. 2 et du fait que I'\X est connexe, puisque quotient de

1'arbre X .

COROLLATIRE 4 - Si ko est fini, il en est de méme de Ym .
Posons q = Card(k) . Il y a au plus q + 1 arétes de I'\X d'origine donnée,
donc au plus

1 + (q+1) + qa+1) + ... + ql'_1(q+1) = qf, + 2q£'-1 + cee + 20 + 2

sommets de ['\X & distance = £ d'un x, donné., Comme les x, sont en nombre
fini, le cor. 1 montre que som(Ym) est fini, et il en est évidemment de méme
de ar(Ym) .
Remarques

1) le cor. 4 peut aussi se déduire de l'exerc. 4 du n° 2.2.

2) Je signale, sans démonstration, le résultat suivant, d@ & H. Bass :

d) Il existe une constante 4£' = £'(g,d,e) telle gue deux sommets gquelconques

2

3 distance = £4' 1'un de l'autre.

de Y soient
m

En d'autres termes, le diamdtre de Ym est fini, et majoré par £' .

Pointes et bouts rationnels

Soit D wune droite du K-espace vectoriel V = K2 . Associons & D :

a) le bout b, de l'arbre X défini au n° 1.1;

D
b) la classe c = c(D) dans Pic(A) du A-module D, = e N D ; cela a un sens,
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car D, est projectif de rang 1 .

PROPOSITION 10 - A un graphe fini prés, 1'image du bout b, dans I'\X est égale

4 la pointe Ac agssocide & c .
Soit L, 1le réseau standard Q? , et soit L (n 2= 0) 1le sous-réseau de L,
défini par

Ln = Lo N D+ ﬂnLo . ol n est une uniformisante de O .

Les sommets x, de X correspondant aux Ln forment un chemin infini sans aller-

retour qui représente le bout b, , cf. n° 1.1. Notons F 1le sous-faisceau cohé-

D
rent du faisceau constant D défini par :

FQ = 93 ND= (DA)Q si Q est un point de caff ,
FP = Lo no.
C'est un faisceau localement libre de rang 1 , dont la restriction 3 Caff est

de classe c¢ . Le quotient EL/F est un sous-faisceau localement libre de rang 1

du faisceau constant V/D . On a pour tout n une suite exacte :

s — —_ t L, .
0-F ELn I%H.F 0

Lorsque n est assez grand, la prop. 7 montre que cette suite exacte se scinde ;
on a alors

~ ®n ,
ELn-FeBIP ® F' .

Vu la définition de Fc domnée au début, il existe des entiers r,s tels que
= LI 8 -1
PRI @F, et I eT .

On en déduit que EL est Irréquivalent au fibré noté plus haut E ;5 en

C,yn+8-1
n

d'autres termes, on a x

- x R : .
n ¢, n+s-1 ° d'ol la proposition

Remarques
1) I1 résulte des propriétés élémentaires des modules sur les anneaux de Dedekind
(Bourbaki, AC.VII, § 4, n° 10) que 1l'application D+ c(D) a les propriétés sui-

vantes :
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i) ¢(D) = c(D') © D et D' sont [-conjuguées ;
ii) pour tout c€ Pic(A) , il existe une droite D telle que c = c(D) .
On retrouve ainsi la bijection :

pointes de T'\X o éléments de Pic(4) .

2) Les bouts de X correspondent aux points de la droite projective P1(ﬁ) sur
le complété K de K , cf. n® 1.1 ; on notera que ce sont uniquement les points
K-rationnels de cette droite qui fournissent les pointes de T'\X . La situation
est analogue & celle du groupe SL2(Z) , ou les pointes sont données par les points
Q-rationnels de la droite projective IH(R) .

Exercices

1) 8i x est un sommet de X , on note n(x) 1l'invariant N(E) d'un fibré E
correspondant & x .

a) Montrer que, si x et x' sont liés, on a |n(x') - n(x)| = 4 .

b) On suppose que n(x) > O . Montrer, en utilisant la prop. 6 (ii), qu'il
existe un unique x'€ som(X') qui est 1ié 3 x , et tel que n(x') =n(x) +4d .
En itérant cette construction, on obtient une suite de sommets x, x', X" , ...
qui forme un chemin sans aller-retour ; le bout défini par ce chemin est l'unique

bout de X invariant par le fixateur de x dans T .
2) On suppose k, fini de caractéristique p . On pose
da
a4y = Card(ko) sy =4, = Card(k) .

Soit T'' un sous-groupe d'indice fini de I' . Si x (resp. y) est un sommet
(resp. une aréte géométrique) de I''\ X, on note F; (resp. F;) le stabilisa-
teur dans I'' d'un représentant de x (resp. y) .

a) Montrer que les séries

)2 1/Caxd(Ty) , D) 1/Cara(r.)
x€ som(I""\X) y€ ar(I'\X) ¥
sont convergentes. (Se ramener au cas ou ['' =T , et utiliser le cor. 4 du th. 9.)
b) Montrer que 1l'on a
o 1/cara(rl) = B 1/Cara(T)) = &L $ 1/Cara(r!) .
x pair x impair x v y
On note Mp: la valeur commune de ces séries. Montrer que M.t = (F:F').Mc , ou

M = o(-1)/(a~ 1) = Bgla,)/(ag- 1(aZ - 1)

est le nombre défini dans l'exerc. 5 du n°® 2.2.
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c) On pose
x(T") = xe so%(l"\x) 1/Cara(T}) - e ar'gz:om(r'\x) 1/Card(1"y) .
oma x(I')=-(a- 1M, et x(T") = (C':T") x(') si Mcr' .

d) Montrer que

X(T) = e soDm(Ym) 1/Caxd(T,) - e ar.g§om(ym) 1/Ca.rd(1“y) .

x #£ x,

ol la premire sommation porte sur les sommets de Y ~ distincts des x_ ,c€ Pic{a) .
(Remarquer que, si x est un sommet de l'une des pointes Ac , et y est l'aréte
géométrique joignant X au sommet suivant de Ac , on a Fx = Fy de sorte que les
contributions de x et y dans X(I') se détruisent.)

e) 5i It est conienu dans SLZ(K) y X(I'') est égal & - p(SLZ(R)/F') , ol W
est la mesure de Haar normalisée de SLz(ﬁ) , cf. n° 1.5. En particulier, pour
r' = SLZ(A) , On a :

x(8L,(8)) = - W(SL,(K)/SL,(8)) = - (a=1) ¢ox(=1) -

2

(Pour une généralisation de cette formule 3 tous les groupes simples simplement
connexes déployés, voir [34], p. 158, note de bas de page.)

f) On suppose que I'' est sans p'-torsion, autrement dit que tous les éléments
d'ordre fini de I'' ont pour ordre une puissance de p (i.e. sont unipotents). Mon-
trer que (I':T'') est divisible par (qo - 1)(q§ - 1) . (Faire opérer le groupe
fini GLz(ko) sur l'espace homogéne [/T'' et remarquer que toutes les orbites

ont un ordre multiple de (q° - 1)(q§ - 1).) En déduire que Xx(I'') est un entier.

2.4. Exemples
2.4.1. la droite affine : A=k[t] , g=0, e=d =1
La courbe C est la droite projective P1 et le point P est de degré 1 ; on

a k = ko ;5 c'est le cas déjh traité au n° 1.6, Tous les fibrés & sont décompo-

sables ; on peut les représenter par

En=l@1?;n (n=0,1, ...) .

Le graphe I'\ X est un chemin infini

[e] cee

xo %4 2
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dont les sommets X correspondent aux En . Lientier m du n® 2.5 est égal & 1,
et le graphe Ym est le segment X = X, . I1 y a une seule pointe Ac , puisque

A =k[t] est un anneau principal ; c'est le chemin infini :

& L) -
*q

Le dessin ci-dessous représente X , pour k = F2 s le nombre n accolé a4 un som-

met signifie que ce sommet est de type n , i.e. que son image dans TI'\X est X, .

_ /z
f .,

On observera que, si un sommet x est de type O , ses voisins sont tous de type 1.
Par contre, si x est de type n= 1 , un seul de ses voisins est de type n + 1,
les autres étant de type n - 1 ;3 il existe un seul chemin infini d'origine x sur
lequel le "type" va en croissant ; ce chemin correspond & un bout rationnel, & sa-
voir 1l'unique bout de X fixé par le fixateur Fx de i dans I . (Pour le com-

PN

portement des chemins correspondant & un bout irrationnel, voir exerc. 1.)

Remargue
Si l'on remplace [ = GLz(k[t]) par son sous-groupe I'y= SLZ(k[t]) , on voit
facilement que le graphe quotient I'\X ne change pas (cf. n° 2.1, exerc. 1, ou

n° 1.6, exerc. 2). Ce résultat se généralise de la fagon suivante :
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Soient S wun k-groupe algébrique simple simplement connexe déployé, Xs 1'im-
meuble de Bruhat-Tits de S sur le corps local K = k((1/%)) (cf. [371, [38], [391),

et posons I'g = S(k[t]) . Alors l'action naturelle de Ig sur X, admet pour

domaine fondamental un quartier de XS , au sens de Bruhat-Tits [28], 7.4.12 (C.Sou-~

18). Cela permet d'écrire I"S comme amalgame de certains sous-groupes, comme

on sait le faire pour S

SL2 , cf. n° 1.6.

2.4.2, lecas g=0,e=1, 4=2

La courbe C est la droite projective P1 et le point P est de degré 4= 2 .,
Le corps k est une extension monog®ne de degré d de ko . Un cas typique est
celui ot k =R, d=2, k=C, A= R[u,v]/(u2+v2-1) .

On a Pic(C) = 2 ; Pic(A) = 2/dZ . Si F est un fibré de rang 1 et de degré 1,
les représentants F_ des éléments c de Pic(A) (cf. n° 2.3) sont les F° ,

Osc< d . Tout fibré de rang 2 est isomorphe & 1l'un des fibrés

E = ,'E@a® F®b avec a,b€ 2 .
a,b

la restriction d'un tel fibré & c2ff

est triviale si et seulement si
a+b=0 (mod 4d) ;
dans ce cas, on notera x(a,b) le sommet correspondant de I'\X. Tout sommet de

I'\X est obtenu ainsi, et 1'on a

a-a'=b-b"'=0 (mod d)

x(a,b) = x(a',b') ® ou

a-b'=b-a'"=0 (modd) .

Le sommet x(a,b) est 1ié au sommet x(a+d,b) par une ar&te canonique y(a,b) ,
et il est 1ié % x(a-d,b) par l'aréte ¥(a-d,b) ; si |b -al = da -1, on vérifie
au moyen de la prop. 9 que y(a,b) et ¥(a-d,b) sont les seules arftes de I'\X

PN

d'origine x(a,b) . Pour déterminer compldtement le graphe ['\X, il reste & faire
la liste des autres arétes, cf. exerc. 2. Je me borne & indiquer le résultat pour
d=2,3,4:

a) lecas d=2

Les sommets sont les x(0,2n) et =x(1,2n-1) , avee n = 0,1, ... A part les ardtes
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canoniques y(a,b) et leursinverses, il y a un seul autre couple d'arétes, celui
qui lie les sommets x(0,0) et x(1,1) ; cela se voit, par exemple, en détermi-

nant les ar8tes issues de x(0,0) , cf. n° 2.1, exerc. 6. Le graphe I'\ X est donc :

O O O

see

x(1,3) x(1,1) x(0,0) x(0,2) x(0,4)
b) le cas d =3
Les sommets sont les x(0,3n), x(1,3n+2), x(2,3n+4) , avec n = 0,1. ... A part
les arétes canoniques, on ne trouve, ici encore, qu'un seul autre couple d'arétes,

qui lie les sommets x(0,0) et x(1,2) . Le graphe I'\X est:

x(0,0) x(0,3) x(0,6)
T @) x(1,2) x(1,5) «1,8)

c) lecas d =4
Les sommets sont les x(0,4n), x(1,4n+3), x(2,4n+2), x(3,4n+5) , avec n = 0,1, ...
Du sommet x(1.3) part, outre les deux ar8tes canoniques, une ar&te supplémentaire
d'extrémité x(0,0) ; de méme, de x(3,5) part une ardte qui le lie 3 x(2,2) . Le
sommet x(0,0) est 1ié & chacun des sommets x(0,4) et x(1,3) par une seule
aréte, et il est 1ié & x(2,2) par C arétes, ol q, = Card(ko) s de méme
x(2,2) est 1ié 3 x(2,6) et =x(3,5) par une seule ardte, et & x(0,0) par a,

arétes. Toutes les autres ar@tes sont canoniques. Le graplte I'\X est :

x(0,8) x(0,4) x(0,0) x(2,2) x(2,6) x(2,10)

so e \ O A% o ece

ese \% \°g \% O % 1%

x(1,11) x(1,7) x(1,3) x(3,5) x(3,9) x(3,13)

A la diftérence des précédents, ce graphe n'est pas un arbre.
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2.4.3. e cas g=0, e=2, d=2

La courbe C est une courbe de genre O sans point rationnel. Le point P est
de degré 2 . On peut réaliser C comme une conique plane, P é&tant 1l'intersec-
tion de cette conique avec une droite définie sur ko . Un cas typique est celui

R[u,v]/ (u2+v2+1 ) .

o k,=R,k=0C, 4

On a Pic(A) = 22/2Z2 = 0 : il y a une seule pointe. Dans ['\X, on a les sommets

]
]

x, (n=0y1, «ee) , qui correspondent aux fibrés décomposables

En=1@IP .

Il y a un autre sommet =z , qui correspond & un fibré indécomposable E dont
1'anneau d'endomorphismes est le corps de quaternions D associé 3 C (cf. n° 2.2,

exerc. 1). Le graphe TI'\X est un chemin infini :

o— o -O- o cee
z x x, X,

Remarque
Si 1'on remplace I' par Iy= SIQ(A) s le graphe TI'\X est remplacé par un graphe
[\X dont la partie gauche (celle relative & 2z — xo) est quelque peu différente :
le sommet =z est remplacé par une famille de sommets correspondant aux éléments
de k:/Nrd ¥ , et 1'ar8te joignant 2z et x, est remplacée par une famille d'a-
ré&tes correspondant aux éléments de k';/Nk /kok* , cf. n° 2.1, exerc, 1. Par exemple :
a) Si k, =R,k=C, D=H (quaternions de Hamilton), le sommet z et l'a-

réte 2z —0 x, sont dédoublés ; le graphe I\ X est

Noter les trois arétes issues de xo s qui correspondent aux trois orbites de
SL2(R) sur la droite projective complexe P, (C) : le demi-plan supérieur, 1l'axe

réel, et le demi-plan inférieur.
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b) si k, est un corps p-adique Q'P , seule l'ar8te z —— x_ = est dédoublée ;

le graphe TI\X est :

2 X X X,

o 1

3

2.4.4. L'anneau A = Fz[u,v]/(u2+u+v +v+1)

La courbe C définie en caractéristique 2 par 1'équation

(%) wWaiu=v4va4
est une courbe elliptique : ona g =1 . Son point & 1'infini P est de degré 1:
ona e=4d-=1 ’k=k0=F2 . Comme la jacobienme J de C est égale & C , on
a J(ko) = C(ko) = 0 (en effet, 1'équation (*) n'a pas de solution dans F2) . I1
en résulte que Pic(A) est réduit & O : l'anneau A est principal, il y a une
seule pointe. A IP—équivalence prés, on trouve que les fibrés de rang 2 sont les
suivants :

a) les fibrés décomposables E =19 I%n (n=0,1, ...) 5 je note x_  lessom-
mets correspondants de I'\X;

b) une extension non triviale de 1 par 1 (resp. de 1  par ip ) 5 Je note z
(resp. 2z, le sommet correspondant) ;

c) deux fibrés obtenus par restriction des scalaires (cf. n° 2.2, exerc. 3) &
partir de fibrés H et H®2 de rang 1 sur la courbe C' déduite de C par ex-
tension du corps de base 3 F4 (on a Pic(C') = Z/5Z2 x Z , et 1'on prend pour H
un fibré dont la classe est d'ordre 5) ; Jje note t1 et t2 les sommets corres-

pondants.

Le graphe TI'\X a la structure suivante :

xo X1 x2 x3
O O O- 0— e e o0
2z
o
Zq
t, t,
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Exercices
1) Les hypoth2ses sont celles de 2.4.1. Soit

by e

un chemin infini sans aller-retour dans X . On note n(i) 1le type de Q‘i ;s clest

un entier = 0 ; la connaissance des n(i) détermine 1'image de A dans T\ X .
a) On a n(i+1) = n(i) + 1 . Montrer que, si n(i+1) = n(i) - 1 , alors

n(i+j) = n(i) - j pour tout j tel que O = j = n(i) .

Le graphe de la fonction n(i) , prolongée par linéarité R+ , a la forme sui-

vante n(i) A

Y

b) En déduire que deux cas seulement sont possibles :

'b1) T1 existe NEZ tel que n(i) =i + N pour i assez grand.

b2) I1 existe une infinité de valeurs de i telles que n(i) = 0 .

c) Soit &€ P, (K) 1le bout défini par A . Montrer que b1) équivaut & 6€ P, (x);

autrement dit, b2) se produit si et seulement si § est irrationnel.

2) Les hypoth2ses sont celles de 2.4.2. On note fd(t) le polyndme unitaire irré-
ductible de degré d qui définit le point P ; on a

k =Xk [t]/(fy) .

a) Montrer que l'ammeau A est formé des fractions rationnelles g(t)/fd(t)n ’
avec n entier = 0, g€ ko[t] et deg(g) = nd .

b) On note « 1le point 3 1'infini de P1 » et I le faisceau d'idéaux corres-
pondant. On prend pour F le faisceau I:: (faisceau des germes de fonctions ayant au
plus un pdle simple & 1'infini), de sorte que les sections de " gtidentifient
aux polyndmes en t de degré =n . Si a,b,a',b' sont des entiers, 1l'espace vec-

dans le faisceau E

!
toriel H(z‘ %,) des homomorphismes du faisceau E, at bt

b
?
s'identifie au groupe des matrices ¢ = (3 i) , avec :

a,Byy,d € ko[t] ’

deg(w) = a' - a, deg(B) = a' -b, deg(y)=b' ~a, deg(s) =b' - b .
En particulier, le groupe G(.i‘) des éléments inversibles de H(% .i) n'est autre

que Ant(Ea’b) .
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c) On suppose que a,b,a',b' sont tels que
a'+b'=a+b+d=0 (mod d) ,

LN _ 1
et L'on note @(% %,) le sous-ensemble de H(% Z‘,) formé des matrices ¢ telles
*
que det(cp) = )\fd , avec Atk ; cet ensemble est stable par multiplication &

1
droite par un élément de G(%) et 3 gauche par un élément de G(.i’,) . Montrer que

les é1léments du quotient G(%:) \ & (% %:) / G(%) correspondent bijectivement aux
arétes de I'\X d'origine x(a,b) et d'extrémité x(a',b') . En déduire que, pour
que x(a,b) et =x(a',b') soient 1liés dans T'\X, il faut et il suffit que, ou
bien {a,b} N {a',b'} # § (cas qui correspond i une aréte canonique), ou bien
Inf(a',b') = Sup(a,b) .

d) Utiliser c) pour montrer que x(0,0) est 1ié & tous les x(a,b) tels
que a+b=d4d et a,b=0.

e) On suppose d pair. Montrer que E b F®d/ 2 ® E définit un automorphisme
d'ordre 2 de I'\X.

3) Soient k wun corps fini, et C une courbe elliptique sur k dont le groupe
C(k) des k-points est réduit & un seul élément.
a) Soit 7 1'endomorphisme de Frobenius de C , que 1l'on identifie & la fagon

usuelle & un entier d'un corps quadratique imaginaire. On a = + T = m.w

d
avec q = Card(k) . En déduire que q = 4 .

b) Montrer que, & isomorphisme pr2s, il n'y a que trois possibilités :

(i) x =F, , C définie par u2+u=v3+v+1,
2 > 3
(ii) k = F3 , " " u =y -v -1,

(iii) x F4, " " u2+u=v3+p , avec ngz.

c) Le cas (i) est celui de 2.4.4. Déterminer I'\X dans les cas (ii) et (iii)
[1a seule différence est que, & la place des 2 sommets t1,t2 , on trouve 3 sommets

dans le cas (ii), et 4 sommets dans le cas (iii)].

4) On pose L= SL2(A) . Montrer que, dans le cas 2.4.2, l'application canonique
som(l'1\X) - som(l"1\X) est bijective ; donner des exemples ou l'application
ar(I"1\X) - ar(T'\X)
n'est pas injective. (Utiliser 1l'exerc. 1 du n° 2.1.)

5) On suppose ko fini, Montrer que, avec les notations de l'exerc. 2 du n° 2.3,

on a

]

() = = (¢ - 1)/(qy- D3(a® 1) aans les cas 2.4.1 et 2.4.2,
x(T') = - 5/3 dans le cas 2.4.4.

6) Déterminer T'\X lorsque g =1 et k= est algébriquement clos (utiliser

[22]).
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2.,5. Structure de T

On peut appliquer au couple (X,I'’) les résultats du chap. I, n°® 5.4 : une fois
choisis un arbre maximal T de I'\X ainsi qu'un reldvement j de T dans X
et de ar(l'\X) dans ar(X) , le groupe [ s'identifie au groupe fondamental

n, (C,I\X,T)

d'un certain graphe de groupes (I,I'\X) porté par I'\X, cf. chap. I, th. 13.
Rappelons que, si x¢ som(I"'\X) , le groupe Ex attaché & x est le stabilisateur
du représentant jx de x dans som(X) ; si jx est défini par un réseau L ,
on a donc T _= Aut(EL) , cf. n° 2,1, De méme, si y€ ar(l'\X), le groupe l_'_‘y

est le stabilisateur de 1l'aréte Jjy de X . Lorsque ko est fini, tous les grou-

pes Ex et 1_“y sont finis,

Exemples

La situation est particulidrement simple lorsque I'\X est un arbre, puisqu'alors

I' s'identifie & la limite d'un arbre de groupes porté par I['\X, cf. chap. I,

n® 4.4. Ainsi :
a) dans le cas 2.4.1 (A=k[t], g=0, e=d=1), ou I'\X est :

y

o O —0 cee
x x x,
o 1 2

on a Ex = GLz(k) y T = B(k) , et la limite du sous-arbre de groupes formé par
o

y

la pointe o % ... est le groupe de Borel B(A) . On retrouve ainsi
1

le théordme de Nagao :

r = GLZ(k) *

B(k) B(4) , cf. n° 1.6, th. 6.

b) dans le cas 2.4.3 (G =0, e=d=2), ot I\X est

on trouve de méme :

]

X
T =D % GLy(k ) *

B(ko) B(A) ’

0N

ol D est le corps de quaternions attaché & la courbe C , et o h est le groupe
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kx* , considéré comme sous-groupe de Cartan 3 la fois de GLz(ko) et de D* -

Iorsque A = R[u,v]/(u2 + v

+ 1) , cela donne :
T =8 x gx CL,(B) *B(R) B(4) .

Revenons au cas général, et reprenons les notations Ym, Ac 1 Xy 5 eee du n° 2.3.

Si x = X, 0 est un sommet de la pointe Ac , et y 1'aréte joignant x au som-
?

. v _ ' .
met suivant x' = x(_:,m_1 , On a vu que Ex" Ey , de sorte que 1l'on a une suite
de plongements :

[xc Ceeecl D & e

et la limite Tc de l'arbre de groupes défini sur A, par (T,F\X) est simple-
ment la réunion de la suite croissante formée par les [ .3 on peut également ca-

ractériser 1"c comme l'intersection de I' avec le sous-groupe de Borel de GLZ(K)

formé des éléments qui stabilisent le bout de X défini par le reldvement ,jAc

de Ac (cf. n°% 1.3 et n° 2.3). L'une ou 1l'autre caractérisation montre que Ay

est produit semi-direct du groupe k”; X k‘: par un groupe Uc qui est un A-module
projectif de rang 1 (et en particulier un ko-espace vectoriel de dimension in-

finie).
Notons d'autre part /\m le groupe fondamental de la restriction & Ym du graphe

de groupes (1:,1"\X) . Posons &, = Ex . Le fait que X, goit un sommet & la fois
(]

de Ym et de Ac montre que 1l'on a des injections canonigues :

@c - /\m et @c - 1"0 .

THEOREME 10 - Le groupe [ est somme des groupes l"c(cE Pic(A)) et A, » amalga-

més par leurs sous-groupes communs &, suivant les injections ci-dessus.

Cela résulte du th., 9 et du fait, facile & vérifier, que, si un graphe de groupes
G s'obtient en "collant" deux graphes de groupes (_}1 et (_}2 par un arbre de
groupes 912 , On a

1‘t1(§) = 1':1(91) * ﬂ1(912) 1t1((_} ) .
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COROLLAIRE - Le groupe I' n'est pas de type fini.

Soit en effet Ac une pointe, et soit 1"(': le groupe obtenu en amalgamant /\m

et les T pour c' # c . D'aprds le th. 10, on a

c!

Mais Fc est réunion de la suite strictement croissante de sous-groupes Ex ,
avec x€ som(Ac) , et ces sous-groupes contiennent tous @c . I1 en résulte que T
est réunion de la suite strictement croissante des Fé *éc EJ{, et ce n'est donc
pas un groupe de type fini.
Autre démonstration du th. 10

Si c€ Pic(A) , notons Ac,1 le sous-graphe de A  obtemu en retirant x_ ain-
si que les deux ar&tes (inverses l'une de 1l'autre) d'origine et d'extrémité X, .
D'aprds le th. 9, som(I'\X) est réunion disjointe de som(Ym) et des som(Ac’1) .

Notons X (xresp. Xc) 1'image réciproque de Y (resp. de o 1) dans X .
’

Soit X 1'arbre obtenu en contractant en un point chacune des composantes connexes

de Xm et des Xc (cf. chap. I, n° 2.3). Le groupe I op2re sur X , et le quo-
tient T = I'\X est égal au graphe déduit de I['\X en contractant Y en un point
P et chacun des Ac 4 enun point Pc o Vu le th. 9, les seules arétes de T

’

sont celles qui lient P aux Pc 3 en particulier, T est un arbre :

P
c

Pc'

e .

D'apres le th. 9 du chap. I, il en résulte que I’ est la limite d'un arbre de
groupes (£,T) porté par T . De plus, on constate facilement que le groupe %P
attaché au sommet P est Am , que celui attaché & Pb est Pc , et celui attaché
3 1l'aréte P — Pc est &, - Le th. 10 en résulte.

Exercices

1) Soit E une composante connexe de 1l'un des X, .
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a) Montrer que E contient un bout de X et un seul, et que ce bout est ration-
nel, i.e. appartient & P1(K) . Inversement, tout bout rationnel peut &tre repré-
senté par une telle composante E , et par une seule.

b) On suppose que Card(k) = 2 . Montrer que E est isomorphe & l'arbre suivant :

| //]/4/

2) (dtapreds Quillen). Les hypoth2ses sont celles de 2.4.1, i.e. on a A = k[t] .

On note ZO l'ensemble des k-sous-espaces vectoriels v de A2 ayant la proprié-

té suivante :

(*) 1'homomorphisme canonique A & Vv - 42 est bijectif.
(Un tel sous-espace est une "k-forme" du A-module A2.)

a) Soit I un O-réseau de V = K2 . Montrer que le fibré EL associé & L
est trivial si et seulement si il existe vE€ ZO tel que L = O0.v , auquel cas on
a v = A2 N L . En déduire une bijection entre Zo et l'ensemble des sommets de X
de type O au sens du n° 2.4.1.

b) Soit z, = P1(K) , et soit Z la somme disjointe de Z_ et de 2, . Si
De2Z, et v€Z_ , ondit que D et v sont 1liés si D (considéré comme une
K-droite de K2) est de la forme K gk d, ob d est une k-droite de v . On dé-
finit ainsi une structure de graphe combinatoire sur Z . Montrer que ce graphe
est un arbre, isomorphe & celui noté X 31la page précédente., Le groupe I' opere
sur 2 avec pour domaine fondamental un segment ; on retrouve ainsi la décomposi-~

tion de Nagao :
r = GL2(k) *B(x) B(k[t]) -

3) Dans le cas 2.4.4, montrer que I est produit libre de 63 *Z/9ZA et de deux
copies de 32/3%Z .

2.6. Résultats auxiliaires

PROPOSITION 11 - Soit G = (G,Y) un_graphe de groupes ayant les propriétés sui-

vantes :
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(i) le graphe Y est fini ;

(ii) pour tout x€ som(Y) , le groupe G, associé & x est fini.

Soient T un arbre maximal de Y , et G = m, (G,Y,T) le groupe fondamental de

G en T (chap. I, n° 5.1). Alors :

a) G est un groupe de type fini,

b) Tout sous-groupe sans torsion de G est libre.

c) G possedde des sous—groupes sans torsion d'indice fini.

Disons qu'un groupe a virtuellement une propriété (P) s'il possdde un sous-

groupe d'indice fini qui jouit de (P) . Avec cette terminologie, on a :

COROLLAIRE - Le groupe G est virtuellement libre de type fini,
En particulier, c'est un groupe de type (WFL) , et de dimension cohomologique

virtuelle = 1, au sens de [34], n° 1.8.

Remarque
A, Karrass, A. Pietrowski et D. Solitar (J. Australian Math. Soc., 1973) ont

démontré une réciproque & la prop. 11 : tout groupe virtuellement libre de type
fini est groupe fondamental d'un graphe de groupes ayant les propriétés (i) et (ii)
Ce résultat généralise le théordme de Stallings ([7], 0.2) suivant lequel tout
groupe sans torsion qui est virtuellement libre de type fini est libre. Il y a des
résultats analogues, dus & D. Cohen et G.P. Scott, pour les groupes qui ne sont pas

de type fini.

Démonstration de la prop. 11
L'assertion (a) résulte de la définition de ™, (G¢,Y,T) par générateurs et re-

lations.

L'assertion (b) résulte du lemme suivant, qui généralise la prop. 18 du chap. I :

LEMME 8 - Soit H un sous-groupe de G tel que H - {1} ne rencontre aucun con-

jugué des G_, x€ som(Y) . Alors H est un groupe libre.

En effet, H opérelsur 1l'arbre X revétement universel de (G,Y,T) puisque les

fixateurs des sommets de X sont les conjugués des Gx s ¢f. chap. I, n° 5.3 ;3 on

1 1ibrement
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applique le th. 4 du chap. I, n° 3.3.

Pour prouver (c) , choisissons un entier n = 1 qui soit multiple des ordres
des G, x€ som(Y). Soit E un ensemble fini & n éléments, et soit Sp le
groupe des permutations de E . Si F est un groupe fini, nous dirons qu'un homo-
morphisme f : F - Sg est régulier si l'action correspondante de F sur E est

libre, autrement dit si f(x).e = e (avec x€EF , e€E) entratne x =1 .

LEMME 9 - Supposons que 1l'ordre de F divise n . Alors :

2

(oz) Il existe un homomorphisme régulier f : F - GE , et un seul & conjugaison

pré¢s par un élément de Sp -
(ﬁ) Si F' est un sous-groupe de F , tout homomorphisme régulier de F' dans

GE se_prolonge en un homomorphisme réegulier de F dans GE .

(v) 8i F' et F" sont deux sous-groupes de F , et ¢ un isomorphisme de F'

sur F" , alors, pour tout homomorphisme régulier f : F - SE , il existe s¢ G’E

tel que f(p(x)) = s.f(x).s_1 pour tout x€ F' .
L'assertion («) signifie que, & isomorphisme pr2s, il existe un et un seul
F-ensemble & n éléments sur lequel F agit librement, ce qui est évident. Les

assertions (B) et (y) résultent de () .

PN

LEMME 10 ~ Il existe un homomorphisme f : G -~ &p tel gue la restriction de f 2

chacun des Gx s X€ som(Y) , soit un homomorphisme régulier.

Vu la définition de G (chap. I, n° 5.1), il suffit de construire :
des homomorphismes réguliers f.:G_-&p , x€ som(Y)
des éléments s, de Sy s v€ar(Y) ,

vérifiant les propriétés de recollement :
-1 v
‘sy-fx(ay)-sy = fx.(ay) si y€ar(Y) , x=t(y) , x' = o(y) , ac G,
s =1 si y€ar(T) .

y
Pour cela, on construit d'abord les fx et les sy sur l'arbre T ; cela se fait

par récurrence sur le nombre de sommets de T , en utilisant le lemme 9 (B) . L'e-

xistence des s, pour y€ar(T) , résulte alors du lemme 9 (y) .
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Soit H 1le noyau d'un homomorphisme f : G — 6E ayant les propriétés du lemme
10. I1 est clair que H est d'indice fini dans G . D'autre part, pour tout
x€¢ som(Y) , la restriction de f 3 Gx est injective. On a donc H N Gx = {1} ’
et, puisque H est distingué dans G , cela entraine que H - {1} ne rencontre
aucun des conjugués des Gx . D'apreés le lemme 8, H est libre, donc a fortiori

sans torsion, ce qui démontre (c) .

Groupes résiduellement finis
Soit G wun groupe. Rappelons ([3], p. 116, 414) que G est dit résiduellement

fini s'il est séparé pour la topologie des sous-groupes d'indice fini, autrement
dit si, pour tout x¢G - {1} , il existe un sous-groupe H de G , d'indice fini,
qui ne contient pas x ; on notera que 1l'on peut alors choisir H distingué dans
G : il suffit de le remplacer par l'intersection de ses conjugués.

Tout groupe libre est résiduellement fini (cf. par exemple Bourbaki, A.I, p. 150,
exerc. 34). Tout sous-groupe d'un produit de groupes résiduellement finis est ré-

siduellement fini.

PROPOSITION 12 - Soit G = (G,Y) wun graphe de groupes ayant les propriétés suivan-

tes :

(i) 1le graphe Y est fini ;
(ii') pour tout x€ som(Y) , le groupe G, est résiduellement fini ;

(iim) pour tout y¢€ ar(Y) , le groupe Gy. est fini,

Soient T un arbre maximal de Y , et G le groupe fondamental de (G,Y,T) .
Alors :

(a) G est résiduellement fini ;

(b) pour tout x€ som(Y) , la topologie des sous-groupes d'indice fini de G

induit sur G, 1la topologie des sous-groupes d'indice fini de Gy -

(Noter que les propriétés (ii') et (ii") sont plus faibles que la propriété
(ii) de la prop. 11.)

Soit R 1l'ensemble des familles R = (Rx) )’ ou Rx est un sous-groupe

x€ som(Y
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distingué d'indice fini de Gx tel que Rx n Gy = {1} pour toute aréte y d'ex-

trémité x (ce qui permet d'identifier Gy % un sous-groupe de Gx/Rx) . Les

Gx/Rx et les Gy forment alors un graphe de groupes (G/R,Y) qui satisfait aux

hypothdses de la prop. 11. Posons Gp = n1(G/H,Y,T) et notons fp 1'homomorphisme
canonique de G sur GR . Les fR définissent un homomorphisme
f:G - l l G
Renr "R °

Nous allons voir que f est injectif. Pour cela, choisissons un sommet PO de Y,
et identifions G (xesp. GR) au groupe fondamental de (G,Y) (resp. de (G/R,Y))
en Po , cf. chap. I, prop. 20. Soit g wun élément de G distinct de 1 , et re-
présentons g sous la forme |c,p| ob (c,u) est un mot réduit, (chap. I, n° 5.2).
I1 résulte des hypotheses (i), (ii') et (ii") que 1l'on peut choisir R de

telle sorte que (fR(c),p) soit un mot réduit de G, . Vu le th. 11 du chap. I,

R

cela entraine que fR(g) # 1, ce qui montre bien que f est injectif. Mais, d'a-

preés le cor. & la prop. 11, chacun des GR est virtuellement libre, donc résiduel-

lement fini. Il en résulte que G est résiduellement fini, d'ou (a) .
Soit maintenant H un sous-groupe d'indice fini de 1l'un des Gx . On peut choi-

sir RER tel que Rx c H. Vu la prop. 11, il existe un sous-groupe H1 d'indice

fini de GR qui est sans torsion, donc rencontre Gx/Rx seulement en 1'élément

neutre. Le groupe H, = fﬁ1(H1) est alors un sous-groupe d'indice fini de G tel

que H, N G < H . Cela démontre (v) .

Remarque

La prop. 12 ne reste pas valable lorsqu'on y supprime l'hypothese (ii") , cf.
Bourbaki, A.I, p. 150, exerc. 35.

Exercices

1) Tout produit libre de groupes résiduellement finis est résiduellement fini,

2) Soit G = n1(G,Y,T) . On suppose que les G, , xC som(Y) sont finis, mais
on ne suppose pas que Y soit fini., Montrer que tout sous-groupe sans torsion
de G est libre. Prouver l'équivalence des propriétés suivantes :

¢) G possdde des sous-groupes sans torsion d'indice fini ;
c') les ordres des G, sont bornés.

(L'implication c) = c') est immédiate. Pour prouver que c') = c) , utiliser la
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méme méthode que dans la démonstration de la prop. 11.)

3) On se place dans les hypoth®ses de la prop. 11. On note x(G) 1la caractéris-
tique d'Buler-Poincaré de G au sens de Wall (cf. [34] , p. 99) 5 si H est un
sous-groupe libre d'indice fini de G , et si Ty désigne le rang de H , on a

x(6) = (1 - =)/ (c:E) .

Montrer que

G) = z 1/Card (G - > 1/Card(G ) .
x(8) x€ som(Y) /oamal x) y€ ar.geom(Y) /azxa( y

(Pour une généralisation de ce résultat, voir [54], p. 102, prop. 14.)

4) Les notations sont celles du n° 2.5, On suppose ko fini,
Montrer que

x() = x(rny) - 2 x(2,) »
c€ Pic(4)

o X(I') est défini comme dans l'exerc. 2 du n° 2.3, et X(Am) et x(@c) sont
les caractéristiques d'Euler-Poincaré de Am et de ¢, au sens de Wall. (Utiliser

1l'exercice précédent, la partie d) de l'exerc. 2 du n° 2.3, et le fait que
x(a,) = 1/cazale,)
puisque ¢ est fini.)

5) Donner un exemple de suite strictement croissante de groupes finis dont la
réunion G n'a pas de sous-groupe d'indice fini distinct de G . En déduire que
la prop. 12 ne s'étend pas au cas des graphes infinis, m@&me lorsqu'on suppose tous

les G finis,
x

2.7. Structure de I : cas d'un corps fini

Dans ce numé€ro, on suppose que ko est fini. Le graphe Yﬁ est alors fini,
d'aprés le cor. 4 au th. 9. Il en est de méme des groupes E}(, et en particulier

des groupes %, intervenant dans le th. 10. En ce qui concerne Am , On a :

THﬁORﬁME 11 - Le groupe Am est virtuellement libre de type fini (au sens du
n° 2.6).
Cela résulte du cor. & la prop. 11, et des propriétés de Yﬁ et des FJ{ rappe-

lées ci-dessus.
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Sous—-groupes de congruence et sous—groupes d'indice fini

Parmi les sous-groupes d'indice fini de I figurent les sous-groupes de congru-

ence. Rappelons (cf. [20]) qu'un sous-groupe H de [' est dit "de congruence"
s'il existe un idéal o # O de A +tel que H contienne le noyau de

GL2(A) - GL2(A/a) .

(Dans cette définition, on peut remplacer GL2 par SL2 ; cela ne change rien.)
La topologie définie sur I par les sous-groupes de congruence est séparée ; a
fortiori, I est résiduellement fini.
Notons Sa(F) (resp. S(I')) 1'ensemble des sous-groupes de congruence (resp.
des sous-groupes d'indice fini) de I' . On a
s, (1)  s(r)
et le "probléme des groupes de congruence'" consiste & voir s'il y a égalité. La

réponse est négative

THﬁOREME 12 - L'ensemble Sa(F) est _dénombrable, et l'ensemble S(I') a la puis-

sance du continu.

(I1 y a donc "beaucoup" de sous-groupes d'indice fini qui ne sont pas sous-grou-
pes de congruence.)

La premidre assertion résulte de ce que l'ensemble des idéaux de A est dénom-
brable, et que, si G est un idéal # O , il n'y a qu'un nombre fini de sous-grou-
pes de I' qui contiennent le noyau de GLZ(A) - GLZ(A/u).

D'autre part, puisque I est dénombrable, l'ensemble de ses parties a pour cardi-
nal ¢ , le cardinal du continu. On a donc

Card S(T') = ¢ ,
et il reste & prouver 1l'inégalité opposée. Pour cela, choisissons une pointe by s
et notons Fc le sous-groupe correspondant de I' , cf. n° 2.5. Notons S(Fc) 1'en—~

semble des sous-groupes d'indice fini de Fc .

LEMME 11 - On a Ca:r:dS(Fc)=c .
Par construction, Fc contient un sous-groupe Uc d'indice fini qui est un

ko-espace vectoriel de dimension infinie dénombrable. Le dual de cet espace est de
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dimension ¢ . On en conclut que l'ensemble des hyperplans de UC a la puissance

du continu, d'ou le lemme.

LEMME 12 - La topologie des sous~groupes d'indice fini de I' induit sur Te la

topologie des sous-groupes d'indice fini de Fc .

N

Cela résulte de la prop. 12, appliquée & l'arbre de groupes (&,T) défini & la

fin du n°® 2.5.

Considérons maintenant le sous-ensemble S de S(T') x S(Fc) formé des couples

(H,H') tels que

HE 8(T°) H'es(rc) » et HNT_ cH .

D'apres le lemme 12, l'application pr, : S - S(Fc) est surjective. Vu le lemme
11, on a donc Card S Z ¢ . D'autre part, l'application pry ¢ S - 8(I') est
évidemment surjective, et ses fibres sont finies ; on a donc Card S(I') = Card S ,
cf. Bourbaki, E III, p. 50, prop. 4, d'ou Card S(I') = ¢ , ce qui achdve la démons-

tration.

Remarque
La démonstration du th. 12 donnée dans [20], § 3, est quelque peu différente

elle évite 1l'emploi des graphes de groupes, mais utilise les propriétés homologi-

gques des sous-groupes d'indice fini de ' exposées au n° suivant,

2.8. Homologie

On conserve les hypothdses et notations des n®°S 2.5 et 2.7 ; on note p la ca-

ractéristique de ko .

Rappels homologiques

Si un groupe G op@re simplicialement sur un complexe simplicial contractile X ,

il existe une suite spectrale qui relie les groupes d'homologie de G & ceux des

fixateurs des simplexes de X , cf. [34], p. 95. Lorsque X est un arbre, sur
lequel G opere sans inversion, cette suite spectrale prend une forme particulid-
rement simple, que nous allons rappeler.

On choisit d'abord une orientation ar+(X) de X invariante par G ; c'est
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possible du fait que G opdre sans inversion. On définit le groupe Ci(X) des
chaines de X de dimension i par :
¢, ()

¢, (x)

0 si i# 0,1,

groupe abélien libre de base som(X)
C1(X) = groupe abélien libre de base ar' (X) .

On a deux homomorphismes

d : C1(X) - CO(X) caractérisé par d(y) = t(y) - o(y) »
€ : CO(X) - % " e(x) =1 .
Le groupe G opeére sur les Ci(X) et commute & O et e (& condition de le

faire opérer trivialement sur 2) . On obtient ainsi une suite de G-modules

0 - ¢ 2 e &z o0,

qui est exacte du fait que X est un arbre.

Si maintenant M est un G-module quelconque, on déduit de la suite exacte pré-
cédente une suite exacte de G-modules

0 - C1(X)®M - CO(X)®M - M - 0,
d'ou, par passage & l'homologie, une suite exacte :
vee = H(G, C(X)eM - HG cX)eMm - HG M -
- H_,G cX)eMm - ...

Notons X (resp. 21) un systdme de représentants de som(X) (resp. de ar’ (X))
modulo l'action de G ;3 si x (resp. y) est un sommet (resp. une aréte) de X ,
notons Gx (resp. Gy) son stabilisateur dans G . Si 1l'on convient de noter

Z[G/H] 1le groupe abélien libre de base les éléments de l'espace homogdne G/H , on

a des isomorphismes de G-modules :

c (x) = _IC_EL zle/e,] , c(x) = L1 zle/e ] .

R
Mais, d'aprds le lemme de Shapiro, Hi(G, Z2[G/H] ® M) s'identifie & Hi(H, M) . On

a donc

]

Hi(G, CO(X) ® M)

_I_L Hi(Gx, M)

xﬁ-zo

11l B, m,

NAS 4

1]

Hi(G, c, (X) @ M)
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et 1'on obtient :

PROPOSITION 13 - 8i G opére sur l'arbre X , on a, pour tout G-module M , une

suite exacte d'homologie :

...—»Hi+1(G, M) - H Hi(Gy,M)—. 1] Hi(Gx,M)_.Hi(G, M) & ve. ,
yt21 x&ZO

et une suite exacte de cohomologie :

ceem B MW o TT ®(e,m- T7T }ﬁ(gy,m) - B e, M) - ...
1

xEZO yEZ

Remarques

1) Les homomorphismes Hi(Gx’ M) - Hi(G, M) figurant dans la suite exacte ci-

dessus sont ceux induits par les injections Gx - G ; quant aux
Hi(Gy ’ M) - Hi(GX ’ M) ’

ils sont nuls si x n'est pas une extrémité de y , et induits (resp. opposés
d'induits) par les injections Gy - G sl x= t(y) (resp. si x = o(y)). la

situation est duale en cohomologie.

2) On peut récrire la suite exacte de la prop. 13 sous la forme

0 - HO(G\X, I_Ii) = Hi(G, M) - H1(G\X, H._1) -0,

ol HI(G\JQ gs) désigne le r-2me groupe d'homologie du graphe G\X & valeurs
dans le cofaisceau H, formé par les Hs(Gx’ M) et les Hs(Gy’ M) , cf. [20],
n® 3.3, lemme 10.

Exemple (Lyndon, Anh. of Math. 52, 1950)

Supposons que G soit un amalgame G1 *a G2 , et appliquons la prop. 13 &
12

l'action de G sur l'arbre correspondant (chap. I, n° 4.1). On obtient la suite

exacte d'homologie

cee o Hi+1(G, M) - Hi(c;12 , M) Hi(c1 , M) @ Hi(Gz , M) o Hi(G, M) - ...

et la suite exacte de cohomologie

oo o H(G, M) ~ H(G,, M) ® H(Gy, M) - H(G,,, M) ~ E*1(G, M) & ...

Une fagon plus "topologique" de présenter ceci consiste & dire que l'espace clas-
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sifiant BG = K(G, 1) s'obtient en recollant BG, et BG, le long de &G,

(cf. J.H.C. Whitehead, Mathematical Works, vol. II, p. 199-200), ce qui permet

d'appliquer & BG la suite exacte de Mayer-Vietoris.

Homologie de T

La méthode ci-dessus s'applique au groupe I' , soit en le faisant opérer sur
ltarbre X (ce qui a l'avantage que les Ex: et Ey_ sont finis), soit en le fai-
sant opérer sur l'arbre X défini & la fin du n° 2.5. Le second point de vue con-

duit, par exemple, 4 la suite exacte :
v - Hy (T, M) - _J_c_]_Hi(q:c,M) - Hi(/\m,M)®_|T:_|_Hi(Fc,M) -
- H(T, M) - ...,
o' la sommation porte sur les éléments c¢ de Pic(A) .
A partir des propriétés connues de l'homologie des groupes finis, de leurs limi-

tes inductives, et des groupes libres, on obtient divers renseignements sur les

Hi(F, M) . Par exemple :

PROPOSITION 14 - Supposons que le I'-module M soit un groupe abélien de type fini.

Notons ¥ la classe des groupes abéliens finis et ﬂb celle des groupes gqui sont

somme directe d'un groupe fini et d'un groupe de torsion p-primaire dénngrable.

Alors :
a) Pour i = 2 , 1'homomorphisme canonigue

HE(y,,me | | 5C,,m - 5T, M
[¢]

est Y-bijectif (i.e. son noyau et son conoyau appartiemnent & F ).

Pour i =1, il est F-injectif, et sonconoyau est de type fini.

o - .
b) Pour i = 1 (resp. pour i=2), Hi(Am, M) est de type fini (resp. est
fini).

1 et cé& Pic(4) .

M
IV

c) On a Hi(rc , M) ¢ _Bp pour
L'assertion a) résulte de la suite exacte écrite plus haut, jointe au fait que
les Hi(@c, M) sont finis pour i = 1, et de type fini pour i = O .

L'assertion b) résulte de ce que Am est virtuellement libre de type fini,
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cf, th. 11.

Si cé& Pic(A) , notons Uc le sous-groupe des éléments unipotents de 1"c ;5 c'est
une limite inductive de groupes abéliens finis de type (Pyesesp) ; il en résulte
que, pour i =1 , les Hi(Uc, M) sont des groupes de torsion p-primaires dénom-
brables. D'autre part, le quotient FO/Uc est isomorphe & kz X k: , donc fini
d'ordre premier & p . Utilisant la suite spectrale des extensions de groupes, on

en déduit que, pour i = 1 , le groupe Hi(Fc, M) est canoniquement isomorphe &
B, (1,/U,, B (U , M) ® H (T /U, 8 (U, ,M) .
Le premier facteur de cette somme est fini d'ordre premier & p ; le second est

un groupe de torsion p-primaire dénombrable ; d'ou c) .

COROLLATRE 1 - L'homomorphisme | | Hi(l“c,M) - Hi(F, M) est %-bijectif pour
c

i=2 ; pour i=1, il est %-injectif, et son conoyau est de type fini.

Cela résulte de a) et b) .

COROLLAIRE 2 - On a Hi(F, M)E.BP pour i =2,

Cela résulte de c¢) et du cor. 1 .

COROLLAIRE 3 - Si M est fini d'ordre premier & p , tous les Hi(F, M) sont
finis.
Cela résulte des cor. 1 et 2 et du fait que, si un entier n annule M, il

annule aussi tous les Hi(l", M) .

COROLLAIRE 4 - On a Hi(r, Q) =0 pour i=2, et H1(F, Q) est un Q-espace

vectoriel de dimension finie, isomorphe & H1(Am, Q) .

On a Hi(F, Q) = Hi(r, Z) ® Q . D'aprds le cor. 2, appliqué &% M= 2 , Hi(r, Z)
est un groupe de torsion pour i = 2 ; on en déduit bien que Hi(F, Q) = 0 dans
ce cas.

Pour i =1, la suite exacte écrite avant la prop. 14 montre que 1'homomorphisme
H1(Am, Q) - H1(F, Q) est un isomorphisme.

Remargue

Y

On peut aussi déduire le cor. 4 de la prop. 13 appliquée & l'arbre X ; en effet,
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comme les stabilisateurs des sommets et des arétes sont finis, leur homologie &
coefficients dans Q est O en dimension £ 1 , et égale & @ en dimension O

On en déduit des isomorphismes
H (T, @ = H(\X, Q) (1=0,1, «cv)
entre les groupes d'homologie de I , et ceux du graphe I'\X; en particulier, on
a Hi(F, Q) =0 pour i = 2 ., Le méme argument, appliqué i g montre que
Hi(Am, Q) s'identifie 3 Hi(Ym, Q) ; comme l'inclusion Y, - I'\X est une équi-
valence d'homotopie (cf. cor. 2 au th. 9) on obtient finalement des isomorphismes
(T, Q) = H(A ,Q) (1 =0,1, eee ),

d'ou le cor. 4.

Sous-groupes d'indice fini de T’

Soit G un sous-groupe d'indice fini de I . Faisons opérer G sur la droite

projective P1(K) , i.e. sur les bouts rationnels de X . Puisque les orbites
de I dans P1(K) sont en nombre fini, il en est de méme des orbites de G .
Soit £ un systme de représentants de ces orbites, et, pour tout ¢ &€ , notons
Gb le stabilisateur de o dans G . Les qc sont des représentants (modulo
G-conjugaison) des intersections de G avec les sous-groupes de Borel de GL2(K)

(ou avec les Fc , cela revient au m@me). Les résultats démontrés ci-dessus pour T’

et les Fc sont aussi valables pour G et les G . Cela peut se voir par deux
o

méthodes, que je me borne i esquisser :

a) Utilisant le morphisme fini G\X - TI'\X, on montre que G\X, tout comme

I'\X, s'obtient en collant & un graphe fini YG des 'pointes" Ao (ceyx) ; 1e
stabilisateur de A5 est un conjugué de Ga «On peut alors reprendre les argu-
ments de ce numéro, en remplagant (F,Fc, Y, ees) par (G,qj, Y., ees) 5 et

1'on constate que la prop. 14 et ses corollaires restent valables.

b) On utilise le lemme de Shapiro

r
Hi(G, M) = Hi(F, Indg M) ,

N I ! . . .
oW Ind, M= Z[I] ©z[6] M est le l-module induit par le G-module M . En appli-

quant alors la prop. 14 et ses corollaires i Indg M , on obtient les résultats
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voulus.

Exercices

1) Les notations sont celles de la prop. 14. Si c€ Pic(4A) , on note U": le
sous-groupe de Uc formé des éléments qui opdrent trivialement sur M . Montrer
que Ué est d'indice fini dans Uc « Si cet indice est pa , montrer que pa+1
annule tous les Hi(Uc, M) pour i =1 (remarquer que p annule Hi(Ué, M) , et
utiliser un argument de transfert). En déduire 1l'existence d'un entier n = 1 qui
annule les Hi(r‘c ,M) pour i=1, et les Hi(l", M) pour i = 2 ; montrer que
H1(F, M) est somme directe d'un groupe abélien de type fini et d'un groupe dénom-

brable annulé par une puissance de p .

2) Les notations sont celles de la fin du n° 2.8. En particulier, G désigne un
sous-groupe de I' d'indice fini. Si T est un groupe, on note Fab le plus grand
quotient abélien de F ; on sait que P H, (r,2) .

a) Soit o : | | G?b - @@ 1'homomorphisme induit par les injections des
Go_ dans G . Montrer, en utilisant la prop. 14, que Ker(2) est fini, et que
Coker(a) est de type fini (cf. [20], n° 3.3).

b) Soit o€ Z . Montrer que GO' est produit semi-direct d'un groupe abélien

fini R0 d'ordre premier &4 p , et d'un groupe unipotent U  isomorphe & un

Fp—espa.ce vectoriel infin-)j; dénombrable., Montrer que ngb = cyB.Q_ X Uc si Ro- est
contermu dans le groupe ko des homothéties, et que Go' = Rc dans le cas con-
traire.

c) Démontrer 1l'équivalence des propriétés suivantes :

c.]) le groupe 6®® est ae type fini ;

02) les groupes Gs‘b sont finis ;

03) pour toute droite D de V , il existe un élément s de G , d'ordre
fini premier & p , qui n'est pas une homothétie, et laisse stable D .
Lorsque ces propriétés ne sont pas vérifiées, Ga‘b est produit d'un groupe de

type fini par un Fp—espace vectoriel de dimension infinie, (cf. [20], loc. cit.).

3) a) Soit £ un nombre premier, et soit G un sous-groupe de I sans L-tor-
sion (i.e. sans élément d'ordre £). Montrer que, pour tout G-module M , et tout
i =2, la multiplication par £ dans Hi(G’ M) est bijective. (Faire opérer G
sur l'arbre X , et remarquer que les stabilisateurs des sommets et des arétes sont
finis d'ordre premier & p .)

b) Soit o un idéal £ 0 de A et soit G, le noyau de 1'homomorphisme
GL2(A) - GL2(A/a) .

Montrer que, si o # A , Ga est sans A4-torsion pour tout £ #£ p .
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2.9. Caractéristiques d'Euler-Poincaré

os

Les hypothéses et notations sont celles des n 2.5, 2.7 et 2.8.

On note G wun sous-groupe d'indice fini de T .

Définition de la caractéristique d'Buler-Poincaré x(G) de G

La définition de Wall ([54], P. 99) ne s'applique pas, car G ne contient aucun
sous-groupe d'indice fini qui soit "de type (FL) ". Il est toutefois naturel de

définir x(G) , par analogie avec la prop. 14 de [34], au moyen de la formule

(*) x(G) = » 1/Carda(G) - D 1/Ca,rd(Gy) ,
x y

ot x (resp. y) parcourt un systdme de représentants des sommets (resp. des arétes
géométriques) de G\X, et G, (resp. Gy) désigne le stabilisateur de x (resp.

de y) dans G . Les deux séries intervenant dans (*) convergent (n° 2.3, exerc.

2). On a

x(G) = x().(r:c) ,
et 1'on peut calculer x(I') au moyen de la valeur au point - 1 de la fonction
z8ta de la courbe C (loc. cit.).

Voici un autre point de vue qui conduit au méme résultat : on sait que, sous cer-
taines hypothdses ([34], prop. 15) la caractéristique d'Euler-Poincaré d'un amalgame

se calcule par la formule
x(G, *a, G, *a, 0t *G ) = 2 x(6;) - 2 x(4;) .
On peut convenir d‘appliiquer cette formule & la décomposition de I comme amalgame
fournie par le th. 10 :
x(M) = x(ry)) - 2 x(e) + Z x(T,)
c c
en convenant en outre que x(Fc) = 0 (ce qui est naturel puisque I, est réunion

de sous-groupes finis d'ordres tendant vers +«, et que X(F) = 1/Card(F) si F

est fini). On arrive ainsi 3 la définition suivante de x(T") :
_ - -\
x(T) = x(r) % x(2,) »

ol, cette fois, les termes de droite sont des caractéristiques d'Euler-Poincaré au
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sens de Wall. Cette définition conduit & la méme valeur de x(I') que celle donnée

ci-dessus, cf. n° 2.6, exerc. 4.

Interprétation homologique de x(G)

Considérons le cas d'un groupe G qui est sans p'-torsion, i.e. dont les élé-
ments d'ordre fini sont d'ordre une puissance de p . On voit facilement qu'il
existe de tels sous-groupes (par exemple des groupes de congruence, cf. n° 2.8,
exerc. 3). Le nombre x(G) est alors un entier < O (n° 2.3, exerc. 2). C'est
cet entier que nous allons interpréter.

Pour cela, soit Z[IH(K)] le groupe abélien libre de base P1(K) , et soit
e : Z[IH(K)] - 2 1'homomorphisme d'augmentation, caractérisé par ¢(s) = 1 pour

tout §¢€ IH(K) . Notons St 1le noyau de ¢ . On a la suite exacte

0 - st » zZB®] 3 z - 0.
Le groupe GL2(K) opere de fagon naturelle sur St , qui est son "module de Stein-

berg" ; a fortiori, G opére sur St .

THEORMME 13 - Le 2Z[G]-module S% est projectif de type fini, et stablement libre

de rang - x(G) .
En d'autres termes, il existe des %[G]-modules libres de type fini L, et L,,
de rangs lo et 11 , tels que :
Ste® L = L, et X(G)=zo_z1 .
Démonstration
Disons qu'un sommet (resp. une aréte) de X est G-stable si son stabilisateur
est {1} , et G-instable sinon. Soit Xg le sous-graphe de X formé des sommets

et des arétes G-instables, et posons

s, = som(X) - som(X ) , S, = art(X) - ar+(X;) ,

o art(X) est une orientation de X invariante par G . Le groupe G op2re li-
brement sur So et S1 ; il en résulte que les 2[G]-modules
L, = z[so] et L, = z[s1]

sont libres derangs £ = Card(G\So) et £, = Card(G\S1) .
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Le théor2me 13 résulte alors de l'énoncé plus précis suivant :

THROREME 13' - (a) Les £, sont finis (i = 0,1) .

(b) Les 2[G]-modules St® L, et L, sont isomorphes.

(c) ona x(G) = Lo = Ay o
Démonstration de (a)

Remarquons d'abord que, si un sommet x de X est G-stable, son stabilisateur
dans I a au plus N éléments, ou N = ([':G) . Or la structure de I'\X donnée
au n°® 2.3 montre que de tels sommets sont en nombre fini, modulo l'action de T ,

donc aussi modulo l'action de G . Cela prouve gque £° = Card(G\So) est fini ; un

argument analogue montre la finitude de 21 .

Démonstration de (b)
On peut interpréter Lo (resp. L1) comme le groupe des chafnes de dimension O
(resp. de dimension 1) de X modulo X o
L = co(x mod X ) , L, = c1(x mod X ) .
La_suite exacte d'homologie relative donne :

0 - H1(Xm) - H, (X) - H, (X mod xm) - Ho(Xm) - HO(X) - HO(X mod xm) - 0 .

Comme H1(X) =0 et Hb(X) = 2Z , on en déduit que HO(X mod X&) =0 et que 1l'on
a la suite exacte

0 - H,](Xmode) - Ho(Xm) - Z - 0.
En d'autres termes, H1(X mod Xd) s'identifie au noyau ﬁo(X&) de 1'homomorphisme
d'augmentation HO(XOO) - Z , c'est le "O-i2me groupe d'homologie réduite" du

graphe X& .

n

LEMME 13 - Ona H (X)) = Z[P, (K)] et H(X) =st.
Admettons provisoirement ce lemme. Par définition de l'homologie relative, on a
une suite exacte
0 H, (X mod X ) ~ c, (X mod xm) - co(x mod xw) - HO(X mod X ) - O,
ce qui s'éerit :

0 - St - L, - L - 0.
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Comme Lo est libre, cette suite exacte est scindée, ce qui prouve (v).

Démonstration du lemme 13

Si x€ som(X ) , le stabilisateur G_ de x estun p-sous-groupe fini non tri-
vial de G , donc de GL2(K) . Un tel sous-groupe fixe une droite D_ et une seule
de 1'espace V = K° , autrement dit fixe un bout rationnel b € P, (K) de X, et
un seul. Notons

Chx X TR T X, T e

l'unique chemin sans aller-retour d'origine x aboutissant & b, . Comme G_ fixe
x et bx , i1l fixe aussi Chx 3 on a donc Chxc Xc° . L'application x be in-

duit une bijection de l'ensemble des composantes connexes de Xco sur P.| (x) :

(i) si x et x' sont dans la méme composante connexe de X ,ona b =b,
Il suffit en effet de le prouver lorsque x et x' sont liés. Soit alors Yy
1'aréte les joignant. On a Gy # {1} , donc Gy fixe un point de P1 (K) et un
seul ; mais, puisque Gy est contenu dans Gx et dans Gx' , 11 fixe bx et bx, .
On a donc bx = bx' .

(ii) 8i x et x' sont deux sommets de X tels que b_=1b, , alors x et
x' appartiennent 4 la méme composante connexe de X, . En effet, les chemins Chx
et Chx, se rencontrent, puisqu'ils définissent le méme bout ; leur réunion est
connexe, et contient x et x' .

(iii) Tout bout rationnel de X est de la forme bx . Cela se vérifie, par exem-
ple, au moyen de la description de I'\X domnée au n° 2,3.

Le lemme 13 est maintenant évident, puisque Ho(Xm) est le groupe abélien libre

de base l'ensemble des composantes connexes de Xm .

Démonstration de (c)
Ia somme (%) donnant x(G) peut &tre décomposée en sa partie relative 2 X
et sa partie relative & Xmod X . Or, si x (resp. y) n'est pas dans X , on

a G, ={1} (resp. Gy = {1}) . La contribution de X mod X & x(G) est done

Ca.rd(G\So) - Card(G\S,]) = Ly = 4Ly .

Ainsi, tout revient & prouver que la contribution de Xm a2 x(G) est nulle, au-
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trement dit que 1l'on a :

b 1/Card(Gx) -

1/Card(G. ) = O .
x€ som(G\Xm) ¥

z
ye€ ar.geom(G\Xm)

Pour cela, nous allons prouver que les termes de gauche se détruisent deux 3 deux :

81 x est un sommet de Xm , associons-lui l'ar@te géométrique Yy qui le lie
au sommet suivant X, de ChX . Comme Gx fixe Chx , 11 fixe yx s on a donc

ch Gy , d'ou Gx = Gy et les contributions de x et de Yy dans x(G) se
x x

\

détruisent. Il reste 2 vérifier que x >y est une bijection de som(Xm) sur

ar . geom (Xm) . Pour cela, soit y € ar.geom(xm) , soit b._)r 1'unique bout ration~
nel fixe par Gy , et soit Chy le plus petit chemin sans aller-retour contenant
y et aboutissant a by . L'origine xy de ce chemin est l'une des deux extrémités
de y (c'est l'extrémité de y "la plus loin de by" ). On obtient ainsi une
application y b X, de ar.geom(xw) dans som(Xw) , et 1'on vérifie immédiatement
que c'est l'inverse de l'application x »yx définie ci-dessus ; cette application

est donc bien une bijection, ce qui ach&ve de prouver (c).

Remarque
Ls "contraction vers 1'infini" ci-dessus a également été utilisée par Quillen

(non publié) et par Stuhler [21].

Interprétation de X(G) en termes d'homologie relative

Rappelons d'abord ce que sont les groupes d'homologie relatifs de G modulo une
famille non vide de sous-groupes Gc (pour plus de détails, voir H. Trotter, Ann.

of Math. 76, 1962) : on définit un G-module R par la suite exacte

0 - R - || z[G/Gc]_.z_.o,
et, si M est un G-module, on pose :

2[G]

1 (r, M) = Hi_1(G, R®M) .

Hi(G mod Go , M) = Tor

La suite exacte des Tor , jointe au lemme de Shapiro, montre que 1l'on a une suite

exacte d'homologie relative :

cee | | B (G, M - B (G M) - H(Gmd G, M) - H_, (6 ,M - ...
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ce qui justifie la terminologie employée.

Nous appliquerons ceci en prenant pour Go_ les stabilisateurs des éléments ©
d'un systéme de représentants de G\P1 (K) , cf. fin du n°® 2.8 ; du fait que G
est sans p'-torsion, les Gc peuvent aussi &tre caractérisés comme des repré-

sentants des classes de G-conjugaison des gous-groupes unipotents maximaux de G .

On a par construction

2[P,(x)] = _L_LZ[G/GO] )
de sorte que le module R ci-dessus n'est autre que le module St du th. 13.
On a

2[G]
Hi(G mod G_ , M) = Tor, 4 (st, M)

pour tout G-module M . On en déduit :

THEOREME 14 - (a) On a B;(Gmod G, ,M) =0 pour i#£1.

('b) Si M est de type fini sur 2, on a

H (G mod G , M) = w(@ o ue) = -x(c) .

La premidre assertion provient de ce que, St étant Z2[G]-projectif, on a

Tori_1(St, M) = O pour i # 1 .

Pour (b), on remarque que, si l'on pose H(M) = H, (G mod G, » M) , on a

HM) = St ®z[c] M,
d'ou, d'aprds le th. 13 :
2 o
HM e M® = M , avec £, - £ = p(e) .

Comme M est de type fini, un argument simple de "diviseurs élémentaires" montre

que

2, -4

HM) = M °,
dtor  (b).
COROLLATRE - On a :
x(@) = 2 (-1)' re B(Gmod G, ,28) = - g 1, (G mod G, , %)
= » (-1 ainm B (Gmod G, Q) = - dim H,(Gmod G, Q) .
?
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Exercices

1) Montrer que, si deux sous-groupes d'indice fini de I sont isomorphes, ils

ont méme caractéristique d'Buler-Poincaré.

le

du

et

2) On fait les m@mes hypoth2ses sur G que dans les th. 13 et 14. On note v(G)
premier nombre de Betti de G\X, et h(G) 1le nombre d'éléments de G\P, (x) .
a) Montrer que X(G) = 1 - b(G) - h(G) .

b) On note Hi(G\X, Q) le i-i2me groupe de cohomologie & supports compacts
graphe G\X, & coefficients dans Q . Montrer que

H';'(G\X, Q = 0 pour i#£1,
que

dim H::(G\X, Q) = - x(a) .
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These Notes are based on a course given at the Colldge de France in 1968/69 ;
they have been written with the collaboration of Hyman BASS.

There are two Chapters.

In Chapter I, we consider a group G acting on a tree X , and we use informa-
tion on the quotient graph G\X, and on the stabilizers of the vertices and the
edges, to get properties of G. For instance :

a) when the stabilizers are all trivial (i.e. when G acts freely), then G is
free (§ 3) 3

b) when G\X is an edge o—o0 , G is an amalgam (§ 4).

In the general case (which is due to Bass), G can be described as the fundamental
group of a "graph of groups" (§ 5).

Chapter II is concerned with the "tree of SL2" over a local field. This tree
is the simplest example of the affine buildings defined by Bruhat-Tits for arbitra-
ry semi-simple groups. It is the ultrametric analogue of the upper-half plane, and
can be used in a similar way to study arithmetic groups (§ 2). Other applications

are given in § 1, for instance to theorems of Thara and Nagao.
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