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GROUPES ALGﬁBBIQUES ASSOCIES AUX MODULES DE HODGE-TATE
par

Jean-Pierre SERRE

Soit V un module de Hodge~Tate sur un corps local d'inégale caractéristique.
Le sous-groupe d'inertie du groupe de Galois qui opére sur V est "presque" algé-
brique : il est ouvert dans un certain sous-groupe algébrique HV du groupe liné-
aire GLv .

Quelle est la structure de la composante neutre H% de Hy?

Le but de cet exposé est de donner deux cas ou l'on peut répondre, au moins en

partie, & cette question :

i) le cas commutatif, ol H% est un tore, quotient de ceux qui interviennent

dans les groupes de Iubin-Tate ;

ii) le cas o V n'a pour poids que O et 1 (exemple : module de Tate d'une

variété abélienne, ou d'un groupe p-divisible) ; les facteurs simples de Hg sont

alors de type classique (A.n ’ Bn , Cn ou Dn) , et leurs poids dans V sont des

poids minuscules.

Ces résultats font l'objet des §§ 2 et 33 le § 1 contient divers préliminaires.
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J.-P. SERRE

§ 1. la catégorie des modules de Hodge-Tate

1.1, Notations

La lettre K désigne un corps local, i.e. un corps complet pour une valuation
discréte. On note AK 1'anneau des entiers de K , et k = AK/pK son corps rési-
duel. On suppose K de caractéristique zéro, et k algébriquement clos de carac-

téristique p # O , de sorte que K est extension du corps p-adique Qp o

On note K wune cldture algébrique de K , et C sa complétion. Le groupe de

Galois Gp de K sur X opere sur C .

. * N . _ X(S)
On note X : GK - Zp le caractdire cyclotomique de GK . Ona s(z)=z

pour tout s¢ GK et pour toute racine de 1'unité z€ K d'ordre une puissance

de p .

Un module galoisien sur K est un Qp—espace vectoriel V de dimension finie
sur lequel GK opeére continfiment., On note Py 1'homomorphisme de GK dans Aut(V)
qui définit 1l'action de G, . Le groupe Gy = Im(pv) est un sous-groupe compact
(donc de Lie) du groupe de Lie p-adique Aut(V) . Si x€V et s¢€ Gy (ou s¢ GV),

on note s(x) le transformé de x par s .

1.2. Modules de Hodge-Tate (cf. [57], [6], [9])

Soit V wun module galoisien sur K , L'action de G, sur V se prolonge au

K
C-espace vectoriel VC =C QQQpV par la formule
s(Z}cO{@xa)z Z,s(ca)@)s(xo() (caEC, XO/EV) .

Si i€ Z , on note VC{i} 1l'ensemble des x€ Vo tels que

s(x) = X(S)lx pour tout s¢€ GK .
C'est un K-sous-espace vectoriel de VC . On pose :
Vc(l) =C ®KVC{1} .

D'aprds un théordme de Tate ([5], prop. 4) les injections Voli} - V, se prolon-

gent en une injection C-linéaire

e (’DV(:i.)—»Vo
icg © ¢

Cela permet d'identifier VC(i) 4 un C-sous-espace vectoriel de VC . 5i1'on
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MODULES DE HODGE-TATE

pose
v, = dimg VC(l) = dim Voii} ,
on a Zivi = dim V et v, o= 0 pour presque tout i .

L'entier vy est appelé la multiplicité de i comme poids de V ,

On dit que V est un module de Hodge-Tate si ¢ est bijectif, autrement dit si

V., est somme (nécessairement directe) des VC(i) , ou encore si Z/vi = dim V .

C
La catégorie des modules de Hodge-Tate est stable par dualité, produit tensoriel,
somme directe, passage aux sous-modules et modules quotients. Dans la terminologie

de Saavedra ([3], p. 193), c'est une «-catégorie tannakienne sur , munie d'un

foncteur fibre, & savoir le foncteur qui associe & un module V 1le Qp—espace vec—

toriel sous-jacent.

Exemples
Soit A un groupe p-divisible sur AK (resp. une variété abéliemme sur K) , et

soit Vp(é) son module de Tate, Alors Vb(é) est un module de Hodge-Tate de
poids 0 et 1, avec multiplicités v = dim A', vy =dim A, o A' est le
dual de A .

Dans le cas p-divisible, ce résultat est dli & Tate [9]. Dans le cas des variétés
abéliennes, il est dfi 3 Raynaud (non publié) qui 1'a déduit du cas p-divisible en

utilisant le théordme de "réduction semi-stable" de Grothendieck-Mumford (SGA 7 I).

Ces modules, et ceux de la ®-catégorie qu'ils engendrent, sont (essentiel-

lement) les seuls exemples connus de modules de Hodge-Tate. Il serait intéressarrt

d'en construire d'autres ; cela devrait &tre possible en utilisant la théorie de

Fontaine [2].

1.3. L'enveloppe algébrique de GV

Soit V un module galoisien sur K , de dimension n . Nous noterons GLV le
groupe algébrique des automorphismes de 1l'espace vectoriel V ; si L est une ex-
tension de Qp , le groupe GLV(L) des L-points de GL, est le groupe

AutL(L ® V) .
On a en particulier :
GLV(QP) = Aut(V) et GLV(C) = AutC(VC) .
Le choix d'une base de V identifie GLV Y GLn .

Soit Gy le sous-groupe de GLV(QP) image de G , cf. n° 1.1, Nous noterons

H, 1'enveloppe algébrique de Gy (cf. [5]), autrement dit le plus petit sous-

groupe algébrique H de GLV tel que H(Qp) contienne G, ; c'est l'adhérence de

v’
Zariski de GV dans GLV .
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J.-P. SERRE

La bigébre AV de HV s'identifie & la Qp—algébre de fonctions sur GK engen-
drée par les coefficients de la représentation Py et de sa duale, mises sous

forme matricielle,
On a par construction Gy c HV(Qp) . 81 gy (resp. gv) désigne 1'algdbre de Lie
du groupe p-adique GV (resp. du groupe algébrique Hv) , Oon a
gy © by © End(V) ,
et bV est la plus petite sous-algébre de Lie algébrique de End(V) contenant
gy (ef. [11, § 7).
Remarque

Soit RepV la ®-catégorie de GK—modales engendrée par V et son dual. On peut

caractériser HV comme le groupe des automorphismes du foncteur fibre naturel sur

Rep., , au sens de Saavedra |3|, II, § 4 ; de plus, BRep, s'identifie 3 la catégo-
v b v 80

rie des représentations linéaires du groupe algébrique ([3], loc.cit.).
L —_—

THEOREME 1 ([47, [7]) - 81 V est un module de Hodge-Tate, Gy est ouvert dans
%) -

Une formulation équivalente est :

THEORﬁME 1" - On a 8y = by » autrement dit 8y est une sous-algdbre de Lie algé-

brique de End(V) .
La démonstration du th. 1' domnée par Sen ([4], § 6) utilise le th. 2 ci-dessous.

On peut également en donner une démonstration directe : on traite d'abord le cas

ou Gv est abélien, ce qui est facile & partir de résultats de Tate (cf. § 2,
ainsi que [6], chap. III) ; le cas général s'en déduit grice au théor2me de Cheval-
ley ([1], § 7, cor. (7.9)) disant que gy contient 1'algdbre dérivée [gv,bv]

de bV .

1.4. Le groupe & un paramdtre hV

A partir de maintenant, on suppose que V est un module de Hodge-Tate.

La graduation de V, par les VC(i) correspond 3 une action du groupe multipli-

*
catif Gm sur VC : 4 tout élément c de C = Gm(C) , on associe l'automorphis-

me hv(c) de VC défini par la formule
hv(c).x = o'x pour tout i€ Z et tout =x¢ VC(i) .
On obtient ainsi un homomorphisme de C-groupes algébriques

hy # Ge =~ Glyg s

ou Gm/C et GLV/C désignent les groupes algébriques déduits de G, et de GLV

par extension des scalaires & C . Il n'est pas difficile de voir que Im(hv) est
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contenu dans HV/C ; cela résulte par exemple de 1l'interprétation de HV comme
groupe d'automorphismes du foncteur fibre de la ®-catégorie RepV , cf. 1.3 (no-
ter que, si W est un objet de Repv, hw est le composé de hV et de 1'homo-
morphisme naturel HV/C ao HW/C) . Comme Gﬁ est connexe, le groupe Im(hv) est
contenu dans H%/C , ou Hv désigne la composante neutre de HV .

Le résultat suivant, conjecturé dans [7] et démontré dans [4], joue un rdle es-

sentiel dans toute la suite :

THEOREME 2 (Sen) - Le groupe H; est le plus petit sous-groupe algébrique de GLV

défini sur QP qui, apres extension des scalaires & C , contienne Im(hv) .

Voici quelques conséquences de ce théortme :

COROLLAIRE 1 - Les propriétés suivantes d'un sous-espace vectoriel W de V sont
équivalentes :
a) W est stable par H; ;
b) W est stable par un sous-groupe ouvert de GV H
c) W, est_stable par Im(hv) ;
a) WC est somme de ses intersections avec les VC(i) .
Les équivalences a) & b) et c) e d) sont immédiates. L'équivalence de a)

et c) résulte du th. 2.

COROLLAIRE 2 - Soit x€ V . Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) x est fixé par H% ;
b) 1'orbite Gpx de x est finie ;
c) x est fixé par Im(hv) ;
d) x appartient i VC(O) .

Ici encore, les équivalences a) @ b) et c) o d) sont immédiates ; celle de
a) et c¢) résulte du th. 2.

COROLLATIRE 3 - 8i O est le seul poids de V , i.e. si VC = VC(O) , on a

H$ = {1} , et le groupe GV est un groupe fini,

Cela résulte du cor. 2.

Remarque. Inversement, on peut déduire le th. 2 du cor. 3, appliqué & un module

convenable de RepV .

Variantes du théorime 2

Soit FC le groupe des Qp—automorphismes (non nécessairement continus) du

corps C . 81 o€ FC et c¢c&C, notons “c 1le conjugué de c par © ;

. :Z 29 2.
si x c, ® Xa est un élément de VC (avec caé c, %QE V) , posons

°x =t ®Nx=U% ®x .
o o
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Le conjugué de hv par o est 1'homomorphisme OhV de Gﬁ/C dans HV/C dé-
duit de hV par le changement de corps de base ¢ : C - C ; il correspond & la
décomposition de V, en somme directe des OVc(i) ; on peut le caractériser par
la formule

. *
Ohv(cc)ox = O(hv(c)x) pour tout c&C et tout x€V, .

% = c pour

Un élément c¢ de C appartient & Qp si et seulement si 1l'on a
pour tout o€ FC : cela résulte de ce que C est algébriquement clos. De 14 on

déduit facilement 1'équivalence du th. 2 avec :

THEOREME 2' - Le groupe H%/C est engendré par les conjugués Im(ohv) y o€ FC ’
du_groupe Im(hv) .

Voici maintenant une traduction en termes d'algébres de Lie : notons CPV la

dérivée de hV en 1'élément neutre, autrement dit 1'endomorphisme de VC tel que

WV@Q = ix si ic 2 ,x&Vdi).

En vertu d'un résultat connu ([1], th. 7.6), le th, 2 équivaut & :

THEOREME 2" - L'algdbre de Lie

b est la plus petite -sous-algebre de Lie
\4

de End(V) gqui, apr®s extension des scalaires & C , contienne Py

Ou encore :

THEOREME 2"' - Les conjugués
Lie C® bV .

OQVA de oy (ce FC) engendrent 1'algdbre de

C'est sous cette forme que le th. 2 est démontré par Sen [4]. Sen prouve méme

un résultat en apparence plus fort : le sous-espace vectoriel & de End(VC)
engendré par les OQV est égal & C® by « (Ce résultat peut en fait se déduire
du th. 2"', En effet, le cor. & la prop. 1 du n° 1.5 ci-aprés entraine que l'en-
semble des OWV y € FC , est stable par o e»g_1@g pour tout g€t GV . Il en est
donc de méme de & , et, par dérivation, cela entraine [& , bv] C & . Comme &

est contenu dans C ® hy » onen déduit [2,2]c P, et & est une algdbre de Liej;

d'apres le th. 2"', cette algdbre de Lie est égale & C® by )

1.5. Degré de transcendance de hV

Formules de fonctorialité

On a vu au n® 1.4 que 1l'on peut conjuguer hV par tout élément o de Ib::Aut (c),

' . . . . o o)
et que 1l'on obtient ainsi un homomorphisme hv de Gm/C dans HV/C .
Supposons que o(K) = K et que ¢ soit continu., Si s€ Gy » on a alors

o—1so € GK . Cela permet de définir une représentation Pov de GK dans Aut(V)
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par :
-1 a
ng(s) = pV(G So) pour tout s€ GK .

1 3 2 > ] . z (6]
L'homomorphisme hOV attaché a ooV n'est autre que le conjugué hV de hV
par o ; cela se voit par transport de structure.

Supposons maintenant que o appartienne & G, , et soit g = pv(o) son image

dans HV(Qp) . La représentation poV est alors isomorphe & py ¢ ona

-1
pov(s) =g pv(s)g pour tout s G .
On en déduit par fonctorialité :
-1 -1
hy=¢€ hyg = Int(g ) ohy ,
ol Int(g—1) désigne l'automorphisme intérieur de HV défini par g_1 .

Utilisant le fait que hov,= OhV , on obtient finalement le résultat suivant

(que 1'on peut aussi vérifier par calcul direct) :

PROPOSITION 1 - 8i o€ GK a _pour image g dans HV(QP) , On a

-1
OhV:Int(g ) o by .
o -1
COROLLAIRE - On a gy = & oy &

o ) . . .
Pour o € G, , les hV et les Py sont donc des conjugués de hV et Py 2 la
fois au sens galoisien, et au sens de la conjugaison par les automorphismes inté-

rieurs de HV .

Corps de définition de hV

Les groupes algébriques Gm et H; sont définis sur QP . On peut donc parler
- P ' . . Lo o0
au corps de définition Qp(hv) de 1'homomorphisme hy : Gﬁ/C HV/C : c'est le

plus petit sous-corps de C contenant QP sur lequel hv soit rationnel ; c'est

aussi le corps de définition de 1'élément Py de C® End(V) .

Le corps K(hV) engendré par K et Qp(hV) est le corps de définition de hV

sur K .

Nous allons déterminer les degrés de transcendance des extensions Qp(hv) et

K(hv) :

THEOREME 3 - Soit Zv le commutant de Im(hv) dans Hg/c . 0On a

deg.ter Qp(hv) = deg.try K(hV) = dim Hy - dim Z .

Démonstration

Choisissons un tore maximal T de H% défini sur Qp ; on sait que c'est pos-
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sible ([1], th. 18.2) et que tout sous-tore de H%/C est conjugué d'un sous-tore
de T/C ([1], cor. 11.3). En appliquant ceci au tore Im(hv) , on en conclut qu'il

existe un homomorphisme

h1 !Gm/c — T/C

et un élément g de H%(C) tels que hy = Int(g) o h, . Soit E le corps de dé-
finition de h1 . C'est une extension finie de Qp ([1], prop. 8.11). Le commu-

o fps s . .0 ,
tant 7, de Im(h1) dans HV/E est défini sur E . Soit X = HV/E/Z1 1'espace
homogeéne correspondant ; c'est une variété algébrique sur E . On a

dimX:dimH%—dimZ1=dimHV—dimZV.

Soit x 1'image de g dans X(C) ; le point x ne dépend pas du choix de g ,

IS

car g est déterminé & une multiplication & droite prés par un élément de Z1(C) .
Si L est une sous-extension de C contenant E , on voit tout de suite que x

est rationnel sur L si et seulement si hV est rationnel sur L . Le corps

B(hy) = E.Q(hy)

est donc égal au corps de définition E(x) du point x de X .

Le th. 3 équivaut & dire que

deg. try B(x) = deg.tr

<.} K.E(x) = dim X ,

ou encore que x est un point générique de X sur E et sur K.E . Montrons
que x est générique sur K.E (1l'assertion relative &% E en résultera). Soit X'

la plus petite sous-variété de X contenant x et définie sur K.E ; il s'agit

de prouver que X' = X . Soit G' 1le sous-groupe ouvert de GK formé des éléments
qui fixent E , et dont l'image dans HV(QP) appartient & H?I(Qp) .S c€G,

et si g est 1'image de ¢ dans H%(Qp) , la prop. 1 montre que g-1x =% , d'ol

g_1x € X'(C) puisque la variété X' est définie sur K.E . On a donc
pV(G').c < x'(c) ,

et comme pv(G') est dense dans H% pour la topologie de Zariski, ceci entrafne
H“’,(c).xc X', d'ot X' = X, cqfd.

Exemple. Supposons que V soit un module de Hodge-Tate de dimension 2 , avec

poids O et 1 de multiplicité 1 , et que HV soit égal & GLV ; c'est le cas
lorsque V est le module de Tate d'un groupe formel & un parametre de hauteur 2
dont 1l'anneau des endomorphismes est réduit & Zp , cf. [5]s th. 5. La décomposition

de Hodge-Tate de V, est définie par les deux droites VC(O) et Vc(‘l) . Soient

c et ¢ les pentes de ces droites, prises par rapport & une base de V . Le

o 1

corps de définition de hV est le corps Qp(co,c1) engendré par °, et c, .On a

162



MODULES DE HODGE-TATE

dim HV =4 et dim ZV =2 3
la variété X est de dimension 2 (c'est un produit de deux droites projectives).

D'aprés le th. 3, on a

deg.ter Qp(co,c1) = deg.try K(co,c,]) =2 ;

autrement dit, SR et c sont algébriquement indépendants sur K .

1

1.6. Passage & la limite : le groupe proalgébrigue H

Domination
Soient V et W deux modules de Hodge-Tate. Nous dirons que W est dominé

par V si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
(i) W appartient & la ®-catégorie Rep, engendrée par V et son dual ;
(ii) 1la bigdbre Ay du groupe H (cf. 1.3) est contenue dans la bigdbre Ay

du groupe HV H
(iii) i1 existe un morphisme de groupes algébriques (nécessairement unique)

nx H HV - Hw qui rend commutatif le diagramme

K~y :
£,(Q,)

(L'équivalence de (ii) et (iii) est immédiate. Celle de (i) et (iii) ré-
sulte, par exemple,de [3], II.4.3.2 a), p. 156. L'hypothése "de Hodge-Tate" n'in-

tervient pas.)

PN

Passage 3 la limite

La domination est une relation de préordre filtrante sur la catégorie des modules

de Hodge-Tate. Cela permet de définir le groupe proalgébrique

H = lim
(—HV,

limite projective des HV relativement aux morphismes n& . Ce groupe est un grou-

pe affine sur Qp . Sa bigébre A est la réunion des bigibres AV .

Par passage & la limite, les Py et les hV définissent des homomorphismes

P :GKqH(Qp) et h : Gm/C - Hy .

Toute représentation linéaire (de dimension finie) de H fournit, via p , un mo-

dule galoisien dont la décomposition de Hodge-Tate est donmée par h ; inversement,
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tout module de Hodge-Tate s'obtient de cette manidre. Ainsi, la ®-catégorie des
modules de Hodge-Tate s'identifie & celle des représentations linéaires du groupe
proalgébrique H (cf. [3], II, § 4).

Si 1'on remplace la catégorie des modules de Hodge-Tate par la sous-catégorie
des modules admissibles (au sens de Fontaine [2], 3.2.5), on obtient un groupe pro-
algébrique Hédm , qui est quotient de H . De méme, si 1l'on remplace cette catégo-

rie par la ®-sous-catégorie engendrée par les modules de Tate des groupes p-divisi-

bles, on trouve un groupe H , qui est quotient de H am ? donc aussi de H .

div a

Le groupe 1/H°

Soit H° = lim Hg la composante neutre de H . Le groupe quotient
B/E° = lim HV/H%
est un groupe proalgébrique de dimension O . Nous allons déterminer sa structure.

Remarquons d'abord que, si V est un module de Hodge-Tate, toute classe de
HV mod H% contient un élément de Gv ; cela provient de ce que HV est 1l'enve-
loppe algébrique de Gy (cf. [5], dém. de la prop. 2). Comme les éléments de Gy
sont rationnels sur Qp , 11 s'ensuit que HV/Hg est un groupe "constant", i.e. un
groupe de dimension O dont tous les points sont rationnels. Par passage & la li-
mite, la méme propriété est vraie pour H/Ho : c'est un groupe "constant", et on
peut l'identifier au groupe profini de ses points rationnels sur Qp . Ce groupe

est isomorphe i GK . Plus précisément :
PROPOSITION 2 - L'homomorphisme composé
o
G - HQy) - (WH)(Q)

est un isomorphisme du groupe profini GK sur le groupe profini des points ration-
nels de H/H® .

D'apr?s ce qui précéde, 1'homomorphisme G - (H/HO)(QP) est surjectif. Pour
voir qu'il est injectif, il suffit de prouver que, si N est un sous-groupe ouvert
normal de GK , 11 existe un module de Hodge-Tate V tel que pV(N) soit contenu
dans le groupe H%(QP) ; or c'est évident : il suffit de prendre pour V n'importe
quelle représentation linéaire fideéle du groupe fini GK/N (on sait en effetqu'une

telle représentation donne naissance & un module de Hodge-Tate, cf. [6], III. 32).

Dans toute la suite, nous identifierons H/HO ! GK .

Remargues
1) Du point de vue des ®-catégories [3], la prop. 2 exprime simplement le fait

que tout module galoisien & action finie est un module de Hodge-Tate.

2) La situation est tr®s différente pour les groupes Hédm et Hdiv définis
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plus haut. En effet, Fontaine a montré que ces groupes sont comnexes ([27, 3.7.4).

1.7. Variation de H par extension finie du corps de base

Soit K, wune extension finie de K contenue dans K, et soit G = Gal(K/K1)

le groupe de Galois correspondant ; c'est un sous-groupe ouvert de GK . Soit H1
le groupe proalgébrique correspondant & la ®-catégorie des modules de Hodge-Tate

sur K, . Nous allons comparer H1 au groupe H relatif & XK . Tout d'abord :

1

LEMME 1 - (a) Tout module de Hodge-Tate sur K définit par restriction un module

de Hodge-Tate sur K1 .
(b) Tout module de Hodge-Tate sur K, est dominé par un module du type (a) .

L'assertion (a) résulte de la définition des modules de Hodge-Tate. Prouvons
(b) . Soit V1 un module de Hodge-Tate sur K1 , et soit V le module induit de
V1 (au sens usuel de 1'induction des représentations de groupes). Comme V1 est
contenu dans V , donc dominé par V , il nous suffit de vérifier que V est un
module de Hodge-Tate sur K . Choisissons une extension galoisienne finie K' de

K , contenue dans K , et contenant X, . D'aprds [6], III. 32, il suffit de voir

1
que V est un module de Hodge-Tate sur K' . Mais, sur K' , V est somme directe
de modules isomorphes & des conjugués de V1 , lesquels sont bien des modules de

Hodge-Tate. D'ol notre assertion.
Ce lemme montre que les modules de Hodge-Tate sur K sont cofinaux (pour la re-
lation de domination) dans la catégorie des modules de Hodge-Tate sur K1 . On-a

donc

H1 = lim H1V (V de Hodge-Tate sur X) ,
-

X . P _
o H,, est l'enveloppe algébrique de G,y = pV(GK1) dans GLy . Comme G,y est

d'indice fini dans GV , H1V est d'indice fini dans HV ; en particulier les com-

posantes neutres de HV et H1V coIncident. De plus, l'image de H1V dans le

groupe fini HV/H% est égale & 1l'image de G1V dans ce groupe. Par passage & la

limite sur V , on en déduit :

PROPOSITION 3 - Le groupe H1 s'identifie 4 un sous-groupe de H contenant jind H

son image dans H/H? =G, est G .
K — K1

COROLLAIRE - Les groupes H et B, ont méme composante neutre.

(Autrement dit, la composante neutre  de H ne change pas par extension fi-

nie du corps de base.)
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On peut résumer la situation par le diagramme commutatif suivant, ol les fléches

verticales sont des inclusions :

1y - B - H - 6 - {1
(1} - B - H - G - {1).

Remarque

Ici encore, la situation est différente pour les groupes Ha et Hdiv du

dm
n° 1,6, Si 1'on remplace K par K1 , ces groupes sont remplacés par des groupes

. ' .
H1.adm et H1.div munis d'homomorphismes
Baam = Haam Y Hlaw 7 Hagy

ces homomorphismes sont surjectifs, mais ne sont pas injectifs en général.
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§ 2. Le cas commutatif

Le but de ce § est de décrire les modules de Hodge-Tate V dont le groupe de
Galois associé GV est commutatif. Comme on le verra, ces modules se raménent

essentiellement aux modules VE associés aux groupes formels de Lubin-Tate, cf.

2.1 ci-dessous.

2.1. Les modules V., et les caractéres

E

B
Les modules V.
== o= E,n

Soient E wune extension finie de QP contenue dans K , et 7 une uniformi-

sante de E . Soit E = Qp la fermeture algébrique de E dans K . Considérons

le groupe formel de Lubin-Tate attaché au couple (E,n) , et notons VE . Son mo-
b
dule de Tate, tensorisé avec Qp . On sait (cf. par exemple [6], III. A4) que Vo o

|
est un B-espace vectoriel de dimension 1 et que 1'action naturelle de Gal(E/E)

sur VE n respecte cette structure. Cette action est donnée par un homomorphisme
’

fE,1T : Gal(E/E) - U »

ol UE est le groupe des unités de E .

Comme UE est commutatif, on peut, via la théorie du corps de classes, interpré-

*
ter fE , comme un homomorphisme de E dans U, ; d'aprés un théordme de Lubin-
’

Tate, cet homomorphisme est caractérisé par les pEopriétés suivantes

fE’H(n) =1

fE,n(u) — si w€l; .
Cette derniére formule montre en particulier que la restriction de fE,n au groupe
d'inertie de Gal(E/E) ne dépend pas du choix de = .
Les modules VE

Supposons maintenant que E soit contenu dans K . L'action de Gy = Gal(R/K)
sur E définit alors un homomorphisme
G - Gal(E/E)

qui permet de faire opérer GK sur VE’H . Comme GK est égal & son groupe 4'iner-

tie, le module galoisien ainsi obtenu est indépendant du choix de = ; nous le note-
rons VE et nous désignerons par Xg 1'homomorphisme correspondant de G, dans

K
U, (cf. [6], p. III. 41).
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Exemple. Si E = Q:p , T =P , le groupe de Iubin-Tate est le groupe multiplicatif
(formel), V., est de dimension 1 , et XE est le caractére cyclotomique X du

E
n° 1.1,

Décomposition de Hodge-Tate de VE

Soit ZE 1'ensemble des plongements ¢ : E - C qui sont 1'identité sur Qp .

On a
Card(ZE) = [E:Qp] = dim Vj .

Parmi les éléments de ZE figure 1l'inclusion | : E~ C .

Si o&Z_, notons Vo o le C-espace vectoriel C & VE déduit du E-espace vec-

’
toriel VE par le changement de corps de base o : E- C . On a dimC VE o = 1T .
’
Le C-espace vectoriel VE/C =C ®Qp VE est somme directe des VE,o
V. = ® V. .
E/C o€ ZE B,0

I1 résulte de [9], cor., 2 au th. 3, que VE est un module de Hodge-Tate de

poids O et 1 , les sous-espaces correspondants étant :

!
&
<

VE/C(O) -

|
<
1l
Q
®
<

VE/C(1) =

Enveloppe algébrique de Im(xE)

L'image de Gg dans Gal(E/E) est un sous-groupe d'indice fini du groupe d'iner-
tie.de Gal(E/E) , 1'indice en question étant d'ailleurs égal au quotient eK/eE
des indices de ramification absolus de K et de E ., Il en résulte que Im(xE)

est un sous-groupe ouvert de UE . Son enveloppe algébrique Hy (au sens dun°®1.3)
E
est donc le tore TE = RE/Q (Gm/E) déduit de Gm/E par restriction des scalaires

de E a QP ([6], II.1.1). [Rappelons que, si A est une extension de QP , le
groupe TE(A) des points de TE 4 valeurs dans A est le groupe des éléments in-

représente

*
versibles de A ® E ; en particulier, on a TE(QP) =E : le tore TE

le groupe multiplicatif de E .]

Le groupe & un paramétre attaché & TE

Sur C (et méme sur QP) le tore Ty se décompose en produit de groupes multi-
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plicatifs indexés par les éléments de ZE :

TE/C = I Gﬁ,o ou Gﬁ,o = Gm/C pour tout o .
o€ ZE

Sur VE/C , un élément t = (ﬁj) de TE/C opdre par :
- \ 3
t. X, = ZJ tcxb si x, € VE,o .
o 0
Vu la décomposition de Hodge-Tate de VE donnée ci-dessus, il en résulte que 1'ho-

i : - JB: ° 1, € :
momorphisme hvE : Gﬁ/C TE/C attaché & VE (au sens du n° 1.4) est donné par

hVE(c) = (co) , avec

0]

1
En d'autres termes, hVE est le plongement de Gm/C dans TE/C correspondant au
d'indice 1 .

facteur de TE/C

2.2, Structure de Hab

Si X est un groupe proalgébrique, nous noterons Xab le plus grand groupe pro-
algébrique quotient de X qui soit commutatif ; de méme, si X est un groupe pro-

fini, nous noterons X?b le plus grand quotient profini commutatif de X .

Nous nous proposons de déterminer la structure du groupe proalgébrique Hab .
oi H = lim HV , cf. n° 1.6.

Tout d'abord, l'homomorphisme naturel de H sur le groupe GK (vu comme groupe
proalgébrique "constant" de dimension O , cf. n° 1.6) définit par passage au quo-
tient un homomorphisme

€:Hab-—>G§b.

D'apreés la prop. 2, cet homomorphisme est surjectif, et son noyau est la composante
neutre (Hab)O de HP,

D'autre part, si E est une extension finie de QP contenue dans K , on a dé-

fini ci-dessus un module de Hodge-Tate VE dont le groupe algébrique associé H
E
est le tore TE défini par E . Comme H est limite projective des HV , et que

TE est commutatif, on en déduit un homomorphisme pE : H?b - TE . Si E' estun

sous-corps de E , et si NE/E' : TE - TE' désigne la norme, on a

o

Pgr = Ng/gr © Pp
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cela résulte de la formule correspondante pour Xg et Xpr 0 qui est bien connue

(ou, si 1'on préfere, de celle pour hV et hV , qui est immédiate). Notons
E B!

alors lim TE la limite projective des tores TE , pour E - K , relativement
Ec-cK

définissent un homomorphisme

aux NE/E' ; les P

o+ B . 1in Ty -
E- K

La structure de Hab est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 4 - L'homomorphisme

(e,p) : 2P, 2P x lim Tp

K "Bcx
est un isomorphisme.
Comme e définit un isomorphisme de H?b/(Hab)o sur G;b , le th. 4 équivaut & :

THEOREME 4' - la restriction de p (Hab)o est un isomorphisme de (Hab)O

|?

sur lim TE .
EcK

Démonstration

Par construction, 1'homomorphisme
(e,p) :+ P G;bx lim T,
EcXK

est surjectif. Montrons que c'est un isomorphisme. Pour cela il suffit de prouver
que, si T : H?b - A est un homomorphisme de Hab sur un groupe algébrique liné-

aire A , 1l'homomorphisme 7 peut se factoriser par (e,p) . Or, soit

hA : Gm/C - A/C

le groupe & un paramdtre correspondant % A (cf. 1.4), et soit E 1le corps de
définition de hA . Du fait que A est commutatif, E est une extension finie

de Qp([1], prop. 8.11). De plus, la prop. 1 du n® 1.5 montre que ohA =h, pour
tout o€ GK , donc que hA est rationnel sur K ; le corps E est donc contenu
dans K . D'aprés une propriété universelle bien connue du tore T, , il existe un

E

unique homomorphisme fE : TE - A tel que

ol hv est le groupe & un paramétre canonique de TE , cf. 2.1,
E
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L'homomorphisme fE définit un homomorphisme f de lim TE dans A . Posons
Ec- K

' = fop = fE ° pE H

c'est un homomorphisme de H?b dans A qui a le méme effet que 7 sur le groupe
3 un paramétre canonique de Hab . D'apres le th., 2, il en résulte que = et '
coincident sur (Hab)O ; leur gquotient ¢ = n.(n')_1 est trivial sur (Hab)o ,

donc s'écrit sous la forme ¢ = g o ¢ , ol g est un homomorphisme continu (»
ab

noyau ouvert) de GK dans A(Qp) . En multipliant g par f , on obtient un ho-
momorphisme
F-gf:G x lin T, - A,

Ec-K
et il est clair que = : P L 4 est le composé de (ec,p) et de F . Cela montre

bien que 7w se factorise par (e,p) ; le th. 4 en résulte.

Remarque. Le th. 4 est essentiellement une reformulation, dans le langage des grou-
pes proalgébriques, des résultats de Tate exposés dans [6], III, Appendice ; 1l'em-
ploi du th. 2 (théor®me de Sen) n'est pas indispensable.

Application : modules de Hodge-Tate & action abélienne

Soit V un module de Hodge-Tate tel que GV soit commutatif. L'enveloppe algé-

brique HV de Gv est alors commutative ; elle s'identifie donc & un quotient du

groupe H?b étudié ci-dessus. Vu le th. 4, on en déduit :

a) La composante neutre H; de HV est un tore, quotient de 1'un des TE .
Cela entraine que H est un groupe réductif ([1], 11.21) et que V est un module

semi-simple sur HV (ou sur GV , cela revient au méme).

b) L'homomorphisme Hab - Hv , restreint au facteur direct G;b de Hab ,

définit un homomorphisme continu

ab
dont 1'image est un sous-groupe fini de HV(Qp) . En utilisant wv., on munit ainsi

V d'une nouvelle structure de module galoisien, ol cette fois 1l'action de GK

est finie ; cela permet, par exemple, de parler du conducteur d'Artin de V , pour

cette nouvelle structure. Nous dirons que V est non ramifié si wv =1 . Cela re-

vient & dire que la projection Hab - HV peut se factoriser par 1l'un des

b .
og = 20, Ty , ou encore que V est dominé (au sens de 1.6) par 1'un des Vg -

Lorsque V est ramifié, on peut seulement affirmer que V est dominé par un

V.® W, ol W est un module galoisien & action finie et commutative : c'est une

B
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autre fagon de formuler le th. 4.

2.3. Structure de fm et i?
—_———— iv

adm ~—
Rappelons (cf. 1.6) que Hédm est le groupe proalgébrique associé & la catégorie
des modules admissibles ([2], 3.2.5), et que Hdiv est le groupe proalgébrique

associé i la ®-catégorie engendrée par les modules de Tate des groupes p-divisibles.

On a des homomorphismes canoniques

H - H - H Py

adm div
d'ou
b b b
Y Hidm”' Hfliv'
Ces homomorphismes sont surjectifs. Comme H . =~ et Hy. = sont connexes ([2],
3.7.4), la restriction de Hab - Hi?v & (Hab)o est également surjective.

Du fait que les VE sont des modules de Tate de groupes p-divisibles, 1'homomor-

phisme p H?b - lim T, se factorise en :
E
E-K
LR S T
Ec-cK

THEOREME 5 (Fontaine) - Les homomorphismes

byo b b .
(Ha) — H:dm—» Hadiv-—v lim TE
E~-K

sont tous des isomorphismes.

En effet ils sont surjectifs et leur composé est un isomorphisme d'aprées le th. 4'.

COROLLATRE 1 - Les projections H?b - Hzgm et Hab - Hi?v ont pour noyau le

facteur direct G;b de Hab .

C'est clair.

COROLLAIRE 2 - Soit V un module de Hodge-Tate & action abélienne. Pour que V

soit non ramifié (au sens de 2.2), il faut et il suffit que V soit admissible
(au sens de [2], 5.2.5).

Cela résulte du cor. 1.

Exemple : module de Tate d'un groupe p-divisible de type (M)

Soit A un groupe p-divisible sur AK , de hauteur h et de dimension n .

Soit E1 une extension de Qp de degré h et supposons qu'un sous-anneau d'in-

dice fini de 1l'anneau des entiers de E1 optre sur A (de sorte que A est "de

172



MODULES DE HODGE-TATE

type (CM)"). Le module de Tate V de A, tensorisé avec QP , est un E1—espace
vectoriel de dimension 1 . Comme l'action di GK sur V est E1-1inéaire, elle
est donnée par un homomorphisme XA : GK - E1 . Par passage aux enveloppes algébri-
ques, on en déduit, comme au n° 2,7, un homomorphisme

D'apres le th. 5, cet homomorphisme peut se factoriser en

b 8
Hy = T = TE1 ’

pour E et & bien choisis. Indiquons bri®*vement comment on peut construire
(E,0) =

On considere la représentation de E1 dans 1l'espace tangent & A . C'est une re-

présentation de dimension n , définie sur K . Elle provient par extension des
scalaires d'une représentation définie sur un sous-corps E de K de degré fini sur
Qp ; on obtient ainsi un (E,E1)—bimodule t , de dimension n sur E . Si

xCE' , l'automorphisme x, de t défini par =x est ET—linéaire ; soit

t

f(x) = dety, (xt)
1

*
son déterminant. L'application f de EY dans E1 ainsi définie est "algébrique":

elle se prolonge en un homomorphisme ¢ de TE dans TE . On peut prouver (par
1
exemple en utilisant (6], III. App.) que le couple (E,5) ainsi construit a les

propriétés voulues.

2.4. Structure de (°)2P

Si U est un sous-groupe ouvert de GK , notons HU le sous-groupe de H image
réciproque de U par l'homomorphisme canonique H - GK (cf.1.6). Le groupe jind
est limite projective des HU . On en conclut que

(Ho)ab - 1lim Hgb _ %im (Hﬁb)o .

Si KU désigne la sous-extension de K fixée par U , le groupe Hﬁ n'est autre
que le "groupe H" relatif au corps de base KU , cf. prop. 3, D'aprées le th. 4',
appliqué & KU , on a
(Hﬁb)O = lim T .
EcK_U

Comme la réunion des K; est K, on en déduit :
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THEOREME 6 - Le groupe (Ho)ab est isomorphe & lim_Tp .
EcK
Remarque. La condition " E ¢ E " est équivalente &3 " E Q " . Il en résulte
que le groupe (Ho)ab ne dépend pas de K :

: il ne dépend que de la caractéris-
tique résiduelle p .
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§ 3. Modules de Hodge-Tate 3 poids 0 et 1

3.1. Rappels sur les poids et racines (cf. [1], [11], SGA 3 III)

Soit M un groupe réductif connexe sur un corps E de caractéristique O . Soit
E' une extension galoisienne finie de E sur laquelle M se déploie ([1], 18.8) ;
choisissons un tore maximal T de M/E' qui soit déployé (i.e. isomorphe % un pro-
duit de groupes Gm/E') et soit B un sous-groupe de Borel de M/E' contenant E

Notons X (resp. Y) le groupe des caractdres (resp. cocaractdres, ou "groupes 3

un paramdtre") de T . On a :
X

Hom(E,Gm/E, ) et Y = Hom(Gm/E, ,E‘) .

Les groupes X et Y sont des Z-modules libres duaux l'un de l'autre ; leur rang

est égal & dim T . On pose

XQ=Q29X et YQ=Q®Y;

ce sont des Q-espaces vectoriels en dualité, Si =x€ X, et y¢ YQ , le produit

Q

scalaire de x et y est noté <x,y> . On a
<xX,y> € 2 si x€X et yevY.

Systéme de racines

Le systéme de racines de M/E' relativement & T est une partie finie R de X
(2 savoir 1'ensemble des poids # 0 de T dans la représentation adjointe de M) ,
munie d'une injection « B @ dans Y . Si @€R, ona <o,0¢¥>= 2 ; la symétrie

s, de XQ définie par

sa(x) =x - <x,a" >«

laisse stable X et R ; sa transposée est la symétrie s, de Y. telle que

Q
5,(y) =y - <a,y>a"

pour tout y . Le groupe W engendré par les Soz est le groupe de Weyl ; il opere

sur XQ et YQ; on a
<wx, wy> =<x,y> si x¢€ XQ , V€ YQ , WEW .
Base

Au groupe de Borel B est associé une base B de R ; tout élément de R s'é-
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crit de fagon unique sous la forme }; n o , ou les na sont des entiers de méme
@€ B

signe. Soit Xa (resp. Ya) 1l'ensemble des x€ XQ (resp. ye YQ) tels que

<x,0*>2 0 (resp. <a@,y>= 0) pour tout «€ B ,

et posons

+ +

—xnxt, v +

YNY. .
¥

1l

X
Tout élément de X (resp. Y, Xq 0 YQ) est le transformé par W d'un élément et
d'un seul de X' (zesp. Y', X', ¥ .
Q’ "Q
Décomposition de X t Y
= Qe = q
Soient (Ri)ié I les composants irréductibles de R ; les Bi =BN Ri sont

les composantes connexes du graphe de Coxeter de W (Bourba.ki, LIE V.VI). Soit Xi

le sous-espace vectoriel de XQ engendré par Ri , et soit Yi le sous-espace

vectoriel de YQ engendré par l'ensemble R; des o avec af Ri . S5i XC

(resp. YC) désigne 1'orthogonal dans X. (resp. dans YQ) de la somme des Y,

Q

(resp. des Xi) , on a
XQ:XCEB © Xi et YQ=YC@ @ Yi'
i€l i€l
Ces décompositions en sommes directes reflétent la décomposition du groupe M/E' ,

4 isogénie prés, en produit direct d'un tore Mc et de groupes simples Mi , 1€I .

ilieT les composantes de x dans Xc et

dans les Xi ; nous emploierons une notation analogue pour les composantes d'un
On a

Si x¢€ XQ , nous noterons X, et (x)

élément y de YQ'

= 2 < >,
<X,y> <xC » Vo > o+ 1%1 X0 ¥y
+

Q

+

Si x et y sont des éléments non nuls de XI = Xi N X et de Y"i' = Yi n YQ ,

ona <x,y>>0.

Action de T = Gal(E!'/E)

Changer le couple (T,B) ne modifie pas (& isomorphisme unique pres) le systime
(X,Y,R,0 > a”, B). Ce systime est donc attaché canoniquement au groupe M/E' (cf.
Bourbaki, LIE VIII.110, Remarque 2). Du fait que M est défini sur E , il en ré-
sulte que le groupe I = Gal(E'/E) opere de facon naturelle sur (%,Y,R,e P &",B),
cf. [11], 3.1 ainsi que Bourbaki, LIE VIII.227, exerc.8. En particulier, T opeére

sur le groupe de Weyl W et sur l'ensemble I des composants irréductibles de R.
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<yx, Yy>=<x,y> , Ywx = Y(w)Yx ’ YXC = Xc ’ YXi =X .,

si xEXQ,erQ,WEW,iGI et YET .

Représentations lindaires (cf. [11], ainsi que Bourbaki, LIE VIII, § 7)

Soient V wune représentation linéaire de M sur E , et VE' la représentation
linéaire de M/E‘ déduite de V par extension des scalaires % E' , Le tore T
opére sur VE' . 51 weX, soit VE'((”) le sous-espace propre de VE‘ corres-
pondant &  : on a vVE VE'(‘”) si et seulement si tv = w(t)v pour tout point 1t
de T . L'espace Vp, est somme directe des VE,((D) , pour € X . On dit que o
est un poids de V si VE,(w) # 0 ; la dimension nv(w) de VE,(w) est alors
appelée la multiplicité de w . L'ensemble (V) des poids de V est une partie
finie de X , stable par W et [ . Pour que V soit une représentation linéaire
fid®le (resp. 3 noyau fini) de M, il faut et il suffit que (V) engendre le
Z-module X (resp. le Q-espace vectoriel XQ) . La connaissance des poids de V

et de leurs multiplicités détermine la représentation V % isomorphisme pres.

On peut décomposer VE' en somme directe de représentations absolument irréduc-
tibles. Si VA est 1'une de ces représentations, il existe une droite DA de VA
et une seule qui est stable par le groupe de Borel B . L'action de T sur Iﬁ se
fait gréce éhun caractére XA qui appartient ; X" . ona DA = VA n VE,(XA) ; le
caractére X est de multiplicité 1 dans V . L'ensemble Q(VA) des poids de
VK est le R-saturé de xk , au sens de Bourbaki, LIE VIII.125. Tout élément de

cet ensemble est de la forme
A -
X - L na/oz y
o€ B

N . . A .
ou les na sont des entiers = 0 ., On dit que ¥ est le plus haut poids de V)\ .

A A
Le plus bas poids de V  est WX ol LA est 1'unique élément de W qui trans-

forme B en - B [l'automorphisme - LS est 1l'involution fondamentale de X ;

nous le noterons x B x'].

3.2. Représentations de M % poids O et 1

On conserve les notations M, T, B, Ry .. dun® 3.7, On se donne :

a) une représentation lindaire V du groupe réductif M ,

b) un corps algébriquement clos C contenant BE' ,

c) un groupe 3 un paramdtre hy : Gm/C - M/C défini sur C .
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On fait les hypothéses suivantes :
(i) V est fiddle ;
(ii) tout sous-groupe algébrique normal N de M , défini sur E , tel que
N/C contienne Im(hM) , est égal & M ;
(iii) 1'action de Gm/C sur V, = C®, V définie par hy, a pour seuls poids
0 et 1.

[Rappelons que le groupe des caractdres de Gm stidentifie de fagon naturelle &

Z ; cela donne un sens & (iii) .]

Nous allons voir que ces hypotheses entrainent des propriétés trés particuliéres
pour l'ensemble Q(V) des poids de V, ainsi que pour le groupe & un paramdtre
hM . Tout d'abord :

LEMME 2 - Il existe hoE Yt otel que h]v[ et ho , considérés comme homomorphismes

de Gm/C dans M/C , soient conjugués 1l'un de l'autre par un automorphisme inté-

rieur de M/C s on a

(1) <w yh > = 0 ou 1 pour tout w€ (V) ,
(On peut en fait montrer que hO est u.nigue.)

D'aprés [1], cor. 11. 3, il existe un automorphisme intérieur de M/C qui trans-

forme hM en un homomorphisme

byt Ge ? Lol
3 valeurs dans T,, . Du fait que T est déployé sur E', h, est rationnel sur
=/c = 1

E', donc appartient & Y. D'aprés ce qui a été rappelé au n° 3.1, il existe w&W

tel que h0 = wh, appartienne & Y+; comme tout élément de W est induit par un

1

automorphisme intérieur de M/C , 1'élément ho répond & la question. Les actions

de Gm/C sur V., définies par h.M et par h_ sont conjuguées, donc ont méme

C o]

poids ; vu (iii), ces poids sont égaux & O ou 1, ce qui démontre la formule (1).

Remarque. Comme Q (V) est stable par le produit semi-direct I'W de I par W, la

formule (1) entraine :

(2) <w,hs> =0 ou 1 pour tout w€q (V) et tout heTWh_ .

LEMME 3- (a) L'ensemble O (V) des poids de V engendre le gmodule X.
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(b) L'orbite FWho de ho par le groupe I['W engendre le Q-espace vecto-

riel Y_ .
= q
L'assertion (a) traduit 1l'hypothése que V est fid®le. D'autre part, les sous-

espaces de Y., stables par W et [' correspondent de fagon naturelle aux sous-

Q

groupes normaux connexes de M définis sur E ; si le sous-espace engendré par

FWho était distinct de YQ, , i1 existerait un tel sous-groupe N , distinct de
M, et tel que 1l'image de ho soit contenue dans N/C 5 il en serait alors de

méme de 1'image de hy , ce qui contredirait 1'hypothése (ii). D'ou (b).

LEMME 4 - 8i o€R, wcQ(V) et h€lWh , ona

(3) <w,a">=0,1 ou -1,

(4) <e,h> =0,1 ou -1 .

(Noter le r®le symétrique joué par les éléments de Q (V) et de FWho : ils
s'échangent par " dualité de Lenglands " . Je ne connais pas d'explication a priori

de ce phénomene. )

Appliquons (2) & w et & s,0 = @ - <w,a">a . On obtient
<w,h>=0 ou 1
<w,h>-<w,oe"><ao,h>=0 oul.

Par différence, cela donne :
(5) <w,a"><a,h>=0,1 ou -1,

Remarquons maintenant que, pour w et o« fixés, on peut choisir he€ I“Who tel

que <o ,h># 0 : cela résulte du lemme 3 (b). Comme <o ,h> est un entier non
nul, et que <w,a¥> est un entier, (5) n'est possible que si <w,a¥> =0, 1
ou -1, ce qui démontre (3). De méme, pour o et h fixés, on peut choisir
weQ (V) tel que <w,o"># 0 : cela résulte du lemme 3 (a) ; on en déduit comme

ci-dessus que <o ,h>=0,1 ou -1,

[ Veriante. Puisque V est un M-module fiddle, la représentation adjointe de
M est isomorphe & une sous-représentation de End (V). Or les poids de End (V)

(pour 1'action de Gm/C donnée par h , ho ou hM) sont différences de deux poids
de V (cf. [8], lemme 11.3), donc appartiennent & {0, 1, -1} . On retrouve ainsi
la formule (4).]

Soit Q1 (V) 1'ensemble des plus hauts poids des composantes irréductibles de

Vg s ona of (V) « Xt na (V) , et le R-saturé de QF (V) est Q(V), of. n°3.1.
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LEMME 5 - Soit R, (i€ I) un composant irréductible de R.

(a) Il existe w€Q*(V) tel que w;#0 ; 1'élément w, de X; est alors un

poids minuscule du systéme de racines Ri , au _sens de Bourbaki, LIE VIII.129.

(b) Il existe hEI“ho tel que hi# 0; 1'élément hi de Yi est alors un

poids minuscule du systéme de racines Rz dual de R, .
i

(Rappelons que wy et hi désignent les composantes d'indice i de o et de

h, cf. n°3.1.)

Si 1'on avait w; = O pour tout we QT (V) , on aurait aussi w; = 0 pour tout

weQ (V) puisque Q (V) est le R-saturé de Qt(V), et cela contredirait le lemme
3 (a). D'autre part, si ws # 0, la formule (3) du lemme 4, appliquée avec ot Ri’

montre que w, satisfait b la condition (iii) de Bourbaki, loc. cit., déf. 1, donc

est minuscule. D'ou (a).
De méme, 1l'existence de h€I'h_  tel que h; # O résulte du lemme 3 (b) ; 1e
fait que " hi A0 "= " hi pinuscule"résulte de la formule (4) du lemme 4.

Do (b).
Le lemme 5 entraine déji un certain nombre de propriétés de V :

PROPOSITION 4 - On a Q (V)= w.ot (V).

Cela résulte de (a), et du fait que le R-saturé d'un poids minuscule est égal

4 son orbite par W, cf. Bourbaki, loc. cit. , condition (i).

PROPOSITION 5 - Soit m 1l'algébre de Lie de M, et soit ma le sous-espace pPro-

re de m = E'® m correspondant b une racine o€ R. Si x appartient 3 ma,
Dre de mp, =25 appartient a

1'endomorphisme de V défini par x est de carré nul.
4 _endomorpialsme Xy CG& Vg,

Cela résulte de la prop. 7 de Bourbaki, LIE VIII.128.

COROLLATRE - Les éléments x de my, tels que (xV)2 = 0 engendrent 1'algdbre

dérivée de LT

(Noter 1l'analogie avec les " Quadratic Pairs " de Thompson [10].)

PROPOSITION 6 - Le groupe M/E' n'a aucun quotient # {1} qui soit simplement con-
nexe.

11 suffit de prouver que M/E' n'a aucun quotient simple simplement comnnexe. Un
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tel quotient correspond i un composant irréductible R, de R ayant la propriété
suivante : pour tout y&¢Y , la composante v de y appartient au sous-groupe
Z.R; de Yi engendré par R; (c'est ainsi que se traduit la simple connexion,
cf. SGA 3 III, p. 129). Or, si 1l'on prend pour y un élément de I"ho satisfai-
sant au lemme 5 (b), la composante v de y est minuscule ; d'aprds la prop. 8

de Bourbaki, LIE VIII.128, v n'appartient pas ™ Z.R; . D'ou la proposition.

COROLLAIRE - Aucun quotient de M/E, n'est isomorphe h SL (nz=2), Sp,,,, (nz1),

G, »

F ﬂEB'

Revenons aux propriétés des wy et des hi

LEMME 6 - Soient w¢ Qf(V) et heTh . Alors :

(2) Il existe au plus un élément i de I tel que ws #0 et hy #0.

(bj) 8i 1i€TI est tel que wi;éO et hi;éO,ona

6 ' -
(6) <wg, by >4 <wl, ho>=1,

ol w! est le transformé de w; par 1'involution fondamentale - LA cf. n° 3.1,

Soit J 1l'ensemble des i€ I tels que ws # 0 et hi #0 .81 i€ J , le lemme

5 montre que (u)i , hi) est un couple minuscule : ses deux composantes sont minus-

cules. Définissons alors la hauteur J&(wi , hi) d'un tel couple par la formule

(1) L(w; , by) =<w,, h > +<wl, h> .

. N + N +
Comme w, appartient & X, - {0} et hi Y Yi

<w;, hy> et <w!, h;> sont >0, et il en est de méme de E(u)i s hi) . De plus,

- {0} , les produits scalaires

comme W, + w! = w, - Www. et que w., est un poids de X, w, + w! appartient
i i i oi’? aq i P i’ 71 i @ppa

au sous-groupe Z.R; de X, engendré par R, (Bourbaki, LIE VI.167, prop. 27).

Ceci entraine que son produit scalaire J&(wi , h,) avec hi est un entier. On

i
conclut de 13 que ﬂ(wi , hi) est un entier = 1 .
D'autre part, d'apres (2) appliqué & w et wo =-w', ona:
(8) <wc , hc> + ‘Z, <wi , hi> =0 ou 1
ieJ
(9) <w', h >+ 5 <w!, h,>= 0ou-1.
c’ e ; i
ieJd
Comme LA opére trivialement sur Xc , on a ‘”é = - w, . En ajoutant les équations
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ci-dessus, on obtient :

L {<w, , h,>+ <w!, h,
1 1 1

1>}=O’1 ou -1,
i€ J

autrement dit

2 z(wi,hi) 0, 1 ou -1,

ied
Comme les E(wi , hi) sont des entiers = 1 , ceci n'est possible que si J =@,

ou si J est réduit i un élément {i} et si !&(wi , hi) =1, ce qui démontre le

lemme.

Remarques
1) 8i J = {i} , les formules (8) et (9) entrainent :

(10) <w ,h>=<w!, h,>=1-<w,, h;>.
c c i i i i

La connaissance des <wi , hi> détermine donc celle de <wc s hc> . Par contre,

si J=¢, on a simplement
<w ,h> =<w, h>=0 ou 1,
c’ e

ce qui ne suffit pas & déterminer <0, h,> .

2) Les arguments utilisés ci-dessus sont essentiellement les mémes que ceux de
Springer [8], § 11 ; la différence principale est la présence du groupe [ qui

n'apparalt pas dans [8], ol le corps de base est supposé algébriquement clos.
La proposition suivante résume le lemme 5 et la partie (b) du lemme 6 :

PROPOSITION 7 - Pour tout i€ I , il existe w€ Q+(V) et he Fho tels que
w; #0 et h; # 0 ; tout couple (wi R hi) ainsi obtenu est un couple minuscule

de hauteur 1 (au sens défini ci-dessus).

COROLLAIRE 1 - Tous les composants irréductibles de R sont de type classigue

A ,B ,C ou D .

En effet, les systémes de racines irréductibles de type G2 , F4 s E6 ’ E7 , EB

ne possédent pas de couple minuscule de hauteur 1 , cf. Annexe.

COROLLAIRE 2 - Aucun composant irréductible de R n'est de type D4 triglitaire.

(Soit I“i le sous-groupe de ' qui fixe i . Le groupe Fi opére sur Ri . On
dit que Ri est "de type ])4 trialitaire” s'il est de type D4 et si 1'image

de T, dans Au‘t(Ri) est d'ordre 3 ou 6 , autrement dit si I, permute tran-
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sitivement les trois sommets terminaux du graphe de Dynkin \/ de Ri )

Supposons que Ri soit de type I)4 trialitaire. Le groupe Fi permute transi-
tivement les trois poids minuscules UJ,] . UIB . ’u74 de Ri , cf. Annexe., Comme 1l'un
de ces poids est de la forme w, , avec we Q+(V) , ils le sont tous. Choisissons

alors he€ Fho tel que hi # 0 . D'apres la prop. 7, les trois couples minuscules

(w1 , h.

l> ’ (wB ’ hi) et (‘CU' ’ hi)

sont de hauteur 1, ce qui est impossible (cf. Annexe).

Le cas irréductible

Supposons V irréductible. Son commutant A est un corps. Notons E1 le centre
de 4 , et posons

[A:E1]= m° et [E1:E]=r.

L'entier m est l'indice de Schur de V. La représentation VE' de M/E‘ se

décompose en r représentations irréductibles conjuguées, chacune de multiplicité
m, Le groupe [ opére transitivement sur at (V), qui a r éléments. Si we€Q(V),
lamltiplicité nv(w) de w est égale & m : c'est clair lorsque w appartient &
o+ (V) , et le cas général résulte de ce que Q(V) est égal & W.Q™(V), cf.prop. 4.

On a en particulier +
dimV= mCard Q(V) = mCard W.Q (V).

D'autre part, si ® est un élément de Q' (V), on a
CardW.0* (V) = rCardww = rT;;rd((“i) ,
i

ol d(wi) = CardWwi . D'ol1 :

PROPOSITION 8 ~ Avec les hypothéses et notations ci-dessus, on a

(11) dim V= mrT_—T d(wi).

iel
Noter que d(wi) = 1 si wy = 0 ; lorsque wg # 0, ws est minuscule, et
d(wi) se calcule sans difficulté (cf. Annexe) ; on trouve en particulier que

d(wi) est pair si Ri n'est pas de type A.Comme, pour i¢ I donné, on peut

choisir w tel que w, #0 (lemme 5), on en conclut en appliquant (11) :

COROLLAIRE - Si V est irréductible de dimension impaire, tous les composants

irréductibles de R sont de type A.

Remarque
Lorsque r=1, ce qui est le cas lorsque V est absolument simple, on peut pré-
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ciser davantage la structure de M et de V : si w est l'unique élément de
at(v) , ona w; # 0 pour tout i€ I d'aprés le lemme 5 () ; vu le lemme 6 (a),
il existe au plus un élément i de I tel que (ho)i # 0 . D'obh deux cas :

a) (ho)i = 0 pour tout i€ I ; d'aprds le lemme 3, cela entraine que I = ¢ ,
i.e. que M est commutatif ; on a alors m =1 et dim V=1 ; le groupe M est,

soit réduit & {1} (poids 0) , soit égal & G (poids 1) .

b) Il existe un unique élément i de I tel que (ho)i # 0 3 utilisant le

lemme 5 (b), on voit que I =Ti , donc que I opdre transitivement sur I ,Soit

Fi le fixateur de i dans I' , et soit Ei le sous-corps de E' fixé par Fi .

Le groupe adjoint de M s'obtient par restriction des scalaires de Ei a4 B A

partir d'un groupe absolument simple sur Ei , de type A, B, C ou D . La con-

posante neutre du centre de M est le groupe Gm , opérant par homothéties. On a

: E]

E,
(12) din V =m d(w;) 1 .

3.3. Application aux modules de Hodge-Tate % poids O et 1

Soit V un module de Hodge-Tate, et soit HV le groupe algébrique correspondarnt,
cf, n° 1.3, Soit VSS le semi-simplifié de V , i.e. la somme directe des quo-

tients d'une suite de Jordan-Holder de V . Le groupe HV opére sur VSs , et le

noyau de cette action est le radical unipotent UV de HV , autrement dit le plus

petit sous-groupe normal de H; tel que HV/UV soit réductif ([1], 11.21). Si

1'on s'intéresse simplement aux quotients réductifs de HV , on peut donc supposer

que V = VSs yi.e. que V est semi-simple ; dans ce cas HV est réductif.
Faisons cette hypothése, et supposons en outre que les poids de V sont O et
. _ s _ e
1, autrement dit que V, = VC(O) ® Vb(1) . Si 1'on pose E = Qp » M= Hy , les

hypothéses de 3.2 sont satisfaites, en prenant pour hM le groupe & un paramétre
canonique hy (cf, 1.4) ¢ (i) est évident, (ii) est une conséque > du théo-

réme de Sen (th. 2), et (iii) traduit le fait que les poids de V sont égaux

3 0 et 1 . On peut donc appliquer au groupe M = H; les résultats du n° 3.2,

et en particulier les prop. 4, 5, 6, 7, 8. On obtient ainsi, par exemple :

THﬁOREME 7 - 81 V est un module de Hodge-Tate semi-simple & poids O et 1,

les composants irréductibles du systéme de racines de H% sont de type A, B, C

ou D; si V est irréductible de dimension impaire, ces composants sont tous de

type A . Aucun gquotient # {1} de H% n'est simplement connexe.
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COROLLAIRE - Tout quotient simple du groupe proalgébrique Hdiv (cf. 1.6) est de

type 4, B, C ou D .

Probléme

Existe-t-il des groupes p-divisibles correspondant aux divers couples (V, Hg)

qui sont a_priori possibles d'aprés le n° 3.2 ? Par exemple, peut-on construire un
tel groupe pour lequel le systéme de racines de Hz soit de type Dn , le mo-
dule V étant (% 1'action du centre prés) une représentation semi-spinorielle
de Dn , de degré 2n—1 ? La théorie de Fontaine [2] devrait permettre de répondre

4 ce genre de question.

Annexe - Couples minuscules de type An . '.Bn y seey E8

Pour chaque systéme de racines irréductible réduit, on note {cv1 yeeey an} sa

base, numérotée comme dans Bourbaki, LIE VI, Planches, {m‘,l yeeey m’n’} ses poids
fondamentaux, et {w‘{ yeees m;lj' ceux du systéme dual. Les @, et les w; sont

caractérisés par

L0 sii#fG.

Tout poids minuscule est un poids fondamental ; pour qu'un poids fondamental w,
v i

soit minuscule, il faut et il suffit que le coefficient de oy dans la plus

grande racine du systime dual soit égal % 1 (Bourbaki, LIE VIII.128, prop.8).

Cela rend immédiate la détermination des poids minuscules. On obtient ainsi :

Type A (nz1) 2}-—-.0- ver  —Ommd

Tous les m‘i et tous les ‘UJ‘S sont minuscules. L'involution fondamentale -V
transforme i en i'=n+1-1i et j en j'=n+1 - j . La hauteur ducouple

. v 2’
minuscule (wi R wj) est donnée par :

by ) = <wy, wyE <y, wo = Inf(i,5,10,51)

Les couples minuscules de hauteur 1 sont :

1A
jat

(o o) (o w) , (m, w) Gy, W) eves 124
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La représentation associde & w, est la puissance extérieure i-éme de la repré-

sentation standard de degré n + 1 . Son degré

a(w,) = Card Wuw,
i i

est égal & (n?) .
1 n
Type 3B, (nz 2) O——0— +4s —0=—3=0

Le couple (wn , w;) est le seul couple minuscule ; sa hauteur est égale & 1 .
La représentation associée & o est la représentation spinorielle ; son degré
d(cvn) est on .

1 n
Type C, (nz 2) O——0— +44 —0==%=0

N

Ce cas est dual du précédent. Le couple (w, , w') est le seul couple minuscule ;
1 n
sa hauteur est égale & 1 . La représentation associée & w, est la représentation

standard ; son degré d(w1) est 2n .

1 o n-1

Type Dn (n=z=4) O——0— ese -_o<o .

I1 y a trois poids minuscules Wy Wy et w, qui correspondent & la représen-
tation standard et aux deux représentations semi-spinorielles. Leurs degrés sont :

1

n-1 n-
et d(wn) =2 .

d(w1) = 2n, d(wn_1) =2
Les couples minuscules de hauteur 1 sont
pour n = 4 : (wi ,w;j) avec i,J€ {1,%,4) et i# ]
pour nx 5 : (w1 . w;_1) , (w1 ,m;l) . (urn_1 . w‘{) et (mn,w;) .

1 6
Iype Eg 0—0—n 0o— o0

o--0

11 y a quatre couples minuscules :
(w,] s w1) ) (CU1 ’ w6) s (w6 ’ ID1) et (w6 ’ w6) .
Ils sont de hauteur 2 .
1 7
Type E7 o——0——0-—0 —0-—0

|
[¢]

I1 y a un seul couple minuscule : (w7 , wv7) . I1 est de hauteur 3 .

Mest,F4,E8

I1 n'y a pas de poids minuscule.
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Errata et Compléments

N
a

[6] Abelian £-adic representations and elliptic curves

- I-12. La question % est trop optimiste. Il est facile de faire descontre-exemples

en prenant des représentations & image finie d'indice de Schur > 1 .

- I-13, 4, 8-9. Le "probléme des groupes de congruence" pour les variétésabéliennes
a une réponse positive (cf. Izv. Akad. Nauk CCCP, 35 (1971), 731-737).

- I-17, 4. 19-20. L'existence des représentations fL-adiques associées aux formes mo-

dulaires a été prouvée par Deligne (Sém. Bourbaki 1968/69, exposé 355).

I-29, 4. 8. Remplacer "cX + o(n)" par "cxn + o(n)" .

- II-12, 4. -4. Remplacer "Uz,m" par "nE(Uz,m)" .

- II-20, £. 13. Remplacer "Assertion a)" par "Assertion 3)".
- II-25, £. -8. Remplacer "e¢(I)" par "e(I)" .

- III-13, 4. -4. Remplacer "Bambaki" par "Bourbaki".

- III-36, 4. -6. Remplacer "in Q" par "is Q" .

- III-37, 4. 5 ; III-38, 4. 7,11 ;3 III-51, 4. -4. L'espace H1(G, C) est un espace

vectoriel de dimension 1 sur K , et non sur C .,
- IV-14, %.4. Ajouter l'hypothése que C est semi-simple.
- IV-18, £.8. Remplacer "Gal(K/K)" par "Gal(K/K)" .

- IV-21, 4. -7, -8. La conjecture faite dans cette Remarque a été démontrée (cf,
Invent. math. 15 (1972), 259-331).

- IV-28, £. 8. Remplacer '"order 2" par '"order 4" .
- IV-28, £. 9. Remplacer "order 6" par "order 12" ,

- IV-28, £, 11. Remplacer "an isomorphism" par "a homomorphism with a kernel of

order 2" .

- IV-41, £, 13. Supprimer "in the near future". Ajouter "A different proof has
been published by W, Messing (Lect. Notes in Math. 264, Springer-Verlag, 1972)".

- B-2, [17 ].Remplacer "89" par "81" .

- B.},[32].Supprimer "and applications". Remplacer "In preparation " par "Ann.
of Math. 88 (1968), 492-517".
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