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TORSIONS QUADRATIQUES ET BASES NORMALES AUTODUALES

By Eva BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

Introduction. Soient K un corps de caractéristique # 2 et L une extension
finie séparable de K. L’un des invariants les plus souvent étudiés du couple (L, K)
est la forme quadratique ¢y, : L — K, dite forme trace, définie par

QL) = Tr (o).

Lorsque L/K est galoisienne de groupe de Galois G, cette forme est invariante
par G. On obtient ainsi ce que 1’on appelle une G-forme quadratique, cf. n°1.2.
C’est un invariant de L/K plus précis que la seule forme g;, (il détermine non
seulement g7, mais aussi tous les gz pour K C E C L, cf. n°1.4). C’est a cet
invariant que le présent travail est consacré.

Le cas le plus simple est celui out la G-forme quadratique (L, q1) est la forme
unité. Cela signifie que L possede une “base normale autoduale” (au sens de [4]),
autrement dit qu’il existe e € L ayant les deux propriétés suivantes:

(i) Les ge (g € G) forment une base de L (“base normale”);

(i) On aTr,/k(ge.g'e) =854 sig,g" € G (la base (ge) est sa propre duale
vis-a-vis de la forme q.).

De telles bases existent lorsque G est d’ordre impair, cf. [4]. Il n’en est plus
de méme lorsque G est d’ordre pair. Il semble que la question dépende en grande
partie des 2-sous-groupes de Sylow de G, et de leur “fusion.” C’est en tout cas ce
qui se passe lorsque ces groupes sont de type (2,...,2), ou sont quaternioniens
d’ordre 8, cf. ci-dessous; dans des cas simples, cela permet de donner des critéres
cohomologiques assurant 1’existence d’une base normale autoduale.

Le texte est divisé en onze §§, répartis en trois sections:

Premiers exemples (§§1,2,3).

Groupes de Sylow élémentaires et quaternioniens (§§4,5,6,7,8,9).

Compléments (§§10,11).

Leur contenu est le suivant:

Le §1 contient un certain nombre de préliminaires, en particulier sur les G-
algeébres galoisiennes. 11 est en effet essentiel de ne pas se borner aux “extensions
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2 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

galoisiennes” (qui sont des corps), mais d’accepter des G-algebres quelconques.
Cela permet en particulier de remplacer K par une extension convenable de
degré impair (ce qui ne change pas le probleme, d’apres [4]); cette technique
nous servira souvent. Si L est une telle G-algebre, la G-forme quadratique (L, qr.)
est déterminée a isomorphisme pres par un élément de H WK, Ug), oi Ug est le
groupe unitaire de 1’algébre K[G], cf. 1.5.1.

Cette interprétation cohomologique est utilisée dans les §§2 et 3:

Dans le §2, on suppose que K est un corps de dimension cohomologique < 1;
dans ce cas, la classe d’isomorphisme de (L,qr) dépend seulement d’invariants
appartenant 3 H'(K,Z/27Z), cf. 2.2.3.

Dans le §3, K est un corps de nombres algébriques. On montre que, si
HY(G,Z/2Z) = H¥XG,Z/2Z) = 0, alors une G-algébre galoisienne L a une base
normale autoduale si et seulement si ses “Frobenius réels” sont triviaux.

Les §84 et 5 contiennent divers résultats auxiliaires, notamment sur les formes
quadratiques, et sur les foncteurs “induction” et “restriction”. Ces résultats sont
utilisés aux §§6,7,8, ou I’on suppose qu’un 2-sous-groupe de Sylow S de G
est abélien élémentaire de rang » > 1. Le cas le plus simple est celui ou le
normalisateur de S opere transitivement sur S—{1}, i.e. ol G a une seule classe
d’éléments d’ordre 2. Si L est une G-algebre galoisienne, on lui associe alors une
r-forme de Pfister, qui détermine la G-forme quadratique (L, q1) a isomorphisme
prés (cf. 6.6.1—on trouvera un énoncé plus général dans 6.4.1). Ce résultat est
particulierement utile lorsque le rang r de S est < 4, car il permet de caractériser
(L, qr) par un élément du groupe de cohomologie H'(K,Z/2Z), cf. 7.5.4. Ainsi,
par exemple, si G est égal a SL,(Fs), ou au groupe de Janko J1, ’existence d’une
base normale autoduale équivaut a la nullité d’ un certain élément de H 3K,Z /27),
a savoir ’image de 1’unique élément non nul de H3(G,Z/27Z).

Le §9 complete les précédents en traitant le cas ou un 2-sous-groupe de
Sylow de G est quaternionien d’ordre 8. Ici encore, on obtient un invariant dans
H3(K,Z/27).

Le §10 contient deux contre-exemples montrant que 1’existence d’une base
normale autoduale ne peut pas toujours se lire sur la cohomologie (mod 2).

Enfin, le §11 explique le role de (L, g1 ) lorsqu’on utilise L pour tordre (au sens
galoisien du terme) un espace vectoriel muni de tenseurs: si tous ces tenseurs sont
quadratiques, le résultat de la torsion ne dépend que de la G-forme quadratique
(L,qr), cf. 11.2.2; en particulier, si L a une base normale autoduale, la torsion
par L n’a aucun effet.

L’un des auteurs (E.B-F.) a bénéficié d’une subventior du Fonds National
Suisse de la Recherche Scientifique, et ’en remercie.
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§2. Réduction aux 2-groupes et critéres en dimension 1
§3. Criteres en dimension 2 (corps de nombres)

II. Groupes de Sylow élémentaires et quaternioniens

§4. Résultats auxiliaires sur les formes quadratiques

§5. G-formes quadratiques: induction et restriction

§6. Le cas ol les 2-sous-groupes de Sylow de G sont abéliens élémen-
taires

§7. Invariants cohomologiques

§8. Exemples

§9. Le cas ou les 2-sous-groupes de Sylow de G sont quaternioniens

III. Compléments

§10. Deux contre-exemples
§11. Torsion des tenseurs quadratiques

Références
L. Premiers exemples
1. Préliminaires.

1.1. Notations et conventions. Cardinal. Si X est un ensemble fini, son
cardinal est noté |X|.

Corps de base. On note K un corps commutatif de caractéristique # 2, K
une cloture séparable de K, et Gk le groupe de Galois Gal(K;/K).

Cohomologie galoisienne. Si A est un groupe algébrique sur K, on note
H'(K,A) I’ensemble pointé H LGk, AKy)), cf. [19], p- IL.3; c’est le “premier
ensemble de cohomologie de Gk dans A”. Si A est commutatif, on pose de
méme:

H"(K,A) = H"(Gg,A(K;)) pour tout n > 0.

Groupes et algébres de groupes. On note G un groupe fini, et K[G] ’algebre
de G sur K; on munit K[G] de I’involution K-linéaire x +— x* telle que g* = g~
pour tout g € G.

Formes quadratiques. Toutes les formes quadratiques considérées sont sup-
posées non dégénérées. Si g est une telle forme, on note (x,y) — g(x,y) le
produit scalaire correspondant, i.e. I’'unique forme bilinéaire symétrique telle que

q(x) = q(x,x); on a

1
qx,y) = E(q(x +y) — qx) — q(y)).
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4 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

1.2. G-espaces quadratiques. Un G-espace quadratique (ou une G-forme
quadratique) est un couple (V,q), ou V est un K-espace vectoriel de dimension
finie muni d’une action K-linéaire de G (a gauche), et g est une forme quadratique
(non dégénérée, cf. 1.1) sur V invariante par G.

L’espace vectoriel V est un K[G]-module a gauche, et g définit sur V une
K[G]-forme hermitienne non dégénérée H, : V x V — K[G] par la formule

Hy(x,y) = Y _q(x, gy)g.
geG

(Inversement, une telle forme hermitienne détermine un G-espace quadratique.)

Exemple. On appelle G-forme unité la G-forme quadratique (K[G], g), ou g est
telle que g(g, h) = 65, (symbole de Kronecker) si g,k € G. La forme hermitienne
correspondante est (x,y) — xy*.

Une G-forme quadratique (V, g) est isomorphe a la G-forme unité si et seule-
ment si V posseéde une base normale autoduale, autrement dit s’il existe e € V
tel que:

(a) les ge, g € G, forment une base de V;
(b) onag(e,e)=1cetqg(e,ge)=0sig#1 (d’ouq(ge,g'e)= g 0)-

Dans la suite un tel élément e sera appelé un vecteur basique de V.

Opérations sur les G-formes quadratiques.

Restriction. Si (V,q) est un G-espace quadratique et S un sous-groupe de G,
le groupe S opére sur V en fixant ¢, et I’on obtient ainsi un S-espace quadratique
noté Res§(V,q), ou plus simplement Res{ V.

Induction. Soit S un sous-groupe de G, et soit (V,g) un S-espace quadratique.
Soit W = K[G] ®kis; V le K[G]-module induit de V. Si T est un systtme de
représentants de G/S, W est somme directe des ¢V, ¢t € T. Il existe sur W une
forme quadratique gw et une seule qui ait les propriétés suivantes:

(a) elle est invariante par G;
(b) elle coincide avec g sur V;

(c) les sous-espaces tV et t'V sont orthogonaux pour g sit #¢,t,¢ €T.
P g pour g

Le couple (W, qw) est un G-espace quadratique noté Indg(V,q).

1.3. G-algebres galoisiennes.

Définition. Une G-algebre galoisienne est une K-algebre commutative L de di-
mension n = |G| munie d’une action de G satisfaisant aux conditions équivalentes
suivantes:
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(1) L est étale (i.e. produit d’extensions séparables de K, cf. Bourbaki
A V.28), de rang n, et ’action de G sur X(L) = Hom®8(L,K,) est simplement
transitive.

(2) Apres extension des scalaires a K5, L devient isomorphe au produit de n
copies de K, le groupe G permutant de fagon transitive les facteurs.

(3) L est I’algebre affine d’un G-torseur T sur K (espace principal ho-
mogene a droite sous G, vu comme groupe algebrique “constant” de dimension 0).

(4) L est étale et la représentation de G dans L est isomorphe a la représen-
tation réguliere (i.e. L est un K[G]-module libre de rang 1).

Remarques. (a) Dans (3), le G-torseur Ty, est Spec(L). L’ensemble de ses K-
points est X(L) = Hom*#(L,Ky), cf. (1). Sur X(L), il y a une action de G a droite
(provenant de celle de G sur L) qui en fait un G-ensemble principal homogene;
il y a aussi une action de Gx a gauche (provenant de celle de Gk sur K;) qui
commute a la précédente. Inversement, tout ensemble a n éléments muni d’une
action de G a droite simplement transitive, et d’une action (continue) de Gg a
gauche commutant a I’action de G, définit une G-algebre galoisienne et une seule.

(b) Les G-algebres galoisiennes sont parfois appelées “algébres galoisiennes
de groupe de Galois G”. Nous n’utiliserons pas cette terminologie, qui pourrait
laisser croire que 1’on peut reconstituer G a partir de L, ce qui n’est pas le cas
(sauf bien siir si L est un corps, cf. ci-dessous).

1.3.1. L’homomorphisme ¢;. Si L est comme ci-dessus, choisissons un
élément x € X(L). Si s € Gg, on a sy = x.gs avec gs € G et 1’application
s — g est un homomorphisme continu ¢, , : Gx — G. La connaissance de ¢,
détermine le couple (L, x).

Sil’on se donne ¢ : Gk — G, il y aun couple (L, x) et un seul a isomorphisme
unique pres qui lui correspond, a savoir celui tel que X(L) = G, x = 1, I’action
de G a droite sur X(L) étant ’action évidente et 1’action a gauche étant donnée
par ¢.

Ainsi, les G-algebres galoisiennes (a isomorphisme prés) correspondent bi-
jectivement aux homomorphismes continus Gg — G (2 conjugaison pres).

Dans la suite, on se permettra souvent d’écrire ¢, pour ¢y .

L’image L; = x(L) de L par x est un sous-corps de K qui ne dépend pas du
choix de x dans X(L). Ce corps est une extension galoisienne de K; le groupe
de Galois de L; sur K est ¢;(Gg). L’algebre L est isomorphe au produit de m
copies de L1, ou m est I’indice de ¢1(Gg) dans G. En particulier:

(a) ¢ est surjectif si et seulement si L est un corps; ce corps est alors une
extension galoisienne de K de groupe de Galois G (c’est le cas le plus intéressant).

(b) ¢r =1 si et seulement si L est isomorphe au produit de n copies
de K permutées transitivement par G. On dit alors que L est décomposée (ou
diagonalisable, cf. Bourbaki, loc. cit.). Une telle algebre sera notée K @),
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6 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

1.3.2. Induction. Soient S un sous-groupe de G et M une S-algébre ga-
loisienne. A isomorphisme pres, il existe un unique couple (L, ), ou L est une
G-algebre galoisienne et m un homomorphisme L — M tel que w(sx) = sm(x)
pour tout x € L et tout s € S. (On peut prendre pour L 1’algebre des fonctions
f: G — M telles que f(sg) = sf(g) pour tout s € S et tout g € G; I’action de
G sur L est donnée par (g'f)(g) = f(gg') et la projection 7 par f — f(1).) La
G-algebre L est appelée I'induite de M; on la note Indg M. (Du point de vue des
torseurs, cela correspond a I’opération usuelle d’induction.) Si ¢y : Gk — S est
associé a § comme ci-dessus, on peut choisir pour ¢; : Gk — G le composé de
¢um et de I’injection S — G. Comme algébre, L est isomorphe a un produit de
(G : S) copies de M.

Toute algebre galoisienne est induite d’une algebre galoisienne qui est un
corps, le groupe S correspondant étant ¢ (Gg).

1.4. Forme trace. Soit E une K-algebre étale de dimension finie n. On note
gk la forme trace de E, définie par gg(x) = Trg /K(xz) pour x € E, cf. e.g. [20],
n°1.4. C’est une forme quadratique de rang n. Si X(E) = Hom?8(E, K}), on a

qe(x,y) = Trge(y) = D x®)x()-
XEX(E)

Si L est une G-algebre galoisienne, g; est invariante par G, et le couple
(L, qr) est une G-forme quadratique au sens du n°1.2. On dit que L a une base
normale autoduale (cf. [4]) si (L,qy) est isomorphe a la G-forme unité, i.e. s’il
existe e € L tel que:

(a) les (ge), g € G, forment une base de L sur K;
(b) onagr(gege)=0,, 5188 €G.

Un tel e sera appelé un vecteur basique de L, cf. n°1.2.

Remarques. En fait, la propriété (b) entraine la propriété (a); il suffit méme
que I’on ait gz (e, ge) = 61,4 pour tout g € G.

Exemple. La G-forme quadratique associée a une G algebre décomposée est
isomorphe a la G-forme unité. Plus précisément, si L = K X --- x K, ’élément
e=(1,0,...,0) est un vecteur basique.

Forme trace d’ une sous-algébre de points fixes. Soit S un sous-groupe de G,
et soit E = LS la sous-algebre de L fixée par S. Nous allons voir que la G-forme
quadratique (L, q1) détermine la forme trace qr a isomorphisme prés. De facon
plus précise:

PROPOSITION 1.4.1. (a) Soity € E. Il existey' € Ltel quey =3 g5y
(b) Pour un tel choix de y', on a qg(x,y) = qL(x,y") pour tout x € E.
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(Cet énoncé montre bien que 1’on peut reconstituer gg a partir de S et de la
G-forme quadratique (L, qr.).)

L’assertion (a) résulte de ce que L est un K[S]-module libre; tout élément
invariant est une trace.

Démontrons (b). Si I’on pose X = X(L), alors X(F) s’identifie 2 X/S. Choi-
sissons un systéme de représentants Q de X/S dans X. On a:

qe(x,y) = Trg/x(y) = Trgje(x Y sy) = Y wow( D sy")
SES weQ SES
= > Y w@ws) =D Y (WHE-(ws)(Y)
weQ seS w€EQ seS

D x@x() = T x(y) = qux,y). O
XEX

Remarque. Lorsque L est un corps, toutes ses sous-algebres sont de la forme
LS (théorie de Galois) et la prop. 1.4.1 montre comment leurs formes trace peuvent
se déduire de la G-forme (L, q1).

ProposITION 1.4.2. Supposons que L ait une base normale aytoduale, et soit S un
sous-groupe de G comme ci-dessus.

(i) La forme trace qg de I'algébre E = LS est isomorphe a la forme unité
(1,...,1).

(ii) Si S est normal dans G, la G/S-algébre galoisienne E a une base normale
autoduale.

Soit e un vecteur basique de L, et soit T un systtme de représentants de S\G,
contenant 1. Pour tout t € T, posons

e = Z st(e).

SES

L’assertion (i) résulte du lemme plus précis suivant:

LemMME 1.4.3. La famille (e;);cT est une base autoduale de (E,qE), i.e. on a
qge(e en) = 6y povrt,f €T.
En effet, d’apres la prop. 1.4.1, on a:

geler,er) = qulente) =Y quiste,i'e)=> bgp =60
SES SES
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8 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE
L’assertion (ii) résulte de:

LeMME 1.4.4. (cf. [4], p. 369). Si S est normal dans G, I’élément ey = ) g Se est
un vecteur basique de la G/S-algébre galoisienne E.

Du fait que S est normal dans G, on a e; = > _ s ts(e) = te1: ’élément e, est
le transformé de e; par 1’élément de G/S correspondant a ¢. D’aprés 1.4.3, on a
qe(es,ep) = 6,y cela montre que eg est un vecteur basique de E.

Remarque. Plus généralement, soient L et L' deux G-algdbres galoisiennes
telles que les G-formes quadratiques (L,qr) et (L', q;/) soient isomorphes. Soit
S un sous-groupe normal de G, et soient E = L%, E' = L'S. Alors les G/S-
formes quadratiques (E,qg) et (E',qg') sont isomorphes. Cela se voit, soit par un
raisonnement analogue a celui fait ci-dessus, soit en utilisant les résultats du §11
sur la torsion des tenseurs quadratiques.

1.4.5. Induction. L’opération d’induction commute avec le foncteur L —
(L,qr): si S est un sous-groupe de G, si M est une S-algébre galoisienne, et si
L= IndgM (cf. 1.3.2), la G-forme (L, q1.) est isomorphe a 1’induite Indg(M ,qM),
cf. n°1.2.

1.5. Le groupe unitaire Us. On note Ug le groupe unitaire de 1’algébre a
involution K[G], cf. n°1.1. C’est un groupe algébrique linéaire sur K. Si K’ est
une K-algebre commutative, le groupe Ug(K') des K'-points de Ug est égal au
groupe multiplicatif des éléments x de K'[G] tels que xx* = 1. Du fait que K est
de caractéristique # 2, ce groupe est lisse; il est réductif si K est de caractéristique
0, ou si la caractéristique de K ne divise pas |G|. On peut considérer Ug comme
le schéma des automorphismes de la forme hermitienne unité, et donc aussi de la
G-forme quadratique unité, cf. n°1.2.

Soit H1(K, Ug) le premier ensemble de cohomologie de G dans Ug, i.e.,
H'(Gg, Ug(Ky)), cf. n°1.1. D’aprés [19], chap. III, §1, les éléments de cet en-
semble correspondent aux classes d’isomorphisme des G-formes quadratiques qui
deviennent isomorphes a la forme unité aprés extension des scalaires a K, (ou a
une cloture algébrique de K, cela revient au méme du fait que Ug est lisse).

(On peut montrer que de telles formes (V, g) sont caractérisées par le fait que
la représentation de G dans V est isomorphe a la représentation réguliére. Nous
n’utiliserons pas ce résultat.)

Soit maintenant L une G-algebre galoisienne. D’aprés ce qui précede, la
classe de la G-forme quadratique (L,q;) s’identifie 3 un élément de H'(K, Ug).
Cet élément sera noté u(L). On a par construction:

PrOPOSITION 1.5.1. Soient L et L' deux G-algébres galoisiennes. Les G-formes as-
sociées (L,qr) et (L',qy/) sont isomorphes si et seulement si u(L) = u(L') dans
H\(K,Ug).
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COROLLAIRE 1.5.2. Pour que L ait une base normale autoduale il faut et il suffit
que u(L) =0.

Nous allons voir comment on peut déterminer u(L). Choisissons un homo-
morphisme ¢y, : Gx — G définissant L. Identifions G a un sous-groupe de Ug(K)
par g — g (ce qui est licite puisque gg* = 1). Soit f, : Gx — Ug(K;) le composé
de ¢y, par ce plongement de G dans Ug(K;). On peut considérer f; comme un
1-cocycle de Gk a valeurs dans Ug(Kj). Il définit donc une classe de cohomologie
(f1) dans H'(Gg, Us(Ky)) = H'(K, Ug).

THEOREME 1.5.3. Ona u(L) = (fr).

Soit (V, g¢) une G-forme quadratique qui est K -isomorphe a la G-forme unité.
Choisissons un vecteur basique e € K; @k V. Alors pour tout s € Gg, s(e) = uge
avec u; € K5[G]. On vérifie facilement que:

(a) ug appartient a Ug(K;) pour tout s € G;

(b) I’application s — u; ! est un 1-cocycle dont la classe dans H'(K, Ug)
est celle de (V, g).

On applique ceci a la G-forme (L, g;) de la fagon suivante: soit x un élément
de X(L) et soit ¢ = ¢r I’homomorphisme de Gx dans G correspondant. Il
existe un unique idempotent e de K; ®k L tel que x(e) = 1 et x'(e) = O si
X' # x. Cet élément est un vecteur basique pour K; ®k L. En utilisant la formule
sx = xé(s), cf. n°1.3, on constate que s(e) = ¢(s)”'e pour tout s € Gg. Le
cocycle correspondant est donc s — ¢(s), ce qui démontre le théoréme.

Variante. Le calcul ci-dessus peut s’interpréter de la fagon suivante: La G-
algebre galoisienne décomposée K@ = K x --- x K a pour groupe d’automor-
phismes le groupe G lui-méme, vu comme groupe algébrique de dimension O.
L’homomorphisme ¢y : Gx — G permet de tordre K@, et I’algébre obtenue est
L. Cette torsion transforme la G-forme quadratique de K@ en celle de L, ce qui
équivaut a 1.5.3.

1.6. Exemple—Ile cas de As. Dans ce n°, G est le groupe alterné A4. On
suppose, pour simplifier, que le corps K est de caractéristique # 3 et contient les
racines cubiques de I’unité.

Lalgebre K[G] se décompose alors en

K[G] =K x K x K x M3(K),

les différents facteurs correspondant aux représentations irréductibles de G: la
représentation unité, les deux représentations de degré 1 a image d’ordre 3 et
la représentation irréductible de degré 3. Dans cette décomposition, 1’involution
permute le second et le troisieme facteur, et est de type orthogonal dans les deux
autres. On en déduit

Ug = 01 x Gy, X O3,
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10 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

ol O; = {£1} est le groupe orthogonal a une variable, G, est le groupe multi-
plicatif, et O3 est le groupe orthogonal de la forme unité a 3 variables (1,1, 1).
(De facon plus précise, O3 est le groupe orthogonal de la forme X f +o+ X7
sur I’hyperplan X; + - - - + X4 = 0, le groupe G = A4 agissant par permutation des
coordonnées.)

Soit maintenant L une G-algebre galoisienne sur K, et soit u(L) € H YK,Ug)
I’invariant correspondant, cf. n°1.5. Vu la décomposition de Ug donnée ci-dessus,
u(L) s’identifie & un triplet (u1,us,u3) de classes de cohomologie, avec u; €
H'(K,01), us € H'(K,Gp), u3 € H'(K,Q3). D’aprés le th. 1.5.3, chacune de
ces classes provient du cocycle donné par I’homomorphisme de G dans le groupe
correspondant, via ¢;, et G. Comme 1’image de G dans O est triviale, on a u; = 0.
On a u; = 0 puisque H' (K, Gy,) = 0. Enfin, u3 s’identifie a la classe de la forme
quadratique g3(L) obtenue par torsion ([19], loc. cit.) de la forme unité (1,1,1)
grice a ¢r : Gk — G et a I’action de G sur cette forme. D’ou:

PROPOSITION 1.6.1. Pour que L ait une base normale autoduale, il faut et il suffit
que la forme quadratique q3(L) soit isomorphe a la forme unité (1,1,1).

On peut expliciter g3(L) de la maniere suivante: soit E la sous-algebre de L
fixée par le sous-groupe Az de A4. C’est une algebre étale de rang 4. Sa forme
trace g est isomorphe a la somme directe de q3(L) et de la forme unité (1). Le
critere 1.6.1 peut donc se reformuler en disant que L a une base normale autoduale
si et seulement si q est isomorphe a la forme unité (1,1,1,1) (la nécessité de
cette condition résulte aussi de la prop. 1.4.2).

Remarques. 1) La proposition ci-dessus est en fait valable méme si K est de
caractéristique 3, ou si K ne contient pas les racines cubiques de 1’unité. Cela se
voit par un argument analogue, et cela sera démontré par une voie différente au
n°8.1.

2) On peut appliquer ce genre de méthode & d’autres groupes (par exemple As,
ou Ag), les classes de cohomologie obtenues s’interprétant en termes de formes
quadratiques ou hermitiennes. Il est alors nécessaire de déterminer les relations
qu’ont entre elles ces diverses formes, ce qui n’est pas toujours facile. Aussi
suivrons-nous une méthode différente dans la partie II.

2. Réduction aux 2-groupes et critéres en dimension 1.

2.1. Réduction aux 2-groupes. Soit S un 2-sous-groupe de Sylow de G.

ProrosITION 2.1.1. Soit L une G-algébre galoisienne. Il existe une extension de
degré impair K' de K, et une S-algébre galoisienne M sur K', telles que K' @k L
soit isomorphe (comme G-algebre galoisienne sur K') a I’algébre induite IndgM ,
cf. n°1.3.2.

Soit ¢r : Gk — G un homomorphisme définissant L, cf. n°1.3.1. Quitte
a remplacer ¢; par un conjugué, on peut supposer que ¢r(Gg) NS est un 2-
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sous-groupe de Sylow de ¢;(Gk). L'image réciproque de ce sous-groupe par
¢ est d’indice impair dans Gg; soit K’ I’extension de K correspondante. Par
construction, [K’ : K] est impair, et ¢.(Gg) est contenu dans S. La restriction de
¢r a Gy définit (cf. 1.3.1) une S-algebre galoisienne M sur K’, et il est clair que
IndgM est isomorphe a K’ ®g M.

Remarque. Nous utiliserons fréquemment la prop. 2.1.1 par la suite. On notera
que, pour I’énoncer, il est nécessaire de disposer de la notion générale de G-
algebre galoisienne: si I’on voulait se limiter aux extensions galoisiennes (i.e. au
cas ol L est un corps), on ne pourrait utiliser, ni 1’induction, ni I’extension des
scalaires.

D’autre part, d’apres [4], th. 4.1, on a le résultat suivant (qui signifie que les
extensions de degré impair “n’ont pas d’importance”):

THEOREME 2.1.2. Soit K’ une extension de degré impair de K. Si deux G-formes
quadratiques sur K deviennent isomorphes aprés extension du corps de base a K',
elles sont isomorphes sur K.

En particulier:

COROLLAIRE 2.1.3. Si une G-algébre galoisienne acquiert une base normale auto-
duale apreés extension de degré impair de K, elle en a une sur K.

Dans la suite, nous donnerons des criteres permettant de comparer les G-
formes quadratiques associées a deux G-algebres galoisiennes. Grice a 2.1.1 et
2.1.2 nous pourrons souvent nous ramener au cas ol ces algebres sont induites
de S-algebres galoisiennes.

2.2. Critéres en dimension 1. Images réciproques de classes de cohomolo-
gie. Soit L une G-algebre galoisienne, et soit ¢; : G — G 1’homomorphisme
correspondant (défini a conjugaison pres, cf. n°1.3.1). Soit » un entier > 0.
Si x est un élément du groupe de cohomologie H"(G,Z/2Z), son image par
I’homomorphisme

¢t : H'G,Z/2Z) — H"(Gk,Z/2Z) = H"(K,Z/2Z)  (cf. n°1.1)

sera notée xz. Cette image ne dépend pas du choix de ¢; dans sa classe de
conjugaison, cf. e.g. [18], chap. VII, prop. 3.

Une condition nécessaire.

PROPOSITION 2.2.1. Soient L et L' deux G-algébres galoisiennes, et soit x un élément
de H\(G,Z /2Z) = Hom(G,Z/21). Si les G-formes quadratiques (L,qr) et (L', qr/)
sont isomorphes, alors x;, = x;; dans H (K, Z /2Z).

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

12 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

On peut supposer x # 0. Soit H le noyau de x, vu comme homomorphisme de
G dans Z/2Z.On a (G : H) = 2. Soient d’autre part ¢, et ¢,/ les homomorphismes
de G dans G définissant L et L'. On a par définition

xp=xo¢;, et xp=xo0dp.

Soient E = LH et E' = L' les sous-algébres de L et L’ fixées par H. Ce sont
des algebres quadratiques sur K, associées.respectivement a x; et x;/. D’apres
la prop. 1.4.1, les formes traces de E et E’ sont isomorphes. Or la forme trace
d’une algebre quadratique détermine cette algébre a 41somorphisme pres (si son
discriminant est d, 1’algeébre est isomorphe a K[X]/(X 2 _d)). On en conclut que
E et E' sont isomorphes, d’ou le fait que xz, = x.

COROLLAIRE 2.2.2. Si une G-algébre galoisienne L a une base normale autoduale,
on a x;, = 0 pour tout x € H'(G, Z/27) (autrement dit, ¢1.(Gg) est contenu dans
tous les sous-groupes d’indice 2 de G).

Cela résulte de la prop. 2.2.1, appliquée a L et a une G-algebre décomposée.
(On pourrait aussi utiliser la prop. 1.4.2.)

Réciproque. La prop. 2.2.1 admet la réciproque suivante:

THEOREME 2.2.3. Supposons que la 2-dimension cohomologique cdy(Gk) du
groupe profini Gg soit < 1 (cf. [19], 1.17). Soient L et L' deux G-algébres ga-
loisiennes. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(@) Onaxy=xp pour tout x € H(G,Z/2Z).

(b) Les G-formes quadratiques (L,qy) et (L', qr/) sont isomorphes.

Le fait que (a) = (b) sera démontré au n°2.4. L’implication (b) = (a) résulte
de la prop. 2.2.1.

Remarques. 1) Soit H le sous-groupe de G engendré par les carrés, autrement
dit I’intersection des noyaux des homomorphismes de G dans Z/2Z. La propriété
(a) du th. 2.2.3 équivaut a:

(') Les G/H-algébres galoisiennes L et L' sont isomorphes.

2) L’hypothése cdy(Gg) < 1 est satisfaite si K est un corps fini, ou une
extension de degré de transcendance 1 d’un corps algébriquement clos, cf. [19],
Chap. 11, §3.

Applications. Dans le cas ou L' est décomposée, le th. 2.2.3 donne:

PrOPOSITION 2.2.4. Soit L une G-algébre galoisienne. Si cdy(Gg) < 1 les deux
propriétés suivantes sont équivalentes:
(@) Onaxg =0 pourtoutx € H'(G,Z/2Z).

(b) L a une base normale autoduale.
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Lorsque L est un corps, ¢, : Gk — G est surjectif, et ’homomorphisme
¢ tHY(G,Z/21) — H'(K,Z/2Z)
est injectif. On en déduit:

PROPOSITION 2.2.5. Soit L une extension galoisienne de K de groupe de Galois G.
Supposons que cdz(Gg) soit < 1. Pour que L ait une base normale autoduale il faut
et il suffit que H(G,Z/2Z) = 0, i.e. que G n’ait pas de sous-groupe d indice 2.

2.3. Résultats auxiliaires.

PROPOSITION 2.3.1. 1l existe une extension algébrique K' de K ayant les propriétés
suivantes:

(1) K’ est réunion filtrante d’ extensions de degrés impairs de K ;
(2) K’ est un corps parfait;
(3) Gk est un pro-2-groupe.

Soit S>(Gg) un 2-sous-groupe de Sylow de Gk, cf. [19], I-4, et soit K3 le
sous-corps de K fixé par S2(Gk). Le corps K, satisfait a (1) et (3). Sa cloture
radicielle K’ satisfait a (1), (2) et (3).

Remargques. 1) En fait, K’ est déterminé a isomorphisme prés par les condi-
tions (1), (2) et (3).

2) Comme Gk est isomorphe a S2(Gk), la dimension cohomologique de Gg-
est égale A cdy(Gk). Si c¢da(Gk) < 1, le corps K’ est de dimension < 1 au sens
de [19], II-8.

PRrOPOSITION 2.3.2. Soit A une algébre a involution sur K de dimension finie et soit
U le groupe unitaire correspondant. Soit U la composante neutre de U. Alors:

(i) U/U° est un 2-groupe abélien élémentaire.
(i) Sicdy(Gk) < 1, application H/(K,U) — H\(K, U/UO) est injective.

Démonstration de (i). L’énoncé étant géométrique, on peut supposer K algé-
briquement clos. Soit t le radical de A, soit B = A/, et soit U(B) le groupe unitaire
de B. On vérifie (cf. par exemple [3],[4]) que U(B) est isomorphe au quotient
de U par un sous-groupe unipotent connexe. En particulier, I’homomorphisme
U/U® — U(B)/U(B)? est un isomorphisme. Cela permet de remplacer A par B,
i.e. de supposer que A est semi-simple. Le groupe U se décompose alors en produit
de groupes isomorphes a un groupe linéaire GL,, & un groupe symplectique Sp,,,,
ol a un groupe orthogonal O,. Ces groupes sont connexes, a 1’exception de Oy:
la composante neutre de O, est SO, et O, /SO, est cyclique d’ordre 2. D’ou (i).
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14 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

Démonstration de (ii). Choisissons une extension K’ de K ayant les propriétés
(1), (2) et (3) de la prop. 2.3.1. D’aprés la remarque 2) ci-dessus, K’ est de
dimension < 1. Considérons le diagramme commutatif

f
HY\K,U) —— HY\K'U)

| ¢

HY(K,U/U% LN HY(K',U/U%),

ol les fleches f,fo, g, g sont définies de fagon évidente.
LEMME 2.3.3. L’applicationf : H\(K,U) — H'(K', U) est injective.

Cela résulte du th. 2.1 de [4], qui est applicable du fait que K’ est réunion
filtrante d’extensions de degrés impairs de K.

LEMME 2.3.4. L’application g' : H'(K',U) — H'(K',U/U°) est injective.

Soit B € HY(K',U), et soit b un l-cocycle représentant (. Soit X g =
g'~1(g'(B)) 1a fibre de g’ contenant (3. D’aprés la suite exacte de cohomolo-
gie (non abélienne), X5 est quotient de H'(K’, ,U°), o ,U? est le groupe déduit
de UY par torsion au moyen de b ([19], chap. I, cor. 2 a la prop. 39). Or ,U° est
un groupe linéare connexe. Comme K’ est un corps parfait de dimension < 1, on
a HU(K',,U% =0 d’aprés un théoréme de Steinberg ([23], th. 1.9). L’ensemble
Xz est donc réduit a un seul €lément; d’ou 'injectivité de g'.

D’apres les lemmes ci-dessus, g’ o f = fy o g est injectif. Il en est donc de
méme de g, ce qui démontre (ii).

Démonstration du théoréme 2.2.3. L’hypothese (a) équivaut a dire que, pour
tout homomorphisme € de G dans un 2-groupe abélien élémentaire, on a eo ¢y =
€ o ¢p,. Appliquons ceci a I’homomorphisme

£:G — Ug(K) — (Ug/U)K),

ce qui est licite vu la prop. 2.3.2 (i). On a donc € o ¢1 = € o ¢s. Ceci entraine
que les classes de cohomologie u(L) et u(L') de H'(K, Ug) ont méme image dans
HY\K,Ug/ UOG). D’apres la prop. 2.3.2 (ii), ces classes sont donc égales, et les
G-formes quadratiques (L, qr) et (L', q;/) sont isomorphes, cf. prop. 1.5.1.

3. Criteres en dimension 2 (corps de nombres).

3.1. Le cas du corps R. Comme Gg = Gal(C/R) = {£1}, une G-algebre
galoisienne L sur R correspond & un élément o(L) de G, défini a conjugaison
prés, tel que o(L)? = 1. Deux G-alg&bres galoisiennes sur R sont isomorphes si
et seulement si les classes de conjugaison correspondantes sont les mémes.
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ProrosITION 3.1.1. Soient Ly et Ly deux G-algébres galoisiennes sur R. Les G-
formes quadratiques associées a L1 et Ly sont isomorphes si et seulement si Ly et
Ly sont isomorphes.

La suffisance est triviale.

Supposons que les G-formes quadratiques associées a L et a L, soient iso-
morphes. Soient o1 = g(L1), 02 = o(Ly).

Soit H un sous-groupe de G. L’algebre étale L se décompose en produit de
corps R et C. Les facteurs R correspondent aux points de G/H fixés par o1, les
facteurs C aux orbites de o1 dans le complémentaire. Il en résulte que la forme
trace de LY est hyperbolique si et seulement si H ne contient aucun conjugué
de o1. De méme, la forme trace de Lﬁ’ est hyperbolique si et seulement si H ne
contient aucun conjugué de o,.

Prenons H = {1}. On voit que la forme quadratique de L; est hyperbolique
si et seulement si o; # 1. Donc o1 =1 si et seulement si 0, = 1.

Supposons maintenant o1 # 1, et prenons H = {1,0;}. Alors la forme trace
de L{’ n’est pas hyperbolique. D’aprés 1.2.4, les formes trace de LY et de L4 sont
isomorphes. Donc la forme trace de Lg n’est pas hyperbolique non plus, ce qui
entraine que H contient un conjugué de o,. On en déduit que o, est, soit conjugué
a o1, soit égal a 1. Mais nous avons déja vu que si o2 = 1, alors o1 = 1. Nous
avonc donc montré que o et o, sont conjugués. Donc les G-algebres galoisiennes
L, et L, sont isomorphes.

COROLLAIRE 3.1.2. Une G-algébre galoisienne L sur R a une base normale auto-
duale si et seulement si elle est décomposée.

Cela résulte de la prop. 3.1.1, appliquée a L et a une G-algebre galoisienne
décomposée.

3.2. Le cas des corps de nombres; énoncé du théoréme. Supposons que
K soit une extension finie de Q. Soit L une G-algebre galoisienne sur K. Pour
toute place réelle v de K, on obtient une G-algebre galoisienne réelle L,. Comme
dans 3.1, on lui associe un élément o, = o(L,) de G, défini a conjugaison pres,
tel que o2 = 1.

THEOREME 3.2.1. Supposons que H(G,Z/2Z) = H*(G,Z/2Z) = 0. Alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

(1) L a une base normale autoduale.

(2) o, =1 pour toute place réelle v de K

Le fait que (1) entraine (2) est vrai sans hypothese sur G d’apres 3.1.2. Que
(2) entraine (1) sera démontré au n°3.4.

COROLLAIRE 3.2.2. Supposons que H\(G,Z/2Z) = H*(G,Z/2Z) = 0. Alors toute
G-algébre galoisienne sur un corps de nombres totalement imaginaire a une base
normale autoduale.
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Remarque. Les hypotheses de 3.2.1 signifient que le groupe dérivé de G est
d’indice impair, et que le multiplicateur de Schur de G est d’ordre impair. Cette
derniére hypothése est vérifiée pour beaucoup de groupes simples, cf. [8].

Question. Le cor. 3.2.2 peut-il s’étendre a tous les corps dont la 2-dimension
cohomologique est < 2? C’est le cas pour les corps de fonctions dine variable
sur un corps fini.

3.3. Un résultat auxiliaire. Rappelons que Ug désigne le groupe unitaire
associé a 1’algebre a involution K[G] (cf. 1.5) et que 1’on considére G comme
plongé dans Ug(Q). Soit U° la composante neutre de Ug. On a vu que Ug/U°
est de type (2,...,2), cf. prop. 2.3.2. Comme H\(G, Z/2Z) = 0, I'image de G
dans Ug /U est triviale, autrement dit G est contenu dans U°(Q). Soit U! le
groupe dérivé de U°. Alors U! est un groupe algébrique semi-simple connexe.
On note U! le revétement universel de U'. Soit G’ le groupe dérivé de G. Le
groupe G’ est contenu dans U!(Q).

THEOREME 3.3.1. Le groupe G’ se reléve en un sous-groupe de U'(Q).

Pour démontrer de théoréme, nous utiliserons le résultat suivant (cf. [5], 2.24,

(ii)):

ProposITION 3.3.2. Soit R un groupe algébrique réductif connexe défini sur un
corps k de caractéristique 0. Soient R' le groupe dérivé de R et R' le revétement
universel de R'. Soit 7 la projection de R' sur R'. Il existe alors un morphisme
¢ :R xR — R’ et un seul, tel que

{ c1,)=1;

we(x,y) = xyx "Ly~ pour tout couple de points x,y de R.

En particulier, si x,y € R(k), le commutateur xyx~'y~!

de R'(k), a savoir c(x,y).

est image d’un élément

Revenons a la démonstration du théoréme 3.3.1. Du fait que G/G' est d’ordre
impair, la suite spectrale des extensions de groupes dégénere en un isomorphisme

H(G,Z/2Z) = H%G/G',H'(G',Z/2Z)).
Les hypothéses H'(G,Z/2Z) = H*(G,Z/2Z) = 0 se traduisent donc par:
(3.3.3) Pouri= 1,2 tout élément de H(G',Z/2Z) invariant par G/G’ est 0.

Comme G’ est engendré par des commutateurs, la prop. 3.3.2 appliquée a
R = U° et R' = U, montre que G’ est contenu dans I'image de U'(Q). Soit E
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I’image réciproque de G’ dans U'(Q). On a une suite exacte
(3.34) 1-CQ —E—G —1,

ot C(Q) est le groupe des points Q-rationnels du noyau C de U' — U!. Sur Q,
le groupe U! est un produit de groupes isomorphes a SL, (n > 2), Sp,, (n > 2),
ou SO, (n > 3); il en résulte que C est de type (2,...,2); d’oll le méme résultat
pour C(Q).

Soit e € H*(G',C(Q)) la classe de cohomologie correspondant a 1’extension
(3.3.4). Faisons agir G sur G’ par conjugaison et sur C(Q) par action triviale. On
obtient ainsi une action de G sur H%(G', C(Q)).

LEMME 3.3.5. La classe e est invariante par G.

11 faut prouver que, pour tout s € G, il existe un automorphisme de E qui
est I’identité sur C(Q) et qui donne par passage au quotient I’automorphisme
x +— sxs~! de G'. Remarquons pour cela que I’on a des homomorphismes de
groupes algébriques

U° — Aut(U') — Aut(0)).

Ceci provient de ce que U est normal dans U°, et que tout automorphisme de U’
se releve de fagon unique a son revément universel. Comme G est contenu dans
U°(Q), cela donne un homomorphisme G — Ath(l7 1), L’élément s de G donne
ainsi un automorphisme § de U'. Cet automorphisme laisse E stable, et donne
par passage au quotient la conjugaison par s. Il reste & montrer que § est 1’identité
sur C(Q). Or, I'image de I’homomorphisme U® — Aut(J') agit trivialement sur
C puisque U° est connexe.

Revenons a la démonstration du th. 3.3.1.

Décomposons C(Q) en un produit de copies de Z/2Z. Ceci identifie la classe
de cohomologie e A une famille d’éléments de H2(G’,Z/2Z). Ces éléments sont
invariants par I’action de G. Par 3.3.3, ils sont nuls. Donc e = 0, et E est isomorphe
4 C(Q) x G, ce qui donne un relévement de G’ 3 TY(Q).

3.4. Démonstration du théoréme 3.2.1. Les notations étant celles de 3.2.1,
supposons que les o, soient égaux a 1 pour toute place réelle v de K. Il nous
faut montrer que L a une base normale autoduale. D’apres le n°2.1, on peut
supposer (quitte & faire une extension de degré impair) que L provient d’un
homomorphisme ¢; : Gk — G dont 'image est un 2-groupe. Cette image est
contenue dans le groupe dérivé G’ de G, puisque (G : G') est impair. D’apres
3.3.1, le groupe G’ se reléve en un sous-groupe de '(Q), lequel est contenu dans
U'(K). En composant Gx — G’ et G' — U'(K), on obtient un homomorphisme
fi : Gxg — UN(K), qui définit une classe de cohomologie @(L) € H'(K,U"). Soit
X I’ensemble des places réelles de K; pour tout v € X, soit K, = R le complété
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de K en v. D’apres un théoréme de Kneser ([12], [13]), applicable parce que U
est semi-simple et simplement connexe, 1’application canonique

H'&,0Y — [[H' &, T
VEX

est injective. Or, pour tout v € X, I’élément o, de G’ est égal a 1, et son image
dans U'(K) est aussi égale a 1. Il en résulte que la composante d’indice v de
i(L) est 0. Ceci étant vrai pour tout v, on a @#(L) = 0. Mais I'image de #(L) par
I’application composée

HY\(K, 0" — H'(K,U") — H'(K,U°%) — H'(K,Ug)

n’est autre que la classe #(L) du n°1.5. On a donc u(L) = 0, d’ou le théoréme,
d’apres 1.5.2.

3.5. Exemple: le cas du groupe alterné A,. On considére ici le cas ou
G est le groupe alterné A,, n > 4. On note A, =24, I’unique extension non
scindée de A, par un groupe d’ordre 2, cf. e.g. [20], n°1.5.

Rappelons que K est un corps de nombres. Comme ci-dessus, soit X 1’ensem-
ble des places réelles de K. Soit L une A,-algebre galoisienne sur K. Posons
H=A,_1, et soit E=L". Alors E est une algebre étale de rang n et de discrim-
inant un carré. (Inversement tout algebre étale de rang n et de discriminant un
carré peut €tre obtenu ainsi, essentiellement de deux manigres.)

THEOREME 3.5.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) L a une base normale autoduale.

(2) La forme trace qr de I'algébre étale E est la forme unité (1,...,1) de
rang n.

(3) ¢ sereléve en un homomorphisme continu qSL :Gg — Ap,etl’onac, =1
pour tout v € .

4) ¢r se reléve en un homomorphisme continu qSL 1 Gk — Ay, tel que la

Ap-algébre galoisienne correspondante ait une base normale autoduale.

On a (1) = (2), cf. prop. 1.4.1. Supposons (2); alors pour tout v € X, la
forme quadratique gg est positive et cela entraine que o, = 1, cf. n°3.1. D’autre
part, I’invariant de Hasse-Witt de gg est O; par [20], th. 1 et 3.1, cela entraine
que ¢y se releve A A,. D’ot (3). Si (3) est vérifiée, choisissons un relévement
dSL : Gk — A, de ¢, et soient &, les classes correspondantes. Les &, s’identifient
a des éléments ¢, du groupe {£1}, noyau de A, — A,. En utilisant le théoréme
d’approximation faible, on construit un caractere quadratique € : Gx — {£1}
ayant pour signe £, en tout ». Si I’on remplace ¢, par ¢ - ¢r, on obtient alors un
relévement ol les nouveaux &, sont triviaux. Notons L la A,-alggbre galoisienne
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correspondant a ce nouveau relévement. D’apres un résultat classique de Schur,
ona

H'\(A,,2/2Z) = H*(A,,Z/2Z) = 0.

On peut donc appliquer le th. 3.2.1 a L, et ’on en déduit que L a une base normale
autoduale. D’ou I’implication (3) = (4). Enfin (4) = (1) résulte de 1.4.2.(ii).

II. Groupes de Sylow élémentaires et quaternioniens.
4. Résultats auxiliaires sur les formes quadratiques.

4.1. Notations. On rappelle que toutes les formes quadratiques considérées
sont supposées non dégénérées.

On note Wg I’anneau de Witt de K, et GrWg I’ anneau de Grothendieck-Witt
de K, cf. [16], p. 33. On identifie Gr'Wx au sous-anneau de Wg x Z formé des
couples (g,n) ayant méme image dans Z/2Z. On note GrWj le sous-ensemble
de GrWg formé des classes de formes quadratiques sur K; un élément de GrW }
est dit effectif.

4.2. Extensions de degré impair. Soit K'/K une extension finie de degré
impair. Les applications naturelles Wx — Wk et GrWx — GrWg- sont alors
injectives ([16], 2.5.4, p. 47). De facon plus précise, il existe des rétractions
(transferts de Scharlau) Wg: — Wg qui sont Wg-linéaires ([16], 2.5.6 et 2.5.8).
Le méme résultat est vrai pour I’anneau de Grothendieck-Witt. En effet, si s :
Wg — Wy est un transfert de Scharlau, on en définit un sur GrWyg: C Wgr X Z

par (g, n) — (s(q), n).
On utilisera les résultats suivants:

4.2.1. Soient g; et g, deux formes quadratiques sur K. Disons que g
contient q, sur K s’il existe une forme quadratique g3 sur K telle que g; soit
isomorphe & g @ g3.

Alors si q| contient g, sur K', q1 contient q; sur K ([16], 2.5.4). En particulier,
si g1 et gp sont K’'-isomorphes, elles sont K-isomorphes.

4.2.2.  Soit g € GrWg. Si q devient effectif sur K', alors q est effectif sur
K. (Si I’on convient d’identifier GrWg a son image dans GrWkg», ceci s’écrit:
GrWg N GrWj, = GrWg.)

Cela résulte de 4.2.1, en écrivant ¢ = g1 — g2, ol les ¢; sont des éléments
effectifs de GrWg.
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4.3. Equations tensorielles. Soit (f}), i,j € I, une matrice carrée dont les
€1éments sont des formes quadratiques fj; sur K. Pour tout i € I, soit a; une forme
quadratique.

On cherche des formes quadratiques (g;) telles que 1’on ait:

*) @fij ®qi = a pour tout j € I,

le signe @ indiquant une somme directe orthogonale (ou une somme dans 1’anneau
GrWg, cela revient au méme).

Si de tels fj; existent, on dira que le systéme (x) est résoluble sur K.

Nous ferons I’hypothese

(H) det(rang(f;)) =1 (mod 2).

THEOREME 4.3.1. Supposons (H). Alors:
(a) Sile systéme (x) a une solution, cette solution est unique.

(b) Si () a une solution sur K', ou K’ est une extension de degré impair de K,
il a une solution sur K.

Démonstration de (a). D’aprés un théoréme de Pfister ([16], 2.6.5) un élément
de GrWg dont le rang est impair est non diviseur de zéro. D’aprés 1’hypothese
(H), c’est le cas pour I’élément det(f;j) de GrWg. En appliquant un résultat
standard d’algebre linéaire ([6], A.II1.91, prop. 3, ou A.III.102, prop. 14), on en
déduit que le systéme () a au plus une solution dans GrWg, ce qui démontre (a).

Démonstration de (b). Soit (q) une solution de () dans K'. Choisissons une
rétraction GrWg-linéaire s : GrWg — GrWk, cf. 4.2. Posons g; = s(g}). Alors
(gi) est une solution de (x) dans GrWg. Vu (a), appliqué a K’, on a g; = ¢} dans
GrWg:, d’ott g; € GrWg NGrWg,. Par 4.2.2, ceci entraine ¢; € GrW. Donc (g;)
est une solution de (x) sur K.

COROLLAIRE 4.3.2. Soit K' une extension de K de degré impair. Soit f une forme
quadratique sur K de rang impair. Soit a une forme quadratique sur K. S’il existe
une forme quadratique q sur K' telle que f @ q = a, il en existe une seule (a
isomorphisme prés), et elle est définissable sur K.

4.4. Formes de Pfister. Sia € K*, on note (a) la forme quadratique aX?
derang 1. Siay,...,a, € K*, on note (aj,...,a,) la somme directe orthogonale
des (a;).

Soit r un entier > 0. Si ay,...,a, € K*, on pose

({a1,...,ar))=(L,a1) ® - ® (1,a).

Une forme g de rang 2" est appelée une r-forme de Pfister s’il existe ay, . ..,a, €
K* tels que g = ((a1,...,a,)).
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Comme ci-dessus, soit K’ une extension de degré impair de K.

ProposiTION 4.4.1. Soit q une forme quadratique sur K de rang 2". Si q est une
r-forme de Pfister sur K', ¢’ est une r-forme de Pfister sur K.

Si g est isotrope sur K, elle ’est a fortiori sur K'. Or on sait qu’une forme
de Pfister isotrope est hyperbolique ([16], 4.1.5). Mais 4.2.1 entraine que, si g est
hyperbolique sur K’, elle I’est sur K. Or une forme hyperbolique de rang 2" est
évidement une forme de Pfister.

Reste le cas ou g est anisotrope. Si n = 2, soient X = (X1,...,X,) et
Y = (¥y,...,Y,) des indéterminées indépendantes. On sait ([16], 4.4.4) que ¢
est une forme de Pfister si et seulement si g(X)q(Y) est représenté par g sur le
corps K(X,Y). Par hypothese, g(X)q(Y) est donc représenté par g sur le corps
K'(X,Y). Comme [K’ : K] est impair, il en résulte par 4.2.1 que g(X)q(¥) est
représenté par g sur K(X,Y), d’ou la proposition.

4.5. Divisibilité des formes de Pfister. Soient m,n des entiers > 0 et soit
r =m+ n. Soit gq; une r-forme de Pfister et soit g, une n-forme de Pfister. Nous
dirons que q; est divisible par g, s’il existe une m-forme de Pfister g3 telle que
q1 = ¢2 ® g3. Cela revient a dire que 1’on peut choisir a1, ...,a,,b1,. .., b, dans
K* tels que

@ (@ sambie b)) et @ (@ an).

ProposITION 4.5.1. Pour que q; soit divisible par q,, il faut et il suffit que q1 con-
tienne q;.

La nécessité est évidente, et la suffisance résulte du lemme 1.4 d’Arason [1].
PROPOSITION 4.5.2. Si q1 est divisible par q, sur K', q1 est divisible par q; sur K.

Cela résulte de la prop. 4.5.1, combinée avec 4.2.1.

5. G-formes quadratiques: induction et restriction. Le probléme dans
ce § est le suivant: si S est un 2-sous-groupe de Sylow de G, et si V et V' sont
deux S-formes quadratiques, & quelle condition les G-formes induites correspon-
dantes sont-elles isomorphes? On donne une réponse a cette question dans le cas

particulier ou S est abélien élémentaire.
Le résultat démontré ici sera utilisé de fagon essentielle au §6.

5.1. Notations. On note S un 2-sous-groupe de Sylow de G. On suppose
que S est abélien élémentaire, i.e. produit de groupes d’ordre 2. On pose

S" = Hom(S, {£1}).

C’est le dual de S.
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Rappelons (n°1.2) qu’un G-espace quadratique est un espace vectoriel de
dimension finie muni d’une action de G et d’une forme quadratique invariante
par G. Les G-espaces quadratiques et les S-espaces quadratiques sont liés par les
foncteurs suivants:

Resg: “restriction de G a S”; ce foncteur transforme un G-espace quadratique
en un S-espace quadratique (on conserve 1’espace quadratique et 1’on restreint
I’action du groupe a S);

Ind?: “induction de S a G”; ce foncteur transforme un S-espace quadratique
en un G-espace quadratique, cf. n°1.2.

5.2. Structure des S-espaces quadratiques. Soit (V, g) un S-espace quadra-
tique. Pour tout x € §’, notons V, le sous-espace propre de V de type x, i.e.
I’ensemble des v € V tels que sv = x(s)v pour tout s € S. Comme la carac-
téristique du corps de base K est différente de 2, V est somme directe des Vy et
ceux-ci sont orthogonaux entre eux deux a deux. On peut donc écrire

V=EV.

x€S’

En fait, il est plus commode d’écrire cette décomposition autrement:
Introduisons la notation 1, pour désigner le S-espace quadratique K muni de
la forme quadratique unité et de I’action de S via x (cet espace a donc une base
formée d’un élément e, sur lequel S opere par se, = x(s)ex et la forme quadratique
de 1, prend la valeur 1 en e).
On a alors:

(1 V=PVi® Il

xes’

cette décomposition étant compatible avec la structure de S-module quadratique
(on convient que S opere trivialement sur V).

Inversement, si I’on se donne pour tout x € S’ un espace quadratique non
dégénéré V,, et si I’on forme la somme directe

V=P V:® 1
xes!

on obtient ainsi un S-espace quadratique (précisons que, dans V, ® 1, ’action de
S est triviale sur V). La catégorie des S-espaces quadratiques est ainsi équivalente
a celle des familles (V) d espaces quadratiques, indexées par x € §'.

5.3. Enoncé du théoréme principal. Soit N le normalisateur de S dans
G. Le groupe N opere sur S par conjugaison (comme 1’action de S est triviale,
c’est en fait une action de N/S). Il opere donc aussi sur le dual S’ de S. Soit Q
I’ensemble quotient S’/N. Un élément w de Q est une orbite de N dans S'.
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Si V est un S-espace quadratique, nous poserons

2 Vo = @ Vi

XEW

c’est un espace quadratique (on oublie ’action de S—ou plutdt on la remplace
par I’action triviale).

THEOREME 5.3.1. Soient V! et V2 deux S-espaces quadratiques. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

. 1 2 .
(@) Pour tout w € Q, les espaces quadratiques V , et V, sont isomorphes.

(b) Les G-espaces quadratiques W' = Ind§ V! et W2 = Ind§ V2 sont isomor-
S S
phes.

(c) Les S-espaces quadratiques Res§ W et Res§ W2 sont isomorphes.
D q q S S P

L’implication (a) = (b) sera prouvée au n°5.4 ci-dessous. L’implication
(b) = (c) est triviale. L’implication (c) = (a) sera prouvée au n°5.5.

5.4. Démonstration de (a) = (b). Soit V un S-espace quadratique. Ecri-
vons-le sous la forme de 5.2.1:

V=P Vi® 1.
xes’
On a:
(5.4.1) Ind§ V = @ V. ® Ind§ 1,.
x€Ss’

Soit w une orbite de N dans S’. Il est clair que, si x et y sont deux éléments de
w, les G-espaces quadratiques Indg 1, et Indg; 1, sont isomorphes. Convenons de
noter /(w) 1’'un quelconque de ces G-espaces. La somme directe (pour x € w) des
Ve® Ind? 1, est isomorphe a V,, ® I(w), ce qui permet de récrire 5.4.1 sous la
forme:

(5.4.2) Ind§ V= P V. ® I(w).
we

En appliquant ceci 2 V = V! et V = V2, et en tenant compte de ce que V. est
isomorphe & V2 pour tout w, on obtient bien 1’isomorphisme cherché de Ind§ V!
avec Ind§ V2.

Remarque. 1l n’est pas difficile d’expliciter le G-espace quadratique /(w). Soit
X € w, et choisissons un systéme de représentants T de G/S. Le G-espace I(w) a
une base (e;);e7 jouissant des propriétés suivantes:
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(i) c’est une base autoduale (i.e. chaque e; est de carré 1 et des e, distincts
sont orthogonaux);

(ii) Si g € G, et si gt est de la forme ¢'s, avec s € Sett € T, on a
g.e; = x(s)ey.

En particulier, /(w) ne dépend pas de K, en un sens évident.

5.5. Démonstration de (c) = (a). Conservons les notations ci-dessus, et
posons

(5.5.1) A(V) = Res§ Ind§ V.

Vu 5.4.2, on a:

(5.5.2) A(V) = @ V., ® Res§ I(w).
we

Siy € §', comparons les y-composantes des deux membres de 5.5.2. Nous
obtenons:

(5.5.3) AWV)y = P Vo ® Res§ I(w))y.
weQ

Soit w’ une orbite de N dans §’. Choisissons y € w'. Il est clair que les
espaces quadratiques A(V), et (Resg I(w))y ne dépendent pas du choix de y, a
isomorphisme prés. Convenons de les noter respectivement A(V), et Fy, .. On
a alors:

(5.5.4) AV)w =P Vo ®F,uw  pour tout ' € Q.
wEQ

Notons r(w,w’) la dimension de 1’espace F,, .
LEMME 5.5.5. On a det (r(w,w")) = 1 (mod 2).

La démonstration sera donnée au n°5.6.

Admettons ce lemme. Notons a(V)., t,, fu.' les éléments de ’anneau de
Grothendieck-Witt GrW définis par les espaces quadratiques A(V)/, V,, et F, ..
On a alors

(5.5.6) Z Uo * fow = a(V)yr pour tout w’ € Q.
weQ

Appliquons cette équation avec V = V! et avec V = V2. Vu I’hypothese (c),
on a a(V1), = a(V?), pour tout w’ € Q. On en conclut que

Z (vi, - vﬁ) “fuow' =0 dans GrWg pour tout o' € Q.
weQ
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D’aprés le lemme 5.5.5, le déterminant de la matrice (f,, ) est un élément de
GrWg de rang impair. Cet é€lément est donc non diviseur de zéro (cf. [16], 2.6.5);
le systeme d’équations linéaires ci-dessus a donc pour seule solution la solution
0. On en déduit que v} = 12 pour tout w € Q, ce qui démontre (a).

5.6. Démonstration du lemme 5.5.5. Par définition, F, . est la y-com-
posante du S-module quadratique Res{ Ind§ 1,, ot x est un élément de w. Or,
la formule de décomposition de Mackey s’applique au foncteur Resg Ind?. On
obtient ainsi:

(5.6.1) Res{Ind¢ 1, > (P Indg, 1y,
geS\G/S

ouSe=8nN g~ !Sg, et ol xg est le caractere de S, défini par xg(s) = x( gsg™h).
Définissons (g, x,y) € {0, 1} par:

1 sila restriction de y a S est xg;
0 sinon.

(5.6.2) 6(8,x,y) = {
On vérifie facilement que la dimension de la y-composante de Indgg 1, est égale
a 6(g,x,y). On déduit de 1a une formule explicite pour la dimension r(w,w’) de

Fyuw

(5.6.3) rw,w') = Z 5(g,x,y) six€w,y€w.
g€S\G/S

Cette formule montre entre autres choses que r(w,w’) ne dépend pas de K.
On peut donc prendre K = C. Dans ce cas, les éléments de S’ peuvent étre vus
comme des caractéres de degré 1 de S, et r(w,w’) s’interpréte comme le nombre
de fois que y intervient dans la restriction a S de la représentation induite Indg ().

On doit calculer det (r(w,w’)) et montrer que c’est un entier impair. Soit X
I’espace vectoriel des fonctions complexes sur S invariantes par N. Soit ¢ =
RessG Ind$, considéré comme endomorphisme de X. Nous allons calculer de deux
facons différentes le déterminant de ¢.

(1) Pour tout w € Q, posons p, = Y ., 5; c’est un caractere de degré |w]
de S invariant par N. Il est clair que les p,, (w € Q) forment une base de X. De
plus, on a

B(pw) = |w|ds) = Y r(w,w)pus;

w'eQ

cela résulte de la définition de r(w,w’). Oron a [w| =1 (mod 2) pour tout w,
puisque w est une orbite du groupe N /S, qui est d’ordre impair. On voit ainsi
que la matrice donnant ¢ par rapport a la base (p,,) est a coefficients entiers, et
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est congrue (mod 2) a la matrice (r(w,w")). D’oli:
(5.6.4) dety (¢) = det (r(w,w")) (mod 2).

(2) Soit £ I’ensemble quotient de S par I’action de N. Si 0 € Z (i.e. si o
est une orbite de N dans S), notons g, la fonction sur S qui est égale a 1 sur
o et a 0 ailleurs. Les g, (0 € X) forment une base de X. Soient 0,0’ € Z;
choisissons s € o et s’ € ¢'. Le coefficient de ¢, dans ¢(q,) est égal au nombre
des g € G/S tels que gs'g~! € 0. Or, puisque S est commutatif, deux éléments
de S sont conjugués dans G si et seulement s’ils le sont dans N (cf. [10], p. 419).
11 en résulte que le coefficient ci-dessus est 0 si o # o'; et, si o = o', il est égal
a |o|(Cs : S), ou Cs est le centralisateur de s dans G. Or ce nombre est impair,
puisque S est un 2-groupe de Sylow de G. On en conclut que la matrice donnant
¢ par rapport a la base (q,) est a coefficients entiers, et est congrue (mod 2) a la
matrice unité. On a donc

(5.6.5) detx (¢) =1 (mod 2).
En combinant 5.6.4. et 5.6.5., on obtient le lemme 5.5.5.

Remarque. On a vu en cours de démonstration que |Q| = |X|. Autrement dit,
le nombre des orbites de N dans S' et dans S est le méme.

(Plus généralement, supposons qu’un groupe fini @ opére sur un groupe
fini H. Soit CI(H) I’ensemble des classes de conjugaison de G, et soit Irr(H)
I’ensemble des caracteres irréductibles de H. Le groupe @ opere sur CI(H) et
Irr(H) avec le méme nombre d orbites; de fagon plus précise, les ®-ensembles
CI(H) et Irr(H) sont faiblement isomorphes au sens de [17], §13.1, exerc. 5.)

6. Le cas ou les 2-sous-groupes de Sylow de G sont abéliens élémentaires.
Dans ce §, S est un 2-sous-groupe de Sylow de G. A partir du n°6.2, on suppose
que S est abélien élémentaire, et 1’on note S’ son dual, cf. n°5.1.

Soit m ’indice de S dans G, et soit 2" I’ordre de S. On a

|G| =2"m.
On note L une G-algebre galoisienne sur K. Sa forme trace est gy.

6.1. La forme g;.

THEOREME 6.1.1. (a) Il existe une forme quadratique q} sur K, de rang 2", telle que
gL = m® q} (i.e. qp est isomorphe a la somme directe orthogonale de m copies de
q}). Cette forme est unique, & isomorphisme prés.

(b) Si M est une S-algébre galoisienne sur K, et si L est la G-algébre induite
Ind{ M, ona q} = qu.
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L’unicité de g} résulte de ce que m est impair (cf. 4.3.2 ou [16], 2.6.5).

SiL = Indg M, la forme g; est somme directe de m copies de gp. Cela
montre que g} existe dans ce cas, et est isomorphe a gy. D’otl (b).

Dans le cas général, on sait (cf. 2.1.1) qu’il existe une extension K’ de K de
degré impair telle que K’ ® L soit isomorphe a Ind§ M, ot M est une S-algébre
galoisienne sur K'. Cela entraine que g, est divisible par m sur K'; d’apres 4.3.2,
g1 est donc divisible par m sur K, ce qui aché¢ve la démonstration de (a).

Remarques. (1) La forme qi représente 2”; en effet, cela devient vrai apres
une extension convenable de K de degré impair en vertu de 2.1.1 et de (b). Cela
est donc vrai sur K.

(2) Le discriminant de qi est égal a celui de gy ; il est égal a 1 si S n’est pas
cyclique.

Exemples. r = 1, S cyclique d’ordre 2. On a alors g} = (2) ® (1,d) = (2,2d)
ou d est un élément de K*. (De facon plus précise, d est le discriminant de
L; c’est aussi le discriminant de la K-algebre quadratique associ€ée a 1’unique
homomorphisme surjectif G — {£1}.)

r =2, § cyclique d’ordre 4. On peut montrer que g} < (1,d,a,a), ou d est
le discriminant de L et a un élément de K*.

r =2, S de type (2,2). D’aprés les deux remarques ci-dessus, ¢} est une forme
de rang 4 qui représente 1, et dont le discriminant est égal a 1. C’est donc une
2-forme de Pfister ((a, b)) = (1,a,b,ab), avec a,b € K*. (Pour une généralisation
de ce fait, voir th. 6.2.1 ci-apres.)

r =3, S quaternionien d’ordre 8. On verra au n°9.3 que q}d est une 3-forme
de Pfister de type ((1,1,a)) avec a € K*.

r =3, S diédral d’ordre 8. On peut montrer que g} est une 3-forme de Pfister
de type ((1,a,b)) avec a,b € K*.

Complément. Le théoréme 6.1.1 (a) peut se généraliser de la fagon suivante:

THEOREME 6.1.2. Soit H un sous-groupe d’ordre impair de G, et soit E = L¥ la
sous-algébre de L fixée par H. On a

qE'EmH®q£, on my=m/|H| =2""(G:H).

Grice a 2.1.1, on peut supposer que L = Ind{ M, oi M est une S-algébre
galoisienne. Comme H est d’ordre impair, H agit librement sur G/S. Il en résulte
que H permute librement les facteurs de L = M x --- X M, et par suite E = L#
est isomorphe au produit de my copies de M. On en déduit:

gE X my Q@ qy = my ® q}.
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Remarque. Une autre fagon d’énoncer 6.1.2 est de dire que |H| ® g est
isomorphe a qy.

6.2. Structure de g;. Rappelons qu’a partir de maintenant, et jusqu’a la
fin de ce paragraphe, on suppose que S est abélien élémentaire de type (2,...,2),
i.e. produit de r groupes cycliques d’ordre 2. On reprend les notations du n°5.1.
En particulier " désigne le groupe Hom(S, {£1}) des caracteres de S, et N est
le normalisateur de S dans G. Le groupe N opére de fagon naturelle sur S et S’.

THEOREME 6.2.1. La forme 2 q} est une r-forme de Pfister.

(Précisons que 2"g} désigne ici le produit de ¢} et de (27). Le th. 6.2.1
équivaut donc a dire que g} est une r-forme de Pfister si r est pair et que c’est
2 fois une r-forme de Pfister si r est impair.)

Supposons d’abord que L = Indg M, ou M est une S-algebre galoisienne.
D’apres le th. 6.1.1 (b) on a q}J = gum, et il faut donc montrer que g est une
r-forme de Pfister. Or, puisque S est produit de r groupes cycliques d’ordre 2, on
peut écrire M comme produit tensoriel de r algebres quadratiques L; (i=1,...,7).
La forme gy est le produit tensoriel des formes g;,. Mais la forme trace d’une
algebre quadratique de discriminant d est (2,2d) = (2) ® (1,d) = (2) ® ((d)). Si
I’on note d; le discriminant de L;, on a donc

R

(6.2.1) am = (2)® (1) ® - ©((d)))

2N @ ((dy, . ..d)).

R

Cela démontre le théoréme dans le cas considéré.

Le cas général se ramene au précédent par la méthode du §2. D’apres la
prop. 2.1.1, il existe une extension de degré impair K’ de K et une S-algebre
galoisienne M tels que K’ ®x M = Ind§ M. Donc 2’q} est une r-forme de Pfister
sur K'; d’apres la prop. 4.4.1 c’est une r-forme de Pfister sur K.

Remarque. 11 y a intérét pour la suite a préciser la structure du G-espace
quadratique gp:

Notons ¢y I’homomorphisme de Gk dans S qui définit la S-algebre galoisi-
enne M. Six € §', le composé x o ¢y est un homomorphisme de Gk dans {£1},
donc correspond a un élément a, de K*/K*?; I’application x — a, est un homo-
morphisme de S’ dans K*/K*2. Si I’on note M, la x-composante de M (au sens du
n°5.2), on vérifie facilement que M, est un espace quadratique de dimension 1,
isomorphe a (2"a,). Avec les notations du n°5.2, on peut donc écrire:

(6.2.2) M=H(2a) 1,
xes!
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et en particulier

(6.2.3) 2an = Pla).
xes’

Si (x1,...,x,) est une base de S’ (vu comme espace vectoriel sur F), ’algébre
M est isomorphe au quotient de 1’algeébre de polynémes K[Ty, ..., T,] par I’idéal
engendré par les T? — ay;. L'action de § sur M est donnée par

s(T) =xi(s)T;  pouri=1,...,r.

On a:

(6.2.4) 2gm = ((ay,---.ax)).

6.3. Décomposition de la forme ¢g;. Nous nous proposons maintenant de
décomposer 1a forme quadratique g en somme orthogonale de formes quadra-
tiques g} (w) indexées par les orbites w de N dans S’ (cf. n°5.3):

(6.3.1) a = P qrw).
weQ

Cette décomposition jouira des deux propriétés suivantes:
(6.3.2) Elle est invariante par extension du corps de base.

(6.33)Si L = Indg M, ou M est une S-algebre galoisienne, q,{(w) est la forme
quadratique donnée par la w-composante du S-espace quadratique gy (cf. 5.3.1).
Avec les notations de la fin du n° précédent, cela signifie que 1’on a:

6.3.3" 2 g} (w) = Plax).

XEW

(Cela revient a dire que, dans la décomposition de 6.2.3, on regroupe les termes
appartenant & une méme orbite w.)

THEOREME 6.3.4. Il est possible, d’une fagon et d’ une seule, de définir des formes
quadratiques q} (w) ayant les propriétés 6.3.2 et 6.3.3 ci-dessus.

SiL = Indg; M, ou M est une S-algebre galoisienne, /’unicité de la décom-
position résulte de 6.3.3. Le cas général se rameéne a celui-ci par extension de
degré impair du corps de base, cf. 2.1.1.

Reste a prouver /’existence. Nous allons utiliser les formes quadratiques F,, .
définies au n°5.5. Rappelons que ces formes sont invariantes par extension des
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scalaires et que leurs rangs r(w,w’) sont tels que det (rw,w)) =1 (mod 2),
cf. 5.5.5.

On peut considérer L, muni de g7, comme un S-espace quadratique. Pour
tout x € ', notons L, le sous-espace propre correspondant, et si w € €2, posons
L, = ®x€wLx-

Notons a,, la restriction de gy, a L,,.

ProposITION 6.3.5. (1) Il existe une famille et une seule d’ éléments q,, (w € Q) de
GrW¢ telle que

(6.3.6) P o ® Fupr = au pour tout &' € Q.
weQ

(2) Les formes q} (w) = 27 q., satisfont aux propriétés (6.3.2) et (6.3.3) du th. 6.3 4.
L

Démonstration de (1): D’apres le théoreme 4.3.1, il suffit de voir que le
systéme d’équations ci-dessus est résoluble sur une extension de degré impair de
K. Cela permet de supposer que L est de la forme L = Indg M, ou M est une
S-algebre galoisienne. Avec les notations du §5, le S-espace quadratique L est
isomorphe a

A(V) =Res{ Ind§ V,

ol V =M vu comme S-espace quadratique.
D’apres 5.5.6, on a

ayy = @ Vw ®Fw,w’9
weQ

ou V,, est la forme quadratique définie par la w-composante de V. Cela montre que
les V,, satisfont au systtme d’équations de la proposition, donc que ce systéme
a une solution.

Démonstration de (2): La propriété (6.3.2) est évidente. Vérifions (6.3.3).
Supposons donc que L = Indg M, ou M est une S-algebre galoisienne. On doit
montrer que

qu = @(ax>'

XEW

Vu la définition des g, il suffit de voir que les formes

Vo= @(“x>

XEW

satisfont 2 la méme équation que 6.3.6, i.e.

@ Vi @ Fuuw = ay pour tout w’ € Q.
we
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Or cela résulte de la définition de F, et de la formule 5.5.4.

6.4. Un critere. On conserve les notations du n° précédent. En particulier,
on note g} (w) les formes quadratiques du th. 6.3.4.

THEOREME 6.4.1. Soient L, L' deux G-algébres galoisiennes. Il y a équivalence
entre:

(1) Les G-formes quadratiques (L, qr) et (L', q;1) sont isomorphes.
Q) qlw= q}J, (w) pour tout w € Q.

Quitte a faire une extension de degré impair, on peut supposer qu’il existe
des S-algebres galoisiennes M et M’ telles que L = Ind§ M et L' = Ind§ M'.
L’équivalence (1) < (2) résulte alors du th. 5.3.1.

THEOREME 6.4.2. Soit L une G-algébre galoisienne. Alors L a une base normale
autoduale si et seulement si, pour tout w € Q, la forme quadratique 2" q} (w) est
isomorphe a la forme unité (1, ...,1).

En effet, pour une G-algebre galoisienne décomposée cette forme quadratique
est isomorphe a (1,...,1). On conclut par le th. 6.4.1.

6.5. Application: la forme trace de I’algébre L”. Soit H un sous-groupe
de G, et soit E = LY 1a sous-alggbre de L fixée par H. D’apres le n°1.4, la forme
qe ne dépend que de H, et de la G-forme quadratique (L,q.). Vu le th. 6.4.1,
il est donc possible d’expliciter gg en fonction de H et des g} (w). C’est ce que
nous allons faire.

Soit S\G/H I’ensemble des doubles classes de G modulo S et H, et soit T un
ensemble de représentants de S\G/H dans G. Si ¢t € T, posons S(¢) = S N tHt ™!,
et notons 2’® 1’ordre du groupe S(7). Pour tout w € Q, choisissons x,, € w, et
notons S, le sous-groupe de S noyau de x,,. Définissons une forme quadratique
QO par

(6.5.1) 0= P ),

SHCSw

ou la sommation porte sur les ¢t € T tels que S(f) C S, (i.e. tels que la restriction
de x,, a S(r) égale a 1).
On vérifie facilement que 1’on a:

IT| = IS\G/H| si w={1},

(6.5.2) rang(Q.) = { IS,\G/H| — |S\G/H| sinon.

THEOREME 6.5.3. On a qg = ®ueq Quw ® q,{(w).
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Exemple. Si H est d’ordre impair, on a S(t) = {1} pour tout z € T. Il en
résulte que Q,, est isomorphe a my = (1,...,1), ou my = |T| =27"(G : H). Le
th. 6.5.3 donne alors

ge =my ® (QB qi(w)) =my @ qj;
weQ

on retrouve la formule du th. 6.1.2.

Démonstration du th. 6.5.3. Quitte a remplacer K par une extension de degré
impair, on peut supposer que L = Ind§ M, ot M est une S-algebre galoisienne.
Faisons cette hypothese.

>

LEMME 6.5.4. L'algébre E = L1 est isomorphe au produit T],cr M5®.

On peut identifier L a ’algebre des fonctions f : G — M telles que
@A) fGx)=sf(x)sis€ S, x€G,cf. n°1.3.2.
On a f € L si et seulement si:
(i) fxh)y=f(x)sihe Hetxe€G.
Sit€eTetse S@) il résulte de (i) et (ii) que I'on a:

sfF(t) =f(st) = f(t.t71st) =f(£), puisque t~'st € H.

On a donc f(f) € M5®, d’oti un homomorphisme L# — [],cr M5®, et I’on vérifie
facilement que c’est un isomorphisme.
Posons E(f) = M5®_ Le lemme ci-dessus entraine:

(6.5.5) qe = P gr0).
teT

Reprenons les notations du n°6.2: notons ¢y 1’homomorphisme Gx — S
définissant M, et, pour tout x € §', soit a, € K*/K*? 1’élément correspondant 2
xogy : Gk — S — {£1}. Si S est un sous-groupe de S de rang r1, la forme trace
de M5! est isomorphe & @,(5,-1(2""ax). En appliquant ceci aux sous-groupes
S(¢) de S, et en utilisant (6.5.5), on en déduit:

=P D @7,
1€T x|S(1)=1

ou encore

ge = @ 0: ® (2"ay), avec Oy = @ (2r®y,

x€s’ x|S(H=1
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Six € w,onaQy =0y, =0, cf. (6.5.1). La formule ci-dessus peut donc se
récrire sous la forme

(6.5.6) = @ 0. (Pa)).

weQ XEW

D’aprés (6.3.3%), on a @yey,(2"ax) = ¢} (w). On en déduit la formule cherchée:

e = P 0w ® gL (W)

weR

Remarque. Dans la définition de Q,, on peut remplacer (2®) par (1) si
r(t) est pair, et par (2) si r(¢) est impair. Il en résulte que Q,, est de la forme
(1,...,1,2,...,2). Si le nombre des “2” est pair, on peut tout les remplacer par
des “1”, vu la formule (2,2) = (1,1); on obtient alors la forme unité (1,...,1).
De méme, si le nombre des “2” est impair, on obtient (1,...,1,2). D’ou la
description suivante de Q,,:

On a:

657 Q, = (1,...,1) sile nombre des ¢t € T tels que r(¢) soit impair
et S(¢) C Kerx,, est pair ;
(1,...,1,2) sinon.

R

Qu

En particulier:

COROLLAIRE 6.5.8. Si 2 est un carré dans K, on a

qE = @ my, ® qi(w), avec m,, = rang(Q,,), cf. (6.5.2).
wEQ

6.6. Le cas d’une action transitive. Nous avons vu au n°5.6 que le nombre
d’orbites de N sur S et sur"S’ est le méme. En particulier, les propriétés suivantes
sont équivalentes:

(i) N opere transitivement sur S—{1};
(ii) N opere transitivement sur §'—{1}.

Ces propriétés sont aussi équivalentes a la suivante (cf. [10], p. 418, Hilf-
satz 2.5):

(iii) Les éléments d’ordre 2 de G sont conjugués entre eux.
THEOREME 6.6.1. Supposons (i) vérifiée. Soient L et L' deux G-algébres galoisi-
ennes. Il y a équivalence entre:

(1) Les G-formes quadratiques (L,qyr) est (L', qy/) sont isomorphes.
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(2) Les r-formes de Pfister 2'q} et 2’q,{, sont isomorphes.

(3) Les formes quadratiques q, et qp sont isomorphes.

Il est clair que I’on a (1) = (3) = (2). Il suffit donc de montrer que (2) = (1).
Or Q a deux éléments (si r > 1), a savoir w; = {1} et wy = §'—{1}. Il est clair
que

ql(wr) = (27) ¥ gli(wr).

Comme q,{(wl) &) q{(wz) = qi , et qb (w) ® q}J, (w) = qb, cela entraine que
qi(w2) ¥ g}, (w2), et 'on applique le th. 6.4.2.

Remarque. L'intérét du th. 6.6.1 est qu’il rameéne la question de 1’isomor-
phisme des G-formes quadratiques associées a deux algebres galoisiennes a celle
de I’isomorphisme des formes de Pfister correspondantes. Lorsque r < 4, ceci
peut se traduire en termes cohomologiques, cf. §§ 7,8.

THEOREME 6.6.2. Supposons (i) vérifiée. Il y a équivalence entre:

(1) L a une base normale autoduale.
(2) La r-forme de Pfister 2"q} est isomorphe a ((1,...,1)).
(3) g} est isomorphe a la forme unité de rang 2"

(4) qy est isomorphe a la forme unité de rang n =m.2".

L’équivalence (2) < (3) résulte de ce que (2,2) = (1,1). Le reste est une
conséquence du th. 6.6.1.

Application: la forme trace de L. Revenons aux notations du n°6.5:
H est un sous-groupe de G, E = L, et T est un systtme de représentants de
S\G/H. La description de gg donnée par le th. 6.5.3 se simplifie notablement (du
fait qu’il n’y a que deux orbites w a considérer, cf. ci-dessus). Si ’on convient
de noter g la r-forme de Pfister 2" qi, on a:

THEOREME 6.6.3. Soit e le nombre des t € T tels que r — r(t) soit impair. 1l existe
des entiers u,v > 0 (avec v = 0sir =0) tels que:

u+v=|S\G/H| et u+2v=(G:H).

Ona:

v®q si e est pair

ge T u® (1) @{ (b= 2)®q sie estimpair.
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Cela se déduit sans difficultés du th. 6.5.3, compte tenu de ce que

qi(w) = (2" siw={1},
et

W @22 (2)®q siw=S5—{1}.

Exemples. 1) Prenons G = PSL,(F1;) et H isomorphe au groupe alterné As,
de sorte que (G : H) = 11. On a r = 2. Les orbites de S sur G/H sont d’ordres
1,2,2,2,4. D’od |[S\G/H| = 5, et les r(¢) sont égaux a 2,1,1,1 et 0. On a u = 3,
v=2,e=3,dou

ge = (1,1,1) ® (1,2) ® q.
Si g = ({(a,b)), cela donne:
qe = (1,1,1,1,2,a,2a,b,2b,ab,2ab).

2) Prenons G = SL;(Fg), et choisissons pour H un sous-groupe de Borel de
G, de sorte que (G : H)=9. On a r = 3. Les orbites de S sur G/H sont d’ordres
let8. Dot |S\G/H|=2etles r(f) sont égaux a3 et0.Onau=1,v=1,e=1,
d’ou

qe = (1) ® (2) ®4.

Sig = ((a,b,c)), cela donne:

qe = (1,2,2a,2b,2c,2ab, 2bc, 2ac, 2abc).

3) Prenons G = PSL,(F13), H = sous-groupe de Borel de G. On a (G : H) =
14, |S\G/H|=5,r(t)=0,0,1,1,1,u=2, v=3,e=1,d’o0

qe = (1,1)®(1,1,2) ®q.
Si g = ((a,b)), cela donne:
g = (1,1,1,1,2,a,a,2a,b,b,2b,ab,ab,2ab).

7. Invariants cohomologiques. On a vu dans les §§ précédents que 1’exis-
tence de bases normales autoduales est liée a la structure de certaines formes
quadratiques attachées a 1’algébre galoisienne considérée. Or, en basse dimension,
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I’équivalence de deux formes quadratiques (par exemple de deux formes de Pfis-
ter) peut se lire sur leurs invariants cohomologiques. Le but de ce § est de préciser
comment se calculent ces invariants.

7.1. Rappels sur la cohomologie des groupes finis. Soient G un groupe
fini, p un nombre premier, S un p-sous-groupe de Sylow de G et N le normalisateur
de S dans G. On dit que N contréle la fusion de S si la propriété suivante est
satisfaite:

(F) Quels que soient le sous-groupe S de S et I'élément g € G tels que
gS1g7' C S, il existe n € N tel que nxn~! = gxg~!“pour tout x € S; (d’ot, en
particulier, nS1n~! = gS1g71).

Soit A un G-module; si i > 1, notons Hi(G,A)p la composante p-primaire
du groupe de cohomologie H'(G,A). On sait (cf. e.g. [7], chap. XII, §10) que
I’application de restriction

Res : H'(G,A), — H'(S,A),

est injective, et que son image est contenue dans le sous-espace H i(S,A)g de
H i(S,A)p formé des éléments fixés par 1’action de N/S. De plus:

ProposITION 7.1.1. Faisons les deux hypothéses suivantes:

(@) Le normalisateur N de S contrdle la fusion de S.

(b) L’action de G sur le G-module A est triviale.

Alors I’ application de restriction Res : Hi(G,A)p — Hi(S,A)p applique isomor-
phiquement H'(G, A), sur le sous-espace H i(s ,A)II;’ de H(S, A), formé des éléments
fixés par N.

Cela résulte de la caractérisation des éléments “stables” de H'(S,A), donnée
dans [7], chap. XII, §10. En effet, I’'image de Res est formée des éléments stables,
et les hypotheses (a) et (b) entrainent que tout élément invariant par N est stable.

Remarques. 1) 11 est bien connu (Burnside) que I’hypothese “N contrdle la
fusion de S est satisfaite lorsque S est abélien. (En effet, avec les notations de
(F), on remarque que S et g~'Sg sont des p-groupes de Sylow du centralisateur
C de S; dans G. En appliquant le théor¢me de Sylow a C, on en déduit qu’il
existe ¢ € C tel que cSc™! soit égal 2 g~'Sg. L’élément n = gc convient.). De
méme, cette hypoth¢se est aussi satisfaite lorsque p = 2 et que S est un groupe
quaternionien d’ordre 8. Elle ne 1’est pas toujours lorsque S est un groupe diédral
(exemple: G = Ag, S = Da).

2) On peut dans certains cas supprimer 1’hypothese (b), par exemple lorsque
S a la “propriété d’intersection triviale”: § N gSg~! = {1} pour tout g € G—N.
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7.2. Construction de la classe fondamentale: le cas de S. A partir de
maintenant on ne s’intéresse qu’a la cohomologie (mod 2). Si I" est un groupe
fini (ou profini) quelconque, on écrit H'(T') a la place de H'(T',Z/2Z), et ’on
note H*(I') Ialgebre de cohomologie @®;>oH'(T).

Soit S un groupe abélien élémentaire d’ordre 2", r > 1. On a

H'(S) = Hom(S,Z/2Z);

c’est un Fy-espace vectoriel de dimension r, et H®(S) s’identifie a I’algébre
symétriqu de cet espace. En particulier, H*(S) est isomorphe a une algébre de
polyndémes Fy[X1,...,X,] en r générateurs.

ProPOSITION 7.2.1. 1l existe un élément z de H' (S) ayant la propriété suivante:

(x) Larestriction de z a tout sous-groupe d ordre 2 de S est # 0.

Cela revient a dire qu’il existe un polyndme homogéne Z(Xj,...,X,), de
degré r, a coefficients dans F», tel que 1’on ait:

(x%) Z(x1,...,x) =1 pourtout (x1,...,x,) € (Fo)"—{0}.

Exemples. Pour r =1, Z=Xy; pourr=2,7Z = X% +X1Xo +X§; pour r = 3,
Z =X} +X3 + X3 + X3Xp + X?X3 + X3X3 + X1X2X3.

Voici deux constructions possibles d’un tel polynéme Z:

(7.2.1.2) On prend pour z la forme norme d’une extension Fyr /F, de degré r.

(7.2.1.b) Pour tout partie non vide I de {1,...,r}, notons X; le mon6éme [J;c; X;,
et posons Z; = XI.Xl-r(;)m, ou i(/) est le plus petit élément de 1. Soit Z = 37,49 Z;.
Le polyndme Z convient. En effet, Z; et X; prennent les mémes valeurs sur
Fy)". Si (x1,...,x,) est un élément non nul de (F);)", on a donc Z(xq,...,x,) =
21;40 HjEI xi=1+x1)...(1+x)— 1 =1, puisque I'un des facteurs (1 +x;) est
égal a 2, c’est-a-dire a 0.

Remarque. On vérifie facilement que 1’élément z de la prop. 7.2.1 est unique
si r < 2.1l n’en est plus ainsi pour r > 3. Pour préciser ceci, introduisons 1’idéal
homogene J de H*(S) engendré par les éléments x*y + xy?, oil x et y parcourent
H(S).

PROPOSITION 7.2.2. Siz et z' sont deux éléments de H*(S) satisfaisant a la propriété
(*)de7.2.1,0onaz =z (mod J).
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Cela résulte de la proposition suivante:

PROPOSITION 7.2.3. Soit t € H'(S), i > 0. Pour que t appartienne a I'idéal J il faut
et il suffit que la restriction de t a tous les sous-groupes d’ ordre 2 de S soit 0.

Lorsqu’on traduit cet énoncé en termes de polyndmes homogenes, on voit
qu’il résulte du lemme élémentaire suivant (dont la démonstration est laissée au
lecteur):

LEMME 7.2.4. Soit k un corps fini a q éléments. L’ idéal homogéne des polynomes en
X1,...,X, qui s’annulent sur le sous-ensemble P,_(k) de I’ espace projectif P,_;
est engendré par les X{X; — X,-Xj‘.’, pour i < j.

7.3. Construction de la classe fondamentale: le cas de G. On revient
maintenant aux hypotheses du n°6.2:

S est un 2-sous-groupe de Sylow de G et !'on suppose que S est abélien
élémentaire d’ ordre 2", r > 0. Comme aux n® précédents, on note N le norma-
lisateur de S dans G. Nous allons voir que la prop. 7.2.1 reste valable pour G.
Plus précisément:

THEOREME 7.3.1. [l existe un élément z de H'(G) ayant la propriété suivante:

(%) La restriction de z a tout sous-groupe d’ordre 2 de G est # 0.

Soit zg € H'(S) un élément ayant la propriété de la prop. 7.2.1. Le groupe
W = N/S opeére sur S, donc aussi sur H'(S); si w € W, notons w(zs) le transformé
de zg par w. Posons

=) ws).

wew

11 est clair que I’élément Z de H”(S) est invariant par W. D’apres la prop. 7.1.1
c’est donc la restriction d’un élément z de H"(G). Cet élément est unique. Il
répond a la question. En effet, soit §; un sous-groupe d’ordre 2 de G; on doit
vérifier que la restriction de z a S est # 0. Quitte a conjuguer S;, on peut supposer
que S; est contenu dans S. La restriction de z & S; est alors égale a celle de z,
c’est-a-dire a la somme de celles des w(zs). Mais chaque w(zg) a pour restriction
a S; ’'unique élément non nul de H”(S;); comme le nombre des w est impair, la
somme en question est bien # 0. (Variante: définir z comme Corg(zs).)

7.4. Rappels de cohomologie galoisienne. Il s’agit de notations standard,
que nous rappelons pour la commodité du lecteur (cf. [1], [14], [18], [19]).

7.4.1. Cohomologie (mod 2). On pose:

H"(K) = H'(Gk,Z/2Z), o Gk = Gal(K,/K).
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On a H!(K) = K*/K*? (théorie de Kummer); si @ € K*, on note (a) son image
dans H(K); on a (ab) = (a) + (b) et (a) = O si et seulement si a est un carré.

Le groupe H?(K) peut étre identifié 2 Bry(K), noyau de la multiplication par
2 dans le groupe de Brauer Br(K). Si a,b € K*, le cup-produit (a)(b) € H*(K)
correspond a la classe de 1’algeébre de quaternions (a,b). On a (a)(b) = O si et
seulement si cette algébre est décomposée, i.e. si b est une norme de I’extension
K(+/a)/K. En particulier:

(—a)a@) =0 pourtouta € K*;
ce que ’on peut aussi écrire:
(7.4.1.1) ( — 1x = x* pour tout x € H'(K).

7.4.2. Invariants des formes quadratiques: les classes de Stiefel-Whitney.
Soit g = (ai, .. .,a,) une forme quadratique, et soit k un entier > 0. Posons:

wi@)= Y. (a)...(a;) dans H*K).
i < <ig

La classe de cohomologie wi(g) ne dépend que de g et de k, mais pas de la
décomposition de g choisie. C’est la k-éme classe de Stiefel-Whitney de q.

Pour £ = 1, on a wi(q) = (d), ou d est le discriminant de g, vu comme
élément de K*/K*2. Pour k = 2, wy(q) est I'invariant de Hasse-Witt de q.

7.4.3. L’invariant d’Arason d’une forme de Pfister.
Soit g = {{a, . ..,a,)) une r-forme de Pfister (cf. n°4.4). Posons:

e(@=(—ay)...(—a,) dans H'(K).

D’apres un théoréme d’Arason ([1], §1), e(g) ne dépend que de g. Si ¢’ est une
autre r-forme de Pfister, on a

e=eld)<=q=q

pourvu que r < 4, cf. [2], p. 652; les conjectures de Milnor [14] entralneraient
que ceci reste vrai pour tout r.

7.5. Linvariant d’une G-algebre galoisienne. Les hypotheses sur G et S
sont celles des n® 6.2 et 7.3. Soit L une G-algebre galoisienne, définie par un
homomorphisme

¢L:GK—>G.
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Si z € H*(G), on note z;, la classe de cohomologie ¢;(z) € H"(K), cf. n°2.2.

LEMME 7.5.1. Sila restriction de z a tous les sous-groupes d’ordre 2 de G est nulle,
onazp=0.

(Autrement dit, z est négligeable, au sens de [21], §7.)

Si K’ est une extension de degré impair de K, I’application H"(K) — H"(K")
est injective. Or on peut choisir K’ de telle sorte que, sur K’, I’algébre L soit
induite d’une S-algebre galoisienne, cf. 2.1.1. Cela permet de réduire la question
au cas ou G = S. Mais, dans ce cas, la prop. 7.2.3 montre que z appartient a
I’idéal homogene J engendré par les x2y + xy?, avec x,y € H'(G). 1l suffit donc
de prouver que 1’on a

(2y +xy*)L = 0 dans H3(K).
Or cela résulte de la relation 7.4.1.1:
Py +xy")L = (— Dxgyr +x.(— Dy =2.(— Dgy, =0.

Soit maintenant z un élément de H"(G) ayant la propriété (x) du th. 7.3.1: la
restriction de z a tout sous-groupe d’ordre 2 de G est # 0. Il résulte du lemme ci-
dessus que I’élément z;, de H'(K) ne dépend pas du choix de z. C’est un invariant
de la G-algebre galoisienne L. Nous allons voir que cet invariant est étroitement
lié a la r-forme de Pfister 2"g} du n°6.2:

THEOREME 7.5.2. L’invariant d’Arason e(2"q}) de la r-forme de Pfister 2'q} est
égalazp+(—1)...(—- 1.

(Rappelons, cf. 7.4.3, que cet invariant appartient a3 H"(K).)

Commencons par démontrer ce théoreme dans le cas particulier o G = S,
auquel cas g} = q. Soit (xi,...,x,) une base du groupe S’ = H!(S). Chacun des
(x;)L peut étre identifié a un élément a,, de K* /K *2 et1’on a

27qL = ((ax,- - -»ax)), cf. (6.2.4).

On a donc:

o) = (—an).. (= a) = [[ (= D+ @),

i=1

Pour toute partie non vide I de {1,...,r}, posons x; = [];c; xi. Notons u I’élément
(— 1) de H'(K). La formule ci-dessus s’écrit:

e'q)=u"+ Z My,
1#0
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Pour tout I # 0, soit i = i(I) le plus petit élément de I. D’aprés la formule
(7.4.1.1), on a u*xy = x**1y pour tout x,y € H'(K) et k > 0. En particulier:

M = ) ML,

W+ () M
1#0

ur +Z((xl)L, DY (xr)L),

e(2’qL)

ou Z est le polyndme construit dans (7.2.1.b). Comme on peut prendre pour z la
classe Z(x1,...,x,), on a

L= Z((Xl)L, RN (xr)L),

ce qui démontre la formule voulue dans le cas particulier considéré.
Le cas général se déduit de celui que nous venons de traiter. En effet, il suffit
de vérifier la formule

e(2” q}d) =u +z1

apres une extension de degré impair du corps de base. Cela permet de supposer
(cf. 2.1.1) que L = Ind? M, ou M est une S-algebre galoisienne, et 1’on a alors
g} = qu, cf. th. 6.1.1.(b). On est ainsi ramené au cas ot G = S.

COROLLAIRE 7.5.3. Pour que qy, (resp. q}, resp. 2°q} ) soit isomorphe a la forme
unité de rang |G| (resp. de rang 2"), il faut que I'on ait z;, = 0 et cela suffit sir < 4.

L’invariant d’Arason de la r-forme de Pfister ((1,...,1)) est (—1)...(—1).
Cela montre que 2"q} = ((1,...,1)) = z;, =0, et la réciproque est vraie si r < 4,
cf. 7.4.3. On a d’autre part les équivalences:

= (,.... ) eq(1,...,1)e2q 2({l,...,1).

(La premiére équivalence provient de ce que g, ¥ m ® g}, avec m impair, cf.
th. 6.1.1.(a); la seconde est évidente si r est pair, et, si r est impair, elle résulte
de (2,2) = (1,1).)

THEOREME 7.5.4. Supposons que r < 4 et que le normalisateur de S opére tran-
sitivement sur S—{1}. Soient L et L' deux G-algeébres galoisiennes sur K. Il y a
équivalence entre les propriétés suivantes:

(a) Les G-formes quadratiques (L,qr) et (L', q+) sont isomorphes.

(b) Onazy =z dans H (K).

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

42 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

Cela résulte du th. 7.5.2, combiné avec le th. 6.5.1.
Le cas particulier ol L’ est décomposée donne:

THEOREME 7.5.5. Supposons que r < 4 et que le normalisateur de S opére transi-
tivement sur S—{1}. Soit L une G-algébre galoisienne sur K. Pour que L ait une
base normale autoduale il faut et il suffit que z;, = 0.

Remarques. 1) L’hypotheése r < 4 pourrait &tre supprimée si les conjectures
de Milnor [14] étaient démontrées.

2) Lorsque le normalisateur de S opére transitivement sur S—{1}, on peut
montrer que, six € H*(G),n > 1,0n a, soitx; =0, soitn > retx, = u" 'z, avec
u = (— 1). (La démonstration utilise les lemmes 7.5.1 et 7.2.4.) En particulier,
les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

® z=0;
(ii) xz =0 pour toute classe de cohomologie x de G de degié > 0.

7.6. Les classes de Stiefel-Whitney des formes 2"g} (w). Les notations et
hypothéeses sont les mémes que ci-dessus.

On a défini au n°6.3 une décomposition de g} en somme orthogonale de
formes quadratiques g} (w), correspondant aux orbites w de N dans S’. Nous allons
voir comment 1’on peut calculer les classes de Stiefel-Whitney de ces formes.

Il est commode pour cela de définir g} (o) pour toute partie @ de S’ stable
par N au moyen de la formule

ai(e) = P qiw),

wCa

ou la somme porte sur les orbites w contenues dans .

Si (3 est une partie de S’ = H!(S), notons wg I’élément de H*(S) produit
des éléments de 3 (vus comme éléments de H1(S)); on a deg (wg) = |B|. Pour
toute partie « de S’ et tout k > 0, définissons un élément w(k, o) de H k(S) par la
formule:

w(k, o) = Zw[;,

ou (3 parcourt les parties a k éléments de a.

Supposons maintenant que « soit stable par I'action de N. 1l est clair que
w(k, o) est alors invariant par N; d’apres la prop. 7.1.1, on peut I’identifier a un
élément de H*(G).

PropPOSITION 7.6.1. Soit L une G-algébre galoisienne sur K, soit o une partie de
S’ stable par N et soit k un entier > 0. La k-iéme classe de Stiefel-Whitney de la
forme 27 q} () est donnée par la formule:

wi(27qL () = wik, @)L
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La démonstration est analogue a celle du th. 7.5.2. On se raméne par une
extension des scalaires de degré impair au cas ol L est la G-algebre induite d’une
S-algebre galoisienne M. La formule (6.3.3’) montre que I’on a

2g(0) ¥ Pax),

p e

les notations étant celles du n®6.3. La formule a démontrer résulte alors de la
définition de w(k, ) donnée ci-dessus.

Remarque. On passe des classes de Stiefel-Whitney de 27¢} () a celles de
q,{(a) grice a la formule suivante (facile a vérifier en utilisant le fait que (2)(2)
=0):

w2 = { wi(q) + (2).wi—1(q) si k = rang(g) (mod 2)
wir(q) sinon.

8. Exemples. Ces exemples concernent le cas ou un 2-sous-groupe de Sy-
low S de G est abélien élémentaire, cf. §§ 6,7. Les notations sont celles de ces
88; en particulier, I’ordre de S est noté 27 et son normalisateur est noté N.

On s’intéressera particuliérement au cas ol N agit transitivement sur S—{1},
i.e. ou les éléments d’ordre 2 de G sont conjugués entre eux. Ce cas sera appelé
par la suite “le cas de fusion maximale.”

8.1. r = 2 et fusion maximale. On suppose que S est de type (2,2) et que
N permute transitivement les trois éléments d’ordre 2 de S.

Exemple. G = PSLy(F,), avec ¢ = £3 (mod 8); pour g = 3, cela donne
G=As, etpour g=5, G =As.

Si (x,y) est une base de H 1(S), le groupe H?(S) a un seul élément non nul
invariant par N, a savoir zg = x> +y% +xy. On en conclut que le groupe H%(G) est
de dimension 1 sur F, et _a pour unique élément non nul un élément z dont la
restriction a S est zg (cf. 7. I 1). Si C est un groupe d’ordre 2, notons G I’extension
centrale de G par C correspondant a z; on a une suite exacte:

1-C->G—-G—1.

Soit § I'image réciproque de S dans G; I'image réciproque dans § d’un
élément d’ordre 2 de S est d’ordre 4. Ceci montre que S est isomorphe au groupe
quaternionien d’ordre 8.

(Lorsque G = A4 ou As, G est le groupe A4 ou As; lorsque G = PSLy(F,),
g = £3 (mod 8), G est le groupe SLa(F,).)

Soit L une G-algebre galoisienne sur K, définie par un homomorphisme
d’L . GK — G.
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THEOREME 8.1.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) La G-algeébre L a une base normale autoduale.

(2) L homomorphisme ¢y, se reléve en un homomorphisme de Gg dans G.

L’obstruction a relever ¢, est I’élément ¢;(z) = z; de H*(K). La propriété
(2) équivaut donc a:

2" z.=0.
L’équivalence de (1) et de (2') n’est autre que le th. 7.5.5 pour r = 2.

Remarques. 1) Lorsque L est un corps (donc une extension galoisienne de K
de groupe de Galois G), la propriété (2) signifie que le “probléme de plongement”
associé & L et 3 G — G est résoluble, autrement dit qu’il existe une extension
galoisienne de K de groupe de Galois G contenant L.

2) Supposons que G = A,, avec n = 4 ou 5. La sous-algebre E de L fixée
par A,_; est une algebre étale de rang n et de discriminant unité. D’apres [20],
prop. 1, la propriété (2) du th. 8.1.1 est équivalente a: '

(3) La forme qg est isomorphe a la forme unité (1, ...,1) de rang n.

(Noter que (1) = (3) est vrai pour tout n, cf. 1.4.2. Nous ignorons ce qu’il
en est de I'implication réciproque (3) = (1).)

Dans le cas général, tout relevement ¢ : Gy — G de ¢, définit une G-algebre
galoisienne LI, telle que la sous-algebre (Lp)c fixée par C soit isomorphe a L.
On peut se demander si Lp a elle-méme une base normale autoduale. Il n’en est
rien en général. Toutefois:

THEOREME 8.1.2. Supposons que L jouisse des propriétés (1) et (2) du th. 8.1.1. 11
existe alors un relévement 1) : Gx — G de ¢y, tel que la G-algébre galoisienne l:,p
ait une base normale autoduale.

Soit 1o un relévement quelconque de ¢r. On verra au n°9.6 (cor. 9.6.2) qu’il
existe un caractére quadratique ¢ : Gg — C tel que ’algebre E,/, associée a
1) = g - 0 ait une base normale autoduale. Comme 1) est un relévement de ¢y,
le théoréme en résulte.

Remarque. Si K contient des éléments qui ne sont pas sommes de 4 carrés,
on peut montrer qu’il existe des releévements 1 de ¢, tels que E,/, n’ait pas de
base normale autoduale.

8.2. r = 3 et fusion maximale. On suppose que S est de type (2,2,2) et
que N permute transitivement les 7 éléments d’ordre 2 de S. L’image de N dans
Aut(S) est alors, soit cyclique d’ordre 7, soit non abélienne d’ordre 21.

Exemples. G = SLy(Fg); G = J1, premier groupe de Janko; G = 2Gg(Fq),
groupe de Ree sur le corps F,, ol ¢ est une puissance impaire de 3.
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On peut choisir une base (1, v,w) de H 1(S) telle que 1’automorphisme d’or-
dre 7

nu—uv, v—w W u+u,

soit induit par un élément de N. Un calcul simple montre qu’il existe un polyndme
homogene cubique non nul z(u, v, w) et un seul qui est invariant par », a savoir:

3

2=l +0°

+w + ut? + uw? + Pw + uow.

On peut identifier z 2 un élément de H3(S); on obtient ainsi I’élément zg du n°7.3.
Cet élément est invariant par 1’action de N, donc définit un élément de H 36),
que I’on note encore z.

On a H3(G) = {0,z}.

Le th. 7.5.5, appliqué avec r = 3, donne:

THEOREME 8.2.1. Soit L une G-algébre galoisienne sur K. Pour que L ait une base
normale autoduale il faut et il suffit que z;, = O (autrement dit que 1’homomorphisme
H3(G) — H3(K) défini par L soit nul).

Exemple. Prenons pour groupe G le groupe de Janko J; et pour corps K le
corps Q(7T), i.e. le corps des fonctions sur la droite projective P;. D’apres [9]
(voir aussi [22], n®® 7.4.5 et 8.2.2), il existe une extension galoisienne L de K,
de groupe de Galois G, ayant les propriétés suivantes:

(@) L/K est ramifiée en deux points de P; conjugués sur Q(+/5), la rami-
fication en ces points étant d’ordre 5;

(b) L/K est ramifiée en un point rationnel de P, la ramification en ce point
étant d’ordre 2;

(¢) L/K est non ramifiée en dehors des trois points ci-dessus.

On peut calculer I'invariant z; € H3(K) correspondant a ’extension L/K. Le
résultat est le suivant:

(8.2.2) Onazy=(—1)(—1)(—1) dans H*(K).

(Indiquons le principe du calcul. On montre d’abord que les résidus 6 ,(z) de z,
(au sens de [1], §4) sont nuls en toute place v de K ol la ramification de L/K
est impaire. Comme toutes les places sauf une sont de ce type, on conclut au
moyen de la formule des résidus ([1], Satz 4.17) que tous les §,(zz) sont 0. Cela
entraine (loc. cit.) que z;, est “constant,” i.e. appartient au sous-groupe H3(Q) de
H3(K). Mais H3(Q) n’a que deux éléments: 0 et ( — 1)( — 1)( — 1). Il faut voir
que zz = 0 est impossible. Cela se fait en spécialisant la variable T en un point
réel, et en observant que 1’extension de corps obtenue n’est pas réelle (cf. [22],
n°8.4.3) et sa forme trace n’est donc pas isomorphe a la forme unité.)
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On déduit de (8.2.2) que, si L est une Ji-algebre galoisienne obtenue par
spécialisation 2 partir de 1’extension ci-dessus, L posséde une base normale auto-
duale si et seulement si —1 est somme de 4 carrés.

Remarques. 1) Le fait que I’invariant z; de L soit ( — 1)( — 1)( — 1) est
équivalent a chacune des deux propriétés suivantes:

(a) La forme gy, est hyperbolique.

(b) Si s est un élément d’ordre 2 de G, L posséde une base normale
“s-autoduale”: il existe x € L tel que Tr(x.g(x)) = O (resp. 1) si g # s (resp.
g=29).

2) On a des résultats analogues pour le groupe G = SL,(Fg) en prenant pour
extension L/Q(T) une extension ramifiée en trois points avec ramification d’ordre
9, cf. [22], 7.4.4 et 8.2.2.

3) Nous ignorons s’il existe des extensions galoisiennes de Q a groupe de
Galois J; qui soient totalement réelles (et possédent donc une base normale
autoduale, d’apres le th. 3.2.1).

8.3. Quelques exemples de fusion non maximale. Lorsque la fusion n’est
pas maximale, le critére d’existence d’une base normale autoduale donnée au
n°6.4 fait intervenir les formes quadratiques g} (w) associées aux orbites w de
N dans §' = H'(S). Les classes de Stiefel-Whitney de ces formes peuvent &tre
calculées par la méthode du n°7.6; lorsque les rangs de ces formes sont assez
petits, cela conduit a des critéres cohomologiques, comme on va le voir.

8.3.1. Aucune fusion. On suppose que N opere trivialement sur S, autrement
dit que S est contenu dans le centre de N. On a alors H(G) = H'(S): tout homo-
morphisme de S dans un groupe a 2 éléments se prolonge a G. Il en résulte qu’il
existe une rétraction r : G — S. Le noyau H de r est un sous-groupe normal de
G d’ordre impair, et G est produit semi-direct de S par H. Si L est une G-algebre
galoisienne sur K définie par un homomorphisme ¢; : Gx — G, alors L a une
base normale autoduale si et seulement si I'image de ¢|, est contenue dans H,
autrement dit si et seulement si I'on a x;, = 0 pour tout x € H 1(G); en effet, cette
condition est nécessaire d’apres 2.2.2, et elle est suffisante d’apres [4], puisqu’elle
entraine ¢ (Gg) C H.

8.3.2. r = 3 et fusion d’ordre 3. On suppose que S est de type (2,2,2) et que
I'image de N/S dans Aut(S) est cyclique d’ordre 3. Cela signifie que 1’on peut
décomposer le N-module S en somme directe S = S X S2, out S est d’ordre 2 et
S, d’ordre 4, I’action de N sur S, étant non triviale. Les groupes de cohomologie
HY(G) et H*(G) sont faciles 4 déterminer:

HY(G) est de dimension 1; son élément non nul x a pour image dans H 1(S)
I’homomorphisme S — Z/2Z de noyau Sy;
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H?(G) est de dimension 2; il a pour base {x2,y} ol y induit sur S, la classe
de cohomologie correspondant a 1’extension quaternionique de S, (cf. n°8.1).

On constate alors que L a une base normale autoduale si et seulement si
xz = 0 et y, = 0, autrement dit si les homomorphismes H!(G) — H(K) et
H*(G) — H?*(K) définis par L sont nuls.

8.3.3. 7 = 4 et fusion d’ordre 3, avec H!(G) =0. On suppose que S est de
type (2,2,2,2) et peut se décomposer (comme N-module) en S1 X S5, o les S; sont
de type (2,2); on suppose de plus que I’image de N dans Aut(S) est d’ordre 3, et
opére non trivialement sur chacun des S;. On a alors

HY(G) =0 et dimH?*(G) = 4.

Le groupe S’ a 16 éléments. Il se décompose en six orbites sous 1’action de N:
I’orbite triviale {1}, et cinq orbites d’ordre 3. Chacune des orbites w d’ordre 3
conduit 2 une forme ternaire g} (w); on vérifie facilement que ces formes sont de
déterminant unité et que I’on a

w (q[l,) = (xw)L,

ol x, est un certain élément de H*(G) (cela se voit en utilisant le n°7.6). De
plus, les cing classes de cohomologie x,, engendrent H 2(G), et leur somme est 0.
Or on sait qu’une forme ternaire est déterminée par ses invariants wi et wp. On
déduit de 1a que L admet une base normale autoduale si et seulement si I'on a
xz =0 pour tout x € H*(G).

8.3.4. r = 4 et fusion d’ordre 9. On suppose que S a une décomposition
S =81 X S, comme au n°8.3.3, mais que I’image de N dans Aut(S) est de type
(3,3). (Exemple: G = A5 X As.) On a alors:

HY(G) =0 et dimH?(G) = 2.

Les 16 éléments de S’ se répartissent en quatre orbites: 1’orbite triviale {1}, deux
orbites d’ordre 3 et une orbite d’ordre 9. Cela conduit & deux formes ¢, ¢’ de
rang 3 et 4 une forme ¢” de rang 9. On montre que ¢ est isomorphe 2 ¢ ® ¢/,
de sorte qu’il suffit de considérer g et ¢’. On obtient ainsi un critere analogue au
précédent: L admet une base normale autoduale si et seulement si 'on a xp = 0
pour tout x € H*(G).

8.3.5. r = 4 et fusion d’ordre 5. On suppose que S est de type (2,2,2,2) et
que I’image de N dans Aut(S) est d’ordre 5. On a alors:

HY(G) =0 et dimH?*(G) =2.

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

48 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

Les 16 éléments de S’ se répartissent en quatre orbites: {1}, et trois orbites d’ordre
5. D’oll trois formes quadratiques de rang 5: ¢, ¢’ et ¢”. En utilisant le n°7.6, on
montre que les invariants w; de ces formes sont triviaux, et que I’on a

wa(q) = x, wa(q') = x7, et wa(q") =,

ol x,x’,x" sont les trois éléments non nuls de H*(G). Pour que L ait une base
normale autoduale, il est donc nécessaire que x;, = x; = xj = 0. Si cette condition
est satisfaite, on peut montrer que g,q’ et ¢” sont de_la forme

q= (l,a,a,a,a), ql - (l,a',a',a',a'), qn - (l,a",a",a",a"),

avec a,a’,d’ € K* et aa'a” = 1. De plus, les images de a,a’,a” dans le groupe
S4(K) = K*/(sommes de 4 carrés), cf. n°9.2, déterminent ¢,q’ et ¢” sans am-
biguité. La question de 1’existence d’une base normale autoduale est alors ra-
menée a la suivante:

Est-ce que a,a’,da” sont sommes de 4 carrés dans K?

Ceci peut se traduire en termes cohomologiques. En effet, un élément a de K* est
somme de 4 carrés si et seulement si (— 1)(— 1)(a) = 0 dans H3(K) (cela résulte
d’un théoreme d’Arason et Merkurjev-Suslin dont on trouvera une généralisation
dans [2]). Ceci conduit a associer a L certaine invariants dans H3(K); il serait
intéressant de les expliciter.

9. Le cas ou les 2-sous-groupes de Sylow de G sont quaternioniens. Dans
ce §, on suppose qu’un 2-sous-groupe de Sylow S de G est isomorphe au groupe
des quaternions d’ordre 8.

Exemple de tel groupe: G = SLy(F,), avec ¢ = 3  (mod 8).

9.1. Préliminaires. Soit
9.1.1) l1-{l,e}>T—->TIy—1

une suite exacte de groupes finis, ol € est un élément central d’ordre 2 de I
Les éléments e, = (1 +¢£)/2 et e_ = (1 — £)/2 sont des idempotents centraux de
I’algebre K[I'].

Si (V, q) est une I'-forme quadratique, on pose

V+ = e+V, V_= e_V,
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et ’on note g, (resp. q—) la restriction de g a V.. (resp. 2 V_). On a
V=V.,eV_,

et (V4, q4+) est une ['p-forme quadratique. Si Dr est le quotient de K[I'] par I’idéal
engendré par e, alors V_ est un Dr-module, et ’on a

9.12) q-(hx,y) = q-(x,h"y) (x,y €V_, h€ Dr),

oll h — h* est I’involution de Dr déduite par passage au quotient de celle de
K[, cf. n°1.1.

9.2. S-algebres galoisiennes. Comme S est quaternionien d’ordre 8, on a
une suite exacte de type (9.1.1):

9.2.1) 1-{l,e} >8>S —1,

ou ¢ est I’élément d’ordre 2 de S, et So est abélien élémentaire de type (2,2).
L’algebre a involution Dg associée a S comme ci-dessus est [’algébre des quater-
nions de Hamilton, de base {1,i,j, k} avec les relations usuelles: i = —1, /> = —1,
k = ij = —ji. On notera

Nrd : Dg — K
la norme réduite de cette algebre. On a:
Nrd(a + bi + ¢j + dk) = a* + b* + ¢* + d*.

La forme quadratique Nrd est isomorphe a (1,1,1,1) = ((1,1)), cf. n°4.4.
Comme Nrd est multiplicative, Nrd(D5) est un sous-groupe de K*. On posera:

9.2.2) S4(K) = K* /Nrd(D3) = K* /(sommes de 4 carrés).

Le groupe S agit sur Dg par multiplication & gauche; dans cette action, €
opére par x — —x, et la forme quadratique Nrd est invariante. Si a € K*, le
couple (Dgs, a.Nrd) est une S-forme quadratique.

LemME 9.2.3. Soient a,b € K*. Il y a équivalence entre:
(1) Les formes quadratiques a.Nrd et b.Nrd sont équivalentes.

(ii) Les S-formes quadratiques (Ds,a.Nrd) et (Dg, b.Nrd) sont isomorphes.

(iii) Les images de a et b dans S4(K) (c¢f.9.2.2 ci-dessus) coincident (autrement
dit ab est somme de 4 carrés).
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L’équivalence de (i) et (iii) résulte de la multiplicativité de Nrd (c’est une
propriété générale des formes de Pfister). L’implication (ii) = (i) est triviale.
Enfin, (iii) = (i), car si b = Nrd(z).a, avec z € D3, la multiplication a droite
par z est un isomorphisme du S-espace quadratique (Dg,a.Nrd) sur le S-espace
quadratique (Dg, b.Nrd).

Soit maintenant M une S-algébre galoisienne, et soit gy sa forme trace. Soit
My la sous-algébre de M fixée par {1,e}.- Avec les notations du n°9.1, on a
Mo =M, et gy, = %(qM)+.

LEMME 9.2.4. Les formes quadratiques qu, et (qu)+ sont isomorphes a la forme
unité (1,1,1,1).

La Sp-algebre galoisienne M est définie par un homomorphisme
ém, : Gk — So

qui est relevable en ¢y : Gk — S par construction. D’aprés un théoréme de Witt
[24] (voir aussi 8.1, ainsi que [20], n°3.2) cela entraine que sa forme trace g,
est isomorphe a (1,1,1,1). Comme 2 est somme de 4 carrés, il en est de méme
de (gm)+ = 2.qm,-

ProposITION 9.2.5. llexistea € K* tel que qp soit isomorphe a la 3-forme de Pfister
((1,1,a)), et I'image de a dans S4(K) est un invariant de la S-forme quadratique
M, qm).

Soit M = M, @& M_ la décomposition de M donnée par 9.1. L’espace quadra-
tique M_ est un module libre de rang 1 sur 1’algeébre de quaternions Dg. Soit x
une base de ce module et soit a = gp(x). D’apres (9.1.2), on a:

qm(hx) = gu(hx, hx) = qu(x, h*hx) = Nrd(h).gu(x) = a.Nrd(h)  (h € Dy),

ce qui montre que (gp)— est isomorphe a a.Nrd = (a,a,a,a), et que a # 0.
D’autre part, le lemme 9.2.4 montre que (gu)+ ~ (1,1,1,1). D’od

gu = (1,1,1,1) & (a,a,a,a) = ((1,1,a)),

ce qui démontre la premicre partie de la proposition. Le fait que 1’image de a
dans S4(K) soit un invariant de gjs est bien connu (et résulte de 9.2.3).

On notera a(M) !’image de a dans S4(K). D’apres la prop. 9.2.5, c’est un
invariant de la S-forme quadratique (M, gyr). Plus précisément, il résulte de la
démonstration ci-dessus, combinée avec 9.2.3, que a(M) caractérise la com-
posante (M_, (qm)—) de (M, qpr). Autrement dit:
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PROPOSITION 9.2.6. Soient M et M’ deux S-algébres galoisiennes. Il'y a équivalence
entre:
(i) Les formes quadratiques (qp)— et (qu')— sont équivalentes.
(ii) Les S-formes quadratiques (M_,(qpn)-) et (M',(qp)—) sont isomorphes.
(iii) OnaaM) = a(M') dans S4(K).

Interprétation unitaire de I'invariant a(M). L’algebre K[S] du groupe S se
décompose en

K@) =K xK x K x K x Dg,

ou les quatre premiers facteurs correspondent aux caracteres quadratiques de S.
On en déduit:

Us = {£1} x {£1} x {£1} x {£1} x U(Dy),

ou Ug est le groupe unitaire de 1’algebre a involution K[S], et U(Dy) celui de Dg.
L’ensemble de cohomologie H!(K, U(Ds)) s’identifie 2 K* /Nrd(D}) = S4(K), cf.
[19], p. III-24. On obtient ainsi une projection

7 HY(K, Us) — S4(K).

Si M est une S-algébre galoisienne, et u(M) 1’élément correspondant de
HY(K,Us), cf. n°1.5, Iimage de uy par T n’est autre que Iinvariant a(M) défini
ci-dessus.

Remarque. Le groupe S4(K) = K*/Nrd(D%) admet une autre interprétation
cohomologique: si 1’on associe a un élément a de K* la classe de cohomologie

9:2.7) (@) = (a)(@)@) = (— 1)(— @) de H(K),

on obtient un plongement de S4(K) dans H3(K), cf. 8.3.5. Cela permet d’ identifier

S4(K) au sous-groupe de H>(K) formé des éléments qui sont multiples de
(= D(—1) € H¥K).

9.3. La forme trace d’une G-algébre galoisienne. Posons m = |G|/8;
c’est un entier impair.

Soit L une G-algébre galoisienne sur K. On a vu au n°6.1 qu’il existe une
forme quadratique ¢} de rang |S| = 8 telle que g, = m ® g}, et que cette forme
est unique, a isomorphisme pres.

THEOREME 9.3.1. Il existe a € K* tel que q} soit isomorphe a la 3-forme de Pfister

((1,1,4)).
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Si L est de la forme Indg; M, o M est une S-algébre galoisienne, on a g} ~ gy
d’apres 6.1.1 et gy ~ ((1,1,a)) avec a € K* d’apres 9.2.5. D’ol ’existence de
a dans ce cas.

Le cas général se rameéne au précédent en faisant une extension de degré
impair de K, cf. 2.1.1. Aprés une telle extension, g} devient une 3-forme de Pfister
divisible par ((1, 1)) (au sens du n°4.5); d’aprés 4.4.1 et 4.5.2 ces propriétés sont
vraies sur K.

Remarque. Ici encore, I’'image a(L) de a dans S4(K) est un invariant de q,{
(et a fortiori de L). Cet invariant détermine la structure de gy:

(9.3.2) gL ~m® ((1,1,a)) ~4m @ (l,a) ~ (1,...,1) ® (1,a).

Nous allons voir que, lorsqu’il y a “fusion” dans S, a(L) détermine méme la
G-forme quadratique (L, q1) a isomorphisme pres.

9.4. Critéere d’isomorphisme pour les G-formes quadratiques (L,q).
Soit N le normalisateur de S dans G. Faisons 1’hypothése suivante:

9.4.1.  Le groupe N permute transitivement les trois sous-groupes cycliques
d’ordre 4 de S.

Cette hypothese équivaut a:

9.4.2.  Le groupe N permute transitivement les éléments d’ordre 4 de S.
Elle équivaut aussi a:

9.4.3.  Les éléments d’ ordre 4 de G sont conjugués entre eux.
(Les implications 9.4.1 & 9.4.2 = 9.4.3 sont immédiates. L’implication
9.4.3 = 9.4.2 provient de ce que N contréle la fusion de S au sens du n°7.1—ce

qui se vérifie par un argument analogue a celui utilisé pour les groupes de Sylow
abéliens.)

THEOREME 9.4.4. Supposons 9.4.1 vraie. Soient L et L' deux G-algébres galoisi-
ennes sur K. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) Les formes quadratiques qy, et q;; sont isomorphes.
(2) Les G-formes quadratiques (L,qy) et (L', q1/) sont isomorphes.
(3) Onaa(L) = a(L") dans S4(K).
D’oll, en prenant L' décomposée:

COROLLAIRE 9.4.5. Supposons 9.4.1 vraie. Pour que L ait une base normale auto-
duale, il faut et il suffit que a(L) = 1 dans S4(K).

Démonstration du th. 9.4.4. L’équivalence de (1) et (3) résulte de (9.3.1)
et (9.3.2). Limplication (2) = (1) est claire. Il reste a montrer que (3) = (2).
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Supposons donc que I’on ait a(L) = a(L'). Quitte a faire une extension de degré
impair de K, on peut aussi supposer (cf. n°2.1) que L = Ind{ M et L' = Ind§ M’,
ol M et M’ sont deux S-algébres galoisiennes; on a a(M) = a(M").

I nous faut prouver que les G-formes quadratiques Ind?(M ,qm) et
Ind§(M', qyr) sont isomorphes. Vu la transitivité de 1’opération d’induction, il
suffit de montrer qu’il en est ainsi pour les N-formes quadratiques

IndY(M,qy) et IndY(M',qup).

En d’autres termes, on est ramené au cas ou N = G. L’élément ¢ appartient alors
au centre de G. Si I’on pose Gp = G/{1,¢}, on a une suite exacte du type (9.1.1):

1—-{l,e} - G— Gyp—1,

et Go a pour 2-sous-groupe de Sylow le groupe Sp = S/{1,¢}. D’aprés le n°9.1,
la G-forme quadratique (L,qr) = Indg(M ,qum) se décompose en:

(9.4.6) (L,qr) = L+, (qL)+) © (L, (qL)-)-

La composante (L_, (g.)—) est isomorphe a Ind?(M_, (gm)-); or on a vu au
n°9.2 que la S-forme quadratique (M_,(gm)—) est déterminée a isomorphisme
prés par I’invariant a(M). Comme a(M) = a(M'), on déduit de 1a:

9.4.7) Les G-formes quadratiques (L—, (qr)-) et (L', (qr/)-)
sont isomorphes.

D’autre part L, est une Gp-algebre galoisienne, et, si x € Ly, on a gr(x) =
2.qr,(x). Ainsi, & un facteur 2 pres, (L+,(qr)+) n’est autre que la Go-forme
quadratique associée & la Go-algebre galoisienne L,. Comme 1’homomorphisme
¢, : Gk — Gy définissant cette algeébre se releve en ¢p : Gx — G, il résulte
du th. 8.1.1 que (L4, qr,) est isomorphe a la Go-forme quadratique unité (noter
que 9.4.1 entraine que les éléments d’ordre 2 de Sy sont conjugués dans Go-c’est
ce qui permet d’appliquer le th. 8.1). Le méme argument s’applique a L'. On en
déduit:

(9.4.8) Les G-formes quadratiques (L., (qr)+) et (L, (qr/)+)
sont isomorphes.

En combinant 9.4.7 et 9.4.8, on voit que les G-formes quadratiques (L, qr)
et (L, g1/) sont isomorphes, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. Lorsque la condition 9.4.1 n’est pas vérifiée (i.e. lorsqu’il n’y a
pas de fusion dans §), le groupe G est 2-nilpotent ([10], p. 432, Satz 4.9): il existe
un sous-groupe normal H de G, d’ordre m = |G|/3, tel que G soit produit semi-

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

54 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE

directde S et de H. Si L est une G-algebre galoisienne sur K, on peut montrer
que L posséde une base normale autoduale si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites:

(i) xz =0 pour tout x € H\(G).
(i) a(L) =1 dans S4(K).

La condition (i) signifie que ¢ (Gg) est contenu dans le sous-groupe H.{1,e}
de G. Si elle est satisfaite, le composé de ¢, et de la projection H.{1,e} — {1,¢}
est un caractére quadratique de G, donc correspond 2 un élément (a) de H'(K);
I’image de a dans S4(K) est I’invariant a(L) de L; la condition (ii) équivaut a dire
que a est somme de 4 carrés dans K.

9.5. Application: la forme trace de I’algebre L”. Les notations sont les
mémes qu’au n° précédent. En particulier, on suppose que la condition 9.4.1
(“fusion totale”) est satisfaite.

Soit L une G-algebre galoisienne et soit a un représentant de a(L) dans K*.
Si C = {1,¢} est le centre de S, soit M, = K[X]/(X?—a) la C-algebre galoisienne
définie par a.

PROPOSITION 9.5.1. SoitL' = Indg M,. Les G-formes quadratiques (L, qr) et (L', q;1)
sont isomorphes.

Vu le th. 9.4.4, il suffit de vérifier que les formes quadratiques gy, et g;+ sont
isomorphes, ce qui est immédiat: toutes deux sont isomorphes a 4m ® (1,a) =
m® ((1,1,a)), cf. (9.3.2).

Soit maintenant H un sous-groupe de G, et soit E = LH,
THEOREME 9.5.2. Il existe des entiers u, v > 0 tels que
u+4v=|C\G/H| et u+8v=(G:H),
etl’ona
ge=u®(l)®v® ((1,1,a)).
D’aprés 1.4.1 et 9.5.1 on peut supposer que L = Indg M,. Dans ce cas, un

raisonnement analogue a celui du lemme 8.5.4 montre que E est isomorphe au
produit de x copies de K et de y copies de M,, avec:

nombre d’éléments de G/H fixés par C,
(G:H)—x.

X
2y
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Il est facile de voir que y est divisible par 4. On a alors:

ge = xQ (1) ® (y/H®(1,1,1,1) ® (2,2a)
=x® (1) ®(y/4H® ((1,1,a)),

ce qui démontre le théoréme, avec u = x, v =y/4.

9.6. Comportement de ’invariant a(L) par torsion quadratique. Sup-
posons que le sous-groupe C = {1,e} de S soit contenu dans le centre de G,
autrement dit que ¢ soit le seul élément d’ordre 2 de G. Posons comme ci-dessus
Go = G/C, de sorte que I’on a la suite exacte

1-C—->G—Gyg— 1.

Soit L une G-algebre galoisienne sur K, et soit ¢, : Gx — G un homomor-
phisme définissant L. Soit d’autre part ¢ : Gk — C un caractére quadratique de
Gk, et soit (z,) 1’élément correspondant de H'(K). Le produit

GL.0 5 PL(s)o(s)
est un homomorphisme de Gx dans G, donc définit une G-algebre galoisienne
L, (“tordue” de L par o).

PROPOSITION 9.6.1. Les invariants a(L) et a(Ly) sont liés par la formule:
a(Ly) = zpa(l) dans S4(K).

COROLLAIRE 9.6.2. Supposons 9.4.1 vraie. Il est alors possible de choisir o de telle
sorte que la G-algébre galoisienne L, ait une base normale autoduale.

Si a est un représentant de a(L), on choisit o de telle sorte que (z,) = (a)
dans H!(K). Le produit z,a(L) est alors égal & 1 dans S4(K), ce qui montre que
a(Ls) = 1 et entralne que L, a une base normale autoduale d’apres 9.4.5.

Démonstration de la prop. 9.6.1. Soit L = L, @ L_ la décomposition de L
définie aux n°® précédents. Soit a € K* un représentant de a(L).
LEMME 9.6.3. Onagqr, = (1,...,1)etqr_ = {(a,...,a) =m ® a.Nrd.

Vu 2.1.1, il suffit de vérifier ceci lorsque L = Ind§ M, ot M est une S-algebre
galoisienne, auquel cas cela résulte de la décomposition de gy donnée au n°9.2.

Soit alors K, = K & Ku,,, avec u?, = z,, 1’algebre quadratique définie par le

caractere o. Le produit tensoriel K, ® L se décompose en:

Ke®L=L, & Ku, L, & L_ @& Ku, ®L_,
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et I’on vérifie facilement que 1’on a
Ly, =L, & Ku, ® L_.

Or, six € L_, on a Tr((uy ®x)%) = z,Tr(x?). 1l en résulte que laforme quadratique
q(L.)— est égale au produit de q;_ par z,. Si b est un représentant de a(L), cela
montre, vu le lemme 9.6.3, que I’on a

m® zya.Nrd ~ m ® b.Nrd,
d’ol z,a.Nrd ~ b.Nrd puisque m est impair, ce qui entraine
b = z,a dans S4(K), cqfd.
II1. Compléments.

10. Deux contre-exemples. Soit L une G-algebre galoisienne sur K. Con-
sidérons les deux propriétés suivantes:

(i) L a une base normale autoduale.
(ii) Pour tout n > 0 et tout x € H*(G), on a x;, = 0 dans H"(K), cf. n°2.2.

Dans divers cas particuliers (par exemple ceux de 2.2.4, 3.1.2, 3.2.1, 8.1.1,
8.2.1, 8.3.1, ...), on peut démontrer que (i) et (ii) sont équivalentes. Il est naturel
de se demander si c’est 12 un fait général. Nous allons voir qu’il n’en est rien:
aucune des deux implications (i) = (ii) et (ii)) = (i) n’est vraie (méme si G est
d’ordre 8).

10.1. Un exemple ou (ii) n’entraine pas (i). Prenons G quaternionien
d’ordre 8. Soit C = {1,¢} le centre de G. Soit z € K* et soit 0 : Gg — C le
caractére quadratique de Gk associé a K(1/z).

Notons ¢ : Gk — G le composé Gg %5 C - G,etsoit Lla G-algebre
galoisienne correspondante. On a

L=Ind¢M, ot M =K[T1/(T? - 2).
LemME 10.1.1. On peut choisir K et z de telle sorte que:

(10.1.2) H"(K) = 0 pour tout n > 3.

(10.1.3) z n’est pas somme de 4 carrés dans K.

Soit k£ un corps de nombres totalement imaginaire sur lequel 1’algebre de
quaternions usuelle ( — 1, —1) n’est pas décomposée, par exemple k = Q(v/—7).
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Si K = k((T)), on a cd(Gg) = cd(Gy) + 1 = 3, ce qui montre que (10.1.2) est vraie.
D’autre part, si I’on prend z =T, on vérifie facilement que z n’est pas somme de
4 carrés dans K.

ProposiTioN 10.1.4. Si (K, z) satisfait aux conditions du lemme 10.1.1, I’ algébre L
n’a pas de base normale autoduale, et I'on a x; = 0 pour tout x € H*(G), n > 0.

(En d’autres termes, on a (ii), mais pas (i).)

L’algebre L est obtenue 2 partir de 1’algébre décomposée K@ par torsion au
moyen du caractere quadratique o, cf. n°9.5. D’apres la prop. 9.5.1 son invariant
a(L) est égal a 1I’image de z dans S4(K); vu I’hypothese (10.1.3) cet invariant est
non trivial; cela entraine que L n’a pas de base normale autoduale, cf. n®9.2.

Montrons que I’on a x; = 0 pour tout x € H*(G), n > 0. D’apres (10.1.2),
on peut se borner a n = 1,2 ou 3. Or, pour ces valeurs de n, I’homomorphisme
de restriction HY(G) — H"(C) est égal a 0. (Cela se vérifie, soit en explicitant la
suite spectrale de la projection G — G/C, soit en utilisant la détermination de
H"(G) donnée dans [7], p. 253-254.) Comme ¢ se factorise par C, il en résulte
bien que ’homomorphisme

¢* : H'(G) — H"(C) — H"(K) n=1,2,3)
est nul.

Remarque. L'hypothése (10.1.2) pourrait étre remplacée par 1’hypothése plus
faible suivante:

(10.1.5) Lélément (2)* = (— 1)( = 1)( = 1)(z) de H*(K) est nul.
D’apres [2], (10.1.5) équivaut a:
(10.1.6) z est somme de 8 carrés dans K.

10.2. Un exemple ot (i) n’entraine pas (ii). Prenons G cyclique d’ ordre 8,
de générateur s. Soit € = s* I’élément d’ordre 2 de G.

Comme au n°10.1, soit z € K*, soit 0 : Gk — {1, €} le caractére quadratique
correspondant, et soit ¢ le composé

Gk % {l,e} - G.
Soit L la G-algebre galoisienne définie par ¢. Ici encore, on a:

L=IndSM, avec C = {1,e} et M = K[T]/(T? - 2).
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LemME 10.2.1. On peut choisir (K, z) de telle sorte que:

(10.2.2) z n’est pas somme de 2 carrés dans K.

(10.2.3) z est somme de 2 carrés dans K(V/2).

On peut prendre par exemple K = Q et z = 3: il est bien connu que (10.2.2)
est vrai, et (10.2.3) résulte de ce que 3 = 1+ (v/2)2.

ProrosiTION 10.2.4. Si (K, z) satisfait aux conditions du lemme 10.2.1, ' algébre L
a une base normale autoduale, et, si x est I unique élément non nul de H*(G), on a
xy # 0 dans H*(K).

(On a (i), mais pas (ii).)

L’élément x correspond a 1’extension de G par un groupe d’ordre 2 qui est
cyclique d’ordre 16. La restriction xc de x a C est ’'unique élément # 0 de H 2(0),
c’est-a-dire le carré de 1’élément non nul de H (C). On a donc:

x = ¢*(x) = 0*(xc) = (2)(z) = (— 1)(2) dans H*(K),

d’ou x;, # 0 d’apres (10.2.2).

Il reste a montrer que L a une base normale autoduale. Cela peut se faire par
voie cohomologique, en explicitant H (K, Ug). Nous allons procéder différem-
ment, et construire un vecteur basique de L.

Choisissons pour cela une décomposition de z comme somme de deux carrés

dans K(v/2):
z=(a+ b\/§)2 + (c+d\/§)2, avec a,b,c,d € K,
ie.
(10.2.5) z=a®+c*+2b*+2d> et ab+cd=0.
Soit M = K[T] /(T2 — z) comme ci-dessus. D’apres (10.2.2), z n’est pas un
carré dans K; on a donc M ~ K(,/z). Notons x — x' I’involution canonique de

K(4/z). Par construction, on a L = Indg K(y/z). Cela permet d’écrire L sous la
forme

L =K(/7) x K/2) x K(/2) x K(/2),
I’action du générateur s de G étant donnée par
(X1, X2, %3, X4) = (X2,X3,%4,X7);

ainsi, € = s* agit par (x1,x2,x3,%x4) — (X}, 25,25, %}).
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Soit e 1’élément de L défini par:
e=(1,0,0,0) + (v2)"'(a,b +d,c,d — b).

Onae?=(1,0,0, O)+2(\/E)_1(a, 0,0,0)+z"1(a?, b* +2bd + d?, 2, b* — 2bd + d?),

d’ol

Tryjx(€®) = Tryx(1+2a(yv/2)"! +27'(a® + b +2bd + d* + * + b* — 2bd + d*))
= 2(1 +z71a? + ¢* + 2b* + 2d%)) = 4, d’aprs (10.2.5).

De méme:

Try /k(e.s(e)) = Try /K(z_l(a(b +d)+ (b+d)c+c(d—b)+(d— b)— a)))
= 2z Yab +ad + bc + c¢d + cd — bc — ad + ab)
= 4z Y(ab + cd) = 0, d’apres (10.2.5).

Des calculs analogues montrent que 1’on a aussi
TrL/K(e.si(e)) =0pouri=2,...,7.

Il résulte de ces formules que e/2 est un vecteur basique de L, ce qui achéve la
démonstration.

Remarque. On peut montrer que la condition (10.2.3) est nécessaire et suffi-
sante pour que L ait une base normale autoduale.

11. Torsion des tenseurs quadratiques.

11.1. Tenseurs. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit V*
son dual. Si a et b sont des entiers > 0, on note T{(V) le produit tensoriel de
(®%V) et de (®° V*), cf. [6], p. IIL63.

Un élément ¢ de T (V) est appelé un tenseur de type (a,b). On dit que ¢ est
quadratique si a+b =2, i.e. si:

a=2,b=0:t¢estun élément de ®V;
1,b=1:testunélémentde VQV*=EndV;

0, b =2 :t est une forme bilinéaire sur V.

11.2, Torsion. Soit ¢ = (¢;);c; une famille de tenseurs sur V de types (a;, b;),
et soit G un groupe fini opérant linéairement sur V, et fixant chacun des ¢;. Soit
L une G-algebre galoisienne sur K, correspondant a ¢ : Gk — G. On peut
tordre (V,t) au moyen de ¢r, cf. [19], chap. III, §1. On obtient ainsi un autre
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couple (V',¢), que ’on notera (V,#).. Rappelons ([19], loc. cit.) que (V',¢') est
caraciérisé, a isomorphisme pres, par la propriété suivante:

(11.2.1) Il existe un Ks-isomorphisme 4 : (V,#) x, — (V',t') jk,
tel que i = 1) o ¢r.(s)y pour tout s € Gg.

(Dans cette formule, S désigne le conjugué de 1 par s, et ¢r(s), est ’auto-
morphisme de V défini par I’élément ¢, (s) de G.)

Nous allons voir que, lorsque les #; sont quadratiques, la torsion par L ne
dépend que de la G-forme quadratique (L, qL), et pas de la structure d’algebre de
L. De fagon plus précise:

THEOREME 11.2.2. Supposons que tous les t; soient quadratiques. Soient L et L’
deux G-algébres galoisiennes sur K telles que les G-formes quadratiques (L, qr) et
(L', qrr) soient isomorphes. Alors (V, 1) est isomorphe a (V,t)p:.

Le cas particulier ot L’ est décomposé donne:
COROLLAIRE 11.2.3. Si L a une base normale autoduale, on a (V,t);, ~ (V,1).

(Autrement dit, la torsion par L n’a aucun effet sur les tenseurs quadratiques.)

Démonstration du th. 11.2.2. Soit A = A(V,t) le groupe algébrique des auto-
morphismes de (V,f). C’est un sous-groupe fermé du groupe linéaire GLy. Par
hypothese, on a un homomorphisme de groupes

G — AK) — Aut(V),

d’ou, par linéarité, un homomorphisme d’algebres K[G] — End(V). Par restric-
tion aux éléments unitaires, cela donne un morphisme de groupes algébriques
€:Ug — GLy.

LemMe 11.2.4. L’'image de € est contenue dans le sous-groupe A = A(V, t) de GLy.

Montrons que e(Ug(K)) est contenu dans A(K); ce résultat (appliqué aux
extensions de K) suffira 2 démontrer 11.2.4.

Soit u = Y ugg, avec u, € K, un élément de Ug(K). Il nous faut prouver que
u(t;) = t; pour tout i € /. Distinguons trois cas suivant le type de ¢;:

(1) t; estde type (1,1), i.e. ¢; s’identifie & un endomorphisme de V. L’hypothése
que ¢; est fixé par G signifie que t;gy = gyt; pour tout g € G. Il en résulte par
linéarité que u commute 2 ¢;, c’est-a-dire que u fixe ¢;.

(2) ¢; est de type (0,2), i.e. t; s’identifie a une forme bilinéaire V xV — K. Par
hypothese, on a #;(gx, gz) = ti(x,z) si g € G et x,z € V. Comme u* = Zugg‘l,
on en déduit #;(ux,z) = t;(x,u*z) et en appliquant ceci a z = uy, avec y € V, on
trouve

ti(ux, uy) = ti(x,u*uy) = t;(x,y)  (x,y €V),
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ce qui montre bien que u fixe ¢;. (Une autre fagon de procéder consiste a utiliser la
construction donnée dans [3], n°1.1, et & en déduire que A est le groupe unitaire
d’une algebre a involution associée a (V,1).)

(3) t; est de type (2,0). La vérification est analogue a celle du cas (2): on
trouve que (1 ® u)(t;) = (uu*  1)(&;) = t;.

Revenons maintenant a4 la démonstration du th. 11.2.2. Soient ¢ = ¢, et
¢' = ¢ des homomorphismes de Gx dans G définissant respectivement L et
L'. Le couple (V,7), se déduit de (V,?) par torsion au moyen de la classe de

cohomologie c¢(L) € H'(K,A) définie par le cocycle Gk LA G — AK), cf.
[19], loc. cit. De méme, (V,t);, se déduit de (V,¢) par torsion au moyen de
c(L") € H'(K,A). Vu le lemme ci-dessus, c(L) et c(L") sont les images des classes
u(L) et u(L") de H'(K,Ug) (cf. n°1.5) par ’application H'(K,Ug) — H'(K,A).
L’hypothése (L,qr) ~ (L',qr/) équivaut a dire que u(L) = u(L’), cf. prop. 1.5.1.
On a donc ¢(L) = ¢(L'), et cela entraine que (V, ), est isomorphe a (V, £);, d’apres
ce qui a été dit plus haut.

Remarque. (1) Le th. 11.2.2 admet la réciproque suivante: si L et L' sont
telles que (V,t), = (V,t)p pour tout (V,t), avec t quadratique, alors les G-formes
quadratiques (L,qy) et (L', q;+) sont isomorphes.

Cela se voit en prenant pour V I’espace vectoriel K@ muni des tenseurs de
type (1,1) donnés par les multiplications & gauche par les éléments de G, et du
tenseur de type (0,2) donné par la forme quadratique unité (I’action de G sur V
se faisant par les multiplications & droite).

(2) Le th. 11.2.2 est spécial aux tenseurs quadratiques:

(a) Dans le cas des tenseurs linéaires (i.e. de type (1,0) ou (0, 1)), il résulte
du “th. 90” que (V,1). est isomorphe a (V,f) quel que soit L: il n’y a pas de
torsion.

(b) Au contraire, si I’on considére des tenseurs quadratiques et cubiques il
existe des choix de (V,?) tels que (V,f)p n’est isomorphe a (V,t)L que si L' est
isomorphe a L (comme G-algebre galoisienne).

Cela se voit en prenant V = K@ comme ci-dessus, muni des tenseurs de
type (1,1) donnés par les nfultiplications a gauche par les éléments de G, et du
tenseur de type (1,2) exprimant la loi de multiplication de 1’algébre K (©.

11.3. Description explicite de la torsion des tenseurs quadratiques. Con-
servons les notations et hypothéses ci-dessus. On vient de voir que, si les #; sont
quadratiques, (V,#); ne dépend que de la G-forme quadratique (L,qr). Il est
naturel de chercher une expression explicite de (V,t); mettant en évidence ce
fait. Nous allons donner une telle expression, en nous bornant pour simplifier au
cas ou tous les t; sont de type (0,2) i.e. sont des formes bilinéaires.

De facon plus générale, soit (P,q) un G-espace quadratique (cf. n°1.2), et
supposons que le K[G]-module P soit projectif (ce qui est le cas si K est de
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caractéristique 0, par exemple). Nous allons définir le “tordu” (Vp,tp) de (V,¢)
par (P, q):

Par définition, on a Vp = Homg(P,V). La i-me composante ¢;p de tp est
définie par:

(11.3.1) tip(fu.f2) =Tee(fiF2)  (fi.f2 €Ve),

ol Fp € Hom(P,V) est tel que f5 = deG gvFagy Uet fi; € Hom(V,P) est
I’adjoint de f; par rapport & g et ¢;, autrement dit est caractérisé par la formule

1(f1(0),y) = qx.fi(y))  pourx,y€V.

(Noter que F; existe du fait que P est K[G]-projectif.)

On vérifie que le membre de droite de (11.3.1) ne dépend pas du choix de
F3 (car on ne peut modifier F, qu’en lui ajoutant des combinaisons linéaires des
gvFgy ! _F, avec g € G et F € Hom(P,V)).

La construction ci-dessus s’applique en particulier a (P,q) = (L,qy).

THEOREME 11.3.2. Le couple (Vp,tp) obtenu par torsion de (V,t) au moyen de
(P,q) = (L,qr) est isomorphe a (V,t)L.

(On obtient bien ainsi une description de (V,¢); ne faisant intervenir que la
G-forme quadratique associée a L.)

Démonstration. (a) Supposons d’abord que L soit décomposée, et soit
e = (1,0,...,0) le vecteur basique de L associé au choix d’un élément x de
X(L), cf. n°1.4. Le vecteur e définit un isomorphisme

ee:Vp—>V

par f — f(e). Cet isomorphisme transforme t;p en t;. En effet, avec les notations
de (11.3.1), on peut prendre pour F, I’homomorphisme de P dans V qui applique
e sur fo(e) et ge sur 0 si g # 1; on en déduit que f7;F> applique e sur f7; fa(e) et
ge sur 0 pour g # 1; d’ou:

tip(f1.f2) = Tep(fiF2) = q(e.fi; f2(e)) = ti(fi(e), f2(e))
1i(0e(f1), 0e(f2))

Il en résulte que 0, est un isomorphisme de (Vp,tp) sur (V,1).
(b) Dans le cas général, on applique ce qui précéde au corps K. Le choix
d’un élément x de X(L) définit comme ci-dessus un isomorphisme

0e : (VP’ tP)/Ks - (V’t)/Ks'
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Si sx = x#(s) (cf. 1.3), on a s(e) = ¢(s) e, cf. démonstration du th. 1.5.3. On
en déduit:

’0e) = es(e) = ¢(s)1710e-

Si ’on pose ¥ = 6!, on a donc St = 9 o ¢(s)y pour tout s € G, et d’apres
(11.2.1) cela montre bien que (Vp,tp) est isomorphe a (V, ).
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