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TORSIONS QUADRATIQUES ET BASES NORMALES AUTODUALES 

By EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

Introduction. Soient K un corps de caracteristique $ 2 et L une extension 
finie separable de K. L'un des invariants les plus souvent etudies du couple (L, K) 
est la forme quadratique qL: L -- K, dite forme trace, definie par 

qL(X) = TrL/K(x2). 

Lorsque L/K est galoisienne de groupe de Galois G, cette forme est invariante 
par G. On obtient ainsi ce que l'on appelle une G-forme quadratique, cf. n? 1.2. 
C'est un invariant de L/K plus precis que la seule forme qL (il determine non 
seulement qL, mais aussi tous les qE pour K C E c L, cf. n?1.4). C'est a cet 
invariant que le present travail est consacre. 

Le cas le plus simple est celui oiu la G-forme quadratique (L, qL) est la forme 
unite. Cela signifie que L possede une "base normale autoduale" (au sens de [4]), 
autrement dit qu'il existe e E L ayant les deux proprietes suivantes: 

(i) Les ge (g E G) forment une base de L ("base normale"); 

(ii) On a TrL/K(ge.g'e) = 8g,g' si g, g' E G (la base (ge) est sa propre duale 
vis-a-vis de la forme qL). 

De telles bases existent lorsque G est d'ordre impair, cf. [4]. I1 n'en est plus 
de meme lorsque G est d'ordre pair. I1 semble que la question depende en grande 
partie des 2-sous-groupes de Sylow de G, et de leur "fusion." C'est en tout cas ce 
qui se passe lorsque ces groupes sont de type (2,.. ., 2), ou sont quatemioniens 
d'ordre 8, cf. ci-dessous; dans des cas simples, cela permet de donner des criteres 
cohomologiques assurant l'existence d'une base normale autoduale. 

Le texte est divise en onze ??, repartis en trois sections: 

Premiers exemples (??1,2,3). 
Groupes de Sylow elementaires et quaternioniens (??4,5,6,7,8,9). 
Complements (? ? 10,11). 

Leur contenu est le suivant: 
Le ? 1 contient un certain nombre de preliminaires, en particulier sur les G- 

algebres galoisiennes. I1 est en effet essentiel de ne pas se borner aux "extensions 
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2 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

galoisiennes" (qui sont des corps), mais d'accepter des G-algebres quelconques. 
Cela permet en particulier de remplacer K par une extension convenable de 
degre impair (ce qui ne change pas le probleme, d'apres [4]); cette technique 
nous servira souvent. Si L est une telle G-algebre, la G-forme quadratique (L, qL) 
est determinee a isomorphisme pres par un element de H1 (K, UG), ofU UG est le 
groupe unitaire de l'algebre K[G], cf. 1.5.1. 

Cette interpretation cohomologique est utilisee dans les ??2 et 3: 
Dans le ?2, on suppose que K est un corps de dimension cohomologique < 1; 

dans ce cas, la classe d'isomorphisme de (L, qL) depend seulement d'invariants 
appartenant a H1(K, Z/2Z), cf. 2.2.3. 

Dans le ?3, K est un corps de nombres algebriques. On montre que, si 
H1(G, Z/2Z) = H2(G, Z/2Z) = 0, alors une G-algebre galoisienne L a une base 
normale autoduale si et seulement si ses "Frobenius reels" sont triviaux. 

Les ??4 et 5 contiennent divers resultats auxiliaires, notamment sur les formes 
quadratiques, et sur les foncteurs "induction" et "restriction". Ces resultats sont 
utilises aux ??6,7,8, oiu l'on suppose qu'un 2-sous-groupe de Sylow S de G 
est abelien elementaire de rang r > 1. Le cas le plus simple est celui oiu le 
normalisateur de S opere transitivement sur S- {1 }, i.e. oiu G a une seule classe 
d'elements d'ordre 2. Si L est une G-algebre galoisienne, on lui associe alors une 
r-forme de Pfister, qui determine la G-forme quadratique (L, qL) a isomorphisme 
pres (cf. 6.6.1-on trouvera un enonce plus general dans 6.4.1). Ce resultat est 
particulierement utile lorsque le rang r de S est < 4, car il permet de caracteriser 
(L, qL) par un element du groupe de cohomologie Hr(K, Z/2Z), cf. 7.5.4. Ainsi, 
par exemple, si G est egal a SL2(F8), ou au groupe de Janko J1, l'existence d'une 
base normale autoduale e'quivaut a la nullite d' un certain element de H3(K, Z/2Z), 
a savoir l'image de l'unique element non nul de H3(G, Z/2Z). 

Le ?9 complete les precedents en traitant le cas oiu un 2-sous-groupe de 
Sylow de G est quatemionien d'ordre 8. Ici encore, on obtient un invariant dans 
H3(K, Z/2Z). 

Le ? 10 contient deux contre-exemples montrant que l'existence d'une base 
normale autoduale ne peut pas toujours se lire sur la cohomologie (mod 2). 

Enfin, le ? 11 explique le role de (L, qL) lorsqu'on utilise L pour tordre (au sens 
galoisien du terme) un espace vectoriel muni de tenseurs: si tous ces tenseurs sont 
quadratiques, le resultat de la torsion ne depend que de la G-forme quadratique 
(L, qL), cf. 11.2.2; en particulier, si L a une base normale autoduale, la torsion 
par L n'a aucun effet. 

L'un des auteurs (E.B-F.) a beneficie d'une subventior. du Fonds National 
Suisse de la Recherche Scientifique, et l'en remercie. 
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I. Premiers exemples 

1. Preliminaires. 

1.1. Notations et conventions. Cardinal. Si X est un ensemble fini, son 
cardinal est note IXI. 

Corps de base. On note K un corps commutatif de caracteristique $ 2, KS 
une cloture separable de K, et GK le groupe de Galois Gal(Ks/K). 

Cohomologie galoisienne. Si A est un groupe algebrique sur K, on note 
H1(K,A) l'ensemble pointe H1(GK,A(KS)), cf. [19], p. 11.3; c'est le "premier 
ensemble de cohomologie de GK dans A". Si A est commutatif, on pose de 
meme: 

Hn(K,A) = Hn(GK,A(Ks)) pour tout n > 0. 

Groupes et algebres de groupes. On note G un groupe fini, et K[G] l'algebre 
de G sur K; on munit K[G] de l'involution K-lineaire x F-+ x* telle que g* = g- 
pour tout g E G. 

Formes quadratiques. Toutes les formes quadratiques considerees sont sup- 
posees non degenerees. Si q est une telle forme, on note (x,y) F-+ q(x,y) le 
produit scalaire correspondant, i.e. l'unique forme bilineaire symetrique telle que 
q(x) = q(x, x); on a 

q(x, y) = 2(q(x + y) - q(x) - q(y)). 2 
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4 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

1.2. G-espaces quadratiques. Un G-espace quadratique (ou une G-forme 
quadratique) est un couple (V, q), oiu V est un K-espace vectoriel de dimension 
finie muni d'une action K-lineaire de G (a gauche), et q est une forme quadratique 
(non degeneree, cf. 1.1) sur V invariante par G. 

L'espace vectoriel V est un K[G]-module a gauche, et q definit sur V une 
K[G]-forme hermitienne non degeneree Hq: V x V -- K[G] par la formule 

Hq(X, y) = g -q(x, gy)g. 
gEG 

(Inversement, une telle forme hermitienne determine un G-espace quadratique.) 

Exemple. On appelle G-forme unite' la G-forme quadratique (K [G], q), oiu q est 
telle que q(g, h) = 8g,h (symbole de Kronecker) si g, h E G. La forme hermitienne 
correspondante est (x,y) -+ xy*. 

Une G-forme quadratique (V, q) est isomorphe a la G-forme unite si et seule- 

ment si V possede une base normale autoduale, autrement dit s'il existe e E V 

tel que: 

(a) les ge, g E G, forment une base de V; 

(b) on a q(e, e) = 1 et q(e, ge) = 0 si g 7 1 (d'oui q(ge, g'e) = 8g,g'). 

Dans la suite un tel element e sera appele un vecteur basique de V. 

Operations sur les G-formes quadratiques. 

Restriction. Si (V, q) est un G-espace quadratique et S un sous-groupe de G, 

le groupe S opere sur V en fixant q, et l'on obtient ainsi un S-espace quadratique 

note ResG(V, q), ou plus simplement ResG V. 

Induction. Soit S un sous-groupe de G, et soit (V, q) un S-espace quadratique. 

Soit W = K[G] ?K[S] V le K[G]-module induit de V. Si T est un systeme de 

representants de G/S, W est somme directe des tV, t E T. I1 existe sur W une 

forme quadratique qw et une seule qui ait les proprietes suivantes: 

(a) elle est invariante par G; 

(b) elle cofncide avec q sur V; 

(c) les sous-espaces tV et t'V sont orthogonaux pour q si t 7 t', t, t' E T. 

Le couple (W, qw) est un G-espace quadratique note Ind G(V, q). 

1.3. G-algebres galoisiennes. 

D4finition. Une G-algebre galoisienne est une K-algebre commutative L de di- 

mension n = IGI munie d'une action de G satisfaisant aux conditions equivalentes 

suivantes: 
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TORSIONS QUADRATIQUES 5 

(1) L est etale (i.e. produit d'extensions separables de K, cf. Bourbaki 
A V.28), de rang n, et l'action de G sur X(L) = Homalg(L,K,) est simplement 
transitive. 

(2) Apres extension des scalaires a KS, L devient isomorphe au produit de n 
copies de K, le groupe G permutant de fa,on transitive les facteurs. 

(3) L est I'algebre affine d'un G-torseur TL sur K (espace principal ho- 
mogene a droite sous G, vu comme groupe algebrique "constant" de dimension 0). 

(4) L est etale et la representation de G dans L est isomorphe a la represen- 
tation reguliere (i.e. L est un K[G]-module libre de rang 1). 

Remarques. (a) Dans (3), le G-torseur TL est Spec(L). L'ensemble de ses KS- 
points est X(L) = Homalg(L, Ks), cf. (1). Sur X(L), il y a une action de G a droite 
(provenant de celle de G sur L) qui en fait un G-ensemble principal homogene; 
il y a aussi une action de GK a gauche (provenant de celle de GK sur KS) qui 
commute a la precedente. Inversement, tout ensemble a n elements muni d'une 
action de G a droite simplement transitive, et d'une action (continue) de GK a 
gauche commutant a l'action de G, definit une G-algebre galoisienne et une seule. 

(b) Les G-algebres galoisiennes sont parfois appelees "algebres galoisiennes 
de groupe de Galois G". Nous n'utiliserons pas cette terminologie, qui pourrait 
laisser croire que l'on peut reconstituer G a partir de L, ce qui n'est pas le cas 
(sauf bien su'r si L est un corps, cf. ci-dessous). 

1.3.1. L'homomorphisme qL. Si L est comme ci-dessus, choisissons un 
element X E X(L). Si s E GK, on a sx = x.gs avec gs E G et l'application 
s - gs est un homomorphisme continu qL,x: GK -- G. La connaissance de qL,x 
determine le couple (L, X). 

Si l'on se donne q: GK -- G, il y a un couple (L, X) et un seul a isomorphisme 
unique pres qui lui correspond, a savoir celui tel que X(L) = G, X = 1, l'action 
de G a droite sur X(L) etant l'action evidente et I'action 'a gauche etant donnee 
par q. 

Ainsi, les G-algebres galoisiennes (a isomorphisme pres) correspondent bi- 
jectivement aux homomorphismes continus GK -- G (a conjugaison pres). 

Dans la suite, on se permettra souvent d'ecrire 4L pour /L,X. 
L'image L1 = X(L) de L par X est un sous-corps de KS qui ne depend pas du 

choix de X dans X(L). Ce corps est une extension galoisienne de K; le groupe 
de Galois de L1 sur K est qL(GK). L'algebre L est isomorphe au produit de m 
copies de Ll, oiu m est l'indice de OL(GK) dans G. En particulier: 

(a) 4L est surjectif si et seulement si L est un corps; ce corps est alors une 
extension galoisienne de K de groupe de Galois G (c'est le cas le plus interessant). 

(b) 4L = 1 si et seulement si L est isomorphe au produit de n copies 
de K permutees transitivement par G. On dit alors que L est decomposee (ou 
diagonalisable, cf. Bourbaki, loc. cit.). Une telle algebre sera notee K(G). 

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


6 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

1.3.2. Induction. Soient S un sous-groupe de G et M une S-algebre ga- 
loisienne. A isomorphisme pres, il existe un unique couple (L, 7r), oiu L est une 
G-algebre galoisienne et 7r un homomorphisme L -- M tel que 7r(sx) = s7r(x) 
pour tout x E L et tout s E S. (On peut prendre pour L l'algebre des fonctions 
f: G -> M telles que f(sg) = sf(g) pour tout s E S et tout g E G; l'action de 
G sur L est donnee par (g'f)(g) = f(gg') et la projection 7r par f H-+ f(l).) La 
G-algebre L est appelee l'induite de M; on la note IndG M. (Du point de vue des 
torseurs, cela correspond a l'operation usuelle d'induction.) Si OM: GK -- S est 
associe a S comme ci-dessus, on peut choisir pour qL: GK -- G le compose de 
qM et de l'injection S -- G. Comme algebre, L est isomorphe a un produit de 
(G: S) copies de M. 

Toute algebre galoisienne est induite d'une algebre galoisienne qui est un 
corps, le groupe S correspondant etant qL(GK). 

1.4. Forme trace. Soit E une K-algebre etale de dimension finie n. On note 
qE la forme trace de E, definie par qE(X) = TrE/K(X2) pour x E E, cf. e.g. [20], 
n? 1.4. C'est une forme quadratique de rang n. Si X(E) = Homalg(E, Ks), on a 

qE(X,Y) = TrE/K(xy) = E X(X)X(Y). 
XEX(E) 

Si L est une G-algebre galoisienne, qL est invariante par G, et le couple 
(L, qL) est une G-forme quadratique au sens du n?1.2. On dit que L a une base 
normale autoduale (cf. [4]) si (L, qL) est isomorphe a la G-forme unite, i.e. s'il 
existe e E L tel que: 

(a) les (ge), g E G, forment une base de L sur K; 

(b) on a qL(ge,g'e) = 8g,g' si g,g' E G. 

Un tel e sera appele un vecteur basique de L, cf. n? 1.2. 

Remarques. En fait, la propriete (b) entralne la propriete (a); il suffit meme 
que l'on ait qL(e, ge) = 81,g pour tout g E G. 

Exemple. La G-forme quadratique associee a une G algebre decomposee est 
isomorphe a la G-forme unite. Plus precisement, si L = K x ... x K, l'element 
e = (1, 0, . . , 0) est un vecteur basique. 

Forme trace d'une sous-algebre de points fixes. Soit S un sous-groupe de G, 
et soit E = Ls la sous-algebre de L fixee par S. Nous allons voir que la G-forme 
quadratique (L, qL) determine la forme trace qE a isomorphisme pres. De facon 
plus precise: 

PROPOSITION 1.4. 1. (a) Soit y E E. II existe y' E L tel que Y = ZsES sy'. 
(b) Pour un tel choix de y', on a qE(x, y) = qL(x, y') pour tout x E E. 
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TORSIONS QUADRATIQUES 7 

(Cet enonce montre bien que l'on peut reconstituer qE a partir de S et de la 
G-forme quadratique (L, qL).) 

L'assertion (a) resulte de ce que L est un K[S]-module libre; tout element 
invariant est une trace. 

Demontrons (b). Si l'on pose X = X(L), alors X(E) s'identifie a X/S. Choi- 
sissons un systeme de representants Ql de X/S dans X. On a: 

qE(X, Y) = TrE/K(Xy) = TrE/K(x : sy') = j w(x)( X sy') 
sES WEQ sES 

= S S w(X)w(Sy') = E E (ws)(x).(ws)(y') 
wEQ sES wEQ sES 

= x(X))X((Y) = TrL/K(xy') = qL(x,y ) E 
XEX 

Remarque. Lorsque L est un corps, toutes ses sous-algebres sont de la forme 
Ls (theorie de Galois) et la prop. 1.4.1 montre comment leurs formes trace peuvent 
se deduire de la G-forme (L, qL). 

PROPOSITION 1.4.2. Supposons que L ait une base normale aqtoduale, et soit S un 
sous-groupe de G comme ci-dessus. 

(i) La forme trace qE de l'algebre E = Ls est isomorphe a la forme unite' 

(1, .. 1). 

(ii) Si S est normal dans G, la G/S-algebre galoisienne E a une base normale 
autoduale. 

Soit e un vecteur basique de L, et soit T un systeme de representants de S\G, 
contenant 1. Pour tout t c T, posons 

et = 5 st(e). 
sES 

L'assertion (i) resulte du lemme plus precis suivant: 

LEMME 1.4.3. Lafamille (et)tET est une base autoduale de (E, qE), i.e. on a 

qE(et, et') = 8t,t' pour t, t' c T. 

En effet, d'apres la prop. 1.4.1, on a: 

qE(et, et') = qL(et, t'e) = 5 qL(ste, t'e) = 6stt' = 6t,t' 
sES sES 
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8 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

L'assertion (ii) resulte de: 

LEMME 1.4.4. (cf. [4], p. 369). Si S est normal dans G, 1'element el = Zss se est 
un vecteur basique de la G/S-algebre galoisienne E. 

Du fait que S est normal dans G, on a et = ZEs ts(e) = tel: l'element et est 
le transforme de el par l'element de G/S correspondant 'a t. D'apres 1.4.3, on a 
qE(et, et') = 8t,t,; cela montre que el est un vecteur basique de E. 

Remarque. Plus generalement, soient L et L' deux G-algebres galoisiennes 
telles que les G-formes quadratiques (L, qL) et (L', qL1) soient isomorphes. Soit 
S un sous-groupe normal de G, et soient E = Ls, E' = L's. Alors les G/S- 
formes quadratiques (E, qE) et (E', qE1) sont isomorphes. Cela se voit, soit par un 
raisonnement analogue 'a celui fait ci-dessus, soit en utilisant les resultats du ?11 
sur la torsion des tenseurs quadratiques. 

1.4.5. Induction. L'operation d'induction commute avec le foncteur L I * 

(L, qL): si S est un sous-groupe de G, si M est une S-algebre galoisienne, et si 
L = IndsM (cf. 1.3.2), la G-forme (L, qL) est isomorphe 'a l'induite Inds (M, qm), 
cf. n?1.2. 

1.5. Le groupe unitaire UG. On note UG le groupe unitaire de l'algebre 'a 
involution K[G], cf. nl.l. C'est un groupe algebrique lineaire sur K. Si K' est 
une K-algebre commutative, le groupe UG(K') des K'-points de UG est egal au 
groupe multiplicatif des elements x de K'[G] tels que xx* = 1. Du fait que K est 
de caracteristique # 2, ce groupe est lisse; il est reductif si K est de caracteristique 
0, ou si la caracteristique de K ne divise pas IGI. On peut considerer UG comme 
le schema des automorphismes de la forme hermitienne unite, et donc aussi de la 
G-forme quadratique unite, cf. n?1.2. 

Soit H'(K, UG) le premier ensemble de cohomologie de GK dans UG, i.e., 
H1(GK, UG(Ks)), cf. n?1.1. D'apres [19], chap. III, ?1, les elements de cet en- 
semble correspondent aux classes d'isomorphisme des G-formes quadratiques qui 
deviennent isomorphes a la forme unite' apres extension des scalaires a Ks (ou 'a 
une cloture algebrique de K, cela revient au meme du fait que UG est lisse). 

(On peut montrer que de telles formes (V, q) sont caracterisees par le fait que 
la representation de G dans V est isomorphe a la representation reguliere. Nous 
n'utiliserons pas ce resultat.) 

Soit maintenant L une G-algebre galoisienne. D'apres ce qui precede, la 
classe de la G-forme quadratique (L, qL) s'identifie 'a un element de H1 (K, UG). 
Cet element sera note u(L). On a par construction: 

PROPOSITION 1.5.1. Soient L et L' deux G-algebres galoisiennes. Les G-formes as- 
socie'es (L, qL) et (L', qLi) sont isomorphes si et seulement si u(L) = u(L') dans 
H1(K, UG). 
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TORSIONS QUADRATIQUES 9 

COROLLAIRE 1.5.2. Pour que L ait une base normale autoduale ilfaut et il suffit 
que u(L) = 0. 

Nous allons voir comment on peut determiner u(L). Choisissons un homo- 
morphisme PL: GK -- G definissant L. Identifions G 'a un sous-groupe de UG(K) 
par g F-+ g (ce qui est licite puisque gg* = 1). SoitfL: GK -+ UG(K5) le compose 
de PL par ce plongement de G dans UG(KS). On peut considererfL comme un 
1-cocycle de GK a valeurs dans UG(KS). I1 definit donc une classe de cohomologie 
(fL) dans H1(GK, UG(KS)) = H1(K, UG). 

THEOREME 1.5.3. On a u(L) = (fL). 

Soit (V, q) une G-forme quadratique qui est K,-isomorphe a la G-forme unite. 
Choisissons un vecteur basique e E KS OK V. Alors pour tout s E GK, s(e) = use 
avec us E KS[G]. On verifie facilement que: 

(a) us appartient a UG(KS) pour tout s E G; 

(b) l'application s -+ us-1 est un 1-cocycle dont la classe dans H1(K, UG) 
est celle de (V, q). 

On applique ceci a la G-forme (L, qL) de la fa,on suivante: soit X un element 
de X(L) et soit q = qL,X l'homomorphisme de GK dans G correspondant. I1 
existe un unique idempotent e de KS OK L tel que X(e) = 1 et X'(e) = 0 si 
X' X. Cet element est un vecteur basique pour KS OK L. En utilisant la formule 
sX = Xc(s), cf. n?1.3, on constate que s(e) = I(s)-le pour tout s E GK. Le 
cocycle correspondant est donc s F-+ 0(s), ce qui demontre le theoreme. 

Variante. Le calcul ci-dessus peut s'interpreter de la fa,on suivante: La G- 
algebre galoisienne decomposee K(G) = K x ... x K a pour groupe d'automor- 
phismes le groupe G lui-meme, vu comme groupe algebrique de dimension 0. 
L'homomorphisme qL: GK -- G permet de tordre K(G), et l'algebre obtenue est 
L. Cette torsion transforme la G-forme quadratique de K(G) en celle de L, ce qui 
equivaut a 1.5.3. 

1.6. Exemple-le cas de A4. Dans ce n?, G est le groupe alterne A4. On 
suppose, pour simplifier, qtie le corps K est de caracteristique 7 3 et contient les 
racines cubiques de l'unite. 

L'algebre K[G] se decompose alors en 

K[G] = K x K x K x M3(K), 

les diff6rents facteurs correspondant aux representations irreductibles de G: la 
representation unite, les deux representations de degre 1 a image d'ordre 3 et 
la representation irreductible de degre 3. Dans cette decomposition, l'involution 
permute le second et le troisieme facteur, et est de type orthogonal dans les deux 
autres. On en deduit 

UG = O1 x Gm x 03, 
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10 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

oui O = {?1} est le groupe orthogonal a une variable, Gm est le groupe multi- 
plicatif, et 03 est le groupe orthogonal de la forme unite a 3 variables (1, 1, 1). 
(De fa,on plus precise, 03 est le groupe orthogonal de la forme Xj +... + 
sur l'hyperplan X1 + + X4 = 0, le groupe G = A4 agissant par permutation des 
coordonnees.) 

Soit maintenant L une G-algebre galoisienne sur K, et soit u(L) E H1 (K, UG) 
l'invariant correspondant, cf. n? 1.5. Vu la decomposition de UG donnee ci-dessus, 
u(L) s'identifie a un triplet (ui, U2, U3) de classes de cohomologie, avec u1 E 
H1(K, 0), U2 C H1(K,Gm), U3 E H1(K,03). D'apres le th. 1.5.3, chacune de 
ces classes provient du cocycle donne par l'homomorphisme de GK dans le groupe 
correspondant, via qL et G. Comme l'image de G dans O1 est triviale, on a ul = 0. 
On a U2 = 0 puisque H1(K, Gm) = 0. Enfin, U3 s'identifie a la classe de la forme 
quadratique q3(L) obtenue par torsion ([19], loc. cit.) de la forme unite (1, 1, 1) 
grace a 74 GK- G et a l'action de G sur cette forme. D'oui: 

PROPOSITION 1.6.1. Pour que L ait une base normale autoduale, il faut et il suffit 
que la forme quadratique q3(L) soit isomorphe a la forme unite' (1, 1, 1). 

On peut expliciter q3(L) de la maniere suivante: soit E la sous-algebre de L 
fixee par le sous-groupe A3 de A4. C'est une algebre etale de rang 4. Sa forme 
trace qE est isomorphe a la somme directe de q3(L) et de la forme unite (1). Le 
critere 1.6.1 peut donc se reformuler en disant que L a une base normale autoduale 
si et seulement si qE est isomorphe a la forme unite (1, 1, 1, 1) (la necessite' de 
cette condition resulte aussi de la prop. 1.4.2). 

Remarques. 1) La proposition ci-dessus est en fait valable meme si K est de 
caracteristique 3, ou si K ne contient pas les racines cubiques de l'unite. Cela se 
voit par un argument analogue, et cela sera demontre par une voie differente au 
n?8.1. 

2) On peut appliquer ce genre de methode a d'autres groupes (par exemple A 5, 
ou A6), les classes de cohomologie obtenues s'interpretant en termes de formes 
quadratiques ou hermitiennes. I1 est alors necessaire de determiner les relations 
qu'ont entre elles ces diverses formes, ce qui n'est pas toujours facile. Aussi 
suivrons-nous une methode diff6rente dans la partie II. 

2. Reduction aux 2-groupes et criteres en dimension 1. 

2.1. Reduction aux 2-groupes. Soit S un 2-sous-groupe de Sylow de G. 

PROPOSITION 2.1.1. Soit L une G-algebre galoisienne. II existe une extension de 
degre impair K' de K, et une S-algebre galoisienne M sur K', telles que K' OK L 
soit isomorphe (comme G-algebre galoisienne sur K') a l'algebre induite Inds M, 
cf. n?1.3.2. 

Soit qL: GK -- G un homomorphisme definissant L, cf. n?1.3.1. Quitte 
a remplacer qL par un conjugue, on peut supposer que qL(GK) n S est un 2- 
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sous-groupe de Sylow de qL(GK). L'image reciproque de ce sous-groupe par 
cL est d'indice impair dans GK; soit K' 1'extension de K correspondante. Par 
construction, [K': K] est impair, et OL(GKI) est contenu dans S. La restriction de 

&L a GK' definit (cf. 1.3.1) une S-algebre galoisienne M sur K', et il est clair que 
Inds M est isomorphe a K' OK M. 

Remarque. Nous utiliserons fr6quemment la prop. 2.1.1 par la suite. On notera 
que, pour l'enoncer, il est necessaire de disposer de la notion generale de G- 
algebre galoisienne: si l'on voulait se limiter aux extensions galoisiennes (i.e. au 
cas oui L est un corps), on ne pourrait utiliser, ni l'induction, ni l'extension des 
scalaires. 

D'autre part, d'apres [4], th. 4.1, on a le resultat suivant (qui signifie que les 
extensions de degre impair "n'ont pas d'importance"): 

THEOREME 2.1.2. Soit K' une extension de degre impair de K. Si deux G-formes 
quadratiques sur K deviennent isomorphes apres extension du corps de base a K', 
elles sont isomorphes sur K. 

En particulier: 

COROLLAIRE 2.1.3. Si une G-algebre galoisienne acquiert une base normale auto- 
duale apres extension de degre impair de K, elle en a une sur K. 

Dans la suite, nous donnerons des criteres permettant de comparer les G- 
formes quadratiques associees a deux G-algebres galoisiennes. Grace a 2.1.1 et 
2.1.2 nous pourrons souvent nous ramener au cas oiu ces algebres sont induites 
de S-algebres galoisiennes. 

2.2. Criteres en dimension 1. Images re'ciproques de classes de cohomolo- 
gie. Soit L une G-algebre galoisienne, et soit qL: GK -- G l'homomorphisme 
correspondant (defini a conjugaison pres, cf. n?1.3.1). Soit n un entier > 0. 
Si x est un element du groupe de cohomologie H'(G,Z/2Z), son image par 
l'homomorphisme 

OL : H'(G, Z/2Z) -- H'(GK, Z/2Z) = H'(K, Z/2Z) (cf. n? 1.1) 

sera notee xL. Cette image ne depend pas du choix de 4L dans sa classe de 
conjugaison, cf. e.g. [18], chap. VII, prop. 3. 

Une condition necessaire. 

PROPOSITION 2.2.1. SoientL etL' deux G-algebres galoisiennes, et soitx un element 
de H1 (G, Z/2Z) = Hom(G, Z/2Z). Si les G-formes quadratiques (L, qL) et (L', qp) 
sont isomorphes, alors xL = xL' dans H1 (K, Z/2Z). 

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


12 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

On peut supposer x 7 0. Soit H le noyau de x, vu comme homomorphisme de 
G dans Z/2Z. On a (G: H) = 2. Soient d'autre part qL et qLI les homomorphismes 
de GK dans G definissant L et L'. On a par definition 

XL =XOL et XLj =XO/jLj. 

Soient E = LH et E' = LIH les sous-algebres de L et L' fixees par H. Ce sont 
des algebres quadratiques sur K, associees respectivement a XL et XL'. D'apres 
la prop. 1.4.1, les formes traces de E et E' sont isomorphes. Or la forme trace 
d'une algebre quadratique determine cette algebre 'a isomorphisme pres (si son 
discriminant est d, I'algebre est isomorphe a K[X]/(X2 -d)). On en conclut que 
E et E' sont isomorphes, d'oiu le fait que XL = XL'. 

COROLLAIRE 2.2.2. Si une G-algebre galoisienne L a une base normale autoduale, 
on a XL= 0 pour tout x E H1 (G, Z/2Z) (autrement dit, qL(GK) est contenu dans 
tous les sous-groupes d'indice 2 de G). 

Cela resulte de la prop. 2.2.1, appliquee a L et a une G-algebre decomposee. 
(On pourrait aussi utiliser la prop. 1.4.2.) 

Re'ciproque. La prop. 2.2.1 admet la reciproque suivante: 

THE-OREME 2.2.3. Supposons que la 2-dimension cohomologique cd2(GK) du 
groupe profini GK soit < 1 (cf. [19], 1.17). Soient L et L' deux G-algebres ga- 
loisiennes. Les proprie'tes suivantes sont equivalentes: 

(a) On a XL = XLp pour tout x E H1(G, Z/2Z). 

(b) Les G-formes quadratiques (L, qL) et (L', qjj) sont isomorphes. 

Le fait que (a) =X (b) sera demontre au n?2.4. L'implication (b) =X (a) resulte 
de la prop. 2.2.1. 

Remarques. 1) Soit H le sous-groupe de G engendre par les carres, autrement 
dit l'intersection des noyaux des homomorphismes de G dans Z/2Z. La propriete 
(a) du th. 2.2.3 equivaut a: 

(a') Les G/H-algebres galoisiennes LH et L'H sont isomorphes. 
2) L'hypothese cd2(GK) < 1 est satisfaite si K est un corps fini, ou une 

extension de degre de transcendance 1 d'un corps algebriquement clos, cf. [19], 
Chap. II, ?3. 

Applications. Dans le cas oju L' est decompose'e, le th. 2.2.3 donne: 

PROPOSITION 2.2.4. Soit L une G-algebre galoisienne. Si cd2(GK) < 1 les deux 
proprietes suivantes sont equivalentes: 

(a) On axL = 0 pour toutx E H1(G,Z/2Z). 

(b) L a une base normale autoduale. 
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Lorsque L est un corps, qL: GK -* G est surjectif, et l'homomorphisme 

OL: H1(G, Z/2Z) -* H1(K, Z/2Z) 

est injectif. On en deduit: 

PROPOSITION 2.2.5. Soit L une extension galoisienne de K de groupe de Galois G. 
Supposons que cd2(GK) soit < 1. Pour que L ait une base normale autoduale ilfaut 
et il suffit que H1(G, Z/2Z) = 0, i.e. que G n'ait pas de sous-groupe d'indice 2. 

2.3. Resultats auxiliaires. 

PROPOSITION 2.3.1. II existe une extension algebrique K' de K ayant les proprietes 
suivantes: 

(1) K' est reunion filtrante d'extensions de degres impairs de K; 

(2) K' est un corps parfait; 

(3) GK' est un pro-2-groupe. 

Soit S2(GK) un 2-sous-groupe de Sylow de GK, cf. [19], I-4, et soit K2 le 
sous-corps de Ks fixe par S2(GK). Le corps K2 satisfait 'a (1) et (3). Sa cloture 
radicielle K' satisfait 'a (1), (2) et (3). 

Remarques. 1) En fait, K' est determine a isomorphisme pres par les condi- 
tions (1), (2) et (3). 

2) Comme GK' est isomorphe 'a S2(GK), la dimension cohomologique de GK' 

est egale 'a cd2(GK). Si cd2(GK) < 1, le corps K' est de dimension < 1 au sens 
de [19], II-8. 

PROPOSITION 2.3.2. Soit A une algebre a involution sur K de dimension finie et soit 
U le groupe unitaire correspondant. Soit U0 la composante neutre de U. Alors: 

(i) U/U? est un 2-gro,upe abelien elementaire. 

(ii) Si cd2(GK) < 1, l'application H1(K, U) -* H1(K, U/U?) est injective. 

Demonstration de (i). L'enonce etant geometrique, on peut supposer K alge- 
briquement clos. Soit r le radical de A, soit B = A/r, et soit U(B) le groupe unitaire 
de B. On verifie (cf. par exemple [3],[4]) que U(B) est isomorphe au quotient 
de U par un sous-groupe unipotent connexe. En particulier, l'homomorphisme 
U/UO -* U(B)/U(B)? est un isomorphisme. Cela permet de remplacer A par B, 
i.e. de supposer que A est semi-simple. Le groupe U se decompose alors en produit 
de groupes isomorphes 'a un groupe lineaire GL,, 'a un groupe symplectique Sp2w, 
ou a un groupe orthogonal O,. Ces groupes sont connexes, a l'exception de O?: 

la composante neutre de O, est SO,, et O,/SO, est cyclique d'ordre 2. D'oiu (i). 
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De'monstration de (ii). Choisissons une extension K' de K ayant les proprietes 
(1), (2) et (3) de la prop. 2.3.1. D'apres la remarque 2) ci-dessus, K' est de 
dimension < 1. Consid6rons le diagramme commutatif 

f 
H'(K, U) h> H(K', U) 

0)fo 
H1(K, U/U?) Hl(K',-UIU), 

ou les fleches f fo, g, g' sont definies de facon evidente. 

LEMME 2.3.3. L'applicationf: H1(K, U) -* H1(K', U) est injective. 

Cela resulte du th. 2.1 de [4], qui est applicable du fait que K' est reunion 
filtrante d'extensions de degres impairs de K. 

LEMME 2.3.4. L'application g' H1(K', U) -> H1(K', U/U?) est injective. 

Soit / C H1(K', U), et soit b un 1-cocycle representant /. Soit Xg = 

g'-1(g'(/)) la fibre de g' contenant /. D'apres la suite exacte de cohomolo- 
gie (non abelienne), Xg est quotient de H1 (K', bU0), ou bU0 est le groupe deduit 
de U? par torsion au moyen de b ([19], chap. I, cor. 2 "a la prop. 39). Or bU0 est 
un groupe lineare connexe. Comme K' est un corps parfait de dimension < 1, on 
a H1(K', bU0) = 0 d'apres un theoreme de Steinberg ([23], th. 1.9). L'ensemble 

Xo est donc reduit a un seul element; d'oiu l'injectivite de g'. 

D'apres les lemmes ci-dessus, g' of = fo o g est injectif. I1 en est donc de 
meme de g, ce qui demontre (ii). 

De'monstration du theoreme 2.2.3. L'hypothese (a) equivaut "a dire que, pour 
tout homomorphisme E de G dans un 2-groupe abelien elementaire, on a ? ?oq = 

6 0 qL5. Appliquons ceci a l'homomorphisme 

0 >-* UG(K) -* (UG/U&)(K), 

ce qui est licite vu la prop. 2.3.2 (i). On a donc 6 0 OL = E 0 4LI. Ceci entraine 
que les classes de cohomologie u(L) et u(L') de H1 (K, UG) ont meme image dans 
H1(K, UG/UI). D'apres la prop. 2.3.2 (ii), ces classes sont donc egales, et les 
G-formes quadratiques (L, qL) et (L', qLj) sont isomorphes, cf. prop. 1.5.1. 

3. Criteres en dimension 2 (corps de nombres). 

3.1. Le cas du corps R. Comme GR = Gal(C/R) {+ 1}, une G-algebre 
galoisienne L sur R correspond "a un element a(L) de G, defini "a conjugaison 
pres, tel que a(L)2 = 1. Deux G-algebres galoisiennes sur R sont isomorphes si 
et seulement si les classes de conjugaison correspondantes sont les memes. 

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


TORSIONS QUADRATIQUES 15 

PROPOSITION 3.1.1. Soient L1 et L2 deux G-algebres galoisiennes sur R. Les G- 
formes quadratiques associe'es a L1 et L2 sont isomorphes si et seulement si L1 et 
L2 sont isomorphes. 

La suffisance est triviale. 
Supposons que les G-formes quadratiques associees 'a Ll et 'a L2 soient iso- 

morphes. Soient al = a(Ll), a2 = cr(L2). 

Soit H un sous-groupe de G. L'algebre etale L H se decompose en produit de 
corps R et C. Les facteurs R correspondent aux points de G/H fixes par a 1, les 
facteurs C aux orbites de a1 dans le complementaire. I1 en resulte que la forme 
trace de Li est hyperbolique si et seulement si H ne contient aucun conjugue 
de a1. De meme, la forme trace de Lf est hyperbolique si et seulement si H ne 
contient aucun conjugue de a2. 

Prenons H = {1}. On voit que la forme quadratique de Li est hyperbolique 
si et seulement si ai $ 1. Donc al = 1 si et seulement si a2 = 1. 

Supposons maintenant a1 $ 1, et prenons H = { 1, al}. Alors la forme trace 
de L{j n'est pas hyperbolique. D'apres 1.2.4, les formes trace de L{f et de Lf sont 
isomorphes. Donc la forme trace de LH n'est pas hyperbolique non plus, ce qui 
entraine que H contient un conjugue de u2. On en deduit que c72 est, soit conjugue 
a ul, soit egal 'a 1. Mais nous avons dej"a vu que Si U2 = 1, alors a, = 1. Nous 
avonc donc montre que ul et a2 sont conjugues. Donc les G-algebres galoisiennes 
L1 et L2 sont isomorphes. 

COROLLAIRE 3.1.2. Une G-algebre galoisienne L sur R a une base normale auto- 
duale si et seulement si elle est d&omposee. 

Cela resulte de la prop. 3.1.1, appliquee a L et a une G-algebre galoisienne 
decomposee. 

3.2. Le cas des corps de nombres; enonce du theoreme. Supposons que 
K soit une extension finie de Q. Soit L une G-algebre galoisienne sur K. Pour 
toute place reelle v de K, on obtient une G-algebre galoisienne reelle L v. Comme 
dans 3.1, on lui associe un element ov = c(Lv) de G, defini a conjugaison pres, 
tel que a2 = 1. 

THEOREME 3.2.1. Supposons que H'(G, Z/2Z) = H2(G, Z/2Z) = 0. Alors les pro- 
prie'tes suivantes sont equivalentes: 

(1) L a une base normale autoduale. 

(2) av = 1 pour toute place reelle v de K 

Le fait que (1) entrafine (2) est vrai sans hypothese sur G d'apres 3.1.2. Que 
(2) entraine (1) sera demontre au n?3.4. 

COROLLAIRE 3.2.2. Supposons que H1(G, Z/2Z) = H2(G, Z/2Z) = 0. Alors toute 
G-algebre galoisienne sur un corps de nombres totalement imaginaire a une base 
normale autoduale. 
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Remarque. Les hypotheses de 3.2.1 signifient que le groupe derive de G est 
d'indice impair, et que le multiplicateur de Schur de G est d'ordre impair. Cette 
demiere hypothese est verifiee pour beaucoup de groupes simples, cf. [8]. 

Question. Le cor. 3.2.2 peut-il s'etendre a tous les corps dont la 2-dimension 
cohomologique est < 2? C'est le cas pour les corps de fonctions dune variable 
sur un corps fini. 

3.3. Un resultat auxiliaire. Rappelons que UG designe le groupe unitaire 
associe 'a l'algebre 'a involution K[G] (cf. 1.5) et que l'on considere G comme 
plonge dans UG(Q). Soit U0 la composante neutre de UG. On a vu que UG/UO 
est de type (2,...,2), cf. prop. 2.3.2. Comme H1(G,Z/2Z) = 0, l'image de G 
dans UG/UO est triviale, autrement dit G est contenu dans U?(Q). Soit U1 le 
groupe derive de UO. Alors U1 est un groupe algebrique semi-simple connexe. 
On note U1 le revetement universel de U1. Soit G' le groupe derive de G. Le 
groupe G' est contenu dans U1(Q). 

THEOREME 3.3.1. Le groupe G' se releve en un sous-groupe de U1(Q). 

Pour demontrer de theoreme, nous utiliserons le resultat suivant (cf. [5], 2.24, 
(ii)): 

PROPOSITION 3.3.2. Soit R un groupe algebrique reductif connexe defini sur un 
corps k de caracte'ristique 0. Soient R' le groupe derive' de R et R' le revetement 
universel de R'. Soit 7r la projection de R' sur R'. II existe alors un morphisme 
c: R x R - R' et un seul, tel que 

{ c(1, 1) = 1; 

7rC(x,Y) = xyx-1y-1 pour tout couple de points x,y de R. 

En particulier, si x, y G R(k), le commutateur xyx y est image d' un e'lement 
de R'(k), a savoir c(x, y). 

Revenons 'a la demonstration du theoreme 3.3.1. Du fait que G/G' est d'ordre 
impair, la suite spectrale des extensions de groupes degenere en un isomorphisme 

H' (G, Z/I2Z) Ho?(G/IG', H'(G', Z/I2Z)). 

Les hypotheses H1(G, Z/2Z) = H2(G, Z/2Z) = 0 se traduisent donc par: 

(3.3.3) Pour i = 1, 2 tout element de H1(G', Z/2Z) invariant par G/G' est 0. 

Comme G' est engendre par des commutateurs, la prop. 3.3.2 appliquee a 
R = U0 et R' = U1, montre que G' est contenu dans l'image de U1(Q). Soit E 

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


TORSIONS QUADRATIQUES 17 

l'image reciproque de G' dans U1(Q). On a une suite exacte 

(3.3.4) 1 - C(Q) E - G 1, 

ouj C(Q) est le groupe des points Q-rationnels du noyau C de U1 -+ Ul. Sur Q, 
le groupe U1 est un produit de groupes isomorphes a SL, (n > 2), Sp2n (n > 2), 
ou SO, (n > 3); il en resulte que C est de type (2,.. ., 2); d'oiu le meme resultat 
pour C(Q). 

Soit e E H2(G', C(Q)) la classe de cohomologie correspondant 'a l'extension 
(3.3.4). Faisons agir G sur G' par conjugaison et sur C(Q) par action triviale. On 
obtient ainsi une action de G sur H2(G', C(Q)). 

LEMME 3.3.5. La classe e est invariante par G. 

II faut prouver que, pour tout s G G, il existe un automorphisme de E qui 
est l'identite sur C(Q) et qui donne par passage au quotient l'automorphisme 
x F-4 SXS-1 de G'. Remarquons pour cela que l'on a des homomorphismes de 
groupes algebriques 

U0 -* Aut(Ul) -* Aut(U1). 

Ceci provient de ce que U1 est normal dans U?, et que tout automorphisme de U1 
se releve de facon unique 'a son revement universel. Comme G est contenu dans 
U?(Q), cela donne un homomorphisme G -* AutQ(U1). L'element s de G donne 
ainsi un automorphisme s de U1. Cet automorphisme laisse E stable, et donne 
par passage au quotient la conjugaison par s. I1 reste 'a montrer que s est l'identite 
sur C(Q). Or, l'image de l'homomorphisme U0 -* Aut(UC) agit trivialement sur 
C puisque U0 est connexe. 

Revenons 'a la demonstration du th. 3.3.1. 
Decomposons C(Q) en un produit de copies de Z/2Z. Ceci identifie la classe 

de cohomologie e 'a une famille d'elements de H2(G', Z/2Z). Ces elements sont 
invariants par l'action de G. Par 3.3.3, ils sont nuls. Donc e = 0, et E est isomorphe 
a C(Q) x G', ce qui donne un relevement de G' A U1(Q). 

3.4. Demonstration du theoreme 3.2.1. Les notations etant celles de 3.2.1, 
supposons que les a, soient egaux "a 1 pour toute place reelle v de K. II nous 
faut montrer que L a une base normale autoduale. D'apres le n?2.1, on peut 
supposer (quitte a faire une extension de degre impair) que L provient d'un 
homomorphisme qL: GK -* G dont l'image est un 2-groupe. Cette image est 
contenue dans le groupe derive G' de G, puisque (G 'G) est impair. D'apres 
3.3.1, le groupe G' se releve en un sous-groupe de U1 (Q), lequel est contenu dans 
U1(K). En composant GK -* G' et G' -* U1(K), on obtient un homomorphisme 

fL: GK -* U1(K), qui definit une classe de cohomologie iu(L) G H1(K, U1). Soit 
I l'ensemble des places reelles de K; pour tout v c 1, soit Kv = R le complete 
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18 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

de K en v. D'apres un theoreme de Kneser ([12], [13]), applicable parce que U1 
est semi-simple et simplement connexe, l'application canonique 

H'(K, 1) ) I HH1(Kv 0u 

vEy 

est injective. Or, pour tout v E ?, l'element ov de G' est egal a 1, et son image 
dans U1(K) est aussi egale 'a 1. Il en resulte que la composante d'indice v de 
iu(L) est 0. Ceci etant vrai pour tout v, on a iu(L) = 0. Mais l'image de iu(L) par 
l'application composee 

H1(K, U1) - H1(K, U1) -*H1(K, U?) -*H1(K, UG) 

n'est autre que la classe u(L) du n?1.5. On a donc u(L) = 0, d'oiu le theoreme, 
d'apres 1.5.2. 

3.5. Exemple: le cas du groupe alterne A,. On considere ici le cas oiu 
G est le groupe alteme' An, n > 4. On note A, = 2.A, l'unique extension non 
scindee de A, par un groupe d'ordre 2, cf. e.g. [20], n?1.5. 

Rappelons que K est un corps de nombres. Comme ci-dessus, soit ? l'ensem- 
ble des places reelles de K. Soit L une A,-algebre galoisienne sur K. Posons 
H = A,j, et soit E = LH. Alors E est une algebre etale de rang n et de discrim- 
inant un carre. (Inversement tout algebre etale de rang n et de discriminant un 
carre peut etre obtenu ainsi, essentiellement de deux manieres.) 

THEOREME 3.5.1. Les proprietes suivantes sont equivalentes: 

(1) L a une base normale autoduale. 

(2) La forme trace qE de l'algebre etale E est la forme unite (1,. ..,1) de 
rang n. 

(3) bL se releve en un homomorphisme continu bL GK -* A et l'on a av = 1 
pour tout v E ?. 

(4) bL se releve en un homomorphisme continu bL: GK -* A, tel que la 
A,-algebre galoisienne correspondante ait une base normale autoduale. 

On a (1) ?, (2), cf. prop. 1.4.1. Supposons (2); alors pour tout v E X, la 
forme quadratique qE est positive et cela entraine que a v = 1, cf. n?3. 1. D'autre 
part, l'invariant de Hasse-Witt de qE est 0; par [20], th. 1 et 3.1, cela entraine 
que /L se releve 'a A,. D'oiu (3). Si (3) est verifiee, choisissons un relevement 
qL: GK -* A, de qL et soient &,v les classes correspondantes. Les &v s'identifient 
a des elements Ev du groupe {+ 1 }, noyau de A, -* A,. En utilisant le theoreme 
d'approximation faible, on construit un caractere quadratique ?: GK -* {+ 1 } 
ayant pour signe EV en tout v. Si l'on remplace qL par E q$L, on obtient alors un 
relevement oiu les nouveaux &,v sont triviaux. Notons L la A,-algebre galoisienne 
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correspondant 'a ce nouveau relevement. D'apres un resultat classique de Schur, 
on a 

H1(An, Z/2Z) = H2(An, Z/2Z) = 0. 

On peut donc appliquer le th. 3.2.1 a L, et l'on en deduit que L a une base normale 
autoduale. D'oiu l'implication (3) ?, (4). Enfin (4) ?, (1) resulte de 1.4.2.(ii). 

II. Groupes de Sylow elementaires et quaternioniens. 

4. Resultats auxiliaires sur les formes quadratiques. 

4.1. Notations. On rappelle que toutes les formes quadratiques considerees 
sont supposees non degenerees. 

On note WK l'anneau de Witt de K, et GrWK l'anneau de Grothendieck-Witt 
de K, cf. [16], p. 33. On identifie GrWK au sous-anneau de WK X Z forme des 
couples (q, n) ayant meme image dans Z/2Z. On note GrW' le sous-ensemble 
de GrWK forme des classes de formes quadratiques sur K; un element de GrWK 
est dit effectif. 

4.2. Extensions de degre impair. Soit K'/K une extension finie de degre 
impair. Les applications naturelles WK -* WK' et GrWK -* GrWK' sont alors 
injectives ([16], 2.5.4, p. 47). De facon plus precise, il existe des retractions 
(transferts de Scharlau) WK' -* WK qui sont WK-lineaires ([16], 2.5.6 et 2.5.8). 
Le meme resultat est vrai pour l'anneau de Grothendieck-Witt. En effet, si s: 
WK' -* WK est un transfert de Scharlau, on en definit un sur GrWK/ C WK/ X Z 
par (q, n) F-4 (s(q), n). 

On utilisera les resultats suivants: 

4.2.1. Soient ql et q2 deux formes quadratiques sur K. Disons que ql 
contient q2 sur K s'il existe une forme quadratique q3 sur K telle que qi soit 
isomorphe a q2 ED q3. 

Alors si q1 contient q2 sur K', q1 contient q2 sur K ([16], 2.5.4). En particulier, 
si ql et q2 sont K'-isomorphes, elles sont K-isomorphes. 

4.2.2. Soit q C GrWK. Si q devient effectif sur K', alors q est effectif sur 
K. (Si l'on convient d'identifier GrWK a son image dans GrWK', ceci s'ecrit: 
GrwK n GrWK, = GrWK.) 

Cela resulte de 4.2.1, en ecrivant q = q 1 - q2, Oiu les qi sont des elements 
effectifs de GrWK. 
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4.3. Equations tensorielles. Soit (fiy), i,j C I, une matrice carree dont les 
elements sont des formes quadratiquesfi sur K. Pour tout i C I, soit ai une forme 
quadratique. 

On cherche des formes quadratiques (qi) telles que l'on ait: 

(*) fij ( qi aj pour tout j C I, 

le signe ED indiquant une somme directe orthogonale (ou une somme dans I'anneau 
GrWK, cela revient au meme). 

Si de tels fi existent, on dira que le systeme (*) est resoluble sur K. 
Nous ferons l'hypothese 

(H) det (rang(fi)) 1 (mod 2). 

THEOREME 4.3. 1. Supposons (H). Alors: 

(a) Si le systeme (*) a une solution, cette solution est unique. 

(b) Si (*) a une solution sur K', ou' K' est une extension de degre' impair de K, 
il a une solution sur K. 

De'monstration de (a). D'apres un theoreme de Pfister ([ 16], 2.6.5) un element 
de GrWK dont le rang est impair est non diviseur de zero. D'apres l'hypothese 
(H), c'est le cas pour l'element det (fij) de GrWK. En appliquant un resultat 
standard d'algebre lineaire ([6], A.III.91, prop. 3, ou A.III.102, prop. 14), on en 
deduit que le systeme (*) a au plus une solution dans GrWK, ce qui demontre (a). 

Demonstration de (b). Soit (qi) une solution de (*) dans K'. Choisissons une 
retraction GrWK-lin aire s GrWK' GrWK, cf. 4.2. Posons qi = s(q'). Alors 
(qi) est une solution de (*) dans GrWK. Vu (a), applique 'a K', on a qi = qi dans 
GrWK/, d'oiu qi C GrWK n GrW',. Par 4.2.2, ceci entraine qi C GrWK. Donc (qi) 
est une solution de (*) sur K. 

COROLLAIRE 4.3.2. Soit K' une extension de K de degre impair. Soit f une forme 
quadratique sur K de rang impair. Soit a une forme quadratique sur K. S'il existe 
une forme quadratique q sur K' telle que f 0 q ? a, il en existe une seule (a 
isomorphisme pres), et elle est definissable sur K. 

4.4. Formes de Pfister. Si a C K*, on note (a) la forme quadratique aX2 
de rang 1. Si a,,. .an C K*, on note (a. . ,an) la somme directe orthogonale 
des (ai). 

Soit r un entier > 0. Si a.... .ar C K*, on pose 

((al,n et *ar)) = (r,afr) d P r ea (l, ar) 

Une forme q de rang 2 r est appele'e une r-forme de Pfister s'il existe al,... ar C 
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Comme ci-dessus, soit K' une extension de degre impair de K. 

PROPOSITION 4.4.1. Soit q une forme quadratique sur K de rang 2r. Si q est une 
r-forme de Pfister sur K', c' est une r-forme de Pfister sur K. 

Si q est isotrope sur K, elle 1'est a fortiori sur K'. Or on sait qu'une forme 
de Pfister isotrope est hyperbolique ([16], 4.1.5). Mais 4.2.1 entralne que, si q est 
hyperbolique sur K', elle 1'est sur K. Or une forme hyperbolique de rang 2r est 
evidement une forme de Pfister. 

Reste le cas oiu q est anisotrope. Si n = 2r, soient X = (Xl,... ,Xn) et 
Y = (Yl,... , Yn) des indeterminees independantes. On sait ([16], 4.4.4) que q 
est une forme de Pfister si et seulement si q(X)q(Y) est represente par q sur le 
corps K(X, Y). Par hypothese, q(X)q(Y) est donc represente par q sur le corps 
K'(X, Y). Comme [K': K] est impair, il en resulte par 4.2.1 que q(X)q(Y) est 
represente par q sur K(X, Y), d'oiu la proposition. 

4.5. Divisibilite des formes de Pfister. Soient m, n des entiers > 0 et soit 
r = m + n. Soit ql une r-forme de Pfister et soit q2 une n-forme de Pfister. Nous 
dirons que ql est divisible par q2 s'il existe une m-forme de Pfister q3 telle que 
ql - q2 0 q3. Cela revient 'a dire que l'on peut choisir al,.. , an, bi, ... ,bm dans 
K* tels que 

ql ((ai, . . . an, big... ,bm)) et q2- ((ai,...,an)). 

PROPOSITION 4.5.1. Pour que qi soit divisible par q2, ilfaut et il suffit que ql con- 
tienne q2. 

La necessite est evidente, et la suffisance resulte du lemme 1.4 d'Arason [1]. 

PROPOSITION 4.5.2. Si ql est divisible par q2 sur K', ql est divisible par q2 sur K. 

Cela resulte de la prop. 4.5.1, combinee avec 4.2.1. 

5. G-formes quadratiques: induction et restriction. Le probleme dans 
ce ? est le suivant: si S est un 2-sous-groupe de Sylow de G, et si V et V' sont 
deux S-formes quadratiques, 'a quelle condition les G-formes induites correspon- 
dantes sont-elles isomorphes? On donne une reponse a cette question dans le cas 
particulier oju S est abelien elementaire. 

Le resultat demontre ici sera utilise de fa9on essentielle au ?6. 

5.1. Notations. On note S un 2-sous-groupe de Sylow de G. On suppose 
que S est abelien elementaire, i.e. produit de groupes d'ordre 2. On pose 

S' = Hom(S, {+1}). 

C'est le dual de S. 
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Rappelons (n? 1.2) qu'un G-espace quadratique est un espace vectoriel de 
dimension finie muni d'une action de G et d'une forme quadratique invariante 
par G. Les G-espaces quadratiques et les S-espaces quadratiques sont li's par les 
foncteurs suivants: 

ResG: "restriction de G 'a S"; ce foncteur transforme un G-espace quadratique 
en un S-espace quadratique (on conserve l'espace quadratique et l'on restreint 
l'action du groupe a S); 

IndG: "induction de S 'a G"; ce foncteur transforme un S-espace quadratique 
en un G-espace quadratique, cf. n? 1.2. 

5.2. Structure des S-espaces quadratiques. Soit (V, q) un S-espace quadra- 
tique. Pour tout x G S', notons Vx le sous-espace propre de V de type x, i.e. 
l'ensemble des v G V tels que sv = x(s)v pour tout s G S. Comme la carac- 
teristique du corps de base K est diff6rente de 2, V est somme directe des Vx et 
ceux-ci sont orthogonaux entre eux deux 'a deux. On peut donc ecrire 

V=GVx. 
xES' 

En fait, il est plus commode d'ecrire cette decomposition autrement: 
Introduisons la notation lx pour designer le S-espace quadratique K muni de 

la forme quadratique unite et de l'action de S via x (cet espace a donc une base 
formee d'un element ex sur lequel S opere par sex = x(s)ex et la forme quadratique 
de lx prend la valeur 1 en ex). 

On a alors: 

(1) v= Vx ix 
XES' 

cette decomposition etant compatible avec la structure de S-module quadratique 
(on convient que S opere trivialement sur Vx). 

Inversement, si l'on se donne pour tout x G S' un espace quadratique non 
degenere Vx, et si l'on forme la somme directe 

V = ( Vx (8 lx, 

xES' 

on obtient ainsi un S-espace quadratique (precisons que, dans Vx 0 lx, l'action de 
S est triviale sur Vx). La categorie des S-espaces quadratiques est ainsi equivalente 
a celle des familles (Vx) d'espaces quadratiques, indexees par x G S'. 

5.3. Enonce du theoreme principal. Soit N le normalisateur de S dans 
G. Le groupe N opere sur S par conjugaison (comme l'action de S est triviale, 
c'est en fait une action de N/S). II opere donc aussi sur le dual S' de S. Soit Q 
l'ensemble quotient S'/N. Un element w de Q est une orbite de N dans S'. 
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Si V est un S-espace quadratique, nous poserons 

(2) v 
xEw 

c'est un espace quadratique (on oublie I'action de S-ou plutot on la remplace 
par I'action triviale). 

THEOREME 5.3.1. Soient V1 et V2 deux S-espaces quadratiques. Les proprietes 
suivantes sont equivalentes: 

(a) Pour tout w E Q, les espaces quadratiques Vl et V2 sont isomorphes. 

(b) Les G-espaces quadratiques W1 = Ind G Vl et W2 = IndG V2 sont isomor- 
phes. 

(c) Les S-espaces quadratiques Res G W1 et ResG W2 sont isomorphes. 

L'implication (a) ?, (b) sera prouvee au n?5.4 ci-dessous. L'implication 
(b) ?, (c) est triviale. L'implication (c) =, (a) sera prouvee au n05.5. 

5.4. Demonstration de (a) =- (b). Soit V un S-espace quadratique. Ecri- 
vons-le sous la forme de 5.2.1: 

v = @ vx 1 x. 
xES' 

On a: 

(5.4.1) Inds V = @ Vx 0 Inds 1x. 
xES' 

Soit w une orbite de N dans S'. II est clair que, si x et y sont deux elements de 
w, les G-espaces quadratiques Ind G l et Ind G l sont isomorphes. Convenons de 
noter I(w) l'un quelconque de ces G-espaces. La somme directe (pour x E w) des 
Vx 0 Ind G lx est isomorph'e 'a Vw 0 I(w), ce qui permet de recrire 5.4.1 sous la 
forme: 

(5.4.2) Ind G V = 3 Vw 0 I(w). 
WEK2 

En appliquant ceci 'a V = V1 et V = V2, et en tenant compte de ce que V1 est 
isomorphe 'a V2 pour tout w, on obtient bien l'isomorphisme cherche de IndG VI 
avec IndG V2. 

Remarque. II n'est pas difficile d'expliciter le G-espace quadratique I(w). Soit 
x E w, et choisissons un systeme de representants T de G/S. Le G-espace I(w) a 
une base (et)tET jouissant des proprietes suivantes: 
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(i) c'est une base autoduale (i.e. chaque et est de carre 1 et des et distincts 
sont orthogonaux); 

(ii) Si g C G, et si gt est de la forme t's, avec s E S et t' C T, on a 
g.et = x(s)etl. 

En particulier, I(w) ne depend pas de K, en un sens evident. 

5.5. Demonstration de (c) ?, (a). Conservons les notations ci-dessus, et 
posons 

(5.5.1) A(V) = ResG Inds V. 

Vu 5.4.2, on a: 

(5.5.2) A(V) = 3 V, 0 ResG I(W). 
Q~~~~ 

Si y E S', comparons les y-composantes des deux membres de 5.5.2. Nous 
obtenons: 

(5.5.3) A(V)y = V, 0 (Res I(W))Y. 
Q~~~~ 

Soit w' une orbite de N dans S'. Choisissons y C w'. II est clair que les 
espaces quadratiques A(V)y et (Ress I(w))y ne dependent pas du choix de y, a 
isomorphisme pres. Convenons de les noter respectivement A(V)',, et F,,,,G,. On 
a alors: 

(5.5.4) A(V)wf = @ Vw 0 Fw,Wf pour tout w' E Q. 

Notons r(w, w') la dimension de 1'espace F,,,. 

LEMME 5.5.5. On a det (r(w, w')) _ 1 (mod 2). 

La demonstration sera donnee au n?5.6. 
Admettons ce lemme. Notons a(V),,,, v,, f,,,,', les elements de I'anneau de 

Grothendieck-Witt GrWK definis par les espaces quadratiques A(V)',,, V, et F,,.,,.. 
On a alors 

(5.5.6) vw .fw,w = a(V).' pour tout w' Q. 

Appliquons cette equation avec V = V1 et avec V = V2. Vu l'hypothese (c), 
on a a(V1)G,, = a(V2)"f pour tout w' C Q. On en conclut que 

c (vi- v) .f,y =0 dans GrWK pour tout w' Q 
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D'apres le lemme 5.5.5, le determinant de la matrice (fw,w') est un element de 
GrWK de rang impair. Cet element est donc non diviseur de zero (cf. [16], 2.6.5); 
le systeme d'equations lineaires ci-dessus a donc pour seule solution la solution 
0. On en deduit que 1 = - pour tout w C Q, ce qui demontre (a). 

5.6. Demonstration du lemme 5.5.5. Par definition, F,,,G,, est la y-com- 
posante du S-module quadratique Ress Inds lX, oiu x est un element de w. Or, 
la formule de decomposition de Mackey s'applique au foncteur Res G IndG. On 
obtient ainsi: 

(5.6.1) Res Inds 1x ? 0 Indsg lXg 
gES\G/S 

U Sg = S n g-'Sg, et ou Xg est le caractere de Sg defini par xg(s) = x(gsg-1). 

Definissons 6(g, x, y) 0 {O, 1 } par: 

5 1 si la restriction de y 'a Sg est xg; 
(5.6.2) (g,x,y)= sinon. 

On verifie facilement que la dimension de la y-composante de Inds lx est egale Sg 
'a 6(g,x,y). On deduit de la une formule explicite pour la dimension r(w, w') de 

(5.6.3) r(w,') = 6 6(g,x,y) si x W,y w'. 
gES\G/S 

Cette formule montre entre autres choses que r(w,w') ne depend pas de K. 
On peut donc prendre K = C. Dans ce cas, les elements de S' peuvent etre vus 
comme des caracteres de degre 1 de S, et r(w, w') s'interprete comme le nombre 
de fois que y intervient dans la restriction 'a S de la representation induite Inds (x). 

On doit calculer det (r(w, w')) et montrer que c'est un entier impair. Soit X 
l'espace vectoriel des fonctions complexes sur S invariantes par N. Soit b = 

Ress Inds, considere comme endomorphisme de X. Nous allons calculer de deux 
facons diff6rentes le determinant de b. 

(1) Pour tout w C Q, posons Pw = >E2, s; c'est un caractere de degre Ii 
de S invariant par N. II est clair que les p, (w C Q) forment une base de X. De 
plus, on a 

b(Pw) = Iwll(s) = E r(w,w')pw'; 

cela resulte de la definition de r(w, w'). Or on a I w 1 (mod 2) pour tout w, 
puisque w est une orbite du groupe N/S, qui est d'ordre impair. On voit ainsi 
que la matrice donnant q par rapport a la base (p,,) est a coefficients entiers, et 
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est congrue (mod 2) a la matrice (r(w, w')). D'ou: 

(5.6.4) detx (q) =det (r(w, w')) (mod 2). 

(2) Soit ? 1'ensemble quotient de S par I'action de N. Si a C ? (i.e. si a 
est une orbite de N dans S), notons q,7 la fonction sur S qui est egale 'a 1 sur 
a et 'a 0 ailleurs. Les q,7 (a C X) forment une base de X. Soient a, a' C E; 
choisissons s C a et s' C a'. Le coefficient de q,7 dans b(q,7) est egal au nombre 
des g C G/S tels que gs'g-1 C a. Or, puisque S est commutatif, deux elements 
de S sont conjugues dans G si et seulement s'ils le sont dans N (cf. [10], p. 419). 
II en resulte que le coefficient ci-dessus est 0 si a $ a'; et, si a = a', il est egal 
a I aI(Cs: S), oiu Cs est le centralisateur de s dans G. Or ce nombre est impair, 
puisque S est un 2-groupe de Sylow de G. On en conclut que la matrice donnant 
b par rapport a la base (q,7) est a coefficients entiers, et est congrue (mod 2) a la 

matrice unite'. On a donc 

(5.6.5) detx (q _ 1 (mod 2). 

En combinant 5.6.4. et 5.6.5., on obtient le lemme 5.5.5. 

Remarque. On a vu en cours de demonstration que IQJ = 1?1. Autrement dit, 
le nombre des orbites de N dans S' et dans S est le meme. 

(Plus generalement, supposons qu'un groupe fini (D opere sur un groupe 
fini H. Soit Cl(H) l'ensemble des classes de conjugaison de G, et soit Irr(H) 
l'ensemble des caracteres irreductibles de H. Le groupe 1D opere sur Cl(H) et 
Irr(H) avec le meme nombre d' orbites; de facon plus precise, les (D-ensembles 
Cl(H) et Irr(H) sont faiblement isomorphes au sens de [17], ? 13.1, exerc. 5.) 

6. Le cas ou les 2-sous-groupes de Sylow de G sont abeliens elementaires. 
Dans ce ?, S est un 2-sous-groupe de Sylow de G. A partir du n?6.2, on suppose 
que S est abe'lien elementaire, et l'on note S' son dual, cf. n?5.1. 

Soit m l'indice de S dans G, et soit 2' l'ordre de S. On a 

IGI = 2rm. 

On note L une G-algebre galoisienne sur K. Sa forme trace est qL. 

6.1. La forme qJL. 

THEOREME 6.1. 1. (a) II existe uneforme quadratique qL sur K, de rang 2 , telle que 
qL - m 0 qL1 (i.e. qL est isomorphe a la somme directe orthogonale de m copies de 
qj). Cette forme est unique, a isomorphisme pres. 

(b) Si M est une S-algebre galoisienne sur K, et si L est la G-algebre induite 
Ind M, on a qL - qM. 
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L'unicite de q1 resulte de ce que m est impair (cf. 4.3.2 ou [16], 2.6.5). 
Si L = IndG M, la forme qL est somme directe de m copies de qM. Cela 

1 montre que ql existe dans ce cas, et est isomorphe 'a qM. D'oiu (b). 
Dans le cas general, on sait (cf. 2.1.1) qu'il existe une extension K' de K de 

degre impair telle que K' OK L soit isomorphe 'a Inds M, ou M est une S-algebre 
galoisienne sur K'. Cela entralfne que qL est divisible par m sur K'; d'apres 4.3.2, 
qL est donc divisible par m sur K, ce qui acheve la demonstration de (a). 

Remarques. (1) La forme q1 represente 2r; en effet, cela devient vrai apres 
une extension convenable de K de degre impair en vertu de 2.1.1 et de (b). Cela 
est donc vrai sur K. 

(2) Le discriminant de q1 est egal 'a celui de qL; il est egal 'a 1 si S n'est pas 
cyclique. 

Exemples. r = 1, S cyclique d'ordre 2. On a alors q1 (2) 0 (1,d) = (2,2d) 
ou d est un element de K*. (De fa,on plus precise, d est le discriminant de 
L; c'est aussi le discriminant de la K-algebre quadratique associee a l'unique 
homomorphisme surjectif G - {?1}.) 

r = 2, S cyclique d'ordre 4. On peut montrer que q (1, d, a, a), oiu d est 
le discriminant de L et a un element de K*. 

r = 2, S de type (2,2). D'apres les deux remarques ci-dessus, qL est une forme 
de rang 4 qui represente 1, et dont le discriminant est egal a 1. C'est donc une 
2-forme de Pfister ((a, b)) = (1, a, b, ab), avec a, b C K*. (Pour une generalisation 
de ce fait, voir th. 6.2.1 ci-apres.) 

r = 3, S quaternionien d'ordre 8. On verra au n?9.3 que qL est une 3-forme 
de Pfister de type ((1, 1,a)) avec a E K*. 

r = 3, S diedral d'ordre 8. On peut montrer que qL est une 3-forme de Pfister 
de type ((1,a,b)) avec a,b C K*. 

Complement. Le theoreme 6.1.1 (a) peut se generaliser de la fa9on suivante: 

THEOREME 6.1.2. Soit H un sous-groupe d'ordre impair de G, et soit E = LH la 
sous-algebre de Lfixe'e par H. On a 

qE - mH 0S qL, ou~ m = m/IHI = 2-r(G: H). 

Grace 'a 2.1.1, on peut supposer que L = Inds M, ou M est une S-algebre 
galoisienne. Comme H est d'ordre impair, H agit librement sur G/S. I1 en resulte 
que H permute librement les facteurs de L = M x ... x M, et par suite E = LH 

est isomorphe au produit de mH copies de M. On en deduit: 

qE -mH (O qM mH (0 qL. 
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Remarque. Une autre fa,on d'enoncer 6.1.2 est de dire que IHI 0 qE est 
isomorphe a qL. 

6.2. Structure de q'L. Rappelons qu'a partir de maintenant, et jusqu'a la 
fin de ce paragraphe, on suppose que S est abelien elementaire de type (2,.. ., 2), 
i.e. produit de r groupes cycliques d'ordre 2. On reprend les notations du n?5.1. 
En particulier S' designe le groupe Hom(S, {? 1 }) des caracteres de S, et N est 
le normalisateur de S dans G. Le groupe N opere de faqon naturelle sur S et S'. 

THEfOREME 6.2.1. La forme 2rqL est une r-forme de Pfister. 

(Precisons que 2rqL designe ici le produit de qL et de (2r). Le th. 6.2.1 
equivaut donc a dire que qL est une r-forme de Pfister si r est pair et que c'est 
2 fois une r-forme de Pfister si r est impair.) 

Supposons d'abord que L = Inds M, ou M est une S-algebre galoisienne. 
D'apres le th. 6.1.1 (b) on a qL - qM, et il faut donc montrer que qM est une 
r-forme de Pfister. Or, puisque S est produit de r groupes cycliques d'ordre 2, on 
peut ecrire M comme produit tensoriel de r algebres quadratiques Li (i = 1, . . . , r). 
La forme qM est le produit tensoriel des formes qLi. Mais la forme trace d'une 
algebre quadratique de discriminant d est (2, 2d) = (2) 0 (1, d) = (2) 0 ((d)). Si 
l'on note di le discriminant de Li, on a donc 

(6.2.1) qM - (2r) (0 ((di)) (0. ((dr)) 

2 
(2 r) (23 ((di, .- dr)). 

Cela demontre le theoreme dans le cas considere. 
Le cas general se ramene au precedent par la methode du ?2. D'apres la 

prop. 2.1.1, il existe une extension de degre impair K' de K et une S-algebre 
galoisienne M tels que K' OK M = Ind G M. Donc 2rqL est une r-forme de Pfister 
sur K'; d'apres la prop. 4.4.1 c'est une r-forme de Pfister sur K. 

Remarque. I1 y a interet pour la suite 'a preciser la structure du G-espace 
quadratique qM: 

Notons Om l'homomorphisme de GK dans S qui definit la S-algebre galoisi- 
enne M. Si x E S', le compose x o qm est un homomorphisme de GK dans {?1}, 
donc correspond a un element ax de K*/K*2; 1'application x | 4 ax est un homo- 
morphisme de S' dans K*/K*2. Si l'on note MX la x-composante de M (au sens du 
n05.2), on verifie facilement que MX est un espace quadratique de dimension 1, 
isomorphe 'a (2rax). Avec les notations du n05.2, on peut donc ecrire: 

(6.2.2) M C@ e(2rax) 0 1x 

xES' 
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et en particulier 

(6.2.3) 2rqM (e(ax). 
xES' 

Si (xi,... , xr) est une base de S' (vu comme espace vectoriel sur F2), I'algebre 
M est isomorphe au quotient de I'algebre de polynomes K[TI,... , Tr] par l'ideal 
engendre par les T7 - axi. L'action de S sur M est donnee par 

SM) = xi(s)Ti pour i = 1,... , r. 

On a: 

(6.2.4) 2rqM - ((ax1,.. .,axr)). 

6.3. Decomposition de la forme qL1. Nous nous proposons maintenant de 
d&omposer la forme quadratique qL1 en somme orthogonale de formes quadra- 
tiques qL(w) indexees par les orbites w de N dans S' (cf. n?5.3): 

(6.3.1) qL q=(w) 
wEQ 

Cette decomposition jouira des deux proprietes suivantes: 

(6.3.2) Elle est invariante par extension du corps de base. 

(6.3.3) Si L = Inds M, o'u M est une S-algebre galoisienne, q1)(w) est la forme 
quadratique donnee par la w-composante du S-espace quadratique qM (cf. 5.3.1). 
Avec les notations de la fin du n? precedent, cela signifie que l'on a: 

(6.3.3') 2rqL(w) = 0(ax). 
xEw 

(Cela revient 'a dire que, dans la decomposition de 6.2.3, on regroupe les termes 
appartenant 'a une meme orbite w.) 

THEOREME 6.3.4. II est possible, d'une faSon et d'une seule, de definir des formes 
quadratiques q) (w) ayant les propriete's 6.3.2 et 6.3.3 ci-dessus. 

Si L = IndGM, oju M est une S-algebre galoisienne, l'unicite de la decom- 
position resulte de 6.3.3. Le cas general se ramene 'a celui-ci par extension de 
degre impair du corps de base, cf. 2.1.1. 

Reste 'a prouver 1'existence. Nous allons utiliser les formes quadratiques F;,,, 
definies au n?5.5. Rappelons que ces formes sont invariantes par extension des 
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scalaires et que leurs rangs r(w, w') sont tels que det (r(w, w')) _ 1 (mod 2), 
cf. 5.5.5. 

On peut considerer L, muni de qL, comme un S-espace quadratique. Pour 
tout x E S', notons Lx le sous-espace propre correspondant, et si w E CQ, posons 
Lw = EfxEwLx, 

Notons a, la restriction de qL 'a L, 

PROPOSITION 6.3.5. (1) II existe unefamille et une seule d' elements q, (w ?i Q) de 
GrWK telle que 

(6.3.6) ( qOF, a, pour tout Co/ E Q. 
wEQ 

(2) Les formes qj(w) = 2rq satisfont aux proprietes (6.3.2) et (6.3.3) du th. 6.3.4. 

Demonstration de (1): D'apres le theoreme 4.3.1, il suffit de voir que le 
systeme d'equations ci-dessus est resoluble sur une extension de degre impair de 
K. Cela permet de supposer que L est de la forme L = Inds M,ou M est une 
S-algebre galoisienne. Avec les notations du ?5, le S-espace quadratique L est 
isomorphe 'a 

A(V) = Ress Inds V, 

ou V = M vu comme S-espace quadratique. 
D'apres 5.5.6, on a 

a, 1 V, ( XFw,w/ 
wEQ 

ou V;, est la forme quadratique definie par la w-composante de V. Cela montre que 
les V,, satisfont au systeme d'6equations de la proposition, donc que ce systeme 
a une solution. 

Demonstration de (2): La propriete (6.3.2) est evidente. Verifions (6.3.3). 
Supposons donc que L = Inds M, ou M est une S-algebre galoisienne. On doit 
montrer que 

qw- E(ax). 
xEw 

Vu la definition des q,, il suffit de voir que les formes 

VW = ((ax) 
xEw 

satisfont 'a la meme equation que 6.3.6, i.e. 

e V, F0,w a.1 pour tout w' E Q. 
WEQ 
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Or cela resulte de la definition de F,,,, et de la formule 5.5.4. 

6.4. Un critere. On conserve les notations du n? precedent. En particulier, 
on note qL(w) les formes quadratiques du th. 6.3.4. 

THEIOREME 6.4.1. Soient L, L' deux G-algebres galoisiennes. II y a equivalence 
entre: 

(1) Les G-formes quadratiques (L, qL) et (L', qL) sont isomorphes. 

(2) qL)(w) - qL (w) pour tout w E Q. 

Quitte 'a faire une extension de degre impair, on peut supposer qu'il existe 
des S-algebres galoisiennes M et M' telles que L = IndG M et L' = IndG M'. 
L'equivalence (1) < (2) resulte alors du th. 5.3.1. 

THEOREME 6.4.2. Soit L une G-algebre galoisienne. Alors L a une base normale 
autoduale si et seulement si, pour tout w C Q, la forme quadratique 2rqL(w) est 
isomorphe a' la forme unite (1,... , 1). 

En effet, pour une G-algebre galoisienne decomposee cette forme quadratique 
est isomorphe 'a (1,.. ., 1). On conclut par le th. 6.4.1. 

6.5. Application: la forme trace de l'algebre LH. Soit H un sous-groupe 
de G, et soit E = LH la sous-algebre de L fixee par H. D'apres le n?1.4, la forme 
qE ne depend que de H, et de la G-forme quadratique (L, qL). Vu le th. 6.4.1, 
il est donc possible d'expliciter qE en fonction de H et des ql(w). C'est ce que 
nous allons faire. 

Soit S\G/H l'ensemble des doubles classes de G modulo S et H, et soit T un 
ensemble de representants de S\G/H dans G. Si t C T, posons S(t) = S n tHt-1, 

et notons 2r(t) l'ordre du groupe S(t). Pour tout w Cz Q, choisissons x,, E W, et 
notons S, le sous-groupe de S noyau de x,. Definissons une forme quadratique 
Q, par 

(6.5.1) Q = ED (2r(t)) 
S(t)CS,, 

ou la sommation porte sur les t C T tels que S(t) C S, (i.e. tels que la restriction 
de x, 'a S(t) egale a 1). 

On verifie facilement que l'on a: 

(6.5.2) rang(Q)= {ITI = IS\G/HI Si W = { 1}n 
ISw\G/HI - IS\G/HI sinon. 

TH1fORtME- 6.5.3. On a qE~ = EKw:f Qw 0 qLjjw). 
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Exemple. Si H est d'ordre impair, on a S(t) = {1} pour tout t C T. I1 en 
resulte que Q;, est isomorphe a mH = (1,..., 1), ou mH = ITI = 2-r(G: H). Le 
th. 6.5.3 donne alors 

qE =mH I 3 qL(W)) = mH (q; 

wEQ 

on retrouve la formule du th. 6.1.2. 

Demonstration du th. 6.5.3. Quitte 'a remplacer K par une extension de degre 
impair, on peut supposer que L = IndsM, oiu M est une S-algebre galoisienne. 
Faisons cette hypothese. 

LEMME 6.5.4. L'algebre E = LH est isomorphe au produit HtET MS(t). 

On peut identifier L 'a I'algebre des fonctions f: G -, M telles que 

(i) f(sx) = sf(x) si s C S, x ? G, cf. n?1.3.2. 

On a f ? LH si et seulement si: 

(ii) f(xh) =f(x) si h C H et x C G. 

Si t e T et s E S(t) il resulte de (i) et (ii) que l'on a: 

sf(t) = f(st) = f (t.t-1st) = f (t), puisque t-1st ? H. 

On a doncf(t) C MS(t), d'oiu un homomorphisme LH -_ HtET MS(t), et 1'on verifie 
facilement que c'est un isomorphisme. 

Posons E(t) = MS(t). Le lemme ci-dessus entramne: 

(6.5.5) qE - qE(t). 
tET 

Reprenons les notations du n?6.2: notons Om l'homomorphisme GK -+ S 
definissant M, et, pour tout x E S', soit ax E K*/K*2 i'element correspondant 'a 
XoOm$ GK -- S -, {?1}. Si Si est un sous-groupe de S de rang ri, la forme trace 
de MS' est isomorphe 'a Exlsl=l (2r-rlax). En appliquant ceci aux sous-groupes 
S(t) de S, et en utilisant (6.5.5), on en deduit: 

qE 

@ @ 
(2~r-r(t)a ) 

tET xIS(t)=1 

ou encore 

qE - Qx (x (2ax) avec Qx = (2 
XES, x1S(t)=l 
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Si x E w, on a Qx = Qx, = Q, cf. (6.5.1). La formule ci-dessus peut donc se 
recrire sous la forme 

(6.5.6) qE Qw (e2rax). 
wEQ xEw 

D'apres (6.3.3'), on a EDxe(;,2rax) = qL)(w). On en deduit la formule cherchee: 

qE- Q (qL(w) 
wEQ 

Remarque. Dans la definition de Q;, on peut remplacer (2r(t)) par (1) si 
r(t) est pair, et par (2) si r(t) est impair. I1 en resulte que Q;, est de la forme 
(1, .. ., 1, 2, ... , 2). Si -le nombre des "2" est pair, on peut tout les remplacer par 
des "1"9, vu la formule (2,2) = (1, 1); on obtient alors la forme unite (1,..., 1). 
De meme, si le nombre des "2" est impair, on obtient (1,... , 1,2). D'oiu la 
description suivante de Q,,: 

On a: 

(6.5.7) Qw - (1,. .. , 1) si le nombre des t E T tels que r(t) soit impair 

et S(t) C Kerx;, est pair; 

Q, (1 ... ., 1, 2) sinon. 

En particulier: 

COROLLAIRE 6.5.8. Si 2 est un carre' dans K, on a 

qE = mW 0 qL(jw), avec ms, = rang(Qv), cf. (6.5.2). 
wEQ 

6.6. Le cas d'une action transitive. Nous avons vu au n?5.6 que le nombre 
d'orbites de N sur S et sur-S' est le meme. En particulier, les proprietes suivantes 
sont equivalentes: 

(i) N opere transitivement sur S { 1}; 

(ii) N opere transitivement sur S'- { 1}. 

Ces proprietes sont aussi equivalentes 'a la suivante (cf. [10], p. 418, Hilf- 
satz 2.5): 

(iii) Les elements d'ordre 2 de G sont conjugues entre eux. 

THEORtME 6.6.1. Supposons (i) verifiee. Soient L et L' deux G-algebres galoisi- 
ennes. If y a e'quivalence entre: 

(1) Les G-formes quadratiques (L, qL) est (L', qLl) sont isomorphes. 
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(2) Les r-formes de Pfister 2rqL et 2rql sont isomorphes. 

(3) Lesformes quadratiques qL et qLl sont isomorphes. 

I1 est clair que l'on a (1) => (3) => (2). I1 suffit donc de montrer que (2) => (1). 
Or Q a deux elements (si r > 1), 'a savoir w = {1} et W2 = S'-{1}. I1 est clair 
que 

qL(wj) c-- (2 )-ql() 

Comme q)1(wj) e q!(w2) q! , et qlI(W) ffl q1,(W2) q1,, cela entraine que 

qj(w2) qL,(W2), et l'on applique le th. 6.4.2. 

Remarque. L'interet du th. 6.6.1 est qu'il ramene la question de l'isomor- 
phisme des G-formes quadratiques associees 'a deux algebres galoisiennes 'a celle 
de l'isomorphisme des formes de Pfister correspondantes. Lorsque r < 4, ceci 
peut se traduire en termes cohomologiques, cf. ?? 7,8. 

THEfOREME 6.6.2. Supposons (i) verifiee. Il y a equivalence entre: 

(1) L a une base normale autoduale. 

(2) La r-forme de Pfister 2rqL est isomorphe a ((1,.. , 1))W. 

(3) qL est isomorphe a la forme unite de rang 2r. 

(4) qL est isomorphe a la forme unite de rang n = m.2r. 

L'equivalence (2) < (3) resulte de ce que (2, 2) c (1, 1). Le reste est une 
consequence du th. 6.6.1. 

Application: la forme trace de LH. Revenons aux notations du n?6.5: 
H est un sous-groupe de G, E = LH, et T est un systeme de representants de 
S\G/H. La description de qE donnee par le th. 6.5.3 se simplifie notablement (du 
fait qu'il n'y a que deux orbites w 'a considerer, cf. ci-dessus). Si l'on convient 
de noter q la r-forme de Pfister 2rq 1, on a: 

THEOREME 6.6.3. Soit e le nombre des t e T tels que r - r(t) soit impair. II existe 
des entiers u, v > 0 (avec v = 0 si r = 0) tels que: 

u + v = IS\G/HI et u + 2rv =(G: H). 

Ona: 

0 v 0 q si e est pair 
((v - 1)E (2))q q si s est impair. 

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


TORSIONS QUADRATIQUES 35 

Cela se deduit sans difficultes du th. 6.5.3, compte tenu de ce que 

q)(w ) - (2r) si w = {1}, 

et 

q71(w) (- (2r) c (2r) 0 q si w = S'-{l}. 

Exemples. 1) Prenons G = PSL2(Fll) et H isomorphe au groupe alterne A5, 
de sorte que (G: H) = 11. On a r = 2. Les orbites de S sur G/H sont d'ordres 
1,2,2,2,4. D'oiu IS\G/HI = 5, et les r(t) sont egaux 'a 2,1,1,1 et 0. On a u = 3, 
v = 2, e = 3, d'oiu 

qE = (1, 1, 1) E) (1, 2) 0 q. 

Si q ((a, b)), cela donne: 

qE (1,1,1,1, 2,a, 2a,b,2b,ab,2ab). 

2) Prenons G = SL2(F8), et choisissons pour H un sous-groupe de Borel de 
G, de sorte que (G: H) = 9. On a r = 3. Les orbites de S sur G/H sont d'ordres 
1 et 8. D'oiu IS\G/HI = 2 et les r(t) sont egaux 'a 3 et 0. On a u = 1, v = 1, e = 1, 
d'oiu 

qE (1) E (2) ? q. 

Si q ((a, b, c)), cela donne: 

qE (1, 2, 2a, 2b, 2c, 2ab, 2bc, 2ac, 2abc). 

3) Prenons G = PSL2(F13), H = sous-groupe de Borel de G. On a (G: H) = 

14, IS\G/HI =5, r(t)=0,0,1,1,1, u=2, v=3, e= 1, d'oiu 

qE - 11) (D (1, 1, 2) 0 q. 

Si q ((a,b)), cela donne: 

qE c- (1,1, 1, 1,2, a, a,2a, b, b,2b, ab, ab, 2ab). 

7. Invariants cohomologiques. On a vu dans les ?? precedents que 1'exis- 
tence de bases normales autoduales est liee 'a la structure de certaines formes 
quadratiques attachees 'a I'algebre galoisienne consideree. Or, en basse dimension, 
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l'equivalence de deux formes quadratiques (par exemple de deux formes de Pfis- 
ter) peut se lire sur leurs invariants cohomologiques. Le but de ce ? est de preciser 
comment se calculent ces invariants. 

7.1. Rappels sur la cohomologie des groupes finis. Soient G un groupe 
fini, p un nombre premier, S un p-sous-groupe de Sylow de G et N le normalisateur 
de S dans G. On dit que N controle la fusion de S si la propriete suivante est 
satisfaite: 

(F) Quels que soient le sous-groupe Si de S et 1'e'le'ment g E G tels que 
gS,g-1 C S, il existe n E N tel que nxn-1 = gxg1 pour tout x e Si (d'oui, en 
particulier, nS,n-1 = gSig-1). 

Soit A un G-module; si i > 1, notons H1(G,A)p la composante p-primaire 
du groupe de cohomologie H1(G,A). On sait (cf. e.g. [7], chap. XII, ?10) que 
l'application de restriction 

Res: H1(G, A)p - H (S, A)p 

est injective, et que son image est contenue dans le sous-espace Hi(S,A)N de 
H1(S,A)p forme des elements fixes par l'action de N/S. De plus: 

PROPOSMTION 7.1.1. Faisons les deux hypotheses suivantes: 

(a) Le normalisateur N de S controle lafusion de S. 

(b) L'action de G sur le G-module A est triviale. 

Alors l'application de restriction Res : H1(G,A)p -- H1(S,A)p applique isomor- 
phiquement H1(G, A)p sur le sous-espace H1(S, A)p de H1(S, A)p forme des ele'ments 
fixes par N. 

Cela resulte de la caracterisation des elements "stables" de H (S A)p donnee 
dans [7], chap. XII, ?10. En effet, l'image de Res est formee des elements stables, 
et les hypotheses (a) et (b) entralnent que tout element invariant par N est stable. 

Remarques. 1) 11 est bien connu (Burnside) que l'hypothese "N controle la 
fusion de S" est satisfaite lorsque S est abelien. (En effet, avec les notations de 
(F), on remarque que S et g-1Sg sont des p-groupes de Sylow du centralisateur 
C de S, dans G. En appliquant le theoreme de Sylow a C, on en deduit qu'il 
existe c C C tel que cSc-1 soit egal 'a g-1Sg. L'element n = gc convient.). De 
meme, cette hypothese est aussi satisfaite lorsque p = 2 et que S est un groupe 
quaternionien d'ordre 8. Elle ne l'est pas toujours lorsque S est un groupe diedral 
(exemple: G = A6, S = D4). 

2) On peut dans certains cas supprimer l'hypothese (b), par exemple lorsque 
S a la "propriete d'intersection triviale": S n gsg-1 = { 1 } pour tout g c G -N. 
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7.2. Construction de la classe fondamentale: le cas de S. A partir de 
maintenant on ne s'interesse qu'a la cohomologie (mod 2). Si F est un groupe 
fini (ou profini) quelconque, on ecrit H1(F) 'a la place de H(F, Z/2Z), et l'on 
note H(F) l'algebre de cohomologie ei>oH1(F). 

Soit S un groupe abelien elementaire d'ordre 2', r > 1. On a 

H1(S) = Hom(S, Z/2Z); 

c'est un F2-espace vectoriel de dimension r, et H(S) s'identifie 'a l'algebre 
syme'triqu de cet espace. En particulier, HI(S) est isomorphe 'a une algebre de 
polynomes F2 [XI.,Xr] en r generateurs. 

PROPOSITION 7.2.1. Il existe un element z de Hr(S) ayant la propriete' suivante: 

(*) La restriction de z a tout sous-groupe d'ordre 2 de S est 7 0. 

Cela revient a dire qu'il existe un polyn8me homogene Z(XI,... ,Xr), de 
degre r, "a coefficients dans F2, tel que l'on ait: 

(* *) Z(x, . .., Xr)= 1 pour tout (x, . .., xr) E (F2)r {01}. 

Exemples. Pour r = 1, Z = X1; pour r = 2, Z = Xj2 + XIX2 +X2; pour r = 3, 
Z =XI X XI 2 2 + X- Z 13 X23 X3 + X12 + Xi X3 + X2X3 + X1X2X3- 

Voici deux constructions possibles d'un tel polyn8me Z: 

(7.2.1.a) On prend pour z la forme norme d'une extension F2r /F2 de degre r. 

(7.2.1 .b) Pour tout partie non vide I de . 1, ... ., r}, notons XI le mon8me Hfli Xi, 

et posons ZI = X1X 9j)", oU i(I) est le plus petit element de I. Soit Z = Z70 ZI. 
Le polyn8me Z convient. En effet, ZI et XI prennent les memes valeurs sur 
(F2)r. Si (xi,. .. ,xr) est un element non nul de (F)2)r, on a donc Z(xl,... .,xr) = 

ZI #0 Hj1I xj = (1 + xi) ... (1 + xr) - 1- = 1, puisque 1' un des facteurs (1 + xj) est 
egal "a 2, c'est-a"-dire "a 0. 

Remarque. On verifie facilement que l'l6ment z de la prop. 7.2.1 est unique 
si r < 2. I1 n'en est plus ainsi pour r > 3. Pour preciser ceci, introduisons l'ideal 
homogene J de H(S) engendre par les elements x2y + xy2, ou x et y parcourent 
HI (S). 

PROPOSITION 7.2.2. Si z et z' sont deux elements de H(S) satisfaisant a la propriete 
(*) de 7.2.1, on a z _ z' (mod J). 
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Cela resulte de la proposition suivante: 

PROPOSITION 7.2.3. Soit t C H1(S), i > 0. Pour que t appartienne a' l'ideal J ilfaut 
et il suffit que la restriction de t a' tous les sous-groupes d'ordre 2 de S soit 0. 

Lorsqu'on traduit cet enonce en termes de polynomes homogenes, on voit 
qu'il resulte du lemme elementaire suivant (dont la demonstration est laissee au 
lecteur): 

LEMME 7.2.4. Soit k un corpsfini a q elements. L'ideal homogene des polynomes en 
X1, . . . , Xr qui s'annulent sur le sous-ensemble Pr- Q c) de 1'espace projectif Pr-i 
est engendre par les XqX1 - XiXq, pour i < j. 

7.3. Construction de la classe fondamentale: le cas de G. On revient 
maintenant aux hypotheses du n?6.2: 

S est un 2-sous-groupe de Sylow de G et l'on suppose que S est abe'lien 
elementaire d'ordre 2r, r > 0. Comme aux n's precedents, on note N le norma- 
lisateur de S dans G. Nous allons voir que la prop. 7.2.1 reste valable pour G. 
Plus precisement: 

THEfOREME 7.3.1. II existe un element z de Hr(G) ayant la propriete suivante: 

(*) La restriction de z a' tout sous-groupe d'ordre 2 de G est $ 0. 

Soit zs e Hr(S) un element ayant la propriete de la prop. 7.2.1. Le groupe 
W = N/S opere sur S, donc aussi sur Hr(S); si w e W, notons w(zs) le transforme 
de zs par w. Posons 

= E w(Zs). 
wEw 

I1 est clair que l'element z de Hr(S) est invariant par W. D'apres la prop. 7.1.1 
c'est donc la restriction d'un element z de Hr(G). Cet element est unique. I1 
repond "a la question. En effet, soit Si un sous-groupe d'ordre 2 de G; on doit 
verifier que la restriction de z a S1 est 7 0. Quitte "a conjuguer S1, on peut supposer 
que Si est contenu dans S. La restriction de z a Si est alors egale "a celle de z, 
c'est-a-dire "a la somme de celles des w(zs). Mais chaque w(zs) a pour restriction 
"a Si l'unique element non nul de Hr(Si); comme le nombre des w est impair, la 
somme en question est bien 7 0. (Variante: definir z comme Cor G(zs).) 

7.4. Rappels de cohomologie galoisienne. I1 s'agit de notations standard, 
que nous rappelons pour la commodite du lecteur (cf. [1], [14], [18], [19]). 

7.4.1. Cohomologie (mod 2). On pose: 

Hn(K) = Hn(GK, Z/2Z), oiu GK = Gal(KI/K). 
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On a H1(K) = K*/K*2 (theorie de Kummer); si a E K*, on note (a) son image 
dans H1(K); on a (ab) = (a) + (b) et (a) = 0 si et seulement si a est un carre. 

Le groupe H2(K) peut etre identifie a Br2(K), noyau de la multiplication par 
2 dans le groupe de Brauer Br(K). Si a, b E K*, le cup-produit (a)(b) E H2(K) 
correspond a la classe de l'algebre de quaternions (a, b). On a (a)(b) = 0 si et 
seulement si cette algebre est decomposee, i.e. si b est une norme de l'extension 
K(,\F)/K. En particulier: 

(-a)(a) = 0 pour tout a E K*; 

ce que l'on peut aussi ecrire: 

(7.4.1.1) (- l)x = x2 pour tout x E H1(K). 

7.4.2. Invariants des formes quadratiques: les classes de Stiefel-Whitney. 
Soit q = (al,. . ., an) une forme quadratique, et soit k un entier > 0. Posons: 

Wk(q) = E (ai,) ... (aik) dans Hk(K). 
il<...<ik 

La classe de cohomologie Wk(q) ne depend que de q et de k, mais pas de la 
decomposition de q choisie. C'est la k-eme classe de Stiefel-Whitney de q. 

Pour k = 1, on a wl(q) = (d), oiu d est le discriminant de q, vu comme 
element de K*/K*2. Pour k = 2, w2(q) est l'invariant de Hasse-Witt de q. 

7.4.3. L'invariant d'Arason d'une forme de Pfister. 
Soit q = ((al,... ,ar)) une r-forme de Pfister (cf. n?4.4). Posons: 

e(q) = (- al) ... ( - ar) dans Hr(K). 

D'apres un theoreme d'Arason ([1], ?1), e(q) ne depend que de q. Si q' est une 
autre r-forme de Pfister, on a 

e(q) = e(q') \ =t q q' 

pourvu que r < 4, cf. [2], p. 652; les conjectures de Milnor [14] entraineraient 
que ceci reste vrai pour tout r. 

7.5. L'invariant d'une G-algebre galoisienne. Les hypotheses sur G et S 
sont celles des n's 6.2 et 7.3. Soit L une G-algebre galoisienne, definie par un 
homomorphisme 

L :GK - G. 
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Si z e H'(G), on note zL la classe de cohomologie /4(z) e H'(K), cf. n?2.2. 

LEMME 7.5.1. Si la restriction de z a tous les sous-groupes d'ordre 2 de G est nulle, 
on a zL = 0. 

(Autrement dit, z est ne'gligeable, au sens de [21], ?7.) 
Si K' est une extension de degre impair de K, I'application H'(K) -- H'(K') 

est injective. Or on peut choisir K' de telle sorte que, sur K', I'algebre L soit 
induite d'une S-algebre galoisienne, cf. 2.1 .1. Cela permet de reduire la question 
au cas ou G = S. Mais, dans ce cas, la prop. 7.2.3 montre que z appartient a 
l'ideal homogene J engendre par les x2y + xy2, avec x,y E H1(G). I1 suffit donc 
de prouver que l'on a 

(x2y + XY2)L = 0 dans H3(K). 

Or cela resulte de la relation 7.4.1.1: 

(X2Y + XY2)L = (- 1)xLyL +XL( - 1)YL = 2.( - 1)xLyL = 0. 

Soit maintenant z un element de Hr(G) ayant la propriete (*) du th. 7.3.1: la 
restriction de z a tout sous-groupe d'ordre 2 de G est $ 0. I1 resulte du lemme ci- 
dessus que l'element ZL de Hr(K) ne dependpas du choix de z. C'est un invariant 
de la G-algebre galoisienne L. Nous allons voir que cet invariant est etroitement 
lie' a la r-forme de Pfister 2rqL du n?6.2: 

THEfORtME 7.5.2. L'invariant d'Arason e(2rqL) de la r-forme de Pfister 2rqL est 
egalazL+(-l)...(-l). 

(Rappelons, cf. 7.4.3, que cet invariant appartient 'a Hr(K).) 
Commencons par demontrer ce theoreme dans le cas particulier oui G = S, 

auquel cas qL = qL. Soit (xl, . . . ,xr) une base du groupe S' = H1(S). Chacun des 
(Xi)L peut etre identifie 'a un element axi de K*/K*2, et l'on a 

2rqL - ((ax,. . . axr)), cf. (6.2.4). 

On a donc: 

i=r 

e(2 rqL) =(ax,) ... (axr) = I(-)+ (Xi)L)- 

Pour toute partie non vide I de { 1,... , r}, posons xI = liEI xi. Notons u l'element 
(-1) de H1(K). La formule ci-dessus s'ecrit: 

e(2rqL) = Ur + E z r-II XI 
I 0 
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Pour tout I 7 0, soit i = i(I) le plus petit element de I. D'apres la formule 
(7.4.1.1), on a ukxy = xk+ly pour tout x,y E H1(K) et k > 0. En particulier: 

U I l(XI)L = ((Xi)L)rjI (XI)L. 

D'ou': 

e(2rqL) 
= 

Ur + E ((Xi)L)r 'I (XIV 

I$0 

= ur + Z((X1)L, * , (Xr)L), 

oiu Z est le polynome construit dans (7.2.1.b). Comme on peut prendre pour z la 
classe Z(xl,... ,Xr), on a 

ZL = Z((X1)L, , (Xr)L), 

ce qui demontre la formule voulue dans le cas particulier considere. 
Le cas ge'ne'ral se deduit de celui que nous venons de traiter. En effet, il suffit 

de verifier la formule 

e(rq1) = Ur + ZL e(2 qL)= Z 

apres une extension de degre impair du corps de base. Cela permet de supposer 
(cf. 2.1.1) que L = IndsM, oiu M est une S-algebre galoisienne, et l'on a alors 
qL = qm, cf. th. 6.1.1.(b). On est ainsi ramene au cas oiu G = S. 

COROLLAIRE 7.5.3. Pour que qL (resp. qL, resp. 2rqL) soit isomorphe a la forme 
unite de rang IGI (resp. de rang 2r), ilfaut que l'on ait ZL = 0 et cela suffit si r < 4. 

L'invariant d'Arason de la r-forme de Pfister ((1,..., 1)) est (-1) ... (-1). 
Cela montre que 2rqL ((1 ., 1)) => ZL = 0, et la reciproque est vraie si r < 4, 
cf. 7.4.3. On a d'autre part les equivalences: 

qL - 1 1) qL -1, * 1) 2 2qL -(1**,1)) 

(La premiere equivalence provient de ce que qL m 0 qL, avec m impair, cf. 
th. 6.1.1.(a); la seconde est evidente si r est pair, et, si r est impair, elle resulte 
de (2, 2) (1, 1).) 

THEOREME 7.5.4. Supposons que r < 4 et que le normalisateur de S opere tran- 
sitivement sur S {1 }. Soient L et L' deux G-algebres galoisiennes sur K. II y a 
equivalence entre les proprietes suivantes: 

(a) Les G-formes quadratiques (L, qL) et (L', qp) sont isomorphes. 

(b) On a ZL = ZL/ dans Hr(K). 
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Cela resulte du th. 7.5.2, combine avec le th. 6.5.1. 
Le cas particulier oiu L' est decomposee donne: 

THE-ORtME 7.5.5. Supposons que r < 4 et que le normalisateur de S opere transi- 
tivement sur S-{1}. Soit L une G-algebre galoisienne sur K. Pour que L ait une 
base normale autoduale ilfaut et il suffit que ZL = 0. 

Remarques. 1) L'hypothese r < 4 pourrait etre supprimee si les conjectures 
de Milnor [14] etaient demontrees. 

2) Lorsque le normalisateur de S opere transitivement sur S-{1}, on peut 
montrer que, si x E HI(G), n > 1, on a, soit XL = 0, soit n > r et XL = Un-rZL, avec 
u = (- 1). (La demonstration utilise les lemmes 7.5.1 et 7.2.4.) En particulier, 
les deux proprietes suivantes sont equivalentes: 

(i) ZL = 0; 

(ii) XL = 0 pour toute classe de cohomologie x de G de degre > 0. 

7.6. Les classes de Stiefel-Whitney des formes 2rq)l(w). Les notations et 
hypotheses sont les memes que ci-dessus. 

On a defini au n?6.3 une decomposition de qL en somme orthogonale de 
formes quadratiques ql (w), correspondant aux orbites w de N dans S'. Nous allons 
voir comment l'on peut calculer les classes de Stiefel-Whitney de ces formes. 

I1 est commode pour cela de definir ql(aE) pour toute partie aE de S' stable 
par N au moyen de la formule 

qjL(a) = 0 q(jw), 
wCa 

ou la somme porte sur les orbites w contenues dans CE. 

Si /0 est une partie de S' = H1(S), notons wQ l'element de H(S) produit 
des elements de 3 (vus comme elements de H1(S)); on a deg(wQ) = 1/1. Pour 
toute partie aE de S' et tout k > 0, definissons un element w(k, ca) de Hk(S) par la 
formule: 

w(k, a) = ZwQ, 

oui parcourt les parties 'a k elements de CE. 

Supposons maintenant que aE soit stable par l'action de N. I1 est clair que 
w(k, Ca) est alors invariant par N; d'apres la prop. 7.1.1, on peut l'identifier a un 
element de Hk(G). 

PROPOSITION 7.6.1. Soit L une G-algebre galoisienne sur K, soit aE une partie de 
S' stable par N et soit k un entier > 0. La k-ieme classe de Stiefel-Whitney de la 
forme 2rqL(aE) est donnee par laformule: 

wk(2rqL(aE)) = w(k, aE)L. 
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La demonstration est analogue 'a celle du th. 7.5.2. On se ramene par une 
extension des scalaires de degre impair au cas oiu L est la G-algebre induite d'une 
S-algebre galoisienne M. La formule (6.3.3') montre que l'on a 

2rqL(a) @( ax) 
xEa 

les notations etant celles du n?6.3. La formule 'a demontrer resulte alors de la 
definition de w(k, ca) donnee ci-dessus. 

Remarque. On passe des classes de Stiefel-Whitney de 2rql () a celles de 

qL(a) grace 'a la formule suivante (facile 'a verifier en utilisant le fait que (2)(2) 
=0): 

Wk(2q) Wk(q) + (2).Wk-l(q) si k rang(q) (mod 2) 
wk(q) sinon. 

8. Exemples. Ces exemples concernent le cas oiu un 2-sous-groupe de Sy- 
low S de G est abe'lien elementaire, cf. ?? 6,7. Les notations sont celles de ces 
??; en particulier, l'ordre de S est note 2r et son normalisateur est note N. 

On s'interessera particulierement au cas oiu N agit transitivement sur S-{ 1}, 
i.e. oiu les elements d'ordre 2 de G sont conjugues entre eux. Ce cas sera appele 
par la suite "le cas de fusion maximale." 

8.1. r = 2 et fusion maximale. On suppose que S est de type (2,2) et que 
N permute transitivement les trois elements d'ordre 2 de S. 

Exemple. G = PSL2(Fq), avec q- ?3 (mod 8); pour q = 3, cela donne 
G =A4, et pour q = 5, G =A5. 

Si (x, y) est une base de H1 (S), le groupe H2(S) a un seul element non nul 
invariant par N, 'a savoir Zs = x2 +y2 +xy. On en conclut que le groupe H2(G) est 
de dimension 1 sur F2, et a pour unique element non nul un element z dont la 
restriction 'a S est zs (cf. 7.1.1). Si C est un groupe d'ordre 2, notons G l'extension 
centrale de G par C correspondant 'a z; on a une suite exacte: 

1 -*C -* G > G -* 1. 

Soit S l'image reciproque de S dans G; l'image reciproque dans S d'un 
element d'ordre 2 de S est d'ordre 4. Ceci montre que S est isomorphe au groupe 
quaternionien d'ordre 8. 

(Lorsque G = A4 ou A5, G est le groupe A4 ou A5; lorsque G = PSL2(Fq), 
q -3 (mod 8), G est le groupe SL2(Fq).) 

Soit L une G-algebre galoisienne sur K, definie par un homomorphisme 
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THEORtME 8.1.1. Les proprietes suivantes sont equivalentes: 

(1) La G-algebre L a une base normale autoduale. 

(2) L'homomorphisme qL se releve en un homomorphisme de GK dans G. 

L'obstruction 'a relever qL est 1'element q$(z) = ZL de H2(K). La propriete 
(2) equivaut donc a': 

(2') ZL = 0. 

L'equivalence de (1) et de (2') n'est autre que le th. 7.5.5 pour r = 2. 

Remarques. 1) Lorsque L est un corps (donc une extension galoisienne de K 
de groupe de Galois G), la propriete (2) signifie que le "probleme de plongement" 
associe 'a L et 'a G -? G est resoluble, autrement dit qu'il existe une extension 
galoisienne de K de groupe de Galois G contenant L. 

2) Supposons que G = An, avec n = 4 ou 5. La sous-algebre E de L fixee 
par A,-, est une algebre etale de rang n et de discriminant unite. D'apres [20], 
prop. 1, la propriete (2) du th. 8.1.1 est equivalente a": 

(3) La forme qE est isomorphe a la forme unite (1, . . ., 1) de rang n. 
(Noter que (1) =: (3) est vrai pour tout n, cf. 1.4.2. Nous ignorons ce qu'il 

en est de l'implication reciproque (3) => (1).) 

Dans le cas general, tout relevement b: GK -) G de qL definit une G-algebre 
galoisienne Lp1, telle que la sous-algebre (Lfp)c fixee par C soit isomorphe 'a L. 
On peut se demander si Lp1, a elle-meme une base normale autoduale. I1 n'en est 
rien en general. Toutefois: 

THEORtME 8.1.2. Supposons que L jouisse des proprietes (1) et (2) du th. 8.1.1. II 
existe alors un relevement 4: GK -) G de qL tel que la G-algebre galoisienne Lp 
ait une base normale autoduale. 

Soit V)0 un relevement quelconque de qL. On verra au n?9.6 (cor. 9.6.2) qu'il 
existe un caractere quadratique a: GK -) C tel que l'algebre Lp1, associee 'a 
+ = Vbo * a ait une base normale autoduale. Comme 4 est un relevement de qL, 
le theoreme en resulte. 

Remarque. Si K contient des elements qui ne sont pas sommes de 4 carres, 
on peut montrer qu'il existe des relevements 4' de qL tels que Lp n'ait pas de 
base normale autoduale. 

8.2. r = 3 et fusion maximale. On suppose que S est de type (2,2,2) et 
que N permute transitivement les 7 elements d'ordre 2 de S. L'image de N dans 
Aut(S) est alors, soit cyclique d'ordre 7, soit non abelienne d'ordre 21. 

Exemples. G = SL2(F8); G = Ji, premier groupe de Janko; G = 2G2(Fq)g 
groupe de Ree sur le corps Fq, oiu q est une puissance impaire de 3. 
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On peut choisir une base (u, v, w) de H1(S) telle que l'automorphisme d'or- 
dre 7 

n:ui-?v, V'-?W, W'-?U+V, 

soit induit par un element de N. Un calcul simple montre qu'il existe un polynome 
homogene cubique non nul z(u, v, w) et un seul qui est invariant par n, 'a savoir: 

z = u3 + v3+ w3 + uv2 + uw2 + v2w + uVw. 

On peut identifier z 'a un element de H3(S); on obtient ainsi l'element zs du n?7.3. 
Cet element est invariant par l'action de N, donc definit un element de H3(G), 
que l'on note encore z. 

On a H3(G) = {0,z}. 
Le th. 7.5.5, applique avec r = 3, donne: 

THEORtME 8.2.1. Soit L une G-algebre galoisienne sur K. Pour que L ait une base 
normale autoduale ilfaut et il suffit que ZL = 0 (autrement dit que 1'homomorphisme 
H3(G) -? H3(K) defini par L soit nul). 

Exemple. Prenons pour groupe G le groupe de Janko Ji et pour corps K le 
corps Q(T), i.e. le corps des fonctions sur la droite projective P1. D'apres [9] 
(voir aussi [22], nOs 7.4.5 et 8.2.2), il existe une extension galoisienne L de K, 
de groupe de Galois G, ayant les proprietes suivantes: 

(a) L/K est ramifiee en deux points de Pi conjugues sur Q(v?), la rami- 
fication en ces points etant d'ordre 5; 

(b) L/K est ramifiee en un point rationnel de Pl, la ramification en ce point 
etant d'ordre 2; 

(c) L/K est non ramifiee en dehors des trois points ci-dessus. 

On peut calculer l'invariant ZL E H3(K) correspondant 'a l'extension L/K. Le 
resultat est le suivant: 

(8.2.2) On a zL = (-1)(-1)( -1) dans H3(K). 

(Indiquons le principe du calcul. On montre d'abord que les residus &V(ZL) de ZL 

(au sens de [1], ?4) sont nuls en toute place v de K oiu la ramification de L/K 
est impaire. Comme toutes les places sauf une sont de ce type, on conclut au 
moyen de la formule des residus ([1], Satz 4.17) que tous les 8v(zL) sont 0. Cela 
entraine (loc. cit.) que ZL est "constant," i.e. appartient au sous-groupe H3(Q) de 
H3(K). Mais H3(Q) n'a que deux elements: 0 et (-1)( - 1)( - 1). I1 faut voir 
que ZL = 0 est impossible. Cela se fait en specialisant la variable T en un point 
reel, et en observant que l'extension de corps obtenue n'est pas reelle (cf. [22], 
n?8.4.3) et sa forme trace n'est donc pas isomorphe 'a la forme unit6.) 
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On deduit de (8.2.2) que, si L est une Ji-algebre galoisienne obtenue par 
specialisation 'a partir de l'extension ci-dessus, L possede une base normale auto- 
duale si et seulement si -1 est somme de 4 carre's. 

Remarques. 1) Le fait que l'invariant ZL de L soit (-1)( - 1)( - 1) est 
equivalent 'a chacune des deux proprietes suivantes: 

(a) La forme qL est hyperbolique. 
(b) Si s est un element d'ordre 2 de G, L possede une base normale 

"s-autoduale": il existe x E L tel que Tr(x.g(x)) = 0 (resp. 1) si g 7 s (resp. 
g = s). 

2) On a des resultats analogues pour le groupe G = SL2(F8) en prenant pour 
extension L/Q(T) une extension ramifiee en trois points avec ramification d'ordre 
9, cf. [22], 7.4.4 et 8.2.2. 

3) Nous ignorons s'il existe des extensions galoisiennes de Q 'a groupe de 
Galois Ji qui soient totalement reelles (et possedent donc une base normale 
autoduale, d'apres le th. 3.2.1). 

8.3. Quelques exemples de fusion non maximale. Lorsque la fusion n'est 
pas maximale, le critere d'existence d'une base normale autoduale donnee au 
n?6.4 fait intervenir les formes quadratiques ql(w) associees aux orbites w de 
N dans S' = H1(S). Les classes de Stiefel-Whitney de ces formes peuvent etre 
calculees par la methode du n?7.6; lorsque les rangs de ces formes sont assez 
petits, cela conduit 'a des criteres cohomologiques, comme on va le voir. 

8.3.1. Aucune fusion. On suppose que N opere trivialement sur S, autrement 
dit que S est contenu dans le centre de N. On a alors H1(G) = H1(S): tout homo- 
morphisme de S dans un groupe 'a 2 elements se prolonge 'a G. I1 en resulte qu'il 
existe une retraction r: G -? S. Le noyau H de r est un sous-groupe normal de 
G d'ordre impair, et G est produit semi-direct de S par H. Si L est une G-algebre 
galoisienne sur K definie par un homomorphisme qL: GK -? G, alors L a une 
base normale autoduale si et seulement si l'image de qL est contenue dans H, 
autrement dit si et seulement si l'on a XL = 0 pour tout x E H1(G); en effet, cette 
condition est necessaire d'apres 2.2.2, et elle est suffisante d'apres [4], puisqu'elle 
entraline qL(GK) C H. 

8.3.2. r = 3 et fusion d'ordre 3. On suppose que S est de type (2,2,2) et que 
l'image de N/S dans Aut(S) est cyclique d'ordre 3. Cela signifie que l'on peut 
decomposer le N-module S en somme directe S = Si x S2, oiu Sl est d'ordre 2 et 
S2 d'ordre 4, l'action de N sur S2 'tant non triviale. Les groupes de cohomologie 
H1(G) et H2(G) sont faciles 'a determiner: 

H1(G) est de dimension 1; son element non nul x a pour image dans H1(S) 

l'homomorphisme S -? Z/2Z de noyau S2; 
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H2(G) est de dimension 2; il a pour base {x2,y} ou y induit sur S2 la classe 
de cohomologie correspondant 'a l'extension quaternionique de S2 (cf. n?8.1). 

On constate alors que L a une base normale autoduale si et seulement si 
XL = 0 et YL = 0, autrement dit si les homomorphismes H1(G) -* H1(K) et 

H2(G) -? H2(K) definis par L sont nuls. 

8.3.3. r = 4 et fusion d'ordre 3, avec H1(G) = 0. On suppose que S est de 
type (2,2,2,2) et peut se decomposer (comme N-module) en SI X S2, oiu les Si sont 
de type (2,2); on suppose de plus que l'image de N dans Aut(S) est d'ordre 3, et 
opere non trivialement sur chacun des Si. On a alors 

H1(G) = 0 et dimH2(G) = 4. 

Le groupe S' a 16 elements. I1 se decompose en six orbites sous l'action de N: 
l'orbite triviale { 1 }, et cinq orbites d'ordre 3. Chacune des orbites w d'ordre 3 
conduit 'a une forme ternaire qjj(w); on verifie facilement que ces formes sont de 
determinant unite et que l'on a 

W2(qI) = (Xw)L, 

oiu xv, est un certain element de H2(G) (cela se voit en utilisant le n?7.6). De 
plus, les cinq classes de cohomologie xL, engendrent H2(G), et leur somme est 0. 
Or on sait qu'une forme temaire est determinee par ses invariants w1 et W2. On 
deduit de la que L admet une base normale autoduale si et seulement si l'on a 
XL = 0 pour tout x E H2(G). 

8.3.4. r = 4 et fusion d'ordre 9. On suppose que S a une decomposition 
S = Sl x S2 comme au n?8.3.3, mais que l'image de N dans Aut(S) est de type 
(3,3). (Exemple: G = A5 x A5.) On a alors: 

H1(G) = 0 et dimH2(G) = 2. 

Les 16 elements de S' se repartissent en quatre orbites: l'orbite triviale { 1 }, deux 
orbites d'ordre 3 et une orbite d'ordre 9. Cela conduit 'a deux formes q, q' de 
rang 3 et 'a une forme q" de rang 9. On montre que q" est isomorphe "a q 09 q', 
de sorte qu'il suffit de considerer q et q'. On obtient ainsi un critere analogue au 
precedent: L admet une base normale autoduale si et seulement si l'on a XL = 0 

pour tout x E H2(G). 

8.3.5. r = 4 et fusion d'ordre 5. On suppose que S est de type (2,2,2,2) et 
que l'image de N dans Aut(S) est d'ordre 5. On a alors: 

H1(G) = 0 et dimH2(G) = 2. 
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Les 16 elements de S' se repartissent en quatre orbites: { 1 }, et trois orbites d'ordre 
5. D'oiu trois formes quadratiques de rang 5: q, q' et q". En utilisant le n?7.6, on 
montre que les invariants wi de ces formes sont triviaux, et que l'on a 

W2(q) = XL, W2(q ) = xf et W2(q ) = , 

ou x,x', x" sont les trois elements non nuls de H2(G). Pour que L ait une base 
normale autoduale, il est donc necessaire que XL = =XL = 0. Si cette condition 
est satisfaite, on peut montrer que q, q' et q" sont de, la forme 

q = (1,a,a,a,a), q' = (1,a',a',a',a'), q" = (l,a",a",a",a"), 

avec a, a1, a" E K* et aa'a" = 1. De plus, les images de a, a', a" dans le groupe 
S4(K) = K*/(sommes de 4 carres), cf. n?9.2, determinent q,q' et qll sans am- 
bigufte. La question de l'existence d'une base normale autoduale est alors ra- 

menee e la suivante: 

Est-ce que a, al, a" sont sommes de 4 carres dans K? 

Ceci peut se traduire en termes cohomologiques. En effet, un element a de K* est 

somme de 4 carres si et seulement si (- 1)( - 1)(a) = 0 dans H3(K) (cela resulte 

d'un theoreme d'Arason et Merkurjev-Suslin dont on trouvera une generalisation 

dans [2]). Ceci conduit 'a associer 'a L certaine invariants dans H3(K); il serait 
interessant de les expliciter. 

9. Le cas ou les 2-sous-groupes de Sylow de G sont quaternioniens. Dans 

ce ?, on suppose qu'un 2-sous-groupe de Sylow S de G est isomorphe au groupe 

des quaternions d'ordre 8. 
Exemple de tel groupe: G = SL2(Fq), avec q ?3 (mod 8). 

9.1. Preliminaires. Soit 

(9.1.1) 1 1,? } , r , rO 1 

une suite exacte de groupes finis, oiu ? est un element central d'ordre 2 de F. 

Les elements e+ = (1 + 0)/2 et e_ = (1 - E)/2 sont des idempotents centraux de 

I'alg'ebre K[F]. 

Si (V, q) est une F-forme quadratique, on pose 

V+= e+V, V_ = e_V, 
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et l'on note q+ (resp. q_) la restriction de q 'a V+ (resp. 'a V_). On a 

V = V+ ED V_, 

et (V+, q+) est une Jo-forme quadratique. Si Dr est le quotient de K[l] par l'ideal 
engendre par e+, alors V_ est un Dr-module, et l'on a 

(9.1.2) q_(hx, y) = q_(x, h*y) (x, y E V_, h E Dr), 

oui h X-4 h* est l'involution de Dr deduite par passage au quotient de celle de 
K[F], cf. n?l.l. 

9.2. S-algebres galoisiennes. Comme S est quatemionien d'ordre 8, on a 
une suite exacte de type (9.1.1): 

(9.2.1) 1 ) 1, ? S ) SO * 1, 

ou & est l'element d'ordre 2 de S, et So est abelien elementaire de type (2,2). 
L'algebre 'a involution Ds associee 'a S comme ci-dessus est l'algebre des quater- 
nions de Hamilton, de base { 1, i,j, k} avec les relations usuelles: i2 = _,j2 = _-1, 
k = ij = -ji. On notera 

Nrd: Ds -? K 

la norme reduite de cette algebre. On a: 

Nrd(a + bi + cj + dk) = a2 + b2 +C2 + d2. 

La forme quadratique Nrd est isomorphe 'a (1, 1, 1, 1) = ((1, 1)), cf. n?4.4. 
Comme Nrd est multiplicative, Nrd(D*) est un sous-groupe de K*. On posera: 

(9.2.2) S4(K) = K*/Nrd(D*) = K*/(sommes de 4 carres). 

Le groupe S agit sur Ds par multiplication 'a gauche; dans cette action, ? 

opere par x ~-* -x, et la forme quadratique Nrd est invariante. Si a E K*, le 
couple (Ds, a.Nrd) est une S-forme quadratique. 

LEMME 9.2.3. Soient a, b E K*. Il y a e'quivalence entre: 

(i) Lesformes quadratiques a.Nrd et b.Nrd sont equivalentes. 

(ii) Les S-formes quadratiques (Ds, a.Nrd) et (Ds, b.Nrd) sont isomorphes. 

(iii) Les images de a et b dans S4(K) (cf. 9.2.2 ci-dessus) coincident (autrement 
dit ab est somme de 4 carre's). 
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L'equivalence de (i) et (iii) resulte de la multiplicativite de Nrd (c'est une 
propriete generale des formes de Pfister). L'implication (ii) => (i) est triviale. 
Enfin, (iii) => (i), car si b = Nrd(z).a, avec z E D*, la multiplication 'a droite 
par z est un isomorphisme du S-espace quadratique (Ds,a.Nrd) sur le S-espace 
quadratique (Ds, b.Nrd). 

Soit maintenant M une S-algebre galoisienne, et soit qM sa forme trace. Soit 
Mo la sous-algebre de M fixee par {1,E4.-Avec les notations du n?9.1, on a 
Mo = M+ et qMo = 2(qm)+. 

LEMME 9.2.4. Les formes quadratiques qmo et (qm)+ sont isomorphes a la forme 
unite (1, 1, 1,1). 

La So-algebre galoisienne Mo est definie par un homomorphisme 

Omo: GK 3 SO 

qui est relevable en Om: GK -? S par construction. D'apres un theoreme de Witt 
[24] (voir aussi 8.1, ainsi que [20], n?3.2) cela entralne que sa forme trace qmo 
est isomorphe 'a (1, 1, 1, 1). Comme 2 est somme de 4 carres, il en est de meme 
de (qm)+ = 2.qMo. 

PROPOSITION 9.2.5. Il existe a E K* tel que qm soit isomorphe a la 3-forme de Pfister 
((1, 1, a)), et l'image de a dans S4(K) est un invariant de la S-forme quadratique 
(M, qm). 

Soit M = M+ e M_ la decomposition de M donnee par 9.1. L'espace quadra- 
tique M_ est un module libre de rang 1 sur l'algebre de quaternions Ds. Soit x 
une base de ce module et soit a = qM(x). D'apres (9.1.2), on a: 

qM(hx) = qM(hx, hx) = qM(x, h*hx) = Nrd(h).qM(x) = a.Nrd(h) (h E Ds), 

ce qui montre que (qm)- est isomorphe 'a a.Nrd = (a,a,a,a), et que a 7 O. 
D'autre part, le lemme 9.2.4 montre que (qm)+ - (1, 1, 1, 1). D'oju 

qm - (1,1,1,1) e (a,a,a,a) = ((1, 1,a)), 

ce qui demontre la premiere partie de la proposition. Le fait que l'image de a 
dans S4(K) soit un invariant de qM est bien connu (et resulte de 9.2.3). 

On notera a(M) l'image de a dans S4(K). D'apres la prop. 9.2.5, c'est un 
invariant de la S-forme quadratique (M,qm). Plus precisement, il resulte de la 
demonstration ci-dessus, combinee avec 9.2.3, que a(M) caracterise la com- 
posante (M_, (qm)_) de (M, qM). Autrement dit: 
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PROPOSITION 9.2.6. Soient M et M' deux S-algebres galoisiennes. Ily a equivalence 
entre: 

(i) Lesformes quadratiques (qm)- et (qm')- sont equivalentes. 

(ii) Les S-formes quadratiques (M_, (qm)-) et (M', (qm')-) sont isomorphes. 

(iii) On a a(M) = a(M') dans S4(K). 

Interpre'tation unitaire de l'invariant a(M). L'algebre K[S] du groupe S se 
decompose en 

K(S) = K x K x K x K x Ds, 

oiu les quatre premiers facteurs correspondent aux caracteres quadratiques de S. 
On en deduit: 

Us = {?1} x {?1} x {?1} x {?1} x U(DS), 

ou Us est le groupe unitaire de l'algebre 'a involution K[S], et U(Ds) celui de Ds. 
L'ensemble de cohomologie H1(K, U(Ds)) s'identifie 'a K*/Nrd(D*) = S4(K), cf. 
[19], p. 111-24. On obtient ainsi une projection 

: H1(K, Us) -? S4(K). 

Si M est une S-algebre galoisienne, et u(M) l'element correspondant de 
H1(K, Us), cf. n? 1.5, 1' image de UM par ir n' est autre que l' invariant a(M) defini 
ci-dessus. 

Remarque. Le groupe S4(K) = K*/Nrd(D*) admet une autre interpretation 
cohomologique: si l'on associe 'a un element a de K* la classe de cohomologie 

(9.2.7) (a)' = (a)(a)(a) = ( - 1)( - 1)(a) de H3(K), 

on obtient un plongement de S4(K) dans H3(K), cf. 8.3.5. Cela permet d' identifier 
S4(K) au sous-groupe de H3(K) forme des elements qui sont multiples de 

(-1)(- 1)EH2 (K). 

9.3. La forme trace d'une G-algebre galoisienne. Posons m = IG1/8; 
c'est un entier impair. 

Soit L une G-algebre galoisienne sur K. On a vu au n?6.1 qu'il existe une 
forme quadratique qL1 de rang ISI = 8 telle que qL - m 0! qL, et que cette forme 
est unique, 'a isomorphisme pres. 

THEORtME 9.3.1. Il existe a E K* tel que q)L soit isomorphe a la 3-forme de Pfister 
((1, 1,a)). 
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Si L est de la forme Inds M, ou M est une S-algebre galoisienne, on a q qM 
d'apres 6.1.1 et qM ~ ((1, 1,a)) avec a 'E K* d'apres 9.2.5. D'oiu l'existence de 
a dans ce cas. 

Le cas general se ramene au precedent en faisant une extension de degre 
impair de K, cf. 2.1.1. Apres une telle extension, q)1 devient une 3-forme de Pfister 
divisible par ((1, 1)) (au sens du n?4.5); d'apres 4.4.1 et 4.5.2 ces proprietes sont 
vraies sur K. 

Remarque. Ici encore, l'image a(L) de a dans S4(K) est un invariant de qL 
(et afortiori de L). Cet invariant determine la structure de qL: 

(9.3.2) qL - m 0 ((1, 1,a)) - 4m (0 (1,a) - (1, ... ,1) 0 (1,a). 

Nous allons voir que, lorsqu'il y a "fusion" dans S, a(L) determine meme la 
G-forme quadratique (L, qL) 'a isomorphisme pres. 

9.4. Critere d'isomorphisme pour les G-formes quadratiques (L, qL). 
Soit N le normalisateur de S dans G. Faisons l'hypothese suivante: 

9.4.1. Le groupe N permute transitivement les trois sous-groupes cycliques 
d'ordre 4 de S. 

Cette hypothese equivaut a: 

9.4.2. Le groupe N permute transitivement les elements d'ordre 4 de S. 
Elle equivaut aussi a: 

9.4.3. Les elements d'ordre 4 de G sont conjugues entre eux. 
(Les implications 9.4.1 X 9.4.2 =* 9.4.3 sont immediates. L'implication 

9.4.3 =? 9.4.2 provient de ce que N contr6le lafusion de S au sens du n?7.1-ce 
qui se verifie par un argument analogue a celui utilise pour les groupes de Sylow 
abeliens.) 

THEOREME 9.4.4. Supposons 9.4.1 vraie. Soient L et L' deux G-algebres galoisi- 
ennes sur K. Les proprietes suivantes sont equivalentes: 

(1) Les formes quadratiques qL et qLt sont isomorphes. 

(2) Les G-formes quadratiques (L, qL) et (L', qp) sont isomorphes. 

(3) On a a(L) = a(L') dans S4(K). 

D'oiu, en prenant L' decomposee: 

COROLLAIRE 9.4.5. Supposons 9.4.1 vraie. Pour que L ait une base normale auto- 
duale, ilfaut et il suffit que a(L) = 1 dans S4(K). 

De'monstration du th. 9.4.4. L'equivalence de (1) et (3) resulte de (9.3.1) 
et (9.3.2). L'implication (2) =X (1) est claire. I1 reste 'a montrer- que (3) =o (2). 
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Supposons donc que l'on ait a(L) = a(L'). Quitte a faire une extension de degre 
impair de K, on peut aussi supposer (cf. n?2. 1) que L = Ind G M et L' = IndG M', 
oui M et M' sont deux S-algebres galoisiennes; on a a(M) = a(M'). 

I1 nous faut prouver que les G-formes quadratiques IndG(M, qm) et 
Inds(M', qM) sont isomorphes. Vu la transitivite de l'operation d'induction, il 
suffit de montrer qu'il en est ainsi pour les N-formes quadratiques 

Inds (M, qm) et Inds (M , qm). 

En d'autres termes, on est ramene au cas oui N = G. L'element c appartient alors 
au centre de G. Si F'on pose Go = G/{ 1, E}, on a une suite exacte du type (9.1.1): 

I -+l ,,EI--}G --+Go -- 1,9 

et Go a pour 2-sous-groupe de Sylow le groupe So = S/{ 1,4}. D'apres le n?9.1, 
la G-forme quadratique (L, qL) = IndG(M, qM) se decompose en: 

(9.4.6) (L, qL) = (L+, (qL)+) 0D (L-, (qL)-). 

La composante (L_, (qL)j) est isomorphe 'a IndG(M_, (qm)-); or on a vu au 
n?9.2 que la S-forme quadratique (M, (qm)-) est determinee 'a isomorphisme 
pres par l'invariant a(M). Comme a(M) = a(M'), on deduit de la': 

(9.4.7) Les G-formes quadratiques (L_, (qL)-) et (L'i, (qLl)) 
sont isomorphes. 

D'autre part L+ est une Go-algebre galoisienne, et, si x E L+, on a qL(x) = 

2.qL+(x). Ainsi, a un facteur 2 pres, (L+, (qL)+) n'est autre que la Go-forme 
quadratique associee a la Go-algebre galoisienne L+. Comme l'homomorphisme 
OL,: GK -* Go definissant cette algebre se releve en OL: GK -* G, il resulte 
du th. 8.1.1 que (L+, qL+) est isomorphe a la Go-forme quadratique unite' (noter 
que 9.4.1 entra1ne que les elements d'ordre 2 de So sont conjugues dans Go-c'est 
ce qui permet d'appliquer le th. 8.1). Le meme argument s'applique a L'. On en 
deduit: 

(9.4.8) Les G-formes quadratiques (L+, (qL)+) et (L', (qLj)+) 
sont isomorphes. 

En combinant 9.4.7 et 9.4.8, on voit que les G-formes quadratiques (L, qL) 
et (L', qL,) sont isomorphes, ce qui acheve la demonstration. 

Remarque. Lorsque la condition 9.4.1 n'est pas verifiee (i.e. lorsqu'il n'y a 
pas de fusion dans S), le groupe G est 2-nilpotent ([10], p. 432, Satz 4.9): il existe 
un sous-groupe normal H de G, d'ordre m = IGI/8, tel que G soit produit semi- 
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direct de S et de H. Si L est une G-algebre galoisienne sur K, on peut montrer 
que L possede une base normale autoduale si et seulement si les deux conditions 
suivantes sont satisfaites: 

(i) XL = 0 pour tout x E H1(G). 

(ii) a(L) = 1 dans S4(K). 

La condition (i) signifie que OL(GK) est contenu dans le sous-groupe H.{ 1, c} 
de G. Si elle est satisfaite, le compose de OL et de la projection H.{ 1, 4} - { 1, e} 
est un caractere quadratique de G, donc correspond a un element (a) de H1(K); 
l'image de a dans S4(K) est l'invariant a(L) de L; la condition (ii) equivaut 'a dire 
que a est somme de 4 carres dans K. 

9.5. Application: la forme trace de l'algebre LH. Les notations sont les 
memes qu'au n? precedent. En particulier, on suppose que la condition 9.4.1 
("fusion totale") est satisfaite. 

Soit L une G-algebre galoisienne et soit a un representant de a(L) dans K*. 
Si C = {1, 4} est le centre de S, soit Ma = K[X]/(X2 -a) la C-algebre galoisienne 
definie par a. 

PROPOSITION 9.5. 1. SoitL' = IndG Ma. Les G-formes quadratiques (L, qL) et (L's qL ) 
sont isomorphes. 

Vu le th. 9.4.4, il suffit de verifier que les formes quadratiques qL et qLf sont 
isomorphes, ce qui est immediat: toutes deux sont isomorphes 'a 4m 0 (1, a) = 

m 0 ((1, 1,a)), cf. (9.3.2). 

Soit maintenant H un sous-groupe de G, et soit E = LH. 

THEOREME 9.5.2. II existe des entiers u, v > 0 tels que 

u+4v=IC\G/HI et u+8v=(G:H), 

et l'on a 

qE = u 0 (1) E v 0 ((1, 1,a)). 

D'apres 1.4.1 et 9.5.1 on peut supposer que L = IndGMa. Dans ce cas, un 
raisonnement analogue 'a celui du lemme 8.5.4 montre que E est isomorphe au 
produit de x copies de K et de y copies de Ma, avec: 

x = nombre d'elements de G/H fixes par C, 

2y= (G: H) - x. 
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I1 est facile de voir que y est divisible par 4. On a alors: 

qE = X 0 (1) @ (y/4) 0 ( 1, 1, 1, 1) 0 (2, 2a) 
= x 0 (1) @ (y/4) 0 ((1, 1, a)) 

ce qui demontre le theoreme, avec u = x, v = y/4. 

9.6. Comportement de I'invariant a(L) par torsion quadratique. Sup- 
posons que le sous-groupe C = { 1,4 de S soit contenu dans le centre de G, 
autrement dit que c soit le seul element d'ordre 2 de G. Posons comme ci-dessus 
Go = G/C, de sorte que l'on a la suite exacte 

1 -+C -- G -- Go -+1. 

Soit L une G-algebre galoisienne sur K, et soit qL$: GK -) G un homomor- 
phisme definissant L. Soit d'autre part ao: GK -- C un caractere quadratique de 
GK, et soit (za) 1'element correspondant de H1(K). Le produit 

OLU: S I )L(S)U(S) 

est un homomorphisme de GK dans G, donc definit une G-algebre galoisienne 
L, ("tordue" de L par cr). 

PROPOSITION 9.6.1. Les invariants a(L) et a(L,) sont lies par la formule: 

a(L,) = z,a(L) dans S4(K). 

COROLLAIRE 9.6.2. Supposons 9.4.1 vraie. II est alors possible de choisir oa de telle 
sorte que la G-algebre galoisienne L, ait une base normale autoduale. 

Si a est un representant de a(L), on choisit a de telle sorte que (za) = (a) 
dans H1(K). Le produit z,a(L) est alors egal 'a 1 dans S4(K), ce qui montre que 
a(L,) = 1 et entra1ne que L, a une base normale autoduale d'apres 9.4.5. 

Demonstration de la prop. 9.6.1. Soit L = L, E L_ la decomposition de L 
definie aux n?s precedents. Soit a E K* un representant de a(L). 

LEMME 9.6.3. On a qL+ ( 1,...,1)et qL (a, . . ., a) = m 0 a.Nrd. 

Vu 2.1. 1, il suffit de verifier ceci lorsque L = Inds M, ou M est une S-algebre 
galoisienne, auquel cas cela resulte de la decomposition de qM donnee au n?9.2. 

Soit alors Ka = K @ Ku,, avec u2 = Z., I'algebre quadratique definie par le 
caractere cr. Le produit tensoriel Ka 0 L se decompose en: 

K, (0L = L+ E Ku, 0.L+ E L_ - KU, 0 L-, 
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et l'on verifie facilement que l'on a 

Lav L+ E Ku, 0 L_. 

Or, si x E L_, on a Tr((u, Ox)2) = z,Tr(x2). I1 en resulte que laforme quadratique 
q(L,J) est egale au produit de qL_ par za. Si b est un representant de a(L,), cela 
montre, vu le lemme 9.6.3, que l'on a 

m 0 z,a.Nrd - m 0 b.Nrd, 

d'oiu z,a.Nrd - b.Nrd puisque m est impair, ce qui entramne 

b = z,a dans S4(K), cqfd. 

III. Complements. 

10. Deux contre-exemples. Soit L une G-algebre galoisienne sur K. Con- 
siderons les deux propriet6s suivantes: 

(i) L a une base normale autoduale. 

(ii) Pour tout n > 0 et tout x E Hn(G), on a XL = 0 dans Hn(K), cf. n?2.2. 

Dans divers cas particuliers (par exemple ceux de 2.2.4, 3.1.2, 3.2.1, 8.1.1, 
8.2.1, 8.3.1, . . . ), on peut demontrer que (i) et (ii) sont equivalentes. II est naturel 
de se demander si c'est lIa un fait general. Nous allons voir qu'il n'en est rien: 
aucune des deux implications (i) =s (ii) et (ii) => (i) n'est vraie (meme si G est 
d'ordre 8). 

10.1. Un exemple ou (ii) n'entraine pas (i). Prenons G quaternionien 
d'ordre 8. Soit C = {1,} le centre de G. Soit z E K* et soit a: GK -> C le 
caractere quadratique de GK associe 'a K(fi). 

Notons q$ GK -? G le compose GK A C -- G, et soit L la G-algebre 
galoisienne correspondante. On a 

L = IndG M, oiu M = K[T]/(T2 - z). 

LEMME 10.1.1. On peut choisir K et z de telle sorte que: 

(10.1.2) Hn(K) = 0 pour tout n > 3. 

(10.1.3) z n'est pas somme de 4 carres dans K. 

Soit k un corps de nombres totalement imaginaire sur lequel I'algebre de 
quaternions usuelle (-1, -1) n'est pas decomposee, par exemple k = Q(\/T7). 

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


TORSIONS QUADRATIQUES 57 

Si K = k((T)), on a cd(GK) = cd(Gk)+ 1 = 3, ce qui montre que (10.1.2) est vraie. 
D'autre part, si l'on prend z = T, on verifie facilement que z n'est pas somme de 
4 carres dans K. 

PROPOSITION 10.1.4. Si (K, z) satisfait aux conditions du lemme 10.1.1, l'algebre L 
n'a pas de base normale autoduale, et l'on a XL = 0 pour tout x C Hn(G), n > 0. 

(En d'autres termes, on a (ii), mais pas (i).) 

L'algebre L est obtenue a partir de l'algebre decomposee K(G) par torsion au 
moyen du caractere quadratique a, cf. n?9.5. D'apres la prop. 9.5.1 son invariant 
a(L) est egal a l'image de z dans S4(K); vu l'hypothese (10.1.3) cet invariant est 
non trivial; cela entralne que L n'a pas de base normale autoduale, cf. n?9.2. 

Montrons que l'on a XL = 0 pour tout x E Hr(G), n > 0. D'apres (10.1.2), 
on peut se bomer a n = 1,2 ou 3. Or, pour ces valeurs de n, l'homomorphisme 
de restriction Hn(G) -? Hn(C) est 'gal a 0. (Cela se verifie, soit en explicitant la 
suite spectrale de la projection G -? G/C, soit en utilisant la determination de 
Hn(G) donnee dans [7], p. 253-254.) Comme 0 se factorise par C, il en resulte 
bien que l'homomorphisme 

0 Hn(G) -? H n(C) -? H n(K) (n = 1,2,3) 

est nul. 

Remarque. L'hypothese (10.1.2) pourrait etre remplacee par l'hypothese plus 
faible suivante: 

(10.1.5) L'element (z)4 = (-1)( - 1)( - 1)(z) de H4(K) est nul. 

D'apres [2], (10.1.5) equivaut a: 

(10.1.6) z eat somme de 8 carres dans K. 

10.2. Un exemple ou (i) n'entraine pas (ii). Prenons G cyclique d'ordre 8, 
de generateur s. Soit c = s4 l'element d'ordre 2 de G. 

Comme au n? 10. 1, soit z E K*, soit au: GK { 1, c} le caractere quadratique 
correspondant, et soit q le compose 

GK {1,} ) G. 

Soit L la G-algebre galoisienne definie par 0. Ici encore, on a: 

L = Indg M, avec C = {1, c} et M = K[T]/(T2 - z). 
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LEMME 10.2.1. On peut choisir (K, z) de telle sorte que: 

(10.2.2) z n'est pas somme de 2 carres dans K. 

(10.2.3) z est somme de 2 carres dans K(x/2). 

On peut prendre par exemple K = Q et z = 3: il est bien connu que (10.2.2) 
est vrai, et (10.2.3) resulte de ce que 3 = I + (v'2;)2. 

PROPOSITION 10.2.4. Si (K, z) satisfait aux conditions du lemme 10.2.1, l'algebre L 
a une base normale autoduale, et, si x est 1' unique e'le'ment non nul de H2(G), on a 
XL #Odans H2(K). 

(On a (i), mais pas (ii).) 

L'element x correspond 'a 1'extension de G par un groupe d'ordre 2 qui est 
cyclique d'ordre 16. La restriction xc de x 'a C est l'unique element 7 0 de H2(C), 
c'est-'a-dire le carre de 1'element non nul de H 1(C). On a donc: 

XL = 0*(x) = u*(xc) = (z)(z) = (-1)(z) dans H2(K), 

d'oiu XL 7 0 d'apres (10.2.2). 
I1 reste 'a montrer que L a une base normale autoduale. Cela peut se faire par 

voie cohomologique, en explicitant H1(K, UG). Nous allons proceder diff6rem- 
ment, et construire un vecteur basique de L. 

Choisissons pour cela une decomposition de z comme somme de deux carres 
dans K(V2): 

z = (a + b + (c + dF2)2, avec a,b,c,d E K, 

i.e. 

(10.2.5) z = a + c2 + 2b2 + 2d2 et ab + cd = 0. 

Soit M = K[T]/(T2 - z) comme ci-dessus. D'apres (10.2.2), z n'est pas un 
carre dans K; on a donc M K(fi). Notons x i - x' l'involution canonique de 

K(Vz-). Par construction, on a L = Indcg K(Vz-). Cela permet d'ecrire L sous la 
forme 

L = K(Vz) x K(V/F) x K(V/) x K(V), 

I'action du generateur s de G etant donnee par 

(xi ,X2,aX3,tX4) 1 - (X2,pX3,2X4,34xi 

ainsi, 6 = 54 agit par (XI, x2, X3, X4) I WX, X2, X3, X4). 
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Soit e l'element de L defini par: 

e = (1,0,0,0) + (z?)-<(a,b +d,c,d - b). 

On ae2 =(1, 0, 0, 0) + 2()-(a, 0, 0, 0) +z-1(a2, b2+2bd+d2, c2 ,b2-2bd+d 2), 
d'oiu 

TrL/K(e2) = Tr (/K(l + 2a(z)-1 + z-(a2 + b+ 2bd+d2 + +b - 2bd+d2)) 

= 2(1 + z-1(a2 + c2 + 2b2 + 2d2)) = 4, d'apres (10.2.5). 

De meme: 

TrL/K(e.s(e)) = TrM/K(z- I(a(b + d) + (b + d)c + c(d - b) + (d - b)(- a))) 

= 2z-1(ab+ad+bc+cd+cd- bc - ad +ab) 

= 4z-1(ab + cd) = 0, d'apres (10.2.5). 

Des calculs analogues montrent que l'on a aussi 

TrL/K(e.s'(e)) = 0 pour i = 2,.. ., 7. 

I1 resulte de ces formules que e/2 est un vecteur basique de L, ce qui acheve la 
demonstration. 

Remarque. On peut montrer que la condition (10.2.3) est ne'cessaire et suffi- 
sante pour que L ait une base normale autoduale. 

11. Torsion des tenseurs quadratiques. 

11.1. Tenseurs. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit V* 
son dual. Si a et b sont des entiers > 0, on note Ta(V) le produit tensoriel de 
(Oa V) et de ( ?b V*), cf. [6], p. 111.63. 

Un element t de Tba(V) est appele un tenseur de type (a, b). On dit que t est 
quadratique si a + b = 2, i.e. si: 

a = 2, b = 0: t est un element de 02v; 

a = 1, b = 1: test un element de V? V* = EndV; 

a = 0, b = 2: t est une forme bilineaire sur V. 

11.2. Torsion. Soit t = (ti)iEi une famille de tenseurs sur V de types (ai, bi), 
et soit G un groupe fini operant lineairement sur V, et fixant chacun des ti. Soit 
L une G-algebre galoisienne sur K, correspondant 'a qL : GK -? G. On peut 
tordre (V, t) au moyen de OL, cf. [19], chap. III, ?1. On obtient ainsi un autre 
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couple (V', t'), que l'on notera (V, t)L. Rappelons ([19], loc. cit.) que (V', t') est 
caracterise, 'a isomorphisme pres, par la propriete suivante: 

(11.2.1) I1 existe un K,-isomorphisme O: (V, t)/Ks -? (V', t')/Ks 
tel que sV = O o kL(S)V pour tout s E GK. 

(Dans cette formule, s5 designe le conjugue de b par s, et OL(s)v est l'auto- 
morphisme de V defini par l'element qL(s) de G.) 

Nous allons voir que, lorsque les ti sont quadratiques, la torsion par L ne 
depend que de la G-forme quadratique (L, qL), et pas de la structure d'algebre de 
L. De fa9on plus precise: 

THEOREME 11.2.2. Supposons que tous les ti soient quadratiques. Soient L et L' 
deux G-algebres galoisiennes sur K telles que les G-formes quadratiques (L, qL) et 
(L', qLf) soient isomorphes. Alors (V, t)L est isomorphe a (V, t)L'. 

Le cas particulier oiu L' est decompose donne: 

COROLLAIRE 11.2.3. Si L a une base normale autoduale, on a (V, t)L (V, t). 

(Autrement dit, la torsion par L n'a aucun effet sur les tenseurs quadratiques.) 

De'monstration du th. 11.2.2. Soit A = A(V, t) le groupe algebrique des auto- 
morphismes de (V, t). C'est un sous-groupe ferme du groupe lineaire GLV. Par 
hypothese, on a un homomorphisme de groupes 

G -- A(K) -- Aut(V), 

d'oiu, par linearite, un homomorphisme d'algebres K[G] -? End(V). Par restric- 
tion aux elements unitaires, cela donne un morphisme de groupes algebriques 
c: UG -- GLv. 

LEMME 11.2.4. L' image de c est contenue dans le sous-groupe A = A(V, t) de GLv. 

Montrons que &(UG(K)) est contenu dans A(K); ce resultat (applique aux 
extensions de K) suffira 'a demontrer 11.2.4. 

Soit u = E ugg, avec ug E K, un element de UG(K). I1 nous faut prouver que 
u(ti) = ti pour tout i E I. Distinguons trois cas suivant le type de ti: 

(1) ti est de type (1,1), i.e. ti s'identifie 'a un endomorphisme de V. L'hypothese 
que ti est fixe par G signifie que tigv = gvti pour tout g E G. I1 en resulte par 
linearite que u commute 'a ti, c'est-a-dire que u fixe ti. 

(2) ti est de type (0,2), i.e. ti s'identifie 'a une forme bilineaire V x V - K. Par 
hypothese, on a ti(gx, gz) = ti(x, z) si g E G et x, z E V. Comme u* = ugg- -, 

on en deduit ti(ux, z) = ti(x, u*z) et en appliquant ceci a z = uy, avec y E V, on 
trouve 

ti(ux, uy) = ti(x, u*uy) = ti(x, y) (x, y E V), 
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ce qui montre bien que u fixe ti. (Une autre fa9on de proceder consiste 'a utiliser la 
construction donnee dans [3], n? 1.1, et 'a en deduire que A est le groupe unitaire 
d'une algebre 'a involution associee 'a (V, t).) 

(3) ti est de type (2,0). La verification est analogue 'a celle du cas (2): on 
trouve que (u 0 u)(ti) = (uu* 0 1)(ti) = ti. 

Revenons maintenant 'a la demonstration du th. 11.2.2. Soient q = qL et 
= qL$ des homomorphismes de GK dans G definissant respectivement L et 

L'. Le couple (V, t)L se deduit de (V, t) par torsion au moyen de la classe de 

cohomologie c(L) E H1(K,A) definie par le cocycle GK - G -+ A(K), Cf. 
[19], loc. cit. De meme, (V,t)L' se deduit de (V,t) par torsion au moyen de 
c(L') E H1(K,A). Vu le lemme ci-dessus, c(L) et c(L') sont les images des classes 
u(L) et u(L') de H1 (K, UG) (cf. n? 1.5) par l'application H1 (K, UG) -) H1 (K, A). 
L'hypothese (L,qL) V (LW,qL') equivaut 'a dire que u(L) = u(L'), cf. prop. 1.5.1. 
On a donc c(L) = c(L'), et cela entra1ne que (V, t)L est isomorphe a (V, t)L' d'apres 
ce qui a ete dit plus haut. 

Remarque. (1) Le th. 11.2.2 admet la reciproque suivante: si L et L' sont 
telles que (V, t)L = (V, t)L' pour tout (V, t), avec t quadratique, alors les G-formes 
quadratiques (L, qL) et (L', qL') sont isomorphes. 

Cela se voit en prenant pour V l'espace vectoriel K(G) muni des tenseurs de 
type (1,1) donnes par les multiplications 'a gauche par les elements de G, et du 
tenseur de type (0,2) donne par la forme quadratique unite (l'action de G sur V 
se faisant par les multiplications 'a droite). 

(2) Le th. 11.2.2 est special aux tenseurs quadratiques: 
(a) Dans le cas des tenseurs lineaires (i.e. de type (1,0) ou (0, 1)), il resulte 

du "th. 90" que (V, t)L est isomorphe 'a (V, t) quel que soit L: il n'y a pas de 
torsion. 

(b) Au contraire, si l'on considere des tenseurs quadratiques et cubiques il 
existe des choix de (V, t) tels que (V, t)LI n'est isomorphe a (V, t)L que si L' est 
isomorphe a L (comme G-algebre galoisienne). 

Cela se voit en prenant V = K(G) comme ci-dessus, muni des tenseurs de 
type (1, 1) donnes par les niultiplications 'a gauche par les elements de G, et du 
tenseur de type (1, 2) exprimant la loi de multiplication de l'algebre K(G). 

11.3. Description explicite de la torsion des tenseurs quadratiques. Con- 
servons les notations et hypotheses ci-dessus. On vient de voir que, si les ti sont 
quadratiques, (V, t)L ne depend que de la G-forme quadratique (L, qL). I1 est 
naturel de chercher une expression explicite de (V, t)L mettant en evidence ce 
fait. Nous allons donner une telle expression, en nous bornant pour simplifier au 
cas oui tous les ti sont de type (0,2) i.e. sont desformes biline'aires. 

De fa9on plus generale, soit (P, q) un G-espace quadratique (cf. n? 1.2), et 
supposons que le K[G]-module P soit projectif (ce qui est le cas si K est de 

This content downloaded from 128.235.251.160 on Wed, 17 Dec 2014 00:09:41 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


62 EVA BAYER-FLUCKIGER AND JEAN-PIERRE SERRE 

caracteristique 0, par exemple). Nous allons definir le "tordu" (Vp, tp) de (V, t) 
par (P,q): 

Par definition, on a Vp = HomG(P, V). La i-eme composante ti,p de tp est 
d6finie par: 

(11.3.1) ti,p(f1,f2) = Trp(f fiF2) ( flf2 E Vp), 

oiu F2 c Hom(P, V) est tel que f2 = EgeG gVF2g9V, et fi C Hom(V, P) est 
l'adjoint de fi par rapport "a q et ti, autrement dit est caracterise par la formule 

ti (fi (x), y) = q(x,f1l*(y)) pour x, y C V. 

(Noter que F2 existe du fait que P est K[G]-projectif.) 
On verifie que le membre de droite de (11.3.1) ne depend pas du choix de 

F2 (car on ne peut modifier F2 qu'en lui ajoutant des combinaisons lineaires des 
gvFgj71 - F, avec g E G et F E Hom(P, V)). 

La construction ci-dessus s'applique en particulier 'a (P, q) = (L, qL). 

THEOREME 11.3.2. Le couple (Vp, tp) obtenu par torsion de (V, t) au moyen de 
(P, q) = (L, qL) est isomorphe a (V, t)L. 

(On obtient bien ainsi une description de (V, t)L ne faisant intervenir que la 
G-forme quadratique associee 'a L.) 

De'monstration. (a) Supposons d'abord que L soit decomposee, et soit 
e = (1, 0,... , 0) le vecteur basique de L associe au choix d'un element X de 
X(L), cf. n? 1.4. Le vecteur e definit un isomorphisme 

Oe: Vp - V 

par f i - f(e). Cet isomorphisme transforme ti,p en ti. En effet, avec les notations 
de (11.3.1), on peut prendre pour F2 l'homomorphisme de P dans V qui applique 
e sur f2(e) et ge sur 0 si g 7 1; on en deduit que f1*F2 applique e sur fi f2(e) et 
ge sur 0 pour g 7 1; d'ou: 

tj,p(f1,f2) = Trp(f *iF2) = q(e,f1i f2(e)) = ti(f (e)J2(e)) 
= ti(Oe(fl), MeMf2)). 

I1 en resulte que Oe est un isomorphisme de (Vp, tp) sur (V, t). 
(b) Dans le cas general, on applique ce qui precede au corps Ks. Le choix 

d'un element X de X(L) definit comme ci-dessus un isomorphisme 
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Si sX = x+(s) (cf. 1.3), on a s(e) = q(s)-le, cf. demonstration du th. 1.5.3. On 
en deduit: 

S(Oe) = Os(e) = O(S)v 19e. 

Si l'on pose b = Se1, on a donc s5 = 0 o q(s)v pour tout s C GK, et d'apres 
(11.2.1) cela montre bien que (Vp, tp) est isomorphe a (V, t)L. 
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