THE ]OHNS HOPKINS

UNIVERSITY PRESS

Y

Groupes de Lie et Puissances Reduites de Steenrod

Author(s): A. Borel and J.-P. Serre

Source: American Journal of Mathematics, Vol. 75, No. 3 (Jul., 1953), pp. 409-448
Published by: The Johns Hopkins University Press

Stable URL: http://www.|stor.org/stable/2372495

Accessed: 06/09/2010 02:09

Y our use of the JSTOR archive indicates your acceptance of JISTOR's Terms and Conditions of Use, available at
http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp. JSTOR's Terms and Conditions of Use provides, in part, that unless
you have obtained prior permission, you may not download an entire issue of ajournal or multiple copies of articles, and you
may use content in the JSTOR archive only for your personal, non-commercial use.

Please contact the publisher regarding any further use of thiswork. Publisher contact information may be obtained at
http://www.jstor.org/action/showPublisher?publisherCode=jhup.

Each copy of any part of a JSTOR transmission must contain the same copyright notice that appears on the screen or printed
page of such transmission.

JSTOR is anot-for-profit service that helps scholars, researchers, and students discover, use, and build upon a wide range of
content in atrusted digital archive. We use information technology and tools to increase productivity and facilitate new forms
of scholarship. For more information about JSTOR, please contact support@jstor.org.

The Johns Hopkins University Pressis collaborating with JISTOR to digitize, preserve and extend accessto
American Journal of Mathematics.

http://www.jstor.org


http://www.jstor.org/action/showPublisher?publisherCode=jhup
http://www.jstor.org/stable/2372495?origin=JSTOR-pdf
http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp
http://www.jstor.org/action/showPublisher?publisherCode=jhup

GROUPES DE LIE ET PUISSANCES REDUITES DE STEENROD.*

Par A. BoreL et J.-P. SERRE.

Introduction. N. E. Steenrod a défini de nouvelles opérations cohomo-
logiques, les puissances réduites, qui généralisent ses i-carrés. Nous nous
proposons ici d’étudier ces opérations dans la cohomologie mod p, (p premier),
des groupes de Lie et de leurs espaces classifiants, et d’appliquer les résultats
obtenus a divers problémes.

Pour la commodité du lecteur, nous avons rappelé dans la premiére
partie tous les principaux résultats sur les groupes de Lie et leurs espaces
classifiants dont nous avons & faire usage par la suite, en les complétant du
reste sur quelques points. La deuxiéme partie est consacrée aux puissances
réduites, dont nous indiquons les propriétés au No. 7, sans en répéter la
définition explicite, qui n’interviendra pas ici; nous calculons ensuite ces
opérations dans les espaces projectifs complexes et quaternioniens, ce qui
permet d’obtenir quelques renseignements sur les groupes d’homotopie des
sphéres, par la méthode de Steenrod.

Dans la troisiéme partie, nous combinons les résultats de I et II pour
étudier les puissances réduites dans les algébres de cohomologie H* (@, Z,)
et H*(Bg, Z,) d’un groupe de Lie compact connexe G et d’un espace By
classifiant pour @, lorsque Gt et son quolient G/T par un tore mazimal sont
sans p-torsion.t Dans ce cas en effet, H*(Bg, Z,) s’identifie & une sous-
algébre de H*(Br, Z,); or H*(Br,Z,) est engendrée par ses éléments de
degré deux, (Br peut méme, si lon veut, &re envisagé comme produit
d’espaces projectifs complexes), et les puissances réduites y sont donc con-
nues d’aprés II. Cela détermine en principe les puissances réduites dans
H*(Ba, Zy), et par conséquent aussi dans H* (@, Z,) car, sous les hypothéses
faites, H*(Bq, Z,) est une algébre de polyndmes dont les générateurs sont
images par transgression de générateurs de H*((@, Z,), (qui est une algtbre
extérieure), et la transgression commute aux puissances réduites. Cette
méthode générale est ensuite appliquée aux groupes unitaire U(n) et unitaire
symplectique Sp(n) pour p (premier) quelconque, au groupe orthogonal

* Received February 22, 1953.
* On dit qu'un espace a de la p-torsion (p premier), si 'un de ses groupes d’homo-
logie entitre a un coefficient de torsion divisible par p.
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410 A. BOREL ET J.-P. SERRE.

SO (n) pour p =2, et & leurs espaces classifiants, ce qui donne, entre autres,
des résullats sur les classes de Chern.

T.a quatritme partic est consacrée aux applications. Nous montrons
dans le No. 15 la non-existence de structures presque-complexes sur S,
(n=8), et d’un type d’algébres & division de dimension > 8, et dans le
No. 17, la non-existence de sections dans certaines fibrations, (par exemple
U(n)/U(n—1) = 8Ssn1); on en déduit quelques renseignements sur les
groupes d’homotopie des groupes classiques, auxquels nous consacrons égale-
ment les Nos. 18 et 19. Enfin, le No. 20 donne des conditions nécessaires
pour lexistence de sections dans des fibrations ol espace, base et fibre sont
des variétés de Stiefel complexes.

1. Espaces fibrés a groupe structural de Lie.

1. Espaces universels et espaces classifiants pour un groupe de Lie.
Soit G un groupe de Lie compact; rappelons que 'on appelle espace uni-
versel pour G jusqu’d la dimension n un espace E, fibré principal de groupe
structural G, tel que = (G) =0 pour 0 =i=n, ([14], §19); sa base
B—=E/G est dite espace classifiant pour G et pour la dimension n, elle
permet en effet de classer tous les espaces fibrés principaux de groupe strue-
tural G ayant comme base un polyédre X donné de dimension n, (une classe
d’espaces fibrés correspondant biunivoquement & une classe d’applications
homotopes de X dans B, voir [14], § 19).

On sait, ([14], 19.7), que Pon peut trouver pour tout G et pour tout
n des espaces universels qui sont, ainsi que leurs bases, des variétés analytiques
compactes, donc des polyédres finis; il est souvent commode de les considérer
pour n arbitrairement grand et pour éviter d’avoir & préciser cet entier, on
peut introduire les notions d’espace universel et d’espace classifiant pour G,
(sous-entendu: pour tout n), de la facon suivante:

Soit Ei, E,, - - - une suite d’espaces universels pour G et pour des
dimensions n, < n, < - - -; il est clair que 'on peut la choisir telle que E;
et B, — E;/@ soient des polyédres finis et qu’il existe un homéomorphisme f;
de E; dans’ E;,; commutant avec les opérations de G, (i=1,2,- - -). La
limite inductive £ des E; est alors un espace fibré principal de groupe struc-
tural @, dont tous les groupes d’homotopie sont nuls;  sera dit universel
pour G, sa base B, qui est limite inductive des espaces B;, sera dite espace
classifiant pour . On déduit immédiatement du théoréme de classification
que deux espaces universels, ou deux espaces classifiants, ont méme type
d’homotopie; il n’v a done pas d’inconvénient, tant que ’on ne s’intéresse qu’a
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des questions homologiques ou homotopiques, A désigner par Eg, resp. Bg,
I'un quelconque de ces espaces; en particulier, on pourra parler des groupes
d’homologie singuli¢re ou de cohomologie singuli¢re de ’espace Bg; on a
Qailleurs, T étant un groupe de coefficients:

H,(Be.T) = I,(B.T), H»(BqT)=H?(B,T) si g > p,

(les isomorphismes en cohomologie étant bien entendu compatibles avec le cup-
produit si I' est un anneau) ; les groupes H?(Bg, T') sont donc isomorphes aux
groupes H?(B;, T') lorsque 1 est assez grand, on retrouve ainsi les conventions

de [2], §18.2

Nous avons donc fait correspondre & tout groupe de Lie compact G un
espace, ou plut6t une classe d’espaces ayant le méme type d’homotopie, Bg.
On peut de plus associer & tout homomorphisme f: H — @ d’un groupe de Lie
compact dans un autre une classe d’applications homotopes p(f) : By — Bag.

Soit en effet Ex un espace universel pour H ; par extension du groupe
structural de H & G au moyen de f, Ep définit un espace E’y principal pour
G et de base By; cet espace est le quotient (Fgm, G)y du produit Ey X G
par la relation d’équivalence (z,g) = (z-k,f(h)-g). Comme la base de
B’y est limite inductive de polyédres, le théoréme de classification s’applique,
et il existe une classe d’applications homotopes p(f) de By dans Bg telle que
E’y soit I'image réciproque de Eq par les p(f) ; cela définit les p(f).

Bien entendu, p(f) est homotope & Iidentité si f est I'identit, et les p(f)
vérifient la propriété de transitivité p(fog) = p(f) op(g). On peut donc
dire que la correspondance G — Bg est un foncteur covariant de G.

Le cas particulier le plus important de la notion précédente est celui
ou f est Iapplication identique d’un sous-groupe fermé H d’un groupe G
dans le groupe G lui-méme; on désigne alors p(f) par p(H, G), conformé-
ment aux notations de [2], §21. Dans ce cas on peut choisir p(f) de telle
sorte que p(f) : Bu — Bg définisse By comme espace fibré de base Bg et de
fibre Vespace homogéne G/H. En effet, puisque H est plongé dans @, il
opére sur g et Eq, muni de ces opérateurs, est un espace universel pour H,
que l'on peut prendre comme Ey. On aura alors By — E¢/H, Bg = Eg/G
et application p(f) n’est autre que la projection canonique de Eq/H sur
Ec/G; elle définit bien By comme espace fibré de fibre G/H et de base Bg.

Dans le cas général, on peut, au moins au point de vue homologique ou

®8i G est discret (cas que nous n’avons pas exclu), les groupes H,(Bg,T) et
H*(Bg, T') mne sont autres que les groupes d’homologie et de cohomologie de G au sens
de Hopf-Eilenberg-MacLane-Eckmann.
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homotopique, envisager aussi p(f) comme projection d’un espace fibré. Soit
en effet X — (B'y, Fg)u le quotient de B’y X En par la relation d’équi-
valence (z,y) = (- h,y-h), il admet deux fibrations, l'une de fibre E’y
et de base By, ’autre de fibre Fy et de base Bg; notons « et 8 les projections
correspondantes. Comme Ep est acyclique, 8 définit un isomorphisme g, des
groupes d’homologie (ou d’homotopie) de X sur ceux de By. D’autre part
un homomorphisme de E’y dans Ey définit de facon évidente une section s:
By — X, qui composée avec a redonne p(f); ainsi, une fois les groupes
d’homologie de By identifiés & ceux de X par B,7%, 'homomorphisme p (f)
devient I’homomorphisme «, induit par la projection a.

En particulier, si f est la projection de H sur son quotient H/N par
un sous-groupe invariant fermé N, ’espace I’y est visiblement un espace By
et py(f) sidentifie & Uhomomorphisme induit par la projection d’un espace
fibré ayant méme homologie que By, de fibre By et de base Bu,x.

Note. Soit I un espace fibré de groupe structural H dont la base X est
un polyedre fini; /2 est donc bien défini par une classe d’applications homo-
topes {: X — By ; en les composant avec les applications p(f): By — B¢, on
définit donc un espace fibré de base X et de groupe structural @; en outre,
d’aprés la construction méme de p(f), cet espace est celui que ’on obtient &
partiv de B en étendant le groupe structural de H & G au moyen de f.

Cest sous cette forme que I'on trouvera étudiée. dans des cas particuliers,
Papplication p(f), notamment par Wu ([18], [19]). On voit également que
pour qu’un espace fibré de base X, de groupe @, défini par ¢: X — By puisse
étre obtenu & partir d’un espace fibré de groupe H par extension du groupe
structural il faut et il suffit que ¢ puisse se “ factoriser ” par p(f). Si I'on
connait les algébres de cohomologie H*(By) et H*(Bg), ainsi que p*(f):
H*(Bg) — H*(Bg), on tire de 13 des conditions cohomologiques nécessiires
pour que Pon puisse restreindre le groupe structural de @ & H. (Pest 1a la
méthode suivie par Wu [18] pour étudier les structures presque complexes,
(f étant alors P'inclusion de U(n) dans SO (2n)).

2. Cohomologie des groupes de Lie et de leurs espaces classifiants.
Soit G un groupe de Lie compact connexe de rang I, (rappelons que le rang
est la dimension commune des tores maximaux de G). D’aprés un théoréme
classique de IMopf, ’algébre de cohomologie de @ relativement & un corps de
caractéristique zéro est une algébre extérieure engendrée par I éléments de
degrés impairs. Ce résultat vaut encore pour H *(G, Zy), (p premier, Z, corps
des entires modulo p), lorsque @ est sans p-torsion,* ([2]. Proposition 7. 2);
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de méme, si G n’a pas de torsion, H*(@, Z) est lalgébre extérieure d’un
groupe abélien libre ayant I générateurs de degrés impairs.

Dans le cas ot ¢ est sans p-torsion, on peut établir des relations trés pré-
cises entre H* (@, Z,) et H*(Bg, Z,) en utilisant la transgression. Rappelons
que la transgression dans un espace fibré I/, de base B et de fibre F, relative-

ment & un groupe de coefficients T, est en dimension s, (s =0,1,2,- - ), un
homomorphisme :
(.1) r:T8(F, T) - Hs'(B,T)/Ls* (B, T)

d’un sous-groupe I'*(#,T) de H*(F,T) dans un quotient de Hs*(B,T).
L’homomorphisme = est le composé ¢** 08, ol § désigne ’homomorphisme
de cobord qui applique H*(F,T) dans Hs*'(E, F;T), et ol ¢* est le produit
de Tisomorphisme de H®*(B,T) sur H*(B,b;T), (b projection de F),
par l’homomorphisme p*:Hs*(B,b;T) — H**' (L, F;T') transposé de la
projection (woir [2], § 5; [11], pp. 434, 457). En particulier nous noterons
T¢(@G,T) Densemble des éléments de H*(G, T') transgressifs dans un espace
universel Eq, et qui seront dits étre universellement transgressifs.

Ces définitions étant posées, on peut exprimer ainsi les propriétés de la
fibration de E¢ par , base B qui sont établies dans [2], (Théorémes 13. 1,
19.1):

R.2. Soit p un nombre premier, el supposons (¢ sans p-torsion. Alors
H*(G, Zy) possede un systéme de générateurs hy,- - -, hy de degrés impairs
ui forment une base du sous-espace T (G, Z,) de H*((,Z,) engendré par
> Zip > Zip p
les ¢léments universellement transgressifs.

R.3. Le sous-espace L (Bg, Zy) de Hs**(Bg, Z,), (notations de 2. 1),
est égal aw sous-espace des éléments décomposables de H**(Bg, Z,), (c’est &
dire au sous-espace engendré par les produits d’éléments de degrés < s 4 1).

Nous désignerons par Di(Bg, T'), ou par 1)/ si cela ne préte pas & con-
fusion, I’ensemble des éléments décomposables de H7(Bg, T') et par D(Bg, T'),
ou par D, la somme directe des D7.

R. 4. Solenl v la transgression dans B¢ el y; e H*(Ba, Zp) un représentant

de v(hy), (1=1,---,1). Alors H*(Bg, Z,) est identique & Ualgébre des
polyndmes admettant les y; comme générateurs.

On a ici 7(h;) = yimod D et H*(Bg, Z,) est une algébre de polyndmes
a 1 générateurs dont les degrés sont égaux aux degrés des h; augmentés d’une
unité (et sont par conséquent pairs).
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Les résultats 2.2, 2.3, 2.4 restent valables si ’on remplace partout Z,
par un corps de caractéristique zéro, sans hypothése sur ¢, ou encore si ’on
substitue Z a Z, lorsque G n’a pas de torsion.

3. Relations entre H*(Bg, Z,) et le groupe de Weyl de G. Soient T
un tore maximal du groupe de Lie compact connexe G de rang I, N le nor-
malisateur de T' dans G, et ® le groupe de Weyl de G, c’est 4 dire le quotient
N/T. On sait que ® est un groupe fini. D’aprés les résultats du No. 2, la
transgression établit un isomorphisme de H*(T', Z) sur H*(By, Z), et H*(By, Z)
est ’algébre symétrique libre engendrée par H2(By, Z) ; toute base (&, - -, &)
de H*(T,Z) définit donc par transgression un systéme de générateurs indé-
pendants (zi,- - -, ;) de H*(Br,Z) de degrés égaux & deux

Puisque N est une extension de T' par @, le groupe & opére canonique-
ment sur 7', et de ce fait sur H* (T, Z) donc aussi sur H*(Byp, Z). On notera
I la sous-algébre des éléments de H*(Br,Z) invariants par ®. Il est clair
que si ¥ e H*(Br,Z) est tel que n-xelg, (n entier), on a aussi welg;
par conséquent Ig est facteur direct de H*(Bg, Z) pour la structure de groupe
abélien, ce qui permet de considérer I¢ @ Z, comme plongé dans

H*(Br,2) @ Zy = II'*(Br, Zy).
Cela étant posé, on a ([R], Prop. 29.2):
3.1. 8i G et G/T sont sans torsion, I’homoinorphisme
p(T,G): H*(Ba, Z) — H*(Br, Z)
est biuntvoque et son vmage est I.

3.2. Soit p un nombre premier. Si G et G/T sont sans p-torsion,
il en est de méme de Ba, U'homomorphisme:

p*(T, G) : H* (B, %,) — 1% (By, Z,)

est biunwvoque, et son image est 1o @ Z,. (plongé dans H*(By, Z,) comme il
a été dit plus haut).

Lorsquon sera dans les hypothéses de 3.1, (vesp. 3.2), on identifiera
H*(Bg, Z), (vesp. H*(Br, Zy)), & Ia, (vesp. I¢ @ Z,) ; cela permettra comme
on le verra de ramener beaucoup de questions portant sur B aux questions
analogues sur By, qui est plus simple & étudier. Soient par exemple H et G
deux groupes de Lie vérifiant 3. 2, f: H — G un homomorphisme et cherchons
& déterminer p*(f) : H*(Bg, Zy) — H*(Bu, Z,). Soient 7” un tore maximal
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de H, T un tore maximal de G contenant f(71”), et ¢: 1" — T la restriction
de fa T”. Elle définit un homomorphisme p*(g) : H*(Br, Zp) = H*(Br, Zp)
dont la restriction & I¢ ® Z, est évidemment p*(f); pour connaitre p*(f),
il suffit donc de connaltre p*(g), ce qui est trés facile: Soient &, - -, &,
(vesp. &1, - -, &), une base de H (T, Z,), (resp. de H*(1",Z,). On peut
écrire:

g* (&) = 3 ny's, (rijeZy),

et, sl @, resp. 2/;, est image par transgression de &, resp. &, un polyndéme
Q(x,- - -, 2,) en les z; a comme image par p*(g) le polyndme

Q (2 nl:ix/:i) Cr L, 3 nr}"'v,:i)}

(voir pour plus de détails [2], § 28, 31 o cette méthode est appliquée dans
le cas ou f est biunivoque).

Un cas particulier important est celui ot f est l'inclusion d’un sous-
groupe H de G dans G, H et G ayant méme rang. On a alors T =1T", et
p*(g) est I'identité; tenant compte des identifications faites plus haut on voit
que H*(Bg,Z,) s’identifie & une sous-algébre de H*(Bg,Z,), elle-méme
identifice & une sous-algébre de H* (By, Zp).

Conditions d’application des résultats précédents. lies hypothéses 3.1 et
3. 2 sont fréquemment vérifiées, en effet:

3.8. 8i Palgébre de Lie de G ne contient aucun facteur tsomorphe @
Eq, E;, ou Es, G/T est sans torsion ([2], Prop. 29.1).

3.4. Pour tout n les groupes classiques U(n), SU(n), Sp(n) sont sans
torsion ([2], Prop. 9.1).

3.5. Pour toul n et pour tout nombre premier p impair, SO(n) est
sans p-torsion, ([2], Prop. 10.4).

Ainsi, & Vexception de SO(n) pour p=2, toul groupe classique est
justiciable de 3.2. Dans le cas de SO(n), p =2, il convient de remplacer
les tores maximaux par des sous-groupes abéliens maximaux de type

(2,2, - -,2), (voir [3]).

4. Cas particulier: le groupe unitaire U(n). Soit G = U(n) le groupe
des matrices complexes unitaires & n lignes et n colonnes; les matrices
diagonales en constituent un tore maximal T, U(n) est donc de rang n.
Désignant par exp(2in{;), - -, exp(Rtn,) les valeurs propres d’une matrice
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diagonale, nous prendrons les éléments & = d¢; comme base de H*(T, Z) et
noterons a; I'image par transgression de & dans H?(B,, Z).

Le normalisateur N de T dans U(n), est 'ensemble des matrices mono-
miales (c’est & dire produits d’une matrice diagonale par une matrice de
permutation), et ® = N/T est le groupe des permutations des & ou des z;;
par conséquent I est ’algébre des polynémes symétriques en les x;; de méme
Typy @ Zy est Pensemble des polyndmes symétriques & coefficients dans Z,,.

Soit Cy; la i-éme fonction symétrique élémentaive S @, - -2 clest
donc un élément de ¢ = H* (B y,, Z) et de plus I est identique & I’algébre
des polyndmes en les Cs;; comparant cela avec les résultats du No. 2, on voit
que H¥(U(n),Z) contient des éléments bien déterminés h;, (1 =1=n),
de degré 21 —1, tels que 7(h;) = Coimod(Cs, -« -, Caiz), 7 étant la trans-
gression dans F y, ; en outre H*(U(n), Z) est ’algébre extérieure engendrée
par les h;.

Il s’impose de comparer les résultats précédents avec ceux qu’obtient
S. 8. Chern dans [6]. Au moyen des grassmanniennes complexes et des
symboles de Schubert, Chern y définit des éléments ¢, e H*¥(By,, %) et
montre que H*(By,,%) est lalgétbre des polyndmes admettant les c.;,
(1=1=mn), comme générateurs; ainsi les classes C,; ont les mémes pro-
priétés que les classes de Chern ¢,;; en fait on a:

Prorvosition 4.1. Les classes Coy=3z, - - -2; coinctdent «vec les
classes de Chern ¢co; (1=1," - -, n).

Pour éviter toute confusion. nous n'identificrons pas dans cette démon-
stration Iy, et H*(Byyy,Z%). Nous devons donc montrer que I'homo-
morphisme p*(T,U(n)) : H*(Bygy,Z) = H*(By, Z) applique o sur C.

Nous établirons la Prop. 4. 1 par récurrence sur n en utilisant la formule
de dualité des classes de Chern (4.3), (voir [7], [19]). Pour n=1,
U(1) =T et la proposition est évidente car C, et ¢, sont toutes deux images
par transgression de la classe { = d¢ de H*(T,Z). Nous supposons main-
tenant la proposition démontrée pour U(m) si m < n; comme nous aurons
a considérer plusieurs valeurs de n, il sera commode de distinguer par un
indice n, que nous placerons en haut & gauche, ce qui est relatif & U(n);
ainsi nous parlerons de "&;, ", *Ca, "cai, ete.

Soient p, ¢ > 0 tels que p 4+ ¢ = n, f Pinclusion canonique de U(p) X U(q)
dans U(n), T?, T? et T" = T? X T4 des tores maximaux de U(p), U(q) et

3 Dans tout ce travail, nous notons un polynéme symétrique par son terme initial
précédé du signe Z.
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U(n); la restriction g de f & T» X T? est donc l’identité. Le diagramme
commutatif

T?» X Ta ____2__9 T

l .
U(p) X U(q) LU ()

ou les fléches sont des inclusions, donne lieu au diagramme commutatif

H*(Bys, 2) @ H* (B ay ) < H*(B g, 7)

18 , o1
H*(BU(,,), 7) R H* (BU(G)’ Z)y «1—H* (BU(n)a Z)

ou, dans les notations du No. 1:
2 =p*(g) = p*(T? X T4, T"), B=p*(T" X T, U(p) X U(q)),
y=p*(U(p) XU(q),U(n)) =p*(f) et enfin § =p*(T",U(n)).

Si Pon prend dans H*(T», Z), H (T4, Z et H*(T", Z) les bases (?&),
(%), (*&) indiquées au début de ce No, il est clair que g* est définie par

gr(ré) =% (1=p), gF(&Ha) =% (1=i=¢).
par conséquent, o est défini par
(o) = ®1 (1=i=p);  a(t) — 10w, (1=j=q),
et il en résulte évidemment que
(4.?) % ("Cui) = Sjop=i M0 @ 10y,

en posant bien entendu ?C,; =0 si j > p, 9C,; = 0 si k > ¢; en faisant une
convention analogue pour les classes de Chern, on peut éerire la formule de
dualité:

(4 3) "/("C"_’i) = 2j4-7\':i pCZj ® 9Cap

mais 'homomorphisme S est le produit tensoriel des homomorphismes
p*(T?, U(p)) et p* (T2, U(q)), donc. vu ’hypothése d’induction, on obtient:

(4. 4) Boy(Ma) = Sjir=i 0y @ Wy,
d’oti, compte tenu de (4.2) et de Boy=a03,
%0 8("cz) = a("Cui), 1=i<n),

et finalement §("ce;) = "C.; puisque a est biunivoque,
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Remarques. (1) Sans utiliser la formule de dualité on peut montrer
aisément que "c,; = (2, OU ¢ = 1. Pour prouver la Proposition 4.1,
il ne reste donc plus qu’a établir les égalités ¢ =1 (1 =49 =n), ce qui peut
se faire en se servant des valeurs des classes de Chern de la structure tangente
de Pespace projectif complexe et du calcul des puissances de Steenrod des
classes "(Cy; qui sera fait au No. 11. Malheureusement cette méthode, aun
reste peu naturelle, conduit & des calculs assez compliqués.

I1 serait intéressant de trouver une démonstration de la Proposition 4.1
qui soit simple et indépendante de la dualité; peut étre est-ce possible en
utilisant I’expression des classes de Chern comme formes différentielles? On
déduirait alors la formule de dualité directement de I’identité évidente (4.2),
comme cela est fait dans [3] pour les classes de Stiefel-Whitney réduites
mod 2.

5. Autres groupes classiques. Nous allons passer briévement en revue
les autres groupes classiques, renvoyant & [2] pour plus de détails.*

Examinons tout d’abord les groupes orthogonauz. Le groupe SO(2n + 1)
est de rang n, et son groupe de Weyl est le groupe des permutations et change-
ments de signes des z;. Il en résulte donc que H* (B g ns1), Zp) est I’algébre
des polynbémes ayant comme générateurs les n éléments Py, = Sz,?- - - 2%
(1=1i=n), lorsque p est impair (cette restriction étant due, rappelons-le,
au fait que SO (n) a de la 2-torsion pour m == 3).

Le groupe SO (2n) est aussi de rang 7, et son groupe de Weyl est engendré
par les permutations et les changements de signes en nombre pair des 2;. 11
en résulte aisément que pour p premier impair ¥ (B g, 4p) est algebre
des polyndmes admettant comme générateurs les P, (1=1=n—1), et
Wop=2a1" " @y

Prorosiriox 5.1. Py coincide avec la classe de Pontrjagin de dimen-
ston 4i, réduite mod p; W, coincide avec la classe de Stiefel-Whitney de
dimension 2n, réduite mod p.

Nous noterons p,; et w., les classes de Pontrjagin et de Stiefel-Whitney
respectivement.

Soit d’abord f I'inclusion de U (n) dans SO (2n) ; ces deux groupes étant
de méme rang, p*(f) = p*(U(n), SO (2n)) est biunivoque et, vu les identi-
fications faites plus haut, se raméne au plongement des polynémes en les Py

4 Pour tout ce qui concerne le groupe de Weyl, voir par exemple E. Stiefel, Comm.
Math. Helv., tome 14 (1941-42), pp. 350-380.
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et W,, dans lalgébre de tous les polyndémes symétriques. Il en résulte
visiblement :

(5. 2) p* (f) (VV'zn) = 02n~

Mais il est classique ([13], 41. 8) que, étant donné un espace fibré de groupe
structural U(n) et de classes de Chern c,;, on obtient en étendant le groupe
structural & SO (2n) un espace fibré dont la classe de Stiefel-Whitney w,, est
égale & ¢y ; cela signifie que p* () (waon) = C2n et, comme O, = cop, ’égalité
(5.1) donne bien Wa, = w,,, puisque p*(f) est biunivoque.

On pourrait raisonner de la méme fagon pour les classes de Pontrjagin,
a I’aide du No. 3 de la Note [18] de Wu, mais il est plus commode de procéder
différemment, en partant du plongement canonique de SO (n) dans U(n),
qui définit un homomorphisme

o= p*(8O(n),U(n)) : H*(Bygy, Zp) = H* (B somys %p)
déterminé explicitement dans [R], §31; on a

a(Cy%) =0 si ¢ est impair
(5.3)
o(Cs) = (—1)"Pu

D’autre part, on a d’aprés Wu ([20], p. 9):

o(car) = (— 1) pur,
ce qui, joint & Cy = 4, donne Py == py.

Remarque. De méme que pour la Proposition 4.1, il y aurait intérét a
avoir une démonstration de la Proposition 5.1 indépendante des résultats de
Wu, car on obtiendrait alors ces derniers de facon simple, par des calculs sur
les polyndémes symétriques et des changements de variables.

Le cas du groupe unitaire symplectique Sp(n) est tout & fait analogue
a celui du groupe SO(2n 4 1), car ces deux groupes ont méme rang et des
groupes de Weyl isomorphes ; la différence essentielle est que I’on peut raisonner
directement avec des coefficients entiers puisque Sp(n) n’a pas de torsion.

On trouve alors que H*(Bg,y, /) est identique-a l’algébre des poly-
némes ayant pour générateurs des classes K, (1 =1=n), définies par:
Ky=3a2 - ol

Le plongement canonique de Sp(n) dans U(2n) définit un homo-
morphisme

v=p*(Sp(n)),U(Rn)) : H*(Byuy:%) = H*(Bsyu,7%)
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donné par les formules:

v(Cy) =0 si 1 est impair
(5.4)
v(Car) = (— 1)*K 4.

Note. Les formules (5.2), (5.3), (5.4) permettent de déterminer les
homomorphismes

Hﬂg(so(;z?l)} Zp) —>H*(U(n>> ZZ’) - Hm (SO(’/I/), Zp)
et
H* (U (2n), £) > H¥(Sp(n), %)

induits par les plongements canoniques ([2], Proposition 21.8 et §31).
Ainsi, si Pon désigne par t;, ’élément de H***(SO(n),Z,) dont I'image par
transgression est Iy, par u, celui dont I'image est W, (n pair), par vy
Pélément de F***(Sp(n),Z) dont I'image est K., on voit que (— 1)%; et
(— 1)*v; sont restrictions des classes

hop € HH(U(n), Zp), resp. hope H¥1(U(n), Z).
Par conséquent:

5.5. A Uewceplion de la classe w,, (d’ailleurs exceptionnelle & plus d’un
titre), les générateurs des algebres de cohomologie des groupes classiques sont
restrictions de générateurs de Ualgébre de cohomologie du groupe unitaire
(pour SO(n), on suppose p =~ 2).

II. Les puissances réduites de Steenrod.

6. Les puissances réduites. Dans les Nos. 6 ct 7, p désignera un
nombre premier fixé, K un polyédre fini, L un sous-polyédre de K. On notera
HY(K, L;Z,) ou H4(K, L) lorsque cela ne prétera pas & confusion, les groupes
de cohomologie de K modulo L, & coefficients dans Z,.

Les puissances réduites sont des homomorphismes

Pe: HU(K, L; Zy) — H (K, L; Z,)

définis pour tout p premier, tout 1 = 0, tout ¢ = 0, et tout couple de polyddres
K et L, L étant un sous-polyédre de K.

A la place de la notation PP, qui est adoptée dans [15], on trouve
fréquemment ([4], [17], [20]) la notation S¢,* qui désigne PPy, ,;; ainsi
Phomomorphisme S¢,¢ applique H4¢(K, L) dans He(K, L) et éléve donc le
degré de 1 unités.
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Dans cet article, nous utiliserons une troisiéme notation, qui figure a la
fin de [15b]. Rappelons les raisons de ce changement: D’aprés un théoréme de
Thom, ([16], [15b]), on a St =0si 1= 0mod 2 (p—1) et il est connu que
St se raméne immédiatement & St,%?; ainsi, seules les opérations S¢,*®-1)
sont réellement importantes, et il est naturel de les désigner par un symbole
plus simple; d’autre part les propriétés des St¢,* sont compliquées par la
présence de facteurs numériques; si on cherche & les faire disparaitre, en
modifiant convenablement la définition des puissances réduites, on est finale-
ment conduit & la notation suivante, qui est celle que nous adopterons dans
toute la suite:

On désigne par Py Vhomomorphisme de H1(K, L;Z,) dans
He2o-D (K L Z,p)

qui est égal & A(p, ¢, k) - St,2@, 1o coefficient X(p, q, k) élant un élément
de Z, défini comme suit:

Sip=2, )\(29’9’70)=1

S8t p=2h+1, M(p, ¢, k) = (— 1)W1 arec r = q— .

7. Formulaire. Nous rappelons ici les propriétés des puissances réduites
P,*, (voir [15b]); dans la suite de ce travail, nous n’utiliserons que ces
formules, et jamais la définition explicite des P,*, (ce qui n’est d’ailleurs pas
surprenant, puisque Thom [17] a montré que les formules en question carac-
térisent complétement les P*).

v.1. P H(K,L;Z,) — He*eN (K, L;Z,) est un homomorphisme
défint quels que sotent ¢ =0, k=0 et le couple (K, L).

7.2. Soit f: (K,L) —» (K, L") une application continue. Si f* est
Phomomorphisme de H*(K’,L’) dans IHI*(K,L) induit par f on a
cppk o f:!: — ]f>.k o ‘1)p7~'.

7.8. Lorsque p=2, on a P,* = Sq¢* (“i-carré” de Steenrod).
.4, P est Vapplication identique de H* (K, L) sur lui-méme.

7.5. Pk HI(K,L) - He**@e) (K, L) est nul lorsque q < 2k, coincide
avec Vélévation & la p-iéme puissance lorsque q = 2k.

7.6. St 8 désigne Uhomomorphisme cobord qui applique H(L) dans
HeY (K, L), on ¢ Pltod =30 P
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Mo

1.7, Soient x et y deux éléments de H* (K, L), z -y lewr cup-produit.
Lorsque p 542, on a:

Pl (e y) =S Pt (2) - Pl ().
(Cela montre en particulier que P, est une dérivation.)
7.8, S¢¥(z-y) = S Sqi(x) - Sl (y).

(Ainsi, la formule 7.7 est valable pour p =2 quand Sq* est nul pour
tout élément de H*(K, L).)

Remarquons enfin que la transgression dans un espace fibré, dont nous
avons rappelé la définition au No. 2, est un produit ¢**- 3, ou ¢* et § com-
mutent avec P,*, vu 7.2 et 7.6; par conséquent:

©.9. Sir désigne la transgression dans un espace fibré E on a:
cppko‘r=‘r°cppk.

De fagon plus précise, P,* applique T (F) dans Ts2#0e-1(F), et L**(B)
dans Ls1+2@-1(B), et on a un diagramme commutaif

Pk
Ts (F) P T's+2k(p-1) (F)
ir . r

Hs+ (B ) /Ls+1 (B) CPP > [ s+1+2k(p-1) (B)/Ls+1+2k(p-l) (B)

Note. Les puissances réduites P,* sont définies dans [15] pour les
couples (K, L) de polyédres finis; mais, comme nous l’a signalé N. E.
Steenrod, elles sont définissables dans des théories cohomologiques plus vastes
et notament dans la théorie de Cech (par passage & la limite & partir des
polyédres) et dans la théorie singuliére (car il existe une formule simpliciale
universelle, analogue & celle des i-produits, qui fait passer d’un cocycle
représentant la classe de cohomologie = & un cocycle représentant P,*(x)).
Bien entendu, le formulaire précédent est encore valable dans ces deux cas.

8. Les puissances réduites dans les espaces projectifs. Nous allons
montrer maintenant comment les formules du No. 7 permettent de déter-
miner les opérations P, dans quelques cas simples. Les résultats obtenus
nous serviront du reste dans la troisiéme partie de ce travail.

ProrosiTioN 8.1. Soit u une classe de cohomologie de dimension 2.
On a, si p5=2, Pl(ur) = (*)um* @D (on convient que (*) =0 st k > n);
st p=2 la formule précédente reste valable lorsque Sq*u = 0.
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On raisonne par récurrence sur n. Supposons tout d’abord p=£2; en
appliquant 7. 7 on obtient:

Po¥ (u) = Sy Pyt (u) - Pyl (un?)
et d’aprés I’hypothése de récurrence, la somme du 2¢me membre se réduit A
(Z:ll)unﬁc(p—l) + (nzl)un%‘(p—l) —_ (g)un+k(1i—1).

Pour p =2, on doit appliquer la formule 7.8 et on trouve un terme
supplémentaire, égal & Sqlu - Sq%-*(ur'), qui est nul si Pon suppose que
8q¢'u =0, et le reste du calcul vaut sans changement.

CoroLLAIRE 8.2. Soient X =P, (C) Uespace projectif complexe de
dimension complexe m, w un élément de H*(X,Z,). On a:

C])pk (’LL") —_— (Zz ) i k(p-1),

La seule chose & vérifier est que Squ =0, ce qui résulte de la nullité
de H*(X, Z,).

CoroLrATRE 8.8. Soit Y =P, (K) Pespace projectif quaterntonien de
dimension quaternionienne m. Alors H*(Y,Z,) contient un élément v £ 0
tel que:

Pl(vr) =0 st p=2 et si k est impair,
P (vm) = (20 )wm @D/ sinon.

Par définition méme, P, (K) est la bhase de Sym.s, fibrée par le groupe
Sp(1) des quaternions de norme 1, qui est homéomorphe & S;; de méme le
quotient de Sum.s par un sous-groupe S; de Sp(1) est Pespace Pom:i(C).
Ce dernier est donc fibré de fibre S;/S, =S, et de base P, (K); soit ¢ la
projection qui définit cette fibration. On voit immédiatement (soit par un
raisonnement géométrique, soit en examinant la suite spectrale de cette
fibration), que y* est un isomorphisme de H*(Y) sur la sous-algébre de
H* (P21 (C)) engendrée par w? w étant un générateur de H* (Poyp.,(C)).
Soit alors v la réduction mod p de ’élément 3 ¢ H*(Y,Z) tel que y*(0) = u.

Pour p =2, k impair, P,*(v*) est de dimension congrue & 2 mod 4, et
est done nul; sinon on a

PH(PH() = P (1) — (3 Jurmrtod — g (3 )orrohe),
d’olt le corollaire, puisque y* est biunivoque.

Remarque. Il est naturel de se demander si, de méme que dans le



424 A. BOREL ET J.-P. SERRE.

Corollaire 8.2, la formule du corollaire 8.3 vaut pour tout élément de
H*(Y). Un tel élément étant de la forme Av, (A€Z,), on est amené & voir
8i Pon a A¥®»-1/2=1mod p; si k est pair, c’est bien le cas quel que soit A 5% 0,
mais si k est impair, il faut et il suffit que A soit reste quadratique mod p.

ProrosiTion 8.4. Sott X un espace dont Ualgébre de cohomologic
H*(X,Z,) est engendrée par des éléments de dimension 2. Si (P,')*
désigne Uopération P, itérée k fois, on a (Pgt)*(z) == k!1P*(z) pour tout
ze H*(X, Z,).

Cette égalité résulte immédiatement de la Proposition 8.1 pour z de
dimension deux; il nous reste donc simplement & montrer que si elle est
vraie pour z et y, elle est encore pour z-y; or, P,* étant une dérivation
d’aprés 7. 7, on peut lui appliquer la formule de Leibnitz donnant la dérivée
k-iéme d’un produit, et ’on obtient ainsi:

(Po)* (2 y) = Zug (%) (Po?) 4 (2) - (') ().
D’aprés I’hypothése faite sur z et y, le second membre est égal &
Suger V1Y) - Pot(2) - Po? (y) =K ! 30 Pyt (2) - P (y),
donc & k!P*(z-y), d’aprés 7. 7.
CoROLLAIRE. L’opération Py, itérée p fois, est nulle.

Remarque. Si p 72 la formule (P,y')* == k!9, est trés probablement
valable sans hypothése restrictive sur X ; elle I’est en tout cas lorsque X = G
et X = Bg, G étant un groupe de Lie vérifiant les conditions 3. 2, car H* (Bg)
est alors isomorphe & une sous-algébre de H*(Br), laquelle vérifie les hypo-
théses de la Proposition 8.4, et on passe de 12 4 H*(G) par transgression.
Cette formule est par contre inexacte pour p == 2, comme le montre ’exemple
S8q* o 8¢ == 8¢° o Sq*.

9. Applications aux groupes d’homotopie des sphéres. N. E. Steenrod,
(Reduced powers of cohomology classes, Cours professé au Collége de France,
Mai 1951), a montré comment on peut utiliser les puissances réduites pour
étudier les groupes =(S,). Rappelons sa méthode:

Soient p un nombre premier, k¥ un entier, f une application continue de
S; dans S,, avec i==n + 2k(p—1) — 1. Désignons par X le complexe
cellulaire obtenu en adjoignant & S, une boule de dimension i+ 1 par
Papplication f de sa frontiére dans S,; on a:

H"(X,Z) _Hn(x’ Z) _Hmzk(p‘-x)(X, Z) =7
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et les autres groupes de cohomologie de X sont nuls; soit encore s, (resp. t),
la réduction mod p du générateur canonique de H*(X,Z), (resp. de
Hm2e-D (X, Z)). On a Pr(s) =M, (AreZy), et il est clair que A; ne
dépend que de la classe d’homotopie de f, et que l’application f—> A; définit
un homomorphisme de myion(p-1)-1 (Sn) dans Z, que nous noterons ¢,™*.

Si F désigne la suspension de Freudenthal, on a

9.1 Lo B — g,
(cela résulte du fait que P * commute avec ).

Ezemples.

1) p=2. On déduit de Vexistence d’applications dont ’invariant de
Hopf est 1 que &™*, ¢™? et {.™* sont des homomorphismes de ., (S,), de
732 (Sn) et de w7 (Sn) sur Z, (pour n = 2, n = 4 et n = 8 respectivement).

%) p=23. 1l est classique que l’espace X obtenu par le procédé décrit
plus haut a partir de I’application de Hopf f:.S; — S, est le plan projectif
quaternionien P,(K). Or, d’aprés 8.3, on a P;'(v) 2= 0mod 3 si v est un
élément non nul de H*(P.(K),Z;); par conséquent {;**(f) 5% 0, ce qui,
compte tenu de 9.1, montre que ¢;™* est un homomorphisme de m,,;(S,) sur
Zs pour n = 4.

La suspension itérée E? étant un isomorphisme de =¢(S;) sur un sous-
groupe d’indice 2 de ms(Ss), (d’aprés des résultats classiques de Freudenthal
et de G. W. Whitehead), la formule 9.1 montre que ¢** applique ¢ (S;)
sur Zs, rvésultat obtenu d’une autre maniére par Steenrod, et que nous pré-
ciserons au No. 19 en donnant explicitement un élément de =4(S;) dont
Pimage par ;> est 5£ 0.

Ainsi, pour p =R, 3, ’homomorphisme Z,»* applique mniop-5(S,) sur Z,
lorsque 7 = 3 ; nous allons voir que ce fait est général ; plus précisément :

PropositioN 9.2. L’homomorphisme &,™" : myup(Sy) —> Zp est un iso-
morphisme du p-composant de mniep—s (Sp) sur Z, lorsque n = 3.

D’aprés [13], Chap. IV, Prop. 3 et 4, la suspension de Freudenthal
applique isomorphiquement le p-composant de mnp-5(S,) sur celui de
Tniop-2(Snia) lorsque n=3. Vu 9.1, il suffit donc de démontrer 9.2 pour
n =3 ; comme on sait que le p-composant de 2 (S;) est Z,, (ibid. Proposi-
tion 7), on est finalement ramené & prouver que, si f: S,, — S; est une appli-
cation essentielle définissant un élément d’ordre p de m,,(S;), on a A;5£0,
avec les notations introduites au début de ce paragraphe.

2
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Or, soit X V’espace obtenu en adjoignant & S; une cellule de dimension
2p -+ 1 a laide de f, et écrivons la suite exacte d’homotopie de (X, S;):

S mi(Sy) = mi(X) = 1i(X, ) I iy (S5) = min (X) = -

On a visiblement =;(X,S;) =0 lorsque 1 < 2p + 1 et mope (X, 8;) =72 ;
en outre, 'image de d:mop.i (X, S5) = 72p(S;) est le sous-groupe engendré
par la classe de f, et est donc isomorphe & Z,. Il suit de 1a:

(X)) =mi(Se) sii<2p wap(X) = wap(Sa) /2y

Soit alors ¥ = (X, 4) lespace obtenu & partir de X en tuant =, (X) =72,
(au sens de [5], voir aussi [13], Chap. III). Par définition de Y, on a
m(Y) =0 pour 1 =3, et 7 (Y) =m(X) pour i1=4, ce qui, joint aux
formules précédentes, montre que = (Y), (i = 2p), est un groupe fini dont
le p-composant est nul; il en résulte que H*(Y,Z,) = 0 lorsque 0 < + =2p,
([18], Chap. III, Théor. 1).

Mais d’autre part Y est un espace fibré de base X et dont la fibre est
un K(Z,2), au sens d’Filenberg-MacLane. IL’algébre H*(Z,2) est, comme
on sait, une algébre de polyndémes engendrée par un élément de dimension
deux, soit 7. Ta transgression = dans lespace fibré Y transforme r en un
élément de H?(X), qui est nécessairement de la forme s, (AeZ,), s étant le
générateur introduit plus haut. I/ élément r étant transgressif, il en est de
méme de 1" = P, (r), Qaprés 7.9, et Pon a:r(r?) = P, (r(r)) = AP (s).

Si 7(r?) étant nul, 72 définirait un élément non nul de H*?(Y, Z,) ce qui
est impossible, on 1’a vu; on doit donc forcément avoir P,*(s) %0, ce qui
signifie justement que A; 54 0.

On remarquera que la démonstration précédente, a la différence de
celles relatives & p =2 et & p =3, ne fournit aucun élément explicite de
Tusaps (Sy) dont image par ¢,™* scit non nulle.

III. Les puissances réduites dans la cohomologie des groupes de Lie
et de leurs espaces classifiants.

10. Méthode générale. Nous revenons maintenant sur la méthode de
calcul des puissances réduites dans H*(G,Z,) et H*(Bg,Z,) déja bridve-
ment décrite dans l’introduction.

p étant un nombre premier arbitraire, mais fixé, nous supposerons dans
toute la suite que G vérifie les conditions 3.2, autrement dit que G et son
quotient G/T par un tore maximal sont sans p-torsion; comme nous P’avons
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rappelé au No. 3, cela a lieu pour tout groupe classique et tout p, & I’exception
du cas G =8S0(n), p=2; nous n’obtiendrons donc pas ici les Sqgt dans
H*(SO(n),Z>) et H*(Bgsggy>Z2), pour lesquels nous renvoyons & [3], ou
ils sont traités par une méthode analogue, utilisant des sous-groupes abéliens
maximaux de type (2,2,- - -,2) au lieu de tores maximaux.

G vérifiant 3.2, l'algébre H*(Bg,Z,) est une algebre de polynbémes
a 1 générateurs de dimensions paires, soient ;- - -, y;, qui s’identifie
canoniquement a une sous-algebre de H*(Byr, Z,) ; or cette derniére est une
algébre de polyndmes & [ générateurs @, + -, 2; de dimension deux et les
p-puissances réduites y sont déterminées par la Proposition 8.1 et la formule
7.7; cela résout donc la question pour H*(Bg, Z,).

On passe de 13 & H*((Q,Z,) par transgression en utilisant les résultats
du No. 8. Soit @; ’élément universellement transgressif de H* (G, 7,) tel
que 7(x;) =y;mod D, (1 =1=1); daprés 7. 9, P,*(2:) est aussi universelle-
ment transgressif et de plus, compte tenu de 2.3:

Pyl (i) = Pl (r2s) = Py (y;) mod Dr;

mais les puissances réduites dans H*(Bg,Z,) sont déja connues; on sait
donc exprimer P, *(y;) comme polyndme en les y;; désignons par 3 Ay; sa
partie homogéne de degré 1. On a done P,*(y;) = 3 Ay;mod D ou encore

P (yi) = S Ai(rz;) = (3 Nzj)mod D

d’ot finalement P,*(x;) = 3 A\jz;, puisque 7 est biunivoque. Cela détermine les
puissances réduites des éléments universellement transgressifs de H*(G, Z,);
comme cette derniére est identique &4 V’algébre extérieure engendrée par les m;,
les P,* &’y obtiennent alors grice a 7.7.

Remarque. On voit que la partie essentielle de cette méthode est le caleul
des P,* dans H*(Bg, Z,) ; pour en déduire P,* dans H* (@G, Z,), il nous suffit
méme de connaitre le terme dominant de P,*(y:), (1 =1 =1). Inversement
la connaissance de P,* dans H*((G,Z,) détermine le terme dominant de
P,(y:) mais ne fournit aucun, renseignement sur sa partie décomposable.
En fait, nous n’aurons besoin que des termes dominants pour toutes les
applications données dans la quatriéme partie.

11. Le groupe unitaire U(n). Nous expliciterons tout d’abord la
méthode générale dans le cas particulier le plus important, celui du groupe
unitaire U(n). Nous reprenons les notations du No. 4; I'algébre H*(By,, Z,)
est engendrée par les classes Cu, (1 =1=n), et il s’agit essentiellement
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dexprimer P *(0y) comme polyndme en les Cy; la classe Cy; s’identifie & la
i-iéme fonction symétrique élémentaire Sz, - - - @; = oy, une fois H*(By,), Zp)
plongé dans H*(By, Z,) comme il a été dit au No. 3.

LemmE 11.1.
7)pk($1 .. 'wi) = S < xpix'a:piz' e .zpik.le. SREEIRT T
ot {Js < jo <+ - < Jix} est Vensemble complémentaire de {i,,- - -, i} dans
lo suite {1,2,- - -, 1}.

Démonstration par récurrence sur 1; pour ¢ =1, le lemme se réduit a la
Proposition 8.1; d’aprés 7.7, (qui vaut ici méme si p =2, car H*(Br, Z,)
est nulle en toute dimension impaire), on a:

Pi(zy - @) =Pl (2 - @) @+ PN @) Pt ()
et, puisque P,'(z;) = a» d’aprés 7. 5, cela donne:

PI(wr e a) = PF(wr @) m A PE( 7)) - Tl

Vu ’hypothése de récurrence, le premier terme du second membre est identique
a la somme partielle de

ElSi1<~-<ikw<_i mpil' PN .xikp.le SR A

correspondant & i, < 4, et le second terme est identique & la somme partielle
correspondant & i, — 4, ce qui démontre le lemme. (On observera que, si Ion
y fait @y =@, =+ + - = 2; = =z, on retrouve la Proposition 8.1). Il résulte
évidemment du lemme 11.1 que

11.2 Pl(Sw - m) =3P - - TpPTyr - Ty

d’ou finalement

TutoriME 11. 3. Soit B¥i(av, - - -, 0), (j =1+ k(p—1)), le polynime
qui exprime le polyndme symélrique de terme typique .- - - TyPTpy - * T
en fonction des oy=3 - ~x. Si Coie H*(Byy,y,Zyp) désigne la classe
de Chern de dimension 2t réduite mod p, on a

Py (Ca) = By (Coy - - -, Cy).

Ce théoréme est dfi & Wu Wen Tsiin [20]; notre démonstration est du
reste tout & fait semblable & la sienne, la seule différence étant que chez Wu,
Pégalité Oy = Sz, * - 2; n’a qu'un caractére “symbolique ” et ne peut &tre
utilisée directement pour le calcul de P,*(Cx) ; (Wu raisonne par récurrence
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sur 7, en utilisant le théoréme de dualité rappelé au No. 4, alors qu’ici nous
avons interprété les z; comme des éléments de H?(By, Zp)).
En combinant 10.1 et 11.3, on obtient:

CoROLLAIRE 11.4. Soient by*Jo; le terme dominant de By(oy, - - -, 05),
et hye H*1(U(n), Zy) Vélément dont I'tmage par transgression est Cy; mod D.
On a:

P (i) — by (1=i=n;j—i+h(p—1)
(Le terme dominant est bien entendu défini par la condition que
Byi(os,c 5 05) — byMio;

soit un polyndme en oy, - -, 0j1.)

12. Cas particuliers. Lorsque k, j, p sont des entiers donnés, le poly-
néme B,%i (o, © -, 0;) et son terme dominant b,*io; penvent étre calculés

par un procédé mécanique bien connu; pour p =2, Wu Wen Tsiin a méme
donné une formule générale, valable pour & et j quelconques:

Bl = (1 )os + (52 on - 0pc
+ - () 0ker” O Ok Ot
nous ignorons s’il existe une formule générale du méme genre pour ps£2.
Exemples.

1) Calcul de Bg*/. Il nous faut calculer I z,%z,- - -@;,; on a
S50 T = (S22 (S Tpe) — S Tjy,
S22 = (3x) (3@ cw) — ) S

Comme 3 2,® = (0,)?>— 202, on trouve en définitive:

12.1 Bt = (01)%  0js — R02 " 0js — 01" Gju + " 05

d’otl, compte tenu de 11.3:

12.2 Pt (Cojmy) = (C2)2 Cpjos — 2 - Cy+ Coyy — Co - Osys + 7 - Cay

%) Calcul de b,". L’exemple précédent montre que b,“i=j; nous
allons voir que plus généralement:

12.3 by=j mod p.

Puisque (— 1)?** =1mod p pour tout p premier, il suffit évidemment



430 A. BOREL ET J.-P. SERRE.

de prouver que le terme dominant de 32,9, ¢ - @jqs est (— 1)%' - gy, ce
qui, pour g =2, résulte de la formule:

S @l Ty — (2261)(2@'1' Cemp) — Sy,
et, pour ¢ > 2, se démontre par récurrence sur ¢ a l’aide de 'identité:
S@%y Ty — (2 xlq—l) (2 Ty v xj—q+1) — 30Ty Tjgae.

En combinant 12.3 avec 11.3 et 11.4, dont nous gardons les notations, on
obtient:

Prorosition 12.4. Soient p un nombre premier, j un enlier > p,
non diwvisible par p. La classe de Chern Oy, réduite mod p, est égale a
1/7+ Ppt(Czjaprz) augmentée d'un polyndme par rapport aux classes C.,
(1<g), et Von a hj=1/7- Pp*(Mjps1)-

En fait, dans la plupart des applications, c’est j qui est donné, et Fon
cherche un nombre premier p vérifiant les hypothéses de 12. 4; on a a ce sujet:

LemMME 12. 5. Pour lout entier j = 3, il existe un nombre premter p
tel que p < j et que {5=0 mod p; ce nombre peut étre choist impair st j = 4.

La premiére partie se démontre en prenant pour p un diviseur premier
de j— 1, la seconde en prenant pour p un diviseur premier de j—1 ou de
j— 2 suivant que j est pair ou impair.

Il résulte de 1R.4 et 12.5:

ProrosiTioN 12.6. Soit § un entier = 3. Il existe un nombre premier
p < g ne divisant pas j, vmpair st § = 4, tel que Cy;, (resp. hj), réduite mod p,
sott égale & la somme d'un polynéme par rapport auz classes Cy, (resp. hy),
1< 7, et de Ppt(MNCojspse), (resp. Ppr(Mjpi)), AeZp.

Puisque tout élément de H?I(B yy,Zp), (resp. de H*-*(U(n),Zy),
est somme d’un multiple de C,;, (resp. de &;), et d’'un polynéme en les C.;,
(vesp. en les h;), © < j, on déduit de 12.6:

CoroLLAIRE 12. 7. Sij et p vérifient les conditions de 12. 6, tout élément
de H* (Byy, Zp), et tout élément de H*7(U(n), Z,), peuvent s’exprimer &
Paide de cup-produits et d’opérations de Steenrod & partir d’éléments de
dimensions strictement plus petites.

On notera que ce Corollaire vaut aussi bien pour SU(n) ; cela pourrait
se montrer par des calculs analogues, mais il est plus simple de remarquer
que, SU(n) étant totalement nom homologue & zéro dans U(n), les algébres
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H*(SU(n),Zy) et H*(Bgsy(,y, Zp) sont des quotients de H*(U(n),Z,) et
H*(ByysZp), ([2], Cor. & la Prop. 21.3).

13. Le groupe symplectique unitaire Sp(n). Si lon applique la
méthode générale, on est amené & calculer P,*(Ky;) avee Ky =Sz - - a2

Le lemme 11.1 donne la valeur de P, *(a,%: - -?), dou celle de
Pl (Ky); tous calculs faits, on trouve:

13.1 ‘ppk(E $12 co xf)
200 0 2p. . .0 2p. ... 1. 2. . .2
== Soris=k 52 TP TP Tp"P + Bpyy P* TP " Tpysin Tyt

Lorsque ¢ et %k sont assez petits, cette formule permet d’exprimer
P (Ky) comme polynéme en les K.

Exemples.
1) k=1, p=3. On doit calculer 2 3 z,*z.>- - 2% On a
Safz? et = CSa) Sk cad) — (G 1)Sal ol
ce qui donne:
13.2 Pt (Ky) =2 Ky Ky— (Ri+2) - Kype
2) k=1, p=>5. On doit calculer 23 z,%,%>- - >, On a
Sl = (Sat) (Sl ad) —S et ¢ T

ce qui, compte tenu du calcul précédent et de (3 2,*) = (S 2,%)2— 2 - Sz, 22,2
donne:

13. 3 7)51(K4i) = 2 'K42 'KM, +Kg : K4,; + 3 1{4 1(4,;_,,4 -—}— (2’& + 4) 'K4i+g.

En fait, il est en général plus commode d’utiliser le plongement canonique
de Sp(n) dans U(2n) ; il conduit & un homomorphisme

v: H*(Byun ) = H*(Bgyuy )
qui, d’aprés 5. 4, applique Cy.o sur zéro et Oy sur (— 1)K, On a done:
P (Ku) = (—1)P*(v(Cu)) = (— 1) (P*(Cui))-
Appliquant alors le Théoréme 11. 3, on trouve:
TuEOREME 13.4. Awec les notations du Théoréme 11.3, on a:
PoF(Kwi) = (— 1)'B,"*(0, — Ky, 0, K, -+, 0, (— 1)* Ky, - - -, (— 1)1K,y),
j désignant Uentier + + k(p—1)/2.
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(On a supposé p==2, ou bien %k pair, car sinon il est évident que
P (Ky) =0, puisque H***(Bg ., Z,) =0.)
De ce théoréme on tire la conséquence suivante, analogue & 11.4:

CoroLLAIRE 13.5. St v; désigne Uélément de H**(Sp(n),Z,) dont
Uimage par transgression est Ky mod D, on a:

Pl(v) =0 st p=2 et si k est impair,
PE(v) = (— 1)1/ p k2 g, sinon, (avec j =1+ k(p—1)/2).

(On pourrait également déduire 13.5 de 11.4 et du fait que v; est
induit par (— 1)%h., cf. No. 3).

Enfin, 13. 4 et 13. 5, joints & Iégalité b,*/ = 2j mod p, donnent I’ana-
logue suivant de 12.7:

CoroOLLAIRE 13.6. Soit j un entier > 2. Il existe un nombre premier
p < 2j impair tel que tout élément de H* (B gy, 2p) et tout élément de
H(Sp(n), Z,) puissent s’exprimer & Uatde de cup-produits et d’opérations
de Steenrod & partir d’éléments de dimenstons strictement plus petites.

14. Le groupe orthogonal SO (n). Nous devons nous borner ici aux
nombres premiers p impairs, puisque SO(n) a de la 2-torsion. On a vu au
No. 3 que H*(SO(n),7,) admet comme systéme de générateurs les classes
de Pontrjagin réduites P,;, auxquelles s’ajoute la classe de Stiefel-Whitney
W, lorsque n est pair; de plus le plongement canonique de SO (n) dans U(n)
définit un homomorphisme o: H*(By,, Zp) = H*(Bsou) > Zp) qui applique
COye sur 0 et Oy sur (— 1)Py;, (voir 5.3). On peut alors répéter au sujet
des Py; le raisonnement fait au No. 13 pour les K, et 'on obtient:

TrEorEME 14.1. 8 Pye H'"(Bggyy,4p) désigne la classe de Pon-
triagin de dimension 41 réduite mod p, (p=R), on a:
(pl)k(P‘ii) = ('— 1)i ’ Bpk’gj (07 — Py, 0, Pg, - -, (—"‘ 1)jP4i)’
(j—i+ k(p—1)/2).

N

Dans le cas ol n = 2m est pair, il reste encore a calculer P,*(Waom) ;
le plus simple est ici d’appliquer la méthode générale; W., étant égale &

Tyt T, 00 8 PF(Wop) =S - - 4PTp,nw * * T, OU encore puisqu’il n’y
a que m lettres @, - * @y
(ppk(“fzm) =2, TSPt Pt =Wy, S - - fckzh;

en posant iy = (p—1)/2; il nous reste donc & exprimer 3 ,**- - - ;** comme
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polyndme en les Py=32 - -2;2 et (Waon)? ce qui conduit au théoréme
suivant :

THEOREME 13.2. Sotent p un nombre premier impair, h = (p — 1)/2, et
Col(gy,+ + +, om) le polyndme qui exprime la fonction symétrique 3 a," - - -
comme polyndme en les o;=3 x," - - x;, les leltres x; étant auw nombre de m.
81 Wam € H*™ (B so(my > Zp) désigne la classe de Stiefel-Whitney de dimension
2m, réduite mod p, on a:

‘ppk(IV:Zm) = Wg;n . Ok’h(P4, Pg, oty P4m_4’ (.ﬂlgm)(z).

En particulier, on observera que P, (W,,) est toujours un élément
décomposable si k = 1.

Les théorémes 13.1 et 13. 2 entrainent:

('oROLLAIRE 13. 3. Soient p un nombre premier impair, t; Uélément de
H*-1(8O(n), Zy) dont 'tmage par transgression est P, mod D, et, pour n
pair, u, € H* (SO (n), Zp) celui dont 'image par transgression est W, mod D.
On a:

P (un) =0 lorsque k= 1.

PE(l) = (— 1)R@D/2. i (j=1+k(p—1)/?).

(Remarquons en passant que Pon aurait pu prévoir a priori la nullité
de P,)(wy). (F=1). En effet, par définition méme, TV, est image par
transgression de P’élément de H™*(SO(n),Z) qui est image de la classe
fondamentale de S, par ’homomorphisme transposé de la projection naturelle
de SO (n) sur S,; cet élément, une fois réduit mod p, est forcément égal &
u, puisque la transgression est ici biunivoque; P *(w,) est done I'image d’un
élément de Hr-1+2k0- (S, ,,Z,) et est bien nul si k= 1.)

Enfin, par une démonstration tout A fait semblable & celle de 12.7, on
déduit de ce qui précede:

Prorosition 13. 4. Soient j un entier = 2, n un entier impair. Il existe
un nombre premier impair p < %] tel que lout élément de H* (B soq,, Zp) et
tout ¢lément de H*-* (SO (n), Z,) puissent s’exprimer & Vaide de cup-produits
et d’opérations de Steenrod & partir d’éléments de dimensions strictement
plus petites.

Remarque. Soit G un groupe classique, et soit 2¢ — 1 la plus grande
dimension pour laquelle H* (G, R), (R corps des nombres réels), contient un
élément universellement transgressif non nul.
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Quel que soit le nombre premier impair p < g, Vopération P, est non
triviale dans H* (G, Zy,), et de fagon plus précise, Ppt transforme un élément
ze H* (G, Zp) universellement transgressif et non nul, en un élément non nul

de H% (G, Z,).

Cela se vérifie sur chaque cas particulier G = U(n), SU(n), Sp(n), SO (n),
en tenant compte de b,/ =jmod p; pour ¢ =U(n), SU(n) c’est encore
vrai si p=2.

Par contre, si p > ¢, il est évident a priori que P,%, et, plus généralement,
Pt est nul dans H* (G, Zp).

IV. Applications.

15. Les sphéres presque complexes et les algébres a division sur le
corps des nombres réels.

Prorosition 15.1. La sphére S.,, (n=4), n'admet pas de siructure
presque complexe.

Raisonnons par Pabsurde et soient cq; & H?#(Sz0, Z) les classes de Chern
d’une structure presque complexe de S,,; la classe ¢,; est 'image de la classe
Coie H* (B y,, Z) par 'homomorphisme transposé d’une certaine application
continue de S,, dans By, (1 =1i=mn); il existe donc, d’aprés 12. 6 ol I'on
fait j ==, un nombre premier tmpair p < n tel que ¢y, réduite mod p,
s'exprime & ’aide de cup produits et de I'opération de Steenrod P,* & partir
des ¢z, (1< mn). Mais ces derniéres sont nulles puisque H?*(S,., Z) =0
pour 0 < ¢ < n, ce qui montre que ¢y =0 mod p.

Soit d’autre part % la classe fondamentale de H?"(S,,, Z) ; on sait ([14],
41.8), que c», est égale & x(Ssa) - b, c’est & dire & 2 - h. Comme on a choisi
p impair, on voit que c., 5= 0 mod p, d’olt une contradiction.

Remarque. Le raisonnement précédent s’applique & la sphére S, munie
d’une structure différentiable quelconque, alors que la démonstration classique
d’inexistence d’une structure presque-complexe sur S, ([14], 41. 20), suppose
de facon essentielle que S, est munie de la structure usuelle.

On sait que S; admet une structure presque complexe définie & l’aide
des octaves de Cayley ([14], 41.21) ; en généralisant cette construction, nous
allons démontrer la proposition suivante:

Prorosirion 15.2. Soit A une algebre (non necessairement associative)
sur le corps des nombres réels R, jouissant des propriélés suivantes:
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(a) A posséde un élémente unité, qui sera noté e.

(b) La relation a-b =10 entraine ¢ =0 ou b = 0.

(¢) La relation a-b=e enlraine que a, b et e vérifient une relation
linéaire & coefficients réels.

Dans ces conditions, la dimension de Ualgébre A est 1, 2, 4, ou 8.

Avant de passer 4 la démonstration remarquons que, d’aprés Hopf et
Stiefel,® les conditions (a) et (b) seules permettent d’établir que la dimen-
sion de A est une puissance de deux; on ignore si elles impliquent I’inégalité
dim A = 8. Dans le cas ou la sous-algebre engendrée par un élément quel-
conque est associative la condition (c¢) équivaut a dire que tout élément de
A vérifie une relation quadratique.

Posons n = dim 4, et supposons n = 3; nous devons montrer que n = 4

ou n = 8. Introduisons sur A, considéré comme espace vectoriel réel, une
forme quadratique définitive positive. Soient H I’hyperplan homogéne de A
orthogonal & e, (relativement au produit scalaire défini par cette forme),
S Pensemble des points de H & distance unité de lorigine; S est donc une
sphére de dimension n — 2. Si @ est un point de S on peut identifier Iespace
vectoriel 7', des vecteurs tangents & S en z au sous-espace de A orthogonal
a e et « et de dimension n — 2 ; soit k, Popération de projection orthogonale
de 4 sur T,, et posons

Jo(y) =ks(z-y) pour yeT,.

L’opérateur J, est un endomorphisme de 7', qui varie continfiment avec
@ ; montrons que J, #’a pas de valeur propre réelle: une égalité J,(y) = Ay,
(AeR), peut s’écrire k,(z-y—Are) =0, ou encore T-:y— Ay = pe -+ v,
(m,veR), ce qui donne (z—A-e)(y—v-e) = (p+ A-v)e. Sil’on suppose
y 7= 0, les éléments « — A ¢ et y— v e sont 54 0 puisque ¢ et  sont ortho-
gonaux a e; il s’ensuit d’aprés (b) que (u+ A-v) 5£0; on peut done poser
w= (p+Arv)" (y—ve) etlona (x—A-e) w=e¢; daprés (c), il existe
alors une relation linéaire entre (z—X-¢), w et ¢, donc aussi entre z, y et ¢;
mais cela est absurde puisque ces éléments sont deux & deux orthogonaux.

Ainsi, nous avons associé & tout point xeS un endomorphisme sans
valeurs propres réelles J, de l’espace des vecteurs tangents & S en z; il en
résulte classiquement (voir ci-dessous) que S peut &tre munie d’une structure
presque complexe, et I’on a donec n— 2 =2 ou 6, c’est & dire n = 4 ou 8.

Note. Indiquons encore, pour &tre complet, comment on passe de l’exis-

* E. Stiefel, Comm. Math. Helv., tome 13 (1940-41), pp. 201-218, H. Hopf, ibid.,
pPp. 219-239.
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tence de I'endomorphisme J, & une structure presque complexe sur S.6 Tl
nous faut remplacer ’endomorphisme J, par un endomorphisme I, tel que
(Iz)2=—1.

Soit T, & (' Pextension complexe de l’espace vectoriel réel T, et soient
(0, * *, g @, * *,0) les valeurs propres de J, dans 7, ® C, chaque o;
ayant une partie imaginaire positive; pour toute valeur propre « nous
désignons par V, le plus grand sous-espace vectoriel de T, ® C' sur lequel
Jp,— a est nilpotent; on sait que 7, ® C est la somme directe des V,, et
il est clair que Vo= V4; espace T, C est donc la somme directe de
W="Vq+- 4 Vg, et de W, et tout élément ye T, peut se mettre d’une
seule facon sous la forme y = w - w, (w e W). Posons alors I,(y) = 1w — 1w,
c’est un élément de T, et ainsi I, définit un endomorphisme de T, qui
vérifie visiblement la condition (I;)?=—1; il reste encore & s’assurer qu’il
varie continfiment avec x; cela résulte, par exemple, de la continuité des
valeurs propres de J,.

16. Sur les espaces fibrés a base sphérique. Nous intercalons ici quel-
ques résultats dont nous aurons besoin dans les Nos. suivants; la Proposition
16.1 a été également utilisée par Miller [10].

Prorosirion 16.1. Sotent If un espace fibré de fibre F, de base S,
B la classe fondamentale de H™(S,,Z,), (p premier), ¢ la projection de B
sur S,. Si la classe y={*(B) peut s’exprimer & Paide de cup-produils et
d’opérations de Steenrod & partir d’éléments de H*(E,Z,) de dimensions
< 1, Vespace fibré Il w'admet pas de section.

Par hypothése on peut trouver des éléments w,,- - -, u,e H*(E, Z,),
(0 < dim u; < 1), tels que y =f(us,* - -, uz), ol f est une expression formée

a l’aide de cup-produits et d’operations P 2 Si s:S,— F était une section
de Tespace fibré E, 'homomorphisme s*: H*(F, Z,) — H*(S,, Z,) vérifierait
la relation s* o ¢* =1, et ’on aurait:

B=s*0l*(B) = s"(y) = s*(f(us, - - -, un)) = f(s*(ws), - - -, s%(ur)) =0
puisque s*(u;) est une classe de cohomologie de S, de dimension strictement
comprise entre 0 et r; mais comme 8 £ 0, cela est impossible et montre qu’il
n’y a pas de section.

(Bien entendu, ce genre de raisonnement a une portée plus générale ot
s’applique & d’autres espaces que les sphéres, pourvu que ’on soit certain
que s*(u;) = 0 pour tout 4.)

La Proposition 16. 1 revient & dire que la classe caractéristique o € m_,(F)

¢ La démonstration qui suit nous a été obligeamment communiquée par G. de Rham.
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de la fibration considérée est un élément non nul de m—(F); nous allons
préciser ce résultat dans les deux propositions suivantes.

ProrosiTioNn 16.2. Awec les hypothéses et notations précédentes, la
classe caractéristique o€ (F) est, soit d’ordre infini, soit d’ordre fini
divisible par p.

Il nous faut montrer que 'on a ¢« 40 dans =, (F) lorsque ¢ est un
entier =~ 0 et non divisible par p.

Pour cela, soient ¢:S,— S, une application de degré ¢, E’ l’espace
fibré image réciproque de E par y, et ¢ la projection de E” sur S,; il existe
done une application ¢: B/ — E telle que yo¢’={¢o¢. On a évidemment
y*(B) = q- B, dou

q-&*(B) = F oy (B) = F* o " (B) = ¢*(f(u, - - - uwr)),

ce que donne, puisque ¢s£ 0 mod p,
T8 =1/q - F(F* (wa),~ -, 9" (wm)),

et B’ n’a pas de section d’aprés 16. 1; cela signifie que la classe caractéristique
o’ emy (F) de E’ est non nulle, et comme cette classe est évidemment égale
4 ¢- o, la proposition est démontrée.

ProrosiTioN 16.3. Ajoutons aux hypothéses de 16.1 les sutvantes:

(a) Lespace fibré I est un espace fibré principal & groupe structural F
connezxe par arcs.

(b) 8¢ wy,- - -, u, sont les éléments de H*(E,Z,) tels que
vy=7 (1" " ", u), on a 0 < dim w; =r—2 pour tout i.

(¢) La classe y est 54 0.

Alors il n’existe aucun élément o €my (F) tel que a =p- .

(Autrement dit, ¢ définit un élément non nul de =, (F) ® Z,, résultat
évidemment plus précis que celui de 16.2.)

Nous raisonnons par 1’absurde et supposons donc Dexistence d’un élément
o em1(F) tel que a=p-o’. On sait ([14], 18.5), que si l'on associe &
tout espace fibré principal de base S,, de fibre F, sa classe caractéristique,
on définit une correspondance biunivoque entre les classes d’espaces fihrés
principaux de fibre ¥, base S,, et les éléments de = (F). Vu notre hypo-
theése, il existe donc un espace fibré principal F’, de classe caractéristique o,
dont E est I'image réciproque par une application o:S,— S, de degré p.
On désigne comme dans la démonstration précédente par ¢ la projection
de B sur S,; soient encore o: F — I’ Vapplication canonique de F dans E’
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et % H* (U, Z,) — H*(F,Z,), vesp. *: H*(E', Z,) — H*(F, Z,), ’homo-
morphisme défini par linjection d’une fibre dans %, resp. .

On a évidemment % o g% = ¢/*; mais, d’aprés la suite exacte de H. C.
Wang (Duke Math. Jour., vol. 16 (1949), 33-38, ou [12], p. 471), i* et ¢'*
sont des isomorphismes sur pour les dimensions = —2; il en est donc de
méme pour % et vu I’hypothése (b), H*(I',Z,) contient des éléments u’;
tels que u; =0o%(«;), (1=7=%). On a donc

F) = (fw, - - o w)) = 0T (f(W, - ) = H(F(W e ).

Il est clair que ¢*(y) =0, donc ¢"*(f(v's,- - -,w%)) =0, et la suite de
Wang donne alors f(uw'y, - - -, uz) =A-¢*(B), (AeZy). On en tire

Y= AT (B) = A+ LF oo (B),

mais cela est impossible car ¢*(8) = 0 puisque o est de degré p, et d’autre
part y £ 0 d’aprés (c), ce qui démontre 16. 3.

17. Inexistence de sections dans certains espaces fibrés.

ProrosiTioN 17.1. Les fibrations suivantes n’ont pas de section:
(a) SU(n)/SU(n—1) =8.,., pour n=3.

() U(n)/U(n—1) = Sy pour n=3.

(e) Sp(n)/Sp(n—1) = Sy, pour n=2.

(d) Spin(9)/Spin(7) = Sis.

(e) Spin(7)/G,=S..

(Les fibrations (a), (b), (c) sont classiques, pour les deux dernieres
voir [17.)

D’aprés 16. 1, il suffit de trouver dans chaque cas un nombre premier p tel
que tout élément de I>*(SU(n), Z,), de H*»*(U(n), Z,), de H*=*(Sp(n), Z),
de H*(Spin(9), Z,), de H"(Spin(%), Z,) s’exprime & I’aide de cup-produits et
de puissances réduites & partir d’61éments de dimensions strictement inférieures.
(Pest possible pour U(n) et SU(n) d’aprés 12.7 et pour Sp(n) d’aprés 13. 6.
Dans le cas (d), on choisit d’abord p impair tel que tout élément de
H*(SO(9),Z,) sexprime & l'aide de cup-produits et d’opérations P;* a
partir d’éléments de dimensions < 15, ce qui est possible pour p=3,5,7
d’aprés 13.4; puisque Spin(9) est un revétement & deux feuillets de SO (9),
Phomomorphisme H*(SO(9),Z,) — H*(Spin(9),Z,) transposé de la pro-
jection est un isomorphisme sur, et la méme propriété a lieu dans
H*(Spin(9),7,); on raisonne de la méme fagon dans le cas (e), pour
p=3.
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Remarque. La Prop. 17.1 (a) montre que SU(3)/SU(R) = S, n’a pas
de section, autrement dit que la classe caractéristique a e, (S;) de cette
fibration est non nulle, ce qui a été tout d’abord démontré par Pontrjagin
[11], par une étude homotopique de «; on observera que nous sommes par-
venus & ce résultat par voie cohomologique, (en utilisant Popération Sg¢?).

ProrositioN 17.2. (a) La classe caractéristique de la  fibration
SU(n)/SU(n—1) = Sy définit un élément non nul de wopy_o(SU(n —1))B7Z,
pour lout p premier < n, ne divisant pas n.

(b) I en est de méme pour la fibration U(n) /U(n—1) = Sa,_,.

(c) Il en est de méme pour tout p premier impar < 2n, ne divisant
pas n, pour la fibration Sp(n)/Sp(n—1) = Sipy.

(d) La classe caractéristique de la fibration Spin(9)/Spin(7) = 8i;
définit un élément non nul de w1, (Spin (7)) Z, pour p=3,5,7.

(e) La classe caractéristique de la fibration Spin(7) /G, =8; définit un
élément non nul de mg(G2)Q Zs.

On doit montrer que les hypothéses de 16.3 sont vérifiées; 16. 3(a) est
évidente, 16.3(b) résulte de ce que Popération f utilisée pour établir 17.1
est chaque fois P,', qui augmente le degré 2(p —1) =2 unités. Enfin,
il est évident dans chaque cas envisagé ici que y est universellement trans-
gressif, et il résulte de la détermination méme des algébres H*(F,Z,) que
vy=£0; 16.3(c) est donc aussi satisfaite.

On vérifie ensuite, en utilisant la formule b,/ = j mod p et les résultats
de IIT que dans chaque cas, les nombres premiers de I’énoncé sont tels que
y =P, (u), (ue H*(E,Z,)) ; 17. 2 résulte donc de 16. 3.

Remarque. Pour démontrer la Proposition 17. 2, nous n’avons cu besoin
que des opération P,'. En se servant des puissances réduites P,* pour k
quelconque, et d’un lemme sur les coefficients b,/ qui sera établi plus loin
(lemme 20.7), on déduit par le raisonnement ci-dessus un résultat plus
complet. que nous énoncerons uniquement dans le cas (a) pour simplifier:

La classe caractéristigue de SU(n)/SU(n—1) = 8.,y définit un
élément non nul de ma. (SU(n—1))® Z, lorsque le nombre premier p < n
vérifie la condition suivante: St h(p,n) est le plus grand entier tel qus
prem) - (p—1) < n, le nombre n n’est pas divisible par pt®m+1,

Nous terminons le No. 17 par la Proposition suivante, tout & fait ana-
logue au cas (c) des Prop. 17.1 et 17.2:

Prorosition 17.3. Soit Wy la variété des vecteurs de longueur unité
tangents & la sphére S... La fibration SO(2n 4 1)/SO(2n —1) =W,
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w'a pas de section st n = 2. Si p est un nombre premier tmpair < 2n, ne divi-
sant pas n, homomorphisme bord d de wum1(Wan-s) dans wuym—o(SORn — 1))
définit un sous-groupe isomorphe & Z, de mwin-s(SO(2n— 1)) Z,,.

On sait que, si p est impair, H*(W 1, Z,) = H*(Sin-1, Zp) ; le raison-
nement de la Prop. 16.1 s’applique donc sans changement et la premiére
partie de la Proposition résulte de 13. 4.

On sait (vour [18], Chap. IV, Prop. 2), qu’il existe une application g
de Sy, dans Wy, telle que le noyau et le conoyau des applications

Go: Wi(s4nv-1) e Wi(W4n—1)

soient des R-groupes pour toute valeur de i. Soit E lespace fibré image
réciproque de SO(2n -+ 1) par cette application, et § son application canonique
dans SO(2n + 1). Comme la restriction de § & une fibre est un homéo-
morphisme sur une fibre de SO (2n + 1), et comme g* est pour tout p 42
un isomorphisme de H* (Su1, Zp) sur H* (W i, Zp), Phomomorphisme §*
est un isomorphisme de H*(SO(2n -+ 1),7Z,) sur H*(E,Z,), ([2], §4d);
on peut donc appliquer & E les mémes raisonnements et caleuls qu'a la
fibration (c¢) de 17.2. Par conséquent I'image de

A"t Ty (Sinat) = 702 (SO (20— 1)) Q Z,

est un sous-groupe de i (SO (2n — 1)) & Z, isomorphe & Z,, ce qui, joint
a Pégalité d’ = d o g,, démontre la deuxiéme partie de 17. 3.

18. Sur les p-composants des groupes d’homotopie des groupes
classiques. Les Propositions précédentes permettent de calculer les p-com-
posants des groupes m (&), (G = SU(n), Sp(n), SO(n)), jusqu’a la dimension
4p —3. Pour énoncer les résultats obtenus, il sera commode d’utiliser le
langage de la C-théorie de [13], et en particulier la notion de C-isomorphisme
définie dans le Chap. I de [13]. Nous désignons par (), la classe des groupes
finis d’ordre premier & p.

Prorositiox 18.1. Soient p un nombre premier, G =SU(n). . un
Cp-isomorphisme prés, les groupes m;(G), (1= 4p—3), sont les suivants:
D). Sin=p, on a 7 (6)=7Z, R=j=n), mu(G) =7,

(p=k=p4+n—2), mp3(G) =2,, 7(G) =0 sinon.
(II). Sip<n=2p—2, on ¢ 7 (G) =7, (2=7=n).
1o (G) =7y, (N=k=2p—2), m(G)=0 sinon.
(II1). Sin=2p—1, on a mj,(G) =7, (R =j=2p—1).
7 (G) =0 sinon.
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Si n = p, il résulte de [13], Chap. V, Prop. 6 que p est régulier pour
G, (au sens du § 4 de cet article), et il s'ensuit que = (G) est Cp-isomorphe
a la somme directe des groupes ;i (Sam—), (2 =m = n), ce qui démontre (I).

A partir de la, on raisonne par récurrence sur n pour établir (II) ef
(IIT). Il suffit pour cela de considérer Ia suite exacte:

71 (Sene1) = m(SU(n—1)) = 7 (SU(n)) = 7 (Sansr),

en remarquant que les groupes m;(S:) sont tous Cp-nuls sauf pour
i =— 2n — 1 puisque 20— 1 4 Rp — 3 = 4p — R et en utilisant la Proposition
17. 2 pour déterminer I'image de d: mapy (Saney) — 7202 (SU (0 — 1)) quand
p<n=2Rp—2

Le lecteur n’aura pas de peine a obtenir des résultats analogues pour
@ =Sp(n),SO(2n + 1) que nous n’expliciterons pas. Nous nous hornerons
4 indiquer comment ’on passe de SO (2n~-1) & SO (2n):

Prorosition 18.2. Si C désigne lu classe des 2-groupes, le groupe
(SO (2n)) est C-isomorphe & la somme directe de = (SO(2n—1)) el de
7"i(82n-1)-

On sait que la classe caractéristique « de la fibration SO(2n)/SO(Rn — 1)
= 8,,1 vérifie 2+« = 0. L’espace fibré¢ E, image réciproques de SO (2n) par
une application de S,y sur S.,, de degré deux, est donc isomorphe &
SO (2n—1) X S.u-i. En outre, on tire de [2], § 4d, exactement comme dans
la démonstrationy de 17.3, que V’application canonique de E sur SO(2n)
définit un isomorphisme de H*(SO(2n),%,) sar H*(E, Z,), pour tout p
premier impair. Si E et Spin(2n) sont les revétements universels (4 deux
feuillets) de E et SO(2n), il cn est alors de méme de Vapplication corre-
spondante de H*(Spin(2n),7%,) dans II*(E,7,); le Théortme 3 du
(‘hap. ITT de [13] montre alors que m(E‘) —m(Spin(2n)). done aussi
i (E) = (SO (2n)), est un C-isomorphisme sur. ce qui termine la démon-
stration.

19. Groupes d’homotopie de dimension 6 des groupes classiques.
Nous supposerons connues les valeurs des cing premiers groupes d’homotopie
des groupes classiques (voir [14], 24. 11, 25. 4, 25. 5, et [9], 3. 72) et le fait
que m(Ss) = Z,,.7 Pour déterminer les 6-iémes groupes d’homotopie, nous
nous appuyerons sur la:

711 est classique que m(S;) a 12 é1éments; on en trouvera unc démonstration simple
dans [13], Chap. IV, Prop. 10. Pour prouver qu’il est cyclique, on peut, soit montrer
qu’il contient un sous-groupe isomorphe & Z,, ce qui a été fait par M. G. Barratt et
G. F. Paechter, Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A., tome 38 (1952), pp. 119-121, soit utiliser

3
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Prorosirion 19.1. La classe caractéristique aewq(S;) de la fibration
Sp()/Sp(1) est un générateur de e (Ss).

Nous savons déja par 17.2(c) que o n’est pas divisible par trois; pour
obtenir 19. 1, il nous suffit donc de montrer que « n’est pas divisible par deux.

Identifions Sp (1) & la sphére unité du corps des quaternions, et S; & la
variété des couples (g, ") de quaternions tels que | ¢ [*4 | ¢ [*=1 et que
la partie réelle de ¢’ soit nulle; daprés [14], 24. 11, la classe a est alors
définie par Papplication g:S8;— S, qui vérifie:

9(¢:¢) =1—2q (1 4+4¢)* 7.
D’aprés G. W. Whitehead [17], application g est homotope & ¢”:

9'(%9')=1——-2lq‘2+2_q~|+ﬂ-(]‘

Silon pose g =@ -cosf, ¢/ = Q" sinf, avec 0 =9 =x/2 et |Q]| = |Q"|=1,
on voit que

7(Q, Q) =—cos 20 +sin20-Q- Q- .

Cela signifie que ¢’:8;—> S; est obtenue en faisant la construction de
Hopt sur Iapplication de S, X S. dans S, donnée par (@, Q") > Q- @ - @.
Mais alors, d’apres Blakers-Massey, (Proc. Nat. Acad. Sci., U.S. A., vol.
35, (1949), 322-328), Vimage de o« par linvariant de Ilopf généralisé

H:7(S;) = Z, est non nulle; o n'est done pas divisible par deux.
ProposiTioN 19. 2. On a ws(Sp(1)) = Z1s, et w(Sp(n)) = 0 pour n = 2.

La premiére égalité résulte de Sp(1) = S;. La fibration Sp(R)/Sp(1)
= §; donne lieu & la suite exacte:

72(S1) =2 74(S5) — 76 (Sp(2)) = 0.

L’image de d étant le sous-groupe engendré par a est lout =4(S;)dapres
19.1, il Sensuit que =;(Sp (%)) =0, Lot ms(Sp(n)) = 0 pour n = 2.

Prorosrrion 19.3. On a #s(SO(3)) = Z1s, m(SO(4)) =Z15 + 710,
(SO (n)) =0 pour n=5.

SO (3) et SO(4) ont pour revétements universels S, et S, X S, respec-
tivement, d’ott les deux premiers vésultats. Il est classique que le vevétement
universel de SO (5) est isomorphe & Sp(R), done, vu 19.1, »;(SCG(5)) = 0.

La fibration SO (6)/S0O(5) = S; donne lieu & la suite exacte:

la détermination des groupes d’Eilenberg-MacLane en cohomologie modulo 2 due & I'un
de nous, C. R. Acad. Sci. Paris, tome 234 (1952), pp. 1243-1245, ainsi qu’un article &
paraitre aux Comm. Math. Helv.
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0= 7(SO(6)) = 76(Ss) —% (SO (5) ) — 75 (SO (6)).

Comme 75(SO(6)) =Z et =5 (SO (5)) = Z,, (voir [9]), on voit que d est
un isomorphisme de 76(S;) = Z, sur = (SO (5)), d’ott =;(SO(6)) = 0.
Considérons maintenant la suite exacte:

0= 76 (SO (7)) = 76 (S¢) —Ls 75 (SO (6) ) — 73(SO(7)).
Dapreés [9], on a =;(SO(7)) =0 et =;(SO(6)) = 7; par suite, d est un
isomorphisme sur et 7, (SO (7)) = 0; comme = (SO (n)) = m;(SO (7)) pour
n=="7, la démonstration de 19. 3 est achevée.

ProrositioNn 19.4. On a
w6 (SU(R)) = Z12, ms(SU(8)) = Z¢, s (SU(n)) =0 (n=14).

La premiére égalité résulte de SU(R) = S;. Examinons le groupe SU(3) ;
la fibration SU(3)/S; = S; donne licu & la suite exacte:

w:(S;) 4, 76(Sa) = me(SU(8)) = m4(S5) Je 75(Ss) — 75 (SU(3)).

Montrons tout d’abord que ’homomorphisme d: «s(S;) — 75(8;) applique le
premier groupe sur le second. On sait [11] que =, (SU(8)) = 0, donc qu'une
application quelconque §; — 8, — SU(3) est inessentielle; il en est a fortiori
de méme pour sa composée avec une application S; — S, ; comme S; — S, — S,
est essentielle lorsque S; — S, et S, — S; le sont, cela implique que I'image
de 75(S;) dans =5 (SU(3)) est nulle, donc que d applique = (S;) sur =;(S;).
Par conséquent, la suite exacte précédente donne:

71 (S5) =5 7 (Ss) —s 7y (ST(3) ) —> 0.

Pour établir 1’égalité =(SU(3)) = Z,, il suffit de montrer que I'image de /
n’est pas nulle, autrement dit que le noyau de ¢ est non nul. Or Hilton a
prouvé que Papplication composée S;— S; — 8, — §;, ol chaque application
est essentielle, définit un élément non nul de = (S;), (voir aussi [13], Chap.
IV, Prop. 10, Rem. 1), et le raisonnement fait plus haut, (qui s’applique «
fortior ici), montre ue cet élément est dans le noyau de 1.

II est bien connu que le groupe SU(4) est isomorphe au revétement
universel du groupe SO(6); on a donc m(SU(4)) =0 d’aprés 19.3 et
comme 74 (SU(n)) = mc(SU(4)) pour n =4, la Proposition 19. 4 est com-
plétement démontrée.

20. Les fibrations des variétés de Stiefel complexes. Soient W,
= U(n)/U(n— q) la variété de Stiefel complexe des g-repires orthonormaux de
I’espace hermitien C', et ¢, la projection naturelle de U(n)/U(n — q) = W, ,
sur U(n)/U(n—1r)=W,, (¢=r). On sait ([2], §9) que H*(W, ,,7)
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est une algebre extérieure engendrée par des éléments de dimensions
2n—2q¢+1, 2n—2Rq +3,- - -,2n—1, appliquée biunivoquement dans
H*(U(n),Z) par ¢*,, et que

R0. 1 H*(U(n), 2y = H*(U(n—q), Z)QH* (W, 4 Z).
Plus précisément, si 'on désigne par hy, - - -, h, les générateurs univer-

sellement transgressifs de H*(U(n), Z) définis au No. 4, on a:

Leume R0.2. Limage de H* (W, 7)) dans H*(U(n),Z) par %y
est la sous-algebre de H*(U(n),Z) engendrée par les ¢élémenis hy,
n—gqg-+1=1=n.

Soit v; un générateur de H*22(W,;, Z) (1 =1=n). Cest un élément
de dimension positive minimum de H* (W, Z), par conséquent, d’aprés un
raisonnement aisé, exposé¢ dans [2], § 23, ’élément ¢*, ;(v;) est universelle-
ment transgressif, d’ott y*, ;(v;) == m;h;; mais les éléments ¢*,;(v;) forment
un systeme de générateurs de H*(U(n),Z), ([2]. §9, Remarque 2), done
m,=-+1 (1 =1=n).

La relation de transitivité évidente y*,;=y*, q0¢¥ s, (1=1=q),
montre alors que les éléments h; (n—qg + 1 =1=n) sont dans I"image de
Y¥q; ils engendrent forcément toute cette image d’aprés 20. 1.

Ce lemme permet de ramener le calcul des puissances réduites dans
o#(W,,) au calcul analogue dans H*(U(n)), que nous avons déja fait,
(votr 11.4). Nous voulons en tirer des conditions nécessaires pour existence
d’une section dans la fibration de W, ,.. par W, s, de base W, .

Prorosition 20.3. St la fibration Wars/Wars=W,, admet une
seclion, on a, pour tout p premier, P,*(h;) =0, ou, ce qui revient au méme,
byt i =0 mod p, lorsque 1 vérifie les inégalités:

1) n—r—s<i=n-—r,

R) n—r<j=mn, en posant j=14 k(p—1).

Soit A’ Iélément de H* (W, ,.s) vérifiant

U s (Bg) = Ry (n—r—s<a=n)
et soit de méme A", e H*(W,,) tel que
Y (By) = hy (n—r < b=n).

On a évidemment y*,.c,(h”y) = h"y, et si s: W, ,—> W, ,., est une section,
Pégalité s* o y*,,s, =1, donne alors:

s¥(h';) =0 (n-—r—s<i=n—r)
20. 4

s*(1y) = h"; (n—r<ji=n);
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si maintenant nous supposons que ¢ vérifie les inégalités de 20. 3, on déduit
de 11.4, 20.2 et 20. 4:

0= P (s (W) = s*(P(W0)) = s (0,09 - Wj) = by - s¥(h'j) = b7 - 17
done b,"7 =0 mod p.

CoroLLAIRE R0.5. 8t la fibration Wa,s/Wass =W, , admet une sec-
tion, on @ s =1 ou r==1.

Supposant » = 2 et s = 2, nous appliquerons la Proposition 20.3 avec
p =3 ; distinguons deux cas:

a) n—r==2mod3; on pose i=n—7, k=1; on a donc j=1-42
=n—1 -+ s et les inégalités (1) et (2) de R0. 3 sont vérifiées puisque r = 2;
de plus, vu Phypothése faite sur n — 7, on a j=1mod 3. Mais d’aprés 12. 3
by*f = jmod 3, donc b == 0mod 3 et il n’y a pas de section vu 20. 3.

(b) n—rs=2mod3. On pose t =n—7r—1, k=1; les inégalitis
(1) et () sont vérifiées puisque s = 2 ; mais j = n — 7 - 1 5% 0 mod 3, d’ot
comme précédemment, b,*7 == 0 mod 3.

Nous traiterons maintenant plus en détails le cas r=—1; on pourrait

étudier de méme le cas s = 1, mais, les calculs étant plus compliqués, nous
ne nous y attarderons pas.

Prorosition R0.6. St la fibration W s/Wa1s= W1 = Ssn. admet

une section, n est divisible par Uenlier
Ns — Hp 2\)1+h(p.s)

ot le produit est élendu o les nombres premiers, et ow h(p,s) désigne pour
tout p le plus grand entier h = —1 tel que (p—1) - p*=s.

Vu la Proposition 20. 3, il nous suffira de prouver ceci:

Leyiate 20. 7. Soient pun nombre premier, s un entier < n, et supposons
que by == 0mod p pour tout entier k > 0 tel que n—Fk(p—1) =n—s,
(autrement dit tel que k(p—1) =s). Alors n est divisible par p+@s),

Ce lemme sera lui-méme conséquence du lemme suivant, dans lequel s
n’intervient plus:

LemME 20. 8. Soient a un enlier = 0, k = p%, supposons n > k(p —1)
et n divisible par k. Si b"==0mod p, alors n est divisible par pe.

Montrons, par récurrence sur s, que 20. 8 entraine 20.7. Ce dernier est
trivial pour s = 0, supposons le vrai pour s — 1; puisque

h(p>8) = 1+h(P’3—1):
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cela implique que p"®® divise n; mais (p — 1) - p"®s) = s < n par définition
de h(p,s), par constquent Uentier ¢ — p"®) vérifie les hypotheses de 20. 8
et n est bien divisible par p*®#)-t,

Le lemme 20. 8 est un cas particulier du résultat suivant, que nous allons
maintenant démontrer:

LemmE 0. 9. Soient F le polynime symélrique 3 @,% - - - a2, de degré
n =23 a;, p un nombre premier, « un eniier. On suppose que p* divise n et
quil y o au plus p* indices | tels que a; 5= 1. \

Dans ces condilions, pour que le terme dominant de F soit =% 0 mod p,
il faut et il suffit, ou bien que a; =1 powr lout j, ou bien quil y ail ezacte-
ment p® indices j tels que a; 5%~ 1, les a; correspondants étant tous égaux et n
n'étant pas dwisible par p*.

(On obtient 0.8 en appliquant 20. 9 au cas ot @; = p pour 1 =j = p"
et ;=1 pour j > p.)

Nous démontrerons le lemme 20.9 par récurrence descendante sur 4, le
cas ¢ =n ¢tant trivial puisque tous les a; sont alors égaux & 1.

Nous supposerons que Pon a ay, -« -, 0, > 1, et apy = + - =—a; = 1.
On a 1=Fk=p7% vui<n Considérons le polyndme symétrique:

G = (2 TS gyt (2 Ty @)

dans le développement de (, nous trouverons évidemment le polyndme F';
quant aux autres termes ce seront des polynomes symétriques de la forme:

C(ﬂ)z xlﬁl t Q:Lﬁ" R TS T S

ol ' =mn + k—3 B, et ot B; est égal soit & a;, soit & a;— 1, ce second cas
se présentant pour au moins une valeur de 4, (ce qui montre que 7 > 1) ;
le coefficient ¢gy est un entier.

G est le produit de deux polyndmes symétriques, il est done décom-
posable et 1’égalité:

G=F+E(ﬁ)c(ﬂ)2$1ﬁ1‘ . .‘r/kﬂk-:vkwl. ey

2
montre que le terme dominant de ¥, changé de signe, est ¢gal & la somme
des termes dominants des polyndémes cg= @A+ - - aybray,, - - - @y comme

>4, on peut appliquer le lemme & ces derniers vu ’hypothése de récurrence.
Nous distinguerons quatre cas:

(A) On a a;=2 pour j=k. Dans ce cas, le seul choix des g qui
conduise & un terme dominant non nul est celui ot g; — 1 pour tout j; il
est immédiat que le coefficient ¢(g correspondant est égal au coefficient
binomial (7). et, puisque 1 =%k = p¢ et que p* divise n, les propriétés de
divisibilité des coefficients binomiaux montrent que:
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cp=(r)=0modp sik<ps
cp = () =n/p*modp sik=ps
ce qui établit le lemme sous I’hypothése (A).
(B) Ona aj=q>2 pour j =Fk. Le seul choix des B; qui conduise
4 un terme dominant non nul est celui ot B = ¢ — 1 pour 1 = j =k, lorsque

de plus & = p® et p*** ne divise pas n; on voit alors tout de suite que ¢y =1,
ce qui démontre le lemme dans le cas (B).

\

(C) On a k<ps Le seul choix des B; qui conduise & un terme
dominant non nul est celui ot 8; =1 pour tout j; mais les oy, (1 =7=1%),
sont alors égaux a 2, et Pon se retrouve dans le cas (A) déja traité.

(D) Onalk=p%etlesa;, (1=7=1F), ne sont pas tous égaur. Dans
ce cas, le seul choix des B; qui conduise & un terme dominant non nul est
Bi="+ = Br=¢ > 1, et ce choix n’est possible que si certains des a; sont
égaux a ¢ + 1, et tous les autres & ¢; soient 7 et s leurs nombres respectifs.
Vu Phypothése faite on a r—--s=p% r=1, s=1; comme ¢ > 1, il est
immédiat que

¢ = ("75) = () = 0mod p,
d’ott le lemme dans le cas (D).

Comme les cas (A), (B), (U), (D) épuisent toutes les possibilités, la
(émonstration du lemme 20. 8 est achevée, et la Proposition 20.6 est com-
plétement établie.

LEremples.

s=1; pour p=2, on a h(p,1) =0, powr p >2, h(p,1) =—1, don
Ny =2. Dans ce cas du reste, la condition “n pair” est non seulement
nécessaire mais suffisante pour ’existence d’une section (voir Eckmann, [8],
Satz IV).

§=2; pour p=2, h(p,R) =1, pour p =3, h(p,2) =0, pour p =3,
h(p,R) =—1, donec Ny=12. Nous ignorons si la condition “#« divisible
par 1% 7 est suffisante pour Dexistence d’une section, mais cela semble peu
probable. Il est assez naturel de conjecturer que W eo1/Wnts= 8., 171
pas de section si s > 1.

Indiquons pour terminer quelques valeurs de la fonction arithmétique N:

Ny =2, Ny= N, =12, Ny = N; = 120, Ng — N, — 2.520, - - -,
Ny = N, = 6.983.776.800.

INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY, PRINCETON,
UNIVERSITE DE NANCAGO.
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