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GROUPES DE LIE ET PUISSANCES RfDUITES DE STEENROD.* 

Par A. BOREL et J.-P. SERRE. 

Introduction. N. E. Steenrod a defini de loumvelles operatioins cohomo- 
logiques, les puissances reduites, qui generalisent ses i-carres. Nous nous 
proposons ici d'etudier ces operations dans la cohomologie mod p, (p premier), 
des groupes de Lie et de leurs espaces classifianits, et d'appliquer les resultats 
obtenus 'a divers problemes. 

Pour la commodite du lecteur, 1o0Us avons rappele (daus la premi're 
partie tous les principaux resultats sur les groupes de Lie et leurs espaces 
classifiants dont nous avons a faire usage par la suite, en les completant du 
reste sur quelques points. La deuxieme partie est consacre'e aux puissances 
reduites, dont nous indiquons les proprietes au No. 7, sans en repeter la 
definition explicite, qui n'interviendra pas ici; nous calculons ensuite ces 
operations dans les espaces projectifs complexes et quaternioniens, ce qui 
permet d'obtenir quelques renseigllements sur les gTroupes d'homotopie des 
sphCeres, par la methode de Steenrod. 

Dans la troisienie partie, nous combinons les resultats de I et II pollr 
etuudier les puissances reduites dans les algebres de cohomologie H*(G,Z Z) 
et H* (BG, ZP) d'un groupe de Lie compact connexe G et d'un espace BG 
classifiant pour G, lorsque G et son quotient GIT par( un tore matximal sont 
sats p-torsion.1 Dans ce cas ein effet, H* (BG, ZP) s'identifle a une soUs- 
algebre de H* (BT, ZP) ; or H* (BT, Zp) est engendree par ses e'le'ments de 
degrec deux, (BT peut nmeme, si l'on veuit, etre envisage comme produit 
d'espaces projectifs complexes), et les puissances reduites y soiit donc co01- 
nues d'apres II. Cela determine en principe les puissailces reduites dans 
H* (BG,ZP), et par coilsequent aussi dans H* (G, ZP) car, sous les hypotheses 
faites, H* (BG,ZP) est une algebre de polynomes doiit les generateurs sont 
images par transgression de genrerateurs de H* (G, Zr), (qui est une algcbre 
exterieure), et la transgression commute aux puissances reduites. Cette 
methode generale est ensuite appliquee aux groupes unitaire U(n) et unitaire 
symplectique Sp (n) pour p (premier) quelconque, au groupe orthogonal 

* Received February 22, 1953. 
' On dit qu'un espace a de la p-torsion (p premier), si l'un de ses groupes d'homo- 

looie entiere a uil coefficient de torsion divisible par p. 
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410 A. BOREL ET J.-P. SERRE. 

SO(n) pour p # 2, et hL leurs espaces classifiants, ce qui donne, entre autres, 
(les r6sultats sur les classes de Chern. 

La quatrieme partie est consacr6e aux applications. Nous montrons 
dans le No. 15 la non-existence deI structures presque-coiiiplexes sur S, 
(n ? 8), et d'un type d'algebres 'a division de dimension > 8, et dans le 
No. 1.7, la non-existence de sections danis certaines fibrations, (par exemple 
U(1n)/U(n - 1) = S2-1) ; on en deduit quelques renseignements sur les 

groupes d'homotopie des groupes classiques, auxquels nous consacrons egale- 
ment les Nos. 18 et 1.9. Enfin, le No. 20 donne des conditions n6cessaires 
pour l'existence de sections dans des fibrations oiu espace, base et fibre sont 
des variWtes de Stiefel complexes. 

I. Espaces fibr6s 'a groupe structural de Lie. 

1. Espaces universels et espaces classifiants pour un groupe de Lie. 
Soit G un groupe de Lie compact; rappelons que l'on appelle espace uni- 
versel pour G jusqu'a la dimension n un espace E, fibre principal de groupe 
structural G, tel que 7ri(G) = 0 pour 0 ? i ? n, ([14], ? 19); sa base 
B =- E/G est dite espace classifiantt pour G et pour la dimension n, elle 
permet en effet de classer tous les espaces fibres principaux de groupe struc- 
tural G ayant comme base un polyedre X doune de dimension n, (une classe 
d'espaces fibres correspondant biunivoquement a une classe d'applications 
homotopes de X dans B, voir [14], ? 19). 

On sait, ([14], 19. 7), que l'on peut trouver pour tout G et pour tout 
it des espaces universels qui sont, ainsi que leurs bases, des varietes analytiques 
compactes, donc des polyedres finis; il est souvent commode de les considerer 
pour n arbitrairement grand et pour eviter d'avoir 'a preciser cet entier, on 
peut introduire les notions d'espace universel et d'espace classifiant pour G, 
(sous-entendu: pour tout n), de la fa on suivante: 

Soit E1, E,, une suite d'espaces universels pour G et pour des 
dimensions n1 < n <. ; il est clair que l'on peut la choisir telle que Ei 
et Bi Ei/G soient des polyedres finis et qu'il existe un homeomorphisme fi 
de Ei dans Ej,1 commutant avec les operations de G, (i = 1, 2, ). La 
limite inductive E des Ei est alors un espace fibre principal de groupe struc- 
tural G, dont tous les groupes d'homotopie sont nuls; E sera dit universel 
pour G, sa base B, qui est limite inductive des espaces Bi, sera dite espace 
classifiant pour G. On deduit imme'diatement du theorieme de classification 
que deux espaces universels, ou deux espaces classifiants, ont meme type 
d'homotopie; il n'v a done pas d'inconvenient, tant que l'on ne s'interesse quni 
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des questions homologiques ou homotopiques, X dsigyner par EG, resp. BG, 
l'uti quelconque de ces espaces; en particulier, on pourra parler des groupes 
d'hiomologie singulie're ou de cohomologie singulie' e de 1'espace Bo}; on a 
d'ailleurs, r &etant uin groupe de coefficiernts: 

III, (I F) J 1(B1i. F), HP(B(;, r) HP(Bi, F) Si ni > P, 

(le. isomorphismes en cohomologie etant bien enteindu compatibles avee le cup- 
produit si r est un anneau) ; les groupes 11P(BG, F) sont donc isomorphes aux 
groupes HP(Bj, r) lorsque i est assez grand, on retrouve ainsi les conventions 
de [2], ?18.2 

Nous avoiis done fait correspondre a tout groupe de Lie compact G un 
espace, ou plutot une classe d'espaces ayant le meme type d'homotopie, BG. 
Oni peut de plus associer 'a tout homomorphismue fi: H > G d'un groupe de Lie 
compact dans un autre une classe d'applications homotopes p (f) BH - BG. 

Soit en effet EH un espace universel pour HI; par extension du groupe 
structural de H a G au moyen de f, EH definit un espace E'H principal pour 
G et de base BH; cet espace est le quotient (EH, G)H du produit EH X G 
par la relation d'equivalence (x, g) (x- h, f(h) g). Comme la base de 
E'H est limite inductive de polyedres, le theoreme de classification s'applique, 
et il existe une classe d'applications homotopes p (f) de BH dans BG telle que 
E'H soit l'image reciproque de EG par les p (f); cela definit les p (f). 

Bien entendu, p (f) est homotope "a l'identite si f est l'identite, et les p (f) 
verifient la propriete de transitivite p(f o g) = p(f) o p(g). On peut done 
dire que la correspondance G -* BG est un foncteur covariant de G. 

Le cas particulier le plus important de la notion precedente est eclui 
ou f est l'application identique d'un sous-groupe fermeE H d'un groupe G 
danis le groupe G lui-meme; on designe alors p(f) par p (H, G), conforme- 
ment aux notations de [2], ? 21. Dans ce cas on peuit ehoisir p(f) de telle 
sorte que p(f) :BH - B definisse BH comme espace fibre de base BG et de 
fibre l'espace homogene G/H. En effet, puisque H1 est plonge dans G, iH 
opere sur EG et Ec, muni de ces operateurs, est un espace universel pour H, 
que l'on peut prendre comme EH. On aura alors BH = E,/H, BG = Ea/G 
et l'application p (f) n'est autre que la projection canonique de EG/H sur 
Ea/G; elle definit bien BH comme espace fibre de fibre G/H et de base BG. 

Dans le cas ge'neral, on peut, au moins au point de vue homologique ou 

2 Si G est discret (cas que nous n'avons pas exclu), les groupes Hp(B0, r) et 
HP (B0, r) ne sont autres que les groupes d'homologie et de cohomologie de G au sens 
de Hopf-Eilenbeog-MacLane-Eckmann. 
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homotopique, envisager aussi p(f) comnie projection d'un espace fibre. Soit 
en effet X =- (E'H, EH) H le quotient de E'H X EH par la relation d'equi- 
valence (x, y) - (x It, y h), il admet deux fibrations, l'une de fibre E'H 
et de base BH, l'autre de fibre EH et de base BG; notons a et /3 les projections 
correspondantes. Comme EH est acyclique, /3 defiinit Uli isomorphisme /3* des 
groupes d'homologie (ou d'homotopie) de X sur ceux de Bil. D'autre part 
un homomorphisme de E'H dans EH definit de fa,on e'vidente une section s: 
BH --> X, qui composee avec a redonne p (f ) ; ainsi, une fois les groupes 
d'homologie de BH identifies a ceux de X par #*-1, l'hoinomorphisme p (f) 
devient l'homomorphismiie a iniduit par la projection a. 

En particulier, si f est la projectionl de H sur son quotient H/N par 
un sous-groupe invariant ferme N, l'espace E'H est visiblement un espace BN 
et p* (f) s'identifie c l'alhonomorphisme induit par la projection d'utn espace 
fibre ayant mneme homitologie que BH, de fibre By et de base BH/N. 

Note. Soit 1 uin espace fibre de groupe structural H dont la base X est 
un polyedre fini; E est donc bien defini par uiie classe d'applicatiolns homo- 
topes C: X --> BH; en les composant avec ]es applications p (f) :Br, - BRG, on 
definit donc un espace fibre de base X et de groupe structural G; en outre, 
d'apres la construction merme de p(f), cet espace est celui quie l'on obtienit a 
partir de E en etentda;i1t le groupe structural de H c' G aut moyen de f. 

C'est sous cette fornie que l'oii trouvera etudieee. dans des cas particuliers, 
I'application p(f), notamimenlt par Wu ([18], [19]). On voit egalement que 
pour qu'un espace fibre de base X, de groupe G, defini par g: X -> BG puisse 
etre obtenu a partir d'un espace fibre de groupe H par extension dcu groupe 
structural il faut et il suffit que g puisse se "factoriser" par p (f). Si l'oii 
connait les algebres de cohomologie H*(BH) et H* (BG), ainsi que p- (f) 
H*(BG) - >H*(BH), oii tire de la des conditions cohom-nologiques necesKllres 
pour que l'on puisse restreindre le groupe structural de G 'a H. C'est la la 
methode suivie par Wu [18] pour etudier les structures presque complexes, 
(f etant alors l'inclusion de U(n) dans SO(2n)). 

2. Cohomologie des groupes de Lie et de leurs espaces classifiants. 
Soit G un groupe de Lie compact connexe de rang 1, (rappelons que le rang 
est la dimension commune des tores maximaux de G). D'apres un theoreme 
classique de Ilopf, l'algebre de cohomologie de G -relativement a un corps de 
caracteristique zero est une algebre exterieure engendree par I eleniellts de 
degres impairs. Ce resultat vaaut encore pour H* (G, Zp), (p premier, Zp corps 
des entires nmodulo p), lorsque G est sans p-torsion,l ( [21, Proposition 7. 2); 
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de meme, si G n'a pas de torsion, H* (G, Z) est l'algbbre ext'rieure d'un 
groupe abelien libre ayant I generateurs de degres impairs. 

Dans le cas ofu G est sans p-torsion, on peut etablir des relations tres pre- 
cises entre H* (G, Zp) et H* (BG, Zp) en utilisant la transgression. Rappelons 
que la transgression dans un espace fibre E, de base B et de fibre F, relative- 
ment 'a un groupe de coefficients F, est en dimension s, (s = 0, 1, 2, ), un 
homomorphisme: 

(2. 1) T: TS(F, F) Hs+l(B, F) ]LS+1 (B F) 

d'unn sous-groupe TS (F, F) de Hs (F, F) danis un (quiotient de HS+1 (B, F). 
L'homomorphisme r est le coInpose q/0 o (3, oii 8 dClsigne l'homomorphisme 
de cobord qui applique 11- (F, r) dalns Ifs+1 (E, F; F), et ou q- est le produit 
de l'isomorphisme de fJ8+i (B, F) sur Hs+l (B, b; r), (b projection de F), 
par l'homomorphisme p: H8+l (B, b; F) -> HJ(i, F; r) transpose de la 
projection (roir 2], ? 5; [11], pp. 434, 457). En particulier nous lnoterons 
T8 ( G, F) l'ensemlble des elements de 11 (G,F) transgressifs dans un espace 
universel EG, et qui seront dits etre universellemnent transgressifs. 

Ces definitions etant posees, on peut exprimer ainsi les proprietes de Ia 
fibration de EG par G, base BG qui sont etablies dains [2], (Theoremes 13. 1, 
19. 1): 

2. 2. Soit p 1.a u oinbre premrier, et Supp5oswS G sanis p-torsion. Alors 
H' (G,Zp) posse'de un systePme de geterateuirs h1, ,h1 de degres impairs 
qui form e t une base dit sous-espace T (G, Zp) de IH' (G, Z.) engendre' par 
les elem e tIs wniversellement tran?sgi essifs. 

2. 3. Le sous-espace Ls+'(BG, Zp) de H8+1 (BG, Zp), (notations de 2. 1), 
est egal ant sonts-espacte des ele'neits decomposables de 118+1 (BG, Z8), (c'est a 
dire au sous-espace eng,endre par les produits d'e'lemenits de degres < s + 1). 

Nons designierolns par Di (BG, F), on par Di si cela ne prete pas a con- 
fusion, l'ensemble des ekleanents de&omposables de Hi (BG, r) et par D (BG, r), 
ou par D, la somme diirecte des Di. 

2. 4. Sojenti T Ia transgression dent.s EG et Yi ii H_(BG, Z,) un epre'sentant 
de r(hi), (-=1, ,1). Alors 1T*(BG, Zp) est identique a l'alge(bre des 
po7yno'mnes admettant les yi comme generateurs. 

On a ici Tr(hi) = yi mod D et H* (BG, Zp) est une algebre de polyn6omes 
a I generateurs dont les degres sont egaux aux degres des hi augmentes d'une 
unite (et sont par conseqnaent pairs). 
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Les re'sultats 2. 2, 2. 3, 2. 4 restent valables si l'oii reniplace partout Z. 
par un corps de caracteristique zero, sans hypothe,se sur G, ou encore si l'on 
substitue Z a Zp lorsque G n'a pas de torsion. 

3. Relations entre HY (BG, Z) et le groupe de Weyl de G. Solent T 
un tore maximal du groupe de Lie compact connexe G de ranig 1, N le nor- 
malisateur de T dans G, et 1' le groupe de Weyl de G, c'est 'a dire le quotient 
NIT. On sait que 4 est un groupe fini. D'apres les re'sultats du No. 2, la 
transgression e,tablit un isomorphisme de H1(T, Z) sur H2(BT, Z), et H: (BT, Z) 
est l'alge,bre syme,trique libre engendre,e par H2(BT, Z); toute base (4e, * * * , el) 
de H1 (T, Z) de,finit donc par transgression un syste,me de gene,rateurs inde,- 
pendants (x1, ,xi) de H* (BT, Z) de degre's e,gaux a deux 

Puisque N est une extension de T par 4, le groupe 1 ope,re canonique- 
ment sur T, et de ce fait sur H1 (T, Z) donc aussi sur H* (BT, Z). On notera 
IG la sous-alg bre des e,le,ments de H* (BT, Z) invariants par 1. I1 est clair 
que si xgH*(BT,Z) est tel que n 'X?IG, (n entier), ol0 a aussi xIG.; 
par consequent IG est facteur dir ect de 11 (BT, Z) pour la structure de groupe 
abe,lien, ce qui permet de conside,rer 1,c 0)Zp comme plonge, dalls 

H* (BT, Z) 0 Z, - IH* (BT, ZP). 

Cela e,tant pose, on a ( [2], Prop. 29. 2) : 

3. 1. Si G et GIT sonit sanis torsioni, l'hooniorloiphismne 

P* (T, G) : H* (BG, Z) -> H* (BT, 7;) 

est biutivoque et soIt imiiage est I(;. 

3. 2. Soit p tn nonibre premiiier. Si G et GIT sont sans p-torsion, 
il en est de me^ne de BG, l'homornorphisnie: 

p* (T, G): H (BG, Zp) >I c(BT, Zp) 

est biuntivoque, et son i mage est (; 0 Zp, (ploiige daits Hl (B,., Z4) commil e il 
t' dit plus haut). 

Lorsqu'on sera dans les hypotheses de 3. 1, (resp. 3. 2), o01 ideiitifiera 
H* (BG, Z), (resp. H* (BT, ZV)), a IG, (resp. IG , ,); cela permettra comme 
on le verra de ramener beaucoup de questions portant sur BGr aux questions 
analogues sur BT, qui est plus simple 'a etudier. Soient par exemple H et G 
deux groupes de Lie ve'rifiant 3. 2, fi: H -4 G un hoomomorpliisme et cherchons 
a determiner p* (f) 11* (BG, ZV) ->IIH (BH, ZP). Soient T' un tore maximal 



GROUPES DE LIE ET PUISSANCES REDUITES. 415 

de H, T un tore maximal de G contenant f (T'), et g: T' -> T la restriction 
de f a T'. Elle definit u11 homoniorphisme p* (g): H* (BT, ZP) -> H- (BT', ZP) 
dont la restriction a IG 0 Zv est evidenmment p* (f); pour connaitre p* (f), 
il suffit donc de coiinaltre p' (g), ce qui est tres facile: Soient k, , 

(resp. d' , 4's), une base de H'(T, Z), (resp. de H'(T', Zr). On peut 
ecrire: 

g* (ti) = n jj, (n1j gZ.), 

et, si xi, resp. x'l, est image par transgression de d%, resp. 4'i, un polynome 
Q (xl, , x) en les xi a comme image par p* (g) le polynome 

Q (:Enljx'j, ,4 llri-Vi), 

(voir pour plus de details [2], ? 28, 31 o'u cette inetliode est appliquee dans 
le cas oiu f est biunivoque). 

Un cas particulier important est celui oiu f est l'inclusion d'un sous- 
groupe H de G dans G, H et G ayant meme rang. On a alors T = T', et 
p* (g) est l'identite; tenant compte des identifications faites plus haut on voit 
quie H* (BG, ZV) s'identifie a' une sous-algebre de TB* (BH1, Zr), elle-meme 
identife'e a' une sons-algebre de H* (BT, Zv). 

Conditions d'application des resultats precedeids. Les hypothcses 3. 1 et 
3. 2 sont frequemment verifiees, en effet: 

3. 3. Si l'algebre de Lie de G ne contient aucun facteur isoimorphe 'a 

E6, E7, ou E8, G/T est sans torsion ([2], Prop. 29. 1). 

3. 4. Pour tout n les groupes cla.ssiqu,es U(n), SU(n), Sp(n) sont sans 
torsion ([2], Prop. 9. 1). 

3. 5. Pour tout n et pour tout nomtibre p)rem)ier p inmpair, SO(in) est 
sans p-torsion, ([2], Prop. 10. 4). 

Ainsi, a l'exception de SO(n) poul p 2, toutt groupe classique est 
justiciable de 3. 2. Dains le cas de SO(n), p = 2, il convient de remplacer 
les tores maximaux par des sous-groupes abeliens maximaux de type 
(2,2, *,2), (voir [3]). 

4. Cas particulier: le groupe unitaire U(n). Soit G = U(n) le groupe 
des matrices complexes unitaires a n lignes et it colonnes; les matrices 
diagonales en constituent un tore maximal T, U(in) est donc de rang it. 
Designa:nt par exp (2iwXi), , exp (2i1rCn) les valeurs propres d'une matrice 
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diagonale, nous prendrons les elements . = dgt comme base de H1 (T, Z) et 
noterons xi l'image par transgression de j dans H2 (BT, Z). 

Le normalisateur N de T dans U(n), est 1'ensemble des matrices mono- 
miales (c'est 'a dire produits d'une matrice diagonale par une matrice de 
permutation), et 4) = N/T est le groupe des permutations des z- ou des xi; 
par consequent IG est l'algebre des polynomes symetriques en les xi; de meiPle 
l1(n) 0 ZP est 1'ensemble des polynomes sym6triques 'a coefficients dans Zp. 

Soit C21 la i-neme fonction symetrique elemelutaire E X .t X c'est 
donc un element de IG I H* (B U(n), %) et de plus IG est identique a l'algebre 
des polynomes en les C.,0; comparant cela arec les resultats du No. 2, on voit 
que H* (U(n), Z) contient des e'lements bien determines hi, (1 < ?i ? n), 
de degr' 2i - 1, tels que T(hi) = C2i mod(C2, , C2i2), e etant la trans- 
gression dans E U(n); eni outre H* (U (ii,), Z) est l'algebre exterieure engendrele 
par les hi. 

I1 s'impose de comparer les re'sultats precedents avec ceux qu'obtient 
S. S. Chern dans [6]. Au moyen des grassmanniennes complexes et des 
symboles de Schubert, Chern y definit des elements c2, a H2i (BU(,), Z) et 
nontre que H* (B u(l), Z) est l'algebre des polyn6mes admettant les c.,i, 
(1 < i ? n), comme gele'rateuLrs; ainsi les classes C,. ont les memes pro- 
priete's que les classes de Chern c.,; eni fait oln a: 

PROPOSITIONT 4. 1. Les classes C(,7 - x= x1 coinlcident (tlcec les 
classes de Chern c, (i = 1, ,n). 

Pour eviter toute confusion. nlouts ii'identifierons pas dans cette (lemlloni- 
stration IU(n) et HI (BU(n), Z). Nous devons donie mwontrer qtue lVhono- 
m-inorphisme p0 (T, U(n) ) : H0(BU(n) , Z) -E>H* (BT, X) applique c,5 sutm C i 

Nous etablirons la Prop. 4. 1 par recurrence sur n en utilisant la formule 
de dualite des classes de Chern (4. 3), (voiir [7], [19]). Pour n = 1, 
U(1) = T et la proposition est evidente car C2 et c, sont toutes deux images 
par tralnsgression de la classe = dg de H1 (T, Z). Nous supposons main- 
tenant la proposition demontree pour U(m) si n < n; comne nous aurons 
a conside'rer plusienrs valeurs de n, il sera commode de distinguer par un 
indice it, que nous placerons en haut 'a gauche, ce qui est relatif 'a U (n) 
ainsi nous parlerons de 71i, nX,, nC2i, 11C2i, etc. 

Soient p, q > 0 tels que p + q = nI, f l'inclusion canonique de U(p)X U(q) 
dans U(n), TP, Tq et T1 -= TP X Tq des tores maximaux de U(p), U(q) et 

3 Dans tout ce travail, nouis notons aan polynl6me sym6triqiie pai- son terme illitial 
preced6 du signe 2X 
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U (n) ; la restriction g de f a TP X Tq est donc l'identite. Le diagramme 
commutatif 

TPXTq T it 

U(p) X U(q) U(1n) 

on les ticehles soint des inclusionis, doiniie lieu au (iiag,larmme coiuinutatif 

H_ (BTP,Z) ( H (BTq,;Z) H iB(BT",Z) 
1iA T 8 

H' (BU(p) Z) 0 H* (Bu(q) , Z) H* (BU(,1), Z) 

oui. (laias les niotationis du No. 1: 

a p (g) p (TP X T , T'i), ,p" (TP X Tq, U(p) X U(q)), 

Y P (U (p) X U (q), U(n)) p* (f ) et enfin 8 - p* (T)Z, U (n)). 

Si l'on prend dans H1(TP, Z), H1(Ta, Z et IIl(T1L, Z) les bases (Pvj), 
(aq'), (nz, ) indiquees au debut de ce No, il est clair que g* est definie par 

g* (ne) - Vp. (i ? p), g* (n4p i) =- q4:, (1 ?C i ?/) ! 

par con s6queut, x est defini par 

(.xi) = Pxi 01 (1 ? i, ? 1)); 4lx,j) 0 I xj (1?j ? q), 

et il en resulte cvidemnment que 

(4. 2) X ("C-2) -"'j,k=i "(C2j 0 217 

eni posant bien entendu PC2; = 0 si j > p, qC( k= 0 si le > q; en faisant uniie 
colnVention analogue pour les classes de Clieri o01 p)elut ecrire la formule de 
dualite: 
(4-. 3) C (2 i'j) - j]+ -i )C, 0 j 'C-2 k 

nalis hl omoinorphisine , est le produit teinsoriel des homomiorphismes 
p* (TP, U (p) ) et p* (Ta, U (q) ), done, vu l'Phypothese d'induction, onl obtient: 

(4. 4) p ? 2 ( c,1) j+= :0 '0Cki 

d'oii, compte tenu de (4. 2) et de p o y= a o 8, 

(c o 8('nC2i) (= ( ) (1 < i < n), 

et fialuleinielit 8 (nc,j) - ?ICz puisque a est biunivoque, 
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Remarques. (1) Sans utiliser la formule de dualite oni peut illoiltrer 
aisement que c2Cl ciC2V, Ofu E, ? 1. Pour prouver ]a Proposition 4. 1, 
il ne reste done plus qu'a etablir les egalites Ej 1 (1 ? i ? in), ce qui peut 
se faire en se servant des valeurs des classes de Chern de la structure taiigenite 
de l'espace projectif complexe et du calcul des puissances de Steenrod des 
classes nC2i qui sera fait au No. 11. Malheureusement cette methode, au 
reste peu naturelle, conduit 'a des calculs assez compliques. 

I1 serait interessanit de trouver une demonstration de la Propositioll 4. 1 
qui soit simple et independante de la dualite; peut etre est-ce possible en 
utilisant l'expression des classes de Chern comme formes differentielles? On 
deduirait alors la formule de dualite directement de l'identite evidente (4. 2), 
comme cela est fait dans [3] pour les classes de Stiefel-Whitnev rletduites 
mod 2. 

5. Autres groupes classiques. Nous allons passer brievement en revuLe 
les autres groupes classiques, renvoyant a [2] pour plus de details.4 

Examinons tout d'abor d les grotupes orthogonaux. Le groupe SO(2n + 1) 
est de rang n, et son groupe de Weyl est le groupe des permutations et change- 
ments de signes des xi. I1 en resulte donc que 11* (BSo(2,,+l), Zp) est l'algebre 
des polynlomes ayant colime gelnerateurs les n elements P4i = X12 . . . Xi , 

(1 < ?i ? i), lorsque p est impair (cette restriction etant due, rappelous-le, 
au fait que SO(it) a de la 2'2-torsion pour in ? 3). 

Le groupe SO (2, ) est aussi de rang i, et son groupe de Weyl est enigelndre 
par les permutations et les changements de signes en nomnbre pair des x 1. I1 
en resulte aiserment que pour p premier impair lI* (B so(2n,) Zl) est F'algebre 
des polynomes admnettalit comme ge'lrateurs les P4i (1 ? i ? n- 1) et 

PlPolSIrI'OnrN 5. 1. P4i COinlCide avec la cltUsse de Pontr jagitq (/e di iten- 
sion 4i, reduite iodp ; TV, colncide avec la classe de Stiefel-Whinley de 
dimension 2n, rduite mlodp. 

Nous noterons p,i et 'I? les classes de Pointrjagiil et de Stiefel-Whitnlev 
respectivement. 

Soit d'abord f l'inclusion de U (n) dans SO (2n) ; ces deux groupes etant 
de meme rang, p* (f) p*(U(n), SO(2n)) est biunivoque et, vu les identi- 
fications faites plus haut, se ramene au plongement des polynomes en les Pj 

4Pour tout ce qui concerne le groupe de Weyl, voir par exemple E. Stiefel, Co0,7m. 
Math. Ielv., tome 14 (1941-42), pp. 350-380. 



GROUPES DE LIE ET PUISSANCES REDUITES. 419 

et WV21, dans l'algebre de tous les polyno6mes symetriques. I1 en resulte 
visiblement: 

(5. 2) p* (f) (WV21 ) = C2fl 

Mais il est classique ([13], 41. 8) que, etant donne un espace fibre de groupe 
structural U(n) et de classes de Chern- c.,, on obtient en etendant le groupe 
structural a SO(2n) Ull espace fibre dont la classe de Stiefel-Whitney w2", est 
egale 'a C2; cela signifie que p- (f) (wv2,) = c2 et, comme C.,, =} C2, l'egalite 
(5. 1) donne bien IV2, wn,f puisque p*(f) est biulnivoque. 

On pourrait raisonuier de la menme faqon pour les classes de Pontrjagin, 
a l'aide du No. 3 de la Note [18] de Wu, mais il est plus commode de proceder 
diffe'remment, en partant du ploilgenieit canoniique de SO(it) dans U(n), 
qui definit un homomorphisme 

p* (SO (n), U (n) )B1 (BU(fl), Zp) -I * (B SO(n)) ZP) 

de'termine explicitement dans [2], ? 31; on a 

{(C2i) 0 si i est impair 

(5. 3) 
u(C4k) -( 1)P4k. 

D'autre part, on a d'apres Wu ([20], p. 9): 

U (C4k) --(-)p4k, 

ce qui, joint a C =- C4, donne P4k - 4k- 

Remiarque. De meme que pour la Propositioln 4. 1, il y aurait inte'ret a 
avoir une demonistration de la Proposition 5. 1 indepelidante des resultats de 
Wu, car O0i obtiendrait alors ces derniers de facon simple, par des calculs sur 
les polynomes syme'triques et des changements de variables. 

Le cas du groupe unitaire synmplectique Sp (n) est tout a fait analogue 
a celui du groupe SO(2n + 1), car ces deux groupes onlt menme rang et des 
groupes de Weyl isomorphes; la difference essen-tielle est que l'on peut raisonner 
directement avec des coefficients entiers puisque Sp(n) n'a pas de torsion. 

On trouve alors que H- (BsP(n), Z) est identique^a l'algebre des poly- 
nomes ayant pour generateurs des classes K4i, ( i ? n), definies par: 
K4i X2... Xi2. 

Le plongement canonique de Sp(n) dans U(2n) de4fini t un homo- 
morphisme 

_ * (S (n) ), U (2nT{) HX .IT* (BUT2,, t7 -4 H -T BsP() Z 2 
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donne par les formules: 

V(C2j) 0 si i est impair 

(5.4) 
V(C4k) (-l)1K'i4k. 

Note. Les formules (5. 2), (5. 3), (5. 4) permettent de determiner les 
homomorphismes 

H* (SO (2n), Zp) -H* (U(n), Z) -*> H (SO (n), Z.) 
et 

H* (U(2n), Z) -> H*(Sp (n), Z) 

induits par les plonigements canoniques ([2], Proposition 21. 3 et ? 31). 
Ainsi, si l'oni designe par t7, l'element de H4k-l (SO (n), Z,) dont l'image par 
transgressioni est P471, par u,, celui donit l'image est Wn (n pair), par V, 
l'element de 114k-1 (Sp (n), Z) dont limaoe est K4k, on voit que (- 1) ktk et 
(-1I)kc7k ,sont restrictions des classes 

It 2 II47-1 (U(n), Z4), resp. h,k C H4k-l(U(n), Z). 

Par consequent: 

5. 5. A l'exceptiont de la classe u,, (d'ailleurs exceptionnelle 'a plus d'un 
titre), les generateurs des algebres de cohontologie des groupes classiques sont 
restrictions de gene'rateurs de l'algebr e de cohoinologie du groutpe unittair-e 
(pour SO (n), on suppose p # 2). 

II. Les puissances reduites de Steenrod. 

6. Les puissances reduites. Dans les Nos. 6 et 7, p designera Uln 
nombre preimier fixe, K un polyedre fini, L un sous-polyedre de K. On notera 
H (K, L; Z.) on H1(K, L) lorsque cela nie pretera pas a confusion, les groupes 
de cohomnologie de K modulo L, 'a coefficients dans Z. 

Les puissances reduites sont des homomorphismes 

P:H(K, L; Z) >P-(K, L; Zl,) 

definis pour tout p premier, tout i > 0, tout q ? 0, et tout conple de polyedres 
K et L, L etalit un sous-polyedre de K. 

A la place de la notation PiP, qui est adoptee dans [1-5], on trouve 
frequemment ([4], [17], [20]) la notation St5t qui designe PPpqqi; ainsi 
l'homomorphisme St.i applique Hq (K, L) dans Hq+i (K, L) et eleve donc le 
degre de i unite's. 
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Dans cet article, nous utiliserons une troisieme liotation, qui figure a la 
fin de [15b]. Rappelons les raisons de ce changement: D'aprcs un theoreme de 
Thom, ([16], [15b]), on a St./ = 0 si i E 0 mod 2 (p -) et il est connu que 
Stp24+ se ramene immediatement a Stp2 ; ainsi, se-Lles les operations Stp2k(P1) 

sont reellement importantes, et il est naturel de les designer par un symbole 
plus simple; d'autre part les proprietes des Stp5 sont compliquees par la 
presence de facteurs numeriques; si on cherche a les faire disparaitre, en 
modifiant convenablement la definition des puissances reduites, on est finale- 
ment conduit 'a la notation suivaiite, qui est celle que nous adopterons dans 
toute la suite: 

On de'signe par pPk l'homomorphisml e de Hq (K, L; Zp) dans 

Hq+2k(p-1) ( 7Y, Tl; Zp) 

qui est egal ct A(p,q,) Stp2k(ml), le coefficient A(p, q, k) ct/ant uin Re')nlent 
de Z. defini comme suit: 

Si p 2, A(p, q,) =1 

Si p 2 2h J + 1, A(p, q, k) _ ( 1)lr(?-1)/2(h !)-I avec r =q - 2kc. 

7. Formulaire. Nous rappelolis iei les proprietes des puissances reduites 
'PPk (voir- [15b]) ; dans la suite de cc travail, llous n'utiliserons que ces 
formules, et jamais la definition explicite des 'PPk, (ce qui n'est d'ailleurs pas 
surprenant, puisque Thom [17] a montre que les formules en question carac- 
terisent completement les TPpk). 

7. 1. 'pPk: Hq (K, L; Zp) __> Hq+2k(P-1) (I,L;Zp) est un hornoniorphisme 
defini quels que soient q ? 0, k ? 0 et le couple (K, L). 

7. 2. Soit f: (K, L) -> (K', L') unte application continue. Si f* est 
l'homomorphismne de H* (K', L') darts I* (K, L) induit par- f o01 a 
kp o f f a pp . 

T. 3. Lor-sque p = 2, on a Pk = Sqck (" i-ca<e'" de Steenmod). 

7. 4. OPpo est 'application identique de H* (K, L) sur lui-memnze. 

7. 5. lpP k: Hq (K, L) - Hq+2k(P-1) (K, L) est nul lorsque q < 21c, coiticide 
avec l'elevation a' la p-ieme puissance lorsque q = 2kc. 

7. 6. Si 8 designe '7homomorphismie cobord qui appliqvte HIq(L) dans 
Hq+l(K,L), on a c)pk 0 80Spk 



422 A. BOREL ET J.-P. SERRE. 

7. 7. Soient x et y deux leIments de H*( K, L), x* y leur cup-produit. 
Lorsque p /9 2, on a: 

' 
k(X * y) -=i+j=kP p(X) P (Y) 

(Cela montre eni particulier que 'Ppl est uiie derivation.) 

7. 8. Sqk (x -y) +ij=k Sqi (X) Sqi (y) . 

(Ainsi, la formule 7. 7 est valable pour p 2 quand Sq1 est nul pour 
tout element de H* (K, L) .) 

Remarquons enfin que la transgression dans un espace fibre, dont nous 
avons rappele la definition au No. 2, est un produit q*-1 S, oiu q* et 8 coin- 
mutent avec 'PPk, VU 7. 2 et 7. 6; par consequent: 

7. 9. Si 7- designe la transgression dans un espace fibre E on a: 

CpJk ca r =- k 

De fa,con plus precise, 'PPk applique TS(F) dans Ts+2k(P-l)(F), et L8+1(B) 
dans Ls+1+2k(P-1)(B), et on a un diagramme commutaif 

Ts (F) - > Ts+2k(p-1) (F) 

H8+1 (B)/LS+1 (B) H 
>S+1+2k(P-1) (B)/L8+1+2k(p-1) (B) 

Note. Les puissances reduites cppk sont definies dans [15] pour les 
couples (K, L) de polyedres finis; mais, comme nous l'a signale N. E. 
Steenrod, elles sont definissables dans des theories cohomologiques plus vastes 
et notament dans la theorie de Cech (par passage a la limite 'a partir des 
polyedres) et dans la theorie singuliere (car il existe une formule simpliciale 
universelle, analogue a celle des i-produits, qui fait passer d'un cocycle 
representant la classe de cohomologie x a un cocycle representant XPp (x)). 
Bien entendu, le formulaire precedent est encore valable dans ces deux cas. 

8. Les puissances reduites dans les espaces projectifs. Nous allons 
montrer maintenaant comment les formules du No. 7 permettent de deter- 
miner les operations 'P k dans quelques cas simples. Les resultats obtenus 
nous serviront du reste dans la troisieme partie de ce travail. 

PROPOSITION 8. 1. Soit u une classe de cohomologie de dimension 2. 
On a, si p 4 2, cPpk(Un) - (k)Un+A,(p-l) (on convient que (n) = 0 si kc > n); 
si p 2 la formrule precedente reste valable lorsque Sqlu - 0. 
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On raisonne par rcurrence sur n. SupposoIis 
tout d'abord p 7 2; e 

appliquant 7. 7 on obtient: 

p =(U ) >f+J=k pp (U) * Ip(Un-1) 

et d'apres l'hypothese de recurrence, la somme dui 2eme membre se reduit a 

(nl)Un+k+C(p-l) ? (fl)Un+k(P-1) - ( n)u 

Pour p _ 2, on doit appliquer la formule 7. 8 et on trouve un termne 
supplementaire, egal a Sqlu. Sq2k-1 (Un-1), qui est nul si l'on suppose que 
Sq't = 0, et le reste du calcul vaut sans changement. 

COROLLAIRE 8. 2. Soient X =Pm(C) 1'espace projectif conplexe do 
diui eonsioit complexe m, u un ele'ment de H2(X, Zp). On a: 

Cppk(,Un) (-n (n)uflk(P-1). 

La seule chose a verifier est que Sqlu = 0, ce qui resulte de la liullite 
de H3(X,Z2). 

COROLLAIRE 8. 3. Soit Y = Pm (K) 1'espace projectif quaternionien de 
dimensiot quaternionienne rn. Alors 114(Y, Zp) conttiett un elernent v 7 0 
tel qute: 

'Ppk(vn) 0 si p = 2 et si k est impair, 

zp k(vn) - (2n )Vn+k(P-1)/2 sinon. k 

Par definition meme, Pmn(K) est la base de S4.+3, fibree par le groupe 
Sp(l) des quaternions de norme 1, qui est homeomorphe a S3; de meme le 
quotient de S4m+3 par un sous-groupe S1 de Sp (1) est 1'espace P2m+1 (C). 
Ce dernier est done fibre de fibre S,/S1 = S2 et de base Pm (K); soit ip la 
projection qui definit cette fibration. On voit immediatement (soit par un 
raisonnement geometrique, soit en examinant la suite spectrale de cette 
fibration), que V* est un isomorphisme de H* (Y) sur la sous-algebre de 
H*(P2.n+l(C)) engendree par u2, u 6tant un generateur de H*(P2,n+l (C)). 
Soit alors v la reduction mod p de 1'element v ? H4(Y, Z) tel que q* (v-) U2. 

Pour p = 2, kc impair, 'PPki(vn) est de dimension congrue a 2 mod 4, et 
est donc nul; sinon on a 

,*(I(p ?k(Vn)) . _k(uf2n) - (2n )U2n+k(p-1) - ( ( )n+k(p-1)2) 

d'oiu le corollaire, puisque f* est biunivoque. 

Roemarque. II est naturel de se demander si, de meme que dans le 
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Corollaire 8.-2, la formule du corollaire 8. 3 vaut pour tout 6lment de 
H4 (Y). Un tel 6lement etant de la forme Xv, (A eZ4), on est amen6 k voir 
si l'on a Xk(p-l)/2=1 mod p; si k est pair, c'est bien le cas quel que soit A # 0, 
mais si k est impair, il faut et il suffit que A soit reste quadratique mod p. 

PROPOSITION 8.4. Soit X un espace dont l'algebre de cohomologic 
H*(X, Z4) est engendre'e par des elements de dimension 2. Si (Pp1)k 
designe l'ope'ration 'P,," iteree k fois, on a (TP,1)k(x) - k !opk(z) pour tout 
xeH*(X, Z). 

Cette 6galite re"sulte imm6diatement de la Proposition 8. 1 pour x de 
dimension deux; il nous reste donc simplement A& montrer que si elle est 
vraie pour x et y, elle l'est encore pour x y; or, 'Pv,' 6tant une derivation 
d'apr6s 7. 7, on peut lui appliquer la formule de Leibnitz donnant la d6rivee 
k-ieme d'un produit, et l'on obtient ainsi: 

(1P 1)k(X. y) -_hjj=tk() (1PV1)1(X) * (1P 1)1(y). 

D'apr6s l'hypoth6se faite sur x et y, le second membre est egal A 

Z+,=k i !j !Q() - 'Pv4(x) * Pp,'(y) - k! Z,=k5pP,'(X) * TV'(y), 

donc A kI! 'P k (xy), d'apr6s 7.7. 

COROLLAIRE. L'ope'ration 'Pvl, iteree p fois, est nulle. 

Remarque. Si p 6 2 la formule ('p,)" - k !'P,k est tras probablement 
valable sans hypoth&se restrictive sur X; elle l'est en tout cas lorsque X - 
et X - B0, G 6tant un groupe de Lie v6rifiant les conditions 3. 2, car H* (B0) 
est alors isomorphe a une sous-alg6bre de 11* (BT), laquelle v6rifie les hypo- 
th6ses de la Proposition 8. 4, et on passe de l A H* (G) par transgression. 
Cette formule est par contre inexacte pour p - 2, comme le montre l'exemple 
Sq2 o Sq2 - Sq8 o Sql. 

9. Applications aux groupcs d'homotopie des spheres. N. E. Steenrod, 
(Reduced powers of cohomology classes, Cours profess6 au Collkge de France, 
Mai 1951), a montre comment on peut utiliser les puissances r6duites pour 
6tudier les groupes 7, (S.). Rappelons sa m6thode: 

Soient p un nombre premier, k un entier, f une application continue de 
Ss dans S", avec i - n + 21k(p- 1)- 1. DWignons par X le complexe 
cellulaire obtenu en adjoignant & S,, une boule de dimension i + 1 par 
l'application f de sa fronti6re dans S.; on a: 

H?(X, Z) -H(X, Z) -Hn+2k(-1)(X, Z) - z 
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et les autres groupes de cohomologie de X sout nuls; soit encore s, (resp. t), 
la reduction mod p du generateur canonique de Hn (X, Z), (resp. de 
Hn+2k(m-l) (X, Z) ). On a cPpk(s) = Xft, (Af g Zv), et il est clair que Af iie 
depend que de la classe d'homotopie de f, et que I'application f -- Af de'finit 
un homomorphisme de 7rn+2k(pV1) 1(Sn) dans Z. quie nous noterons gp,k* 

Si E designe la suspension de Freudenthal, on a 

9. 1 g n+l,k o E =- gn,k 

(cela resulte du fait que 'PJk commute avec 8). 

Exemples. 

1) p = 2. On deduit de l'existence d'applications dont l'invariant de 
Hopf est 1 que C2fl1, Cn2 et C2 sont des homomorphismes de 7r,+, (S,), de 
l7r1+3 (Snl) et de 7rl+7 (Snl) sur Z, (pour n> 2, n ? 4 et n ? 8 respectivement). 

2) p = 3. I1 est classique que l'espace X obtenu par le procede decrit 
plus haut a partir de l'application de Hopf f: S7 -> S4 est le plan projectif 
quaternionien P.,(K). Or, d'apres 8. 3, on a '?3P(v) 0 mod 3 si v est Uli 

element non nul de H4(P2(K), Z3) ; par consequent ,'(f) 7& 0, ce qui, 
compte tenu de 9. 1, montre que C3n,1 est un homomorphisme de 7r+, (Sr) sur 
Z3 pour n ? 4. 

La suspension iteree E2 etant un isomorphislmie de vs (S3) SUr un sous- 
groupe d'indice 2 de r (S5), (d'apres des re'sultats classiques de Freudenithal 
et de G. WV. Whitehead), la formule 9. 1 montre que 33,1 applique 7r6(S3) 
SUr Z3, ressultat obtenu d'une autre maniere par Steenrod, et que nous pre- 
ciserons au No. 19 enl donnant explicitement un element de 7r, (S:3) dont 
l'image par C33,1 est + 0. 

Ainsi, pour p = 2, 3, l'homoniorphisme Cpn,l applique 7rf+21p-3 (Sn) sur Zj, 
lorsque n ? 3; nous allons voir que ce fait est general; plus preeisement: 

PROPOSITION 9. 2. L'homomorphisme cpnS 7)l+2p-3(Sn) Z. est un iso- 
mor-phisme du p-coinposant de 7rn+2p-3 (Sn) sur Zp lor-sque it 3. 

D'apres [13], Chap. IV, Prop. 3 et 4, la suspension de Freudenthal 
applique isomorphiquement le p-composant de 7rn+2p-3 (Sn) sur celui de 
7Tn+2p-2 (Sn+l) lorsque n ? 3. Vu 9. 1, il suffit donc de demontrer 9. 2 pour 
n = 3; comme on sait que le p-composant de 7r2p(S3) est Z., (ibid. Proposi- 
tion 7), on est finalement ramene a prouver que, Si f: So9 p_ S3 est une appli- 
cation essentielle definissant un elemeuit d'ordre p de 7r'p (S3), on a Af 0, 
avec les notations introduites au debut de ce paragraphe. 

2 
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Or, soit X i'espaee obtenu en adjoignant a S3 une cellule de dimension 
2p + 1 a I'aide de f, et e&rivons la stuite exacte d'homotopie de (X, SI) 

d 
*i r(S,) 7Ti (X) -4ri (X, SI) 7r-_, (S,) -- ri,- (X) 

On a visiblemnent rir(X, SI) = 0 lorsque i < 2p + 1 et 7r,p+i(X, SI) =Z 

en outre, l'imnage de d: w,p+, (X, SI) --> ,p (S,) est le sous-groipe engenldre' 
par la classe de I, et est done isomorphe a Zp. Ii suit de la: 

ni (X) '7ri (S,) Si i < 2p, 7r2p 7(X) rp (S3) Zp- 

Soit alors Y = (X, 4) i'espace obtenu a partir de X en tuant 73 (X)- Z, 
(au sens de [5], voir aussi [13], Chap. III). Par deifinition de Y, on a 
7rt(Y) = 0 ponr i ?3, et 7ri(Y) = 7ri(X) pour i > 4, ce qui, joint aux 
formules price6dentes, miiontre que 7ri (Y), (i ? 2p), est Uln groupe fini dont 
le p-composant est nul; il en resulte que Ht (Y, Zp) = 0 lorsque 0 < i ?2p 
([13], Chap. III, Theior. 1). 

Mais d'autre part Y est un espace fibre de base X et dont la fibre est 
un I(Z, 2), an sens d'Eileniberg-MacLane. L'algebre H* (Z, 2) est, comme 
on sait, une algebre de polynokmes engendre'e par un element de dimensioni 
deux, soit r. La transgression r dans 1'espace fibre Y transforme r en un 
element de H 3(X), qui est necessairement de la forme As, (Ak Zp), s etant le 
generateur introduit plus haut. L'element r etant transgressif, il en est de 
meme de Trr = pl(r), d'apres 7. 9, et l'on a: r(rP) P= P,7(r(r)) A=app(s)- 

Si r(rP) etant nul, rP definirait un element non nul de H2p(Y, Zp) ce qui 
est impossible, on i'a vL; on doit donc forcement avoir 'P,' (s) / 0, ce qui 
signifie justement que Af A 0. 

On remarquera que la demionstration precedente, 'a la differenee de 
celles relatives a p = 2 et 'a p = 3, ne fournit aueun element explicite de 
71+2p-3 (Ss,) dont F'image par tpnsl soit non nulle. 

III. Les puissances reduites dans la cohomologie des groupes de Lie 
et de leurs espaces classifiants. 

10. Methode generale. Nous revenons maintenant sur la methode de 
caleul des puissances reduites dans H*(G,Z5) et H*(BG,7Z5) deja brieve- 
ment deerite dans l'introduetion. 

p etant un nombre premier arbitraire, mais fixe, nous supposerons dans 
toute la suite que G verifle les conditions 3. 2, autrement dit que G et son 
quotient G/T par un tore maximal sont sans p-torsion; comme nous I'avons 
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rappele au No. 3, cela a lieu pour tout groupe classique et tout p, a l'exceptioi 
du cas G = SO (n), p = 2; nous n'obtienldrons done pas ici les Sqt dans 
]* (SO(n), Z,) et Hi* (BSo(,l), Z,), pour lesquels iuous renvoyous 'a [3], oil 

ils sont traites par une methode an-alogue, utilisant des sous-groupes abelienis 
maximaux de type (2, 2, , 2) au lieu de tores maximaux. 

G viritiant 3. 2, l'algebre H* (BG, ZV) est une alg bre de polynomes 
a I generateurs de dimensions paires, soient yi, , yi, qui s'identifie 
eanoniquementt 'a une sous-algebre de ITh (Br, Z5) ; or cette derniiere est ulne 
alg bre de polyunomes a I geunerateurs x1, , xi de dimension deux et les 
p-puissances reduites y sont determin&ees par la Proposition S. 1 et la forinutle 
7. 7; cela resout done la question pour H* (BG, Zp). 

On passe de It 'a H* (G, Z.) par transgression eon utilisant les resultats 
dii No. 2. Soit xi l'emleent ulniverselleiuent transgressif de H' (G, Z7) tel 
que -(xi) y yt iod D, (1 ?- i ?1); d'apres T. 9, 'Pk (xi) est aussi universelle- 
muent transg-ressif et de plus, compte tenu de 2. 3: 

Ppk (X$) 'Pp ( TXi) P= 911c(yi) mod Dr; 

mais les puissances reduites dans H* (BG, Zp) sont dejit connues; on sait 
done exprimer 'P j (yi) comme polyn6one eni les yj; designons par i jyj sa 
partie lhomogene de degre 1. On a donie 'Pu (yi) = : Ajyj mod D ou encore 

'Ppk(yi) = Y Aj (7Xj) =( T( Ajxj)mod D 

d'oii finalement 'Ppk(xj) = Ajxj, puisque T est biunivoque. Cela determine les 
puissances meduites des eleients universellement transgressifs de H*(G, Z); 
commne cette derniere est identique "a l'algebre exte'rieure eunendr&e par les x,, 
les 'P k s'y obtiennelut alors grace a T. I'. 

Remar que. On voit que la partie essentielle de cette me'thode est le calcul 
des 'Ppk dalus H* (BG, Zp) ; pour en deduire 'Pk dans f*i (G, Zr), il nous suffit 
meme de connaltre le tei-miie douiiuault de 'Pvk (yi), (1 < ? i 1). Inversement 
la connaissalice de 'PJ dans H* (G, Zp) deteriinie le terme domiinant de 
'P,k(yj) mais ne fournit aucun, renseignement sur sa partie decomposable. 
En fait, nous n'aurons besoin que des termes dominants pour tout;es les 
applications donniees dans la quatrieime partie. 

11. Le groupe unitaire U(n). Nous expliciterons tout d'abord la 
ne'thode generale dans le cas particulier le plus important, celui du groupe 
unitaire U(n). Nous reprenions les notations du No. 4; l'algebre H*(BU(n), ZP) 
est engendree par les classes C0iI (1 ?< i ? t), et il s'agit essentiellement 
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d'exprimer P ~k(C2,) comme polynome en les C2i; la classe C2, s'identifie i la 
%-ieme fonction synietrique elementaire Yx1 *x =u a, une fois HTI(BU(n), Zp) 
plonge dans I* (BT, Zp) comme il a etec dit au No. 3. 

LEAMME 11.1. 

' pk (XI . Xi) X1j<..*<? X i Xpik.XJj 

ou {jl < j2 < < ji-k} est 1'ensemble comtiplemnetaire de {ij, * i* dans 
la stite {1, 2, , i}. 

Demonstration par reeurrence sur i; pour i 1= 1, le lemine se reduit a la 
Propositioni 8. 1; d'apr(s 7. 7, (qui vaut ici meme si p= 2, car H* (BT, Zp) 
est nulle en toute dimension impaire), oni a: 

* ''X ) = ' k(_ 1) * X + 'PPk 1(X1 1) x 'P ) (X) 

et, puisque P5l (xi) = xiP d'apres 7. 5, cela donine: 

P7''(xi . . . xi1)= 'P xi + P`'(xi . . . x1) ' xiP. 

Vu l'hypothese de recurrence, le premier terme du second membre est identique 
a la somme partielle de 

>1?l<'..<ik`!?_i XPil Xik .-. 

correspondant a ik < i, et le second terme est identique a la somme partielle 
correspondant a ik i, ce qui demontre le lemme. (On observera qule, si l'on 
y fait x1 - X2 xi = x, on retrouve la Proposition 8. 1). I1 resulte 
evidemment du lemme 11. 1 que 

11. 2 'Pp(E xl xV) = , X1'. * xi, 

d'oiu finalement 

THE'ORPLIIE 11. 3. Soit Bpk,i(a1, , ?r (i = i + l(p - 1)), le polyn80WMe 
qui exprimne le polynorne symretrique de terme typique x1P * xkPXk+l * 'Xi 

en fonction des o=E xi * x,. Si C, fH2i (BU(,), Zp) designe la classe 
de Chernt de dimension 2i -eduite miod P, on? a 

'P P (C2i) Bp`ki (CC2, * *, C2j) 

Ce theoreme est dfu 'a Wu Wen Tsiin [20]; notre demonstration est du 
reste tout a fait semblable 'a la sienine, la seule difference etant que chez W-nL, 
I'egalite 02 = > xl* xi n'a qu'unn caractere "symbolique " et ne peut etre 
utilisee directement ponlr le calcul de 'P P (C2i); (WU raisonne par recurrence 
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sur i, en utilisant le theoreme de dualite rappele au No. 4, alors qu'ici nous 
avons interprete les xi comme des ele'ments de H2 (BT, Zr)). 

En combinant 10. 1 et 11. 3, on obtient: 

COROLLAIRE 11. 4. Soient b,kktrij le terme dominant de B,k(1,gj aj), 

et hi ? H2U-1 (U(n), Zp) 1'eler'ment dont l'image par transgression est C2 j mod D. 
On a: 

T k(hi) =-bpk,jhj 1 -< n; j t i+k(p 1)). 

(Le terme dominant est bien entendu defini par la condition que 

B,kij (,, , j) - b kijuj 

soit un polynome en r,, ,Uj-j.) 

12. Cas particuliers. Lorsque 7, j, p sont des entiers donie's, le poly- 
nome Bpki (ol, * o-j) et son terme dominant bpk,jij penvent etre calcules 
par un procede mecanique bien connu; pour p = 2, Wu Wen Tsiin a meme 
donne une formule gene'rale, valable pour k et j quelconques: 

B2 k 
(j-- 7 ), j + ( j-k- ),Cf 0,j_1 

+ + (j-2' ) fk-i' 0j-k-1 + OIk ojik; 

nous ignorons s'il existe une formnule enierale du meme genre pour p 7 2. 

Exempies. 

1) Calcul de B31'4. Il nous faut calculer Y3 * . Xj_2; on a 

E x13x2 Xj_= (-2 xX2) ( X1 j - 

X12X * (X X1) * x1 . . 
Xjl) -j *X . . . Xj. 

Comme Xi2 (or') 2 - 2r2, on trouvo en definitive: 

12. 1 B3 i (o1) 2o _j-2 -202uj--2 --1 j-1 + j * ,jn 

d'ou, compte tenu de 11. 3: 

12. 2 IP31(C2j-4) = (C)2 * C2j4-42 C4 C2J-4 2 2 C2j-2 + C2j. 

2) Calcul de bhl". L'exemple precedent moiltre que b3j j; nous 
allons voir que plus generalement: 

12. 3 bpl'i=j mod p. 

Puisque (- 1) P+1 _--_ 1 mod p poUlr tout p premlier, il suffit e'videmment 
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de prouver que le terme domliualut de > xjj,q est (- )+lj q aj, ce 
qui, pour q 2, resulte de la formule: 

y. 1 2.r, . j . .E Xj_ X) Xl .1 Xj_l) jX x j, 

et, pour q > 2, se demontre par recurrence sur q a l'aide de l'identite: 

- XOX2 
. - Xj-q+l - X -q1) (- Xi . . . Xj-q+l) - X - - Xj-q2 

En combinant 12. 3 avec 11. 3 et 11. 4, dont nous gardons les notationis, on 
obtient: 

PROPOSITION 12. 4. Soient p u11 nombre premier, j un entier > p, 
non divisible par p. La classe de Chtern C2j, ?eduite mod p, esl egale a 
l/j CPpl(C2j-2p+2) augmette'e d'uni poly1no6rne par rapport aux classes C21, 
(i < j), et l'on a hj= 1/j Pvl (hj_p+, 

En fait, dans la plupart des applications, c'est j qui est donne, et l'on 
cherche ull nombre prem er p ve'rifiant les hypotheses de 12. 4; on a a ce sujet: 

LEMME 12. 5. Pour tout entier j ? 3, il existe un nombre premier p 
tel que p < j et que j 0 mod p; ce iiornbre peut Utre choisi impair si j ? 4. 

La premniere partie se demontre en prenant pour p un diviseur premier 
do e 1, la seconde en prenant pour p) Uii diviseur premier de j - 1 ou de 
j 2 suivant que j est pair ou impair. 

Il resulte de 12. 4 et 12. 5: 

PROPOSITION 12. 6. Soit j un entier ? 3. Il existe un nombre premier 
p j ne divi,sa2t pas j, ilpaCir si j ? 4, tel qute Uj, (resp. hj), reduite mod p, 
soit egale Cl la sontme d'un polyn6me par rapport aCUx classes Co,I (resp. hi), 
i < j, et de 'P1(AC2j?2p+2), (resp. TP1(Ahjp+,)) A? Zp. 

Puisque tout element de H2ij(B u(?l), Zr), (resp. de H2j-1 (U(n), Zp), 
est somme d'un multiple de C2j, (resp. de hj), et d'un polynome en les C2,i 
(resp. en les hi), i < j, o0 deduit de 12. 6: 

COROLLAIRE 12. 7. Si j et p verifientt les conditions de 12. 6, tout eWlement 
de H 2j (BU(nl), Zp), et tout element de 112j-1 (U(n), Zp), peuvent s'exprimer a 
l'aide de cup-produits et d'operations de Steenrod 'a partir d'ele'rments de 
dimensions strictement plus petites. 

On notera que ce Corollaire vaut aussi bien pour SU(n) ; cela pourrait 
se montrer par des calculs analogues, mais il est plus simple de remarquer 
que, SU(v) etant totalement noin honiologue a zero dans U(n), les algebres 
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H`(SU(n),Zp) et Il* (BsU(I1), Z) sont des quotienits de H*(U(n),Z5) et 
H* (BU(n),ZP), ([23, Cor. 'a la Prop. 21. 3). 

13. Le groupe symplectique unitaire Sp (n). Si l'on applique la 
'ithode generale, on est amene a calculer '?p k(K41) avec K1 X 

, x2 . . . 

Le lemme 11. 1 donne la valeur de lP5k(X ^2. X,2), d'o'i celle de 
'Pvk(K4i); tous calculs faits, on trouve: 

13. 1 x12 . . . x2) 

Y2r+s=k 2S: Xl2 P X22p . . . 
* . X,+lp+1 . . . X p+l . x 2 . ?2. 

Lorsque i et k sont assez petits, cette formule permet d'exprimer 
'P1ik(K4i) comme polynome en les K4i. 

Exernples. 

1) k = 1, p = 3. On doit calculer 2 . > X14X2 . . . X12. On a 

: 
X14X2 

2. . .2 = (> 
2 

12) (> X12 . 
. . 

X42) -- (i 
+ 1): X2. X+, 

2 

ce qui donne: 

13. 2 P31 (K4i) = 2 K K4 K4i -(2i + 2) K Ka+44 

2) k = 1, p= 5. On doit calculer 2 1 x16X,2 .X2. On a 

E x~x 2* . *2 (X 14) ( * X2. . . X - 
2 4 x2. . . 0 X1X2 Xi t - . X2 + 

ce qui, compte tenu du calcul precedent et de (X 214) =_ (2 x1) 2 2 X22 

donne: 

13.3 cp 51 (K4i) K42 K4i+K8*K41+3 IK4 K41+4+(2i ?4) K4i+8 

En fait, il est en general plus commode d'utiliser le plongenment canonique 
de Sp(n) dans U(2n); il conduit 'a un homomorphisnie 

v: H* (Bu(2n) ) -> H* (BSp(n) ) 

qui, d'apres 5. 4, applique C4i+- sur zero et C4 sur (- 1) iK,i. On a done: 

cpPk(K4i) - (-1)1 Ppk(v(C4i)) = ( -1)1V(cPPk(C4i)). 

Appliquant alors le Theorieme 11. 3, on trouve: 

THEOREiME 13. 4. Avec les notatioas dt Theoorie'm 11. 3, on a: 

Ppk(K4i,)= (- 1)'BP *k2(O, - K4, 0 K8, . . , 0, (- 1)tK4t, * , (-1)iK4j), 

j de'signant l1entier i + 7c (p - 1) /2. 
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(On a suppose p 7, 2, oU bien k pair, car sinon il est evident quo, 
'P pk (K4,) 0, puisque H4i+2k (BSp(n), Z2) .= O.) 

De ce theoreme on tire la consetquence suivante, analogue 'a 11. 4: 

COROLLAIRE 13. 5. Si v, designe l'ele'ment de H4t-l(Sp(n), ZP) dont 
l'image par transgressiont est K4i mod D, on a: 

'P Pk (V) 0 si p = 2 et si le est impair, 

cPpk(Vi) (_ 1)k(p-1)/2 bpJ"'i vj sinon, (avec j + k(p-1)72). 

(On pourrait egalement deduire 13. 5 de 11. 4 et du fait que, vi est 
induit par (- l)i, cf. No. 5). 

Enfin, 13. 4 et 13. 5, joints a l'egalite bp' 2j = 2j mod p, donnent l'ana- 
logue suiivant de 12. 7: 

COROLLAIRE 13. 6. Soit j Un entier > 2. Il existe utn nombre premtier 
p < 2j impair tel qite tout elenment de H4i (B Sp(n)X Zp) et tout eWlentt de 
H4j1 (Sp (n), Zp) puissent s'exprimere 'a I'aide de cup-produits et d'operuations 
de Steenrod a par-ti d'e'le6ments de dimensions strictement plus petites. 

14. Le groupe orthogonal SO(n). Nous devons nous borner ici aux 
nombres premiers p impairs, puisque SO(n) a de la 2-torsion. On a vu au 
-No. 5 que H* (SO (in), Z) adimet comnme systeme doe generateurs les classes 
de Pontrjagin reduites PFi, auxquelles s'ajoute la classe de Stiefel-Whitnev 
TV, lorsque n est pair; de plus le plongemenit canonique de SO(n) danis U(n) 
definit un homomorphisme o-: H* (Bu(,), Z) -> H* (BSO(n),Zp) qui applique 

C4i+2 sur 0 et 0i sur (- 1)iP4i, (voir 5. 3). On peut alors r'epeter an sujet 
des P,p le raisonnemenit fait au No. 13 pour les K,i, et l'on obtient: 

THEORE'ME 14. 1. Si P', ? H41 (BSO(n) p Z.) designe la classe de Pont- 
trjagin de dimnensioai 4i rteduite mod p, (p ; 2), on a: 

k p2(P4l& =( )i Bpk'2j (0, - P4, 0, , * , 
. (- 1)jP43), 

(j i + 7l(p-) 2). 

Dans le cas onl n 2m est pair, il reste encore a calculer 'PPk(W( Wm); 

le plus simple est ici d'appliquer la methode generale; WV,m etant etgale a 

xi x,,, on a Cp Pk (IV2M) = X . . . XkpXk+l . . . xm, ou elncore puisqu'il n'v 
a que m lettres x1i * x zn: 

9Ppk(IV2rn) = * XTM'7; Xl1** XkP-l n . X12t. 
. 

*Xk2 

en posant h = (p ) 2 il nons reste done 'a exprimer > x1?2h x2 comm. 
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poln-16me en les P4i .2 x,2 et (V"12,) 2, ce qui colnduit au theoreme 
suivanit: 

THEIORPEIME 13. 2. Soient p un nombre premier imipair, h = (p - 1)/2, et 
COl,t (ai, * * *, am) le polyno^me qui exprime la fonction symetrique > xlh * * *X ' h 

commlnie polynome en les or, = x . 1 xi, les lettres xi etant au nombre de m. 
Si V2rn C H2... (B S0(2m) ,ZP) designe la classe de Stief el-Whitney de dimension 
2m, redaitie mod p, on a: 

?Ppk(IV2m) m W2Gn * k7(P4, Ps, , P47-4, (Wm)'). 

En: particulier, on observera que 'p7' ( iF,,,) est toujours U111 element 
decomtposable si k ? 1. 

Les theoremes 13. 1 et 13. 2 entrainent: 

(OROl,iAIPIE 13. 3. Soient p un nombre premier imbpair, ti l'Vemle'ent de 
4iP-1 (SO(n), Z.) dont l'image par transgressioni est P,1 mod D, et, pour n 
pair, it,, c Hn- (SO (n), Zp) celui dont l'image par transgression est lTVn mod D. 
On a: 

'p ' (u ) 0 lorsque k ? 1. 

pp k(t.) ( 1)k(v-)/kp192 . (j _ i +2- lc( p- i)/2). 

(P\emnarquons en passant que l'oni aurait pLii prevoir a priori la nullite 
de pJl, (a,,). (7 ? 1). En effet,, par de&finition uinime, TVn est image par 
transgressioni de 1'element de H-1 (SO (n), Z) quii est image de la classe 
fondamentale de Sn-, par 1'homomorphisme trainspos' de la projection naturelle 
de SO(n) sur S,,1; cet element, une fois r6cluit nmod p, est forcemeint egal a 
it,, puiisque la transgression est ici biunivoquie; cppk(ut,) est donc l'imllage d'un 
e'lemielit cle JJ?1-1+27;(p-1)(S,l_1 Zp) et est bien- iiul si 7, >: 1.) 

Enfin, par une demonstration tout h fait semblable 'a celle de 12. 7, on 
de'duit de ce qni pr'ce'de: 

PROPOSITION 13. 4. Soient j un entier ? 2, n vn entier impair. It existe 
utn onombre pr emier i,mpair p < 2j tel que tout eleaett de H4j (B SO(,,)P Zp) et 
tout element de H4i-l (SO (n), Zp) puissent s'exprimber a I'aide de cup-produits 
et d'opiirations de Steenrod 'a pearti'r d'inle meats de dimensions strictement 
plus petites. 

Remnarque. Soit G un groupe classique, et soit 2q -1 la pluis grande 
dimension pour laquelle H*' (G, R), (R corps des nombres reels), contient un 
element universellement transgressif non nul. 
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Qunel que soit le nombre premier iimpair p < q, t'operation )P1 est non 
triviale damts H* (G, Zp), et de faqon plus precise, cPp1 transforme un etl6enien! 
x c H3(G,Zp) untivesellement transgressif et nont nul, en un etle'ent not nutl 
de H2P+1 (G, Zrp) 

Cela se verifie sur chaque cas particulier G = U(n), SU(n), Sp(n), SO(it), 
eni tenant compte de b"ji -jmodp; pour G = U(n), SU(n) c'est encore 
vrai si p = 2. 

Par contre, si p > q, il est evident a priori que Ppl, et, plus generalenient, 

'pk,, est nlul dans 11R (G, Zp). 

IV. Applications. 

15. Les spheres presque complexes et les algebres 'a division sur le 
corps des nombres reels. 

PROPOSITION 15. 1. La sphe're S2,, (n ? 4), n'admet pas de structure 
presque cornplexe. 

Raisonnons par l'absurde et soient c2, a H2j (S2n,Z) les classes de Chern 
d'une structure presque complexe de S211; la classe c2, est l'image de la classe 
C2i a H2i (B U(n), Z) par l'homomorphisme traispose d'une certaine application 
continlue de S n dails B U(n) ( 1<i n) ; il existe donc, d'apr's 12. 6 otL l'on 
fait j =--, 11u1 nolinbre premier inpair p < n tel que C2n, recduite mod p, 
s'exprinie 'a 'aide de cup produits et de l'operation de Steenrod )p1 'a partir 
des C2V, (i < n). MAais ces dernieres sont nulles puisque H2i (S2n, Z) O 
pour 0 < i < n, ce qui monitre que c2n - 0 mod p. 

Soit d'autre part h la classe fondamentale de 1124 (S2n, Z) ; on sait ([14], 
41. 8), que c,,,, est egale a x(S2nf) *h, c'est a dire a 2 h. Comme on a choisi 
p impair, on voit que c. -, 0 mod p, d'ofu une cointradiction. 

Remarque. Le raisonlienment precedent s'applique a la sphere S., m11uiiie 
d'une structure diffcrenltiable quelconque, alors que la demnonstration classique 
d'inexistence d'une structure presque-complexe sur S4 ([14], 41. 20), suppose 
de fagoll essentielle que S, est niuunie de la structure usuelle. 

On sait que S6 adniet une structure presque complexe definie 'a I'aide 
des octaves de Cayley ([14], 41. 21); en generalisant cette construction, noUS 
allons demontrer la proposition suivante: 

PROPOSITION 15. 2. Soit A une algebre (non necessairement associative) 
sur le corps des non bres reels R?, jouissant des proprietes suivantes: 
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(a) A possede Unt elemente unite, qui sera note e. 
(b) La relation a b 0 entraine a 0 ou b 0. 

(c) La relation a' b e entratne qute a, b et e ve'ifient ute relation 
lineaire 'a coefficients rMels. 

Dans ces conditions, la dimensio%t de l'algebre A est 1, 2, 4, ou 8. 

Avant de passer a la demonstratioll reniarquons que, d'apres Hopf et 
Stiefel,5 les conditionis (a) et (b) seules permettent d'etablir que la dimen- 
sion de A est une puissance de deux; on ignore si elles impliquent l'inegalite 
dim A ? 8. Dans le cas ofu la sous-algebre en,oendree par un eleement quel- 
conque est associative la condition (c) equivaut a dire qie tout enlemiit de 
A verifie une relation quadratique. 

Posons n = dim A, et supposons i > 3; ilOUS devoiis montrer que n 4 
ou i = 8. Ilntroduisons sur A, considere comme espace vectoriel reel, une 
fornie quadratique definitive positive. Soient II l'hyperplan homoglene de A 
orthogonal 'a e, (relativement au produit scalaire defini par cette forme), 
S l'ensemble des points de II a distaiice unite de l'origine; S est done une 
sphere de dimension n - 2. Si x est un11 point de S on peut identifier 1'espace 
vectoriel Tx des vecteurs tailgelts 'a S en x au sous-espace de A orthogonal 
a e et x et de dimension n - 2; soit I , l'operation de projection orthogoniale 
de A sur T$, et posons 

Jx(y) = kx(x * y) pour y c Tx. 

L'operateur Jx est un endomorphisme de Tx qui varie continuiment avec 
x; niontrons que Jx n'ct pas de valeur pro pre -eelle: une egaIit Jh(y) = Xy, 
(A c R), peut s'ecrire kx(x y - Xe) 0, ou encore x * y - Xy =ue + vX, 

(t,v-R), ce qui donne (x-X e)(y v e) ( +X-v)e. Si l'on suppose 
y / 0, les elements x - A e et y - v * e sont 7 0 puisque e et y sont ortho- 
gonaux a e; il s'ensuit d'apres (b) que (1- + A v) 0 0; on peut donc poser 
w = (y +-1-- v)-1 (y-ve) et l'on a (x-X e) w e; d'apres (c), il existe 
alors une relation lineaire entre (x - A e), wv et e, donc aussi elntre x, y et e; 
mais cela est absurde puisque ces elements sont deux a deux orthogonaux. 

Ainsi, nous avons associe 'a tout poilit x c S un eiidomorphisme sans 
valeurs propres reelles Jx de l'espace des vecteurs taligents 'a S en x; il en 
resulte classiquement (voir ci-dessous) que S peut etre munie d'une structure 
presque complexe, et l'on a donc i - 2 = 2 ou 6, c'est a dire 1 4 ou 8. 

Note. Indiquons encore, pour etre complet, comnlnent on passe de 1'exis- 

s E. Stiefel, Comm. Math. Helv., tome 13 (1940-41), pp. 201-218, H. Hopf, ibid., 
pp. 219-239. 
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tence de l'endomorphisme J, 'a une structure presque complexe sur S.6 Il 
nous faut remplacer l'endomorphisnie J, par un endomorphisme J, tel que 
(I )2 == _1 

Soit To, 0 C l'extension complexe de l'espace vectoriel reel To, et soient 
(al1 . *, aq, , , aq) les valeurs propres de Jx dans T, 0 C, chaque a'i 
ayant une partie imaginaire positive; pour toute valeur propre a nous 
designons par VTZ le plus grand sous-espace vectoriel de To, 0 C sur lequel 
Jo - a est nilpotent; on sait que To 0 C est la somme directe des V17, et 
il est clair que 17a = 1V; l'espace Tx 0 C est donc la somme directe de 
W &Va + + Yaq et de W, et tout element y c To peut se mettre d'une 
seule fagon sous la forme y = w + IF, (w c T'V). Posons alors Io(y) = iw - il, 
c'est un ele'ment de To et ainsi Ix definit un endomorphisme de To qui 
verifie visiblement la condition (Jo)2 - 1; il reste encore a s'assurer qu'il 
varie continfiment avee x; cela resulte, par exemple, de la continuit'e des 
valeurs propres de Jx. 

16. Sur les espaces fibres 'a base spherique. Nous intercalons ici quel- 
ques resultats dont nous aurons besoin dauis les Nos. suivants; la Proposition 
16.1 a ete egalement utilisee par Miller [10]. 

PRiOPOSITION 16. 1. Soient E utn espace fibre' de fibre F, de base Sr, 
,/ la classe fondamentale de Hr(Sr, Zr), (p premier), C la projection de E 
sur S.. Si la classe y = *(,8) peut s'expriimer a I'aide de cup-produits et 
d'opertations de Steenrod a partir d'e'le'nmets de H' (E, Z.) de dim7ensions 
< r, 1'espace fibre E n'admet pas de section. 

Par hypothese on peut trouver des elements u1, , uC ? H* (E, Zv)P 
(O < dim ui < r), tels que y = f (u, - , U7c), oiu f est uiine expressiou formnee 
a l'aide de cup-produits et d'operations 'P1. Si s: S,- E eFtait une section 
de l'espace fibre E, l'homomorphisme s*: H* (E, Zp) - H* (Sr, Zp) verifierait 
la relation s* o g 1, et l'on aurait: 

3s* o0 (/) s s*(y) = S*(f(u, * * , Uk)) = f(s*(U1), * , S(Uk)) 0 

puisque s*(ui) est une classe de cohomologie de Sr de dimension strictement 
comprise entre 0 et r; mais comme /3 74 0, cela est impossible et montre qu'il 
n'y a pas de section. 

(Bien entendu, ce genre de raisonnement a une portee plus g6n&rale et 
s'applique a d'autres espaces que les spheres, pourvu que l'on soit certain 
que s*(u.) -0 pour tout i.) 

La Proposition 16. 1 revient 'a dire que la classe caracteristique a e ?r- ,(F) 

6 La demonstration qui suit nous a ete obligeamment communiquee par G. de Rham. 
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de la fibration conside'ree est un element non nul de irri(F); nous allons 
preciser ce resultat dans les deux propositions suivantes. 

PROPOSITION 16. 2. Avec les hypotheses et notations precedentes, la 
classe caracteristique a e 7rr-1 (F) est. soit d'ordre infini, soit d'ordre fini 
divisible par p. 

Il nous faut montrer que l'on a q a 0 dans rr-1 (F) lorsque q est un 
entier / 0 et non divisible par p. 

Pour cela, soient 1: Sr -> Sr ulne application de degre q, E' l'espace 
fibre image reciproque de E par /, et g' la projection de E' sur Sr; il existe 
done une application :: E' -> E telle que Vj o o7. On a evidemment 
P*(48) =q ,3, d'o'i 

q `* g'(,3) = g* o ~* (,8) = *o g*(,3) --f* ((ul, . u. U), 

ce que donne, puisque q X 0 mod p, 

' (18) = llq * f (u,t), 
- 

,+ (u ) ) 

et E' n'a pas de section d'apres 16. 1; cela signifie que la classe caracteristique 
e Cnr-i (F) de E' est non nulle, et counne cette classe est evidemment egale 

t q o,, la proposition est demontree. 

PROPOSITION 16.3. Ajoutons aux htypotheses de 16. 1 les suivantes: 

(a) L'espace fibre E est un espace fibre principal a groupe structutral F 
connexe par arcs. 

(b) Si U1, , Uk sont les elements de H*(E, Zp) tels que 
y=f (u, * , u), on a 0 < dim ui ? r-2 pour tout i. 

(c) La classe y est #6 0. 
Alors il n'existe aucunt e'lement a' e7rri (F) tel que a == p a'. 

(Autrement dit, a definit un element non nul de -r,- (F) 0 Zp, resultat 
evidemment plus precis que celui de 16. 2.) 

Nous raisonnons par l'absurde et supposons done l'existence d'un element 
tI e7r1._ (F) tel que a =- p a'. On sait ([14], 18. 5), quie si l'oni associe 'a 

tout espace fibre principal de base S., de fibre F, sa classe caracteristique, 
on definit une correspondance biunivoque entre les classes d'espaces fibres 
principaux de fibre F, base Sr, et les e'lenents de 7r,- (F). Vu notre hypo- 
these, il existe done un espace fibre principal E', de classe caracteristique a', 
dont E est l'image reciproque par unie application r: S, S, de de,re' p. 
On designe comme dans la demonstration precedente par t' la projection 
de E' sur Sr; soient encore i: E -* E' l'application canonique de E dans E' 
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et iO: 11H(E, Zp) -1 I*I(FI, Z.), resp. i'*: H*(E',Z) 1*(1, Zp), l'homo- 
morphisme de:fini par l'injection d'une fibre dalus E , resp. E'. 

On a evidemment i" o - i'*; mais, d'apres la suite exacte de H. C. 
Wang (Duke M1ath. Jour., vol. 16 (1949), 33-38, ou [12], p. 471), i* et i'* 
sont des isomorphismes sur pour les dimelnsions ? r - 2 ; il en est done de 
meme pour cr- et vu l'hvpothese (b), H* (E', Z,) contient des eleenelits u'iq 
tels que it=i (ut'), (1 <i < 7,). On a done 

i*(.) = i*(f (q1, * * *, Uk)) -= i f' ? j*(U', 1 * * , ut'k)) = *(f(u'1, *,t)) 

I1 est clair que i (y) =0, done i'* (f(u'1, it, k)) -0, et la suite de 
Wang donne alors f(u'1, , ut't) = A- '*(3), (A a Z5). On en tire 

"y = A s: o gg(*) = A g* (/), 

mais cela est impossible car a* (,3) 0= puisque a- est de degre p, et d'autre 
part y 7 0 d'aprtes (e), ce qui demontre 16. 3. 

17. Inexistence de sections dans certains espaces fibres. 

PROPOSITION 17. 1. Les fibiations stivantes n'ont pas de section: 

(a) SU(n)/SU(n-1) = S.,1, pour n ? 3. 

(b) U (n) /U (n-1) = S2n-1 poui,r n ? 3. 

(e) Sp(n)/Sp(n-1) == S4,n pour n ? 2. 

(d) Spin(9)/Spin(7) = S,5 

(e) Spin(7)/G2 = ,S, 

(Les fibrations (a), (b), (c) sont classiques, pour les deux dernieres 
voir [1].) 

D'apres 16. 1, il suffit de trouver dans chaque cas un niombre premier p tel 
que tout element de II2n-I(SU(n), Z,), de _2n-1(U(n), Zp), de H4n-i(Sp(n), Z,), 
de H15(Spin(9), Zp), de H7(Spin(7), Z5) s'exprime a l'aide de cup-produits et 
de puissances re'duites a partir d'elemeluts de dimensions strietement in-ferieures. 
C'est possible pour U(n) et SU(n) d'aprbs 12. 7 et pour Sp(n) d'apres 13. 6. 
Dans le cas (d), on choisit d'abord p impair tel que tout element de 
H15(SO(9), Zp) s'exprime a l'aide de cup-produits et d'operations 'Jpk 'a 
partir d'e'lements de dimensions < 15, ce qui est possible pour p _ 3, 5, 7 
d'apres 13.4; puisque Spin (9) est uni reveftement 'a deux feuillets de SO(9), 
l'homomorphisme H' (SO(9), Zp) -- H* (Spin (9), Z.) transpose de la pro- 
jection est un isomorphisme sur, et la meme propriete a lieu dans 
H* (Spin(9), Zp); on raisonne de la meme fagon dans le cas (e), pour 
p= 3. 
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Remargque. La Prop. 17. 1 (a) montre que SU(3)/SU(2) = S, nl'a pas 
de section, a-utrement dit que la classe caracteristique a c7r (S,) de cette 
fibrationi est non nulle, ce qui a ete tout d'abord denmontre par Ponitrjagin 
[11], par une eutude homotopique de a; on observera que nouis soimmes par- 
venLus a ce resultat par voie cohomologique, (en utilisanit l'operation Sq'). 

PROPOSITION 17. 2. (a) La classe caractceiistique de la fibration 
SU(n)/SU(n- 1) = S2,- d6finit utn etment non nul de .,n2(SU(n - p1))O 
poul [outt 1) premier < ns, ne divisant pas n. 

(b) It en est de meme pour la fibration U(n) IU (n -1) =1) S0,- 

(c) It en est de meme pour tout p premier impair < 2n, nte divisantt 
pas n, pour la fibration Sp(n) Sp(n- 1) = S4n-1. 

(d) La classe car-acte'ristiqute de Ta fibration Spin(9)lSpin(7) = S15 

defiftit un element nton nul de -ri,(Spin(7) )0 Zp pour p = 3, 5, 7. 
(e) La classe caracteristiqte de la fibration Spin (7) G,, -- S, definiit un 

etleneqt nton nul de 7r6(G2)0Z3. 

On doit montrer que les hypotheoses de 16. 3 sont verifie'es; 16. 3 (a) est 
evidenite, 16. 3 (b) resulte de ce que l'operation f utilisee pour etablir 17. 1 
est chaque fois 9Is', qui augmente le degre 2 (p - 1) ? 2 unlites. Enlfin, 
il est e'vident dans chaque cas envisage ici que y est universellement trans- 
gressif, et il resulte de la determination mueme des algebres H' (E, Z,) que 
y + 0; 16. 3 (c) est done aussi satisfaite. 

Oln verifie enisuite, en utilisant la formuile bpl,3 j mod p et les resultats 
de III que dans chaque cas, les nombres premiers de l'enonce soilt tels que 
y _Pj% (u), (u ? H* (E, Zp)) ; 17. 2 resulte done de 16. 3. 

Remarque. Pour demontrer la Proposition 17. 2, nious n'avons eu besoin 
que des operation Ppl. En se servant des puissances reduites 'Pp# pour kc 
quelconique, et d'un lemme sur les coefficients bp5i'i qui sera etabli plus loin 
(lemme 20. 7), on deduit par le raisonnement ci-dessus un re'sultat plus 
complet, que nous e4nonceronis uniiquement dalns le cas (a) pour simlplifier: 

La classe caracteristique de SU(n)/SU(n - 1) == S.,,- definit utn 
elemtent non ntul de 7r,n-,(SU(n - 1) ) 0 Z., lorsque le ombre piremier p < n 
verifle la condition suivante: Si h (p, n) est le plus grand entier tel qtl- 
ph(pn) (p - 1) < n, le nombre n n'est pas divisible par ph(p,n)+i. 

Nous terminons le No. 17 par la Propositioni suivante, tout 'a fait ana- 
loguie au cas (c) des Prop. 17. 1 et 17. 2: 

PROPOSITION 17. 3. Soit W4,-, la varie'te des vecteurs de lotogueltr unit6e 
tangents a la sphere S,,. La fibration SO (2n + 1) ISO (2n - 1) = W4n-l 



440 A. BOREL ET J.-P. SERRE. 

n'a pas de section si i ? 2. Si p est un nomibre premier, imnpair < 2mn, me divi- 
sant pas m, 1'homomorphisme bord d de 7r4f l1(W4n-1) dans 7r42(SO(2n 1)) 
definit um sous-groupe isomorphe a Zp de 7r4n-2(SO(2n - 1)) 0 Zp. 

On sait que, si p est impair, H* (W4n1, Zp) I H* (S4n1, Z5); le raison- 
nement de la Prop. 16. 1 s'applique done sans changement et la premiere 
partie de la Proposition resulte de 13. 4. 

On sait (voir [13], Chap. IV, Prop. 2), qu'il existe une applicationi g 
de S4?,, dans W471 1 telle que le noyau et le conovau des applicationis 

gO: 7ri(S4n--1 ) --> 7ri ( -4n-t ) 

soient des 2-groupes pour toute valeur de i. Soit E lespace fibre' imiage 
reciproque de SO(2n + 1) par cette application, et g son applicatioln cailonlique 
dans SO(2n + 1). Comme la restrictioni de g a unie fibre est unn lioinieo- 
morphisme sur une fibre de SO(2n + 1), et comime g* est pour tout p #& 2 
un isomorphisme de H* (S4n 1, Zp) sUr H* (W4n-1l Z5), l'homomorpllislmie 
est un isomorphisme de H0 (SO(2n + 1),Z.) snr H0(E,Zp), ([2], ? 4d); 
on peut donc appliquer 'a E les moemes raisonnements et calculs qu'it la 
fibration (c) de 17. 2. Par consequent l'image de 

d': 7r4l1 (S4n-1) 74)1-2 (SO (2n1 - 1) ) 0 Z5 

est un sous-groupe de 7 2(SO (2m - 1)) 0 Zp isomorphe a Z., ce qui, joinit 
a l'egalite d' - d o go, demnontre la deunxlenie partie de 117. 3. 

18. Sur les p-composants des groupes d'homotopie des groupes 
classiques. Les Propositions pr&cedentes permettent de calculer les p-com- 
posants des groupes wrj(G), (G - SU(n), Sp(n), SO(n)), jusqn'ta la dimenlsion 
4p- 3. Pour enoncer les resultats obteiius, il sera commode d'ttiliser le 
langage de la C-theiorie de [13], et en particulier la notion de C-isomorhliisme 
definie dans le Chap. I de [13]. Nous designons par Cp la classe des grotipes 
finis d'ordre premier 'a p. 

PROPOSITION 18. 1. Soiemt p un nori b-re premier, G = SU(n). A min 
Cp-isomorphisme pres, les groupes wi(G), (i < 4p - 3), soit les sutivtil-ts: 

(1). Si m< ?p, om a 7r,,j(G) - Z, (2- j 1? n), 7r2k(G) p- 

(p ? < p + n -2), 74p, (G)-Zp, ri (G) 0 sifnoni. 

(II). Si p < ? 2p -2, on a 7r,j-, (G) = Z, (2?j Ci). 

7r2k(G) -Zp,, (n ?< k < 2p -2), 7ri (G) = 0 s I H. 

(III). Si n ? 2p-1, on a ir2jl (G) =Z, (2?< 2p 1). 
7t (G G- 0 sinon. 
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Si ni p, il e'sulte de [13], Chap. V, Prop. 6 que p est regulier pour 
G, (au sens du ? 4 de cet article), et il s'ensuit que r (G) est Cp-isomorphe 
a la somnie directe des groupes 7rj(.S2mI_a), (2 ? mn ? it), ce quti de'montre (1). 

A partir de la, on raisonne par recurreiice sur n pour e'tablir (II) et 
(III). I1 suflit pour cela de conisiderer la suite exacte: 

+ (S211-1) -> 7wI(SU( - 1) ) -->'iw(SU(It) ) -> w1(S,, ,), 

eli reniarqualit que les groupes 7r(S ,,,1) solnt tous (C-nluls sauf pour 
i =2n - 1 puisque 2n - 1 + 2p - 3 > 4p 2 et eni utilisanit la Proposition 
17. 2 pour determiner l'image de d: 7211 -(S"11- ) -- w212 ( SUI (SUn - i)) quaiid 
p < n? 2p-2. 

Le lecteur ii'aura pas de peiiie a obtenir des resultats analogues pour 
G Sp(n), SO(2n + 1) que nous n'expliciterons pas. Nous nous borinerons 
a ilndiquer commelnt l'on passe de SO(Z n --- 1) a SO (2n) 

PROPOSITION 18. 2. Si C designe 1Ut classe des 2-groaJpes, le grooupe 
7rz(SO(2n)) est C-isoitoi-phle 

' 
a't lasonne directe de 7ri(SO(n t - 1)) eI de 

7,, (S21L l ) - 

Oni sait que la classe caracteristique a de la fibration S0(2a)/SO(2n - 1) 
S., verifie 2 = 0. L'espace fibre E, image reciproques de SO 2n) par 

une application de 52n1 sur S2n1_- de degre deux, est dolnc isomorphe a 
SO (2n - 1) X S,l1. Eni outre, oni tire de [2], ? 4d, exactoment cominc danzs 
la demonstrationg de 17. 3, que I'applicationi calnolnique de E sur SO (2w) 

definit un isomorphisme de I* (SO(2n), Z.) sU1r :II (E, Z,), pour tout p 
premier impair. Si E et Spin(2a) sont les reve'tements universels ("a deux 
-fenillets) de E et SO(2uti), il Con est alors do mlemue de l'appliiation0 ('011'0'- 

lpoudaute de H (.Spin(2'n), Z)) danis Il: (E, p) ; le Thc'or&me 3 du 

(liap. 111 de [13] 1mtoiitre alors qte 77(f) -7ri(Spin(2ii)). (dloie alissi 
1i (E) -> 7r1 (SO (2; i)), est uin (C-isoniorphisr-oi) stir. ce (qui tormlillela dm11101on- 
stration. 

19. Groupes d'homotopie de dimension 6 des groupes classiques. 
?No5Ls suipposerouis collnuiies les valeurs des cinq p)rem,iers groupes d'honiotopie 
des groupes classiques (voir [14], 24. 11, 25. 4, 25. 5, et [9], 3. 72) et le fait 
que 7r6(S,) oZ12 Pour determninier les 6-i emes gro upes d'homotopio, dous 
nous appuyerons sur la: 

I1 est classique que 76 (S,) a 12 el6nients; on en trouvera une d6nionstration simple 
dans [13], Chap. IV, Prop. 10. Pour prouvei- qii'il est cyclique, on pent, soit montrer 
qu'il contient un sous-groupe isomorphe a Z, ce qui a et fait par M. G. Barratt et 
G. F. Paechter, Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A., tome 38 (1952), pp. 119-121, soit ultiliser 

3 
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PROPOSITION 19. 1. La c7lasse caracteristique a i r6,(S3) de la fib ration 
Sp(2)/Sp(l) est utn gdnerateur de 76(52) 

Nous savons deja par 17. 2 (c) que o ni'est pas divisible par trois; pour 
ob)tenir 19. 1, il nous suffit done de mlontrer que a n'est pas divisible par deux. 

Identifions Sp (1) 'a la sphere unit( du corps des quateinions, et S6 a la 
variete des couples (q, q') de quateriiions tels quie I q 12 + I q 12= 1 et que 
la partie reelle de q' soit nulle; d'apres [14], 24. 11, la classe a est alors 
definie par l'application g: S6 -> S3 qui v'rifie: 

g(q,q') =1-2_q (1I+q')-2.- 

D'apres G. W. Whitehead [17], l'application g est lioinotope a g': 

g' (q2,q) - -2 1 q 12 2q, q9 j 

Si l'on pose q= Q cos 0, q'- Q' sin 0, avee O 0?0 et 1Q- IQ'I=1, 
on voit que 

g'(Q, Q') = cos 20 + sin 20 Q Q Q. 

Cela signiifie que g': S6 -> S3 est obtenue en faisanit la construction de 
Hopf sur l'application de S3 X So dans S., donne par (Q, Q') -> Q '. Q 
Mais alors, d'apres Blakers-Massey, (Proc. Nat. A cad. Sci., U. S. A., vol. 
35, (1949), 322-328), l'image de a par l'iiivariant de Ilopf generalise 
H:76(S3) ->Z Z est non ntlle; x n'est done pas divisible par deux. 

PROPOSITION 19. 2. On a 7w6(Sp(I)) -= Z12, Ci 7r6(SP (11)) 0 O pontr n ? 2. 

La premiere egalite resulte de Sp (1) = S. La filbration Sp (2) /Sp (1) 
= S, donne lieu 'a la suite exacte: 

'77(57) d 76(S3) >7r6(Sp(2)) 0 

L'image de d etant le sous-groupe engendre par x est tott 7r6(S3) d'apres 
19. 1, il s'ensuit qoe r (Sp (2) ) 0, d'oti r6 (Sp (n)) = pour n> 2 

PROPOSITION 19. 3. On a Vr6(SO(3)) = Z12, 776(S0(4)) = Z12 + Z12, 
7r,(SO(n))) =0 pour n? 5. 

SO(3) et SO(4) ont pour revetements universels S, et S.. X S. respee- 
tivement, d'oii les deux premiers re'sultats. Il est classiquec que le revetement 
universel de SO (S) est isomorphe a Sp (2), done, vu 19. 1, 7r (S0 (5)) = 0. 

La fibration SO(6) SO(5) - S5 donne lieu 'a la suite exacte: 

la d6termination des groupes d'Eilenberg-MacLane en cohomologie modulo 2 due a l'un 
de nous, C. R. Acad. Sci. Paris, tome 234 (1952), pp. 1243-1245, ainsi qu'un article a 
paraitre aux Comm. Math. Helv. 
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O -> 7r6(SO(6) ) >r6 (S) d) (SO(5) ) r(SOd(6) ). 
Cornme 7r5(SO(6)) =Z et 7r5(SO(5)) ==Z2, (voir [9]), on voit que d est 
un isomorphisme de 7r6(S5) =Z2 sur -nr,(SO(5)), d'o'i 7w6(SO (6) 0. 

Considerons maintenant la suite exacte: 

d 

D'apr'es [9], on a -,.(SO(7)) = 0 et 7r5(SO(6)) =Z; par suite, d est Ilii 
isomorphisme sur et 7r, (SO (7) ) = 0; comme 'r6 (SO ( ,)) ) 6 (SO (7) ) pou r 
it 2~ 7, la demonstration de 19. 3 est achevee. 

PRoPosITIoN 19. 4. On a 

7r6 (SU(2) ) Z12p, w76 (SU(3)) Z6, 7r6 (SU(7)) = 0 (n ? 4). 
La premiere egalite resulte de SU(2) = S3. Examinons le groupe SU(3); 

la fibration SU(3) S3,= S5 donne lieu 'a a suite exacte: 

717 (S5) >76(SI) ->7r6(SU(3)) -> 7r6(S5) 7r3:(S3) -->7,r(SU(3)). 

Montrons tout d'abord que l'homomorphisme d: 7, (S5) -> 75 (S3) applique le 
premier groupe sur le second. On sait [11] (pie 7r1(SU(3)) = 0, donc qu'une 
application quelconque S4 -> S3 -- SU(3) est iiessentielle; il en est a fortiori 
de meme pour sa composee avec une application S3 -> S,; comme S3 -> S4 - > S3 
est essentielle lorsque S, -- S4 et S4 -> S3 le sont, cela implique que l'image 
de 7r5(S3) dans 75 (SU(3)) est nulle, donc que d appliqu.e 7r6(S3) sur 7r5 (S3). 
Par consequent, la suite exacte precedente donne: 

77(S5) 6(S3) 76d(SU(3) ) 

Pou1 &tablir l'egalite 'W (SU (3)) = Z6, il suffit de montrer que l'imnage de (] 
n'est pas nulle, autrement dit que le noyau de i est non nul. Or Hilton a 

prouve que l'application composee S6 -> S5 -> SI -S>3, Oll chaqlle application 
est essentielle, definit un e'lement non nul de '7r6(S3), (voir aussi [131, Chal). 
IV, Prop. 10, Rem. 1), et le raisonnement fait plus haut, (qui s'applique a 
fortiori ici), montre que cet element est dans le noyau de i. 

T1 est bien connu que le groupe SU(4) est isomorphe au revetement 
uiversel du groupe SO(6) ; onl a donc 7r, (SU(4)) 0 d'apres 19. 3 et 
comme 7r6(SU (n)) = 7r6(SU (4)) pour it 4, la Propositioni 19. 4 est coin- 
pletement demontree. 

20. Les fibrations des varietes de Stiefel copl nlexes. Soient Wn,q 
=U(n)/U(n - q) la variete de Stiefel coiliplexe des q-reperes orthonormaux de 
l'espace hermitien C", et /q,r la projection naturelle de U(n)/U(n -q) == W,q 
sur U(n)/U(n -- r) = W, (q > r). On sait ([2], 9) que Il" (Wn,q, Z) 
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est une alge,bre exterieure engendree par des e,le,ments de dimensions 
2n -2q + 1, 2n-2q + 3, , 21 - 1, appliquee biuinivoquement dams 
11F (U(n),Z) par +*'n,q, et que 

,20. 1 HI (U(n), Z) H* (U(n-q ), Z)H (Wn,q, Z). 

Plus precisement, si l'on designe par h1, , h,, les generateurs uiniver- 
sellemenit transgressifs de I* (U (in), Z) definis aii No. 4, on a: 

LEMAIE 20. 2. L'image de H* (WnqC, Z) dans H>'(U(n), Z) par * 
est la sous-algebr e de H*(U(n), Z) eitgendree par les eblements hi, 
1 y- + 1 < i ?C I. 

Soit 't uiii geilve'rateur de 1I2n-2i+1(WJ ,i, Z) (1 < i < it). C'est -L enleme1iit 
de dimension positive minimum de iH (Wn, Z), par consequent, d'apres U11 
raisonnement aise, expose damis [2], ? 23, l'le]ment *y, (vi) est uniiverselle- 
ment tralisgressif, d'ol'i /'*,j(vi) =ihi1h; mais les elements t*',j(v,) forment, 
uim systnie dle g'nerateurs de I* (U (II), Z), ([2], ? 9, Remarqvie 2), dolne 
viiZ, + ? (1 < i< ).) 

La relatioli de tralisitivite eCvidete it Ani =ln7t'n,q ? J0q,i, (1 ? i ? q), 

montre alors que les ele'melnts hi (I - q + 1 <i -< Ci,) sovnt dans l'image de 
+*n,q; ils elngendrent forcement toute cette image d'apres 20. 1. 

Ce lemme permet de ramener le calcul des puissalnces reduiites dans 
H0 (W,,c,) am calcul analogue dams 11' (U( i)), que 1-ious avons dej'a fait, 
(voir 11. 4). Novis voulons en tirer cles conditiolns necessaires poUir l'existencee 

d'une sectioln dalms la, fibratiom de W,7,,+, par Wn-r,s, de base Wn,r. 

PROPOSITION 20. 3. Si la fibration W??,r+s1Wn-r',s W Wn,?- adviet ane 

section1, ot a, pour totit p premier, 'P.I(h.) -- 0, ou, ce qui revient au ine m ze, 
bAJ i 0 omod p, lorsque i verifie les iit'galites: 

(1) r--r s < i<n -r, 
(2) i r< < n, en posant j +lk(p-1). 

Soit h'a 1'elememt de H* (Wa,,,+s) verifiant 

Vfsn,r+s(h'a) = ha (i-t-s < a n) 

et soit de meTme h"b (Wan,r) tel qvie 

1/*n,r(h"b) = hb (n -r < b < n). 

On a evidemment V*i0+s,r(h"b) = h'b, et si s: Wn,r W> n,r-+s est une section, 
l'egalite s* o r+s,r 1, donne alors: 

s* (h'i) 0 (t -r -s < i < n -r) 
20. 4 

s (h'j) h= j (n -r < j n); 
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si maintenant nous supposons que i verifie les inegalites de 20. 3, on deduit 
de 11.4, 20.2 et 20.4: 

0 =O 'P(s*(h',)) s*(cPpk(h',)) = s*(b_k,- h'j) =bpt- s*(h'j) = bp1 h"j 

donie bp5'j _0modp. 

COROLLAIRE 20. 5. Si la /fibration Wn,r+s/Wn-r,s Wn r admet umte sec- 
tion, on a s = 1 ou r = 1. 

Supposanit r ? 2 et s > 2, nous appliquerons la Proposition 20. 3 avee 
p = 3; distinguons deux cas: 

a) it-r 2mod3; on pose i=n-- r, c===1; on a done j=i-- 2 
It - r + s et les inegalites (1) et (2) de 20. 3 sont verifiees puiisque r> 2; 

de plus, vu l'hvpothese faite sur n - r, on a j- 1 mod 3. MIais d'apres 12. 3 
b oJ - j mod 3, dolnc bVJ i 0 mod 3 et il n'y a pas de section vii 20. 3. 

(bi) n -r ?mod 3. On pose i= n-r- 1, A7 = 1; les inegalitk$'s 
(1) et (2) soInt verifiees puisque s > 2; niais j = it - r + 1 0 0 mod 3, d'oi 
coinnie pr%6edemmelnt, b31 w O mod 3. 

Nous traiteroiis nlaiauuteniant plus '-ii details le cas r= 1; 01 pourra t 
etudier de m&me le cas s= 1, mais, les calculs etant plus compliques, nous 
ne nous y attarderolns pas. 

PROPOSITI \ON )20. 6. Si la fibration Wn,s+l/Wn1l,s = Wn,1 = S2n-1 admlet 
mmne section, n est divisible par l'enlier 

NS= HP Pl?+h(p,s) 

ou le produit est 'tendat I les nomitbres premiers, et oui h (p, s) d'signe poutr 
tout p le plus grcanid enttier h ?-1 tel que (p - 1) .ph < s. 

Vui la Propositiotn 20. 3, il nous suffira de prouver ceci: 

LEMAfMA:E )20. 7. Soieiit P un nombre premier, s uan enttier < n1, et supposouls 
que bp51 - 0 miod 1) pour touIt entier k > 0 tel que n - k (p - 1) ? n -. 
(autremne tt dit tel qiue kI(p - 1) ? s). Alors i est divisible par pl+l(P,S). 

Ce lemme sera lui-meme consequence diu lemme suivant, dans lequel s 
n'intervient plus: 

LEMIMIE 20. 8. Soienlt a utn entier > 0D k l= pa, supposons n > kl(p-1) 
et n divisible par Iv. Si bpn - 0 mod P, alors n est divisible par pa+l. 

Mlontrons, par r6eurrenee sur s, que 20. 8 entraline 20. 7. Ce dernier est 
trivial pour s = 0, supposons le vrai pour s -I; puisque 

h(p, s) ?l + h(p,s-1), 
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cela implique que ph(P,8) divise n; mais (p - 1) 7pl(PS8) < s < n par d6finitioll 
de h (p, s), par consequeiit l'entier a - p'(P,s) verifie les liypotheses de 20. S 
et n est bieii divisible par pl(P.8)+l. 

Le lemne 20. 8 est un cas paiticulier du re'sultat suivant, que nous allonis 
maintenanit dcemoiitrer: 

LEAIME 20. 9. So tent F le polyi9rne syme'riqque > xlkl. xia, de degre 
n = , ai, p un nombr-e premiier, a ta enler. On sUtppose qute pa divise it et 
qu'il y a au plus pa intdices j tels que aj &1. 

Dans ces conditions, poutr que le terine dominant de F soit n 0 mod p, 
il faut et il suffit, ou bien que aj 1= pour tout j, oni1 bien qu'il y ait exacte- 
ment pa indices j tels que aj # 1, les Xj correspon-tdadts e'tant tous egaux et n 
n'etant pas divisible par pa+1. 

(On obtient 20. 8 en appliquaiit 20. 9 au cas o'l zj )P pour 1 ? j ? p 
et a= l pour j > pa.) 

Nous demontrerons le lemme 20. 9 par renurreince descendainte sUr i, le 
cas i = n etant trivial puisque tous les aj sont alors fegaLx a 1. 

Nous supposerons que l'on a c2, , xk > 1, et 2k+l -c , == . 
On a 1 ? k ? pa, vu i < it. Considerons le polynonie syimetrique: 

G = ( x1ll- * 
. . 

.XkCk-11) * ( x1 - * * XI); 

dans le developpement de G, nous trouverons evidenimnent le polyno6me F; 
quant aux autres termes ce seront des polylnomes syrmentiques de la forme: 

C ( 8) Y XIO' X* 7 * * Xgk ,3 +1 X! *^rt 

ot i'n -[ + 7.le/j, et o i ,Qj est egal soit "a j, ,soit a j--1, ce second cas 
se presentant pour au moins une valeur de i, (ce qui montre que i' > i) 
le coefficient c(8) est un entier. 

G est le produit de deux polyno6ime,s svme triques, il est donc decom- 
posable et l'egalite: 

G = F + - >(,)cc(f) Y x10j XJk 3 ;Xk+1 . . . Xi', 

montre que le terme dominiant de F, change de signe, est egal a la somme 
des termes doininants des polyinomes c(O) x1$l x17j0x`+1 . . . Xi' ; comme 
i' > i, on peut appliquer le lemme a ces derniers vui l'hApothese de recurreiice. 
Nous distingueronis quatre cas: 

(A) On a aj 2 pout j < lc. Dans ce cas, le seul choix des fj qui 
conduise 'a un terme dominant non niil est celui ou' /3j = 1 pour tout j; il 
est immediat que le coefficient c(6) correspondant est egal au coefficient 
binomial (n). et, piuisque 1 ? k c? pa et que pa divise ni, les proprietes de 
divisibilite des coefficients binomiaux montrent que: 
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c() =(11) == 0nodp Si l < pa, 

C(:) = (;c) _ ?n/pa 1nlod p si lc pa, 

ce qui etablit le lemme sous l'hypothese (A). 
(B) On a =j q > 2 pour j ? b. Le seul choix des 8j qui conduise 

a un terme dominanit non nul est celui o'i /j = q-1 pour 1 ? j ? k, lorsque 
de plus kI = pa et p)a+1 ne divise pas n; on voit alors tout de suite que c(f) = 1, 
cc qui de'montre le leninie dans le oas (B1). 

(C) On a ic < pa. Le seul choix des /j qui conduise a un termo 
dominant non nul est celui oiu 3j =-- 1 pour tout j; mais les cj, (1 ? j ? 7J), 
sont alors egaux a 2, et l'on se retrouve dans le cas (A) deja traite. 

(D) On a 7I pa, et les aj, (1 < j ?< 7), ne sont pas tous egaux. Dans 
ce cas, le seul choix des 3j qui conduise a un terlne dominiant non nul est 
f31 * * * 31-q > 1, et ce choix n'est possible que si certains des aj sont 
egaux a q + 1, et tons les autres a q; soient r et s leurs nombres respectifs. 
Vu l'hypotne'se faite ori a r 4- + -- 7 r ? , s? 1; conmme (/ > 1, il est 
imniediat que 

(:) =(r+s) (P aP) = modp, 
d'oa le lemme dalls le cas (D). 

Cormme les cas (A), (B), (C), (B) epuiseint toutes les possibilites, la 
(emonostratioln du leiimme 20. 8 est aclievee, et la iPropositioln 20. ( est coiri- 
pletemelit 4tablie. 

Exexotples. 

s - 1; pour p - 2, on a h (p, 1) = 0, pour p > 2, h (p, 1) =-, d'oui 
N,1 = 2. Bans c0 cas du reste, la conditioln "' n pair " est non seulemelnt 
n'(Ieessaire mais suffisaute pour l'existence d'unoe seotioni (voir Eckmann, [8], 
Satz IV). 

s =2; pour p =2, h(p, 2) =1, pour p= 3, h(p, 2) -0, pour p) 5, 
h (p, 2) = - 1, dono N8 = 12. Nous ignorons si la condition "n divisible 
par 12 " est suffisante pour l'existence d'une section, mais cela semlble peu 
probable. Il est assez naturel de coonjecturer que Wn,s+l/Wn, lXsS.,, l na 
pas de sectioln si s > 1. 

Indiquons pour terminer quelques valeurs de la fonction arithmetique N8: 
N -2, N,N= 3 =, 12, N4 = N5 120, NT6 =N ,7 =-- 2.520, * 

N20 = N21 = 6.983.776.800. 

INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY, PRINCETON, 

UNIVERSIT1t DE NANCAGO. 
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