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Introduction

Comme P’a signalé A. Weil, Pun des problémes les plus intéressants de la géo-
métrie algébrique sur un corps de caractéristique gy > 0 est de donner une définition
satisfaisante des “nombres de Betti” et des “groupes d’homologie” d une variété
algébrique X (supposée projective et non singuliére).

En ce qui concerne les nombres de Betti, j’avais proposé dans [13] de les définir
par la formule suivante (imitée du cas classique):

By=S, s b ot k= dim H(X, "),

Q) désignant le faisceau des germes de formes différentielles régulieres de degré
sur X.

Les B, ainsi définis ont certaines des propriétés que Pon est en droit d’attendre
de ‘“nombres de Betti” : par exemple, ils vérifient la “dualité de Poincaré”
B, = By, ,, si d=dim X, cf. [13]. Cependant des résultats récents ont montré
qu’ils peuvent posséder des propriétés pathologiques : ¢’est ainsi que, si g désigne
la dimension de la variété d’Albanese de X, on peut avoir g << k%! (Igusa [6]),
et aussi A% o£ B0 (f. n° 20). Ces faits montrent que les B, ne fournissent, tont
au plus, qu’une majoration des nombres de Betti cherchés.

D’ailleurs, si 'on se place au point de vue “groupes d’homologie”, Pinsuffisance
des H%(X, Q) est claire : ce sont des espaces vectoriels de caractéristique p, alors
que, commne I’a mis en évidence Weil, on a besoin de groupes de caraciéristique zéro,
de fagon & pouvoir y définir des traces et démontrer une formule de Lefschelz
(donnant le nombre de points fixes d’une application réguliére de X dans lui-méme).

Dans le présent mémoire nous indiquons comment Fon peut effectivement
attacher & X des groupes H? qui soient des modules sur un anneau A de carac-
téristique zéro, analogue & I'anneau des entiers p-adiques; ces groupes sont définis
comme les limites projectives des groupes de cohomologie de X 3 valeurs dans des
Juisceaux de vecteurs de Witt. Ces groupes de cohomologie sont étudiés dans le §1;
on y verra notamment comment on peut définir la forsion de X, au moyen d’opéra-
tions semblables & celles de Bockstein; il semble bien que ce soit cotte torsion qui
soit responsable des phénoménes pathologiques cités plus haut. Nous avons di
laisser sans réponse une question importante : les H? sont-ils des A-modules de
type fini? (c’est vrai si ¢ = 0 ou 1). De plus, les H? ne constituent certainement
qu’une partie de la cohomologie de X, celle qui correspond aux %4 du cas classique:
¢’est dire que nous n’avons encore aucune définition raisonnable des “nombres de
Betti” & proposer.
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Le cas des courbes, auquel est consacré le §2, est cependant encourageant. Le
A-module H? est alors un A-module libre de rang égal & 29 — o, ¢ désignant le
genre de X et ¢ le rang du groupe des éléments d’ordre p de la jacobienne de X;
Ventier ¢ peut étre déterminé au moyen de la mairice de Hasse-Witt de X. Dans
les démonstrations, un rdle décisif est joué par une opération sur les formes
différentielles qui vient d’étre introduite par P. Cartier; comme les résultats de
Cartier sur ce sujet n’ont pas encore ét6 publiés, nous avons reproduit la définition
et les principales propriétés de cette opération.

Enfin le §3 montre comment la cohomologie & valeurs dans Jes vecteurs de Witt
permet de classifier les revétemenis cycligues d’ordre p®, étendant ainsi aux variétés
de dimension quelconque des résultats connus pour les courbes ([5], [12]).

§1. COHOMOLOGIE A VALEURS DANS LES VECTEURS DE WITT

1. Vecteurs de Witt

Soit p un nombre premier qui restera fixé dans toute la suite. Si 4 est un anneau
commutatif, & élément unité, de caractéristique p, nous désignerons par W,(4)
Pannean des vecteurs de Witt de longueur # 4 coefficients dans 4 {cf. [21], §3).
Rappelons qu’un élément de W,(4) est un systéme o == (ay, -, a, ;) avec
a,€A;si f= (by,* - -, b,_,) est un autre vecteur, la somme:

- f=1(cp""",Cnq)

est donnée par des formules:

6o =ty + by

p1 L [P B
oy=ay + b, — 2577 P (m) agbf =™
G =& + bi +fi(a07 bo: RS/ T bi—l)

ot les f; sont des polyndmes & coefficients entiers dont on trouvera le procédé de
formation dans [21]. De méme, la différence et le produit de deux vecteurs sont
donnés par des opérations polynomiales.

Les anneaux W,(A) sont reliés par les opérations suivantes :

(a) L’endomorphisme de Frobenius F : W, (4}— W,(4) qui applique le
vecteur (ag, " * - , &, _4) sur le vecteur (a8, -+ -, af_;).

(b} L’opération de décalage V: W ,(4)— W, 1(4) qui applique le vecteur
(@g, * * * 5 @,_4) sur le vecteur (0, ag, - - - , @,_4).

{¢) L’opération de restriction B: W, (4)— W (4) qui applique le vecteur
(@, - * * 5 @,) sur le vecteur (ay, - * *, @,_4).

Les opérations F et B sont des homomorphismes d’anneaux; elles commutent
entre elles. L’opération ¥ est additive, et vérifie I'identité (Va) - y = V(z - FRy)
pour ze W, (4),yecW, (4). On a en outre RVF=FRV=RFV=p
(multiplication par p).
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Nous noterons W(4) Panneau des vecteurs de Witt (ag, - * - , @, - - - ) de longueur
infinie; ¢’est la limite projective, pour » infini, du systéme formé par les W, (4)
et les homomorphismes E. Les opérations V et F sont définies sur W(A4) et véri-
fient la relation VF = FV = p; comme V et F sont injectives, on en conclut
que Panneau W(4) est un annean de caractéristique 0.

Exumere. Prenons pour 4 le corps F, = Z[pZ;Vanmean W, (F,) est alors
canoniquement isomorphe & Z/p"Z, et I'annean W(F,) est canoniquement iso-
morphe & Panmeau Z, des entiers p-adiques; dans ce cas, I'opération F* est
Videntité.

Plus généralement, si k est un corps parfait de caractéristique p, I'annean
W(k) est un anneau de valuation discréte, non ramifié, complet, ayant & pour
corps des restes (cf. [21], §8); en particulier, W{(k) est un anneau principal, d’unique
idéal maximal pW(k) vérifiant W(k)[pW(k) = k.

2. Faisceaux de vecteurs de Witt sur une variété algébrique

. Soit X une variété algébrique définie sur un corps algébriguement clos % de
caractéristique p, et soit @ le faiscean de ses anneaux locaux (cf. {14], n° 34).
Pour tout x € X, Panneau 0, est un anneau de caractéristique p, of, si n est un
entier 2> 1, on peut former 'annean W, (0,); lorsque « varie, les W ,(0,) forment
de fagon naturelle un faisceau d’anneaux, que nous noterons #7,. En tant que
faiscean d’ensembles, W, est isomorphe & O; mais, bien entendu, les lois de com-
position de ces deux faisceaux sont différentes sin > 2.

Les opérations F, V et R dun® 1 définissent des opérations sur les faisceaux #,
que nous noterons par les mémes symboles. On a Ia suite exacte, valable si n > m:

Yr—m R™
) 0—s>W,, —>H,—>W >0
Pour m==1ona # , = @, dol la suite exacte:

¥ R

n—1
(2) 0—>0—s>W,—>H#, ,—0.

On voit ainsi que #,, est extension multiple de # faisceaux isomorphes & &;
cela permet d’étendre aux ¥, un grand nombre de resultats conmus pour le
faiscean (; par exemple, on peut facilement montrer (en utilisant {14}, n* 13 et 16)
que les #7,, sont des faisceaux cohérents d’anneaux, au sens de [14], n° 15.

Puisque les #”,, sont des faisceaux de groupes abéliens, les groupes de cohomologie
HYX, ¥ ,) sont définis pour tout entier g => 0. Si Von note A I'anneau W(k),
les #, sont des A-modules, annulés par p"A, et il en est done de méme des
HYX, # ). Les opérations induites par ¥, V et R surles HYX, #",) sont semi-
linéaires: on a les formules

3 F(dw) = 3» Fw),  V(dw)= P Vw), RUw)= iRw), AeA.

La proposition suivante domme les principales propriétés élémentaires des

HYX, W ,):
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Prorosrriox 1. (a) On ¢ HYX, # ) = 0 pour ¢ > dim X.

{(b) Si X est une variété affine, on o H(X, #",) = 0 pour g > 0.

(¢) Si X est une variéié projective, les A-modules HYX, #",) sont des modules de
longueur finte.

(d) 8t U est un recouvrement fini de X par des ouverts affines, on ¢ HYW, #°,) =
HYX, #",) pour tout ¢ > 0.

(e) A toute suite exacie 0—> W ,—~ B —>C—0, od & et € sont des faisceaux
guelcongues, est associée une suite exacte de cohomologie: ,

<o HYX, W )~ H(X, B)— H(X,C)—> HYX, W )—>--- .

Puisque le faisceau @ est un faisceau algébrique cohérent, la suite exaete (2)
vérifie les hypothéses du Théoréme 5 de [14], n° 47, et P'on obtient une suite exacte
de cohomologie:

4) s> HY(X,0)—>HYX, # )= HUX, W . )" .

En utilisant (4), on rameéne immédiatement les assertions (a), (b), (¢} de la
Proposition 1 au cas particulier » = 1, ol elles sont connues ([15], th. 2-[14],
n° 46-[14], n° 66). Les assertions (d) et (e) résultent de (b) en appliquant les raison-
nements de [14], n° 47.

RemarquEe. En utilisant (b), on peut montrer que les groupes de cohomologie
HYX, 4 ,), définis ici par la méthode des recouvrements, coincident avec ceux
définis par Grothendieck comme les Ext® du foncteur I'(X, F).

3. Opérations de Bockstein

La construction des faisceaux #”, n’est pas spéeiale aux variétés algébriques et
aux faisceaux de leurs anneanx locaux. Nous aurions pu I'appliquer & un complexe
simplicial K, en remplagant le faiscean @ par le faisceau constant Z[pZ; 4 la
place de #”,,, nous aurions obtenu le faisceau constant Z[p"Z. Ainsi, les groupes
HYX, W) apparaissent comme les analogues des groupes de eohomologie de K
mod p®; nous allons poursuivre cette analogie en définissant des ‘“‘opérations de
Bockstein” jouissant de propriétés semblables & celles du cas classique.

D’aprés la Proposition 1, (e), la suite exacte (1) donne naissance & une suite
exacte de eohomologie, et, en particulier, & un opérateur de cobord

0L HYX, # ) — HY X, #,), n>m.

Le cobord 4%, sera appelé une opération de Bockstein en dimension g. Par
définition, on a done la suite exacte:
yr-m R® Snim
o> HYX, W) ——> HYX, # )~ HIX, # ) —> HEX, H ) > -
Les opérations de Bockstein sont semi-linéaires (de fagon précise, 0, est

p"—™linéaire) et commutent avec F; elles vérifient avee V et R des relations de
commutation que nous laissons au lecteur le soin d’expliciter.
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Lorsque n > 2m, Vidéal V*—™(# ) de # , est un idéal de carré nul; cela permet
de calculer I'effet de 9% ,, sur un cup-produit. On trouve:

(%) (" ) = O, () - FP—m B2y - (—1)7 Fr R - 8, (),
o e HX, W, ) ety € H(X, # , ), avecr + s =gq.

Par analogie avec le cas classique, nous dirons que X #’a pas de forsion (homo-
logique) en dimension q si les 6% ,, sont nuls pour tous les couples (n,m), avec
n 2 m. En vertu de la suite exacte écrite plus haut, cela signifie que les homo-
morphismes

B H(X, W ,)—> HYX, # )
sont surjectifs; on vérifie d’ailleurs facilement qu’il suffit que les homomorphismes
HYX, # ,)— HYX, 0) le soient.

Exeveres. Une variété algébrique X de dimension r n’a de torsion ni en dimen-
sion r (puisque H™YX, # )= 0 d’aprés la Proposition 1), ni en dimension 0
(car toute section f du faisceau @ se remonte en une section (f, 0,---,0) du
faisceau #",). Ainsi, une courbe algébrique est sans torsion. Par contre, les surfaces
construites par Igusa dans [6] ont de la torsion en dimension 1; nous verrons au
n® 20 un exemple analogue.

Les opérations B,

A coté des opérations de Bockstein que nous venons de définir, et qui opérent
sur les divers groupes HYX, #7,), il y a intérét 4 introduire des opérations £, non
partout définies, opérant sur

HYX, 0)= Si=5 HU(X, 0).
La premiére de ces opérations
pi H{(X, O)— H*YX, 0)
n’est autre que I'opération de Bockstein 04, associée & la suite exacte:
0—>0—>Wy—>0—0.

On a pfofi~' =0, ce qui permet de poser HYX, @), = Ker (B9)/Im (71);
Popération B¢ appliquera alors H4(X, @), dans H*Y(X, 0),, et ainsi de suite.
De fagon précise, posons:

{ Brt
Im[HYX,# ) —> HYX, O)]

(6) 74 =1 o

Ker [HY(X,0) ™25 HHYX, )]
et

r 'Vn-1

Ker [HYX,0) ——> HYX, #,)]
(M B = g1

I [ UX, ) T2 HYX, 0]
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Les Z2 (resp. les B2) vont en déeroissant (resp. en croissant) avec entier #», et
les ZZ contiennent les BY%; pour =1, on a Bf =0 et Z{= HYX, 0); pour
n=2,0n a B=Im (§{1) et 2= Ker (f]), de telle sorte que Z{/B= HYX, 0),.
De fagon générale, on posera HYX, (), = ZI/BL;si x € ZZ, choisissons un
y e HYX, W ,) tel que R™" 1y =, et posons z = 8%, ,(y), qui est un élément de
H#1(X, 0); on vérifie tout de suite que Papplication x — z définit par passage au
quotient un homomorphisme

£ : HYZX, 0),— H"Y(X, 0),, \

et que 'on a Ker (8%)= ZZ , ./ BL et Im (BL )= B2 ,/BS. Les BZ sont les opérations
cherchées. Pour qu’elles soient identiquement nulles, il faut et il suffit que X n’ait
pas de torsion: ecela résulte immédiatement de I'expression (6). On notera la
formule suivante, conséquence de la formule (5):

8) Bl y) = Bola) - Frly) 4 (—1)*@ Fr@) - B,(y).

En particulier, en prenant pour y un élément de degré 0, on voit que §, est
une opération p"-lindaire.

ReEmarqQuEs. (1) Nous aurions également pu définir les 8, comme les différen-
tielles successives de la suite spectrale définie par la filtration {V*% y_,} de #
(IV étant pris suffisammment grand).

(2) 11 v a tout lieu de penser que Pon peut définir des puissances réduites de
Steenrod dans H*(X, @) et que B, coincide avec 'une de ces puissances. En tout
cas, lorsque p = 2, un calcul direct montre que Popération

pi: HYX, O)— HXX, O)

coincide bien avee le cup-carré.

4. Un lemme sur les limites projectives

Nous aurons besoin au n° 5 du résultat suivant (bien connu dans le cas des
espaces vectoriels):

Lpvme 1. La lmite projective d’une suite exacte de modules de longueur finie est une
suite exacte.

Rappelons bridvement la démonstration. Soit I un ensemble ordonné filtrant
pour une relation d’ordre notée > , et soient (4, fi)), (4i, fi) eb (4], f5) trois
systémes projectifs, indexés par I, formés de modules de longueur finie sur un
anneau A; supposons donnée, pour tout i € I, une suite exacte:

Ry
4, %%,
avee fug, = ¢;fi; fihs= hify i i 2> j (les applications fy, ...}, étant semi-
linéaires). Dans ces conditions, il nous faut démontrer que la suibe:
. g . LS
lim(d,, f;;)—> lim(4], f5) — Hm(47, £5)
est une suite exacte.
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Soit done (a;) € lim(4;,f;) un élément du noyau de h; cela signifie que
hy(a;) = 0 pour tout i € I, et si Pon poseB; = g;"* (a ;), les B; sont des sous-modules
affines non vides des 4,, avec f;(B,) < B;. Soit G Pensemble des systémes {C}
o les C; sont des sous-modules affines non vides des B,, vérifiant f;(C;) < C;.
L’ensemble &, ordonné par inclusion descendante, est un ensemble inductif;
cela résulte immédiatement du fait que les sous-modules affines d’un module
de longueur finie vérifient la condition minimale. D’aprés le théoréme de Zorn,
& posséde un élément minimal, soit {C}. 8i 4, € I,les f; (0;), ¢ = 1o, sont des sous-
modules affines de C;,, d’intersections finies non vides; en appliquant & nouveau
la condition minimale aux sous-modules affines de 4, on voit que Pintersection des
J:,(C;) est non vide; soit a; un élément de cette intersection. Posons maintenant
C;= fuol(a 0) n C;sii > iy, et O] = O, sinon. On a {C]} € S, comme on le voit tout
de suite, d’out O] = C; en vertu du caractdre minimal de {C';}. En particulier, on a
Cf =0y, ce qui ‘signifie que 0;, est réduit & {a, }. Ceci s apphque 3 tout indice
7 eI et montre que C; == {a} on a fla,) = a;, et g,(a;) = ], ce gui montre
bien que {a,} est un élément de lim(4,,f;;) ayant {o;} pour image, cqfd.

5. Cas des variétés projectives

‘Nous supposerons & partir de maintenant que X est une wariélé projective.
Les HYX, @) sont alors des k-espaces vectoriels de dimension finie, ce qui entraine
diverses simplifications; par exemple, les Z et les BZ définis au n° 3 forment des
suites stationnaires, et les homomeorphismes fZ sont nuls pour n assez grand:
nous noterons Z%, (resp. BL) la valeur limite de Z4 (resp. de .BY) pour n—> -}-0c0.

Pour tout entier ¢ 2> 0, les A-modules HYX, #7,) et les homomorphismes
Rr-m: HYX, ¥ ,)—HYX, # ,_,) forment un systéme projeciif. La limite
projective de ce systéme sera notée HY(X, #"), ou simplement H?; ¢’est Panalogue,
dans le cas classique, de la cohomologie & coefficients entiers p-adiques; on notera
toutefois que nous n’avons pas défini les H? comme des groupes de cohomologie
de X & valeurs dans un certain faisceau, mais simplement comme des limites
projectives de tels groupes.

Les H? sont des A-modules, de facon évidente; de plus, ils peuvent ébtre munis,
par passage 3 la limite, des opérations V et F'; comme d’ordinaire, ¥ est p~1-linéaire,
F est p-linéaire, et I'on a VF = FV = p. Du fait que les HYX, #",) sont des
A-modules de longueur finie, on peut appliquer le Lemme 1 aux suites exactes:

oo HYX, W) Do HAK, W gy)— B, W)= .

et Pon obtient les suites exactes:

q
9) o e s mux, W) O He s

Pour n = 1, 'image de H? dans HYX, @) n’est autre que Z%: cela résulte du
Lemme 1. Ainsi, pour que X n’ait pas de forsion en dimension g, i faut et 41 suffit
gque 6f soit nul, et les antres 4 sont alors automatiguement nuls,

Pour n quelconque, la suite exacte (9) montre que I'image de H? dans H(X, #”,,)
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sidentifie & H?V"HY; il en résulte que HY est limite projective des HYV"HY, ce
qui signifie:

(a) que NV"H? = 0,

(b) que HY est complet pour la fopologie définie par les sous-growpes V*H?.

Posons T2 = Ker (V" : H?— H%; d’aprés (9), c’est aussi I'image de ’homo-
morphisme 8271, ce qui montre gque c’est un sous-module de longueur finie de
H?. On a évidemment 7% < T, ,, et les suites exactes:

HYX, W)
7|
Pt
(10) HA s HYX, W) ——> HE
R l
HeYX, 0)

montrent que T2 ,,/T¢ est isomorphe & Z£71/2%1, 11 en résulte que la suite des
T2 est stationnaire; nous désignerons par 7" sa limite, et nous appellerons la
composanie de torsion de H; la relation T = 0 signifie, en vertu de ce qui précéde,
que X n’a pas de torsion en dimension ¢ — 1. 1l est facile de calculer la longueur
(T du A-module 7'; on trouve:

() UT?) = Sazy? UZE 25 = Samf wiTm(Bg™).

ReMARQUE. Jusqu'd présent, les A-modules H? se comportent exactement
comme les groupes de eohomologie d’un complexe fini K & coefficients dans Z,, les
T jouant le rble des composantes de torsion. Mais, alors qu’il est évident que les
HYK, Z,) sont des Z -modules de type fini (i.e. engendrés par un nombre fini
d’éléments), il w'est nullement évident que les H? sotent des A-modules de type fini.
En fait, ¢’est le cas pour HO qui esb isomorphe & A’ (r désignant le nombre de
composantes connexes de X), eb e’est aussi le cas pour H! si X est normale (cf.
Proposition 4); par contre, ce n’est pas le cas pour le groupe H! d’une courbe de
genre 0 ayant un point de rebroussement ordinaire (ef. n°6). De fagon générale,
je conjecture que tous les HY d’une variété projective non singuliére sont des
A-modules de type fini.

ProrostrioN 2. Supposons que 1 soit un A-module de type fini. Alors son module
de torsion est T et, si U'on pose L¢= HYTY, le A-module I* est un A-module libre,
de rang égal & ULV LY + WL FLT).

Tout d’abord, on sait qu’il existe un entier » tel que 7% = T%, d’ou le fait que
V" est identiquement nul sur 7% comme p = FV, on en conclut que tout élément
de T est anmulé par p*, ce qui montre que 7™ est contenu dans le sous-module
de torsion 7" de He Soit maintenant V' : T'[T¢— T"[T* Vapplication déduite
de V par passage au quotient; vu la définition de 7', application ¥’ est injective;
mais, puisque HY est supposé étre un module de type fini sur Panneau prineipal A,
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le module T est un module de longueur finie, et Papplication ¥~ est alors bijective.
Doit:
¥ T=VTI + T
et, en appliquant ¥,
Vol =y = - -

Puisque NV"H? = 0, on en déduit V*7T' = 0, ot T < T? et T' = T, ce qui
démontre la premiére partie de la proposition.

11 est alors évident que L= HYTY est un A-module libre, de rang égal & la
dimension du %-espace vectoriel LYpl?== LFVL? On a:

dim, (L4 FV LY = [ LY VL) + YV LY FV L8 = (LY VLY + ULYFL9),

puisque V est un semi-isomorphisme de L? sur VL% ceci achéve de démontrer la
proposition. ’

COROLLAIRE. 8¢ H1 est un module de type fini, ¢’est un module libre.

En effet, 7™ est réduit & 0, puisqu’une variété n’a pas de torsion en dimension 0.
~ La Proposition 2 montre que, si H? est un A-module de type fini, LYFL¢
est un module de longueur finie, et il en est de méme de HYFHY, puisque H?
ne différe de L? que par le module de longueur finie 7% Inversement:

PrOPOSITION 3. Si HY FH? est un module de longueur finie, alors H? est un module
de type fini.

L’hypothése entraine que {(VH?/VFH?) < +co, d’ol:

YHYpHT) = IHYVFHY < +o0.

Tl est donc possible de choisir dans H? des éléments x,, - * -, , en nombre fini,
dont les images dans HYpH? engendrent ce module; si H’ désigne le module
engendré par les »; dans HY, on a done:

(12) HY— pH + H'.

Prouvons que H’ — H% Montrons d’abord que H' est dense dans H?, muni de la
topologie définie par les V"H?. Posons M, = HY(H' + V"HY); la relation (12)
montre que M, = p-M,, et, comme M, est un module de longueur finie (puisque
quotient de H¢V"H?), ceci entraine M, = 0, d’ott H?= H' { V"H? pour tout
n, ee qui signifie bien que H' est dense dans H?. Montrons maintenant que H’
est complet pour la topologie induite par celle de HY, ce qui entrainera qu’il esb
fermé, done égal & HY. Posons H, = H' N V"HY les H, sont des sous-modules
de H’ formant une base de voisinages de 0 pour la topologie induite sur A’ par HY;
on a NH, == 0 et les quotients H'[H, sont de longueur finie; comme H’ est un
module de type fini sur Panneau local complet A, il en résulte que la topologie
définie par les H,, est identique & la topologie p-adique de H', définie par les sous-
modules p*H" (cf. [11], p. 9, prop. 2, qui s’étend immédiatement aux modules de
type fini sur un annean semi-local complet); comme H” est complet pour la topo-
logie p-adique, ceci achéve la démonstration.
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CororvatrE 1. Pour que tous les HY, ¢ 2> 0, soient des modules de type fini, il
Jaut et il suffit que les limites projectives des modules HY{X, W  |FH ,) soient des
modules de longueur finie.

Soit 8¢ ==Yim HYX, # ,/F# ,). Par passage & la limite & partir des suites
exactes: -

(3) ---—>HUX, Wn)—ﬁ—;H“’(X, W)= (X, W [EW ) —>HEUX, W)~
on obtient 1a suite exacte:
(14) --°—>HQ£H'1—>S’1—->H‘Z+1—»"'

Si les H? sont des modules de type fini, on a vu que le conoyau de £ est un module
de longueur finie, donc aussi son noyau; la suite exacte {14) montre alors bien que
§¢ est de longueur finie. Inversement, si 8¢ est de longueur finie, il en est de méme du
conoyau de F, et 'on peut appliquer la Proposition 3. .

(Il est facile de voir que les HYX, # ,[F# ,) et les 8% sont des A-modules
annulés par p, autrement dit sont des espaces vectoriels sur k.)

CorOLLATRE 2. Soit q un entier >0; supposons que X n’ait de torsion ni en
dimension ¢ — 1 4 en dimension ¢, ef que Ihomomorphisme

P HYX, 0)—> HYX, 0)

soit surjectif. Alors H est un A-module libre de rang égal ¢ dim HYX, 0).

Puisque X n’a pas de torsion en dimension ¢, on a Z% = HYX, 0) et 'hypothése
faite sur F signifie que F : HYVHY— HYVH? est surjectif. On en déduit aus-
sitdt, par récurrence sur », qu’'il en est de méme de F:HYV"H*— HYV HY,
et, en appliquant le Lemme 1, on voit que FH? = H? Comme X n’a pas de torsion
en dimension ¢ — 1, on a 7%= 0 et H?= L% Le corollaire s’ensuit, en appliquant
les Propositions 2 et 3.

(Nous laissons au lectenr le soin d’énoncer un résultat plus général, sous la
seule hypothése que F : Z¢2 — Z%, soit surjectif.)

6. Un contre-exemple

Soit X une courbe de genre zéro, présentant un point de rebroussement ordinaire
P; nous allons voir que HYX, #") n’est pas un A-module de type fins.

8i X’ désigne la courbe déduite de X par normalisation, Papplieation canonique
X’— X est un homéomorphisme, ce qui nous permet d’identifier les espaces
topologiques X et X', 8i 0 et (0" désignent respectivement les faisceaux des anneaux
locaux de X et de X', on a 0, < O, et 0,= 0, pour x # P; quant & Op, c’est
le sous-anneau de 0% formé des fonctions f dont la différentielle df s’annule en P
(une telle fonction s’écrit done :

F=agF a® + agt® + -+ +;

¢’est la définition méme d’un point de rebroussement ordinaire).
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On obtient ainsi une suite exacte:
(15) 0—->0—>0-—>2->0,

ot 2 est un faisceau concentré en P, et tel que 2p = k. D’oll une suite exacte
de cohomologie:

(16) 0—> HYX, 2) > H(X, 0)—> HYX, 0).

On a HYX, 2)=9%p=1F, et HYX,('y= HYX’, ¢') = 0 (puisque X’ est une
courbe non singuliére de genre 0). Il en résulte que dim HYX, @) = 1, d’ot, par
récurrence sur n, (HYX, #",)) = n; on a d’ailleurs, pour tout entier n, une suite
exacte analogue & (15):

(17) 00— W ,—>W,—>2,—0,

et ’homomorphisme cobord J : H%X, 2,) — HYX, #",) est bijectif. L ’opération
F . W, — W, applique évidemment #",, dans lui-méme, done définit un homo-
morphisme de la suite exacte (17) dans elle-méme; de plus, si f € (PP, la fonetion
Ff=f? a une différentielle identiquement nulle, donc appartient & @p; ainsi,
F applique le faiscean ¥, dans #",, et le faisceau quotient 2, dans 0. Si l’on
considére alors le diagramme commutatif:

HY(X, -@n)—>H1(X, )

rloor]
HYX, .@ﬂ)iﬂl(X, W),

on voit que ¥ : HYX, #",)— HY X, #",) est identiquement nul. Il s’ensuit que
p annule HY(X, #,) qui est done un espace vectoriel sur k, de dimension égale
3 n, d’aprés ce qui a 6t dit plus haut. Quant & H1, limite projective des HY(X, #7,),
c’est un espace vectoriel sur k de dimension infinie (il est topologiquement iso-
morphe 3 Pespace produit k¥, N désignant Pensemble des entiers =>0); ce n’est
donc pas un A-module de type fini.

REMARQUE. La suite exacte (15) s’applique plus généralement & toute courbe
X et & sa normalisée X'; la suite exacte {16) montre alors que dim HY(X, @) n’est
pes autre chose que le “genre” 7 de X, au sens défini par Rosenlicht dans [9]; en
appliquant [14], n° 80, on voit done que le genre arithmétique de la courbe (@ singulari-
tés) X est égal @ 1 — a1, si X est connexe.

7. Le premier groupe de cohomologie d’une variété
projective normale

Soit tout d’abord 4 un anneau commutatif quelconque, et soit
o= (ag, """, Gpq)

un élément de W (4). Nous associerons 3 o la forme différentielle de degré 1
donnée par la formule suivante:

(18) D, (o) = da, ; -+ 02"t da, o + -+ af" 1 da,.
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Lorsque A est un anneau de caractéristique 0, les composantes a(®, a,m s,
e'"1} de « sont définies (cf. [21], §1), et ’on a évidemment:

(19) " Do) == }7:: da\™1,

De la formule (19) on déduit aussités:

(20) D (o« -+ ) = Dyfa) + D, ()

et .
(21) Do f) = Dyfa) - 5" -+ af"™ - D,() mod p.

En vertu du principe de prolongement des identités, la formule (20) reste
valable lorsque 4 est un anneaun de caractéristique p, alors que la formule (21)
est remplacée par la suivante:

(22) Do+ B) = D,(a) - F*1R*1f 4 F1B14 - D ().

Ceci s’applique notamment & ’anneau local 4 == @, d’un point x sur une variété
normale X, et I'on obtient ainsi un homomorphisme

D,: W (0,)—~ QL

en désignant par QL le @,-module des germes de formes différentielles de degré 1
sur X qui n’ont pas de pdle en z (i.e. dont le diviseur polaire ne passe pas par ).
Si Pon a a € FW,(0,), c’est-d-dire si les ay, -+ -, a,_; sont des puissances
p-&mes, on a évidemment D, (o) = 0; inversement, il est classique que la relation
D (@) = da = 0 entraine que a est une puissance p-éme dans le corps %(X) des
fonetions rationnelles sur X; plus généralement, il n’est pas difficile de montrer
{par exemple en utilisant I'opération C de Cartier, cf. n° 10) que la relation

D, (@) = 0 entraine que chacun des a, est une puissance p-éme 87, avee b; € B(X);
mais la relation b? = g, montre que b, est entier sur 0,, done appartient & ¢,, vu
Phypothtse de normalité faite sur X. Ainsi, le noyau de D, est exactement
FW,(0,) et, en passant aux faisceaux, on obtient:

Luvvw 2. L'application D, définit par passage aw quolieni une tnjection du
Juiscewu W JFH, dans le faiscean QO des germes de formes différenticlles dépourvues
de poles.

Supposons maintenant que X soit une variété projective et normale. D’aprés
le Lemme 2, HYX, # ,/F# ,) est un sous-espace vectoriel de HYX, Q), qui
est un espace vectoriel de dimensionfinie (! étant un faisceau algébrigue cohérent);
on en déduit que dim HYX, #", JFW# ,) est bornde pour n—> -}-c0; soit » cetbe
borne, et posons:

g = dim Z% = dim [Tm : H— HYX, O)].
ProrositioN 4. Les hypothises et notations éiant comme ci-dessus, le A-moduls

H == HYX, W) est un module libre de rang g -+ », Uégalité ayant liew si X n'a
pas de torsion en dimension 1,
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Les HYX, # | F# ,) forment une suite croissante de sous-espaces de HY(X, Q)
et il existe donec un entier m tel que Yon ait dim HYX, #,/F# ,) = » pour
7 22 m. De la suite exacte de faisceaux:

oW, W W 0,
on déduit la suite exacte suivante (qui n’est qu’un cas particulier de (13})):
0— HYX, # ,JF# ,)— HYX, ’///'n)!—;Hl(X, W)
Comme HYX, #,) est un A-module de longueur finie, on tire de I:
23) UHYX, # )| FHYX, # ) =v  pourn> m.

Puisque HY/FH? est limite projective des HYX, # ) FHYX, #",), on a aussi
WHYFHY) < v, ce qui, d’aprés la Proposition 3, entraine que HY est un A-module
de type fini. De plus, on sait que 7" =0, d’olt L' == H1, avec les notations du
0°5, et HY/VH?! = Z. ; en appliquant la Proposition 2, on en déduit que H* est un
A-module libre de rang égal & dim Z, + YHYFHY) < g -} », ce qui démontre la
premiére partie de la proposition.

Supposons maintenant X sans torsion en dimension 1. Les homomorphismes

R:HYX, W ) —> HYX, # ,)
sont surjectifs, done aussi les homomorphismes obtenus par passage au quotient
R:HYX, W , ) JFHYX, W ,..)— H\X, # )| FHYX, #",).

Mais, si = = m, ces deux modules ont méme longueur », et il s’ensuit que K est
bijectif; en passant & la limite, il en est donc de méme de ’homomorphisme
HYFPH'— HYX, #,)|FHYX, #",), ¢t Von a l(H1FHY) = »; en appliquant &
nouveau la Proposition 2 on en conclut bien que le rang de H' est égal & g + v,
eqfd.

ReMarqUES. (1) Méme lorsque X a de la torsion en dimension 1, on peut calculer
le rang de HY. On trouve: rg(HY) = g + » — T2 FT?).

(2) La Proposition 4 est encore valable si 'on ne suppose plus que X est normale
mais seulement que les relations @ e k(X), a? € 0, entrainent a € @,; cela suffit
en effet & assurer que #,[F# ", est un sous-faisceau de Q.

§2. CAS DES COURBES ALGHRBRIQUES

Dans tout ce §4, X désignera une courbe algébrigue irréductible, complite (done
projective), sans singularités, définie sur le corps algébriquement clos k&, de caractér-
istique p > 0.

8. Rappel

Montrons d’abord comment les groupes de cohomologie H{X, 0) et HY{X, Q)
s’interprétent en termes classiques (ef. [1]):

Soit K = k{(X) le corps des fonctions rationnelles sur X; nous considérerons
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K comine un faisceau constant sur X (cf. [14], n® 36), contenant ¢ comme sous-
faisceau. On a done la suite exacte:

(24) © 0—>0—>K-—->K|0—0.

Puisque K est un faisceau constant, et que X est irréductible, ona HY(X, K) = 0;

la suite exacte de cohomologie associée & (24) donne done naissance & la suite
exacte:

(25) K- HYX, K|O)— HY(X, 0)— 0.

Cette derniére suite exacte est facile & interpréter. Soit B algebre des répartitions
sur X (cf. [1], p.25); rappelons qu’un élément r € B est une famille {r}, »
ot les 7, sont des éléments de K appartenant & 0, pour presque tout z (i.e. sauf
pour un nombre fini). Les répartitions r = {r,} telles que 7, € @, pour tout »
forment un sous-anneau R(0) de R; celles qui sont telles que tous les r, soient
égaux ¥ un méme élément de K forment un sous-annean de B que I'on peut
identifier & K. On voit tout de suite que B/R(0) est canoniquement isomorphe &
HYX, K|O), et la suite exacte (25) donne donc en définitive un isomorphisme:

(26) RI(R(0) + K) ~ HYX, O).

Nous identifierons en général HY{X, 0) et R/(B(0) 4 K) au moyen de l'iso-
morphisme précédent. On sait ([1], chaps. II et VI) que lespace veetoriel
RBJ(R(0) + K) est dual de Yespace HYX, Q) des formes différenticlles de lere
espéce, la dualité se faisaut au moyen de la forme bilinéaire:

27 {r, 0y = 3, v TS, (r.m).

En particulier, on a dim HYX, 0)) = g, genre de la courbe X.

La forme bilinéaire (27) peut aussi étre considérée comme le cup- produﬂ; de
re HYX, @) et de o € HYX, Q1), & valeurs dans HYX, Q) qui est canonique-
ment isomorphe & k {ce dernier isomorphisme s’obtient de la facon suivante:
4 une classe de cobomologie on associe, comme dans (26), une classe de “répartition-
différentielles” {w,},.x €t, & une telle répartition, on fait correspondre 1’élément
Zcex res (w,) qui appartient & %). C’est 13 un cas particulier du “théordme de
dualité”’, dont on trouvera ’énoncé général dans [13], th. 4.

REMARQUE. Une formule analogue & (26) vaut pour HY{(X, #,), ainsi que pour
HYX, (D)), D désignant un diviseur de X.

9. La matrice de Hasse-Witt
Nous allons chercher 1a matrice de Popération semi-linéaire
F:HYX, 0)— HYX, 0)

par rapport & une base convenable de HY(X, ¢).
Remarquons d’abord que Pidentification (26) transforme F en 1’élévation 3 Ia
puissance p-tme dans R. D’autre part, en utilisant la dualité entre R[(B(0) -+ K)
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et HY(X, QY), on voit qu’il existe g points Py, - - -, P, appartenant 3 X tels que,
sidq, « - -, t, sont des paramétres uniformisants en ces points, les répartitions:

0 six£ P; .
n=fd ob na={y, 50755 1<ige

forment une base du k-espace vectoriel RB/(R(0) -+ K). (Un tel systéme de g
points est parfois appelé “non-spécial”, cf. [1], p. 129.)

Soit 4 = (a,;) la matrice de ¥ par rapport & la base des r,. Par définition, on
a done:

P = izl a,r; mod (R(0) + K), 1L i< g.
Ces congruences signifient qu’il existe des fonctions ¢; € K telles que:
g; =17 — 3iz{ a,r; mod R(0).

En d’autres termes, chaque g, est réguliére en dehors des points Py, -+ -, P, et
admet §,ftf — ayft, pour partie polaire au point P; (6, désignant comme &
Pordinaire le symbole de Kronecker). On reconnait 14 la définition de la matrice
de Hasse-Witt de X (ef. [5]). Nous avons done démontré:

ProrositioN 5. La matrice de F : HY{X, ) — HYX, O) par rapport & la base
des r; (1 L 1< g) n'est auire que la matrice de Hasse-Witt de X.

Nous aurons besoin par la suite d’utiliser la réduction de Jordan de F (cf. [5]
ainsi que [3], n° 10). Rappelons briévement en quoi elle consiste:

De fagon générale, soit F' un endomorphisme p-linéaire d’un espace vectoriel V,
de dimension finie, sur un corps algébriquement elos & de caractéristique p.
L’espace V se décompose canoniquement en somme directe

(28) V=V,@V,

ot ¥, et V, sont stables par F, endomorphisme F' étant nilpotent sur ¥V, et
bijectif sar V,; les dimensions de V, et ¥, seront notées respectivement o(V) et
#(¥). On montre en outre que V, posséde une base ey, - - -, ¢, telle que F(e,) = e,
pour toub ¢; les v € V tels que F(v) = v sont les combinaisons linéaires & coeffi-
cients entiers mod p des e;, et forment donc un groupe fini V¥ d’ordre p° et de
type (p, - -+, p); Pexistence de la base e; fournil également le résultat suivant,
qui nous sera utile plus loin: Papplication 1 — ¥ : V— V est surjective.

Soit V' Pespace vectoriel dual de V. Le fransposé F’ de F est un endomorphisme
p—L-lindaire de V' défini par la formule:

(29) {(Fo,v"y = (v, F'o'Y? pour veV et o € V.
A Ia décomposition (28) correspond la décomposition duale:
(30) V=V,oV,

8i e; désigne la base de ¥, duale de ¢,, on a encore F'e; = e; pour 1 < i < o, et les
o' €V’ tels que F'v' = o' sont les combinaisons lindaires & coefficients entiers des
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¢;; ces v’ forment done un groupe dual du groupe VZ. (On observera que la dé-
composition (30) vaut pour tout endomorphisme p~—llinéaire d'un k-espace
vectoriel de dimension finie, puisqu'un tel endomorphisme peut toujours étre
eonsidéré comme le transposé d’un endomorphisme p-linéaire.)

Ce qui précéde s’applique notamment au cas ot V=H'(X, 0) et V' =HX, Q).
On écrira alors simplement ¢ eb » & la place de g(V) et de y(V); ona g = ¢ -+ ».
Avec les notations de [5], entier o n’est pas autre chose que le rang de la matrice
AAD ... 492,

Le résultat suivant, dii & P. Cartier (non publié), sera démontré au n® 10:

PROPOSITION 6. Pour tout entier m 2> 1, Pimage de Uhomomorphisme

D, :BNX, W  JFW ) — HYYX, QY (cf.n°7T)

est égale au noyau de la m-éme itérée F'™ de F'.

{(Pour m == 1, ce résultat est facile & démontrer directement, et était d’ailleurs
déja connu, cf. [12], n® 6). ’

11 résulte de la prop. 6 que, pour m assez grand, Pimage de D, est égale & la
“composante nilpotente” HYX, O1), de HY(X, (31} et a donc pour dimension ».
Ainsi,- Ventier » défini ci-dessus coincide avec celui défini au n° 7 comme
Sup. dim HYX, # .| F#",); en appliquant la Proposition 4, et tenant compte du
fait qu’une courbe n’a pas de torsion, on obtient finalement:

Prorosrrion 7. Le A-module HYX, #") est un module libre de rang égala g + v =
29 — 0.

En particulier, ce rang ne dépend que de la matrice de Hasse-Witt de la courbe X,
ce qui n’était nullement évident o priors.

10. Une nouvelle opération sur les formes différentielles

Pour démontrer la Proposition 6, nous aurons besoin d’une opération sur les
formes différentielles qui a ét6 définie par P. Cartier dans le cas des variétés de
dimension queleconque. Dans le cas particulier des courbes, auquel nous nous
limiterons, cette opération avait déja été envisagée par J. Tate [17].

Soit # un point de X, et soit ¢ un élément de @, dont la différentielle df ne s’annule
pas en x. On vérifie alors immédiatement que les p fonctions 1, £, « « -, #=—1 forment
une dase de @, considéré comme module sur 0%; en d’autres termes, toute fonction
S €0, sécrit d’une manidre et d’une seule sous la forme:

(31) F=f+ 0+ ...+ aveo f,el,
Les f? sont des combinaisons linéaires des dérivées successives
deflate, 0= k<p—1;

en particulier, on a f%_, = —d? f]di*.

Soit @ = fdt un élément de Q, et posons:

(32) Clw) = fp1dt;
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Popération C : QL — QL ainsi définie est U'opération de Cartier et Tate. On montre
(cf. [17], th. 1) qu’elle ne dépend pas de I'élément ¢ choisi; de plus, en prenant f
dans K et non plus dans @,, on prolonge C en une opération définie sur toutes les
différentielles (régulidres ou non) de X.
Les deux propositions suivantes sont dues & Cartier:
Propostrion 8. (i) Clw; + w,) = Clw;) + Clw,).
(i) O(f*w) = fC(w).
(iii) C(df) = 0.
(iv) O(f7-df) — df.
(v) La suite 0— W JFH ,, ——> Q —-> Q —> 0 est une suite exacte (m > 1).
Les formules (i), (ii) et (iii) résultent nnmedlatement de (31) et (32); pour la
formule (iv), voir [17], Lemme 1. II est clair que € est surjectif, et (v) se réduit
done & montrer gque Ker (C™) = Tm (D,,). Pour m = 1, cela signifie que C(w) =0
= @ = df, ce qui est immédiat sur les formules (31) et (32); & partir de 14, on
va raisonner par récurrence sur m, en utilisant la formule (déduite des formules
() & i) :
(vi) CD, o =D

11 est clair que (vi) entraine que Im (D) = Ker (C™); inversement, soit » € Q1
tel que 0™(w) = 0; vu 'hypothése de récurrence, il existe § € W,,_,(0,) tel que

D,, 18 = C{w); i I'on choisit umn o € Wm(ﬁw) tel que Ro = {3, on aura, d’aprés
{(vi), O{w — D,,a) = 0, d’ol1, d’aprés ce qu'on a vu plus haut, o — D, 0 = df;
en posant alors ¢’ = « + V™ If, on aura bien @ = D, o, cqfd.

ProrostrioN 9. L’homomorphisme G : HYX, Q1) — HYX, QY coincide avec la
transposée I’ de Uopération F.

1l nous faut montrer que, si w est une forme différentielle, et r une répartition,
on a:

Ra pour ae¥ .

m—1

{r?, w) = {r, Cw)?.
Ceci s’éerit, en vertu de (27):
Swex Tos, (Bw) = 3, rres {r,Cw)?,
ce qui résulte de la formule suivante, facile & vérifier:
' (33) res,, (mw)? = res, ('), m étant une forme différentielle queleanque.

La Proposition 6 est maintenant une conséquenece évidente de la Proposition 8,
{v) et de la Proposition 9.

REmarQUE. Comme Va montré Cartier, Popération € peut &tre définie sur les
formes différentielles fermées d’une variété algébrique de dimension guelconque;
pour les formes de degré 1, les formules (i) & (iv) de la Proposition 8 subsistent sans
changement alors que (v) doit &tre formulée de fagon légérement différente (il
faut tenir compte du fait que C et ses itérées ne sont pas partout définies).

11. Classes de diviseurs d’ordre p

Seit G le groupe des classes de diviseurs de X, au sens de Péquivalence linéaire;
soit @, le sous-groupe des éléments d € G tels que pd = 0.
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ProposrTioN 10. Le groupe G, est canoniquement isomorphe aw groupe additif
des différentielles 0 € HYX, Q) qui vérifient Clw) = w. En particulier, ¢’est un
groupe fini d’ordre p°.

(Pour la définition de 'entier ¢, voir n° 9.)

Nous allons tout d’abord définir une application 9 : ¢, — HYX, Q1).

Soit d € G, et soit D un diviseur appartenant & la classe d; puisque pd =0,
il existe une fonction f5= 0 telle que pD = (f); posons w = dfff, différentieile
“logarithmique’ de f. Si ’on change D en un diviseur équivalent D -+ (g), ceci a
pour effet de multiplier f par g%, ce qui ne change pas df/f; donc o ne dépend gue de
d, et peut étre notée 6(d). Enfin, si x € X, I'équation pD = (f) monire que 'on
peut éerire f = tPu, ot u est une unité de 0, d’ott df|f = duju ce qui montre que
dff w’a pas de pdle en x; ainsi 6(d) est bien une différentielle de 1ére espéce.

On vérifie tout de suite que Vapplication § est un homomorphisme injectif de
@, dans HYX, QY. On a de plus 0(d) = df]f, et les formules (ii) et (iv) de la
Proposition 8 montrent que:

O(dflf) = O(f*~* dfff?) = C(f*~* dp)lf = dflf.

Inversement, si une forme différentielle w vérifie I'équation C(w) = w, elle est
de la forme df]f Q’aprés un théoréme de Jacobson ([7], th. 15); si de plus w est
une forme de premidre espéce, ’ordre de la fonction f en un point quelcongue de X
est divisible par p, ee qui signifie que (f) = pD, d'ott w= 0(d), en désignant
par d la classe du diviseur D. Ainsi § est bien un isomorphisme de ¢, sur I'ensemble
des points fixes de C (ou de F', cela revient au méme d’aprds la Proposition 9),
cqfd.

RemarQUES. (1) La Proposition 10 était connue ([12], Satz II) dans le cas
particulier ol1 le corps de base k est la cloture algébrique de F, cette hypothese
permettant d’utiliser la théorie du corps de classes.

(2) La Proposition 10 a ét6 étendue aux variétés normales de dimension quel-
conque par Cartier (le seul point non évident étant de montrer que 1’équation
C(w) = w caractérise encore les différentielles logarithmiques).

(8) On peut dovner de la Proposition 10 une démonstration toute différente,
basée sur la théorie de la jacobienne {cf. n® 19).

12. Exemple: courbes elliptiques
On a alors dim HYX, 0) = dim HYX, Q) = g = 1, et la matrice de Hasse-Witt
de X se réduit & un scalaire 4, Vinvariont de Hasse de la courbe (cf. [4]); il n’est
déterminé de fagon unique qu’une fois choisi un élément de base dans HY(X, 0)
ou HYX, Q). 8i, en caractéristique p = 2, on suppose X donnée sous la forme
de Legendre:
¥ =z —1) (& — 7,

on peut prendre pour élément de base de HO(X, Q) la forme différentielle dzfy,
et Pinvariant 4 est une fonetion P(4) de 1. M. Deuring [2] a moniré que P(1) est
un polynbéme de degré (p — 1)/2 en 1 qui n’est identiquement nul pour aucune
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valeur de p; il n’y a done qu’un nombre fini de courbes elliptiques telles que 4 = 0,
pour une caractéristique donnée.

Résumons les propriétés de X suivant que 4 est nul ou non:

i) 4 £ 0 (cas “général”). On a y =0, ¢ = 1. Le groupe des éléments de X
d’ordre p ap éléments; il existe w € HYX, QY), w £~ 0, avec o = dflf, f € K(X).
Le A-module HYX, #7) est un module libre de rang 1.

(il) 4 =0 (cas “exceptionnel”). On a » =1, ¢ = 0. Le groupe des éléments
de X d’ordre p a un seul élément; toute forme o € HYX, Q) s’écrit w = df,
avec f € B(X). Le A-module HY(X, #") est un module libre de rang 2.

Signalons également que, d’aprés Deuring [2] (resp. Dieudonné [3]), la condition
A # 0 est nécessaire et suffisante pour que Panneau des endomorphismes de X
soit commutatif (resp. pour que le groupe algébrique X soit “analytiquement
isomorphe’ au groupe multiplicatif &,).

§3. REVETEMENTS CYCLIQUES D’ORDRE p" D'UNE VARIETE ALGRBRIQUE

Les n% 13, 14, 15 ci-dessous sont consacrés & diverses propriétés élémentaires
des revétements; dans ces n, la caractéristique du corps de base k est quelconque.

13. Quotient d’une variété algébrique par un groupe
fini @’automorphismes

Soit Y ume variété algébrique, sur laquelle opére (& droite) un groupe fini G;
dans tout ce qui suit, nous supposerons vérifie la condition:

(A) Toute orbite de G est contenue dans un ouvert affine de Y.

Puisqu’une orbite est un ensemble fini, la condition précédente est vérifiée
si ¥ est une sous-variété localement fermée d'un espace projectif: on le voit en
appliquant les Lemmes ¥ et 2 de [14], n° 52.

Soit X I'ensemble quotient Y/@, que nous munirons de la topologie quotient de
la topologie de Zariski de Y'; nous noterons « la projection canonique: ¥ — X.
Si f est une fonction définie au voisinage d’un point z € M, nous dirons que f est
régulitre en x 8i f o 7 est régulidre au voisinage de #~*(x); on définit ainsi un sous-
faisceau @y du faiscean F(X) des germes de fonetions sur X.

Lemme 3. La topologie et le faisceau précédent définissent sur X une structure
de variété algébrique. '

Supposons d’abord que Y soit une variété affine, d’anneau de coordonnées
A, et soit A% ’ensemble des éléments de 4 laissés fixes par G. On vérifie tout de
suite que A% est une k-algdbre de type fini, sans éléments nilpotents, donc est
V'anneau de coordonnées d*une variété affine Z; on montre ensuite, par des raisonne-
ments lémentaires, que Z, munie de sa topologie de Zariski et de son faiscean
d’anneaux locaux, est isomorphe & Y/@, muni de la topologie et du faiscean
définis ci-dessus; ceci démontre le Lemme 3 lorsque Y est affine.

Danps le cas général, I'hypothése (A) montre que l'on peut recouvrir ¥ au moyen
d’un nombre fini d’ouverts affines V,, stables par G. D’aprés ce qui précéde, X est

%
done recouvert par les ouverts affines U, = V,/@, ce qui montre que X vérifie
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Paxiome (VA;) de [14], n® 34. Quant & (VA4y), il résulte de ce que X X X est
isomorphe & (Y X Y)/(@ X G).

Nous ne poursuivrons pas ’étude de Y /G dans le cas général. Signalons seunle-
ment que Y /@ est une variété affine (resp. compléte) si et seulement si ¥ a la méme
propriété (pour les variétés affines, cela résulte de la démonstration du Lemme 3
et du Théoréme 1 de [15]—pour les variétés complétes, cela résulte directement
de la définition donnée dans [15], §4).

Note. Dans la littérature, on trouvera surtout discuté le cas particulier (qui
est le plus important pour les applications) o Y est une variété irréductible et
normale; il en est alors de méme de X qui peut étre identifiée % la normalisée de la
variété des “points de Chow” des orbites de G; inversement, Y est la normalisée
de X dans Pextension des corps de fonctions rationnelles k(Y)/k(M). Pour une
discussion de ce point de vue, of, [8], §1.

14. Revétements

Les notations étant celles du n® précédent, nous dirons que Y est un G-revéfe-
ment de X (ou encore un revétement de groupe de Galois &), si le groupe G optre
sans points fixes sar Y, i.e. si:

yg=1y, ycXY,gelentrainentg =e.

Bien entendu, si X’ est isomorphe 4 X, on dira encore que Y est un revétement
de X",

L’ensemble des classes de G-revétements de X sera noté #1(X, ¢). Comme dans
le cas topologique, ¢’est un foncteur covariant en G et contravariant en X:

(a) Si ¥ est un G-revétement de X, et sif : X' X est une application réguliére,
on a un revétement induit ¥’ de X’ (¥’ est I'image réciproque de A par

fxm:X x ¥Y—>X xX)

D’otr une application f1: 7YX, &) — #XX', G).
(b} Si f est un homomorphisme de G dans un groupe fini 6, on fait opérer G
sur ¥ X @ par la formule usuelle:

(34) .99 = e flo )9

enposant ¥ X o @ = (¥ X @)/G, on vérifie (en se ramenant au cas des variétés
affmes, comme dans la démonstration du Lemme 3) que ¥ X G’ est un
@'-revétement de X. D’oit une application f; : 74X, @) — 7} X, G').

Lorsque G est abélien, on peut appliquer (b) & Yhomomorphisme canonigque
@ X @-> G, d’ott une application de 7YX, G X @) dans #}{X, (). En utilisant la
formule (facile & vérifier):

(35) X, G x H) =YX, ) ¥ «%X, H),

on voit que Pon a défini une loi de composition sur 74X, G); des raisonnements
classiqgues montrent que cetie loi de composition fait de #1(X, @) un groupe
abélien.



44 JEAN-PIERRE SERRE

RemarQUE. Supposons que k& = C et que X soit une variété projective connexe.
En utilisant les résultats de [16], on peut montrer que les revétements de X (au
sens ci-dessus) sont en correspondance bijective avee les revétements topologiques
de Vespace X* que I'on obtient en munissant X de la topologie “usuelle” (cf, [16],
n°® 5). Si @ est un groupe fini, les éléments de 7YX, ) correspondent done aux
classes d’homomorphismes de (X" dans @, modulo I’équivalence définie par
les automorphismes intérieurs de &; si & est abélien, on a ainsi:

77'1(X: G) = Hom (WI(Xh)’ G):
ce qui justifie dans ce cas la notation #(X,G).

15. Espaces fibrés associés & un revéfement

Soit Y un G-revétement de X, et supposons d’aberd que k = C. On peut con-
sidérer ¥ comme un espace fibré analytique principal, de base X, et de groupe
structural le groupe diseret @; si f est un homomorphisme de @ dans un groupe
algébrique H, on déduit de Y, par extension du groupe structural, un espace
fibré analytique principal ¥ X, H, de groupe structural H; cet espace fibré peut
8tre plus simple & étudier que le revétement ¥. C’est la méthode introduite par
Weil ([18], Chap. IIT) lorsque X est une courbe, H étant un groupe linéaire G.L,,(C).

Essayons d’imiter cefte construction dans le cas général. Il est toujours possible
de définir ¥ X 4 H comme la variété quotient (¥ X H)/@, le groupe G opérant
par la formule (34). Le groupe H opére & droite sur Y X 4 H, et ’ensemble quotient
(Y X g H)H sidentifie & X. Mais Y X H n’est pas toujours un espace fibré
algébrigue (au sens de Weil [20], c’est-4-dire localement trivial): le lemme suivant
fournit un critére pour que ce soit le cas:

Levwr 4. Supposons que, pour tout x € X, il existe un voisinage saturé U de
7z}, et une application régulitre 6 : U— H telle que:

(36) 0(y-g) = 0(y)flg) pour yelU e gel.

Alors ¥ X g H est un espace fibré algébrique principal, de base X, et de groupe
structural H.
La question étant locale, on peut supposer que U = Y. Soit alors

a: YXH—-Y XH

Papplication définie par la formule:
37 «(y, k) = (y, O(y)-h)-

Il est clair que « est birégulitre. De plus, en combinant (36) et (37), on voit que
o commute aux opérations de G (en faisant opérer G sur le second ¥ X H par
les opérations de ¢ sur ¥ seulement). Par passage au quotient, o définit donc une
application birégulidre « : ¥ X o H-> X X H, commutant avee les opérations de
H. Ceci montre bien que ¥ X 4 H est un espace fibré algébrique, eqfd.
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Prorostrion 11. L' hypothise du Lemme 4 est vérifiée lorsque H est un sous-groupe
algébrique du groupe linéaire GL, (k) vérifiant la condition:

(R} — 11 existe une seclion rationnelle QL (k)[H — GL (k).

(Cf. [16], n° 20, pour une discussion de la condition (R)).

Soit € X, et soient gy, - -+, ¥, les éléments de 7~Y(x); d’aprés la condition (A)
du n° 13 on peut trouver des fonetions régulidres au voisinage de #—(z) et prenant
aux y; des valeurs données. Si I'on désigne par M, (k) Lalgtbre des matrices
carrées d’ordre » sur £, il existe donc un voisinage ouvert saturé ¥’ de =(z), et
une application régulidre o : V' — M (%) telle que a(y,) (resp ay), 2L i< )
soit la matrice unité (resp. la matrice 0). Posons alors:

0(y) = Zhee alyh)yf(™') pour yeV.

Un caleul immédiat montre que 6': V' — M (k) vérifie (36); de plus, on a
8'(yy) = 1 € GL,(k); il existe done un voisinage ouvert saturé V de =—{z) que
6" applique dans GL, (k).

Mais Ihypothése (R) signifie qu’il existe un voisinage ouvert W de 1'lément
neutre de G'L,(k), saturé pour les translations & droite de H, et une “‘rétraction”
r: W— H telle que:

rlwh)=1rw)yk si weW e heH.

Si l'on pose alors U == §"~YW) et § = r o ¢, Vapplication 8 est bien une appli-
cation réguliere de U dans H vérifiant (36), cqfd.

CoroLLATRE. Supposons que H soit Pun des groupes GL (%), SL,(k), Sp,{%), ou
un groupe linéaire résoluble (par exemple le groupe additif G,). Alors ¥ X o H est
un espace fibré principal algébrique.

Il faut vérifier la condition (R} dans chaque cas. C’est trivial pour GL, (k) et
S L, (%), facile pour 8p,, (k) (cf. [16], n° 20); dans le cas d’un groupe linéaire résoluble,
¢’est un théordme de Rosenlicht ([10], th. 10).

ExempLE. Revéfements cycliques d’ordre premier & p.

Prenons pour § le groupe cyclique ZlnZ, avee (n, p) = 1. A toute racine primi-
tive n-éme de I'unité est associé un isomorphisme f de G daps k* = GL (k).
En appliquant le corollaire & la Proposition 11, on associe & toub revétement
Y € 74X, @) un espace fibré & groupe k*, ¢’est-i-dire un élément f(Y) de HL(X, 0*)
(en désignant par 0% le faisceau des @, groupes multiplicatifs des éléments
inversibles des @,). 8i on suppose X projective, un raisonnement semblable 3
celui de Ia Proposition 12 ci-aprés montre que f est un ssomorphisme de (X, Z|nZ)
sur le sous-grouwpe des éléments d € HYX, O%) vérifiant nd = 0. Lorsque X esh
non singuliére, e groupe (X, 0*) n’est autre que le groupe des classes de diviseurs
de X (cf. [20], §3), et le résultat précédent est bien connu (ef. [8], ol il est déduit
de la théorie de Kummer).

16. Revétemenis cycligues d’ordre p

Soit @ = Z[pZ, 8ilon identifie & au corps premier F,, on obtient un plongement
S de @ dans le groupe additif @, du corps de base k. En appliquant le coroliaire &
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la Proposition 11 & f on fait correspondre & tout G-revétement ¥ de X un espace
fibré algébrique principal de base X et de groupe structural G, autrement dit un
élément de HY{X, ). On a donc obtenu une application canonique

(38) f1: 74X, Z[pZ)y— HYX, O).

Prorosrrron 12. 87 X est une variété prajective, application f, est un isomor-
phisme du groupe 7YX, Z/pZ) sur HYX, O)F, sous-groupe de HYX, O) formé des
lémenis & vérifiant:

(39) FE=¢.

Le fait que f; soit un homomorphisme est facile & vérifier. Cherchons Fimage de
cette homomorphisme. Si Yon note @ :@,— G, Tapplication p(4) = A7 — 1
(i.e. p = F — 1), on a une suite exacte:

S
(40} 0—G— G’“gGE—»O.
Le fait que @  f = 0 montre que 'homomorphisme composé:

(X, G) —f—1>H1(X, 0) —g HYX, 0)

est identiquement nul, ce qui signifie que 'image de f; est contenue dans HY(X,0)* .
Inversement, soit Z un espace fibré correspondant 3 un élément de HYX, O)F,
c’est-a-dire tel que 'espace fibré @(Z) (déduit de Z par @ : G,— () soib trivial.
Le groupe G opére sur Z, et la suite exacte (40), jointe & un raisonnement local
évident, montre que Z/G s’identifie 3 p(Z); si done I'on a une section s : X — fo(Z)
qui identifie X 3 une sous-variété s(X) de @(Z), I'image réciproque ¥ de s(X) dans
Z sera un G-revétement de X, done un élément de #1{(X, G). De plus, on vérifie
facilement que f(Y) = Y X, @, s’identifie canoniquement & Z, ce qui montre
bien que Z e Im (f;).

Reste & montrer que le noyau de fy est réduit & 0 (c’est le seul point qui fasse
intervenir Phypothése que X est projective). Soit done ¥ un G-revétement tel
que f(¥) soit isomorphe 4 X X G ; Vinjection f : G@— G, définit une injection de ¥
dans X X @,; mais X est une variété compléte, done aussi Y, et I'image de ¥
dans le facteur G, ne peut consister qu’en un nombre fini de points (cf. {151, 84,
par exemple). Il en résulte tout de suite que ¥ est trivial sur chaque composante
connexe de X, done aussi sur X tout entier, ce qui achéve la démonstration.

Cororratre 1. Soit o lo dimension de la “composante semi-simple” HYX, 0),
de HYX, 0) (cf. n° 9). Le groupe w (X, Z[pZ) est un groupe fini d’ordre p°.

Cela résulte de ce qui a été dit aun® 9.

CoroLLAIRE 2. Une variété de dimension 2> 2 qui est une infersection compléte
n'a qucun revétement cyclique de degré p non-trivial.

Bn effet, si X est une telle variété, on sait que HYX,.0) = 0, ¢f. [14], n® 78.

ReMarqQue. 8i X n’est pas irréductible, X peub posséder des revétements
localement triviaux; ils correspondent au sous-groupe HY(X, Z[pZ) de HYX, O)F.
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17. Variante
On peut obtenir les résultats du n® précédent par une autre méthode, reposant
sur le lemme suivant:
Levme 5. Solent X une variété algébrigue, G un groupe fini, Y un Q-revéiement
de X, et x un point de X. Désignons par O, 1 anneau des germes de fonctions régulidres

au voisinage de wYz) < Y. L'anneaw O, est un anneau semi-local sur lequel opére
@G, et U'on a:

(41) HYG, 0 =0, e HYG 0)=0 pour q>0.

Le fait que HYG, O) = @, résulte de la définition d’une variété quotient
donnée au n° 13. D’autre part Panneau semi-local @, a pour anneaux locaux les
0,, y € mYx); il s’ensuit (cf. [11], p. 15) que le complété @; de ¢, est isomorphe

au produit des ¢,; comme le groupe G opére sans point fixe sur 7(x), on en déduit,
en appliquant un résultat classique de cohomologie des groupes:

42) HYG, 0)) =0 pour ¢>0.

Mais @, est un module de type fini sur @, (pour le voir, prendre pour Y une
variété affine, et expliciter @, et @), en fonction de 'annean de coordonnées de Y);
il g’ensuit (cf. [16], Annexe, par exemple) que l'on a:

(43) 0, = 0, ® 0, 1e produit tensoriel étant pris sur 0,
Comme &c est un @,-module plat ([16], loc.cit.), on déduit de (43):
(44) HY@, §}) = H(G, 0) Q 0.

Du fait que le couple {0, @y) est plat ([16], prop. 27), les relations (42) et (44)
entrainent HY@G, 0,) = 0 pour ¢ > 0, eqfd.
REMARQUES. (1) La démonstration de (42) montre en outre que I'on a:

@, = @m si a(y) ==

Autrement dit, la projection # est un isomorphisme “analytique”.

(2) En utilisant le Lemme 5, on peut démontrer Vexistence d’une suile specirale
analogue A celle de Cartan-Leray; cetbe suite aboutit & H*(X, @) et a pour terme I,
le groupe bigradué H*(G, H*(Y, O)). Cf. un mémoire de A. Grothendieck &
paraitre prochainement.

Revenons maintenant au cas G = Z/pZ. Comme la fonction 1 € @, a une trace
nulle, la relation H{G, 0,) = 0 entraine 'existence d’une fonction § € &, vérifiant:

(45) 0° =0 -+ 1 (o désignant le genérateur de Z/pZ).

A Téeriture prés, c’est 'équation (36). On remarquera que, si ¥ est irréductible,
0 est un générateur d’ Artin-Schreier de Uextension k(Y )[k(X).

Une fois démontrée Pexistence des fonctions 0, la construction de la classe de
cohomologie & associée 34 Y ne présente plus de difficultés: on commence par con-
struire un recouvrement ouvert {U;} de X, et des fonctions 0, régulidres sur
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V;=a"YU),), et vérifiant (45). Si on pose f,; =0, — 6, dans V, NV, les f;
sont invariants par @, et constituent un 1-cocycle de {U} & valeurs dans le faiscean @,
dont la classe de cohomologie n’est autre que P'élément £ cherché. Les autres
résultats de la Proposition 12 ne présentent pas davantage de difficultés. Par
exemple, le fait que F& = § se démontre en remarquant que les g, = 07 — 0, sont
invariants par ¢, donc forment une 0-cochaine de {U :} & valeurs dans @, dont le
cobord est [ — fo.

18. Revétements cycligues d’ordre p* -

Soit 7 un entier 2> 1, eb soit G = Z/p™Z; on peut identifier canoniquement G
au groupe W, (F,), ef. n° 1. Comme F, se plonge dans %, on a ainsi défini un
isomorphisme f de ¢ dans le groupe W,, = W (k). Ce dernier groupe est un groupe
algébrique, en correspondance biréguliere avee k*; ¢’est de plus un groupe linéaire:
cela se voit, soit directement, soit en invoquant [10], th. 16, cor. 4. On peut done
appliquer & W, le corollaire & la Proposition 11: si ¥ est un G-revétement de
X, Yespace ¥ X W, est un espace fibré principal de groupe structural W,
c’est-a-dire un élément de HYX, #,). Comme au n°® 16, on a done obtenu une
application
(46) S 7YX, Zlp"Zy— HY X, W)

Proros1TION 13. 8% X est une variéié projective,l application f; est un isomorphisme
de 7YX, Z|pZ) sur HYX, #,)¥.

La démonstration étant identique & celle de la Proposition 12, nous ne la répé-
terons pas; indiquons simplement que, ici encore, elle repose essentiellement sur
le fait que I’homomorphisme @ = F — 1 définit par passage au quotient un
isomorphisme de W, /G sux W ,.

Soient maintenant » et m deux entiers, avec # 2> m; on a un homomorphisme
canonique de Z[p*Z sur Z|p™Z, d’olr, d’aprés le n° 14, b) un homomorphisme
WX, Z]p"Z) — 7YX, Z[p™Z); cherchons 'image de cet homomorphisme:

ProrosrTioN 14. Soit o un dlément de wi(X, Z|p™Z) e soit & = fi(a) la classe de
cohomologie qus bui est associée. Pour que o appartienne & Pimage de nY(X, Z[p"Z),
il faut et il suffit que 6, , (&) = 0.

(Pour Ia définition de I'opération de Bockstein 8} ,,_,,, voir n° 3.)

Nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 6. Soit H un A-module de longueur finie, et soit F un endomorphisme
p-linéaire de H. L’ application o — F — 1: H—> H est alors une surjection.

11 existe un entier # tel que Pon ait p"H = 0; nous raisonnerons par récurrence
sur #. Lorsque » = 1, H est un k-espace vectoriel de dimension finie, et le fait
que @ est surjectif est connu (ef. n® 9); le cas général résulte de I'hypothése de
récurrence, appliquée i pH et & H|pH.

Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 14:

Si o est image d'un élément § € #Y(X, Z[p*Z), correspondant & une classe de
cohomologie 7 € HYX, #",)¥, on voit tout de suite que & = Ry, d’oit évidem-
ment &} ,, (&) = 0.
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Réciproquement, soit & e HYX, # ) vérifiant Péquation précédente; il
nous faut montrer que & 8’6erit £ = R""™(x), avee 5y € HYX, # )Y, c’est-a-dire
Fy=m. Or, par définition méme des opérations de Bockstein, la rvelation
O nm(€) = 0 signifie que &= B*™(y'), avec % €HYX, #7,). De plus, la
relation F& =— & montre que B"™Fy — ) =0, ie. Fr' — 75 = V™0 avec
6 ¢ HY{X, # ,_,.)- En appliquant le Lemme 6 & HYX, #",_,,), on peut écrire
0 = F0' — ', et, en posant y = ' — V™F’, on obtient un élément vérifiant les
propriétés requises, cqfd.

CoroLLAIRE. St X n’a pas de torsion en dimension 1, le groupe wi(X, Z[p"Z)
est somme direcle de ¢ groupes isomorphes & Z[p*Z.

(Pour la définition de g, voir Proposition 12, Corollaire 1.}

Désignons par H, le groupe nY(X, Z[p"Z), considéré comme sous-groupe de
HYX, #,); Q’apres la Proposition 14, 'homomorphisme canonique

R*~1:H,—>H,

est surjectif. De plus il est clair que son noyau est VH, ;. On déduit de 13, par
récurrence sur n, que H, est un groupe fini d’ordre »”°; comme il est plongé dans
HYX, #°,), on a p"H, = 0. De plus, le composé:

R 14
H,—~H, ,—~H,

est la multiplication par p (en vertu de la formule FVRE = p et du fait que F
est Videntité sur H,); puisque R est surjectif (d’aprés la Proposition 14), ceci
entraine que H, ; = pH,, et Pon voit done que H, [pH, = H; a p° éléments.
Ceci suffit & prouver que H, est somme directe de ¢ groupes cycliques d’ordre
p", eqfd.

ReMarQUE. Lorsque X a de la torsion en dimension 1 la détermination explicite
de #4(X, Z[p™Z) peut encore se faire de manidre analogue, mais plus compliguée.
Nous nous bornerons & donner le résultat:

Soient Z1, m = 1,2, - - - , les sous-espaces vectoriels de HY{X, () définis par les
formules (6) du n° 3; soit ¢,, la dimension de la “composante semi-simple” de
ZLIZL 4, et soit + la dimension de la composante semi-simple de Z2. Soit H le
groupe abélien de type fini défini par la formule:

(47) H=732 ,(ZjpmZy~{ Z°.

Le groupe wY(X, Z/p"Z) est alors isomorphe & Hom(H, Z[p"Z); autrement, dit,
tout se passe (au point de vue des revétements eycliques d’ordre une puissance de p)
comme si la variété X avait un “groupe fondamental” isomorphe & H.

19. Courbes algébrigues et jacobiennes
Soit X une courbe algébrique irréductible, compléte, et non singulitre. Du fait
que X n’a pas de torsion, le corollaire & la Proposition 14 montre que 71X, Z[p"Z)
est somme directe de o groupes cyeliques d’ordre p™; de plus, d’aprés le n° 9,
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Ventier ¢ est égal au rang de la “composante semi-simple” de la matrice de Hasse-
Witt 4 de X, cest-d-dire au rang de A - A?--- 47" !, On retrouve ainsi les
résultats de Hasse-With [5] et de Schmid-Witt [12].

Soit en outre ¢ : X — .J application canonique de X dans sa jacobienne (pour
tout ce qui concerne jacobiennes et variétés abéliennes, cf. [19]). D’aprés un résultat
(inédit) de Rosenlicht, ’homomorphisme

¢* : HY{J, 0;)— HY{X, O)
est bijectif. D’aprés la Proposition 12 il en est done de méme de
¢t aW(J, Z[pZ)— 7\ X, Z[pZ).

Dans le langage de [8], cela signifie que tout revétement cyclique d’ordre p de X
est “‘du type d’Albanese”.

Nous montrerons ailleurs que tout revétement d’une variété abélienne A4 est
donné par une isogénie B—- A; ce point étant admis, des raisonnements classiques
montrent que 74, Z[nZ) s’identifie au dual du groupe A4, des points e € 4
vérifiant ng = 0. Appliquant ceci & J et utilisant Pisomorphisme ¢*, on en conclut
que 7YX, Z/pZ) est dual du groupe J,, lui-méme isomorphe au groupe @, du
n° 11; on retrouve ainsi le fait que le groupe G, est d’ordre p° (Proposition 10).

20. Un exemple

Prorosrrron 15. Soient G un groupe fini, et v un entter 2>1. Il existe une variété
algébrique Y de dimension r, non singuliére, qui est une iniersection compléte dans
un espace projectif convenable, et sur laguelle le groupe G opére sans poinks fixes.

De plus, dans le cas od r = 2 et G = Z[pZ (avec p = 5), on peut imposer & ¥
" d'étre une surface dans Py(k).

Nous allons construire Y en suivant une méthode due & Godeaux dans le cas
classique:

Considérons une représentation linéaire B du groupe @, et notons # -- 1 son
degré. Puisque G opére linéairement sur 511, il opbre par passage au quotient sur
P = P_(k), et la variété quotient P/G est bien définie (cf. n® 13). Nous allons tout
d’abord montrer comment Pon peut définir un plongement projectif de cette
variété:

Soit 8 la sous-algtbre de KX, - - -, X, ] formée des polynémes invariants par G;
c’est une algébre gradude, qui est de type fini sur k. Nous noterons 8, la composante
homogeéne de degré d de 8, et nous poserons:

(48) 8(d) = X574 S g

Un raisonnement élémentaire (analogue & celui utilisé dans la “normalisation
projective” des variétés) montre que Pon peut choisir d de telle sorte que tous
les éléments de S(d) soient des polyndmes en ceux de S,;. Si Fon gradue S(d) en
considérant 8, ; comme de degré m, ceci signifie que S{d) est une algtbre graduée
engendrée par ses éléments de degré 1, done peut éire considérée comme Pannean de
coordonnées projectives d’'une sous-variété Z de VYespaee projectif P,(k), avec
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8 + 1 =dim S,. 8i Pon choisit une base f,,---,f, de S,, les f, définissent par
passage au quotient une application régulidre f: P— Z.

L’application f est invariante par G et définit par passage au quotient un iso-
morphisme birégulier de P|G sur Z (nous omettons la vérification de ce fait,
qui est pénible, mais ne présente pas de difficulté essentielle). C’est done le plonge-
ment projectif cherché.

Soit maintenant ¢ I’ensemble des points y € P tels qu’il existe g € @, avee
gFeety-g=1y; soit @ = f(@). Les ensembles @ et ¢’ sont des sous-variétés
fermées de P et de Z, de méme dimension. Nous supposerons vérifiée la condition
suivante:

(49) r << n — dim (@).

On observera que P — @ est un G-revétement de Z — @', ce qui montre (en
utilisant la Remarque 1 du n® 17) que Z — @’ est une variété non singulidre.

Soit alors L une sous-variété lindaire de P, (k), de dimension égale & s — n -} 7;
si L est choisie “‘en position générale”, I'inégalité (49) montre qu’elle ne rencontre
pas @'; de plus, elle rencontre transversalement Z, ce qui entraine que l'inter-
section X = Z N L soit une variété non singulitre, de dimension r, et ne renconfrant
pas @' Posons Y = f-1(X); il est clair que Y est un G-revétement de X. De plus,
si L est définie par Pannulation de g4, -- -, g,,_,, combinaisons linéaires des f;, la
variété Y sera définie par Vannulation de ces mémes ¢,, considérés comme éléments
de B[ X, « - -, X ]; soit a I'idéal engendré par les g;; si I’on montre que a n’est autre
que Y'idéal défini par Y, il en résultera bien que ¥ est une intersection compléte.
Or, d’aprés le théoréme de Macaulay, a est infersection d’idéaux primaires g,
correspondant aux idéaux premiers p, associés aux composantes irréductibles
Y, de Y. Soit alors y € Y, et soit @ = f(y) € Z; comme, par hypothese, L est
transversale & Z en w, les g, définissent dans @, des éléments faisant partie d’un
systéme régulier de paramétres (au sens de [11], p. 29); la relation @v == @r montre
qu’il en est de méme dans @, et P’idéal local a0, est done un idéal premier, d’olt
q, = P, pour toub «, ce qui montre bien que Y est une intersection compléte.
Comme Y est non singulidre et connexe (comme toute intersection compldte,
of. [14], n°® 78, Proposition 5, par exemple), on voit en outre que ¥ est érréductible.

La Proposition 15 sera done démontrée si nous prouvons gue 'on peut toujours
choisir une représentation B de @ vérifiant (49), et de dimension 4 dans le cas
r =2, G = Z[pZ, p > b. Or ¢’est immédiat:

{a) Dans le cas général, on prend la somme directe d’un nombre suffisant (r par
exemple) de copies de la représentation régulitre.

(b) Dans le cas particulier r = 2, G = Z|pZ, p 2> 5, on fait correspondre au
générateur de G Pendomorphisme 1 -+ N de %%, oll N est défini par les formules
Ne,) == 054, 0L 1< 2, eb N(gg) = 0. L’ensemble @ est véduit an point de co-
ordonnées homogénes (0,0,0,1), et Yon a r=2,n=3, dim(@) =0, ce qui
vérifie bien Vinégalité (49), cqfd.

RemMarqQuz. La méthode suivie plus haut pour définir un plongement projectif
de P/G a une portée plus générale; en Putilisant, on peut démontrer que, si ¥
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est une variété projective sur laquelle opére G, la variété Y |G est aussi une variété
projective.

Prorosrrion 16. Soit G = Z[pZ, avec p > 5. Soit ¥ la surface de Pglk) dont
Pexistence est affirmée par la Proposition 15, et posons X = Y[G. La surface X est
une surface projective, non singulidre, vérifiant:

(50) HYX, Q) =0 e HYX,0)+0.

Puisque Y est connexe, c’est un revétement non trivial de X, done qui corres-
pond & un élément £ 5£ 0 dans HYX, 0)F. D’autre part, on montre (par le méme
raisonnement que dans le eas classique) qu’il n’y a pas de forme différentielle de
premitre espéee 5~ 0 sur une surface non singuliere de Py(k); done HO(Y, Q1) =0,
et comme HY(X, Q) est un sous-espace de HYY,Q1), il est aussi réduit & 0,
eqfd.

ReMARQUES. (1) En utilisant la suite spectrale du revétement ¥ — X {cf. n® 17),
on peut préeiser (50) et montrer que A%! = dim HY (X, @) est égal & 1; de plus,
Yoperation de Bockstein

B HYX, 0)— H¥X, 0)
n’est pas nulle.

Ceci montre que le “groupe fondamental” H de X, au sens du n°® 18, est iso-
morphe & Z/pZ.

On observera par ailleurs que le groupe des classes de diviseurs d’ordre p de X
est réduit & 0, puisque ce groupe est isomorphe & un sous-groupe de H(X, Q1)
(cf. n° 11). '

(2) Plus généralement, on peut appliquer la Proposition 15 & un p-groupe
abélien G quelconque. On obtient ainsi une variété X — Y/ dont le “‘groupe
fondamental” H est isomorphe & ¢ (cela se voit en remarquant que Y joue e role
d’un “‘revétement universel” de X, en vertu du Corollaire 2 3 la Proposition 12).
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