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Séminaire BOURBAKI
15e année, 1962/63, n° 241 Décembre 1962

FLUCTUATIONS DANS IES SUTTES DE VARIABIES ALEATOIRES INDEPENDANTES
par Pierre CARTIER
I. Historiques

1, Ie jeu & deux personnes.

Nous commencerons notre historique en rappelant les principaux résultats sur
cette question classique et trés étudide du calcul des probabilités (*)e. On trou=-
vera un trés bon exposé dans le livre de FELIER ([7], chape 12 & 14) ; il est 3
noter que, malgré le caractére élémentaire de la question, certains résultats
importants n'ont été obtenus que trés récemmente

Nous supposons que deux joueurs, nommés A et B , disputent une série de n
parties indépendantes (n > 0) ; de plus, & chacune des parties, on suppose que les
chances de gagner sont égales pour A et pour B ; le réglement est le suivant :
3 la fin de clhaque partie, le vaincu verse un certain enjeu, que 1l'on prendra pour
unité, au vainqueur. Soit S~ 1le gain de A & la fin de la série, cl'est-i-dire
le différence A -B ok A (resp. B, ) est le nombre des parties gagnées par
A (resp. B ) ; on a évidemment A +B =n,etilya 2" déroulements possi-
bles de la série. La probabilité que 1l'on ait Sn =k est donnée par la formle

2712 8i k=n=-2j aveec 0gjgn
(1) Pr{S_ =k} = /
0] dans les autres cas.

Ceci est encore velable pour n = O avec la convention S 0 = 0.

D'aprés la loi des grands nombres, le gein moyen par partie jouée, soit S n/n ’
tend vers O lorsque n tend vers 1'infini ; sous la forme faible, cette loi
s'exprime ainsi
(2) lim Pr{lSn/nI <a}l=1 pour tout a >0 .

N0
Par conséquent, pour n trés grand, A /n et B /n sont trés voisins de 1/2,
sauf dans un ensemble de cas de probabilité trés petite. On peut préciser cette
tendance vers 1'équilibre & la limite ; en effet Sn est de 1'ordre de grandeur

*x » s .’

(") Le lecteur non spécialisé trouvera dans 1'Appendice un dictionnaire permet—
tant de traduire un énoncé de calcul des probabilités em un énoncé de la thdorie
de la mesure.
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1/2

de n s et le rapport Sn/nl/ 2 suit & la limite la loi des erreurs de
Laplace-Gauss 3

(3) Lin Br{a < sn/nl/2 < b}= 7% /P exp(= %/2) at (a<b) .

Une question importante est celle des retours & 1'équilibree Il y a retour a
1'équilibre ou égalisation en n parties si Sn = 0 ; ceci ne peut avoir lieu

que pour n pair ; si 1'on pose

un=Pr{S = 0} (n<o0) ,
on aura alors 3
(4 uy, = 28 o )m (2 (g0 ,

quantité asymptotiquement égale a (7|:m)"1‘/2 3 on en déduit

et la théorie des processus de Markov montre immédiatement qu'il y aura presque
slirement {c'est-a~dire avec probabilité 1 ) une infinité de retours & 1!équilibre
sil'on continuele jeuindéfiniwent. Lesinstants 0<T) < T, < eee <T, <T, , de
ces retours & 1'équilibre Sont naturellement aldatoires ; soit Yk = Tk - T4 bour
k22 et Yl = Tl 3 on peut montrer que les variables aléatoires Yk sont indé~-
pendantes dans leur ensemble et qu'elles suivent touteg une meme loi 3 si 1l'on

note fp la probabilité qu'il faille jouer p parties jusqu'a la premidre éga~

lisation, on a fp =0 si p est impair et

(5) o= (=)™ (MR oy L (ms1) .
2m ~ n’/ = %2np = %p i

Il n'est pas difficile d'en déduire la formule

 okelm2m-ky k
(6) Pe{T, = 2m} =2 n )zm (n > k)
qui donne la probabilité d'attendre la partie de rang 2m pour obtenir la keitme
égalisations Une circonstance insolite est que la valeur moyenne du temps qui
s'écoule entre deux égalisations successives est infinie § on doit relier ceci a
un théoréme de Po Lévy qui s'énonce :
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(7 lJ.m Br{T, < i a} = ﬁ/ 1/2 exp(~ t /2) at .

Une forme équivalente est la suivante ; soit Pn le nombre (aldatoire) d'égali=
sia.t%ons réalisées dans une série de n parties ; alors Pn est fezl‘ ordre de
n et non de n comme on pourrait le penser, et de plus P n/n a une loi
limite qui est celle de la valeur absolue d'une variable aléatoire suivant la

loi de Laplace~Gausse

On a aussi beaucoup étudié le probleéme de la ruine ; supposons que B ait un
capital initial c¢ et que le capital de A soit illimité ; 1'instant o3 B se
ruine est le plus petit entier n tel que Sn = ¢ (on suppose que le jeu se
poursuit tant qu'il n'y a pas ruine). On peut montrer que la probabilité que 'B
se ruine est égale 3 1 ;de plws un argument combinatoire simple, df & D. ANDRE,
montre que la probabilité que le jeu s'arr@te 3 la n-iéme partie par la ruine
de B est égale a % ch'{Sn = c}; on en déduit que la durée du jeu est une varia~

ble aléatoire Dc qui suit la m@me loi que I,-c.

Mais ce n'est que récemment que l'on s'est intéressé aux oscillations autour de
1'équilibre, et la menidre dont s'effectuent ces retourse Supposons que A et
B disputent une série de n parties, et que le réglement soit effectué & la fin
de chague partie ; nous noterons Nn le temps pendant lequel B se
trouve en déficit, c'est-a-dire le nombre des entiers 4 tels que 1 <4< n avec
Sy >0 oublen Sy=0 et S, >0.En 1937, P IEVY [10] a établt 2a doi

de 1l'arc sinus :

(8) lin B{N <na’}=2Arcsina (0gagl) .

n-o
En particulier, il y a environ deux chances sur dix pour que B se trouve en
déficit pendant 9/10 du temps de la partie pourvu que 1'on ait n > 50 ; sur
vingt parties, la probabilité que 1'un des deux joueurs A et B ait été en
déficit au moins seize fois est égale 3 O, 68 Ceci n'exclut pas les retours a
1'équilibre, mais montre qu'il est trés peu probable de rester longtemps autour
de 1'équilibre. En 1949, K. CHUNG et W. FELIER [4] ont donné une formule exacte
pour un nombre fini de parties

() Pe{l, = 2r} = (= )P (/33 W e

m=-r
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Un passage a le limite facile permet de déduire la loi de 1l'arc sinus de la formule
(9)s Par ailleurs, soit Cn le nombre de changement de signes, clest-a-dire le
nombre (aléatoire) des entiers k tels que 1 <k <n avec Sk L < 0 et Sk >0,

oubien S, , > 0 et S, <0 .81 p est la partie entiére de (n - k)/2 , on a

Pr{C_ =k} = 2‘“(;‘) d'aprés FELIER.

2« Résultats générauxe.

A partir de 1947, on a commencé & obtenir des résultats portant sur des proces-
sus aléatoires plus générauxs Supposons donnée une suite (Xn) w1 de variables
aléatoires indépendantes de mdme loi ; on pose

SO=O et Sn=X1+...+Xn pour n 21 3

enfin, on note Nn le nombre d'indices i tels que 1 £ig n" et Si 203 si
les Xn ont une moyenne nulle et un second moment fini, Ps ERDOS et M. KAC [6]
ont montré que la loi de 1l'arc sinus est valable pour Nn + Un peu plus tard,

Se ANDERSEN [1] établit le mdme résultat sous 1'hypothése que la loi“des Xn a
une densité f paire (f(- x) = £(x)) ; mais, & 1'inverse de P. ERDOS et M. KAC,
S. ANDERSEN déduit le théoréme limite d'une expression exacte dans le cas fini,

et montre que la probabilité de N,=r est donnée par la quantité Y, U o
sous la seule hypothése d'une denaité paire pour 1lalol des Xn + 3« ANDERSEN étendit lui-
meme ses résultatsen suppriment toute restriction sur 1alod des Xn at obtint :

X
X £k
(10) }k’:Z % woh{N =k} = exp[kgl Fe e B{s, > 0} + B{s,_<0}] .

’d

Les résultats obtenus ensuite concernent la distribution du maximum

(11) M = sup (SO s ose Sn)

et du reng de ce meximum, c'est-d~dire de 1'entier aléatoire Lx; égel au plus
grand indice i pour lequel Mn = Si 3 le principe d'équivalence de S. Andersen
s'énonce 3

(12) Pr{L;l =k} = Pr{Nn = k} .

Mais ce fut la formule de Fo SPITZER [11]

10
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(13) 2 t".E{exp M} = exp[ X %; . Eexp iASL}]
n>0 kel

(on pose max(0, x) = x  pour tout nombre réel x ) qui occasionna le plus

grand nombre de recherches ultérieurese. La démonstration de SPITZER s'appuie sur

un lemme combinatoire dont on a cherché & se débarrasser par divers moyens. En

particulier, J. WENDEL [12] montra que la formule (13) est liée & une décomposi-

tion de 1'algébre des transformées de Fourier des mesures bornées en somme directe

de deux sous-algébres ; un grand nombre de travaux ont utilisé & ce propos la

décomposition d'ane fonction f£ d'une veriable réelle en produit f£(x) = £'(x) £(x)

o £ (respe £~ ) se prolonge en une fonction holomorphe de z = x + iy pour

¥y >0 (respe y < O0) (théoréme de Wiener-Hopf).

Les recherches ultérieures ont porté sur deux questionse Tout d'abord, soient
Ro» By s eee, R les variables aléatoires S_, S, , ees , S rangées par
ordre croissante J. WENDEL [13] et De DARLING [5] ont étudié respectivement la
loi de la variable R . ot celle de 1'indice (aléatoire) L ik égal su plus
petit entier m tel que R, = Sm + Par ailleurs, on a étendu les résultats de
SPITZER au cas d'un processus stochastique (St)t20 stationnaire 3 aceroissements
indépendants (G. BAXTER et Mo DONSKER [3]) ; c'est d'ailleurs dans un probléme de
ce genre que P. LEVY avait rencontré la loi de 1l'arc sinuse les résultats sur le

nombre de changements de signe sont encore fragmentairese

Un exposé récent assez synthétique est dft & G. BAXTER [2]. Dans une note pré-
sentée lors d'un Séminaire tenu cet été & Aarhus (Danemark), De DARLING donne une
formule générale qui contient comme cas particulier presque toutes les formules
connues actuellemente Nous ne traiterons pas des lois limites, car la mailleure
méthode pour les obtenir fait intervenir le processus de Wiener-Lévye

II. Exposé des résultatse

1. Opérations sur les mesurese

On notera En 1'espace numérique réel 3 n dimensions. Quand on parlera d'une
mesure sur ﬁn » il s'agira d'une mesure de Radon réelle bornée, de signe quel-
conquee Si L est une telle mesure, et f une fonction borélienne bornée sur
R%, 1'intégrale

(hy £ =/ £(x) ap(x)

est définie.

11
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: . : il
as Produit tensoriele ~ Si L est une mesure sur R et vV une mesure sur

mn _ om n
B = B« R

noo .
R, il existe une mesure n swr et une seule telle que

H(A X B) = },l(A) V(B)

pour des parties boréliemnes A de ﬁm et B de ﬁn 3 ondit que n est le
produit tensoriel de p et Vv , noté p@v ; on a le théoreme de Lebesgue-
Fubini

(14) [ £(z) an(z) = / [/ £(x, y) au(x)] av(y)

ot z=(x, y) estla variable dans er % et f est borélienne et bornde sur

Rm+n.

be Image d'une mesuree = Soient J une mesure sur R® et F una application

borélienne de R" dans Bn; il y a une mesure vy sur En caractérisée par
v(B) = W™ ()

pour B Dborélien dans ﬁn e On dit que v est 1'image de p par F ; on la
notera F(p) « On a la formule

(15) /Rn £(y) dv(y) = fRn £(F(x)) du(x)

~ an

pour toute fonction borélienne bornée f sur Bn .

. . m .
ce Produit d'une mesure par une fonctione - Sur R~ on suppose donnée une

mesure U et une fonction borélienne bornée g ; il exiiste une mesure W' et
une seule sur ft_m tells que @

(16) J £(x) ap (x) = J £(x) g(x) ap(x)

pour f borélienne bornée. La mesure I s'appelle le produit de g par p et
se note geu o

de Produit de convolution. = Soient p et v deux mesures sur Bn 3 soit S

1'application de ﬁn x §n dans }}n définie par S(x s ¥) = X+ ¥ « On posera
pv = S(u @ v) , produit de convolution de i et v e On a donc par définition 3

12
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(17) J £(z) a(w)(z) = [ [J £(x + 3) du(x)] av(y)

pour f borélienne bornée. Pour le produit de convolution, 1'ensemble des
n \ 3 ) 3
mesures sur R @st une algébre associative et commutative sur le corps R,

admettant pour unité la mesure de Dirac & définie par
J £(x) de(x) = £(0) .

On définit trois ensembles de nombres réels D_= {0}, D = Jo, + o et
D = )~ o, O ; l'indice u aura toujours 1l'une des valeurs 0, + , =« On
note 6, la fonction sur R définie par eu(x) =1 ou O selon que 1'on a
x € Du ou x £ Du ; ces fonctions sont boréliennes et bornées, donc eu.p est
défini pour toute mesure p sur R ; on note J&u 1l'ensemble des p telles

que W= 6 ep 3 comme les ensembles Do ’ D+ et D_ forment une partition de

R , 1'espace vectoriel T des mesures sur R est somme directe de Q“-O ’ Jt!,'_
et . Chacun des ensembles Du est stable par addition ; il en résulte que

l'on a
6,(x + ¥ 8,(0 o,(y) =6,(x) 6 (y) pour x,y dans R ’

et de (16) on déduit alors que chaque ensemble mu est stable pour le produit
de convolution. Il est immédiat que JILO se compose des mesures CeE avec ¢

réele

2. Définitions.
Soit donné un entier n >1 « Nous définirons d'abord un certain nombre de
fonctions sur En . On note x = (xl y soe xn) un vecteur arbitraire dans En .
So(x) =03 Si(x)’—'xl * eee+x, pour 1 ik
M (x) = sup (Sy(x) , -eo , S x))
Ln(x) (respe LI;(x) ) plus petit (resp. plus grand) des entiers i tels que
0<ign et Mn(x) = Si(x) o
N;‘:(x) nombre d'entiers i tels que 1 £ i< n pour lesquels la somme
Si(x) a le signe u (i. e. appartient & D, )e

Il existe une permutation o de {0, 1, 2, «eo , n} telle que i< j soit

. R ( . -
équivalente 3 So'i\x) < So.j(x) ; ou bien Soii(x) = So-j(x) et oed < 0ej 3

13
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cette permutetion est unique, mais dépend de x « On pose
Ln’i(x) = gel et Rh’i(x)=so.i(x) .

On a alors les propriétés :
Rn’o(x) 5Rn,1(x)\< ees <R , (x) = M_(x)

Ln, n(x) = Lx’1(x) .

La relation L .(x) = 0 équivaut a N (x) = i
n,i n

Nous définirons maintenant un certain nombre de mesures dépendant d'une mesure
p sur R:
M= H@eeeap ( n facteurs), mesure sur En .

u
@ = Ou.(p ese ) ( n facteurs pour le produit de convolution) s mesure sur

R+ On a donc la formule

(18) /B. £(e) dag(c) = /Rn eu(x1 4 eee + xn) i‘(x1 + eee ¥ xn) dp(;cl) cee dp.(JSl)

~~

pour f borélienne bornée sur R .

p‘; mesure sur R définie par la relation ( f borélienne bornde)

u

(19) /.13 £{c) dpn(c) = /Au f(xl + oeee 4 xn) dp(xl) ves dp.(xn)
n

o1 les ensembles Ag‘ se composent des vecteurs suivants de ﬁn s

A; : ensemble des x tels que Si(x) >0 pour 1 £ign
A; t ensemble des x tels que Si(x) <0 pour 1<ign
Ag : ensemble des x tels que S i(x) <0 pour 1K

On pose aussi p‘; = €

Nous utiliserons couramment par la suite des séries formelles & coefficients
dans 1'algébre M des mesures sur R, en des indétermindes t , t' , «ee On
donne deux séries U(t) et V(t) & coefficients dans M ; si le terme constant

de U est O et celuide V est e, on posera s

exp U(t) = 2 U(t)%/n log V() =-2 (e = V(t))¥x .
>0

72

14
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Ie terme constant de exp U(t) est & etcelui de log V(t) est nul, et 1l'on a:
exp log V(t) = V(t) log exp U(t) = U(t) .

3. les théorémes fondamentaux.

THIEORE:ME le ~Soient p, q et r 1rols entiers positifs et n=p+ q+ r;
on suppose n =1 « Si B est 1'ensemble des vecteurs x de R® tels que
on _suppose : 21 yQy T ge & lelS que
Ln(x) =p et L;l(x) = p+q, onala formule 3

(20) (ﬁ; p: B s D)= pr’%r £(xy + eee + x) Au(x;) oee dp(xn)

pour toute fonction borélienne bornée f sur R « De plus, on a la formule :

(21) log(e + Z] 2 pg) = - eu.log(s - tep) .

3

Supposons d'abord les entiers p, q , r non nuls. L'ensemble BP QT se
y
compose des vecteurs x de Bn satisfaisant aux conditions suivantes 3

Si(x) < Sp(x) pour 0<i<p
Sj<X) £5,(x) = qu(X) pour p+ 1L j<p+gq

Sk(x)<Sp+q(x) pour p+q+1<k<p+qg+r=n .
On voit immédiatement que ces conditions équivalent a

U:—.(xp, -..,xl)eA+ V= (x

o
a0o® e A
P prl ? > Fpug) €4y

W= (xp"q_,_l y eee Xp'-q+r) € AI' .

En utilisant la définition du produit de convolution, la formule (19) et le
théoréme de Lebesgue-Fubini, on trouve :

(ﬁ; B: By » £) = /R3 flu+ v+ w dﬁ;(u) dﬁg(v) dﬁ;(w)

=/ + 04 £(S,(0) + 8 (V) + 5,(W) ap (V) ag (V) ap (W)

P awvr

= /Bp,%r £( (xp+...+x1)+(xp+l+...+xp+q +(xp+q'_l+...+xn)) dp(x; ) eeodplx ) o

15
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On en déduit 1'égalité (20). Supposons un seul des entiers p, q , r nul :
comme on & fait la convention pg‘ = & , le facteur correspondant peut 8tre omis
dans le produit p'}'; p; ﬁ; 5 la démonstration est alors analogue & la précédente,
mais avec des intégrales doubles et non des intégrales triples. Enfin, lorsque
deux des entiers p, q, r sont nuls, la formule (20) se réduit & la définition

u
des mesures pn o

Introduisons 1'indéterminde t ; multiplions les deux membres de (20) par 4P+I*T

ot sommons par rapport auz triples (p y O, r) d'entiers positifs non tous 3 nuls;
pour n >1 fixé, les ensembles Bp p 8véC P+ g+ r=n forment une par-

4
tition de En s et de plus, on a par définition du produit de convolution

/Rn f(xl 4 ene + xn) dp.(xl) e dp(xn) = °, £) .

-

On obtient finalement la formule

() n(e+ X ﬁﬁ.tn) = 2 plhit= (e - t.p.)"l
u n>1 n>0

puis, en prenant les logarithmes des deux membres, on trouve :
(23) 2 logle + 2 pﬁ %) = = log(e = top) .
u n>1

Comme Sn(x) a le signe u pour x dans Aﬁ s les fonctions f oS et

9 o) © S.) sont égales dans A" ; la formule (19) montre alors que la mesure
u n n
u

Py

nultiplication, la définltion de la série log montre que les coefficients de

est dans mu pour n >1; comme JTLu est un espace vectoriel stable par

la série log(e + X2 p: t%) sont dans T o Le formule (23) exprime donc la
nzl

décomposition de = leg(e = tep) selon M _, W et M_, d'ox (21).
Ce Q¢ Fo Do
Si 1'on explicite la formule (21), on voit qu'il existe une formule polynomiale

indépendante de p , donnant pz en fonction de a‘ll g ese g az s on a en effet s

M e X

eees N

k
(24) ;33: z*(on‘f)k1 (aﬁ) TR ... R

a1 le signe = indique une sammation par rapport aux systémes d'entiers posi-
tifs (k1 s eee kn) tels que Lok, + ek, + eee + Nk = 13 le produit est le

16



FLUCTUATIONS DANS LES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

produit de convolution. Soit ag‘ la masse totale de ag y c'est-d-dire la mesure
pour W de 1'ensemble des X € Hn tels que X 4 eee + X, soit de signe u s
la messe totale b de pn est la mesure pour B du cbne polyédral A

Prenant les masses tota.les das mesures écrites dans (24), on trouve g

bl X

(25) bo = =%( u)kl ( u)kn/ 1 kt1ts n
n._ al XX an kl oo N eoe °

THECREME 2. - Soit n un entier > 1 . Etant donnds des entiers positifs

k,2,m avec £ +m=n et k <n, nous noterons Ck ¢om 1'ensemble des

27=° =2 oA i) g e
vecteurs x de R pour lesquels L (x) =40 .11 ex:Lste alors une mesure
—_ ~ == PR kK

Yk,g, n S R™ caractérisée par la formule :

(26) (Yk,z,m y 8 = /cke ) glx, + eee + Xy 5 Xy g+ eee v X, ) dp ()
9Ly

. ons . 2 \
pour toute fonction borélienne bornée g sur R™ « Nous poserons aussi

u u.,.n
Yo,0,0= € £t B(t)=n§o Boet

pour u=+,4 0, -« On a alors la formule

(27) 3y, 6w = (B () B(se) B8] e [5°(en) BO(tn) B(4gn)] .

L'existence des mesures Yk,z,m résulte du n® II, § 1.

Lorsque p et g sont des entiers positifs de gomme n s on note D le
sous-ensemble de ﬁn formé des x tels que N;(x) = q ; les ensembles = D
forment une partition de Bn et d'aprés le n® II, § 1, il existe des mesure;

6pq sur R caractdrisées par :

28 6 - (XN ]

(28) B =/p £l + eee v x) ap (x)
byq

pour [ borélienne bornée sur R « On posera & =€ o

0,0

. n
Soit x = (xl s ey xn) dans R~ ; nous poserons :

U= (Xa 9 see xl) V= (x£+l 9y oce xn) .
La relation L (x) = ¢ signifie que parmi les entiers 0, 1 , ... s Dyil yen
a k qui verifient s (x) <s (x) ou bien i<y et S, (x) =S (x) s clest-a~

dire 1l'une des condltlons :

17
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i<yg et Si(x) < Sz(x) 3 i>g et Si(x) < Sa(x) .

Ceci se traduit par N;(U) + N‘;(U) + N;(V) = k ; une condition équivalente est
qu'il existe des entiers positifs a, b, c, d avec Ue Da,b s Ve Dc d

14
satisfaisant aux relations :

(29) a+ b= c+d=m a+d=k .

En utilisant la définition (R8) de 6 et en posant g(u, v) = g'(u) g"(v)

dans (26), on obtient immédiatement

=2 6a’b® 6c,d

Y
5t~ o b cyd

o1 @, b, c, d sont soumis aux restrictions (29) ; ceci se traduit par la

formule

(30) vy, Bt e s, 61) @ 8(en , ttw)
K b,m 2

au moyen de la série o(t, t') = 2 & 8 1P,

b
a,b 8

Ilreste 3 déterminer la série é(t s t') o Supposons p>1l et g>1; 1l'en~
semble Dp q S¢ compose des x= (x, xn) dans R (avee X € fl_n-l ) qui véri-

fient l'une des relations suivantes (qui s‘excluent) s
S (x) 0 et N;_l(?c')=q; Sn(x)< 0 et N;_l(?c)zq-l .

I1 en résulte que 1'intdgrale (28) est la somme des intégrales

.o

oo Rl =6)eD)(xy + eee v x) A (%)
Pl,q~=

/D R(S .f)(x1 + ese + X ) d,u (x)
p,q—l

d'oy immédiatement la relation ¢

(31) 5 =(1 -6_).(6p_l’q.p) +0 o8 oH)

Pyq Py Q-1

18
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On montre immédiatement que cette relation est encore velable si p ou q est

nul en convenant que & =0 si p=-1 oo g==1l. Aumoyende lasérie &(t, t9,

on traduit comme suit la, formule (31) 3

(32) 8(b 5 ') = to(l =0 )[ud(t , t1)] + ¢ O_[po(t, t')] + &
ou encore

(33) (1 =0 )[6-tpd] + 0 [0 -t =¢ .

Le relation (31) jointe 3 6 o= E caractérise entidrement les & par
’
récurrence sur p + q , et par conséquent la relation (33) caracterlse la série b

D'aprés le formule (22), on a

“e

B'(4) «B2(1) B7(1) = (& = top) ™

en tenant compte de cette relation, de ce que B°(t) est multiple scalaire.de ¢,
et de ce que B%(t) a ses coefficients dans le sous-espace JTLu de M stable

par multiplication, on montre facilement que 1'on obtient une identité dans (33)
en remplagant &(t , t') par BY(£) .B°(t)oB™(t') ; ces deux séries sont donc éga—

les, et le théoréme 2 résulte de la formule (30).
C. Qo Fo Do

4. Interprétation probabiliste.

Nous supposons donnée une suite de ve ae X (n>1) de mlme loi g { on
suppose que pour tout n >1 , les ve a» X, , eeo, X sont indépendentes.
Toutes les fonctions définies sur ﬁn an §2 fournissent des v. a. par compo=
sition avec 1l'application w - (X1 (W) ;5 ece Xn(w)) de Q dans ﬁn; par abus
de langage, on gardera les memes notations. Par ailleurs, nous poserons :

k
(34) F(t , A) = expl 155,1 X B0 - o (5).exp 125, 1]
k
(35) a(t 5 A) = expl k; L Blo (s,)eexp 25,11 .

D'aprés (21), ces quantités sont les transformées de Fourier de BY(t) B°(t) et
B™(t) respectivements En prenant la transformée de Fourier des deux membres
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de (27), et en utilisant (26) pour g(u » V) = exp(idu + iuw) , on trouve fine-
lement la formule de Do Darling :

n
T I gk pd gt piyg = 8 exp(i2S, + 1p(S -5,))}

030 k,2=0 1,
36 k 1 Lnk "(n-Lnk) s
(36) =2___t E{t t exp(:L?\Rnk + ip.(Sn - Rn.k)) }

= F(st' , N G(t' , A) F(t", ) Glttn , ) .

Cas particuliers :

ae Substitution (t, t', t") »>(u, t, 0)

37 DI ukE{I(Ln’k = n) exp iASn} = F(tu, A) G(t , A) .

Mais 1'événement {Ln k= n} signifie que le nombre des entiers i avec
y
0<ign et 5, €S estégald Xk; sil'on change (X, 5 ooy X) en
(Xn y see Xl) on change {Ln,k= n} en {Nn= k}, (on a posé N = N; + Ng )e
Do (37), on déduit donc 3
(38) I (" BBI(N = 1) exp iAS_} = F(tu s A) G(t, A .
Oks<a 1 .

¥n faisant A= 0, on retrouve la formule (10) 4'Andersen.

be Substitution (t, t', t", A, p) » (L', tt" , t, A, A) »

n
(39) I " T pkoent gryr

00  kt=0 = 0 oxp 185,]

=F(te" , AN F(t, A) G(tt* , A) G(tt" , A) .
Comme le second membre est symétrique en t' et t" , on obtient 3
(40) E{I(Ln’k.—_- 2) sexp i;\sn} = E{I(Ln’z = k) .exp i)\Sn} .
Faisons A= 0 et k=n dans (40) ; on trouve

PI‘{Ln’n= E} = PI{Ln,a = n} H
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mais on a

L =1
nn~ n

et dtaprds ce que. l'on a vu en (a), on a

Pr{Ln’z =n}= BA{N =1t}
On retrouve donc le principe d'équivalence de S. Andersen (formule (12)).

¢s En remplagant, dans (36), t' par tt' , t" par tt" et t par /v,
puis en faisant t = O, on ne garde que les termes pour lesquels k= n 3 dans
£ - 1) — tay o
ces conditions, ona L, = L et Rnk_ M o, dlos
Il'
(41) 2 Eft* P an

d

(n-L))
exp (M + iu(S, = M))}=F(t' , &) G(t" , ) .

La formule (13) de Spitzer résulte alors de la .substiiution
(‘h',t",l,p)—b(t,t,)\,O) .

de Faisons t"=t' et p= O, on trouve une formule de Wendel 3

(42) 2 ¢* 4" Blexp 1M _} = F(tt' , N) F(s' , 0) G(t' , A) G(tt' , 0)
~
ee Supposons que la mesure mx ait une densité paire ;3 on aura alors
PI‘{Sn =0}=0
et par raison de symétrie
1
Fr{S_ > 0}= Br{S < O}=» ’
d'ed
F(t, 0)=G(t, 0) = (1 - 1-.)"1/2 .

Si l'on fait A=p = O dans (36), on trouve facilement :

Tiwe ke 0+

(43) Bl =t} = O CAGDIGDGEE)
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Si 1'on fait A= O dans (38), on trouve
(44) B0 =1 = (- ) (V3 (A

résultats indépendants de la mesure my .

APPENDICE

Le langage des probabilités [9]

A la.base de la théorie se trouve un espace probabilisé (Q y &, Pr) ; autre-
ment dit, Q est un ensemble, ¢ est un ensemble non vide de parties de Q
avec les propriétés suivantes ( @ est une tribu) :

8¢ SL A, A, v.u, A

2 o 0 o+ Sont dans &, il en est de méme de N An .

1
n>l

b, Pour A dans & , l'ensemble Q -~ A est dans & .

a

De plus, Pr est une fonction sur & & valeurs réelles positives telle que
Pr{f} =0 et n.;,'l Pr[An} =1 pour toute partition (An)n;l de  en ensembles a
appartenant & & .

Une partie o de Q appartenant & & s'appelle un événement ; on dit qu'il est
presque sbr si Pr{A}= 1 ; une variable aléatoire (v. a.) réelle est une fonc-
tion réelle X sur Q telle que l'ensemble {X < a} des W vérifiant
X(w) <a soit dans @ pour tout a réel ; 3 tout événement A4, on associe la
ve ae I(A) égaled 1 sur A et a O sar Q- A. On associe & toute Ve ae
positive X un nombre positif E{X}, fini ou non, caractérisé par les reégles s

E{ 2 X }= 2 E{(x } et E{1(A)}= Pr{A} H
n>1 n>1
on dit que E{X} est la valeur moyenne ou espérance de X « Cette définition

s'étend par lindarité au cas des v. ae réelles ou mBme complexes.

Un vecteur aléatoire X dans Rn est une suite (X; , eee , X ) de Ve ae
réelles ; la loi de X est la mesure positive my de masse totale 1 dans R
définie par mx(B) Pr{X™ (B)} pour B borélien dens Rn On dit que les
Ve Qe Xi sont indépendantes si my est de la forme I ® ees ® m, pour des
mesures m; de masse totale 1 sur R (et alors m, = my ).
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Critére d'indépendance 3

(A) Efexp it X+ see ) xn) }= . T Blexp ity xk} (tke R) .

NN

Formule d'intégration

(B) E{f(Xl 9 oee o Xn) }:: /Rn f(xl ) eve xn) d.mx(xl 9 cee o xn)

pour f borélienne bornée sur Bn .

Soient X; , eee y X , oo et U des Ve ae ; on dit que la suite (Xn) tend
presque sfirement vers U si l'ensemble A des w tels que lian(w) = U(w)
vérifie Pr{A} =1 . On dit que (Xn) converge en loi vers U si la suite des

mesures my Sur R tend vaguement vers my e
n

Critéres de convergence en loi @

a. Pour tout nombre réel t , on a

lim E{ exp itXn} = E{exp itU} .
n->oco

be Pour tous les nombres réels a et b avec

a<b et PﬂU:a}: P.l‘{U:b}:O

on a

limPr{a<Xn<b}=Pr{a<U<b} .

N>
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