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Séminaire BOURBAKI
22e année, 1969/70, n° 370 Février 1970

ESPACES DE POISSON DES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

(d'aprés R. AZENCOTT [1])

par Pierre CARTIER

Introduction.

Dans deux mémoires importants, Furstenberg [3,4] a construit certaines com-
pactifications d'un espace riemannien symétrique, et a donné une formule de repré-
sentation intégrale pour les fonctions harmoniques bornées sur de tels espaces,
au moyen de leurs valeurs "A la frontiére". Ces résultats généralisent la formule
de Poisson valable pour les fonctions harmoniques dans le disque unité. Dans le
cours de son étude, Furstenberg est amené 3 étudier les fonctions p-harmoniques
sur un groupe de Lie semi-simple G , c'est-3-dire les solutions boréliennes et

bornées de 1'équation intégrale

£(g) = IG £(gh) au(n) (geq),

ou W est une mesure de probabilité sur G . Ces fonctions s'interprétent comme
les fonctions invariantes pour le cheminement aléatoire de loi p sur le groupe

G , et Furstenberg utilise cette interprétation dans ses raisonnements.

Azencott a repris la question récemment, et étudié systématiquement les
fonctions p-harmoniques sur un groupe localement compact. Il clarifie compléte-
ment la relation entre la frontiére de Furstenberg et la frontiére de Martin, et
caractérise presque complétement les groupes de Lie sur lesquels toute fonction
p-harmonique est constante (cF. cor. du th. 4). Nous n'étudierons pas ici la fron-
tiére de Martin qui nous obligerait A trop de préliminaires probabilistes. L'étude
des fonctions harmoniques sur 1l'analogue p-adique des espaces riemariniens symétri-
ques est A peine commencée (cf. [2] pour le cas de SL(2 ,QP) ) 3 il serait souhai-

table de la développer.
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1. Notations.
G est un groupe localement compact 3 base dénombrable, d'élément neutre e ;
m est une mesure de Haar 3} droite sur G

p est une mesure de probabilité étalée sur G .

Précisons qu'une mesure A sur un espace topologique séparé T est une
application A de l'ensemble des parties boréliemmes de T dans [0 y®] qui
satisfait aux conditions suivantes :

a) si A est la réunion des ensembles boréliens disjoints A (n=21), ona
b
AA) = Z )\(An) ;

b) l'espace T est réunion des ouverts U tels que X(U) soit fini ;
c) pour tout ensemble borélien A C T , le nombre A(A) est la borne supérieure
des nombres A(K) ou X parcourt l'ensemble des parties compactes de A .

On dit que \ est bornée si A(T) est fini, que c'est une mesure de probabilité

si MT) =1 .

Un G-espace T est un espace topologique séparé T sur lequel G agit de
sorte que l'application (g,t) +» gt de G x T dans T soit continue. Un é1é-
ment g de G transforme une mesure A sur T en la mesure g\ telle que
(gN)(a) = X(g—1A) pour A C T borélien. On dit que la mesure A sur T est

quasi-invariante si gA est équivalente 3 A\ pour tout g € G ; cela signifie

que la classe des ensembles \-négligeables est invariante par G . Si A est
une mesure bornée sur G et A' une mesure bornée sur T , la mesure A * \'

est l'image de A ® A' par l'application (g,t) b—» gt de Gx T dans T .

Le produit de convolution X % A' de deux mesures bornées sur G est une

. n . .
mesure bornée sur G ; on note X\ le produit de convolution de n mesures
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égales 3 A (pour n 2 0) . Dire que p est étalée.signifie par définition qu'il

existe un entier n 2 0 tel que pn ne soit pas singuliére par rapport & m .

Il existe alors un entier p 2 0 et un ouvert non vide U de G tel que u,p majore

sur U un multiple constant a.m (avec a>0) de la mesure de Haar m ; on note Sp. la
réunion de tous ces ouverts U .Alors S est un semi-groupe (i.e. est stable par

multiplication). On note aussi T le plus petit semi-groupe fermé contenant e

et le support de p ; ona S CT et TS CS
[ B L

Pour tout espace topologique séparé T , on note ‘G(T) 1'espace de Banach

formé des fonctions réelles continues et bornées sur T

el = sup |£(0)] .
teT

, avec la norme

2. Cheminement aléatoire de loi

Le cheminement aléatoire de loi y est une suite X = (Xn)nzo d'éléments

aléatoires dans G avec la propriété suivante : pour tout n = 1 , la variable

aléatoire X;1_1 Xn a pour loi p et elle est indépendante de Xo y Xy yeeey Xn 1

1
®

On peut construire X comme suit. Notons (Q 1l'espace produit HO Gn avec
n=

-]
G =G pour tout n= 0 . Pour tout g e€ G , on pose Pg = ® m avec T_ = €
n n=0 n o g

et m =p pour n 21 (on note &g la masse unité en g ). Enfin, X
1l'application de Q dans G qui transforme la suite w = (gp)pzo en

gog1 ceeg, . On dit qu'une partie de (2 est négligeable si elle est contenue dans

une partie borélienne A telle que Pg(A) = 0 pour tout ge G . On note IIEIg

1'intégrale correspondant 3 ed .

Pour tout entier n 2 0 , on note En 1l'opérateur d'espérance condition-

nelle par rapport 3 Xo , X1 yeeay Xn . Si F est une fonction borélienne et bornée
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sur Q , la fonction En[F] est de la forme u(Xo,X1,...,Xn) ol u est borélienne

9

. n: . P \
et bornée sur G , et elle est caractérisée 3 un ensemble négligeable prés par la

relation EY[F.H] = Eg[En[F].H] pour tout g € G et toute fonction H de la forme
H = V(XO,X1,...,Xn) ou Vv est borélienne et bornée sur Gn+1 . Une martingale est

une suite de fonctions boréliennes et bornées sur Q telle que

(Hn)n 20

= t .
H En[Hn+1J pour tout n 2 0

On note 6 1'opérateur de décalage dans () transformant la suite (gn)nZ(D

en la suite (hn)nzo avec hO =99, et h = 9,4 Powr n 21 ; ona

X o8 =X pour n 20 . On note A 1l'algébre normée compléte formée des fonc-
tions (réelles) boréliennes et bornées F sur Q qui sont invariantes (i.e. on a

F=Fo®), avec 1a norme ||F|| = sup |F(w)| . Les fonctions nulles presque par-
wen

tout (pour toute mesure e ) appartenant 3 A forment un idéal fermé I , et l'on

pose A = A/T .

3. Fonctions p-harmoniques.

Pour toute fonction (réelle) boréliemne et bornée f sur G , on définit la
fonction borélienne et bornée Qf par
D) ef(g) = J‘G £(gn) du(h) (g eaq) .
On dit que f est p-harmonique si elle est borélienne et bornée et satisfait 3
Qf = f . La propriété markovienne du processus X se traduit par la relation
(@) e Le(x, )] = Qf(X) s
par suite, f est p-harmonique si et seulement si la suite (f(Xn))nz o st une

martingale.
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LEMME 1.- Toute fonction p-harmonique est continue.

Comme p est étalée, on peut choisir un entier p 2 1 tel que la partie

singuliére o de pp par rapport 3 m soit de norme < 1 . Pour tout entier

n 21, il existe alors une fonction m-intégrable w, 2 0 telle que
unp =u em o+ Gn. Supposons que f soit p~harmonique ; on a anf = f, d'ou
n
£(g) = I £(gh) u (h) dm(n) + J £(gh) do (n) (g eG) ;
G G

© 1 AN AN
comme f£ est dans & (m) et u ~dans & (m) , la premiére intégrale est fonc-

tion continue de g ; la seconde intégrale est majorée par ||6Hn|\fH . Par suite,

£ est limite uniforme de fonctions continues, donc continue.
C.Q.F.D.

On note H 1le sous-espace fermé de ¥€(G) formé des fonctions p-harmoniques,

u . R . . .
et H~ 1le sous-espace fermé de H® constitué par les fonctions p-harmoniques uni-

formément continues & gauche.

4. Mesures p-invariantes.

Soient T wun G-espace compact et A une mesure de probabilité sur T , On
dit que N\ est p-invariante si l'ona p * A= kA ; l'existence d'une mesure
p—invariante résulte facilement du théoréme de Markov-Kakutani. Pour toute fonction
borélienne et bornée ¢ sur T

, on définit une fonction borélienne et bornée

ux(w) sur G par

(3) u, (9)(9) = IT e(gt) an(t) = (an,@) (gec) ;

il est immédiat que uk(w) est uniformément continue A gauche si ¢ est continue.

u
Un calcul facile montre ceci : si uy applique ‘€(T) dans H  , alors \ est
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p~invariante ; réciproquement, si A est p-invariante, ux(w) est p-harmonique

pour toute fonction borélienne et bornée ¢ sur T .

LEMME 2.- Supposons que A soit p-invariante. Soit N 1'ensemble des parties

boréliennes A de T telles que M(gA) = 0 pour tout g € G . Il existe une

mesure quasi-invariante e sur T telle que N se compose des ensembles boré-

liens e-négligeables. Si T est une mesure bornée sur G , la mesure T % A sur

T est absolument continue par rapport 3 € .

Soient T, une mesure de probabilité sur G , de support G , et € = mo* A
Si A est une partie boréliemne de T , la fonction g p— X(g—1A) est y-harmonique,
donc continue (lemme 1) ; on a e(A)::IG k(g_1A) dﬂo(g) , donc €(A)=0 équivaut a
x(g_1A):=O pour tout geG c'est-3-dired A e N . Si m est une mesure bornée
sur G, ona (m=» k?(A) = IG k(g_1A) dn(g) = 0 pour tout A e N .
C.Q.F.D.

x -]
Le semi-groupe Tu est le support de la mesure de probabilité m= & 2 n 1un
n=0

et toute mesure p-invariante est aussi m-invariante. Le raisonnement précédent

montre alors que toute mesure p-invariante est quasi-invariante lorsque Tp =G .,

Supposons G transitif sur T , et soit to € T . L'application p : g = gto
de G sur T est alors ouverte. Toutes les mesures quasi-invariantes sont équiva-
lentes et ont pour support T ; leurs ensembles négligeables sont les parties A

de T telles que p_1(A) soit m-négligeable.

LEMME 3.- Supposons que G soit transitif sur T et que A\ soit p-invariante.

Il existe alors un ouvert non vide U de T tel que TMU CU et que A\ coincide

sur U avec une mesure quasi-invariante.
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On conserve les notations n et p . Comme A est

absolument continue par rapport a toute mesure quasi-invariante, un

argument facile montre qu'il existe une fonction m-intégrable positive f sur
G telle que \ = p(f.m) . D'autre part, au moyen d'une partition de l'unité, on

construit une fonction continue bornée ¢ 2 0 sur G telle que SM = {y > o}

et m2y.m .De m* A=\, on déduit A =2 p(¥.m x £.m) ; comme TMSU c SH
on a TMV CcV, si V est l'ensemble des points de G ou ¢ ¥ £ est >0 . Il

suffit alors de poser U = p(V) .

C.Q.F.D.

5. Mesures contractiles.

Soient T wun G-espace compact et A une mesure de probabilité sur T . On

dit que A\ est contractile si toute mesure ponctuelle Et est adhérente 3 1'ensem-

ble des mesures g\ pour g parcourant G . Supposons qu'il en soit ainsi et que T

soit métrisable, et soit t e T . Soit (Vn)n21 une suite fondamentale de voisi-

nages de t ; il existe une suite g de points de G tels que g_A tende
n‘nz21 q n

vers € . Aprés avoir au besoin extrait une suite partielle, on peut supposer

@
qu'ona I AT - g_1V )< ® ; d'aprés le lemme de Borel-Cantelli, l'ensemble N
n=1 n n

des points de T appartenant 3 une infinité des ensembles T - g:Vn est alors

A-négligeable ; pour tout t' e€ T - N, on a alors 1lim gnt' =t .

n—o

Pour que la mesure A soit contractile, il faut et il suffit que 1l'on ait

llux(¢)H = |l¢“ pour tout ¢ € B(T) . Cela résulte du lemme suivant appliqué au

cas ou S est 1l'adhérence de G.\ .

LEMME 4.- Soit

S un ensemble fermé de mesures de probabilité sur T , tel que

sup |(s,9)| = |lp]l pour tout ¢ e B(T) . Alors

S contient toutes les mesures
se S

ponctuelles.
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Choisissons t € T . Soit & 1'ensemble des fonctions ¢ € €(T) comprises
entre 0 et 1 et telles que (t) =1 . Pour tout 9 € & , on a

sup (s,9) = |l¢]l =1, et S est compact ; 1'ensemble scp = {ses | (s,g) =1}
s€ S

est donc compact et non vide. Comme on a S(P c S‘P' pour @ < ¢@' et que ¢ est
stable par borne inférieure finie, il existe une mesure T appartenant a S(P pour
tout @e& . Le support de la mesure de probabilité m est alors égal & {t}, d'ou
T=EL . C.Q.F.D.

6. Représentation intégrale des fonctions p-harmoniques.

THEOREME 1 .- a) Il existe un G-espace compact II et une mesure de probabilité

v sur I tels que u,, soit un isomorphisme d'espaces normés de €(II) sur o

b) La propriété a) détermine le couple (II,v) A un isomorphisme prés. De plus,

la mesure vy sur I est contractile et p-invariante.

c) Supposons que G soit transitif sur I . Si & est une mesure quasi-

. . - . 2 ©
invariante sur II , alors uv est un isomorphisme d'espaces normés de L (H,E)

sur II .

a) Soit F dans A . La fonction f : g +— Eg[F] sur G est borélienne
et bornée. Or ona F o 8" = F car F e A, et IEn[F‘ o 87] = f(Xn) d'aprés une
formule classique. On en déduit que la suite (f(xn))nzo est une martingale,
c'est-3-dire que f est p-harmonique. D'aprés le théoréme de Jessen, on a

(4) F = 1lim € [F] = 1lim f(Xn) presque partout.
N n—o

Comme f = 0 dés que F est nulle presque partout, on a défini une application

linéaire o : & - ¥ de norme <1 .

Soit f' dans B . Comme la suite (f'(Xn))nzo est une martingale bornée,
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le théoréme de convergence de Doob montre qu'il existe une fonction F' € A telle

que F' = 1lim f'(xn) presque partout. D'aprés le théoréme de convergence dominée
Nn—o

et les relations Qf' = £' et Eg[f'(xn)] = Q®¢'(g) , on a alors
(5) £'(q) E9[F ") (g eq) .

D'aprés les formules (4) et (5), l'application linéaire

a: & - ® admet pour

inverse l'application linéaire B : # - & de norme <1 qui transforme £'

en la classe de F' . On a donc prouvé que @ est un isomorphisme d'espaces normés,

Transportons 3 H par « la structure d'algébre de A . Le produit dans ®

est donné par f‘1 * £, = lim Qm(f1 f2) , soit plus explicitement par
n—-ow
. n
(6) (g, % £,)(g) = lim [ £ (gn)£,(gh) du (n) (gea) .
n-»® G

Cette formule montre que #' est une sous-algébre fermée de H , donc une c*-

algébre commutative. Soit II 1le spectre de cette algébre ; l'ensemble des formes

linéaires continues t sur H~ telles que ||t]l =t(1)=1 est convexe et faiblement
compact, et II est l'ensemble faiblement compact de ses points extrémaux. On a un

isomorphisme d'espaces normés u : ‘C(n) - }Lu caractérisé par
(7) o(x) = (ulp),x) (pee@ ,xelc @) );

= u(p)(e) pour

la mesure de probabilité v sur Il est caractérisée par J\ ¢ dv
I

U . . .
(IS B(l’l) . Comme ¥ se compose de fonctions uniformément continues 3 gauche, on

définit une représentation linéaire continue de G dans H° par

(Lgf)(g') =f(g—1g') pour £ dans H~ et g,g' dans G ; l'action de G

sur [l est définie par transposition. Un calcul trivial établit alors u = u, -

b) L'unicité du couple (II,v) résulte facilement du résultat suivant : si

T et T' sont deux espaces compacts, tout isomorphisme d'espaces normés de

e(T) sur ¥€(T') provient d'un homéomorphisme unique de T sur T' . Que Vv
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soit contractile et p-invariante résulte des considérations des n® 4 et 5.

c) Montrons d'abord que u, LQ(H ’ E) - H est isométrique. Comme on a
uv(1) =1 et ||uv||‘as1 , il s'agit de montrer que uv(cp)zo entratne @20
e-presque partout pour toute fonction borélienne et bornée ¢ sur II . Choisissons
xoel'l . Alors l'application g m gxo de G sur I estouverte; par suite, la fonction

Pp X IG £(g) 9p(gx) dm(g) est continue sur II pour £ 2 0 continue A sup-

port compact sur G . Un calcul facile donne alors uv(cpf) 2 0 , donc Pe 20
par a). Vu l'arbitraire de f , on a qp(gxo) 2 0 pour m-presque tout g e G,

donc ¢ 2 0 e-presque partout.

Montrons enfin que u,, : L>(M,e) » ¥ est surjective (1) Comme ¥ se compose
de fonctions continues (lemme 1), on peut le considérer comme un sous-espace du
dual LQ(G,m) de ! (Gym) . Pour fe ! (Gym) , 1la mesure f.m est bornée sur G ;
alors (lemme 2), la mesure (f.m)#*V est absolument continue par rapport & ¢,
donc est égale & v(f).e avec v(f)e L (I,e) . Ceci définit une application linéaire
continue v L1 (G,m) - L‘I (T,e) et u,, est transposée de v ; par suite, l'image par
u, de la boule unité de L7(M,e) est faiblement compacte dans L”(G,m) . Un argument
de régularisation montre que tout élément de ' est limite simple d'une suite uni-
formément bornée d'éléments de }{u , et comme l'image de u,, contient H* , elle est

égaleda H. C.Q.F.D.

L'espace Il construit dans le théoréme 1 s'appelle l'espace de Poisson de

b , et la mesure Vv s'intitule le noyau de Poisson de pu . On ne sait vraiment

étudier que le cas ou [l est un espace homogéne de G .

(1) Cette partie du raisonnement ne suppose pas que G est transitif sur II ,

pourvu que € soit choisie comme dans le lemme 2.
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7. Caractérisation de l'espace de Poisson de .

Nous allons montrer que la mesure de Poisson est universelle parmi les mesu~

res p-invariantes et contractiles.

THEOREME 2.- On suppose que G est transitif sur I , et que A est une mesure

de probabilité p-invariante et contractile sur un G-espace compact T .

a) Il existe une application équivariante continue p : I - T et une seule

telle que p(v) = A . De plus, p est surjective, et G est transitif sur T .

b) Toute mesure p-invariante sur T majorée par A\ 1lui est proportionnelle,

c) Si A est une partie borélienne de T telle que TMA cA,ona AA) =0

ou A(A) =1 .

d) Il existe un point t de T tel que X soit la restriction 3 Su.t d'une

mesure quasi-invariante sur T . §i Z est le support de A\, on a

=85 .x=T .x pour tout x e I .
" n —

a) Par construction, Il est une partie du dual de H? et uy applique
€(T) dans H” . Pour tout x € I , on définit donc une mesure de probabilité
q(x) sur T par <{q(x), @) = (uk(¢), x) pour tout ¢ e €(T) . Alors, q(I)
est un ensemble compact de mesures de probabilité sur T , et comme uy est une
isométrie, le lemme 4 montre que q(lI) contient des mesures ponctuelles. Comme
q est équivariante et que G est transitif sur [l , il existe une application

continue équivariante p : I - T telle que q(x) = Ep(x) pour x eIl .

On vérifie facilement qu'on a X = p(v) et u,(9) = u,p ° p) pour @ € e(T) .
Comme uy et u,, sont isométriques, p est surjective. Enfin, si p' est une
application équivariante de II dans T telle que p'(V) = A, on a

p(gv) = p'(gv) pour tout g e G ; par passage 2 la limite, on a p(ex)= P'(EX)
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pour tout x € [ car v est contractile ; finalement, ona p = p' .

b) Soit A' une mesure u-invariante sur T telle que A' < A . Pour tout
x € I , on définit une mesure q'(x) sur T par {q'(x) ,¢)==(ux,(¢) , X) pour
@ € B(T) . On a évidemment q'(x) < q(x) = ep(x) ; de plus, q'(x) a méme masse
totale que \' , soit ¢ . On a donc q'(x) = c.q(x) , d'ou Uy, = C.uy et fina-

lement A' = C.A .

c) Supposons qu'on ait A(A) > 0 et TH'A C A ., Soit A' la restriction
de N a A (1) . On montre facilement que \' est p-invariante, et comme

ona A(A) =A(A) >0, ona A' =\ par b). En particulier, on a
A(a) = A'(T) = MT) =1 .

d) Soit U comme dans le lemme 3 et soit t € U . Alors, SMt est un ouvert
non vide de T contenu dans U , d'ou X(Sut) > 0 . Les assertions de d) résul-

tent alors de c). C.Q.F.D.

COROLLAIRE.- Soit W' wune mesure de probabilité étalée sur G telle que

T, = Tu . Soit II' 1'espace de Poisson de ' . Si G est transitif sur II et

"

", les G-espaces @I et II' sont isomorphes.

On a Tu,Z C T, donc l'application T > p' * m laisse invariant 1'ensem-
ble des mesures 3 support dans X ; d'aprés le théoréme de Markov-Kakutani, il

existe donc une mesure y'-invariante m ;! O & support dans X . D'apreés le lem-

me 3, il existe un ouvert non vide U de I tel que T U=T ,UCU et que T cofn-
(] (]

cide sur U avec une mesure quasi-invariante. Si t est comme dans d), on a

Z= Sut, donc 1'ouvert V::UfWSut est non vide ; d'aprés c) et d), ona vw(V)=1.

La restriction A de m & V est alors équivalente & Vv et elle est p'-invariante

(1) Nous entendons par 13 la mesure A' telle que A'(B) =A(ANB) pour B borélien
dans T .
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car Tu,V C V . On peut supposer X(H) = 1 . Les considérations du début du n° 5
montrent alors que A est contractile (car Vv est contractile), d'ou par a) une
application équivariante continue p' : [I' - II transformant en A 1le noyau de
Poisson V' de u' ; par le méme raisonnement, on voit que p' a la propriété

suivante :

si (gn) est une suite de points de G telle que gnv' tende vers €

1] ’
d .
alors gnv tend vers EP'(X')
On définit symétriquement une application équivariante et continue
p: I -» II' ayant une propriété analogue. Il n'est alors pas difficile de mon-
trer que p et p' sont deux applications réciproques.

C.Q.F.D.

Disons avec Azencott que le groupe G est de type (T) si G est transi-
tif sur 1l'espace de Poisson de toute mesure de probabilité étalée sur G . S'il

en est ainsi, on voit que l'espace de Poisson de  ne dépend que du semi-groupe

Tp . Furstenberg [3, th. 5.4] a prouvé que tout groupe de Lie semi-simple connexe
et de centre fini est de type (T) . Dans ce cas, Azencott a déterminé compléte-
ment la relation entre Il et TM ; nous énongons le résultat sans démonstration

(1, prop. III.3 et III.4] :

Soit G wun groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini, et soit K.A.N
une décomposition d'Iwasawa de G . On note M 1le centralisateur de A dans X ,
Mo sa composante neutre, et N 1le sous-groupe nilpotent de G opposé 3 N
(correspondant aux racines négatives par rapport 3 A si N correspond aux ra-
cines positives). L'espace de Poisson II de | est alors isomorphe 3 G/?HAN

ou Pu est un sous-groupe de M contenant MC 3 i1 n'y a donc qu'un nombre

fini d'espaces de Poisson 3 isomorphisme prés. Pour tout sous-groupe P de M
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contenant MO , les propriétés suivantes sont équivalentes :

-1
a) il existe m € M tel que Pu C mPm ;

b) il existe sur G/PAN une mesure de probabilité p-invariante et contractile ;

1

c) il existe k € K et ne N tels que kTuk_ n c NPAN ;

d) il existe k € K, n € N et meM tels que kTunm c NPaAN .
De plus, pour tout sous-groupe P de M contenant Mo , 11 existe une infinité
de mesures de probabilité | étalées sur G et telles que II soit isomorphe

3 G/PAN .

8. Périodes des fonctions p-harmoniques.

Un élément h de G est appelé une p-période 3 gauche (resp. 3 droite) si

1'on a f(hg) = £(g) (resp. £(gh) = £(g) ) pour toute fonction p-harmonique f£
et tout g € G . En utilisant le théoréme de représentation intégrale des fonc-
tions p-harmoniques, on obtient immédiatement les critéres suivants

a) le groupe Fu des p-~périodes 3 gauche est l'intersection des stabilisateurs

des points de [I

’
b) le groupe Au des p-périodes 3 droite est le stabilisateur de la mesure Vv

sur I

c) le groupe Fu est le plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans

Voici maintenant le théoréme-clé pour la détermination des p-périodes.

THEOREME 3.- Soit h € G . On suppose que pour [P -presque tout ® e Q , la suite

Xn(w)—1hxn(w) a une valeur d'adhérence appartenant 3 sus;1 . Alors h est une

p-période 3 droite.
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Comme l'espace ¥ des fonctions p-harmoniques est stable par les transla-
tions 3 gauche, il suffit de prouver que l'on a f(h) = £(e) pour f e ¥.
Fixons f dans R . La démonstration du théoréme 1 montre qu'il existe une fonc-

tion borélienne et bornée F sur Q telle que F = lim [f(th) - f(Xn)]
n—-oo

P°-presque partout et qu'on a £(h) - £(e) = ES[F] . I1 suffit donc de prouver
F=0.0n fixe 8§ > 0 dans la suite.

© _r-
On pose T = ZO 27 1pr . On définit une fonction borélienne et bornée g
r=

sur G par
2
(8) a(x) = [ [£(xg) - £(x)]° dan(g) (x e @) .
G
©
Comme f est pr—harmonique, on obtient de suite q = EO 2—r—1[0r(f2) - f2] ,
r=

chaque terme de la somme étant positif. En particulier, on a Q(fz) > f2 et la

suite des intégrales (fz, u?) est donc croissante ; on en déduit

© © P o 1
z EeEQ(X )] = Z <q ] }Jln) = z 2 T 1[1‘ lim <f2 9 p,n> - <f2 ’ uo oo ot ur )]
n=0 n n=0 r=0 n—c

< T or2T )% 2 YfR < e
r=0

-~}
Par suite, la série I q(Xn) converge PS-presque partout sur ( . Pour tout
n=0

x € G , notons A(x) 1'ensemble des g € G tels que |f(xg) - £(x)| <& . D'aprés
s e . v, 2 N .
1'inégalité de Cebicev, on a 8°m(G - A(x)) < q(x) , d'ou la conclusion

(9) lim n(A(Xn)) = 1 P®-presque partout sur Q .
n—®

Remplagons f par la fonction p-harmonique g +— f(hg) dans le raisonne-

ment précédent. I1 faut y remplacer A(x) par 1l'ensemble Ah(x) des g e G tels

1h_1xB(x) , ou B(x) se compose

que |£(hxg) - £(hx)| <8 ; or on a Ah(x) =x
des g e G tels que |f(xg) - £(hx)| <8 . On a donc

- e
(10) lim (Xn1hxnn)(B(Xn)) = 1 P -presque partout sur Q .

n-<
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D'aprés l'hypothése faite sur h et les formules (9) et (10), il existe un
ensemble borélien 06 dans Q tel que Pe(Qé) = 1, qui posséde les propriétés

. N -1
suivantes, ou we Q¢ , X = Xn(u)) et y, = x hx,

a) la suite (yn)r120 a une valeur d'adhérence y appartenant 3 S s~

(T

b) on a 1lim n(A(xn)) =1 et 1lim (ynn)(B(xn)) =1 .

n—® n—o

Comme sus;1 est ouvert, on peut trouver un ensemble infini L d'entiers

positifs tel que Y, € SU‘SIL1 pour n€ L et 1lim Yp=Y - Comme | est éta-
nelL

lée, il existe une fonction ¢ 2 O continue et bornée sur G , telle que

m2 y.m et Su = {¥ > 0} (c£. page 07) ; on définit une fonction continue J>0

-1 1
sur S S ar
S P (")

3 = [ ane(8) ¥0I9) L ¥ anle) (e g,

Comme on a alors 1lim J(yn) = J(y) , il existe un nombre € > O tel que
nel

J(yn) 2 € pour n e L . Quitte 3 retrancher un ensemble fini de L , on a alors

les inégalités suivantes pour tout n € L

m(a(x)) > 1 -¢/2 ,  (y,mMB(x)) >1-¢/2, |int(myml=23(y)2e
on en déduit facilement que A(xn) et B(xn) ont un point commun, d'ou
lf(hxn) - f(xn)l < 28 pour tout n € L . Passant 3 la limite sur n , on obtient

|F(w)| < 26 pour we Qg , et finalement F = 0 vu l'arbitraire de 8

C.Q.F.D.

COROLLAIRE.- On note Z 1le centre de G . On a alors Fu Nz-5g Nz .5Side

plus, on a TM = G , alors toute classe de conjugaison compacte de G est conte-

nue dans Fu , et en particulier Z et tout sous-groupe invariant compact de G

agissent trivialement sur 1II .

(1) La fonction continue A sur G est définie par gm= A(g)m pour geG .
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Ce corollaire se déduit facilement du théoréme 3 et du lemme suivant :

1

LEMME 5.-Ona I <SS 8§
— u (T

On considére un élément h de G n'appartenant pas 3 sps;’ , donc tel que

les ouverts Su et hsu soient disjoints. D'aprés le théoréme de Markov-Kakutani,

. . «© . . 2 z
1'opérateur faiblement continu Q dans L (G,m) laisse fixe un élément f de

1l'ensemble des fonctions comprises entre O et 1 , égalesya O sur S et 3

"
1 sur hSu ( m-presque partout sur G ). On a alors Qf = f m-presque partout.

. n .
Raisonnant comme dans le lemme 1, on montre que Q Pe  tend en tout point de G

vers une fonction f1 telle que pr1 = f1 ; alors f2 = % (£ +Qf +.c0u+ QP_1f)
est p-harmonique, vaut 0 sur SM et 1 sur hsﬂ . Donc h ¢ FH .
C.Q.F.D.

9. Application aux groupes de Lie.

Rappelons d'abord le théoréme de Choquet-Deny : si G

est un groupe locale-

ment compact commutatif et | une mesure de probabilité sur G (étalée ou non),

tout élément du support de p est une période des fonctions p-harmoniques. Le

corollaire du théoréme 3 permet d'obtenir facilement un résultat de ce type : si

G est un groupe localement compact, connexe et nilpotent, et p une mesure de

probabilité étalée sur G , toute fonction p-harmonique sur G est constante

([1], prop. IV.10).

On suppose désormais que G est un groupe de Lie connexe. On note

g son

algeébre de Lie, r 1le radical de g , et R 1le sous-groupe distingué fermé de

G d'algébre de Lie r (1e radical de G ). Rappelons qu'on appelle frontiére de

G tout G-espace homogéne compact sur lequel toute mesure de probabilité est con-

tractile. D'aprés Furstenberg, on sait qu'il existe une frontiére maximale B(G) ,
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dont toute frontiére soit un quotient et que R agit trivialement sur B(G) .

En utilisant les méthodes de Furstenberg, on démontre aussi que, si G est tran-
sitif sur I , alors [l est un revétement fini de B(G) ; de 1a résulte immé-
diatement que R agit trivialement sur II , et que II peut 2tre considéré comme

l'espace de Poisson de l'image de la mesure y dans le dgroupe semi-simple G/k . En

particulier, R est contenu dans le groupe des p-périodes (sous la méme hypothése).

Avant d'énoncer un des résultats fondamentaux d'Azencott, nous aurons besoin
de deux définitions : un groupe localement compact G 3 base dénombrable est dit
de type (T) s'il est transitif sur l'espace de Poisson de toute mesure de proba-

bilité étalée sur G ; une algébre de Lie réelle h est dite de type imaginaire

pur si adh x a des valeurs propres imaginaires pures pour tout x € h .

THEOREME 4.- Soient G un groupe de Lie connexe et R son radical.

a) Si G est de type (T) , 1l'algébre de Lie de R est de type imaginaire pur.

b) Réciproquement, si l'algébre de Lie de R est de type imaginaire pur et si

G/R est compact, alors G est de type (T) .

COROLLAIRE.- Soit G wun groupe de Lie résoluble connexe. Alors, les conditions

suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute mesure de probabilité u étalée sur G , les fonctions

p-harmoniques sont constantes.

b) L'algébre de Lie de G est-de type imaginaire pur.

[N. B. - On conjecture en fait le résultat suivant, plus fort que le th. 4 :
le groupe de Lie connexe G est de type (T) si et seulement si les valeurs pro-

pres de adr x sont imaginaires pures pour tout x € g .]
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Esquissons la démonstration de a). Soient z 1le centre de n = [g, EJ et

p=[n,n] Nz . On montre facilement que p n'est pas nul si 1l'algébre de Lie

I}

n'est pas commutative, et que r est de type imaginaire pur si et seulement
s'il en est ainsi de r/p . Comme le quotient d'un groupe de type (T) est de
type (T) (car toute mesure de probabilité étalée peut se remonter en une mesure

étalée), une récurrence sur la dimension de G raméne au cas ou n est commu-

tative.

On utilise 1l'indice o Pour désigner la complexification d'une algébre de
Lie réelle. Une forme linéaire complexe @ sur Ec est une racine s'il existe
x £ 0 dans n_ avec [v,x] = a(y).x pour tout y e r. - Supposons que r ne
soit pas de type imaginaire pur ; il existe alors une racine « et un élément

d . -
x  de n, tels que Re a(xo) < 0 . Notons E 1le sous-espace complexe de r.

engendré par n. et Xg 0 et posons F = z (ad y - a(y))(gc). La représentation

yer,
adjointe de G définit une représentation linéaire ¢ de G dans L = E/? ,
et le sous-espace Q = EC/F est invariant par G . On définit alors une action
de G sur Q par g.x = &(g)(x + xo) - X . L'élément g, = exp x_ de G

a(x )

agit comme 1l'homothétie de rapport e ° de module <1 sur Q . Soit K 1la
boule unité fermée de rayon 1 pour une norme sur Q et soit U 1l'intérieur de
K . L'ensemble S des g € G tels que gk ©C U est un semi-groupe ouvert, non
vide car g0 € S . On peut alors trouver une mesure de probabilité étalée sur G
de la forme pu = f.m avec f 2 O continue et S = {£ >0} . Comme on a

S.K C K , le théoréme de Markov-Kakutani démontre 1l'existence d'une mesure de

probabilité p-invariante A sur Q de support contenu dans K . Pour toute

fonction continue ¢ 3 support compact sur Q , la fonction
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g I ¢(g.x) dA(x) est p-harmonique, donc invariante par R . Ceci prouve
Q

que la mesure A est invariante par R ; or les éléments de exp n C R agissent
par des translations sur Q , et 1l'un au moins n'agit pas trivialement. Comme A
est A support compact, aucune translation non nulle ne peut la laisser invariante,

d'ou une contradiction.
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