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Séminaire BOURBAKI 431-01
25e année, 1972/73, n° 43 Juin 1973

INEGALITES DE CORRELATION EN MECANIQUE STATISTIQUE

par Pierre CARTIER (*)

INTRODUCTION

Les phénoménes de transition de phase : ébullition de 1l'eau,
fusion de la glace, magnétisation des substances ferromagnétiques,
sont familiers a4 chacun, et tous les cours de physique en contiennent
une description plus ou moins approfondie. Cependant, on est trés loin
de pouvoir les expliquer par les principes généraux de la théorie

atomique et de la mécanique statistique,

Le modéle le plus étudié a été le modéle d'Ising plan, donnant

unc image trés grossiére d'un aimant plan, ou de certains types
dtalliages. On a pu prouver dans ce cas l'existence de transitions de
phase, et 1'on a méme une idée assez précise du mécanisme probabiliste

¢e ces transitions de phase.

Un nouveau courant de recherches s'est développé depuis les
premiers travaux de Griffiths sur les inégalités de corrélation (1967).
Pour la premiére fois, on commence & pouvoir prouver dans des cas assez
généraux des théorémes expliquant l'allure qualitative des courbes de
magnétisation, par exemple, De plus, les inégalités de corrélation ont
permis de gros progrés dans le difficile probléme du passage a la
limite thermodynamique, c'est-a-dire la description probabiliste des

sV
sV
V

[}

témes & une infinité de particules,

(*) Texte révisé en decembre 1973.
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Cet exposé comprend deux parties, Dans la premi2re, nous décrivons
& grands traits le modéle d'Ising plan, nous formulons les inégalités
de corrélation et montrons comment ces inégalités permettent d'expli-
quer le comportement qualitatif des phénoménes de magnétisation. La
seconde partie contient la démonstration de trois inégalités qui
entrainent les inégalités de corrélation utilisées dans la premiére

partie,

B 1. Le modele d'Ising en Mécanique Statistigue.

1. Rappelons pour commencer les principes généraux de la Mécanique
Statistique. Notons J 1la constante de Joule (&quivalent mécanique

de la chaleur) et k 1la constante de Boltzmann. Si un systéme thermo-
dynamique passe d'une configuration S1 & une configuration S2 s
ltaccroissement d'entropie est (k/J).log P]/P2 , OU Pj est la pro-
babilité de la configuration Sj (loi de Boltzmann). En particulier,
si la transformation thermodynamique se fait & température constante

T , ltaccroissement d'entropie est égal & (EZ"EI)/JT , la diffé-
rence entre l'énergie interne finale E2 et 1l'énergie interne initiale
E; correspondant & la quantité de chaleur regue. On est donc conduit
avec Gibbs & postuler que la probabilité d'une configuration

d'énergie E est proportionnelle & e B/KT

Précisons le postulat de Gibbs dans le cas particulier d'un

systéme mécanique hamiltonien & un nombre fini n de degrés de

liberté. L'espace de configuration est une variété différentiable M

de dimension n , 1l'espace des phases X est le fibré cotangent T*M

ge i1 . Il existe sur X une forme différentielle a de angré 1 ,

caractérisée par la propriété suivante : si f est une forme différen-
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tielle de degré 1 sur M , correspondant a la section s du fibré X
de base M , alors f est l'image réciproque de o« par s . Posons

w = da et notons v 1la puissance extérieure d'ordre n de w .

La quantité physique "énergie" correspond a une fonction H sur X,
l'hamiltonien du systéme. Il existe un unique champ de vecteurs ¢ sur
X tel que i(f)w = -dH , et les évolutions possibles du systéme au
cours du temps correspondent aux courbes intégrales du champ de

vecteurs £ .

-H/kT v

La fonction de partition de Gibbs est définie par Z =J.e
X

Si cette intégrale est finie pour toute valeur T de la température
(ce qui est presque toujours le cas), on définit la mesure de Gibbs

'Ie'H/kTv ; c'est une mesure de probabilité

u sur X par dp = 2
sur X , et la moyenne thermique d'une fonction F sur X est donnée
par la formule

(1 <F>= 27 [ FeWET
X

Toutes les quantités thermodynamiques : entropie, pression, potentiel
chimique,... sont définies a partir de telles moyennes selon des

régles universelles.

2., Un des modéles les plus étudiés en Mécanique Statistique est le

modele d'Ising, dont nous décrirons la version plane, et qui fournit

une description simplifiée des phénoménes de ferromagnétisme, Choisis-

sons une origine dans le plan, et notons L un réseau carré, c'est-
a~dire l'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers
de deux vecteurs orthogonaux a et b de méme longueur ; on prendra
cette longueur comme unité, On suppose qu'en chacun des points x du

réseau L (appelés "sites") se trouve un atome, dont le spin mesuré
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dans une direction donnée ne prend que deux valeurs 1 et =1 ., Ce
spin crée un moment magnétique atomique, et l'on ne tient compte que
des interactions entre les moments magnétiques de deux atomes situés

a la distance 1 ,

Soit A une partie finie de L ; dans un champ magnétique

extérieur B , l'énergie de la partie A du systéme est de la forme

Jd
(2) H =-B.ZU -3 o o .
A T N é%% Xy
On a noté ¢ le spin au site x et la somme double est étendue

X
aux couples ¥ , ¥ tels que X=-Y soit de longueur 1 ; la constante

J est supposée >0 , Une configuration du systéme dans A est une

fonction qui associe a chaque site dans A une valeur 1 ou -1

du spin. L'ensemble de ces configurations sera noté Q ; il a a'A'

éléments, si 1'on note |A| le nombre d'éléments de A . Si R est
une configuration et x un site, on note ax(R) la valeur du spin
en x dans la configuration R ; autrement dit, oy est interprété

comme une fonction sur QA, et il en est de méme de l'hamiltonien HA
d'aprés (2). Enfin, pour toute partie A de A , on pose
g = l’l o .
A xed X
Si T est la température et si B = 1/kT , la fonction de parti-
- 4
tion de Gibbs est donnée par Z = 3 e~ PHAR) | ot 14 probabilité

REQA -1 = BH (R)
de se trouver dans la configuration R est égale & Z 'e A . La

moyenne thermique d'une quantité physique correspondant & la fonction

F sur Q, est donc donnée par la formule

A
-BH, (R)
(3) <F> = 71 > F(R).e Bl ( .

3. Venons-en aux inégalités de corrélation pour le modéle d'Ising ;

elles ont été démontrées en 1967 et 1968 par Griffiths, Kelly et
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Sherman et sont habituellement désignées par le sigle GKS . Pour

. *
toute partie A de A , posons ok =0, <°h>A et notons <o‘1...ah A
la valeur moyenne du produit 6 ...GA (valeurs moyennes tronquées, On a

évidemment <°h>i = 0 ; pour p=2,3, on obtient les cas particuliers (*)

T
(y) <Oy0p> 4 = <0p0p>) = <0y >y <0p>,
t
(%) <0,0p0; >4 = <OR0p0c > * 2 <°_A>A<°_B?\<°-C>A

- <% 7\<°-B°-C7\- <O_B?,\<O'AO’C>[\ - <O'C >A<O'AO'B>/\.

Les inégalités GKS sont valables dans le cas plus général
ol 1l'hamiltonien est de la forme
(6) %\ = -2 Iy 0 (J,20 pour toute partie
A deA )

la valeur moyenne étant toujours définie par la formule (3) . On a

alors
(7) <op> 2 0
(8) <0‘A0'B->1t >0

Nous donnerons plus loin la démonstration d'inégalités encore plus
générales,

I1 existe une autre inégalité de corrélation, démontrée par
Griffiths, Hurst et Sherman, et désignée par le sigle GHS. Elle est
valable pour les hamiltoniens de la forme

(9) - :
= - : J o - = J
A ;é% XX 2: Xy %% y

(*) Ces cas seront les seuls utilisés dans la suite ; lorsque
P >4 , la définition des moyennes tronquées donnée ici ne coincide pas

avec la définition usuelle en Mécanique Statistique.
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avec des constantes Jx >0 et nyzo , en particulier pour le
modéle d'Ising avec un champ extérieur B=0 . Voici 1'inégalité GHS
t

(10) <0,0,0, >A <0 .

La variation d'une valeur moyenne par rapport & un paramétre
extérieur u tel que la température T , le champ magnétique
extérieur B , la constante de couplage J , etc..., est donnée par
le corollaire suivant de la définition (3)

3 <P (- - 2 (-
(1) E<F>A'<F'6u( BH)>A <F>A<6u( ﬁH)>A.

On en déduit immédiatement les deux relations suivantes pour H, de

la forme (6)

(12) 2 o> - B< oy0, > ¢ ,-——-a-a—— <oy >= B2 <oyon0.>
dJp  BA AB “A 3J 40Jp CA AB"C” A

Dans le cas du modéle d'Ising avec B =20, on a <U;‘>AZO
d'aprés (7) ; ceci signifie que le spin en un site quelconque x a
une probabilité au moins égale a4 % d'étre dirigé dans le sens du
champ extérieur. Lorsque B = O , la mesure de probabilité de Gibbs

est invariante par le changement Oy 7 = 0y (pour tout site xeA) ;

on a par suite <g et 1'inégalité (8) se réduit a

X>A= 0

<g_0 = 0 , Autrement dit, le spin en un site x prend les deux

S
valeurs 1 et -1 avec la méme probabilité + , et si x et y sont

deux sites distincts, la probabilité que o, et ¢ aient méme signe

X y
est au moins égale & % . Cette tendance a l'alignement des spins est

conséquence de l'hypothése J > O du ferromagnétisme.

4. Le passage & la limite thermodynamique consiste & faire tendre

en un sens convenable l'ensemble fini A CL vers l'infini. On
définit une configuration du systéme infini L comme un élément de

l'espace produit Q = {1,-1 }L ; pour la topologie produit des topologies
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discrétes des facteurs, l'espace (! est compact et métrisable. Un
état (thermodynamique) du systéme est une mesure de probabilité sur
l'espace  (définie sur la tribu borélienne de Q ). Si un tel état
u est fixé, on pose < F>-= Jé F du  pour toute fonction mesurable
F sur Q@ . Si A et A' sont deux parties finies de L , telles
que A D A' , on a l'inégaliteé
(13) > (—1)‘BHAW<GB> 2 0 ;

BCA

4l fois la probabilité que

en effet, le premier membre représente 2
tous les spins aient la valeur 1 dans A - A' et la valeur -1 dans
A' , Réciproquement, si 1l'on se donne pour toute partie finie A de L
un nombre <g,> avec <0,>=1, et que les inégalités linéaires (13) soient

satisfaites, il existe une unique mesure de probabilité pu sur Q telle

que <0, >= f°h dp  pour toute partie A .

Le groupe des translations du réseau L agit de maniére naturelle
sur l'espace () et donc sur l'ensemble des états £ ; l'ensemble
des états invariants par translations est convexe et compact pour la
topologie vague ; ses points extrémaux sont les états ergodigues du
systéme,

Physiquement, un état d'équilibre est un état dans lequel toute
partie finie A de 1 est en équilibre sous l'action du champ
magnétique créé par les sites extérieurs a A ; voici la fqrmulation
mathématique précise de cette condition, due a Dobrushin. Notons
0A 1l'ensemble des sites n'appartenant pas & A , mais qui se trouvent

4 la distance 1 d'un site appartenant a A ; comme les ensembles

finis A et O0A sont disjoints, on a une identification naturelle
de SE\X QOA avec l'espace de configuration QAUOA , et 1'on notera

R.S 1la configuration sur obtenue en juxtaposant la configu-

QAUaA
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ration R sur A et la configuration S sur OA . Par opposition
avec la loi de probabilité "libre" sur QA définie a la fin du n° 2 N

une loi de probabilité de Gibbs avec conditions aux limites est une

loi de la forme

(14) m(R) = 2. cg exp - BHy o, (RS)  (pour R dans @),

SeQ
dA
avec des constantes positives Cg - Un état d'équilibre du systéme

L est une mesure de probabilité sur  dont la projection sur S)A est

de la forme (14) pour toute partie finie A de L .,

Par définition, une phase thermodynamique est un état d'équilibre
ergodique ; par application des théoré@mes de représentation intégrale
de Choquet, on montre que pour tout état d'équilibre p invariant par
translation, il existe une unique mesure de probabilité = sur
l'ensemble ¢ des phases thermodynamiques telle que u :j&t.dw(t) H
autrement dit, u est un mélange de phases thermodynamiques., Il se
peut qu'une phase thermodynamique ne soit pas un point extrémal de
l'ensemble des états d'équilibre extrémaux, qui ne sont plus
invariants par translation ; on dit qu'il y a alors brisure de
symétrie (*).

Les inégalités de corrélation GKS permettent de définir deux
états d'équilibre invariants. Tout d'abord, les moyennes "libres"

étant définies comme dans (3), on a <:GA>A5‘<OA >y S 1 lorsque

(*) La définition des phases thermodynamiques dépend du groupe de
symétrie envisagé ; dans le modéle d'Ising plan, on peut par exemple
ajouter aux translations le renversement de tous les spins, et ceci

modifie effectivement les phases.
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ACAC Av; en effet, on passe de lthamiltonien HA' & l'hamiltonien

HA en supprimant certaines paires de "liaisons" Jo_xo—y y Ce qui
revient a4 annuler certaines constantes JA dans un hamiltonien gé-

néral du type H = -2 J,0, ; or les formules (8) et (12) montrent
A' ACA' A A

que <0 >, est fonction croissante de toutes les variables Jg .

Comme les inégalités (13) se conservent par passage & la limite, il

existe un état = caractérisé par

(15) fO' der = sup <0, > .
o A KL ATa
Pour toute partie finie A de L , soit e la configuration
sur A telle que ax(eA) = 1 pour tout x dans A . Les moyennes
"de Dirichlet" sont définies par la formule
2
RGQAF(R)'exP BHAUaA(R.eA)

- (3H R
’ Rze 0, %P BHA yg p (Reey)

De maniére intuitive, on aligne les spins de OA par un champ
magnétique trés fort dans OA . En utilisant comme plus haut les
inégalités GKS , on établit 1'inégalité <°_A>D,A 2<°_A>D,A'
lorsque AUGA CA CA'. L'état m est alors défini par

a7 fQ oy dmpy = j]&an]_,< O—A>D,A .

Avec ces définitions, = et 7T, sont des états d'équilibre invariants.

5. Les inégalités de corrélation permettent de donner une description

qualitative des phénoménes de magnétisme. Nous considérerons 1l'état

T défini ci-dessus et nous poserons < F>= L’E Fdm ; il est immédiat

que les inégalités (7), (8) et (10) du n® 3 passent a la limite.

Dtaprés l'invariance par translation de n il existe un nombre
t)
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M = M(B,T) tel que » <o,>= |A|].M pour toute partie finie A

de L ; il mesure la :Eg;étisation du systéme & la température T

et dans le champ extérieur B . Les inégalités GHS et GKS entrainent
alors les résultats suivants :

a) A champ B constant, la magnétisation M(B,T) est fonction
décroissante de la température T .

b) A température T constante et lorsque l'on a B >0 , la magné=
tisation M(B,T) est fonction croissante et concave du champ
magnétique B .

Enfin, la formule M(-B,T) = =-M(B,T) résulte de l'invariance de 1l'état

m par renversement des spins.

On montre aussi que 1l'on peut définir 1'énergie libre p(B,T)
par la limite de |A| '1.105[ 2:9 exp - BHA(R)] lorsque A tend vers
1'infini en un sens convenab?éz(on peut prendre par exemple des carrés
concentriques), En appliquant le théoréme de Lee-Yang (cf. le livre
de Ruelle) et le fait qu'une limite uniforme de fonctions holomorphes
sans zéros ne peut acquérir de zéro, on montre que p(B,T) est
fonction analytique dans le demi-plan T >0 , dont on a dté un
intervalle défini par B =0, 0 < T < Tc . La température critique
T n'est autre que la température de Curie, et 1l'on peutprouver les

c
résultats suivants, en accord avec l'expérience :

a) Supposons d'abord qu'on ait 0 < T < Tc . Lorsque B# 0 , il y a
une seule phase., Lorsque B tend vers O par valeurs positives,
M(B,T) tend vers une limite M, (0,T) >0 , et il existe de méme une
valeur limite M_(0,T) = - M (0,T) pour les valeurs de B négatives.,
Pour B = 0 , il existe deux phases =7, et =w_ , correspondant
respectivement aux magnétisations M (0,T) et M_(0,T) ; elles se
déduisent l'une de l'autre par retournement de tous les spins, on a

T, o= ™ et le mélange de phases = = (w, + m_)/2 ., Enfin, lorsque
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T tend vers O , l'état = (resp.x_) tend vers la masse unité sur

la configuration dans laquelle tous les spins sont égaux & 1 (resp.~-1).
b) Lorsque 1'on a T = Tc , i1 y a une seule phase pour toute valeur

de B, et M(B,T) est fonction continue de B aussi lorsque B = 0.

I1 est important de noter que la température critique ne se manifeste

qu'aprés le passage & la limite thermodynamique.

Figure 1
Courbes de magnétisation

252




431-12

8 2. Démonstration des inégalités de corrélation.

6. Voici les notations, On choisit un entier k =21 , et l'on pose

X = I;’k ; la mesure p sur X est de la forme B1©@eea®p) ou
Byseeorty sont des mesures positives sur § . Si V est une fonction
mesurable réelle sur X , telle que eV soit p-intégrable, on
définit une mesure de probabilité Ty Ssur X par la formule

f% f.eVdy

18) fd = H
jg v fX e dp

la quantité précédente sera aussi notée ﬂv(f) .

Nous empruntons maintenant & la statistique les notions usuelles
de covariance et corrélation., Soit f wune fonction réelle dans
LZ(X,WV) ; on pose £ = f-my(f) (centrage de f ) et 1'on pose
oy(f) = "fﬁhz (écart-type de f), Si g est une autre fonction réelle
dans LZ(X,WV) » la covariance de f et g est définie par la

formule
(19) Cy(£,8) = my(£7g") = m(£g) - my(£). my(g) .

D'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le coefficient de corrélation

de f et g , défini lorsque f et g ne sont pas constantes par
(20) ry(£,8) = Cy(f,8)/oy(f)oyle) ,

est compris entre 1 et =1 ; il ne peut €tre égal a 1 ou -1 que s'il
existe une relation linéaire de la forme af + bg *+ ¢ = O , avec trois

constantes réelles a , b et ¢ non toutes nulles,

On dit que les fonctions f et g sont positivement corrélées
si 1'on a ry(f,g) =0, c'est-d-dire Cy(f,g)=20 . Ceci équivaut &

1tinégalité
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(21) [ [ (0G0 = £0x0) L (800 = g(x)1e" ) VX Dap) apxn) 20,

car la quantité ci-dessus n'est autre que 2 Cv(f,g)b; e’ d%’a .

7. Voici le premier critére de corrélation positive, obtenu par

une application immédiate des méthodes de Ginibre,

THEOREME 1. On_suppose que les mesures Byseeesp, BUL R sont
invariantes par la symétrie x —— -x , et que les fonctions f ,

g et V sur X = gk se développent en séries de puissances 3

coefficients positifs par rapport aux coordonnées. Alors f et g

sont positivement corrélées.

Pour tout entier n > 1 , notons Xn la partie compacte de X

définie par les inégalités |x1|5ru..., xkllsn . Comme 1l'intégrale

(21) est la limite des intégrales analogues étendues a X X Xn ,
on peut supposer qu'il existe un entier n >1 tel que la mesure p
s0it & support dans X, « Comme on a eV - i: V/m! et que cette
série converge uniformément dans Xn , On vgig qu'il suffit de

démontrer 1'inégalité
(22) J"J% [£(x) - £(x*)].[g(x)-g(x")].V(x) +V(x')1™ du(x)du(x') > 0
X
pour tout entier m> O ,
Considérons plus généralement les intégrales de la forme
suivante

m
(@3) Iy, o (Byaeer TiByeeerBy) = [ [ RINCHCOAC N

p
0 [g:(x) * g;(x*))du(x) du(x') .
=173 ’
Nous allons montrer que ces intégrales sont positives lorsque les
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fonctions fi et gj ont des développements en séries de puissances
8 coefficients positifs ; ceci prouvera 1l'inégalité (22) et donc

le théoreme 1 .
La démonstration est basée sur les remarques suivantes :

a) Toute série de puissances & coefficients positifs qui converge en

tout point de Xn converge uniformément dans cet ensemble.

b) L'intégrale Jm’p(f1,...,fm;g1,...,gp) dépend de maniére symetri-
que de f1,...,fm et aussi de g1,...,gp .
c) Si f1 = f{f? , On a l'identiteée

(2‘-}) 2 Jm’p(f1"..,fm;gl’...’gp) = Jm,p*](f;’f2’°”’fm;f‘1"g1""’gp)

+

Jm,p+1(ﬂ|"f29~--:fm;f;1811---)€p) ’
pour obtenir cette formule, il suffit de transformer

£f,(x) - £,(x') = f%(x)f?(x) - f;(x')f?(x')
au moyen de la relation élémentaire

(25) 2(a'a" - b'b") = (av -b')(a" +b") + (a"-b")(a' +b') ’
et d'intégrer. On laisse au lecteur le soin d'écrire la relation

analogue lorsque g; - g18) .

La remarque a) permet de se limiter au cas ou f],".,fm,gl,.u,gp
sont des monOmes par rapport aux coordonnées. Les remarques b) et c)
permettent de raisonner par récurrence sur le degré de ces mondmes,
et donc de se ramener au cas ou chacune des fonctions
f,,...,fm,g1,...,gp est une coordonnée. Mais comme la mesure pu sur
X = gk est un produit de k mesures sur R, 1l'intégrale Jm,p

se raméne dans ce dernier cas & un produit de k intégrales de la

forme
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(26) Kr,s = jRjR (x=x")(x+x)BaNx)dNx') ;

on suppose que la mesure A sur R est invariante par la symétrie
X —> =X .
Si 1'on change x' en -x' dans (26), on obtient donc

K = K ; par contre l'échange de x et x' entraine
ry8s S,Tr

Kr,s

r ou & est impair ; mais si r t s sont pairs, la fonction

n

(-l)rKr,s . Par suite, Kr,s est nul si 1'un des nombres

a intégrer dans (26) est positive, d'ou Kr,s >0 .
C.Q.FOD.

8. Explicitons quelques conséquences du théoreéme 1, Tout d'abord,
si f et V se développent en séries de puissances & coefficients
positifs, et si les mesures Hyseooshty sont invariantes par la

symétrie x+—>» - x , on a l'inégalité
(27) m(f) 20 .
Comme dans la démonstration du théoréme 1 , on se raméne d'abord

au cas ol u est a support compact ; on utilise alors la convergence

uniforme sur tout compact de la série exponentielle et 1l'identité

(28) 2ry(0). [ e'aw <[ [ 1200+ 1 " VD apx) auixr)

o«

- 1 ' )18 '
= m};o m,&fxf £x) + £(x*)] . [V(x) + V(x')] Tdp(x)dm(x" ),
et 1'on se trouve de nouveau ramené & la positivité des intégrales

my p
Conservons les hypothéses précédentes, et considérons une

fonction V' sur X , développable en série de puissances a coeffi-

cients positifs, Je dis que 1'on a

(29) wv(f) s 7rv+v'(f) .
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En effet, on constate immédiatement que WV+V,(f)- Wv(f) est égal 2

Ve fx eV dp
Cy(fse’ ) —=—yryi—
f% e dp
1] 1)
et 1l'on a Cv(f,ev ) > O d'aprés le théoréme 1 , puisque eV' se

développe en série de puissances a coefficients positifs.

Pour obtenir les inégalités GKS , il suffit de considérer le
cas ou Hiseeoespy SONt égales a4 la mesure de probabilité sur R qui
1

attribue la masse ¥ aux deux points 1 et -1 , et ou f et g sont

produits d'une partie de l'ensemble des coordonnées,

9. THEOREME 2., On suppose que les fonctions f et g sur X = Bk
sont croissantes par rapport & chacune des k yariables, et que 1l'on
a l'inégalité (*)

(30) V(x) + V(y) = Vixay) + V(xvy) .

Alors, f et g sont positivement corrélées.

Pour appliquer ce théoreme au modéle d'Ising, on suppose comme
plus haut que les mesures Byoeeerby sont égales 4 la mesure de
probabilité sur R qui a la masse + en chacun des points 1 et -1 ;

la fonction V est de la forme
k k
(31) V(Xyyeeerxy) = }; Jixg ¢ 3 Z; Jijxixj ,
i=) i, j=1
et 1'inégalité (30) se démontre sans difficulté sous l'hypothése
Jij > 0 , sans restriction de signe sur les coefficients Ji (repré-
sentant le champ magnétique extérieur).

(*) On note x Ay (resp. x vy) le vecteur dont la i-éme coordonnée

est le minimum (resp. le maximum) des nombres Xy et i e
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Démonstration du théoréme 2.

On raisonne par récurrence sur la dimension k ; on pose
Y = Bk'I et 1'on identifie X & Y X R ; la mesure p sur X est

donc de la forme a ® B . Nous avons & démontrer que l'intégrale
(32) A =fxfx (£(x) - £(x")] .[8(x) - g(x')]U(x),U(x') du(x) du(x')

est positive (on a posé U = ev). Or, le théoréme de Fubini montre que

1'on a A :fﬁ]# B(s,s') dp{(s) dpf(s') avec la définition

(33) B(s,s') = fyfy[f(y.s)- £(y',8')].18(y,8) - g(y',5")1U(y,8)U(y",s")
da(y) day') .

I1 suffit donc de prouver que la fonction B est positive sur 52 .

Introduisons de nouvelles fonctions Z , F , G et H sur R

comme suit :

(34) Z(s) = f; U(y,s) da(y)

(35) F(s) =fY £(y,8)U(y,s) de(y)
(36) G(s) = fY g(y,8)U(y,s) daly)
(37) H(s) =

fY £(y,8)8(y,8)U(y,s) daly) .

L'application de 1l'hypothése de récurrence aux fonctions f(.,s) ,
gl.,8) et V(.,s8) sur Y fournit immédiatement 1'inégalité

(38) F(s)G(s) =< Z(s)H(s) .

On a évidemment B(s,s') = B(s',s) et il nous suffit donc de
prouver 1'inégalité B(s,s') > O sous 1'hypothése supplémentaire
s <8' ., Soient y et y' deux points de Y tels que yi,é yi pour
1 <i < k-1 ; posons x = (y,s8) et x' = (y',s8') . On a
X Ax' = (y*'ys) et x vx' = (y,s') ; 1'hypothése faite sur V donne

par exponentiation

(39) U(x)U(x') < U(x A x")U(x v x')

’
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c'est=-a-dire

U(y,s') U(y',s')
(L}O) U(:Y.S) = U(y'ss) °

Autrement dit, la fonction sur Y définie par g,(y) = U(y,8')/U(y,s)
est croissante par rapport a chacune des k-1 coordonnées. Par appli-.
cation de l'hypothése de récurrence aux fonctions f(.,s) , 9 et

V(.,8) sur Y , on obtient 1'inégalité
(31) F(s)Z(s') < Z(s) fY f(y,8)U(y,s') da(y) .

L'hypothése de croissance faite sur f entraine f(y,s) < f(y,s')
puisque s < 8' , et (41) a donc le corollaire suivant
(42) Z(8).F(s') - Z(s'").F(s) > 0 .
En remplacant f par g , on a aussi l'inégalité
(43) 7Z(8).G(s') - Z(s').G(s) =0 .
Un calcul immédiat donne
(44) B(s,s') = Z(s').H(s) - F(s8).G(s'") - F(s').G(s) + Z(s).H(s") ,
et par conséquent
(45) z(s)Z(s')B(s,s8') = [Z(8).F(s') - Z(s').F(s) ].[2(s).G(8")-Z(s").G(8)]
+ 2(s")2. [2(s).H(s) - F(8).G(8)]
+ 2(8)% .[Z(s').H(s') - F(s').G(s")] .
Les inégalités (38), (42) et (43) entrainent alors B(s,s') = O 1lors-
que Z(s) et Z(s') ne s'annulent pas. Par ailleurs, Z(s) =0 entraine
U(y,s) =0 pour a-presque tout y € Y, d'ou F(s) =G(s) =H(s) =0 et donc
B(sy8') =0 . De méme Z(s') =0 entraine B(s,s')=0 . C.Q.F.D,

P v _ \Y
Avec les notations du théoreéme 2, posons U1 = e et U2 = B.€ o

L'inégalité (30) jointe au caractére croissant de g entraine
(46) Ul(x AY) Uz(x vVy) = U,(x) Ua(y):

et la conclusion du théoréme 2 s'écrit sous la forme équivalente
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f; 10, du Jytu, ap
Jy vy an Jx U, ap

En fait, on peut montrer (Holley-Presten) que si les fonctions

(47)

positives U, et U, satisfont a (46), 1l'inégalité (47) est valable

pour toute fonction croissante f .

10. Venons-en a la démonstration de 1'inégalité GHS ; la démonstration
qui suit nous a été communiquée par Percus lors d'un colloque de
Mécanique Statistique & Yeshiva University (New York, 10/11 décembre
1973). ,

Soit A un ensemble fini de "sites", Notons Q= !1,-1}A 1'espace
des configurations de spin, et notons Oy ¢ Q —> {1,-1} la pro-

jection d'indice xg A ., On pose

V = +
(48) ng Ce Oyt % x%;, Cxy %y
ou les constantes Cy et cxy sont positives et cxy B cyx . Pour
toute fonction F sur © , a valeurs complexes, on pose
(49) Tr(F) = 2 F(R) ;
REQ
en particulier, on pose
(50) z = Tr(e))
et les fonctions de corrélation uy sont définies par
n
(51) u (Xq90eesx)) = - log Z
acx ...bcx
1 n
pour n > 1 et XypooorXy dans A . En particulier, on a
(52) Z.u’(x) = Tr(oxev)
2 _ \'4 \'} \
(53) Z°ous(%,,%,) =2.Tr(o;, o, e')=Tr(o, .e')Tr(o. .e')
2 "2 X, Xy X, X5
3 _ p '}
(54) Z .uj(x‘,xa,XB) = Z 'Tr(°k1°i2°k39 )
-z 2 Tr(o, eV)Tr(oi oy el)+2 Tr(oy eV)Tr(oi eV)Tr(O’ eV) )
(i3k) i i %k 1 2 X3
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la somme étant étendue aux permutations circulaires (ijk) de(123).
Les inégalités up 20, u,>0 résultent de GKS , l'inégalité

u; < O n'est autre que GHS . Enfin de (54) , on déduit que ug

3

s'annule lorsque tous les nombres Cy sont nuls ; or si ¢(t)

est une fonction dérivable de la variable positive t , et si

¢(0) =0, ¢(t) < O pour t =20, ona ¢'(0)<0, d'ou u, < 0
lorsque toutes les constantes ¢ sont nulles. On conjecture gue

X

l'on a (-1)B u, <0 pour n = 3 1lorsque tous les ¢_ sont nuls ;

X
sous cette hypothése, on a Uppey = 0 par raison de symétrie.

L'artifice principal de la démonstration de Percus est le suivant,
Soit A une algébre commutative sur le corps complexe C , engendrée
par trois éléments o(1), o(2), o(3) de carrés égaux a 1 , Défi-

nissons les €léments s et d par

(55) d = =3(o(1) +wa(2) +wZa(3))

(56) 8 = + (0(1) +o(2) +a(3) +o(1)0(2)0(3))
ol w= lei/B . On vérifie de suite les relations
(57) o(j) = s-+% (-2 do'=d v @322 @0 wd™h
(58) sd =0 , s +da®=1 .

En particulier, 1'algébre A est engendrée par s et d d'aprés
(57), et dtaprés (58), les éléments &, 82,d,d, d, d*, da”, a®
engendrent l'espace vectoriel A ., Pour la méme raison, l'ensemble

A, des combinaisons linéaires & coefficients positifs de ces éléments

est stable par multiplication et contient 1 , s et d .

Considérons maintenant 1l'algdbre B des fonctions complexes

sur 93 = Q XQXQ. Pour chagque x € A , définissons les éléments
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oi(l) R ok(a) et 03(3) de B par

(59) Gx(j)(R1)R2!R3) = O.X(Rj)

pour R1'R2’R3 dans Q . Soit A, 1la sous-algébre de B engendrée
par oy (1) , o, (2) et 0,(3) . I1 est immédiat que B est le

produit tensoriel ® A, . La trace sur B est définie par

Xe x
Tr(F) = > _ F(R) .
REQD

Définissons d, et s, dans A, en analogie avec (55) et (56).

x
Par un calcul direct, on vérifie que la fonction W définie sur 95
par
(60) W(Ry,RyyR3) = V(Ry) + V(R;) + V(Rg)
est donnée par

= 3 2 3.1 3333, 4 45
(61) W= xéAcx(38x+ az) + xgycxy[a SySy * sxdy +g dzdy + 3 d“d } .

De (54), on déduit

(62) Z3u3(x1,x2,x3 = -Tr(F.ew)
avec
(63) F-%d d a (1+d%a*a%) .
I X Xp Xz Xy Xy xg
Comme les constantes ¢, et Cxy sont positives, les formules (61)

et (63) montrent que Fe" s'exprime comme série & coefficients
positifs en les Sy et dx y donc appartient au cOne convexe C

engendré par les éeléments de la formengux avec uy € (Ax)+ pour
tout x € A. Or la forme linéaire Tr sur B est produit tensoriel

de formes linéaires Trx sur les algébres Ax vérifiant
- - - 3y -
Trx(sx) = Tr(dx) = see = Tr(dx) =0

2y _ 6y _
Tr(sy) =2, Tr(d]) = 6 .
Il en résulte que la trace est positive sur le cdne convexe C , et en
particulier Tr(FeW) >0, d'ou Uz < O d'aprés (62).

Ceci achéve la démonstration de 1'inégalité GHS.,
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