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LOGIQUE, CATÉGORIES ET FAISCEAUX

[d’après F. LAWVERE et M. TIERNEY]

par Pierre CARTIER
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Séminaire BOURBAKI

30e année, 1977/78, n° 513 Février 1978

A Alexander Grothendieck,

pour son 50e anniversaire.

~ 1. Introduction (~~

1.1. La logique "classique" a été codifiée pour plus de deux millénaires par Aristote

dans son ouvrage 03B303B103BD03BD. Par une analyse de la pratique des sciences mathéma-
tiques et de l’argumentation juridique, il met en évidence le caractère hypothétique

des jugements , comportant nécessairement hypothèse et conclusion . Le rôle de la logi-

que est d’étudier les règles de déduction par lesquelles , à partir de certains juge-

ments vrais (ou acceptés comme tels par l’interlocuteur) , on peut en fabriquer de nou-

veaux. Le modèle de ces règles resta longtemps le syllogisme, qui sous sa forme la plus

simple ("barbara") se traduit ainsi :

Une fois admis le principe du tiers-exclu ( "toute assertion est vraie ou fausse"), on

est aussi conduit à cette extraordinaire création de l’esprit chicanier des Grecs : le

raisonnement par l’absurde .

L’analyse classique confond les relations des types " A appartient à B " et " A

est contenu dans B " . . Les logiciens du 19e siècle découvrent progressivement que la

logique aristotélicienne est une logique des classes, maniant les relations que nous

notons , ainsi que leurs négations. Peu ~, peu, on s’enhardit

à traiter de relations plus complexes entre classes, et à créer un véritable calcul

logique (voir [14] , chapitre 2 , pour une mise au point moderne) . Mais on rencontre

( ) Je remercie vivement F. Lawvere et J. Bénabou pour leurs indications et les documents
qu’ils m’ont communiqués lors de la préparation de cet exposé.



ici une difficulté assez subtile : en effet, dans une assertion du type

par exemple , on doit distinguer les notions voisines d’implication logique ( ~ )
et d’inclusion des classes ( C ) . De même , le mode de déduction appelé "modus ponens"

(de A et A 2014~ B , on a le droit de conclure à B ) oblige à séparer plusieurs ni-

veaux d’implication , comme il est illustré de manière burlesque dans l’apologue "Achille

et la Tortue" de Lewis Carroll . Frege [13] fait la remarque fondamentale qu’il ne suf-
fit pas qu’un jugement soit formulé d’une manière grammaticalement correcte pour qu’il

soit vrai ; il invente un nouveau signe à ce propos : pour lui t-- A signifie que

l’on affirme A comme vrai . On doit à Gentzen [12] et à son calcul des séquents la
distinction définitive entre l’affirmation A ~--- B d’un jugement hypothétique d’hy-

pothése A et de conclusion B , et une implication "interne" conçue comme opérateur

dans l’ensemble des "formules logiques" . Il met aussi en évidence que le maniement des

règles de déduction présuppose un résidu irréductible de logique extérieur au système
formel .

1.2. Frege et Peano imposent la distinction entre les relations x E A et A C B et

Peano invente les signes nécessaires . Frege [13] découvre aussi l’importance des quan-
tificateurs. Avec Cantor et Dedekind , on s’enhardit à considérer comme un tout la

classe des objets satisfaisant à une propriété donnée et à introduire cette classe com-

me sujet dans des jugements d’un ordre supérieur . Cantor va si loin qu’i.l considère

tout objet mathématique comme un ensemble , au moins jusqu’à la découverte des antino-

mies, telles celle de Russell sur l’ensemble des x tels que x ~ x . Si la seule

relation primitive est E: , il faut donc abandonner l’illusion que toute propriété

définit un ensemble légitime .Deux solutions ont été offertes à cette difficulté :

Russell restreint la portée de la relation e au moyen des types , de sorte que l’on

n’a plus le droit d’écrire x ~ x . Zermelo, Fraenkel et leurs successeurs délimi-
tent par axiomes le champ des relations "collectivisantes" qui définissent des ensem-

bles. Un système intermédiaire (d’ailleurs équivalent à celui de Zermelo-Fraenkel)
est celui de von Neumann , Godel et Bernays qui ne retiennent que deux types : ensembles

et classes.

Mais cette axiomatisation de la théorie des ensembles laisse ouverts deux énormes

problèmes , concernant l’axiome du choix et l’hypothèse du continu . Godel [45] démon-
tre en 1940 leur non-contradiction , grâce a l’emploi du modèle interne de la théorie

des ensembles fourni par les ensembles "constructibles" . Il faut attendre 1963 pour

apprendre de Cohen [44] que ces deux axiomes sont indépendants des axiomes non contro-



versés. Cohen invente à ce propos la méthode du "forcing" : elle consiste à introduire

un ensemble indéterminé a d’entiers (positifs) , et pour chaque entier n d’étudier

la classe des assertions qui sont forcées par la connaissance du segment de

-â- . . On est ainsi amené à codifier une logique qui se développe au fur et à mesure

qu’on obtient des informations supplémentaires (réflétant d’ailleurs le développement
réel des connaissances) . Si le principe du tiers-exclu reste vrai à la limite , on

dispose à chaque étape finie de relations vraies , fausses ou indéterminées. Il est

remarquable que les règles de déduction ainsi obtenues soient pratiquement identiques
à celles que Heyting [19] et Kripke ont formulées en traduisant la philosophie "intui-
tionniste" de Brouwer .

Une variante de la méthode de Cohen est due à Scott et Solovay [48,50] . Elle con-
siste à supposer qu’une relation cesse d’être vraie ou fausse , mais qu’elle est suscep-

tible de valeurs logiques intermédiaires , appartenant à une algèbre de Boole . Cette

démarche est familière dans le calcul des probabilités , où depuis Kolmogoroff on in-

terprète cette algèbre au moyen des parties mesurables de l’espace .~, où les Dieux jouent

aux dés (il est remarquable que Boole a introduit le calcul qui porte son nom pour

exprimer les raisonnements probabilistes).

1.3. Une ligne de développements bien différente est issue des travaux de Mac Lane et

Eilenberg sur les catégories . Après le succès spectaculaire des méthodes catégoriques
en Algèbre, Topologie et Géométrie algébrique , il était naturel de chercher à inclure

la théorie des ensembles elle-même dans ce cadre . C’est ce qu’entreprend Lawvere à

partir de 1963 , sur l’instigation d’Eilenberg. Lawvere propose en 1964 un nouveau sys-

téme d’axiomes pour la catégorie des ensembles [1,2] , puis découvre la signification

logique de la relation d’adjonction entre foncteurs (3,4~ et étend de manière importan-
te le rôle des quantificateurs [5] .

A peu près au même moment , Grothendieck [23,24] pousse jusqu’à ses conséquences
ultimes l’idée des surfaces de Riemann , et réalise que la "topologie" d’une variété

algébrique X réside , non seulement dans ses ouverts au sens de Zariski , mais aussi

dans les variétés algébriques étalées sur X . Il étend à cette situation nouvelle la

technique des faisceaux , dont l’usage était bien établi en Géométrie Algébrique grâce

à Cartan et Serre . Grothendieck développe une vaste théorie des "topologies" sur une

catégorie , et des catégories de faisceaux qui leur sont associées . Il baptise topos

ces dernières, et remarque qu’elles sont l’objet fondamental, ce que justifie Giraud

[26] en caractérisant axiomatiquement les topos .
Une des idées-clé de Grothendieck est celle de "famille de variétés algébriques".



Lawvere [5,6,7] réalise progressivement la synthèse de cette idée avec celle d’ensem-
bles variables , rencontrée dans la logique intuitionniste , le forcing ou le calcul

des probabilités. Acceptant,le slogan de Grothendieck selon lequel la catégorie des

faisceaux sur un espace topologique a les "mêmes" propriétés que celle des ensembles

"constants" , il tire de son axiomatique des ensembles et de la définition des topos

par Giraud une nouvelle définition des topos qui a l’avantage d’être absolue et de ne

pas s’inscrire à l’intérieur d’une théorie des ensembles préétablie . Son axiomatique

est progressivement simplifiée et conduit à la théorie élémentaire des topos qui se

développe rapidement entre 1969 et 1975 . Un des avantages de cette théorie est que

chaque topos contient automatiquement un objet A qui joue le rôle d’ensemble des.

valeurs logiques , et qu’il n’est plus nécessaire de l’imposer de l’extérieur comme

dans les modèles booléiens de Scott et Solovay . Du coup , la logique intuitionniste

des types apparaît comme la norme naturelle dans les topos ; il n’est pas fortuit que

l’ensemble des ouverts d’un espace topologique ait la structure d’une algèbre des pro-

positions au sens de Brouwer-Heyting .

Ce nouveau point de vue suggère que l’on peut réaliser des modèles non orthodoxes

de la théorie des ensembles en combinant l’usage des faisceaux avec la technique des

ultraproduits . C’est ce que démontre Tierney [53] en donnant une nouvelle version ,
plus compréhensible , de la démonstration par Cohen de l’indépendance de l’hypothèse
du continu . La démonstration de Tierney laissait ouverte la question des rapports

entre la théorie des topos et les théories orthodoxes des ensembles , mais cette lacune

est rapidement comblée par Cole ~51~ , Mitchell [39] et Osius [52J par usage d’un arti-
fice ancien de Mostowski [47] .

1.4. Eilenberg et Mac Lane ont souvent insisté sur l’importance des raisonnements par

diagrammes , qui évitent le recours à la notion d’élément et gardent un sens dans toute

catégorie . Malheureusement, des arguments simples se transforment souvent en de mons-

trueux diagrammes qui envahissent les pages imprimées . Par un étrange retour des choses,

les éléments ont été réhabilités récemment . Dans des versions successivement affinées ,

Mitchell [39] , t Osius ~40,41~ et Bénabou [36] ont proposé un "langage interne" des topos
qui permet 3’interprétation de toute relation de la logique des types à l’intérieur d’un

topos donné . S’appuyant sur les idées de Bénabou , Coste [37] a montré que la logique

intuitionniste (révisée sur un point concernant les variables libres) était la logique

adéquate à ce type de modèle en démontrant un théorème de complétude . Un des avantages

de cette méthode est de remplacer des constructions assez compliquées dans des faisceaux

par des raisonnements "ensemblistes" élémentaires.



Il semble que la théorie des topos a maintenant atteint une certaine stabilité ,

comme en témoigne la parution récente du premier ouvrage (31~ entièrement consacré à
ce sujet . On va essayer dans la suite de cet exposé de décrire la théorie telle

au’elle apparaît aujourd’hui . Il faudra d’abord décrire la logique intuitionniste .

g 2. Outils de la logique

2.1. Algèbres de Heyting- et de Boole [17], ( 22.~
Rappelons qu’un treillis est un ensemble ordonné T où deux éléments arbitraires a,b

ont une borne supérieure a V b et une borne inférieure a A b . On a les relations

suivantes dans T

Inversement , si l’on s’est donné deux opérations V et A dans un ensemble T sa-

tisfaisant aux relations (1) , (2) et (3) , i c’est un treillis dans lequel la relation

d’ordre est définie par

Un treillis est dit distributif s’il satisfait aux deux relations é quivalentes suivantes

(5) b)Y (a n c) , a V (b n c) = (a v c) .

Une algèbre de Heyting est un treillis H possédant un plus petit élément 0 et

un plus grand élément 1 , muni d’une opération --~ telle que les relations

a /~ b  c et a ~ (b 2014>’ c) soient équivalentes . Il y a unicité de 0 , 1 et de l’opé-

ration --~ , et une algèbre de Heyting est un treillis distributif . Pour tout a dans

H , notons a’ l’élément a ""~’ 0 de H . On a alors les relations

et l’application a’ est décroissante , d’où aussitôt a’ = a’*’ . .

Une algèbre de Boole B est une algèbre de Heyting dans laquelle on a a = a" ,

ou ce qui revient au même a Y a’ = 1 . Il revient au même de supposer que B est un

treillis distributif , et qu’à chaque élément a de B , on peut associer un élément

a’ tel que a /~ a’ = 0 et aV a’ = 1 ; il y a alors unicité de a’ . Une structure

d’algèbre de Boole sur un ensemble B équivaut à une structure d’anneau booléien ,

c’est-à-dire dans lequel on a l’identité a2 = a . Les éléments 0 et 1 sont les

mêmes pour les deux structures , et l’on a identiquement a A b = ab . Les autres opé-



rations sont reliées de la manière suivante :

Soit H une algèbre de Heyting . Un opérateur modal dans H est une application
j de H dans H satisfaisant aux relations

Si l’on a de plus j(a)  a pour tout a dans H , l’ensemble H. des a dans H

tels que j(a) = a est une algèbre d’Heyting , où la borne inférieure de a et b

est a A b , et leur borne supérieure est j(av b) , tandis que l’opération -~ est

donnée par j(a --~ b) . Dans toute algèbre de Heyting , l’application a2014>- a" est

un opérateur modal , et l’ensemble des a tels que a = a" est une algèbre de Boole .
Toute algèbre de Heyting H se plonge dans une algèbre de Boole au sens suivant :

il existe une algèbre de Boole B et un opérateur modal j dans B tel que j(a) ~ a
et que H soit égal à l’algèbre de Heyting B.. Si l’on suppose de plus que H

engendre l’algèbre de Boole B (comme anneau par exemple) , alors il y a unicité de
(B,j) (voir [20] ).

2.2. Représentation topologique des algèbres de Boole [48 , chap.2]
Soit B une algèbre de Boole , considérée comme anneau booléien . Soit S le spectre

de B , c’est-à-dire l’ensemble des homomorphismes d’anneau de B dans le corps à

deux éléments ~2 . Si u est un homomorphisme de B dans un corps K on a

puisque tout élément a de B satisfait à a2 - a , donc K est de

caractéristique 2 et u prend ses valeurs dans le sous-corps de K . Or B

est un anneau commutatif , et 0 est le seul élément nilpotent de B ; d’après des
théorèmes connus d’algèbre, l’intersection des noyaux des éléments de S est réduite

à 0 . Pour tout a dans B , soit [a] l’ensemble des u dans S tels que

u(a) = 1 . Il existe alors sur S une (unique) topologie d’espace compact totalement
discontinu telle que l’application a PO [a] soit un isomorphisme de B sur l’al-

gèbre de Boole formée des parties ouvertes et fermées de S (théorème de représentation
de Stone) .

Un treillis T est dit complet si toute partie de T possède une borne supérieure,
distributif

donc aussi une borne inférieure . Un treillis/complet est automatiquement une algèbre
de Heyting . On parlera donc d’algèbre de Heyting complète, et en particulier d’algè-
bre de Boole complète.

Soit X un espace topologique et soit U l’ensemble de ses parties ouvertes .



Pour la relation d’inclusion , U est une algèbre de Heyting complète, avec
a ~ b = a ~ b , a V b = a V b et où a’ est l’intérieur du complémentaire de

a dans X . D’après la fin du n 2.1 , l’ensemble des ouverts a de X tels que

a = a" (c’est-à-dire égaux à l’intérieur de leur adhérence) est une algèbre de Boole

complète. En particulier , si B est une algèbre de Boole , l’ensemble B des parties

du spectre S de B qui sont égales à l’intérieur de leur adhérence est une algèbre
de Boole complète , et B est isomorphe à une sous-algèbre de Boole de B

On dit qu’une algèbre de Boole B satisfait à la condition de chaîne dénombrable

si toute partie I de B telle que a A b = 0 pour a,b distincts dans I est dé-

nombrable. C’est le cas si B se compose de parties ouvertes d’un espace compact X

qui possède une mesure de Radon de support X.

2.3. Adjonction dans les ensembles ordonnés

La notion d’adjonction dans les ensembles ordonnés est un cas particulier d’une notion

générale pour les catégories . L’importance de ce cas particulier a été mise en évidence

par Lawvere (-3,4~ .
Soient T et T’ deux ensembles ordonnés , f : T -~ T’ et g : T’ --~ T deux

applications. On dit que f est adjointe à gauche de g et g adjointe à droite

de f , si la relation f(t)  t’ équivaut à t  g(t’) quels que soient t dans T

et t’ dans T’ . Cette relation se note f --1g ou g ~--- f . Une application f

de T dans T’ a au plus une adjointe à droite.

Sous les hypothèses précédentes , on a t  gf(t) pour t dans T et

fg(t’) ~ t’ pour t’ dans T’ ; on en déduit fgf = f et gfg = g , et l’application

gf de T dans T est idempotente d’image Tl = g(T’) ; de même, l’application fg
de T’ dans T’ est idempotente , d’image Ti = f(T) . Comme les applications f et

g sont croissantes , elles induisent des isomorphismes réciproques d’ensembles ordonnés

~:

Si deux éléments tl et t2 de T ont une borne supérieure t~ , alors

f(tl) et f(t2) ont une borne supérieure dans T’ , et l’on a

On établit de manière analogue la relation

Donnons des exemples d’adjonction :

a) Soit H une algèbre de Heyting , et posons T = T’ = H ; fixons a dans



H . Si l’on pose

la définition de l’opération --~ se traduit par f ~ g .
b) Soit toujours H une algèbre de Heyting et soit Hop l’ensemble ordonné obtenu

en renversant la relation d’ordre dans H . Alors l’application a ~ a’ de H

dans Hop est adjointe à gauche de l’application a’ de Hop dans H .

Les propriétés élémentaires des algèbres de Heyting découlent aussitôt des propriétés

générales de l’adjonction appliquées aux exemples a) et b) .

c) Pour tout ensemble X , on note P(X) l’ensemble des parties de X ordonné par

inclusion . C’est une algèbre de Boole complète (*) . Soit f : X- Y une applica-

tion, et soit f : P(Y) ~ P(X) l’application qui à toute partie B de Y asso-

cie son image réciproque par f dans X . De même, l’opération d’image directe est

une application f : P(X) ~ P(Y) . On a alors f  f* .

d) Sous les hypothèses de c) , on définit comme suit une application f, 
. 

de P(X)
dans P(Y) telle que f, ~ f* : pour toute partie A de X , on note f,(A)wM .. .

l’ensemble des éléments y de Y tels que A contienne toute la fibre de f au-des-

sus de y .

Dans les exemples c) et d) , Lawvere écrit ~f pour f * et ~f pour f 
. 

à

cause du lien étroit qui existe entre ces opérations et les quantificateurs (cf.page 

~ 3. Logique intuitionniste

3.1. Logique des propositions

Rappelons les caractéristiques d’une théorie mathématique formalisée . Tout d’abord ,
on a un prologue composé de déclarations qui spécifient que certains symboles sont des

variables , d’autres des constantes et attribuant t!n type à chacun d’eux (il est d’usage
de postuler une infinité de variables pour chaque type ; la méthode proposée ici , qui

évite certaines difficultés logiques , se rapproche des laagages de programmation du

type ALGOL) . On fixe ensuite des règles de production qui permettent de définir les

formules de la théorie , puis les axiomes et les rèsles de déduction qui permettent de

démontrer des théorèmes. Nous adoptons ici la présentation de Gentzen [12] par les

séquents .

(*) Un opérateur modal j dans jjX) tel que j(A) c A n’est autre qu’une topologie
T dans X , ou plutôt l’application qui associe à toute partie de X son intérieur

pour ~ . Dans ces conditions , P(X). est l’algèbre de Heyting formée des ouverts
de X pour £§ . 

~~’ "



La logique des propositions comporte un nombre indéterminé de variables , toutes

d’un même type , dit loldo et noté ?B , et des constantes V, F , v , A , -1 , ==~>

dont voici les types

Les formules (logiques) sont toutes de type 1 , et sont définies par les règles de pro-
duction suivantes :

a) toute variable ou toute constante de type À est une formule ;

b) si A est une formule , alors TA est une formule ;

c) si A et B sont des formules , il en est de même de (A O B) , (A n B) et

(A ===> B) .
Voici la signification de ces règles. Les formules sont des suites de signes , qui sont

les variables et constantes déclarées ci-dessus et les parenthèses ( et ) . Une cons-

truction est une suite E de telles suites , chacune de ces suites X étant soit une

variable ou une constante de type %~ (règle a) , soit obtenue en préfixant -~ à une

suite A qui la précède dans E (règle b) , soit obtenue comme une juxtaposition du

type (A V B) , etc... où A et B précèdent X dans E (règle c) . Une formule
est une suite qui apparaît comme la dernière d’une construction , qui est dite la vé-

rifier. On notera que nous ne cherchons pas à définir ce qu’est une suite de symboles,

ni une suite de telles suites 1

Voici maintenant les axiomes :

Enfin , les règles de déduction sont les suivantes :



Un séquent est une suite de symboles de la forme A ~ B , où A et B sont des

formules . Une démonstration est une suite D de séquents , dont chacun X est un axi-

ome ou résulte d’une règle de déduction : si l’on applique par exemple le syllogisme ,
X est de la forme A ~---- C et il est précédé dans D de deux séquents de la forme

A ~.--- B et B ~ C . Un théorème est un séquent qui apparaît comme le dernier d’une
démonstration , qui en constitue la preuve . Un théorème de la forme V ~-- A s’écrit

plus simplement sous la forme ~----- A , et l’on dit alors que la formule A est valide.

La logique des propositions que l’on vient de décrire est dite "intuitionniste" .

Pour obtenir la logique classique (ou booléienne) , il faut ajouter l’axiome de double

négation A A , qui entraîne le tiers-exclu ~ (A V -1 A) .
Le lecteur aura remarqué l’analogie des axiomes et règles de déduction ci-dessus

avec les règles de calcul dans une algèbre de Heyting . De manière plus précise , sup-

posons qu’on ait introduit des variables xl,...,xn de type 1 ; disons que deux for-

mules A et B sont équivalentes si l’on a prouvé les deux théorèmes A (--- B et

B ~--- A . Les opérations définies dans l’ensemble des formules par V , /B , --~ et

> sont compatibles avec cette relation d’équivalence , et définissent sur l’ensemble

H(xl,...,xn) des classes d’équivalence de formules une structure d’algèbre de Heyting ;
la classe de F (resp. V) est l’élément 0 (resp. l) de cette algèbre de Heyting ; si

a (resp. b) est la classe de la formule A (resp. B) , la relation a  b signifie que

le séquent A est un théorème. En un sens évident , H(xl,...,xn) est l’algèbre
de Heyting libre en les générateurs xl,...,xn ; ; d’après [20] , elle a une infinité
d’éléments .

La logique classique conduit de manière analogue à la construction de l’.algèbre

de Boole libre B(xl’...’x ) à n générateurs , dont les éléments peuvent s’interpréter

comme les 2 applications de w2 X ... (n facteurs) dans F .

3.2. Logique des prédicats
En plus des variables et constantes logiques introduites au n 3.1 , nous admettons main-
tenant des variables de type individu (noté i dans la suite) . De plus , on introduit
des constantes de deux espèces :

’~~*’ constantes de fonctions , de type in --~ i , où l’entier n > 0 dépend de la cons-

tante ; pour n = 0 , on a simplement une constante de type i ;

- prédicats de type in --~ ~1 (même remarque sur n ) , parmi lesquels le prédicat

d’égalité = de type i2 --~ ?~ .
Les formules sont réparties en termes de type i et en relations de type ?1 .

Les règles de production comprennent d’abord les règles a) , b) et c) du n 3.1 qui
s’appliquent uniquement à des relations et fournissent des relations . De plus :



d) toute variable ou toute constante de type i est un terme ;

e) soient des termes ; si f est une constante de fonction de tyne

in -~ i et p un prédicat de type in -~ i1 , alors f(Tl,...,Tn) est un terme et

p(Tl,...,Tn) une relation (on écrit T = T’ au lieu de =(T,T’) ) .
Nous laisserons au lecteur le soin de définir la substitution de termes 

à des variables xl,...,xn de type i dans un terme ou une relation F le résul-

tat étant noté 

Les règles de raisonnement comprennent d’abord les règles du n 3.1 appliquées à
des relations ; on a de plus les axiomes d’égalité et la règle de substitution :

où x est une variable de type i, où A , B sont des relations et S, T T’ des

termes.

On peut formaliser de cette manière les théories algébriques usuelles (groupes,
anneaux , algèbres de Lie ,...) . Par exemple , la théorie des groupes contient une

cons ante de/ constante de/
constante e de type i , un fonction s de type i ~ i et une fonction m de

type i 2 ~ i et trois axiomes spécifique

où x , y et z sont des variables(distinctes)de type i. Introduisons des variables

xl,...,xn de type i, et disons que deux termes T et T’ sont équivalents si

T = T’ est une formule valide de la théorie des groupes . Comme dans le cas des algèbres
de Heyting ou de Boole , on montre que l’ensemble des classes d’équivalence de termes

est le groupe libre G(xl,...,xn) construit sur xl,...,xn . .

Introduisons maintenant les quantificateurs y et J et la notion de variable libre

dans une relation . Ceci se fait au moyen des règles suivantes :

f) si sont des termes et p un prédicat toute variable intervenant

dans p(T 1 ,...,Tn~ est libre et il n’y en a pas d’autre ; de type in 20142014~~ /
g) si A et B sont des relations , une variable est libre dans --~ A (resp. AV B,

etc...) si elle est libre dans A (resp. dans A ou dans B) et il n’y en a pas
d’autre ;



h) si x est une variable libre dans une relation p , alors yx(p) et j x(p)
sont des relations où sont déclarées libres toutes les variables libres dans p à

l’exception de x .

Nous laisserons au lecteur le soin de généraliser ce qui précède au cas où l’on a plu-
sieurs types d’individus , et définir les types libres d’une relation .

Les axiomes et règles de déduction sont ceux énoncés précédemment , aux réserves

suivantes près :

1) dans le syllogisme et la conjonction , tout type qui est libre dans la ligne du

haut doit apparaître comme l’un des types libres dans la ligne du bas ;

2) la tautologie A ~--- V et l’axiome d’égalité 1-- x = x sont remplacés par la

règle suivante

où sont des variables d’individus dont les types contiennent exactement

tous les types libres dans la relation A .

Il faut ajouter les règles de déduction pour les quantificateurs :

où A et B sont des relations , et où la variable d’individu x est libre dans B ,

mais non dans A .

La logique des prédicats (ou logique du premier ordre) peut s’étendre en une logi-

que des types (ou logique d’ordre supérieur) . Sans entrer dans les détails d’une des-

cription formelle , disons qu’on a une hiérarchie de types engendrée par la règle de

production : si t , tl,...,tn sont des types , il en est de même de

tl >~ ... x. tn 2014~" t . On a alors vraiment le droit de considérer par exemple V

comme un individu de type À --~ 7t . La nouveauté est le principe d’ abstraction

suivant qui conduit au calcul de 03BB-conversion de Church 10] ; /libre / .
i) si f est une formule de type s contenant une variable x de type t , alors

’~ x f est une formule de type t -~ s , où x n’est plus une variable libre .

Autrement dit , on a le droit de considérer une fonction de la forme f(x) ,
définie par une formule , comme un individu du type approprié ; on peut en particulier

introduire des prédicats variables , des prédicats de prédicats , etc... On renvoie le

lecteur au traité de Curry pour le développement de ces idées sous le nom de lo-



gique combinatoire .

3.3. Modèles d’une théorie

Tout groupe explicitement construit est un modèle de la théorie des groupes . Dans un

tel groupe , on dispose en effet d’un ensemble G , d’un élément e de G et de deux

applications m : CX G -~ G et s : G --~ G . Soit T un terme de la théorie des

groupes construit à partir de e , m et s et de variables xI,...,xn. En "interpré-
tant" e comme e ,... , et xl,...,xn comme des éléments variables de G , on as-

socie à T une application T de Gn dans G . Si T et T’ sont deux termes cons-

truits à partir de ces mêmes variables x ,...,x , la relation R égale à T = T’

est interprétée comme l’ensemble R des éléments (gl,...,gn) de Gn tels que l’on

ait T(gl,...,gn) - T’(gl,...,gn) . A partir de là , on peut interpréter des relations
plus compliquées , à AA B correspondant par exemple An B . Dire que G est un

groupe signifie que , pour toute relation A à n variables qui est un axiome de la

théorie des groupes , on a A = Gn . On a alors A = Gn pour toute formule valide

A de la théorie , comprenant n variables .

On définit de manière analogue la notion de modèle pour toute théorie qui s’exprime

dans la logique des prédicats : il est décrit par la donnée d’un ensemble de base X.

pour chaque type d’individu i , d’une application f : X. 1 X ... X X. 1 
pour toute constante de fonction de type il X ... X in ~ i et d’unen partie

p de x ... X Xi pour tout prédicat de type il X ... X in --~ À . Comme

précédemment , l’interprétation d’un terme donne une fonction et celui d’une relation

donne une partie d’un ensemble X. XL ... x X.. . Précisons l’interprétation des

quantificateurs : si par exemple la relation A contient deux variables libres x et

y de types respectifs i et j , alors 3x(A) s’interprète en f * (A) et yx(A) en

f,(A) où A est la partie de X. X, qui interprète A et f est la projection

de Xi X- X, j sur le deuxième facteur.On postule que l’interprétation de chaque axiome
spécifique de la théorie est la partie pleine du produit correspondant d’ensembles X.,
et il en est alors de même pour toute formule valide .

Scott et Solovay ont généralisé la notion de modèle en celle de modèle booléien .

En plus des ensembles X. , on se donne une algèbre de Boole complète B ; l’inter-
prétation des prédicats est modifiée , au prédicat p de type il X ... X i ~ 03BB
correspondant une application p de X. 11 X- ... x- Xi dans B . Cela revient en

fait à traiter le type logique À sur le même plan que les types d’individus , et a

considérer les opérateurs logiques V ,A , , -1 , ==> comme des constantes de fonc-



tions du type approprié , qui seront interprétées comme les opérations de Boole dans

B = X~ . . Avec les notations ci-dessus , la relation 3x(A) s’interprète comme l’ap-

plication sup [ A(x,y) ( x6 X.] et de même ’V x(A) s’interprète comme l’ap-
plication y ~ inf [ A( x, y) ] de X. dans B . . On dit qu’une relation A

est validée dans le modèle M (notation M A) si A est la fonction constante

de valeur 1 . On postule que tout axiome explicite de la théorie est validé dans le

modèle M et il en sera de même de toute formule valide .

Nous avons admis implicitement que l’on utilisait la logique classique . On peut

procéder de manière analogue en logique intuitionniste en remplaçant l’algèbre de Boole

complète B~ par une algèbre de Heyting complète H . Classiquement , on n’admet que
les modèles où chacun des ensembles Xi est non vide ; en logique intuitionniste ,

un ensemble peut être partiellement vide , et cette restriction n’est plus tenable ,

et c’est pourquoi nous avons dû amender les règles de déduction à la page 134.

§ 4. Catégories et faisceaux

4.1. Topos élémentaires

Un topos élémentaire T est une catégorie où est défini le produit cartésien X x Y

de deux objets X et Y , munie d’un objet final noté 1 , et dans laquelle on a as-

socié à tout objet X un objet P(X) et un monomorphisme EX : EX ~ XP(X)
satisfaisant à la propriété universelle suivante :

(Top) Etant donnés deux objets X et Y et un monomorphisme i : S ~ X fi Y , il

existe un morphisme u : Y --~ P(X) et un seul pour lequel il existe un carré carté-

sien

Réciproquement, u étant donné, il existe un monomorphisme i et un carré cartésien

comme ci-dessus .

Intuitivement , on doit considérer P,(x) comme l’ensemble des parties de X et E
comme le graphe de la relation d’appartenance restreinte à 

La structure d’un topos est extrêmement riche ; elle permet en particulier l’inter-

prétation des relations de la logique intuitionniste des prédicats . Tout d’abord , on

appelle élément global (ou section) d’un objet X de T tout morphisme de 1 dans X ,

et sous-obiet de X tout morphisme de 1 dans Soit i : S ~ X un monomor-



phisme ; faisant Y = 1 dans l’axiome (Top) , on obtient un morphisme de 1 dans

P(x) , c’est-à-dire un sous-objet de X qu’on appelle l’image de i . En particulier,

l’image de l’identité X2014~"X est un sous-objet de X , qu’on note ~X . Po-

sons -!~- = P(1) . Echangeant les rôles de X et Y dans l’axiome (Top) , on associevu

à tout sous-objet Z de X un morphisme ~~ : X2014~-~-, qu’on appelle le morphisme

caractéristique de Z . Réciproquement, tout morphisme 03C6 de X dans TL est le mor-

phisme caractéristique d’un sous-objet de X, qu’on appelle l’extension de q et

qu’on note [x e.Xt ] .
Pour tout objet X de T , ’ le morphisme diagonal 0394X : X ~ XX X est un

monomorphisme , et le morphisme caractéristique de son image sera noté = . De même,
on note ~X le morphisme caractéristique de l’image de e- : : E ~ X X P(x) .
Si f et g sont deux morphismes de X dans un même objet Y, le morphisme composé

(f,g) =Y
X Y 201420142014~~1 est le morphisme caractéristique d’un sous-objet de X

qu’on appelle l’égalisateur de la paire (f,g) . L’existence d’égalisateurs dans T
20142014-"201420142014 

~~

montre que l’on peut y définir les produits fibres.

On définit ensuite les opérateurs logiques dans l’objet JB. , qui joue le rôle

d’objet des valeurs logiques. La définition de V ,/B et o est particulièrement

simple. Tout d’abord, le morphisme V. : x ~03A9 est le morphisme caractéristique
du sous-objet x’ de X . Le morphisme ~ de 03A9 FÀ dans 03A9 est le morphisme

caractéristique de l’égalisateur des morphismes 

dans h xJL . Enfin, le morphisme ===> dans 03A9 est le morphisme ca-

ractéristique de l’égalisateur des morphismes p 1 et A dans ÀL , où

p l est la première projection du produit 

L’étape suivante est la définition d’opérations entre les objets du type P(x) .
Soit f : X20142014~Y un morphisme. L’axiome (Top) établit une correspondance bijective
entre morphismes de Y dans P(x) et morphismes de X X Y dans 03A9 ; par les argu-
ments fonctoriels usuels, on en déduit que P est un foncteur contravariant , autre-
ment dit on associe à f un morphisme f = P(f) de P(Y) dans P.(x) . On construit

ensuite des morphismes f et f, de P(X) dans P(Y) qui ont les mêmes propriétés
K . vw vw

formelles que dans le cas ensembliste (cf. page 130). L’image de f est un sous-objet

de Y ; on peut le définir comme le composé 1 on notera aussi

le morphisme de X dans P(x) qui correspond par l’axiome (Top) au

morphisme diagonal 0394X : X ~ X X X .



Pour interpréter une formule de la logique des prédicats , on doit associer à

chaque type i en jeu un objet X. de T , avec en particulier X03BB =-fL ; à cha-

que constante de fonction de type il X- ...Xi ~ i est associée un morphisme

de X. i- 1 X ... 
X X. 

i n 
dans X. 

i 
, et à chaque prédicat p de type i- 1 X ... x i n

20142014~’~ un morphisme de X. X ... x X dans ~.. Les opérateurs logiques ,...

~1 in
seront interprétés comme les opérateurs de même nom dans Une constante de type

i sera interprétée comme un élément global de X.. On supposera que, pour tout

type i en jeu, on a deux prédicats =. 
i 

et ~ . 
i 

qui seront interprétés au moyen

de - 

"i 
et ~ 

Xi 
respectivement . Puisque nous disposons des opérations f 

* 
et f, , .

on pourra interpréter les quantificateurs comme dans le cas ensembliste (ci, page 135).
En conclusion, l’interprétation d’une relation A dans laquelle les variables libres

sont x ,... ,x de types respectifs i ,...,i sera dans la catégorie T un morphisme
_ 

n n ~~

A de X. X ... X X. dans JTL ; par exemple, si x et y sont deux variables de

~1 n
type ~ , l’interprétation de la relation x = x/~ y est le morphisme F de

’0- X .SL Le cas des termes est analogue. Enfin , toute relation étant inter-

prétée comme un morphisme à valeur dans A, c’est le morphisme caractéristique d’un

sous-objet que l’on appelle l’extension de la relation en question.

On peut maintenant appliquer au topos T tous les théorèmes de la logique des
~~~f

prédicats. Par exemple, si A et B sont deux relations, et que l’on a prouvé

A  B et B A , alors les extensions de A et B seront égales dans T.

On pourra ainsi prouver que 03A9 se comporte comme un objet en "algèbres de Heyting" ,
de même que P(x) pour tout objet X de T ; l’ensemble des sous-objets de X est

w~ ~~

une vraie algèbre de Heyting.
Les méthodes précédentes peuvent être utilisées, non seulement pour prouver des

égalités de morphismes dans la catégorie T , mais aussi pour en construire. Par

exemple, soit A une relation comportant deux variables libres x, y de types res-

pectifs i , j ; si la formule

est valide, il existera dans T un morphisme f : X. tel que A soit le mor-

phisme caractéristique de l’image du monomorphisme de Xj dans (le

"graphe de f ") En interprétant de manière convenable la formule précédente où l’on
prendrait pour A un prédicat variable du type convenable, on peut définir le sous-

objet Y de formé des "applications" de X dans Y . En particulier, on

peut identifier P(X) à 



En conclusion, les topos permettent une très vaste extension de la notion de

modèle ’ L’objet03A9 étant un objet comme un autre dans T , on peut traiter sur pied. vl

d’égalité les termes et les relations, et en particulier les modèles booléiens sont

des modèles comme les autres dans le cadre des topos. Les relations permises dans un

topos comportent la relation d’appartenance, mais limitée par une restriction de

types, puisque l’on a une telle relation ~ entre X et P(x) pour chaque objet X

de T .

4.2. Faisceaux

Jusqu’à présent, nous n’avons pas donné d’exemple de topos. Le premier exemple est

fourni par "la" catégorie des ensembles S (cf. la conclusion, § 5). Soient

maintenant jy une petite catégorie et T la catégorie des foncteurs contrava-

riants de C. dans S . Par exemple, on pourra considérer la catégorie C associée

de la manière usuelle à un ensemble ordonné 1 , les objets étant les éléments de 1 ,

et les morphismes les paires (i,j) d’éléments de 1 avec i~ J ’ Plus particuli-

èrement encore, on pourra prendre pour 1 l’ensemble ordonné par inclusion des parties

ouvertes d’un espace topologique X ; alors T sera la catégorie des préfaisceaux
~~/

sur X.

Pour passer de là aux faisceaux , nous aurons besoin d’une construction due à

Lawvere et Tierney [34] . Soit T un topos quelconque. Un opérateur modal dans T
~~ 

20142014201420142014201420142014201420142014 

~~

est un morphisme j satisfaisant aux relations

(l3) JV = V , jj = j = jx 039B jy

où V : 1 20142014~~. est le "vrai" et où x,y désignent les deux projections de 

dans £ conformément aux principes généraux d’interprétation des relations. On notera

l’analogie avec la formule (9) de la page 128. D’ailleurs j induit un opérateur mo-

dal au sens de la page 128 dans l’algèbre de Heyting des sous-objets d’un objet X

quelconque de T .
/~

Fixons j . On note J l’égalisateur de la paire et l’égalisateur

de la paire (j,I03A9) . On dira qu’un monomorphisme u : X ~ Y est fermé (resp. dense)
s’il existe un carré cartésien

Associant aux monomorphismes leur image , t on voit que l’on peut définir les notions

de sous-objet fermé et de sous-objet dense d’un objet X .



On note T. la sous-catégorie pleine de T formée des objets F satisfaisant à

la condition suivante--:

u : X ""~ Y est un monomorphisme dense, et v : X > F un morphisme

quelconque , il existe un unique morphisme x : Y - F tel que v = xu .

/cartésien/
Alors Tj est un topos , le produit/dans T . étant celui de T restreint aux objets

de T.. Le foncteur d’inclusion de T. dans T a un adjoint à gauche a : T ~ T.
qu’on peut construire comme suit . Comme on ., a jj = j et est l’égalisateur

de on peut factoriser j "~’ on considère alors le mor-

phisme composé u:X  03A9X ; l’objet a(X) est alors l’adhérence de
l’image I de u , à savoir l’unique sous-objet fermé de dans lequel I soit

dense . On montre ensuite que le foncteur a satisfait à un calcul de fractions , et

qu’il est donc exact .

op
Revenons au cas où T est de la forme S . L’objet-iL de T est le foncteur

de Cop dans S oui à chaque objet U de C. associe l’ensemble des cribles dans U ,

c’est-à-dire 1 26 l’ensemble des sous-foncteurs du foncteur représentable Cop ~ S .
On montre alors sans difficulté que la donnée d’un opérateur dans

T revient à celle d’une topologie J sur la catégorie C au sens de Grothendieck et
Giraud l24,26]. Le topos Tj est alors le topos des faisceaux sur le site (C,J) ,
et le foncteur a est celui qui associe à tout préfaisceau le faisceau correspondant

au sens de Grothendieck . Autrement dit , un topos au sens de Grothendieck est un

topos au sens de Lawvere et Tierney , mais la réciproque est fausse .

Plus particulièrement, soit ~ la catégorie associé à l’ensemble ordonné des ou-
verts d’un espace topologique X . Le préfaisceau -IL associd à toute partie ouverte

~T de X l’ensemble des classes héréditaires F de parties ouvertes de U (F est dite

héréditaire si les relations Vc V’ et V’ e F entraînent Ve F) . Définissons le

comme la famille des applications j :.~(LT) -2(U) ainsi

définies : si F est une classe héréditaire de parties ouvertes de U , alors jU(F)
est l’ensemble des parties ouvertes de U qui sont contenues dans la réunion d’une

famille d’ouverts aDDartenant à F . Avec cette définition , T. est la catégorie des°’ 

w~n
faisceaux sur X au sens usuel [28] .



§ 5. Conclusion

Nous venons de décrire les parties les plus fondamentales de la théorie des topos.

Il convi.ent de la préciser en ajoutant de nouveaux axiomes qui assurent par exemple
le caractère booléien de la logique interne. On peut alors obtenir des topos qui se

rapprochent de plus en plus de "la" théorie des ensembles classique. De fait, on

peut montrer que celle-ci est aussi "forte" qu’une théorie des topos convenablement

restreinte [51,52].

La construction des faisceaux, sous la forme générale décrite au n° 4.2 permet
de construire une large classe de topos, et une construction analogue à celle des

ultraproduits permet de rendre ces topos booléiens. Chacun de ces topos fournit un

modèle de la théorie des ensembles élémentaire à la Lawvere [1,2], et c’est cette

liberté accrue qui permet de démontrer facilement l’indépendance de l’hypothèse du

continu (ou de l’axiome du choix).

Esquissons une construction qui est une variante de celle de Cohen [44] ou de

Tierney [53]. En termes catégoriques, l’hypothèse du continu généralisée est

l’inexistence de deux monomorphismes non inversibles X ---s Y ~ P(X) . Considérons

alors un espace topologique S et un ultrafiltre $ sur S auquel appartiennent

les parties ouvertes et denses de S. Nous disons qu’un faisceau ~ sur S est

parfait s’il satisfait à la propriété suivante :

(P) Etant donnés deux ouverts U et V de S avec U C V c U toute section de

iç sur U se prolonge de manière unique en une section de ~ sur V .

Etant donnés deux faisceaux ~ et ~ et deux morphismes u et v de

dans ~ , y disons que u et v sont équivalents s’il existe un ouvert U apparte-

nant à 4l tel que u et v coïncident au-dessus de U.

La catégorie des faisceaux parfaits sur S et des classes d’équivalence de

morphismes est alors un modèle Jt de la théorie élémentaire des ensembles. Pour

contredire l’hypothèse du continu dans on choisit pour S un espace compact

totalement discontinu de la forme ~0,1~I où I a la puissance du continu. Alors

l’algèbre de Boole formée des parties ouvertes et fermées de S a la puissance du

continu, mais satisfait à la oondition de chaîne dénombrable car il existe une

mesure de support S, par exemple le produit des mesures - s les facteurs

~0,1~ . Soit alors X un faisceau constant sur S de fibre F dénombrable et
o

Y le faisceau constant de fibre P(F) . On a des monomorphismes
o ~

X --~ Y --~ P(X ) évidents. Ils sont non inversibles, le premier de manière
o o - o

évidente, et le second parce que le faisceau constant X a beaucoup de sous-

faisceaux non constants (*). Les faisceaux X et Y ne sont pas parfaits, mais

(* ) On peut même prouver que le faisceau des épimorphismes de Y dans X (resp.
P(X ) dans Y ) est vide. 0 0

~,M, o 0



il est facile de prouver que la catégorie des faisceaux parfaits est une sous-

catégorie réflexive de celle de tous les faisceaux. On prend alors pour X (resp.

Y ) le faisceau parfait "enveloppe" de X (resp. Y ). On obtient deux monomor-

phismes non inversibles X ~ Y ~ P(X) qui contredisent dans le modèle

l’hypothèse du continu.

Pour contredire l’axiome du choix, il faut considérer des faisceaux où opère

un groupe.
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sont associées , consulter :
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Voici enfin les références fondamentales pour l’application de la théorie des topos
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