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Séminaire BOURBAKI 533-01

3le annde, 1978/79, n° 533 Pévrier 1979

THEORIE DE LA DIFFUSION

POUR L'EQUATION DE SCHRODINGER

par Pierre CARTIER

8 1. Enoncé des probldmes [2] , [4]

1. Rappelons que l'équation de Schrodinger s'écrit sous la forme

2
(1) £33,/0t = - B/)af, + V9, ,
ou §t(x) = $(x,t) est une fonction du vecteur x de l'espace euclidien 33 et du
temps t

, A est la constante de Planck divisée par 2n , et m est la masse d'une par-
ticle se déplagant sous 1l'influence d'un potentiel V(x) « Nous simplifierons les nota-

tions en utilisant un systdme d'unités dans lequel on a A =1 et mn= 1/2 . On considé-

rera de manidre générale l'équation aux dérivées partielles suivante dans Bn s

(2) i §t/bt = - b'ﬁt " vﬁt ,

n
oi V est une fonction localement de carré intégrable dans 5@ ,etot D= jzl<>/§xj)2
est 1l'opérateur de Laplace .

2. Le premier probldme concerne l'existence et l'unicité des solutions de 1'équation (2) .

Vu les principes fondamentaux de la Mécanique Quantique , on peut le formuler de la manidre
suivante :

PROBLEME I : Trouver un opérateur auto-adjoint H , borné inférieurement dans 1'espace de

Hilbert H = L?(gn) , dont le domaine IXH) contienne 1'espace Cg’(gn) et tel gue
(3) H§ = -Aé +V§ pour toute § dans C? (gn) .

On a noté C:’(gn) 1'espace des fonctions de classe € A support compact sur En . Pour
qu'il existe un opérateur auto-adjoint satisfaisant & (3) , il faut et il suffit que la
fonction V soit réelle , ce que nous supposerons désormais .

Nous n'aborderons pas sérieusement le probldme I , qui mériterait un exposé i lui
tout seul . Nous renverrons i 1'ouvrage de M.Reed et B.Simon {6, vol.II] , & 1'exposé de
B.Simon dans (8] , ou encore , pour un résultat trds général , & un travail récent de Bré-
zis et Kato (33] .

Une méthode pour définir la somme de deux opérateurs non bornés est fournie par le
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533-02
critdre suivant , dfl & Rellich et Kato [4] :

Soit Ho un opérateur auto-adjoint de domaine Q(Ho) , borné inférieurement dans
1'espace de Hilbert H . Soit V : _Q(Ho) —= H une application linéaire symétrique (i.e.

ona (f|vg) = (Vf|g) pour f,g dans Q(Ho) ) . On suppose qu'il existe un nombre com-
plexe z tel que la résolvante Ro(z) = (Ho -zt

soit définie et que 1'application
VRo(z) soit un opérateur compact dans H . Alors H=H_ +V, de domaine D(H) = Q(Ho),

est auto-adjoint et borné inférieurement .

L'opérateur -A agissant sur C? (gn) a un unique prolongement auto-adjoint Ho ,
dont le domaine se compose des fonctions § dans ‘LZ(En) telles que le laplacien A
calculé au sens des distributions appartienne a La(gn) s ona H°§ = -0 § en ce sens.
La transformée de Fourier ? (notée aussi _lff) d'une fonction (intégrable) f est définie

par la formule

(4) 2% = (202 o) LS UV

’

n n
on note x = (xl,...,xn) et E = (§1,...,§n) deux vecteurs de 5 , x.i = jil xjgj est
leur produit scalaire et d'x = dx,...dx . La norme |x| d'un vecteur x étant comme
d'habitude (x.x)l/ 2 » le domaine de H ~se compose des fonctions f dans Lz(g") telles

que € > iﬁlz‘f‘(i) appartienne 3 Lz(gn) , et 1'on a
(5) GEHE - (620 .

On appelle potentiel de Kato toute fonction V qui est limite uniforme d'une suite
2 -
de fonctions Vm de L (gn) ; par exemple , la fonction V(x) = C.|x| 5 avec 0<s<-o

2
est un potentiel de Kato . Supposons d'abord V de carré intégrable ; alors 1l'opérateur

A= V.(Ho + 1)-1 est un opérateur "pseudo-différentiel" de la forme
- ix.
(6) arx) = (e 2f 28 4 D) a7

avec le "noyau" A(x;g) = V(x).(|g‘2 + 1)-1 . Supposons n = 3 ; la fonction précédente
est de carré intégrable sur R”><R" , donc l'opérateur A est de Hilbert-Schmidt .
Dans le cas d'un potentiel de Kato V = lim '\Im , 1'opérateur V.(Ho + 1)-1 est limite en
norme des opérateurs de Hilbert-Schmidt Vm.(ﬂo + 1)_1 , donc est compact .

En conclusion , lorsque n = 3 et que V est un potentiel de Kato , 1'opérateur
H=H°+V de domaine

Q_(Ho) est auto-adjoint et borné inférieurement . Ceci s'applique
-1

en particulier au potentiel coulombien V(z) = €.|x| .

3. Supposons résolu le probldme I . D'aprds le théordme de Stone , on peut définir deux

groupes & un paramdtre d'opérateurs unitaires dans H par

(7 Ut - e-itH , U: - e—itﬁo .

L'équation de Schrédinger (2) est alors résolue par la formule
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(8) 9, = v, g, .

De méme , l'équation de Schrédinger pour la particule libre , soit
(2 vis) 2§/t = -4,

est résolue par la formule

’

o

(9) 3, = v, &, .

En général , on ne connait pas de formule explicite pour Ut . Pour U: , on a par contre
N\ i 2

(10) Wn® - B e pour f dans L(R")

(12) N = § &-91) % pour £ oams 1Par?,

avec le "propagateur"
. 1.2
(12) K (x) = |4ntr“/2 o mi(n/a).sen v ifx|"/at
4. Une fois construit 1'opérateur auto-adjoint H , on peut définir son spectre oA(1) ,

le spectre discret O'd(H) formé des valeurs propres isolées de multiplicité finie , et
le spectre essentiel Q'e(H) = O'(H)\d'd(H) .

PROBLﬁME II : Montrer gque le spectre essentiel de H se compose des nombres positifs .

On prouve facilement 1'égalité

(13) ¢ (H) = o’e(Ho) = [0, + o[ ;

de plus , dans le critdre de Rellich et Kato , on peut prouver que H et Ho ont méme

spectre essentiel . Le probléme II est donc résolu lorsque V est un potentiel de
Kato et que l'ona n=3.
Lorsque H est borné inférieurement et que son spectre essentiel est égal &
{0, + ®[ , le spectre discret de H est une partie finie de J-m-, O ou se compose des
éléments d'une suite de nombres ')\o < )\1 < ees <An< eees < 0 tendant vers O . Pour

1'étude du spectre discret , on renvoie 3 notre exposé précédent (Séminaire Bourbaki , fé-
vrier 1977 , exposé 496) .

5. Soit en général H un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H . On peut

décomposer H en somme directe orthogonale

H

(14) H=HeH e
=P “ac —sC

avec les propriétés suivantes :
a) 1'espace EP est engendré par les vecteurs propres de H dans H ;

b) soient BE(A) 1les projecteurs spectraux de H et L (pour f C_H_)

2
spectrales définies par mf(A) = ||B(a).£||® ; alors, si f est décomposé sous la

les mesures

forme f =f +f +f conformément & (14) , la formule
P ac sc
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n, =m, + m. + m. décrit la décomposition de Lebesgue de la mesure ne sur R ; au-
P ac sc -
trement dit , ne est somme de masses ponctuelles , m P est absolument continue par rap-

P ac
port & la mesure de Lebesgue et L est diffuse et étrangdre & ladite mesure de Lebesgue.

sc
PROBLEME III : a) Prouver que 1'opérateur H n'a aucune valeur propre positive .

b) Prouver que la partie singulidre H  est réduite afo} .

Le probléme III a est encore assez mal compris ; on trouvera des renseignements 3 ce su-
jet dans le livre de Reed et Simon {6, vol. IV] . Les résultats dont on parlera plus loin
permettent de résoudre le probldme III b dans de nombreux cas . Une fois résolus les pro-

blémes I , II et III , on peut écrire
(15) B = E(]-0,0[).H
(16) B = B([0,+00[).H

et les valeurs propres de H sont en nombre fini , ou forment une suite strictment crois-

sante de nombres négatifs tendant vers O .

6. Le_théorie de la diffusion s'occupe du comportement des solutions de 1'équation de

Schrodinger lorsque le temps t tend vers 1'infini .

De manidre générale , considérons un groupe & un paramétre d'opérateurs unitaires U

~itH t

(théoréme de Stone) . Soit
§ # 0 dans H , et soit §t = Uti la solution de 1l'équation de Schrddinger

(17 13§/ = up,

dans 1l'espace de Hilbert H = L2(§n) 3 posons Ut = e

telle que §o = § . On définit une famille de mesures de probabilité Pt sur gn par la

formule

(18) O RET T  XOTEE CI

le nombre Pt(A) s'interpréte comme la probabilité d'observer & l'instant t la parti-

cule dans la partie A de gn .

On dit que § est un état 1ié si les mesures r,t appartiennent & un ensemble de me-
sures de probabilité compact pour la topologie vague . D'aprds un critére classique , ceci
n
signifie que , pour tout € > 0 , il existe une partie compacte K de R telle que

\g,t(K) >1-¢ pour tout t . Il revient au méme de supposer que l'on a

(19) r]ixgo S‘.tlp I Frvt§ [l=0 ,

ol Fr est (1'opération de multiplication par) la fonction caractéristique de 1'ensemble
des x dans gn tels que lx[ > r . On montre facilement que 1l'ensemble des états liés
(y compris 0) est un sous-espace fermé H—lié de H . De plus , si § est un vecteur
propre de H , le vecteur Ut§ est proportionnel & § et donc Y't est indépendante de
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t ( § est un "état stationnaire") , donc § est un état 1ié . On a donc H C H
On dit que § est un état de diffusion si 1'on a

1 (T
(20) T}:xgo —i-f_T h(A) dt = 0

pour toute partie bornée A de 1=tn . Ces états de diffusion (y compris O) forment un

=1ié °

s s
sous-espace fermé I—{diff de H , orthogonal a gné , donc contenu dans _I_{_c = g‘a c [ Esc .
Ces définitions sont dues & Ruelle [42] , et le critdre suivant a été obtenu par

Amrein et Georgescu [30] :

Supposons qu'il existe un opérateur borné T dans E , d'image dense , commutant
sux U, et tel que FT soit un opérateur compact pour toute fonction F de cz"(g ).

On a alors H Hli , —dlff » et en particulier , ona H = gné ogdiff .

I1 suffit évidemment de prouver l'inclusion K c Beger ° La démonstration est parti-
culidrement simple lorsque gsc est réduit a (O} . En effet , de manidre générale , on

prouve comme suit la formule | :IL:Lm W 1:(A) = 0 , pour toute partie bornée A de gn
t| 3o =

lorsque § appartient a B‘ac . I1 revient au méme de prouver que l'on a
(1) S Fl d 0 our F dans C* (R"

'tl"m ' l ‘bt p ) (= ) ’
soit encore
(22) Mm | rug (|l = o pour F dans CO (R") .

-»00 -
Comme TH est dense dans H et U =1, on peut supposer que est de la forme
“ac ~ac t

TQ' avec Q' dans gac . C'est une conséquence connue du lemme de Riemann-Lebesgue que

Ut§| tend faiblement vers O , et comme l'opérateur FI' est compact , il en résulte que
FU& = F'I'(Uti') tend fortement vers O .
Le critére d'Amrein et Georgescu s'applique dans deux cas (’) :

a) Les opérateurs Ut commutent aux translations dans gn (et en particulier si
BE=H ) .
b) Le domaine D(H) contient toutes les fonctions f de LZ(R ) &

support compact telles que Af (au sens des distributions) appartiemne. & L (R ) et
l'on a

(23) Hf = -QAf + Vf

pour une telle fonction f (en particulier si V est un potentiel de Kato et si n = 3) .

Dans le cas a) , il suffit de prendre T = (H° +1)7% avec s> n/4 , car FT

est alors un opérateur pseudo-différentiel associé & un noyau de carré intégrable (no 2) .

= 1 » Al - -
(*) On trouvera dans Ruelle [42] d'autres cas ol 1'on a gp = glié et _I;l_c _gdiﬁ, .
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Dans le cas b) , posons T = (H + i)"l et T = (Ho - 1)'1 ; on établit facilement

la formule

— — n -

(28) *F = T, - T(E®1) - 2 I (0.1 ) .
On a posé Dj = -i9d /bx:j et la fonction F appartient & c?(g“) . Les opérateurs T
et To sont bornés ; chacun des opérateurs pseudo-différentiels -F;I‘o . H(?).To et
Dj(-ﬁ.:).l)jTo a un noyau A(x;S) = B(x) .C(g) o B et C sont nulles 3 1'infini , donc est
limite d'opérateurs de Hilbert-Schmidt (voir les calculs du n° 2) . I1 en résulte que
1'opérateur ™F , donc aussi son adjoint FT , est compact . Il est clair que T est

d'image dense et commute aux Ut .

7. Nous allons maintenant comparer les solutions des équations
(2) 199, /0t = -8, + W,

(2 vis) £yt = -8y, -

On dira qu'un élément § de H est asymptotiquement libre si 1'on peut lui associer deux
14 i t
éléments § % et §°“ de H , de sorte que l'on ait

. out _ _ gin _
(25) t_;‘i&“yt- t H ~t1—,in;<n “ft §t“ =0 .
On a noté §t la solution de 1'équation (2) telle que §° =0 , et de mdme in et

ftm t sont les solutions de 1'équation (2 bis) se réduisant respectivement 3 §1n et out

pour t = 0 . Lorsque § est donné , les éléments §1n et Qout de H sont uniquement
déterminés , et de méme norme que § ;s si § est asymptotiquement libre , il satisfait

a 1'équation (21) , et en particulier , c'est un état de diffusion .

L'hypothése asymptotique est la suivante :
a) Tout élément § de gc = H e H est asymptotiquement libre .
_— =ac

. . X e in ut
b) Les applications linéaires isométriques §i—> § et §!—>§° de gc dans

H sont surjectives , donc unitaires .
L'hypothése asymptotique entraine les relations

By = By oo B o= By o By = {0} .
Y
PROBLEME IV : Donner des conditions sur le potentiel V permettant de démontrer 1'hypo-
thése asymptotique .

Voici quelques commentaires sur ce probldme . L'hypothdse asymptotique ne peut &tre
vraie que si V décroit assez rapidement & 1'infini . De manidre intuitive , pour que les
solutions de 1'équation de Schriddinger (2) ressemblent pour |t| assez grand 4 celles de
1'équation (2 bis) correspondant & V = O , il faut que 1'influence de V ne s'étende ni
trop loin , ni trop longtemps . En particulier , pour n=13 , et V(x) = ¢/|x| (avec
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C<0), on sait que 1'hypoth&se asymptotique n'est pas satisfaite telle quelle ; ce cas
a été étudié en détail par Dollard [35,36] . Faute de place , nous ne parlerons pas de ces
potentiels & longue portée , pour lesquels nous renvoyons le lecteur & [29] , [32], [37],

{38] et [41] , ainsi qu'aux travaux 4' Agmon [25]-[28] .

L'équation de Schrodinger dans 53 correspond au cas d'une particule se déplagant
dans le champ d'un potentiel fixe . Le cas de deux particules x et y , interagissant
par un potentiel ne dépendant que du vecteur E? , Se raméne au précédent par l'artifice
classique en Mécanique de séparation du mouvement du centre de gravité . Le cas de N> 3
particules se raméne,aprés séparation du mouvement du centre de gravité , & une dquation
de Schrodinger dans gn avec n = 3N - 3 ., Mais en général , le potentiel V ne tend plus
vers O & 1l'infini , et la description des états asymptotiques est beaucoup plus compli-
quée . Le probléme & N corps est encore plus compliqué qu'en Mécanique Céleste , et nous
renverrons le lecteur aux travaux (2] , [5} , [6, vol.III], (7], (8], [34] et {43] .

A titre d'illustration , considérons le cas de 1'hélium composé d'un noyau , que nous
supposerons fixe , et de deux électrons occupant les positions x et y . On a une équati-
on de Schrddinger dans 1l'espace 53 > 53 = R6 avec le potentiel

V(x,y) = - 232/|x‘ - 2e2/|y| + ez/|x - y|

qui ne tend pas vers O & l'infini (on a noté e 1la charge électrique de 1'électron) .

Les états asymptotiques se décrivent physiquement comme suit :

He 2 électrons liés au noyau d'hélium
+ -
He + e hélium ionisé , 1 électron libre
4+ - -
He +e +e hélium 2 fois ionisé , 2 électrons libres ,

et il convient de comparer les solutions de 1'équation de Schrddinger & celles de trois

équations différentielles correspondant aux trois situations précédentes .

8§ 2. Méthodes non-stationnaires

8. Considérons de mani&re générale un espace de Hilbert H et deux opérateurs auto-adjoints
-itH -
e 0 et Ut =e ith . On sup-

pose que le spectre de Ho est absolument continu , c'est-d-dire que les mesures spectra-

3 N o
Ho et H engendrant les groupes a un parametre Ut =

les de Ho sont absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue . On pose Wt =

o . I . P a . :
U—tUt pour tout t réel . L'hypothese asymptotique équivaut alors & la conjonction des
propriétés A , B et C ci-apreés .

A) lour tout vecteur ¢ dans H , la limite suivante existe :

(26) w_+_§ = t_)li'éo wt§ .
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Comme les opérateurs Wt sont unitaires , les opérateurs w+ sont isométriques ; on les

appelle opérateurs de Héller [16] (ou opérateurs d'onde) . On a la relation fondamentale

(27) U, = W+U: pour tout t réel .

B) Les opérateurs W, et W_ ont la méme image I .
I1 suffit en fait de postuler qu'on a Im V_c Im W+ et qu'il existe un opérateur anti-

unitaire @ dans H tel que

(28) eu, = U_.6 , eU. = U @ ,

c'est-a-dire laissant invariants H et Ho ("invariance par renversement du temps“) ; ces
relations entrainent en effet 9W+ = We .
Si les propriétés A) et B) sont satisfaites , W+ et W_ transforment 1'opéra-

teur auto-adjoint Ho dans H en la restrictionde H & I . Vu 1l'hypothdse faite sur

¢ H se

s ‘ s -
le spectre de Ho , onadonc Ig gac , ou la décomposition H gp ® g‘ac .

rapporte & H .

" 5 : " = = = .
¢) ("Complétude asymptotique") On a Im W, = ImW_ gac et H_ (0}
Si les propriétés A) , B) et C) sont satisfaites , W, et W_ sont des isomor-
phismes d'espaces hilbertiens de H sur Eac transformant Ho en la restriction de H

a g-ac . Pour déterminer complétement la décomposition spectrale de H , il suffit donc

de connaftre les fonctions propres de H et la décomposition spectrale de Ho .

On pourrait présenter la théorie de maniére plus symétrique en considérant deux es-

paces de Hilbert gl et H

5 0 et pour j = 1,2 un opérateur auto-adjoint Hj dans gj
engendrant le groupe & un paramétre Uz = e-itHj.On choisit un opérateur borné J de
§2 dans gl et 1'on définit les opérateurs de Mfller par les formules

1 .2
W = lim U, Ju
1§ t— 1t -t tg

pour § dans (gz)ac (partie absolument contimue de H, pour 1'opérateur HZ) . Cette
généralisation a été développée par Kato (voir [8]) ; elle est utile dans le probldme des

N corps .

9. Voici quelques conséquences des propriétés A) et B) ci-dessus . Soit § dans H ;

posons §t B U: § et it = Utw_ § . On a alors
(29) n‘hfat = B, s i'a§t/bt = Hoét
(30) ¥, = vl U | P NI

t—9-o
. = 1° " 1ol
On pose ensuite X ¢ = Ut LA § , d'ou

(31) i%xt/'bt = H%,

(32) e = LE NG SIL S SUNRILE
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Autrement dit , ? = W_§ est un état asymptotiquement libre tel que § = Qin

t
=1§ ou ; si 1'on pose S = wiw , on aura

(33) out - S‘Em

L'opérateur S est défini dés que W+ et W_ le sont (hypothdse A) ; il est
unitaire si et seulement si W _ et W_ ont méme image (hypothdse B) . On 1'appelle
l'op_g'rateur de diffusion ; il commute aux opérateurs Uz , donc 3 Ho .

10. Explicitons la signification de cet opérateur S dans le cas oi H = LZ(I_In) et
Ho est le prolongement auto-adjoint de - [y défini au n° 2 . On définit un difféomor-

phisme de R" N{0) sur Jo, +oo =< s“'l (s"'l est la sphdre unité dans R ) par

E\—9 (|§| §/|E|) , d'ol un isomorphisme de L (R ) avec L (R ; 2(.‘.‘:n 1)) il

transforme une fonction f(x) en la famille des fonctions G v 2_1/2 (n-2)/4 1/2“’ )

n-1

de carré intégrable sur S . Cette représentation diagonalise 1'opérateur Ho , et

comme S commute & Ho , i1 est décomposé dans la représentation précédente , donc cor-

respond & une famille d'opérateurs unitaires S_ dans L ( n-l) dépendant du paramdtre

E
E> 0 . Dans les cas courants , on a SE =1+ RE , Ou 1'opérateur RE est de Hilbert-
Schmidt , donc est représenté par un noyau RE(w w') de carré intégrable sur §n—1 .
Soit Q;é O dans H . Un calcul facile , utilisant les formules (ll) et (12) mon—
tre que , pour toute fonction mesurable et bornée F sur 5 , On a
0 r2 .1 A 2n
(34) SF°|Ut 9|° a'x =S NER 13 /

K

avec

: 2
(35) ft(x) = e:"‘xl /4t B(x) pour x dans En .

Il est clair que ft tend vers §_ dans H lorsque t tend vers l'infini ; par ailleurs

on a
o,
(36) lin ||uw§-ulsyl| = o .
RTIRLXE
Prenant pour F 1la fonction caractéristique d'un c8ne C , on déduit des formules précé-
dentes la relation

(37) lim -p(C) = Ic |§§(§)|2 g .

ty+
Autrement dit , la projection sur la sphdre §n—1 de la mesure de probabilité sur

fsln définie par (18) (remplacer §t par t&'t) a une limite déerite par (37) .

Venons-en au cas physique n =3 . On a 1'interprétation suivante :

Le potentiel V représente 1l'influence d'un obstacle . Envoyons sur cet obstacle
un flux de N particules par unité de surface , dans la direction définie par un élément
w de §2 , d'énergie cinétique E . Observons la partie du faisceau diffusée dare un

cdne C de sommet O , de base Te §2 . Le nombre de particules diffusées dans € est
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donné par la formule

2 -1
(38) NMC) = 4nNE j'r Ry(0w)|? a0 .
Le fait que S so0it unitaire traduit la conservation du nombre total de particules .
11. Venons-en & la preuve de l'existence des opérateurs de Mgller . Choisissons un sous-
espace vectoriel D de Q(Ko)f\ Q(H) » supposé dense dans H et invariant par les opéra-
teurs UZ . Notons V 1la restriction de H - Ho & D , et définissons 1'application
lindaire V(t) =UJ, VU] de D dans E .

Soit § dans D ; un calcul immédiat donne la relation

d
(39) =8 = w0} .
Comme W, est unitaire , on a ||WtV(t)§|| = ||V(t)§]|| , d'od aussit8t le critdre de

Cook [10] et Haak [11] :

si 1'intégrale [ " ||V(t).§|| dt est finie pour tout § dans D , les limites
Hiq = t]-')lgoo Wtf existent pour tout i dans H .

Introduisons le produit chronologique de Dyson par les régles :
a) T(V(tl)...v(tn)) est fonction symétrique des nombres tyoeeent s
b) si t)2 .2t , ona T(V(tl)...v(tn)) = V(tl)...v(tn) .
On déduit formellement de 1'équation différentielle (39) 1la relation

oo
b b
= T (-1)° ! cee coe e
(40) W, = Z(-1)"/n fa fa 2(V(t,)... V(8 ) at...dt_
pour a<b . Par passage & la limite , on obtient la céldbre formule de Dyson
®
- i)Y f .

(41) s = 2, (-1)"/n! R T(V(ty)...V(2))) aty..dt
vu les difficultés liées & la convergence d'une telle série , nous n'en ferons pas usage.

12. Quittons la théorie générale et revenons au cas od H = L?'(gn) , et ol 1'espace de

Schwartz §(§n) est contenu dans Q(Ho)f\ D(H) avec

(42) H°§ = —A§ , H§ = —A§+V§ pour f dans _S_(En) .

Nous prendrons pour D 1'espace des fonctions de _S_(gn) dont la transformée de Fourier
est nulle en dehors d'une partie compacte de En ne contenant pas O .

Pour § dans D, ona
O RVOF T NI R E IR NG DI OTRE S -

d'aprés la formule (34) . Les opérateurs de Mfller existent alors si V satisfait & la

condition suivante :
o
(44) fl lS V()] a% 172 at < +
K

pour toute partie compacte K de En ne contenant pas O . C'est le cas si 1'on a
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(45) |[v(zx)| < c. xl-s pour tout x tel que |x| >R,

pourvu que les constantes C , s et R satisfassentd C>0, s>1etR>0.
Ces résultats ont été généralisés par Hérmander [38] . On suppose toujours que _S_(l_{n)

est contenu dans _Q(HO)I\_Q(H) et que 1l'on a

(46) 8 = p3 , H = pD)F + |dyf<m v g

pour toute fonction § dans §(§n) . On a pris pour P(D) un opérateur différentiel el-
liptique & coefficients constants , et cﬁacune des fonctions Vd satisfait & la condition
(44) . On suppose aussi que le déterminant(des dérivées secondes }Zbefj?gk ne s'annule
pas identiquement . L'espace D se compose des fonctions de §(§n) dont la transformés
de Fourier a un support compact contenu dans l'ouvert £}, ot D #£ O .

Pour la démonstration , on applique le critére de Cook-Haak . Mais D est stable

par les opérateurs de dérivation D‘* , et comme P(D) commute 3 ces opérateurs , on a

R > o
(a7) v(t) = o1P(D) y (5) &HR(D)

o [<m %
On est donc ramené & étudier des opérateurs pseudo-différentiels de la forme
(a8) A - eltP(D)v(x)e—ltP(D)

et & leur comportement asymptotique pour t tendant vers 1l'infini . Si 1'on échange x
et D au moyen d'une transformation de Fourier , on se raméne a des problémes bien connus
qui se traitent par la méthode de la phase stationnaire .

Une autre généralisation est due & A.M. Berthier et P.Collet ans [31] . Dans leur
cas , on a Ho =~-Q, mais V est un opérateur pseudo-différentiel convenable . Les idées

sont analogues , mais la technique est beaucoup plus compliquée .

13. Nous abordons maintenant le probldme de la complétude asymptotique (propriésé C€) . Il
est en principe symétrique du probldme de 1l'existence des opérateurs de Mgller , car il
suffit de prouver l'existence des limites
. o
(49) lim  U,UD
t-2+00
ou § parcourt un sous-espace dense de gac ; on a évidemment un critére analogue & celui
de Cook et Haak en échangeant HO et H , mais en général , H est beaucoup moins bien
connu que Ho et il est plus difficile de contr8ler les opérateurs U_tVUt que les opé-
0 .0

rateurs U_tVUt

Un critdre classique , di & Birman et Pearson , assure l'existence des limites (49)

sous les hypoth&ses suivantes (on suppose H0 borné inférieurement pour simplifier) :

a) Pour ¢ >0 assez grand , ona || V(Ho + c)_1 If<1.

b) Si E(I) est le projecteur spectral de H associé A une partie bornée I de R,

1'opérateur E(I)V(Ho + c)“l est nucléaire pour ¢ > O assez grand .
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En pratique , ces conditions sont assez faciles & vérifier ; c'est ce que font A.M. Ber-

thier et P.Collet dans le travail cité plus haut (voir aussi Kuroda [14] ) .

14. Une nouvelle méthode "géométrique" vient d'8tre proposée par Enss |37] (voir aussi
Simon [44] et Deift-Simon [34]) ;elle est sans doute appelée & un grand avenir .
Les hypothdses sont les suivantes :

a) L'opérateur Ho est le prolongement suto-adjoint de -Q déja considéré .

b) On a ;KH) =‘2(H°) . Si 1'on note V 1l'opérateur H - Ho de domaine lXHo) , il

existe des constantes O<a<1let b>0 telles que 1'on ait

(50) vl < a |18 + © [|3]] pour § dans D(H) .

c) Si FR est la fonction caractéristique de 1'ensemble des x dans Bn tels que

x| <R, ona

(51) J v s DT R 4R <+ .

C'est cette dernidre relation qui assure que V décroit assez vite & 1'infini (attention:
on ne suppose pas que V soit la multiplication par une fonction t) .

Comme (Ho +i)(H + i)-l est borné d'aprés (50) , et que 1'opérateur FR(Ho + i)_l
est compact d'aprés lgn0 2 , 1'opérateur FR(H + i)-l est compact et 1'on peut appliquer
les résultats de Ruelle et Amrein-Georgescu considérés au'no 6 . On choisit dans gc un
élément § # 0 dont la mesure spectrale (par rapport & H) ait un support compact I con-
tenu dans 0, +oo{ . Comme § est un état de diffusion , on peut construire des nombres

t(m) tendant vers l'infini tels que

52) ot |Fisg Vo) A1 = 0
(53) Lin I r, Uppe(my B+ D8] at = 0,

®
puis 1'on pose §m = Ut(m)§ - On choisit ensuite une fonction u dans € (10,+ o [)
4 2 1 AN Iy - . ' = ( t
égale a 1 sur I , d'ou u(H)Qm = §m ; on pose Qn = u\Ho).§m et 1'on prouve que
||§m - §'|I tend vers O .
m

Au moyen d'une partition de 1l'unité , on décompose §m en une fonction & support

dans la boule de rayon m centrée en 0 , et des fonctions §m j localisées dans des
’
cdnes C. privés de la partie 3 distance < m/2 de 1l'origine . On décompose ensuite
§m 3 en @; j + Q;*j , les transformées de Fourier de ces deux morceaux étant approxi-
’ ’ ’

mativement portées par les demi-espaces limités par un hyperplan orthogonal & la direction
centrale du cbne C, .

Pour prouver que la limite (49) existe , le calcul principal consiste 3 établir la
formule

. +
(54) ml-,lzgo ||wi &

57 Tl =0
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elle signifie que 1'$tat i; j est asymptotiquement libre dans le futur et § 5 dans le
’ ’
passé .

8§ 3. Méthodes stationnaires

15. Les méthodes stationnaires consistent & exploiter la résolvante de 1l'opérateur H plu-

tdt que les opérateurs unitaires Ut = e-ltH » et en particulier le comportement au voisi-

nage de 1'axe réel . On renvoie & Friedrichs [18] et & Rejto [23,24] pour l'application de
‘elles méthodes au cas oi V est "gentle" .

Nous esquisserons ici une méthode inventée par Howland [19] et développée de manidre
"abstraite" par Kato et Kuroda (voir (8] et [20]-[22] ) . Soit donc H un opérateur auto-
adjoint dans un espace de Hilbert H . Soit X wun espace de Banach plongé continuement

et de manidre dense dans H ; on peut de manidre naturelle identifier H & un sous-espace
de 1'antidual X' de X , soit

Xc HGX (inclusions continues & image dense) .

Pour tout nombre complexe 2z non réel , définissons la résolvante RrR(z) = (H - z)-l . On
suppose que dans l'espace de Banach _xi(_)g,g) des applications linéaires continues de X
dans X' , les limites R()\ * i0) = limo R(Ai ie) existent uniformément pour P par-
courant un intervalle compact ne conte:a-r?i: pas de valeur propre de H .

S'il en est ainsi , on a gsc = {03 . Montrons comment on en déduit la décomposition
spectrale de H , en supposant pour simplifier 1l'expression qu'il n'existe aucune valeur

propre de H . Posons E, = (2n1)-1[R('X+ i0) - R(A- i0)] pour tout A réel . On a
A

(55) (x|£(0)y) = Ig £(N) (x|E)‘y) dA pour x,y dans X .
Posons
(s6) B?‘(x,y) = (x|E}\y) pour x,y dans X .

Alors B)\ est une forme hermitienne positive sur X , dépendant continuement de A.On
peut alors compléter de manidre naturelle l'image de E)en un espace de Hilbert g,‘ qui
se plonge continuement dans X' . Il existe un isomorphisme de 1'espace de Hilbert H

avec l'intégrale hilbertienne des espaces _ILA, diagonalisant 1'opérateur H .

16. La difficulté principale dans l'application de la méthode précédente est bien sfir le

choix d'un "bon" espace de Banach X . Nous décrivons maintenant la solution d'Agmon et
Hérmander /28] .

On considdre un opérateur différentiel de la forme
(57) P = -Q + v, (x).0%
jaf<e W
dont les coefficients sont des fonctions contimes V., satisfaisant aux inégalités
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(s8) |V“(X)|§C-(l+ |x|)-s pour x dans 1__1“ ,

avec des constantes C> 0 et s> 1 convenables . On suppose que 1'opérateur P est
symétrique sur le domaine C:’ (gn) . Le critdre de Rellich et Kato permet de montrer que

P admet un unique prolongement auto-adjoint H dans 1'espace de Hilbert H = L2(§n) .
La théorie du § 2 s'applique , les opérateurs de Mgller W+ sont définis , et ont pour

image le sous-espace gac = Ec . Définissons la transformation de Fourier F comme au
no 2 et posons _F_"_ = g_w: ; ce sont deux opérateurs unitaires de gac sur Lz(gn) qui
diagonalisent H au sens suivant

(59) E:Hf(§) = |§|2.g*f(§) pour f dans E .
Nous allons décrire une construction directe des opérateurs _lj‘* , due & Agmon [27] ; on
peut ensuite retrouver les opérateurs de Mgller par la formule W: .= _B_‘-lg‘q_ .

Introduisons d'abord les espaces fonctionnels d'Agmon et Hérmander [28] :
a) L'espace Lz's se compose des fonctions f telles que (1 + !xl )sf(x) appartienne
2 12Y .
b) L'espace B* se compose des fonctions mesurables f telles que
(60) sup R J‘ixER |f(x)|2 M <+ .
¢) L'espace B: se compose des fonctions mesurables f telles que

-1 2
(61) Rl-il:oo R flxl_sn [f(x)|a% = o .

I1 est clair que B: est un sous-espace de B® et le premier membre de la formule
(60) suggére des normes pour lesquelles B* et B: sont des espaces de Banach .

Enfin , notons comme précédemment R(z) 1la résolvante de H .

Voici le résultat fondamental d'Agmon :

Soit 8> 1/2 et soit f dans 1.2’s . Alors :

1) Si le nombre E > O n'est pas valeur propre de H , la limite

(62) R(E + 10).f = 1lim R(E # ie).f
e—0
existe dans 1'espace de Banach B' muni de sa topologie faible .

2) Etant donné un nombre k> 0 tel que R(k2 + i0) existe , il existe des fonctions
a.i dans LZ(_S__n_l) telles que

(63) R + 10)f(r ) = (n-1)/2 tikr a(w) modulo B

pour r>0 et W dans §n—1.

3) Dans les conditions précédentes , on a

(64) ai(ua) = ci' k(n-3)/2 Ef(+kw)
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n-1
pour k>0 ,W dans S , avec les constantes

(65) & - (n/2)1/2 o ti(n-3)/4

Comme les fonctions appartenant a B§ sont en un sens généralisé nulles & 1'infini , la
formule (63) doit &tre interprétée comme donnant le comportement asymptotique de la fonc-
tion R(k2 + i0).f . De telles formules asymptotiques étaient connues , mais sans justifi-

cation suffisante .

17. Pour aller plus loin , il faut supposer que chaque fonction Vo( est de la forme

1) " i ) " ©
Ve * Vo avec des fonctions Vet Vo‘ de classe C~ telles que

(66) Sl;p |DBV;‘(x)|(1 + [x|)m! Yt i pour tout (5 ,

m .
x| < +o pour tout entier m >0 .

(67) sup |V"
X l x

Notons u la fonction xWF= e . Comme la fonction ‘&ugappartient a L'Z’s , on

peut définir une fonction §+ par la formule

(68) §+(x,1) = eix't- H(lg‘ +10)( E u E)(x) .

Alors les transformations de Fourier généralisées E+ sont données par

(69) re®) = (@02 o0 TE)

Nous ne pouvons que renvoyer & Agmon pour les nombreuses généralisations et applica-

tions de ces magnifiques résultats .
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