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Séminaire BOURBAKI
35e année, 1982/83, n° 597 Novembre 1982

LA THEORIE CLASSIQUE ET MODERNE DES FONCTIONS
SYMETRIQUES

par Pierre CARTIER

Introduction

La combinatoire est en gros 1'étude des géométries finies. Une partie est con-
sacrée a la construction et & 1'étude qualitative des configurations finies (graphes,
plans projectifs, matroides, et plus récemment immeubles....). D'un autre cdté, on
s'occupe a compter les objets d'une certaine espéce, le plus souvent au moyen de sé-
ries génératrices; inversement, et cette préoccupation est plus récente, on s'effor-
ce d'interpréter des identités entre polyndmes et séries de puissances en introdui-
sant les structures finies que comptent les coefficients.

La partie la plus vénérable de la combinatoire s'occupe des propriétés des per-
mutations (avec ou sans répétitions) et des fonctions symétriques; les tableaux de
Young y jouent un rGle prédominant. Il s'agit d'un retour aux traditions de 1'Alge-
bre du siécle dernier, mais enrichi par tout 1l'arsenal des notions modernes. On met
1'accent sur les méthodes constructives et algorithmiques; les points de contact avec
le reste des Mathématiques sont nombreux, et en particulier avec la théorie des
groupes, la géométrie algébrique, la topologie des classes caractéristiques, et aus-
si la physique mathématique. De plus, les problémes et les méthodes de 1'informa-
tique théorique jouent un rdle croissant.

Les mathématiciens anglais se sont toujours intéressés i ces problémes, dans
la grande tradition de MacMahon et Young; une autre école s'est formée autour de
Rota au M.I.T., a la recherche de méthodes synthétiques et de nouvelles structures;
en France, les disciples de Schiitzenberger, particuliérement nombreux a Strasbourg,
s'intéressent surtout au calcul des séries.

Le but de cet exposé est d'indiquer un certain nombre de lignes de recherche,
et leurs applications. Par nécessité, nous devrons omettre 1l'essentiel des calculs
et des démonstrations. Je remercie Foata et Lascoux pour leurs informations sur un

sujet qu'ils connaissent a fond.
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§ 1. Partages et g-dénombrements

1.1. Soit n un entier positif (0 est compté comme positif!). Un partage de n est
une suite p = (u1,...,pm) d'entiers satisfaisant a la relation My > ... Z_pm >0
et telle que n soit égal a la somme des My 3 on écrit aussi pb— n le fait que
M est un partage de n , et l'on dit que m est le nombre de parts de u . Il est

commode d'introduire une suite d'indéterminées hn (pour n > 1), et de convenir que

hn a le poids n pour tout n > 1 ; on pose alors h = h“ ...h , de sorte que
1'application u t—> hu est une bijection de 1l'ensemble des1partages de n sur
1'ensemble des mondmes de poids n en les indéterminées hi . On écrit aussi p
sous la forme 1r1...nrn lorsque p contient exactement . parts égales a 1 ;
on a alors hu = h1r1...hnrn .

A un partager p de 1l'entier positif n est associé un ensemble D(y) de n
P g P

points, connu sous le nom de diagramme de Ferrers: si u = (u1,...,um) , cet ensem-
ble se compose des couples (i,j) d'entiers tels que 1< j<m et | <i<yp,; il
est composé de m lignes de longueurs Hyseeosh s la plus haute étant la plus
courte. On peut aussi considérer un ensemble correspondant de cases. Au partage u
de n on associe le partage dual p* de n , ol p? est le nombre de parts de p
qui sont au moins égales 4 i . Le diagramme D(u*) se déduit de D(u) par la sy-
métrie qui échange lignes et colonnes, c'est-i-dire transforme le point (i,j) en le
point (j,1i) .

Par exemple , le partage p = (5,4,4,1) de 14 s'écrit aussi 1.42.5 ; le par-
tage dual p* s'éerit (4,3,3,3,1) ou 1.33.4 , et le diagramme D(p) se repré-

sente sous l'une des formes suivantes

1.2. Notons p(n,m) le nombre de partages de n en m parts, et p(n) 1le nombre

o
de partages de n ; on a donc p(n) = 21 p(n,m) pour n > 1 et p(0) = p(0,0)
m=

est égal 3 1 . On obtient facilement la série génératrice

%)) Z p(n,mu’q"
m,n

I --uql)"l s
i>1
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d'ol 1l'on déduit

2 £ opd® = 0 (-qhH7" )
n>0 i>1

Si 1'on note p*(n,m) et p*(n) les nombres analogues pour les partages en parts

inégales , on a

(3) z p*(n,m)umqn = I 1+ uql)
m,n i>1 .

) Toprq” = W (1 +qh) .
n>0 i>1

On trouvera dans Andrews [2,chap.1] de nombreuses formules analogues .

L'inverse de la série génératrice (2) est donnée par la formule d'Euler
) T - qi) - 5 (_1)mqm(3m-1)/2

i>1 m

(ot m parcourt l'ensemble Z des entiers rationnels) ; 1'interprétation combina-
toire est la suivante : si p+(n) est le nombre de partages de n en un nombre
pair de parts toutes distinctes , et si p_(n) est défini de maniére analogue avec
un nombre impair de parts , alors on a p+(n) = p_(n) sauf dans le cas ol n est
un nombre "pentagonal" m(3m-1)/2 , auquel cas on a p+(n) =p_(n) + -1)™. Une dé-

monstration combinatoire de ce résultat est due a F.Franklin.

1.3. Les formules qui précé&dent conduisent 3 introduire les séries de puissances

suivantes :

(6) (e = 1 (1-ugh)
i>0

1

™ W = WD /h0e = (-0 (-ug)... (1" ) .

En particulier , (q;q)n (noté aussi @n(q)) est égal a (1—q)(1—q2)...(1—qn) .

Une identité remarquable est due i Cauchy ; sous forme symétrique, elle s'écrit

(8) (@5 00 /(b3 0 = L (b-a) (b-aq)...(b-aqn—1)/® (@
n>0 n
la forme dyssymétrique est la suivante
. . = n .
9) (au;q) o /(u3q) oo nﬁp u (a,q)n/Gh(q) .

L'inverse iEo (1—uq1)_1 de (u3;q) . s'appelle aussi la q-exponentielle de u

et se note e(uj;q) . De la formule (9) , on déduit les deux corollaires suivants

dus a Euler

(10) e(u;q)

z J/e (9
nZQ n
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1 e(-u;q)-1 = z unqn(n_1)/2/®n(q)
n>0

Une démonstration combinatoire s'obtient facilement en revenant aux séries génératri-

ces (1) et (3) . Par analogie avec les fonctions trigonométriques , on peut
poser

(12) e(iu3;q) = cos(u;q) + i sin(u;q) (avec 1i2 = -1) ,

et plus généralement définir les gq-analogues de diverses fonctions spéciales (voir
le livre de Bailey | 3]).0n remarquera que <I>n(q)/(1—q)n est le polyndme

n-1

(1+q) (1+q+q2) ... (1+q+...+q )

en q qui prend la valeur n! pour q = 1 . Il résulte alors de la formule (10) que
exp(u) s'obtient par substitution de 1 3 q dans e(u(1-q);q) ; remarque analogue

pour le sinus, le cosinus et les autres fonctions spéciales .
.. . A n (s g2 . .
1.4, Le coefficient du binOme (m) a été généralisé par Gauss sous la forme

. ’
]y = @/ @ _ (@

. . n N P
lorsque 1'on fait q = 1 , on retrouve bien (m) d'aprés la remarque précédente .

L'analogue du triangle de Pascal est fourni par les régles suivantes :

(my _ ;7 m _ |n _[n—N m(n-1
GRS T T € IS 1 IR Ll A
d'ou 1'on déduit le fait que L;]q est un polyndme en q a coefficients entiers
positifs. La formule du bindme donnant (1-0)"  se généralise sous la forme
n
. _ _ymn,  m m(m-1)/2
(13) o, = B DU u

On peut aussi introduire les coefficients multinomiaux

(14) [n1,....,nr]q = ®n(q)/¢n1(q)...¢nr(q)
n 1

avec n =mn, +...+n (ils sont souvent notés | ). On peut donner

1

n,o.....omn g

des formules de récurrence généralisant la régle de Pascal , qui montrent que ce
sont des polyndmes & coefficients entiers positifs en q ; je préfére introduire
une généralisation non commutative de la formule du bindme . Supposons que l'on ait

des éléments XyseeesX 54 d'un anneau A satisfaisant aux relations de commutation
(15) X.X, = QX.X, pour i>j3

alors on a
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n ny
o= 3 [n1,...,nr]q X, L

r

b

(16) (x1 + .00 + X -

la sommation étant étendue 3 tous les systémes d'entiers positifs LEREETL de

somme n ; la démonstration se fait par une double récurrence sur r et n .
L'interprétation combinatoire la plus évidente des coefficients de Gauss est

la suivante : soient F un corps fini , q le nombre de ses éléments , et V un

espace vectoriel de dimension finie n sur F ; alors [g]q est le nombre des sous-

espaces vectoriels de dimension m de V . De maniére analogue , [n1,...,nr]q dé-

nombre les suites croissantes V, c V C....c:Vr de sous-espaces de V telles que

1 2

V, soit de dimension n, et que Vi/vi-

1 1

1.5. Les coefficients q-multinomiaux ont été appliqués par MacMahon [ 10] a 1'étude

1 soit de dimension n. pour 1<i<r.

des inversions des permutations . Soit s une permutation de l'ensemble [n ] des
entiers compris entre 1 et n ; une inversion de s est un couple d'éléments i,]j
de [n] tels que i< j et s(i) > s(j) ; notons bi(s) le nombre des éléments j
de [n] satisfaisant aux inégalités précédentes pour i fixé dans [n-1] , de sorte
que b1(s) + oo, + bn—1(S) soit égal au nombre Inv(s) des inversions de s . Or
1'application s {|—> (b1(s),...,bn_1(s)) est une bijection de l'ensemble Sn des
permutations de |[n] sur 1'ensemble des suites soumises aux inégalités O S_bi < n-i
pour i dans [n-1] . On en déduit la formule

(7 ™) - o (@/G-9"

S

Du point de vue combinatoire, il y a souvent intérét a identifier une permuta-
tion s de |n] a la suite d'entiers s(1),...,s(n) . Une "permutation avec répé-
tition" est de maniére analogue une sﬁite C = CpyeesC d'entiers ; une inversion
d'une telle suite est un couple i,j d'éléments de [n] tels que i < j et c., > c.;

1 J

une descente est un entier i de [n-1] tel que c. > ¢ . Notons Inv(c) le nom-

i i+1
bre d'inversions de la suite c et Maj(c) ("indice majeur, ou du major MacMahon')

la somme de ses descentes . On a alors

Inv(c) _
(18) E q = ln,,...,nr]q ,

la sommation étant étendue aux suites c¢ dans lesquelles 1 apparait n, fois,...,

r apparailt n fois . Le cas particulier n,=...=n_ = 1 est la formule (17).
Les formules (16) et (18) sont équivalentes. Par ailleurs , MacMahon a montré que
1'on pouvait remplacer Inv(c) par Maj(c) dans la formule (18) . On pourra con-
sulter & ce sujet Andrews | 2,page 42] , Knuth l6,page 17] ou Foata et Schiitzen-

berger [17].
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1.6. Les coefficients q-multinomiaux se prétent 3 un calcul "symbolique" , ol 1l'on

oy ehog
te recette définit en fait une application Z-linéaire de l'anneau A des polyndmes

acoefficients entiers en les hn dans 1'anneau Z[[q]] de séries formelles .Soit

calcule sur des indéterminées h ~ en remplacant h h par [n1,...,nr:h . Cet-

ev  1l'homomorphisme de 1'anneau A dans 1l'anneau Z{[q]]qui transforme h en
1ﬁbn(q) pour tout entier n > 1 . Si 1'on attribue le poids n & h_ comme au
n® 1.1, on voit que tout €lément F homogéne de degré n dans A s'interpréte com-
me la série evq(F).¢n(q) . On peut plus prosaiquement remplacer Z[[q ]] par le
corps Q des nombres rationnels et @n(q) par n! , d'ou un calcul symbolique

pour les coefficients multinomiaux usuels . On retrouvera cette construction au
n°® 2.6 .

§ 2. Fonctions symétriques

2.1. Soit K wun anneau commutatif. Si n est un entier positif, on note K 1'an~-
neau de polyndmes K[»X1,...,Xn] et Symn le sous-anneau de Kn formé des poly-

nomes symétriques, c'est-a-dire les polyndmes P tels que l'on ait

P(xs(”,...,xs(n)) = P(X;,..05X)
pour toute permutation s de {n] . Par définition , la fonction symétrique é1é-
mentaire a est la somme de tous les mondmes X. ...X. avec i, < ... < 1
k,n i i 1 k
pris dans [n] .

Le théoréme classique des fonctions symétriques affirme que Symn est 1'anneau

de polynSmes Kla ..,a_ _] . La démonstration la plus simple se fait par récur-

1,n”° n,n
rence sur n . Notomns jn 1'homomorphisme de Kn dans Kn—1 qui transforme
PP . . .
P(X1,...,Xn) en P(X1,...,Xn_1,0) ; 11 induit un homomorphisme iy de Symn dans
i k
Symn_‘| , qui annule an,n et transforme ak,n en ak,n-1 pour tout dans

>

[ n-1 ]. Le noyau de j& se compose des polyndmes symétriques divisibles par X

donc c'est 1'idéal engendré dans Symn par a = X1"'Xn . Si 1'on admet le thé-
’

oréme pour les polyndmes en n-1 indéterminées, on voit aussitdt que tout élément

de Symn s'écrit de maniére unique sous la forme

)

+ a R
n-1,n n,n

P = Q(a

EREY:}
1’n, ’

avec Q dans K[Y1,...,Yn_1] et R dans Symn , d'oll aussitdt la propriété annon-—

Il est commode de passer & la limite sur n . On peut pour cela recourir a
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1'Analyse Non-Standard, ou plus simplement considérer des séries formelles en une
suite infinie d'indéterminées Xn (pour n > 1) et introduire la somme a, de
tous les mondmes qui sont .le produit de k indéterminées distinctes; si 1l'on rem-
place par O tous les X, avec i > n , on retrouve Kn et ak,n au moins lors-
que 1'on a k <n . On trouvera dans Bourbaki [ 4, pages IV.57 et suivantes] la

N

preuve que l'algébre des séries formelles symétriques s'identifie & 1'algébre des
séries formelles en les a (pour n > 1) . Pour la graduation usuelle, ou chacune
des indéterminées Xn a le degré 1 , a, est de degré n . On notera Fn le K-mo-
dule formé des séries formelles symétriques homogénes de degré n et F 1la somme
directe des Fn , c'est-3-dire 1'anneau des polyndOmes a coefficients dans K en

les a
n

2.2. Les ouvrages élémentaires d'Algébre s'arr@tent en général la, ce qui est peu
explicite; pour remédier a ce déplorable état de fait , nous allons introduire plu-
sieurs bases du K-module Fn , indexées par les partages de l'entier n . Tout d'a-

bord, pour pu = (u1,...,um) , notons kp la somme de tous les mondmes de la forme

v v
X.'...x.m
i i
1 m
avec des indices distincts it""’im , chacun de ces mondmes apparaissant une seule

fois. Classiquement, on désigne ku par 1l'expression I X71... X;m .

Noter qu'on a a = k1n , c'est-a-dire a = k1 { avec n parts égales
a 1 . Notons hn la somme de tous les mondmes de degré n en les Xi , c'est-a-
dire la somme de tous les k“ ol u parcourt les partages de n . On a les

séries génératrices (avec la convention ag = hy =1 )

(19) a(u) := % au® = I (1+uX.)
nzo n i 1
(20) h(w := 2 ho® = T (mx)T

n>0 n i
d'olu 1l'on déduit a(u)h(-u) = 1 , c'est-a-dire la relation de récurrence

21) a -h

n " Pydpq * R

g = e DR a4 (D™ =0 .

Il en résulte que F est aussi l'anneau des polyndOmes & coefficients dans K en
les hn , et qu'il existe un automorphisme involutif u {—> u* de 1'anneau F

. induisant 1'identité sur K et transformant a en hn pour tout entier =n > 1 .

On posera comme au n° 1.1
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pour tout partage o= (p1,...,um) de n . On dispose donc de trois bases (a“),
(hu) et (k“) de Fn indexées par les partages u de n .
Pour le partage n de n en une part. on écrit pp Pour kn ; c'est la

somme des puissances n-iémes des indéterminées Xi' La notation p s'impose de
It

soi, mais les pu ne forment pas en général une base du K-module Fn . Pour expri-

mer les relations classiques de Newton, introduisons la série génératrice

(22) p(u) = )_: ) un 3
o o
elle est égale a § uXi/(1—uXi) , donc 3 uh'(u)/h(u) en notant h'(u) 1la dé-

rivée de h(u) par tapport & u . On a donc

h(u)p(u) =uh'(u) = Z nhu
n n

d'ol finalement

(23) P, * hlpn—1 + .... +h nh

n-1P1 * n
Si K contient le corps Q des nombres rationnels (comme sous-anneau) , on a

(24) h(u) = exp( T pu™/n) ,
1 I

F est l'algebre des polyndmes 2 coefficients dans K en les p, » et les P, for-

ment une base du K-module Fn

2.3. Pour déterminer les matrices de transition entre ces diverses bases de F_ , le
plus commode est d'introduire un produit scalaire < a,b > dans F . Nous le carac-

tériserons par la relation

(25) < k”,hu > =1 R < k“,hu, > = 0 si p# u'
I1 est remarquable que ce produit scalaire soit symétrique; cela se voit en calculant
le produit scalaire < h“,hu, > pour u = (u1,...,um) et u' = (u;,...,u;,) : c'est
le nombre des matrices formées d'entiers positifs, & m lignes et m' colonnes ,
dont la i-&éme ligne a pour somme My et la j—-éme colonne a pour somme uj . Ces
"nombres d'occupation" sont évidemment symétriques en p et pu' .

On montre que < a“,ap, > est égal a < h“,hu, > et que < au,hu, > compte
les matrices du type précédent qui ne contiennent que des 0 et des 1 . Les p“ sont
deux & deux orthogonaux , et l'on a

JTi . T1,%2

(26) < P,oP, > = igl iyt si u=1"2"*%...
On renvoie & Doubilet {18} pour le calcul des autres produits scalaires.

2.4. D'aprés la formule (25) , les bases (ku) et (hu) de Fn sont en dualité
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pour le produit scalaire ; ce dernier définit donc un isomorphisme de Fn sur le
K-module dual HomK(Fn,K) . Par conséquent, la multiplication dans F , qui peut
étre considérée comme une application K-linéaire de F B8 F dans F , soit m , dé-

finit par dualité une comultiplication m*¥ de F dans F B F . De maniére explici-

te, la relation m*(f) = I fi 1] f; signifie qu'on a
i
27 < fyuv > = T < flyu>< fV,v>
i i i

pour u,v arbitraires dans F . Définissons la somme de deux partages de sorte
qu'on ait huhu' = hu+u, . D'aprés la formule (27) , on a alors
(28) m*(k”) = 3 ku, Eku,, ,

la sommation étant étendue a toutes les décompositions p = p' + p" . Cela nous per-

met d'interpréter le coproduit : la relation m*(f) = 2 fi | f; équivaut 2a
i

= ] "

(29) f(X1,...,Xn,Y1,....,Ym) E fi(x1’”"Xn)fi(Y1""’Ym) .

En corollaire, m* est 1l'unique homomorphisme d'algébres de F dans F B F qui

transforme h_ en z h, 8h__. pour tout entier n positif. Il en résulte
—— o —  (Ki<n 1 n-i

que F est une bigébre™ — (ou algébre de Hopf) pour le coproduit m* ; on en re-

trouvera de nombreuses incarnations aux paragraphes 3 et 5 .
A tout élément f de F est associé un produit intérieur i(f) dans F ,

transposé de la multiplication par f :

(30) < i(flu,v > = < u,fv > .

2

En particulier , 1'opérateur Dn 1= i(hn) a été souvent utilisé par MacMahon sous

le nom d'opérateur de Hammond. On a la formule de Leibniz

(31) D (uv) = z D.(u)D_ .(v)
n 0<i<n n-i ?
et pour tout élément f de Fn , le coefficient d'un mondme X?1....X:r dans la

série de puissances f est égal 2 Dn "'Dn £f .
1 r
Le K-module des éléments primitifs de F a pour base 1'ensemble des P, - L'o-

pérateur i(pn) est une dérivation de F qui transforme hr en hr (avec la
-n
convention que hi est nul pour i < 0); lorsque K contient Q , la dérivation

partielle par rapport a P, est égale a i(pn)/n .

2.5. Le K-module" F posséde encore une autre base orthonormale : elle est consti-

tuée des fonctions de Schur s, (notées aussi {_u} ). Elles sont définies comme
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suit :

(32) s = det h
H H.

1-i+j (pour i,j dans [m]),

ou le partage u est égal 2 (u1,...,um) . Voici une autre expression :
- bjenj
(33) su(x1,...,xn) det(xi ] )/D(X1,...,Xn) y
ot 1'ona n>m, iet j parcourent [n] , on pose My = 0 sij>m et ou

D(XI""’Xn) est le classique déterminant de van der Monde.

Les bases (ku) et (hu) étant en dualité pour le produit scalaire , il ré-

sulte de la formule
(34 2k = I <Xy,
) z “(x1, »X ) h”(Y1, ,Yn) g ¢ XiYJ)

que l'orthonormalité de la base (Su) équivaut a la classique formule de Cauchy

(35) Dos (XpyeenX) s (T, Y) =T (k)T
poH o’ o iy o L
c'est 12 un bel exercice sur les déterminants

La nouvelle base (s“) introduit de nouveaux produits scalaires; les nombres

Al
Kﬁ = < h“,su, > s'appellent les nombres de Kotzka et satisfont aux relations
A\l A\l
(36) s, = = ¥ x , h = 2z g s,
u VT u vy B T
H Y

Quant aux produits scalaires < su,pu, > , ou p et p' sont des partages de

l'entier n , ce ne sont autres que les valeurs des caractéres du groupe Sn (voir
le n°® 3.2 ).

2.6. On peut jouer le jeu des g-analogues de deux maniéres distinctes. Tout d'abord,
remplacons dans une fonction symétrique £ chaque indéterminée Xi par qi_1
(pour i > 1) ; on obtient un homomorphisme de 1'algébre F dans 1l'algebre K{[q]]
qui envoie hn sur 1/®n(q) pour tout n ; c'est donc 1'homomorphisme evq défini
au n° 1.6 . Les images des su par evq ont été baptisées fonctions gq-spéciales
par Littlewood [8] ;s Désarménien a tiré récemment un grand profit de cette méthode
dans |19] .

Considérons maintenant le cas ou 1l'anneau de base K est é[[q 1] et définis-
sons de nouvelles fonctions symétriques hn(q) par la relation

(37) T h(Pu® = h@)/h(qu) = T (1-quX.)/(1-uX.) .
n>0 n i 1 b

On montre facilement qﬁ‘il existe un automorphisme Jq de la bigébre F transfor-
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R _ (q_.m _
mant hn en hn(q) pour tout n . En particulier, on a Jq(pn) (1-q ).pn . L'o

pérateur Jq est symétrique, c'est—a-dire qu'il vérifie la relation
(38) < Jq(a),b > = < a,Jq(b) > (a,b dans F) ;

on définit donc un nouveau produit scalaire symétrique sur F par la formule

< a,b >q = < J_1(a),b > qui se réduit & < a,b > par la substitution q =0 .

r|.r
Par exemple, si w=1 1 2... , On a
S 1. X
39 < > = I ilr,t/(1=g) 1
(39) PuPy g i>1 i
et < PPy > =0 1lorsque p et p' sont distincts.

Les fonctions de Littlewood sont les fonctions symétriques Qu(q) a coeffi-

cients dans 2{{q ]] définies par

X. - qX.
g osl.xn o 2 __d,
s noi<j Xi_xj

_ _\n =1
(40) Qu(x17""xn’q) = (1 q) @n(CI)

la sommation étant étendue aux permutations s de [n] , avec les conventions de

la formule (33) . Par comparaison avec cette derniére formule , on voit que 1'on a

Q”(O) =8, - De plus, les Qu(q) sont deux a deux orthogonaux pour le produit sca-
i < < S 3 = ces

laire a,b >q et Qu(q),Qu(q) %1 est égal a bu(q) ®r (q) ¢r (q) lorsque

le partage p est de la forme 1"1...s"S . on montre alors &ue le qugtient
P = b
u(q) Qu(q)/ u(q)

est un polyndme & coefficients entiers en q,h',hz,... I1 existe par suite des poly~

nomes \Xﬂ,(q) a coefficients entiers en q caractérisés par la formule

41N S0 = i Xﬂ.(q).Pu(Q) ;
ce sont les polyndmes que Green a introduit dans 1'étude des caractéres des groupes
finis GL(n,q) .
Lorsque 1l'on fait q =0 , Pu(q) se réduit a s , alors que pour q =1 , il
se réduit a ku . En particulier, on a Xﬁ(O) =1 et Xp,(O) = 0 si p# u'.
Pour plus de détails, on pourra consulter MacDonald [9] , Green [23] et les

articles de Morris et Thomas dans (1] .
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N

§ 3. Applications 3 la théorie des groupes

3.1. Si G est un groupe fini, on note R+(G) 1'ensemble des classes d'équivalence
de représentations du groupe G (de dimension finie sur le corps C des nombres

complexes). Si Upseeesuy sont les classes des représentations irréductibles de G ,
tout élément de R+(G) s'écrit de maniére unique sous la forme Cpeug*eee +cpou
avec des coefficients CpaeeenCy qui sont des entiers positifs, 1'addition dans

R+(G) correspondant a la somme directe. Donc R+(G) se plonge dans le groupe com-
mutatif libre de base Upseeenly s qu'on note R(G) , et qu'on appelle le groupe de

Grothendieck des représentations de G . On munit R(G) du produit scalaire pour

lequel la base (u1,...,uh) est orthonormale. Le groupe de Grothendieck R(G x G')
s'identifie de maniére naturelle 3 R(G) ® R(G') , le produit tensoriel étant pris
sur 1'anneau %z .

Soit H un sous-groupe de G . Par restriction des représentations de G 2
H , on définit un homomorphisme Resg de R(G) dans R(H) ; 1'induction au sens
de Frobenius et Mackey définit un homomorphisme Indg de R(H) dans R(G) et 1l'on

a la formule d'adjonction
(42) < Resg a,b> = < a,Indg b >
pour a dans R(G) et b dans R(H) ("réciprocité de Frobenius").

3.2. Considérons maintenant la suite des groupes symétriques Sn , posons Rn =
R(Sn) et notons R la somme directe des Rn . Pour 0<m<n, identifions
le groupe Sm X Sn—m au sous-groupe de Sn formé des permutations qui appliquent

1'intervalle {m] de [n] dans lui-méme. Par restriction de Sn a Smx Sn-m , on
définit un homomorphisme de Rn dans R(Sm) R R(Sn—m) , et par passage a la somme
directe on obtient un homomorphisme m* de R dans R ® R . De maniére analogue,

1'induction de Sm x Sn_m a Sn définit par passage a la somme directe un homomor-
phisme m de R ® R dans R . D'aprés la formule (42) , m et m* sont en dualité
si 1'on munit R du produit scalaire pour lequel les Rn sont deux & deux orthogo-
naux.

La transitivité de 1l'induction montre que m est la multiplication d'une struc-
ture d'anneau commutatif sur R . On montre ensuite , mais c'est plus délicat, que
m* est un‘homomorphisme d'anneaux de R dans R B R : cela dépend du théoréme de
Mackey sur la décomposition d'une représentation de la forme Resg(lndg(u)) , ou H

et L sont des sous—-groupes du groupe G et u une représentation de L

12
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Le point essentiel, explicité pour la premiére fois par Geissinger dans [1] est

que la bigébre R est isomorphe a la bigébre F du n° 2.4 . Notons e la repré-
sentation unité du groupe Sn (dont le caractére est la fonction constante 1).

I1 est clair qu'on a < e e >=1 , que les e, sont deux a deux orthogonaux
et que 1l'on a m*(en) = e B e *e B e gt ol B ey - Cette information
suffit pour calculer les produits scalaires < ep,eu, > (avec la convention usuelle
pour le monOme e, associé au partage p) . On constate que 1l'on a

< eu,e”, > = < hp’hu'

d'ol un isomorphisme isométrique de F sur la sous-algébre R' de R engendrée
par les e , transformant hn en e ; on note ch 1'isomorphisme réciproque de
R' sur F et l'on pose 7{p = ch—1(su) . Alors la famille des ;Ku , OuU u par-
court 1'ensemble des partages de n , est orthonormale dans Rn ; autrement dit,
les XLI sont des représentations irréductibles de Sn , et comme leur nombre est

égal au nombre des classes de conjugaison de Sn , on a toutes les représentations

irréductibles de Sn , d'otu R' =R . Donc R est isomorphe & F .

3.3. L'isomorphisme ch : Rn — Fn de groupes commutatifs était connu de Schur et
Frobenius. On a par construction ch(en) = hn ; si 6’# est 1'homomorphisme de
signature de S_, on a ch(G%) = a . D'aprés la définition des fonctions de
Schur, on a la formule

(43) = dete ..

X H ui-1+J

avec les mémes notations que dans la formule (32) . Pour effectuer le calcul, on dé-
veloppe d'abord le déterminant en combinaison linéaire des mondmes e, en les e
puis 1'on remarque que e, est la représentation de Sn associée a l'action de Sn

par permutations sur 1'ensemble Sn/Su , ou Su = Su X ....xS est considéré
1 m

de la maniére naturelle comme un sous-groupe de Sn . L'automorphisme de dualité
dans F qui échange a et hn (voir le n® 2.2 ) définit une dualité ut—> u*
dans 1l'ensemble des représentations de Sn ; on a 'Xﬁ = Xu* si p* est le
partage dual du partage p , et l'ona u* =u R 0'n en général .

Soient u wune représentation de Sn et 7( son caractére; alors < u,e‘j > est
la moyenne de X sur le sous-groupe Su de Sn , tandis que < u,pu > est la va-
leur de K sur la classe de conjugaison des éléments dont les cycles ont pour lon-

u oo .
gUeUTS My s..n,l
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3.4. Dans sa thése [20] , Schur a découvert le lien entre les représentations des
groupes symétriques Sn et celles des groupes linéaires GL(n,C) . On trouve dans
le livre [9 ] de MacDonald une version (3 peine) modernisée, que nous résumons.

Soient K un corps de caractéristique O et V la catégorie des espaces vecto-

riels V de dimension finie sur le corps K . Soit u une représentation du groupe

Sn » agissant dans un espace vectoriel E de dimension finie sur Q (un tel modele
rationnel des représentations du groupe Sn existe toujours d'aprés les résultats
rappelés ci-dessus). On fait agir le groupe Sn sur le produit tensoriel VEn

de n espaces vectoriels égaux & V par la régle

s(x1 B ... R xn) = Xe-1(p) B ... R Xs"‘(n) .
et 1'on pose Tu(V) = HomS (E,Vﬂn) . Si u est un élément "effectif" de R ,
n
c'est-a-dire de la forme u = g tuyp + . +u o avec u, dans R+(Sj) , on pose
plus généralement TU(V) = TUO(V) + ... + T'R(V) (somme directe) .

Alors , pour tout élément effectif u de R, T" est un foncteur de la caté-
gorie V dans elle-méme, polynomial au sens suivant: si V et V' sont deux ob-
jets de V , 1'application f —> TV (f) de HomK(V,V') dans HomK(Tu(V),Tu(V'))

est polynomiale. Le théoréme fondamental affirme que tout foncteur polynomial de v

. N u
dans V  est isomorphe 4 1'un des T et un seul.

Les opérations dans la bigébre R s'interprétent facilement en termes de fonc-
teurs polynomiaux : la somme correspond & la somme directe et le produit au produit

tensoriel; quant au coproduit, il se décrit par la formule
u! ul'l
(4b) TNV, +V,) = & T ‘pr T vy
i
avec m*(u) = % ui ] ug . La considération de TU(V1 R V2) conduit & un autre
i .
homomorphisme de R dans R 8 R (voir Hoffman [21] et Lascoux [22] ). Naturelle-
ment , Ten(V) (resp. fjn(V) ) est la puissance symétrique (resp. extérieure) d'or-
dre n de V . Comme le composé de deux foncteurs polynomiaux est évidemment un
foncteur polynomial , on définit une nouvelle opération u o u' entre éléments ef-

fectifs de R , appelée "plethysm" par Littlewood [8 ] , caractérisée par la régle

45) ™y ot () .

3

on sait peu de choses sur ces '"plethysms" .
Hoffman {21 ] a récemment donné une nouvelle présentation des A-anneaux de
Grothendieck, ol il fait agir toute la structure de R , y compris les "plethysms".

Du point de vue topologique, il s'agit de 1'étude de [BU,BU] ol BU est le clas-
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sifiant bien connu de la K-théorie (voir au n° 5.1).

3.5. Zelevinsky {16] a étendu la construction du n® 3.2 au cas des groupes Gn =
GL(n,q) . Posons Zhn = R(Gn) et notons Zh 1la somme directe des Zhn . On définit
sur Zh wune structure d'anneau commutatif au moyen du produit u , u' de Green 123]:
si u est une représentation du groupe Gm et u' une représentation du groupe
Gn—m (sous 1'hypothése 0 < m < n), la représentation u o u' de Gn est induite

par la représentation

{a b
i > u(a) B u'(c)
\0 ¢
du sous-groupe Gm n-m de Gn formé des matrices du type précédent, ou a est
b4

de type (m,m) , b est de type (m,n-m) et c de type (n-m,n-m) . En utilisant la
transitivité de 1'induction, on prouve l'associativité de ce produit; la commutati-
vité est plus délicate & établir ct résulte d'ailleurs de résultats généraux de Ha-
rish-Chandra. Le produit scalaire sur les Zhn s'étend 3 Zh ; si Sl'n est 1'en-

semble des classes de repnrésentations irréductibles de Gn , alors la réunion £fL

des S\_n est une base orthonormale de Zh et les constantes de structure de Zh ,

définies par la relation

(46) u'v" = £ m(uzu',u").u
u

our u,u' et u" dans ), sont des entiers positifs.
pour ’ et b}

Comme Zh est munie d'une multiplication et d'un produit scalaire, on peut dé-
finir une comultiplication m* satisfaisant & la relation (27) . La propriété fon-
damentale, reposant sur une généralisation des théorémes de Mackey déja cités, est

que m* est un homomorphisme d'anneaux de Zh dans Zh B Zh .

Zelevinsky a déterminé complétement la structure de la bigébre Zh , en se
servant des propriétés indiquées ci-dessus, qu'il axiomatise avec la notion de PSH-
algébre. Tout d'abord, soit e, la représentation unité de Gn et soit zh" 1a
sous—algebre de Zh engendrée par les e - On définit comme dans le cas du groupe
symétrique un isomorphisme de bigébres ek’ ¢ zhY —— F ;5 si un élément a de

Zh satisfait & < a,a > =1, alors a ou -a appartient 3 () et par suite il

. 29 2 u .2 st 2
existe des éléments 'x de .ﬂn » assocles aux partages pu de n et caractérisés

. u,u . . .
par la relation ch (Xp) = s, (fonction de Schur). Les représentations ;(5 de
Gn ne sont autres que les représentations qui interviennent dans la décomposition
n N . . .
de e, = Indgﬂ 1 , ou Bn est le sous-groupe de Gn formé des matrices trian-
n
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gulaires supérieures; ces représentations sont assez souvent qualifides d'unipoten-—
tes.

Pour qu'une représentation irréductible '3 de Gm soit un élément primitif
de la bigebre Zh , il faut et il suffit qu'elle soit cuspidale. Soit alors.!ln(e)
1'ensemble des composants irréductibles de la représentation e? de G , et soit
Zh(Q) le sous-groupe additif de Zh ayant pour base la réunion des ensembles th(g?.

2 2 2

Comme on a <€, >=2 , ¢ estla somme de deux éléments a, e et h2 e

’ ’
de '512m . Zelevinsky construit alors une suite bien déterminée d'éléments h de

’
o n Zh(() satisfaisant aux relations ¢
nm
m*Cth_ ) = by h, Bh .
n, Q. 0<i<n  15€. n7he

Le théoréme fondamental de Zelevinsky affirme alors que Zh est 1'algébre des poly-

ndmes 3 coefficients entiers en les hn pour n > 1 et ¢ cuspidale.
’
L'idée initiale de la méthode est due i Faddeev [24] ; elle a été étendue par

Nagornyi [25] au cas des autres groupes classiques sur un corps fini.

§ 4. Tableaux de Young

4.1, L'apport de Young a la théorie est essentiellement 1'invention des "tableaux"
qui donne un contenu combinatoire aux calculs de Frobenius et de Schur. Ces tableaux
fournissent un moyen explicite de calculer les fonctions de Schur et en particulier

de décomposer le produit de deux fonctions de Schur en combinaison linéaire de fonc-

tions de Schur.

Etant donnés deux partages u et p' , posons Syt T i(su,)sp avec la défi-
nition du produit intérieur donnée au n° 2.4 . Par définition, on a donc les rela-
tions

47 m*(s ) = S s R s
(47) v vou/u! p'
o
(48) < S 48 48 4> = <58 S gy >
u’ ”‘ p'l u/“l) “"

et le probléme de la multiplication des fonctions de Schur est donc ramené 2 celui
de la décomposition des fonctions de Schur généralisées su/u, . On peut d'ailleurs
définir ces fonctions par la formule

s = det h .
(49) p/u' ui-1+J-u3

qui généralise la définition (32) des fonctions de Schur s

v
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La formule précédente montre que l'on a S/t T 0 sauf si D(p) contient
D(u') , auquel cas on écrit p' < p ; l'ensemble D(u/u') = D(p) - D(p') s'appel-
le la forme de la fonction de Schur s“/p, .

Interprétons s, et Syt comme des séries formelles symétriques en des in-
déterminées qui parcourent un ensemble X , fini ou infini; munissons X d'une re-

lation d'ordre total. Un tableau de Young de forme D = D(u/u') est un couple

T = (D,f) ol f est une application de D dans X qui est croissante le long
de chaque ligne de D et strictement croissante le long de chaque colonne de D ;
on dira que le tableau T est standard si f est une application bijective, et

u'il est droit si D(u') est vide. Voici un exemple:
q droit

x = {1,2,3,4,51%
b= (6,4,3,2) T - >3
at= (1,1 3 4 4
2 3

Dans 1'état actuel de nos connaissances, les particules nucléaires se classent
en trois familles : leptons, mésons et baryons. Dans le modéle des quarks, on admet
qu'un baryon est composé de 3 quarks, et qu'il existe 5 (ou 6 ?) espéces de quarks
notées u,d,s,c,b . Les diverses espéces de baryons correspondent alors aux ta-
bleaux de Young de forme . . . ou : . , 1'ensemble X étant 1'ensemble des
especes de quarks. Par exemple, le proton se désigne par 3 u et le neutron
par gd .

Pour chaque tableau de Young T = (D,f) , on peut former le mondme m(T) pro-
duit des éléments f(c) situés dans les cases ¢ de D . Littlewood [8] a montré

que Su/u' est égale 3 la somme de tous les mondmes correspondant aux tableaux de

forme D(u/p') .

4.2. Lascoux et Schiitzenberger ont défini dans [26] une opération de redressement
des tableaux gauches (de forme D(p/u') ) , qui ne change pas la valeur d'un mondme

m(T) . Considérons le monoide libre M construit sur X , dont les éléments sont

les suites w = Xpeoox d'éléments de X , appelées mots construits sur 1'alphabet

X ; un tel mot est dit croissant si 1l'on a X, <o & X s et 1'on dit que le mot

w majore le mot w' = x;...xé, si 1'ona n<n' et x; > xi pour i dans [n].

Dans un tableau de Young T , chaque ligne est un mot croissant de M , et 1'on
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note m*(T) le produit de ces lignes dans M , en commencant par la plus haute et
finissant par la plus basse. Naturellement, m(T) est 1'image de m*(T) par 1'ho-
momorphisme canonique de M sur le monoide commutatif libre g(X) construit sur X;
la seule différence entre m(T) et m*(T) est que 1l'on tient compte dans m*(T)
de la disposition des lettres dans le tableau de Young T , et que l'on ne se permet
pas de modifier 1'ordre des lettres.

L'application T +—> m*(T) est une bijection de 1l'ensemble des tableaux de
Young droits sur une partie Mo de M (remarquer que les diverses lignes d'un ta-
bleaux sont coupées par les descentes du mot m*(T) ). Par ailleurs, considérons

dans M 1la plus petite relation d'équivalence compatible avec la multiplication et
pour laquelle on ait

bca ~s bac lorsque a < b <c

acb A~ cab lorsque a <b<c

ou a,b,c sont des éléments de X . Le monolde quotient de M par cette relation
d'équivalence a été appelé le '"monolde plaxique" par nos auteurs. Ceci étant, toute
classe d'équivalence dans M admet un représentant unique dans M0 . On peut donc
transporter 3 1'ensemble des tableaux droits la multiplication du monoide plaxique.
Si T est un tableau "gauche", il existe donc un unique tableau droit T' tel
que m*(T) et m*(T') soient équivalents dans M ; on dit que T' est le redressé
de T . Comme deux mots équivalents ne différent que par l'ordre de leurs lettres,
ona m(T) = m(T") .

Le redressement de T en T' peut se réaliser explicitement au moyen d'un al-

gorithme simple connu sous le nom de jeu de taquin de Schiitzenberger.

4.3. Voici deux applications de ce qui précede.

On a tout d'abord la régle de Richardson-Littlewood-Schiitzenberger : le coeffi-

cient < su,su,su" > est égal au nombre de paires de tableaux de Young T' et T" de
formes respectives D(u') et D(p") , dont le produit T'T" calculé par les regles
énoncées ci-dessus soit égal a un tableau donné de forme D(u) ; le résultat est in-
dépendant du tableau choisi T de forme D(u) , et la régle initiale de Richard-
son et Littlewood supposait que toutes les lettres d'une méme ligne de T étaient

égales , par exemple
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Par ailleurs, pour tout partage u d'un entier positif n , on peut montrer que
que le degré f” de la représentation irréductible " de Sn est égal au nombre
des tableaux de Young standard de forme D(u) en prenant 1'alphabet X = [n].

Dans un groupe fini, 1'ordre est la somme des carrés des degrés des représentations
irréductibles, d'ol la relation I fﬁ = n! , la sommation étant étendue i tous
les partages u de n . Voici une interprétation combinatoire de cette relation.

A toute permutation s dans Sn , on associe un tableau en escalier, dont nous don-

nons la forme pour n = 4

s(1)
s(2)
s(3)
s(4) .

Soit P(s) 1le tableau standard obtenu par redressement du tableau précédent. Alors
1'application s p—> (P(s),P(s_1)) est une bijection de Sn sur l'ensemble des

paires de tableaux standard de taille n et de méme forme (correspondance de Robinson-

Schensted-Knuth).
Sur ces sujets, on pourra consulter plusieurs articles de [1] ,ainsi que

Knuth |6 ] .

§ 5. Applications choisies

5.1. Soit BU 1'espace classifiant associé & la suite des groupes unitaires Un(g).
Si X est un espace compact, notons Vect(X) 1'ensemble des classes d'isomorphisme
de fibrés vectoriels (complexes) de base X ; on le considére comme un monoide pour
l'opération de somme directe. Le groupe des différences du monoide commutatif
Vect(X) est le groupe de Grothendieck KO(X) bien connu; il s'identifie & 1'en-
semble [X,BU x z ] des classes d'homotopie d'applications continues de X dans

BU x Z . La cohomologie de BU est un anneau de polyndmes & coefficients entiers
en des éléments c1,c2,...,cn,... , ou h est de dimension 2n : ce sont les

classes de Chern universelles. Si E est un fibré vectoriel de base X , et f

l'application continue correspondante de X dans BU , la i-2me classe de Chern
Ci(E) de E est par définition f*(ci) . Comme BU est un H-espace, sa cohomolo-
gie est une bigébre ; elle est isomorphe a la bigébre considérée au n° 2.4 par un

isomorphisme qui applique c; sur hi pour tout entier positif i .
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Il n'est donc pas étonnant que les calculs de fonctions symétriques jouent un
grand rdle dans 1'étude des classes de Chern en Topologie et en Géométrie algébrique.
Les grassmanniennes sont des approximations de 1'espace classifiant BU , et leur
cohomologie est étroitement liée & celle de BU . On a plus généralement considéré
la cohomologie des variétés de drapeaux et montré comment les variétés de Schubert
correspondent aux fonctions de Schur. On consultera la-dessus les exposés de Stanley

et Lascoux dans |1 3 et une note récente de Lascoux [28] .

5.2. Dans la classification des groupes formels commutatifs définis sur un anneau K ,
un groupe particulier W  joue un rdle universel. On peut le réaliser comme le

s 2 o s
groupe des séries formelles de la forme 1 + cqu + c,u” + .... pour la multiplica-

tion. L'algébre des fonctions sur W est une algébre de séries formelles a coeffi-

cients dans K en des indéterminées CqsCoreee ; une fois de plus, le coproduit

correspondant a la multiplication dans W est donné par m*(cn) = s R Chi
i

et 1l'on retrouve donc la bigébre F . L'autodualité de cette bigdbre correspond au

fait que W est isomorphe a4 son dual (au sens dit "de Cartier"). Les éléments pri-
mitifs s'interprétent comme les homomorphismes du groupe formel W dans le groupe
formel additif.

Si G est un groupe formel commutatif (défini sur K) et )/ une courbe dans G
(autrement dit, un morphisme de schémas formels de la droite affine dans G), il
existe un unique homomorphisme u de W dans G transformant en 'Y la courbe

}%(t) = (1—ut)-1 de W . Si f est une fonction sur G , alors f o u est une

fonction sur W , dont la composante de degré n est un élément’)(b,f 0 de Fn
’ b

comme un caracteére du
»f,n

Lorsque K est égal 3 Z , on peut interpréter 7({
groupe symétrique S, . Cette construction redonne en particulier celle de Foulkes [27]
en prenant pour G le groupe multiplicatif & une variable , et f,B’ convenables.
Le cas oi G est associé 2 une courbe elliptique est particuliérement intéressant

et fournit une vaste généralisation des congruences de Kummer [29] .

5.3. Dans 1'étude des fluctuations des suites de variables aléatoires, on rencontre

une identité due 2 Baxter {30]
(50) P(aP(b)) + P(bP(a)) = P(a)P(b) - P(ab)

( P est une application linéaire définie dans une algébre commutative). J'ai déter-
miné la structure des algébres de Baxter universelles dans [ 31] . Dans le cas d'un
générateur , on trouve l'algébre des séries formelles en une suite d'indéterminées

X1,X2,...,Xn,... avec 1'opérateur
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Pf(X1,X2,...) = i§1 f(xi+1,Xi+2,...)
(série convergente si f est sans terme constant).

On pourra aussi consulter & ce sujet l'article de Thomas dans |1 ] .
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