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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983-84, n° 621 Février 1984

HOMOLOGIE CYCLIQUE :
RAPPORT SUR DES TRAVAUX RECENTS DE
CONNES, KAROUBI, LODAY, QUILLEN...

par Pierre CARTIER

Introduction

L'homologie cyclique a deux origines distinctes. Comnes [4] a introduit une co-
homoLogie cyclique dans sa recherche d'invariants pour 1'espace des feuilles d'une va-
riété feuilletée, considérée comme un test décisif pour sa géométrie différentielle
non-cormutative. Tsigan [23] a introduit une homofogie cyclique permettant de calcu-
ler 1'homologie de certaines algébres de Lie ; le méme probléme a recu une solution
voisine de la part de Loday et Quillen [22]. Les deux points de vue ont été unifiés
par 1l'introduction des objets cycliques, par Connes dans [5].

Les deux approches sont liées de maniére étroite a la K-théorie, i tel point que
1'homologie cyclique est baptisée "K-théorie additive' par Feigin et Tsigan. I1 est
possible d'ailleurs qu'on puisse associer une K-théorie a4 chaque groupe formel commu-
tatif ; des efforts dans ce sens avaient &té faits par Morava vers 1970. Une préci-
sion s'impose ici : Connes travaille dans un contexte d'analyse avec les espaces de
Hilbert, ol 1'on dispose de la périodicité de Bott ; seuls importent donc les groupes
Ko et K; . On doit par ailleurs 3 Quillen la définition de groupes Ki(A) pour
tous les entiers positifs i . Le caractére de Chern qui relie K-théorie et homologie
est capital ; la construction initiale de Connes a été &tendue 3 la théorie de
Quillen par Karoubi [18], [19], [20].

L'ubiquité de 1'homologie cyclique est remarquable. Aussitdt mise 3 jour, elle
a &té reconnue dans des sujets apparemment trés €loignés : pseudo-isotopie des es-
paces topologiques et espaces A(X) de Waldhausen, algébres de Kac-Moody, géométrie
hyperbolique de dimension 3 et dilogarithme, symbole modéré et jacobiennes intermé-
diaires, th€orémes de 1'indice. Aprés avoir défini 1'homologie cyclique et décrit ses
principales propriétés, nous passerons en revue 1'essentiel de ces applications. Le
sujet est en rapide développement, et le présent rapport risque de dater rapidement.

Je remercie trés sincérement Connes, Deligne, Karoubi et Loday pour les nombreu-
ses discussions que j'ai eues avec eux sur ce sujet, et pour 1'abondante documenta-
tion - en grande partie inédite - qu'ils m'ont communiquée. Je remercie aussi Douady
pour son affectueuse vigilance lors de la préparation de cet exposé.

S.M.F.
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P. CARTIER

§ 1. CONSTRUCTION DE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE

1.1. Rappels de K-théorie

Soit X un espace compact. Notons E(X) la catégorie additive des fibrés vec-
toriels (complexes) sur X , et @(X) 1'ensemble des classes d'isomorphismes d'ob-
jets de E(X) . Pour l'opération de somme directe, ®(X) est un monoide commutatif;
le groupe symétrisé associé se note KO(X) . Pour tout fibré vectoriel E de
base X , on note [E] 1'élément correspondant de K°(X) ; par définition, on a
[E] + [F] = [E®F] si E et F sont deux fibrés vectoriels de base X , et tout
€lément de Ko(X) est de la forme [E] - [F] . Il existe sur K°(X) une structure
d'anneau commutatif caractérisée par la formule [E].[F] = [E ® F] . A cb6té du pro-
duit tensoriel, on peut aussi considérer les opérations de puissances extérieures,
d'ol des opérations notées Ah dans K°(X) . On introduit aussi les opérations
d'Adams wn par la relation de récurrence

ol i n-1
G0 =x w00 = 2 DTN 0 ¢ (DY My 6o

(pour n = 2 ). Il est remarquable que les wn soient des endomorphismes de 1'anneau
Ko(X) ; de plus, on a dﬁl°wn = wmn , et wn(x) =x" si x est la classe d'un fi-
bré vectoriel de rang 1 .
Soit @4 (X) 1le groupe commutatif formé des classes de fibrés vectoriels de

rang 1 sur X , 1'opération étant le produit tensoriel. Ce groupe est isomorphe a
H2(X,Z) (la cohomologie est celle de ﬁech) par un isomorphisme [L]#+ cq(L) (pre-
miére classe de Chern). Le caractere de Chern chX est caractérisé par les proprié-
tés suivantes :

a) pour tout espace compact X , chX est un isomorphisme d'anneaux de Ko(X) ® Q
avec B (GQ = ZHIGQ

b) chX est fonctoriel par rapport a X ;

c) on a chx(L) =exp c1(L) pour L dans &4 (X) .
De plus, on a ]

ch)i((wm(x)) = m'ch} ) (x € XKO(X) )
si chﬁ(x) est la composante de chx(x) dans HZi(X;Q) . I1 est donc tentant de dé-
§inin la cohomologie ratiomnelle de degré pair, soit H*(X;Q) , au moyen de 1'isomor-
phisme ch™ ; on peut méme, avec quelques réserves, définir les puissances de
Steenrod (voir [11]). On sait aussi définir les classes de Chenn ci(E) d'un fibré
vectoriel sur X ; elles appartiennent a H21(X;Z) , et chX(E) se calcule par une
formule polynSmiale universelle (& coefficients rationnels) en les ci(E) .
Grothendieck a montré comment définir des K-classes de Chern 3 1'intérieur de K°(X)
(cf. [14], pages 194 a 196). )
Pour obtenir la cohomologie impaire, on utilise 1'isomorphisme connu de ﬁl(X)

et ﬁi+1(S‘X) , o S'X désigne la suspension de X . Ceci conduit & introduire le
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(621) HOMOLOGIE CYCLIQUE

groupe K-1(X) = K°(S'X) , ou plus généralement les groupes KR(X) = Ko (5"x+) (o™
X est la n-iéme suspension de X ). Il s'agit d'un luxe inutile, puisque le théo-
neme de perniodicit? de Bott affirme que K™(X) est canoniquement isomorphe 3
K™~2(X) . On peut aussi définir les groupes relatifs K™(X,Y) , od Y est un sous-
espace fermé de X ; ce groupe ne dépend en fait que de 1'espace localement compact
X~\Y , d'od la définition des groupes K™(X) lorsque X est localement compact.
Le théoréme de périodicité de Bott s'énonce alors :

" K°(X) est isomorphe 3 K°(XxR2) ",

et 1'on a un hexagone exact

Ko(X,Y) — K°(X,Z)

K= (Y,2) Ke(Y,2)

AN

K_1(X’Z) — K1 (X’Y)
dans 1'hypothése Xo>Y o> Z .

1.2. Apparition des algdbres stellaires (alias C*-algdbres)

Si A est un anneau, commutatif ou non, on note P(A) 1la catégorie additive
des A-modules projectifs 3 gauche de type fini. Le procédé du début du n° 1.1 s'ap-
plique 3 toute catégorie additive C , et permet de définir un groupe de Grothendieck
K(C) . On posera Ko(A) = K(P(A)) .

Pour tout entier n2 1, on note Gln(A) le groupe des matrices nxn , a
coefficients dans A , et inversibles. On compléte une telle matrice en une matrice
infinie comme suit :

o o N W
o o A o
o = o o

Alors les groupes GLnh(A) forment une suite croissante, dont la réunion est notée
GL(A) . On d2finit Ki(A) comme Le quotient de GL(A) par son ghoupe des commuta-
Zteurs, noté E(A) .

Supposons maintenant que A soit une algébre normée compléte (avec unité). Le
groupe GLn(A) est alors un groupe topologique, et 1'on munit GL(A) de la topolo-
gie limite inductive. En particulier les groupes d'homotopie ni(GL(A)) sont définis.
Une variante du théoréme de périodicité de Bott (cf. Wood [17] et Karoubi [14]) af-
firme 1'existence d'isomorphismes (on pose K-1(A) = no(GL(A)) )

(1) On note Eb(x) la K-théorie #éduite, c'est-i-dire KO(X)/KO(*) ol * est un
point, et X+ 1'espace déduit de X par adjonction d'un point base.
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P. CARTIER

Ko(A) — n2i+1 (GL(A))
K1) —> ,; (GL(A))

pour i > 0 . Noter le cas particulier A=C : ona Ko(C) =Z et K '@)=0, et
1'on retrouve la détermination par Bott des groupes d'homotopie ni(GL(C))

On peut énoncer 1'un des points saillants de la théorie de Gelfand des algébres
normées comme suit : si I'on associe 3 un espace localement compact X 1'algébre Co (X;C) des
applications continues de X dans € nulles 3 1'infini, on définit une &quivalence
de la catégorie des espaces localement compacts avec celle des algébres stellaires
commutatives ; les espaces compacts correspondent aux alg€bres avec unité. De plus,
si X est compact, et si 1'on pose A = C(X;C) , la catégorie E(X) est équivalente
3 la catégorie P(A) ("théoréme de Serre-Swan'') ; 1l'équivalence s'obtient en asso-
ciant 4 un fibré E sur X 1'espace de ses sections continues. On dispose donc
d'un dictionnaire permettant de traduire les problémes sur les espaces compacts en
des problémes sur les algébres stellaires commutatives. En particulier, 1'équivalence
de E(X) et P(A) entraine un isomorphisme de K°(X) avec Ko(A)
isomorphisme de K-1(X) avec X-'(A) M.

; On a aussi un

Une des préoccupations majeures de Connes a été 1'étude d'espaces quotients de
la forme X/T' ou V/F, o0 I' est un groupe discret opérant dans 1'espace locale-
ment compact X , et F un feuilletage sur la variété V . Dans les deux cas, on
peut associer aux données géométriques une algebre stellaire, notée Co(X) x» T' dans
le premier cas, et C*(V,F) dans le second. Lorsqu'il existe un quotient raisonnable,
cette algébre stellaire est équivalente au sens de Morita & 1'algébre des fonctions
continues nulles 3 1'infini sur 1'espace quotient. Or deux algébres équivalentes au
sens de Morita ont des groupes k1 isomorphes (pour i = 0,1 ). Il est donc raison-
nable de définir les groupes de K-théorie par 1'égalité

Kix/r) =k CoX) 1)
KT w/F) =K HCH W, )

(pour i égal 2 0 ou 1 ). Cette K-théorie ayant des propriétés raisomnables, il
s'agit maintenant de construire une théorie homologique et un caractére de Chern.

1.3. Des traces 3 la cohomologie cyclique

(2)

Soit k un corps de caractéristique 0 . Considérons une algébre différen-

tielle graduée Q (avec élément unité) ; on note Q7 les composantes homogénes

(M Cela résulte par exemple, du théor&me 4.8 de [14], page 84 et de la définition de
K-1(X) donnée page 75, & savoir 1'ensemble des classes d'homotopie d'applications
continues de X dans GL(T) .

2) pne bonne partie des définitions et résultats de ce numéro restent valables si
1'on suppose seulement que k est un anneau commutatif ; cependant, la cohomologie
cyclique ne serait pas la "bonne" dans ce cadre plus général, et il faut attendre le
numéro 1.7 pour une construction définitive.

126



(621) HOMOLOGIE CYCLIQUE

(pour n=20) et d 3o — Q™' 1la différentielle. Un cycle de degné n sur Q
(appelé encore ''trace praduée fermée"™) est une forme linaire T sur Q" qui satis-
fait aux deux propriétés suivantes :

m jj T.0') = (-l)pq'c(w'w) pour w€ QP , eql , Ptq=n

2 { T(dw) =0 pour w € Q1.
Voici quelques exemplfés :

a) Si A est une aflgébre sur le corps k , onpose Q°=A, Q=0 si n>0,
et d =0 ; alors un cycle de degré 0 est une forme linéaire T sur A telle
que t(ab) = t(ba) pour a , b dans A . On appelle souvent trace (ou forme 1liné-
aire centrale) une telle forme.

b) Soit X une variété orientée compacte de classe C®, de dimension n . Considérons
1'algébre Q des formes différentielles extérieures sur X et posons T(w) = xm
pour o € Q" . La formule (2) résulte du théoréme de Stokes, et la formule (1) pro-
vient de ce que 1'on a dans ce cas w'w = (—1)pqmw' pour w € aP , w' € Q¢ ; cette
propriété s'exprime en disant que Q est commutative (au sens gradué).

c) Avec les notations de b), considérons 1'algébre graduée Mr (Q) des matrices
carrées d'ordre r 3 coefficients dans Q . Si w = (wij) est une telle matrice,
on pose dw = (dmij) . Alors 1'algeébre différentielle graduée Mr(Q) n'est plus com-
mutative, mais si 1'on pose T(w) = Zilwii pour = (coij) dans Mr(Qn) , on a
encore défini un cycle de degré n sur M.(Q) .

Soit maintenant A une alg@bre sur le corps k ; on ne suppose pas que A soit
commutative ou posséde un €lément unité. Notons A 1'algdbre déduite de A par ad-
jonction d'un élément unité, de sorte qu'on a A = k.1 ® A . Le cas particulier
A =k est important ; on note P 1'algébre X . Elle a une base (1,e) sur k,
avec la table de multiplication 1.1 =1, 1l.e =e.l = e.e = e . Introduisons aussi
1'algébre différentielle graduée universelle Q(A) construitesur A.Ona Q°() = A,
et pour n > 1, 1'application 3, ® a; ® ... ® an > 3oday...dan est un isomor-
phisme d'espaces vectoriels de A ® A®n  syr QA) 5 si Fp = ap + A.T , Ona

(3) Eoda1--.dan = aoda1...dan + d()\,a1da2...dan)
I1 en résulte que 1'on peut identifier, par la relation'”
(4) Tn(ao,a1,...,an) = 'c(aoda1...dan)

les cycles de degré n sur Q(A) aux n-traces sur A , c'est-a-dire les formes mul-

tilinéaires +tn satisfaisant aux relations
(5) Tn(a1;az,---,an,ao) = (-1)™tn(a0,214+++5an)
et btn = 0, ol la forme multilinéaire btn est définie par

n o
(6) b'fn(ao, .o ,an+1) = iEO('1)1Tn(ao, 00387 1,2]3741,- ,an+1) + (‘1)n+1Tn(an+1ao,a1 yee ,an) .

(1) Avec une petite modification si n =10 .
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On peut reformuler comme suit ces définitions. Soit A* le dual de 1'espace
vectoriel A , considéré comme bimodule sur A par la régle (a.f.b)(c) = f(bca)
pour a , b, c dans A et f dans A* . Considérons le complexe des cochaines de
Hochschild de A dans le bimodule A* , noté C*(A) .

La composante de degré n , notée (™(A), est 1'ensemble des formes multiliné-
aires de n+1 arguments sur A , et 1'opérateur cobord b : (®(A) — (™+1(A) est
défini par la formule (6). La cohomologie du complexe (C*(A),b) est donc la coho-
mologie de Hochschild H*(A,A*) de A 3a valeurs dans A* . Par ailleurs, les &1é&-
ments tn de C("(A) qui satisfont 3 la relation (5) forment un sous-espace vecto-
riel C’):(A) de (7(A) . Un petit miracle est le fait que b applique CR(A) dans
Cf):“ (A) ; on peut donc considérer le sous-complexe (C’)*\ (A),b) de (C*¥(A),b) et dé-
finir sa cohomologie!™ . Celle-ci est notée H;‘\(A) par Connes et HC*(A) par Loday
et Quillen ; nous adoptons cette derniére notation et nous 1'appellerons cohomologie
cyclique de A .

1.4. Propriétés de la cohomologie cyclique

Tout d'abord, la définition du cup-produit (comme on dit en bon franglais !).
Si fi/ et B sont deux algébres sur le corps k , la propriété universelle de
Q(A ® B) permet de construire un homomorphisme d'algébres différentielles graduées

N ~
c:0A®B) —m @ ®al®) .

Si T est un cycle de degré n sur Q(K) et m un cycle de degré p sur Q('ﬁ) ,
alors Tt Umn = (Tt ®mn).c est un cycle de degré n+p sur 9(7\\®-/B) . On a donc dé-
fini un accouplement de ZK(A) x ZR(B) dans Z;ﬁ'p(A ®B) , et 1'on vérifie qu'il
passe @ la cohomologie pour définir un accouplement de HCn(A) x HCp(B) dans
HC™"P(A ® B) .

Appliquons d'abord cela au cas ot A = B = k ; on obtient une multiplication
dans HC*(k) et 1'on montre que HC*(k) est 1'algébre de polyndmes klo] par rap-
port 3 la 2-trace o définie par o(edede) = 1 (attention : Connes utilise une nor-
malisation différente avec 2ni !). Considérons ensuite le cas ou A est quelconque
et B égala k;ona A®k =A, et en particulier le cup-produit par o défi-
nit un opérateur S : HC*(A) — HC*(A) , dit de suspension. Au niveau des n-traces,

il se définit explicitement comme suit :
n+1

7 St(agda,...danss) = j§1r(aoda1 .. .daj_, (ajaj+1)daj+2. ..dangs) .
L'opérateur S est de degré 2 , et applique ZK(A) dans ZR”(A) . On définit par
ailleurs un opérateur de degré -1, soit B : CP(A) — CK“(A) . Tout d'abord,
1'opérateur t : (M(A) — C*(A) est défini par

(M 1es n-traces sont donc les cocycles du complexe (Ci(A),b) s on note ZS:(A) 1'en-
semble de ces n-traces.
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(621) HOMOLOGIE CYCLIQUE

©)) tt(ag,-++5an) = (-1)?t(an,a0,...,an-1)

de sorte que CR(A) est caractéris€ par la relation tt = t . On définit aussi
1l'opérateur Bo : CN+1(A) — CR(A) par

(9) BoT(ao,...,an) = T(1,ao,...,an) + (‘1)nT(ao,-..,an,1) .
Enfin, on pose
10 N=1+t+ ...+t , B=NB .

Par construction B applique (C?*7(A) dans G)“(A) , et un calcul direct donne la
relation Bb = -bB . Par suite, B passe d la cohomologie et définit un opérateur,
noté encore B , de H*(A,A*) dans HC*(A) (de degré -1 ). Par ailleurs, comme
CK(A) est un sous-complexe de C*(A) , on a un homomorphisme naturel
I : HC¥(A) — H*(A,A*) .

Un résultat fondamental de Connes est le fait que le triangle

H* (A,A¥)

m y T

HC* (A) —S— HC* (A)

est exact. La démonstration se raméne 3 prouver les deux formules
an SZR(A) = BC™1(A) N CR*2(A) , ZR(A) N BZP*'(A) = BIM(A)

ol ZP(A) est le noyau de b : CR(A) — C**1(A) . En fait, on prouve que B défi-
nit, par passage au quotient, un quasi-isomorphisme du complexe C* (A)/Ci(A) sur le
complexe CX(A)[—H ; autrement dit, B induit un isomorphisme B' de
H"(C*(A)/CX(A)) sur HCG?1(A) et SoB' n'est autre que le cobord de la suite
exacte de cohomologie associ€e d la suite exacte de complexes

0— CK(A) — C*(A) — C*(A)/C’)'“(A) — 0.

Le couple exact (T) précédent conduit 3 une suite spectrale, qu'on peut ex-
pliciter comme suit. Posons D™™ = CM-N(A) , avec la convention CJ(A) = 0 si
j < 0 ; on considére les deux différentielles d, : D™D — P+, et
dz : D™D — DMLO+Y | données 1'une par b : CMN(A) — CM-N+1(A) et 1'autre par
B : C™N(A) — C™N=1(A) ; comme ona Bb = -bB , on a ainsi un bicomplexe D .
Filtrons D par le 2e degré, d'ou (FID)™ = gDm,n . Le terme E' de la suite
spectrale est alors égal 4 H*(A,A*) , avec la différentielle Io.B . Pour décrire
1'aboutissement, introduisons le conoyau H]")‘R(A) de l'endomorphisme S-1 de
HC*(A) ; comme S est de degré 2 , HI")‘R(A) a une graduation modulo 2 . De plus,
on définit une filtration sur HBR(A) en notant FqH]")‘R(A) 1'image canonique de
HCq(A) dans H’I")R(A) . Le terme E® de la suite spectrale est le gradué associé i
H’[")R(A) pour cette filtration.

1.5. Exemples éclairants

Supposons désormais que k soit le corps des nombres complexes et que A soit
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une algebre topologique localement convexe, d multiplication continue. Remplacons ta-
citement le complexe (C*(A),b) par le sous-complexe formé des formes multilinéaires
continues sur A . Toutes les constructions algébriques des n°® 1.3 et 1.4 conservent
un sens, et la théorie se transpose donc au cadre topologique.

Soit alors X une variété compacte de classe C , et soit A 1'algebre
C’(X;C) . On note aussi @ 1'espace des formes différentielles extérieures de degré
n et de classe € sur X ; un courant de de Rham de dimension n est une forme
linaire continue sur @ . On prouve d'abord qu'ad tout élément T de C*(A) , tel
que bt = 0, est associ€ un courant C de dimension n sur X caractérisé par la

formule

(12) <C,fodf1 A ... Adfn> = oéi sgn ()T (Forfoiny »-orfom ) -
n

De plus, la correspondance T+~ C définit un isomorphisme du groupe de cohomologie
de Hochschild HR(A,A*) sur 1l'espace des courants de dimension n sur X . Le bord
d'un courant C est le courant— BC de dimension n-1 défini par <BC,w> = <C,dw>
pour w € @1 . On vérifie alors que 1'isomorphisme précédent transforme 1'opérateur
IoB dans H*(A,A*) en le bord des courants. Dans la suite spectrale de la fin du
n® 1.4, le terme E2 est donc l'homologie de de Rham H,(X;L) . Or la suite spec-
trale dégénére et 1'on en conclut qu'il existe un isomorphisme de HBR(A) avec
H,(X;C) ; la graduation modulo 2 de H,(X;T) se déduit de la graduation usuelle,
par exemple H.(X;C) = igoni(X;ﬂ:) , et la filtration est définie par

FqH*(X;([!) =n2_2 Hn (X;T) . Rappelons aussi la dualité de Poincaré, a savoir 1'isomor-
phisme de H:%X;(E) avec Hd'n(x;(ll) si X est de dimension d .

Cet exemple me semble justifier la notation HBR(A) en général, pour rappeler
de Rham.

Le deuxiéme exemple est celui du tore T2 =R2/Z2 muni du feuilletage F dont
les feuilles vérifient 1'équation de Pfaff dy = 9dx , avec O irratiomnel (voir
(4], I, n°5). L'algébre AS décrivant ce feuilletage se compose des séries de la
forme

x = Z agpUWn ,
m,n

oll la famille (ap,) est d décroissance rapide, et U, V ne commutent pas, mais
satisfont 3 la relation VU = AUV avec A = eZniS . La trace canonique sur AS as-
socie 4 1'élément x précédent le terme constant ao,o . Enfin, on note 6U (resp.
aV ) 1'unique dérivation continue de Ay qui satisfait a 6U(U) =1, GU(V) =0
(resp. BV(U) =0, BV(V) = 1). Pour calculer la cohomologie de Hochschild (conti-
nue) de Ay dans son dual Ag , on se raméne, par l'utilisation d'une résolution de
bimodules, & calculer 1'homologie du complexe suivant :

0 — Ag -g—» Ag x A§ d—'r As — 0 .
Ona d(@) = (Up-@U,Vo-¢V) et d'(e1,02) = (Vo1 - AV) - (AUpz - @2U) . Alors
HCe (Aa) =Ker d estde dimension 1, engendré par la trace canonique T . On en déduit
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que HC2 (A&) est engendré par la suspension St de T , donnée par

St(Xo,X1,X2) = T(XoX1X2) et par la 2-trace ¢ donnée par

©(Xo0,X1,X2) = T(XoaUX1aVXz-X03VX13UX2) . On montre que la suspension S donne

des isomorphismes HCZHCASJ ~ HC2n+2U¥9 pour n2>1, d'ol HBRU¥9 = HCz(Aa) . On
montre aussi que la partie impaire HI;R(AS) est de dimension 2 . Ceci n'est pas
surprenant, car les feuilles du feuilletage F sont contractiles et 1'on s'attend
que la cohomologie de T2/F soit isomorphe 3 celle de T2 (rappelons que 1l'on a
HO(T2) = H2(T2) = € et que H'(W2) est de dimension 2 ).

1.6. Objets cycliques
I1 est d'usage d'appeler A 1la catégorie ayant pour objets les ensembles finis

In} = {0,1,...,m (pour n 2 0 ) et pour morphismes les applications croissantes
(au sens large). Si C est une catégorie quelconque, un cbjet simplicial (resp. co-
simplicial) dans C est un foncteur contravariant (resp. covariant) de A dans C .
De maniére plus explicite, un tel objet simplicial E est défini par une suite
d'objets En de C et de morphismes

dj : Bn = En-v , 55 ¢ En — Enes (pour 0<is<n)
qui satisfont aux relations
a3) didj = dj_1di pour i < j ,
(14) $iSj = Sj4+1Si pour i <j ,
Sj-1di sii<j,
15) djsj = {1 siiest égal djouij+l,
dei—1 sii>j+1.

Lorsque C est la catégorie des modules sur un anneau commutatif k , on dira aussi
""kA-module' pour ''k-module simplicial''.

Connes, dans [5],a défini une catégorie A contenant A comme sous-catégorie,
avec les mémes objets. On appelle objet cyclique dans C tout foncteur contravariant
de A dans C (notre terminologie est plutdt celle de Karoubi dans [19]). De ma-
niére plus explicite, un tel objet cyclique est un objet simplicial (Ep,dj,sij) muni
d'opérateurs tn : En — En  satisfaisant aux régles suivantes :

(16) dity = tn-ydi-q , Sitn = tn44Si-q pour 1<isn
an tat! = Idg .

Considérons alors un k-module cyclique E (dit aussi kA-module). On définit
des opérateurs linéaires b et b' de En dans En-4 par

b=do‘d1+-.-+("1)ndn N b! =do“d1+...+(-1)n_1dn_.1 >
puis 1'opérateur t = (-1)Ptn sur En et

N=T1+t+...+th de En dans En ,
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et enfin 1'opérateur
B=(-1)"(1-t)spN de E, dans Ensq .

A partir de ces définitions et des relations (13) a (17), on obtient les identités
suivantes :

(18) bb=0 , bb'=0 , BB=0 , Bb=-bB,
(19) b(1-t) = (1-t)b' , (1-t)N=N(1-1t) =0 , b'N=Nb=NdoN .

En particulier, la somme directe E, des En , munie de 1l'opérateur b , est
un complexe ; on notera simplement H,(E) 1'homologie de ce complexe. C'est 1'homo-
logie du k-module simplicial sous-jacent 3 E ; d'aprés un th€oréme classique de
Moore, on a un isomorphisme
(20) Hn(E) = ma(IED)
si |El est la réalisation géométrique de E .

Par ailleurs, compte tenu des relations (18) et (19), on peut définir un bicom-

plexe C(E)
[
b -b'l b
b —b'l b
Elo 1-t Eo N Elo 1-t

L'homologie du complexe total associé sera notée HC,(E) et dite homologie cyclique
de E (cette construction est due 3 Tsigan [23]). Supposons que k contienne comme
sous-anneau le corps des nombres rationnels. Alors chaque ligne du diagramme précé-

dent est exacte ; d'aprés la relation b(1-t) = (1-t)b' , 1'image de 1-t est un
sous-complexe de (E,,b) et l'on a alors

2n HC, (E) = H,(E,/ (1 - t)E,,B)

ol B se déduit de b par passage au quotient. De plus, en faisant opérer tn par
permutation circulaire des sommets d'un simplexe, on déduit des opérateurs tn dans
les En une relation d'équivalence T dans la réalisation géométrique |El de E.No-
tons IEICYC1 1'espace quotient correspondant (''réalisation géométrique de 1'ensem-
ble cyclique E"). Alors, toujowws sous £'hypoth2se Q <k , on a un isomorphisme

(22) HC (E) ~ mn(IEIYVY) .

Revenons au cas général. On définit un autre bicomplexe B(E) en tenant compte
de la relation Bb = -bB :
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} } }

B B

Ez +~— Eq +— Eo +—

oo

Eq1 +=— Eo +— 0 +~——

bl | |

Eo*“_-O"'——"O*_.

Ona C(E)y = E, et B(E)yy = Ep-m (avec la convention E; = 0 si j<0).0n
définit un homomorphisme u de B(E) = mﬁ?nB(E)"m dans C(E) m?nc(E)mﬂ qui envoie
X € B(E)pp sur I'é1ément x+ (-1)"snNx de C(E) oy n-m ®C(E) 2m,n-m++ - On voit facilement
que u est un morphisme des complexes totaux et définit un isomorphisme en homologie.
Autrement dit, on peut définir HC,(E) comme £'homologie du complexe total AB(E)
ass0cié a B(E) .

Enfin, la construction du complexe AB(E) fournit aussit6t une suite exacte de
complexes
0 — (E4,b) — AB(E) — AB(E)[-2] — 0 .

Par passage 4 1'homologie, on en déduit le triangle exact

HC, (E) —S— HC, (E)

N /b
Hy(E)
(noter que I conserve les degrés, S 1les diminue de 2, et B les augmente de 1).
Enfin, soit k-‘q le k-module cyclique dont toutes les composantes sont égales a
k , et les opérateurs S » d.

i
k-module cyclique E comme un module 3 droite sur un anneau kA convenable, k‘w

et tp €gaux 3 1'identité. On peut interpréter un

comme un kA-module a gauche, et définir des isomorphismes

HC,(E) = TorrliA(E,k,a) .

1.7. Homologie cyclique des algébres

Soit A une k-algébre. On lui associe un k-module cyclique AH comme suit :

- A:‘ est le produit tensoriel A® ... ® A pris sur k (n+1 facteurs)
-ona
di(@ao ® ... ®ap) =3, ®... ®ajajs1 ®... ®an pour 0<i<n
dn(ao Q... ®an) = ando ®a1 ® ... ®an_1
-ona
si(@ao ®...®apn) =3 ®... ®a; ®1Vaj;1®... B®ap (0<i<n)
- ona

tn(a()@... ®an) = an ®ao®.-. Qan_1 .

L'homologie cyclique de 1'objet cyclique A" sera appelée 1'homoLogie cyclique
de A, et notée HC,(A) . D'aprés le n° 1.6, on a donc un isomorphisme
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HCn (A) = Tors (A%,k) .

De maniére analogue, on appelle cohomologie cyclique de 1l'algébre A , et 1'on
note HC*(A) 1la cohomologie du complexe total associé au dual du bicomplexe C(AE') .
On montre sans difficulté que l'on a un isomorphisme (du moins si k est un corps)

HOP(A) = ExtD, ATk .

Lorsque k est un corps de caractéristique 0 , on retrouve la cohomologie cyclique
définie au n® 1.3. De plus, les raisonnements généraux sur les objets cycliques per-
mettent de se passer des calculs explicites assez compliqués de Connes, en particu-
lier pour construire le triangle exact (T) du n°® 1.4.

On peut utiliser le produit de Yoneda dans les Ext pour définir une multipli-
cation dans HC*(k) isomorphe a ExtltA(kE',kE') . On montre sans difficulé qu'on ob-
tient une algébre de polynfmes k[oc] en un générateur o € HC2(k) . De 1a, dans [5],
Connes déduit que £'espace classifiant BA ass0cil a La catégorie A a Le Zype
d'homotopie de BS? .

Explicitons £Le Lien entre £'homoLogie cyclique et £'homologie de Hochschifd. On
considére A comme bimodule sur lui-méme en le faisant agir par les multiplications
3 gauche et 3 droite. Le complexe de Hochschild de ce A-bimodule sera noté C,(A) ;
ce n'est autre que le complexe (Ah‘,b) et 1'homologie H*(AE') du groupe simplicial
sous-jacent a AE' n'est autre que 1'homologie de Hochschild H, (A,A) . Pour tout
entier n > 0 , notons C,’;(A) le quotient de Cn(A) par 1l'image de 1-t , engen-
drée comme k-module par les éléments

ao ®a1 Q... ®an + (*1)n+1an®ao ®... ®a.n_1 .

Sous I'hypothése Q<k , 1'homologie cyclique HC,(A) est 1'homologie du complexe (Ci‘(A),B)
ol B se déduit de b par passage au quotient. L'homomorphisme canonique de C,(A)
sur Ci‘(A) définit un homomorphisme I qui s'insére dans un triangle exact

HC, (A) ——S—— HC, (&)

N\ /B
H, (A,A) .

Faisons maintenant Le Lien avec £'homologie de de Rham. Reprenons 1'algébre dif-
férentielle graduée Q@A) du n° 1.3. Soit @@ ,2@®1 1le sous-k-module engendré
par les commutateurs ww' - -1)P%'w , ol w est de degré p et w' de degré q ;
il est stable par la différentielle d et 1'on peut donc définir le complexe quo-
tient Da@®) = a@)/a@®),2A)] . Lorsque A est commutative,le complexe pa(A)
admet pour quotient le complexe usuel AQ(K) , 3 la Kidhler-de Rham, des formes dif-
férentielles extérieures sur A . On définit alors un homomorphisme

p:oa® — @
qui associe & (ao+Al)das...dan 1'image de ao ® ... ® an dans C%(A) ( a; € A
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pour 0 <i<n, A€k).Onen déduit par passage aux quotients un homomorphisme
9 de H*(Dn(f\')) dans HC,(A) . Lorsque k contient @ , on a une suite exacte

0 -k — H,00R) - He, () 25 H,4,4) .

Faisons maintenant 1'hypothése que k est un corps de caractéristique 0 et que
A est l'algébre des fonctions polyndmiales sur une variété algébrique X affine lisse
sur le corps k . En reprenant le complexe B(E) introduit au n° 1.6, on voit que
HC,(A) se calcule comme 1'homologie du complexe total associé au bicomplexe B(A)

| l |

Ca() «B— cr() «B— Co(a) «—

b} bl |

B

Ci(A) «—Co(A) +— 0
bl | |
Co(A) #— 0 +— 0 <+,

On a par définition Cn(A) =A® ... ®A (n+1 facteurs), et 1'on peut définir un
homomorphisme w : Ch(A) — APQ(A) par

(23) u(ao®a1®...®an)=%aoda1/\.../\dan.
On peut alors déduire de u un homomorphisme u, du bicomplexe B(A) dans le bi-
complexe suivant : ‘

oo

A2Q(A) —— A1Q(A) <~ A°Q(A) —

0] 0| |

AQ(A) «— A°QA) —— 0 -
0| | }
AQA) ~— 0 «— 0 +— .
On démontre alors que i, induit un isomorphisme en homologie, d'oli un isomorphisme
de HCh(A) avec
n-— - -
APQ(A)/dA™Q(A) GBI-%Rz(A) GB!-{BR"(A) ... .
On a noté H]*)‘R(A) 1'homologie du complexe (AR(A),d) . Finalement, on en déduit que
le noyau de S-1 agissant dans Ti—[HCi (A)  s'identifie 3 la cohomologie de de Rham
HBR(A) de A ; noter 1'analogie avec le résultat de Connes sur la cohomologie cycli-

que de 1'algébre C(X) (voir n° 1.5).

PROBLEME .— Quel lien existe-t-il entre 1'homologie cyclique et le complexe de de Rham-
Witt en caractéristique p ?

1.8. Le caractére de Chern

Dans [4], I, Connes définit pour toute algébre A des accouplements entre
Ko(A) et HC2n(A) , compatibles aux homomorphismes de suspension
S : HC2n(A) — HC2n+2(A) . Par passage 3 la limite inductive, on en déduit un accou-

135



P. CARTIER

plement entre Ko(A) et HBR(A) . En suivant Karoubi [19], I, on peut donner la ver-
sion suivante en homologie cyclique. On fait 1l'hypothése Q < k .

Soit donc A une k-algébre avec €lément unité. Notons Mr(A) 1'algébre des
matrices carrées d'ordre r & coefficients dans A . Soient E un A-module projec-
tif de type fini et n 2 1 un entier ; il existe un entier r=1 et un idempotent p
dans Mr(A) = End(Ar) tel que E soit isomorphe 3 1'image pAr de p . Associons
d p l'imagede p® ... ® p dans le groupe an(Mr(A)) . C'est un cycle, dont la
classe d'homologie est un élément [p] de HCzn(Mr(A)) . Or, on a une {nvariance de
Morita de £'homologie de Hochschild et de £'homolLogie cyclique ; de maniére précise,
pour tout entier i , on note Tri 1'application linéaire de Ci(Mr(A)) dans Ci(A)
qui applique (xo ® a0) ® ... ® (xj ®a;) sur Tr(Xo...Xj).30 ® ... ®a; (on iden-
tifie Mr(A) a Mr(k) ® A, et 1'on suppose que les Xx; appartiennent a Mr(k) et

J
les 3 a A). Or par passage a 1l'homologie, Tri définit des isomorphismes

Tri : Hi(MI‘(A) ,Mr(A)) = Hi(A:A) ’
A o
Try : HCi(Mr(A)) = HC; (A) .
En reprenant les notations ci-dessus, on montre qu'il existe un homomorphisme Ch
de Ko(A) dans HCon(A) qui associe 3 E 1'image de [p] € HCzn(Mr(A)) par Trén .
De plus, on a un diagramme commutatif :
g~ HCan@®

Ko (A) S

n-1
™™ Hean-a (A)

Connes construit aussi des homomorphismes analogues pour K,(A) . Nous suivons
de nouveau Karoubi en étendant cette construction aux groupes Ki(A) de Quillen [16]
dont nous rappelons la définition. Considérons (comme au n° 1.2) le groupe discret
G = GL(A) , réunion des groupes GL r(A) pour r = 1,2,... . Introduisons 1'espace
classifiant BG ; c'est un espace dont le groupe fondamental est isomorphe & G , et
dont le revétement universel est contractile. Par suite, on a Hi (BG,Z) = Hi(G,Z)
pour tout entier i > 0 . On peut prendre pour BG la réalisation géométrique d'un
ensemble simplicial ; en lui appliquant la construction * deQuillen, par adjonction
de cellules de dimension 2 et 3 , on obtient un espace BG* et une application
continue 9 : BG — BG* . Alors 9 induit des isomorphismes de Hi(BG,Z) sur
Hi(BG+,Z) et un homomorphisme surjectif de m,(BG) = G sur m4(BG*) dont le noyau
est le groupe des commutateurs de G . D'aprés Quillen, on pose

K;(A) = m; (BGH) .
L'homomorphisme de Hurewicz de ni(BG*) dans H;(BG*) est donc un homomorphisme
h; : K, () — H;6,2) .

Par ailleurs, pour tout entier r > 1 , le groupe GLr(A) se compose des éléments
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inversibles de 1'algébre M (A) . On a donc un homomorphisme d'algébres de kI[GL (A)]
dans M (A) ; prenant l'homomorphlsme induit en homologie cyclique, puis utlllsant
1'1nvarlance de Morita de 1'homologie cyclique, et passant 3 la limite inductive, on
obtient des homomorphismes

@y ¢ HCy(k[G]) — HCR(A) .

Pour achever de définir le caractére de Chern, il suffit de construire des homomor-
phismes

%i,n : Hi(G,Z) — HC342n (k[G])
et de prendre le Composé
Pi+an
———

9;
Ky (&) 5 1y (6,2) —2R HCy, on (KIG]) HCj4an(A) .

Or, le modéle simplicial de BG a pour simplexes en dimension n les systémes
[g0s81,5.-.,gn] , avec la relation d'équivalence
(24) [g80,881,---,88n] = [go,81,---,8n] -

Les opérateurs de face sont donnés par exemple par

(25) dilgos+++58n] = [Boyeet,8i-158i+15+++,8n]

mais on a aussi des opérateurs cycliques

(26) t[go,---,gn] = [gn’go"":gn—1] .

Prenant le complexe des chaines a coefficients dans k , on obtient un k-module cy-
clique, dont on note HC,(G,k) 1'homologie cyclique. Or on établit un isomorphisme
entre HCh(G,k) et la somme directe des Hn_2j (G,k) , d'ot un homomorphisme

ni,n : Hi(G,k) — HCj+an(G,k) .

Pour définir 8j,n 1l suffit de prendre le composé

nj
Hi (G,Z) — Hi (G,k) —22R HCi,,n (G,k) —=2224 HCiy on (KIG])

ol ap : HCP(G,k) — HCp(k[G]) se déduit de 1'application
[goy-vesgp] — gp'80 ® go'g: ® ... ®gplygy .

Comme on s'y attend maintenant, on a un diagramme commutatif

Chrf HCj+2n (A)
Kj (A)

n\,ls

i HCj+2n-a A

~

Lorsque k contient @ , 1'image de S est égale 3 celle de & (voir au n® 1.7)
et par suite le caractére de Chern prend ses valeurs dans 1'homologie de DQ(A) .
Plus particuliérement, si A est commutative, on en déduit un caractére de Chern 3

valeurs dans 1'homologie de de Rham de A .
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§ 2. APPLICATIONS DE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE

2.1. Homologie des algébres de Lie

On considére un corps k de caractéristique 0 . Si g est une algébre de Lie
sur le corps k , on définit ses groupes d'homologie par

Ha(s) = Torg® (k,k)

ol U(g) est 1'algébre enveloppante de g , et g agit par 0 sur k . Ces groupes
se calculent par un complexe (Ag,d) ol d agit dans 1'algébre extérieure de g par

27 dXqAeeeAXn) = 2 ("1)i+j[xi,Xj]AX1A...A;(\il\...A){}A...Axn
1<i<j<n

(on emploie la convention usuelle : le signe “~ indique d'omettre le terme corres-
pondant). Si g est semi-simple, H,(g) est une bigébre ; elle est donc 1'algébre an-
ticommutative universelle sur 1l'espace Prim H,(g) des €léments primitifs (théoreéme
de Hopf). Cela reste vrai dans la situation ci-dessous.

Nous allons, en suivant Loday et Quillen [22] et aussi Tsigan [23], identifier
1'espace Prim H,(g) dans un cas important. Soit A une algébre sur le corps k ,
et soit M(A) 1'algébre associative des matrices infinies (aij)iz1,jz1 ayant un
nombre fini de termes non nuls ; pour le crochet usuel [a,b] = ab-ba , c'est une
algébre de Lie qu'on note g1(A) ; elle est réunion de la suite croissante des alge-
bres de Lie glr(A) formée des matrices rxr . Soit r = 1 un entier ; on définit
une application linéaire A de ®n+1glr(A) dans Ch(Mp(A)) qui associe a
Xo ®...®xn 1'€lément (—1)“c€%nsgn(o)xo ®x5(1) ©® ... ® X5y . Composons A avec
la trace Trn de Cn(Mp(A)) dans Cn(A) , puis avec l'application canonique de
Cn(A) sur G,){ (A) . En passant 3 la limite inductive sur r , on a finalement un ho-
momorphisme de complexes

A (Asl(A),d)[+1] — CrA) .

Le nésultat fondamental est que A Aindult des Lsomorphismes
An @ Prim Hn4q (gl (A)) — HCR(A) .
De plus, pour tout entier m = n , Les applications canoniques
Hn(81n(A)) — Ha(gln(A)) — Ha(g1(A))
sont des isomonphismes (stabilité de 1'homologie) 54 A est commutative, et alors
on a une suite exacte
Hn(81n-4(A)) — Hn(gln(A)) — AP~'Q(A)/dAn2Q(A) — O .
La démonstration se fait en trois &étapes :
a) La théorie classique des invariants de H. Weyl et I. Schur fournit un isomor-
phisme du module des coinvariants

Ho (g1, (k) , 81p(k) ® ... ® gl (k))
n facteurs
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avec 1'algébre k[$n] du groupe symétrique $n , chaque fois que r 2n .

b) L'algébre de Lie gl.(A) s'identifie 3 gl,(k) ® A ; comme 1'algébre de Lie
gl r(k) est réductive, on peut pour calculer 1'homologie de gl r(A) remplacer le
complexe (A(glr(k) ® A),d) par l'ensemble de ses coinvariants sous 1l'action de
al, a0 M.

c) Compte tenu de a), la partie primitive (au sens du coproduit) de ce dernier com-
plexe de coinvariants est naturellement isomorphe au complexe cyclique Ci‘(A) .

2.2. Extensions universelles d'algébres de Lie

A titre de comparaison, rappelons d'abord quelques propriétés des extensions
centrales de groupes. Soit G un groupe égal a son groupe des commutateurs ; il
existe alors une suite exacte

0 = Ha(G;Z) — E 15 6 — 1
avec les propriétés suivantes :

a) le noyau de m est contenu dans le centre de E ;

b) si n' : E' > G est un homomorphisme surjectif de groupes, et si le noyau de
n' est contenu dans le centre de E' , il existe alors un unique homomorphisme
u:E—-E' telque n=n'ou.

Revenons au groupe GL(A) associ€é d un anneau A quelconque. Le groupe des
commutateurs de GL(A) se note E(A) ; c'est le sous-groupe engendré par les ma-
trices €lémentaires (avec 1 sur la diagonale et un seul €lément non nul hors de la
diagonale). Le groupe E(A) est égal 3 son groupe des commutateurs, et l'on a

GL(A)/E(A) = Ka(A) , H2(E(A);Z) = K2(A) .
On a donc une extension centrale universelle
0 — K2(A) — St(A) — EQA) — 1,
le groupe St(A) s'appelle le groupe de Steinberg. On a aussi
Ha(St(A);Z) = Ka(A) .
Passons aux algeébres de Lie. Si g est une algébre de Lie sur un anneau commu-
tatif k , ona H,(g) = 8/[g,8] . Supposons que 1l'application linéaire 9 : A2g — g
qui envoie xay sur [x,y] admette une section linéaire ; cette hypothé&se entraine

qu'on a [g,8] = g , et réciproquement elle est satisfaite si [g,5] =g et que g
est projectif sur k . Alors il existe une extension centrale d'algébres de Lie

0 — Hz(g) »a -3 —0,

universelle au méme sens que ci-dessus.
Avant de continuer, faisons quelques remarques sur les groupes d'homologie cy-
cliques HCo(A) et HC4(A) . Soit [A,A] 1le sous-k-module de A engendré par les

(1) Le cas ol k=A est bien connu et remonte en principe d E. Cartan en 1936. Il a
été explicité par Chevalley et Eilenberg en 1948.
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commutateurs [a,b] = ab - ba ; alors HCo(A) est isomorphe a A/[A,A] . Introdui-
sons aussi le conoyau I'(A) de la différentielle B : C;‘ @A) — C}(A) ; comme
k-module, il est engendré par des symboles <a,b> , o a et b parcourent A , bi-
linaires en a , b , et satisfaisant aux relations

(28) <a,b> + <b,a> =0 , <a,bc> + <b,ca> + <c,ab> =10 .

Par définition de HC,(A) , on a une suite exacte

0 — HC1(A) — T'(A) -5 [A,A]l — 0
ba - ab .

Soit r = 1 un entier. On définit 1'application linéaire T de gIr(A) dans
A/[A,A] qui associe 3 la matrice (x ) 1'image de la trace Exl modulo [A,A] .
On note sl r(A) le noyau de T . Alors sl (A) est 1'algebre de Lie dérivée de
gl r(A) , d'ol un isomorphisme

avec y<a,b>

H, (81 (A)) = HC,(A) (pour r>1 ).

Notons maintenant gtr(A) le k-module glr(A) x I'(A) muni de la loi de composi-
tion bilinéaire suivante

(29) [(x,v), (x',¥)1 = ([x,x'], 2 .X >) .
,J ji

I1 s'en faut de peu que gtr(A) ne soit une algeébre de Lie sur k : on a en effet
[u,v] = -[v,u] et 1'identité de Jacobi

[u,[v,w]]l + [v,[w,ul]l + [w,[u,v]] =0

mais on n'est pas assuré d'avoir [u,u] = 0 (sauf bien s@ir, si 2 est inversible dans
k). Notons st,.(A) le noyau de 1'homomorphisme (Tr,y) de gt.(A) dans A ; pour 1'opéra-
tion précédente, c'est une algébre de Lie, c'est-a-dire qu'on a bien [u,u] = 0 pour
u dans str(A) . On peut résumer ces constructions dans le diagramme commutatif sui-
vant, @ lignes et colonnes exactes

0 0 0

f ! f

0— s1_(A) — 81_(A) —— A/[A,A] — 0

! I

0 — str(A) — gtr(A) —_—

0 — HC4(A) — Tr'(A) — [AA] — O

f f f
0

0 0

Loday et Kassel, dans [28], ont prouvé le résultat suivant :

a) Lonsque L'ona T 23, L'algebre de Lie st (A) esi engendrée par des géne-
rateurns uij(a) (pour 1<is<r, 1<jsr, i#j, a€A), Linfaires par
nappornt & a et soumis aux relations
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(30) [uij (a),up, (b1 = éjlglu(ab) .
b) Lorsqu'on a r 25, L'algebre de Lie st .(A) est une extension centrale uni-
verselle de s1.(A) .

En corollaire, supposons ou bien qu'on ait r 2 2 et que 2 soit inversible
dans k , ou bien qu'on ait r =2 5 et que [A,A] soit un k-module projectif.
Alors on a un Lsomonphisme

Ha ($1,(A)) = HC, (A) .

Lorsque A est commtative, on a [A,A] = 0 , d'od HC,(A) =T(A) , et 1'applica-
tion a.db +— <a,b> définit un isomorphisme de QA/k/dA sur I'(A) (on note QA/k
le module des différentielles de Kihler de 1'algébre A ). Supposons de plus que 2
soit inversible dans k . Alors le résultat précédent donne un isomorphisme

H (s1r () = 9} 1 /dA (r=2).
I1 se déduit par passage aux quotients de 1'homomorphisme
XAy +— Tr(xdy)

de A2s1 _(A) dans Q E Ce cas particulier est dii a Bloch [24]. Plus particulié-
rement encore, supposons que A soit 1l'algébre k[t,t™'] des polyndmes en t et
t~" ; alors le résidu des formes différentielles définit un isomorphisme de QA/k/dA
avec k . Dans ce cas, on a donc une extension centrale universelle

0>k — str(k[t,t“]) — slr(k[t,t"]) -0 ;
on peut montrer qu'il s'agit d'une des algébres de Kac-Moody (voir Garland [25]).
Remarque.— Sous des hypothéses trés peu restrictives, Kassel vient de définir dans
[27] des isomorphismes
H, (g EZ A) =~ QA/k/dA
oi g est 1'une des formes sur Z définies par Chevalley des algébres de Lie semi-
simples complexes, et A une k-algébre commutative ; on considére g (8)2 A comme

algébre de Lie sur k . Le cas particulier A = k[t,t™"'] a été antérieurement traité
par Garland [25].

2.3. La K-théorie algébrique des espaces topologiques

Commengons par quelques rappels sur 1'homotopie rationnelle des espaces. Soit
d'abord M une variété compacte de classe C° ; une pseudo-Lsotopie de M est un
difféomorphisme f de MxI (avec I = [0,1] ) tel que £(x,0) = x pour tout
X €M . On note P(M) 1'espace de ces pseudo-isotopies. On définit facilement une
suspension I : P(M) — P(MxI) , ce qui permet de définir la limite inductive
P(M) des espaces P(Mx Ik) . I1 est important de pouvoir calculer les groupes d'ho-
motopie stables ni(P(M)) . Waldhausen [33] construit un espace A(M) et un isomor-
phisme de naiz(A(M)) avec n(iQ_z(P(M)) xHi(M;Q) (on pose n(iQ(X) = ni(X) ®Q pour
tout espace topologique X ). Le probléme est donc transféré en celui du calcul de
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1'homotopie rationnelle de A(M) (qui est laméme pour diverses constructions de cet espace).

Or la définition de A(X) dépend en général de l'espace des lacets. Commengons
par le cas simple oi X est un espace d'Eilenberg-MaclLane K(m,1) ; autrement dit,
ona n;X) =n et ni(X) =0 pour i# 1. Alors A(X) n'est autre que 1l'espace
BG*+ déja considéré plus haut, od G = GL(ZI[n]) ; les groupes d'homotopie
Ki(X) = ni(A(X)) ne sont autres que les groupes de Quillen Ki(Z[n]) , et en particu-
lier, on a K.l()() = Ki(Z) si X est réduit a un point (d'ot m = {1} ). On sait que
les groupes Ko(ZIml) et K4(ZI[mn]) ont joué un rdle important dans la genése de la
K-théorie algébrique et qu'ils interviennent dans la théorie du type d'homotopie
simple de Whitehead.

Passons a 1l'autre cas, celui d'un espace simplement comnexe X muni d'un point
base Xo . Considérons l'espace QX des lacets de X basés en Xo ; ce n'est pas
un groupe topologique, mais Kan a construit un groupe simplicial GX qui a le méme
type d'homotopie que QX . Alors A = QIGX] est un anneau simplicial ; on introduit
ensuite le monoide simplicial GNI',(A) des matrices inversibles a homotopie prés, d'oliune
version simpliciale de l'espace classifiant BGL(A) ; onpeut lui appliquer la construction
* deQuillen. Alors A(X) ale type d'hamotopie de la réalisation géométrique de BGL(A)* ;
on pose encore Ki(X) =Ty (AX)) et 1'on note Tfi(X) le groupe quotient Ki(X)/ Ki(xo) .

I1 s'agit de donner des moyens de calculer ces groupes, autrement que par leur
définition. Pour cela considérons le groupe C,(RX;Q) des chaines a coefficients ra-
tionnels de 1l'espace des lacets QX . Comme QX est un H-espace, on peut définir
un produit (de Pontrjagin) des chaines de QX et obtenir une Q@Q-algebre différen-
tielle graduée [ATTENTION : dans tout ce numéro, la différentielle est de degré -11].
Un modéle rationnel pour QX est n'importe quelle @Q-algébre différentielle graduée
connexe munie d'un homomorphisme K — C,(QX;Q) compatible avec toutes les struc-
tures, et induisant un isomorphisme sur les groupes d'homologie (autrement dit, ce
qu'il est d'usage d'appeler un quasi-isomorphisme). En fait, il ressort des travaux
de Quillen‘" qu'on a une équivalence entre la catégorie des Q-coalgébres cocommutatives,
différentielles, graduées et 1-comnexes'?), 3 quasi-isomorphisme prés, et celle des espa-
ces topologiques pointés simplement connexes, a équivalence d'homotopie rationnelle pres.

Choisissons donc K comme ci-dessus, et notons K 1'idéal des éléments de
degré > 0 . Si 1'on prend pour K un modéle minimal, on peut supposer que K est
1'algdbre tensorielle sur un espace vectoriel V sur Q@ , avec une différentielle
"tordue". Comme K est une alggébre associative (sans élément unité en général), on
peut considérer 1'algébre de Lie g1(K) , qui hérite de la différentielle de X . On
peut modifier la définition de 1'homologie des algébres de Lie, de maniére & définir
1'hyperhomologie hH,(g1(K)) .

Le premier résultat important est di a Dwyer, Hsiang et Staffeldt [30] et indé-

(1) Voir son article aux Annals of Mathematics, 90(1969), p. 205-295, sur 1'homotopie
rationnelle.

(2) Lacoalgébre graduée C est l-connexe si 1'ona C;=0 pour i<0 ou i=1, et Co=0Q .
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pendamment 3 Burghelea :

Soit K un modéle nationnel pour L'algébre des chaines singuliéres de QX .
Atons K, (X) ® Q est isomorphe & La partie primitive lau sens des big2bres) du mo-
dute des coinvarniants de 8l(Q) agissant par La neprésentation adjointe sur £'hyper-
homoLogie hH, (31(K)) .

L'étape suivante est due d Hsiang et Staffeldt [31] :

Avec Les notations précédentes, supposons que K 4oit, comme algebre, Lsomon-

phe & une algébre tensonielle T(V) , od V est un espace vectoriel sur @ . Soit
T : 1K) — ¥/[K,X]

La trace déginie comme au n® 2.2. Alons T Anduit un L{somorphisme des coinvariants

de 1(Q) dans hH,(g1(K)) surn £'hyperhomologie hH, (K/[K,K]) de £'algebre de Lie

commutative graduée X/[K,K] .

Le dernier acte vient d'é€tre joué par Burghelea et aussi par Staffeldt. Il
s'agit de faire intervenir 1'homologie cyclique. Tout d'abord, il s'agit d'étendre
la notion d'homologie cyclique au cas d'une algébre différentielle graduée A sur
un anneau commutatif k . Pour cela, on remarque que l'on sait définir le produit
tensoriel d'algebres différentielles graduées. Par suite AE' est un objet cyclique
de la catégorie des modules différentiels gradués. Les deux bicomplexes C(A")
et B(AH) définis au n° 1.7 héritent donc d'une troisiéme différentielle, et 1'on
doit prendre le complexe total dont la différentielle est la somme de trois termes.
L'homologie ainsi obtenue sera notée hHC,(A) .

Voici maintenant le résultat fondamental, tel qu'il est formulé par Burghelea
dans une lettre a Connes : ‘

a) Soit f : A-> B un quasi-Lsomorphisme d'algébres differentielles gradules.

L' homomonphisme induit est un isomorphisme de hHC,(A) sur hHC,(B) (£'anneau de
base k est un conps).

Soient X un espace pointé simplement connexe et f : A — C, (QX;Q) un quasi-
Lsomonphisme de @Q-algebres différentielles graduies. ALons £ Anduit un Lsomorphisme
de Ki(X) ®Q suwt hHC;_,(A) pour tout i=1 .

La démonstration n'est qu'une extension fastidieuse des résultats de Connes, et
Loday-Quillen, au cas des algébres différentielles, et redonne les résultats précé-
demment notés de Hsiang et Staffeldt.

2.4. Autres applications de 1'homologie cyclique

a) Dans [4], I, Connes a montré comment définir un caractére de Chern en K-homologie
(cette derniére au sens de Kasparov‘"). C'est un homomorphisme de FK° (A) dans
H]'SR(A) , o A est une sous-algébre dense d'une algébre stellaire. En utilisant 1'ac-
couplement de Kasparov entre Ko(A) et K°(A) , Connes déduit de 13 un théoréme de
1'indice, généralisant les résultats de Pimsner et Voiculescu.

(1) Voir 1'exposé récent de Fack au Séminaire Bourbaki (année 1982-83, exposé n° 605).
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b) Dans [6], Connes a montré comment définir une classe de n-traces sur une alge-
bre stellaire, non bornées au sens des opérateurs non bornés d'espaces de Hilbert.
I1 déduit de 13 une description géométrique, en termes de cobordisme, d'une partie
importante du groupe K*(V/F) de K-théorie associé 3 une variété V munie d'un
feuilletage F . Il interpréte aussi dans sa théorie la classe de Godbillon-Vey.

c) Soit X wune variété algébrique sur un corps k . Si X n'est pas affine, 1'ho-
mologie cyclique de l'amneau des fonctions réguliéres n'est pas trés intéressante.
On peut par contre définir un faisceau de complexes de la forme Up— Cﬁ(F(U,OX))
ol U parcourt 1l'ensemble des ouverts de X (pour la topologie de Zariski). Lorsque
k est de caractéristique 0 et X lisse, ce faisceau de complexes (ou complexe de
faisceaux) est quasi-isomorphe 3 une somme directe de complexes de de Rham tronqués

0——»9)‘2/1(1»9.;(/](——»...—(1»9)5{/1(—»0.

De tels complexes ont été utilisés par Deligne [36], Bloch [35] et Beilinson [34]
pour définir des régulateurs supérieurs. La théorie des classes de Chern a é€té déve-

loppée par Gillet [38] dans ce cadre. Il resterait d jouer & fond le jeu de 1'homo-
logie cyclique.

d) Déja, dans la situation précédente, le dilogarithme joue un rSle inattendu. Pour
un lien entre des sujets aussi divers que le dilogarithme, 1'égalité par décomposi-
tion des poly&dres, la cohomologie continue du groupe SLa(L) , et le groupe Kz des
corps, on pourra consulter 1'article de Dupont et Sah [37].
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