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HOMOLOGIE CYCLIQUE :
RAPPORT SUR DES TRAVAUX RÉCENTS DE
CONNES, KAROUBI, LODAY, QUILLEN...

par Pierre CARTIER

Séminaire BOURBAKI

36e année, 1983-84, n° 621 Février 1984

Introduction

L’homologie cyclique a deux origines distinctes. Connes [4] a introduit une co-

cyclique dans sa recherche d’invariants pour l’espace des feuilles d’une va-
riété feuilletée, considérée comme un test décisif pour sa géométrie différentielle
non-commutative. Tsigan [23] a introduit une cyclique permettant de calcu-
ler l’homologie de certaines algèbres de Lie ; le même problème a reçu une solution
voisine de la part de Loday et Quillen [22]. Les deux points de vue ont été unifiés
par l’introduction des objets cycliques, par Connes dans [5].

Les deux approches sont liées de manière étroite à la K-théorie, à tel point que
l’homologie cyclique est baptisée "K-théorie additive" par Feigin et Tsigan. Il est

possible d’ailleurs qu’on puisse associer une K-théorie à chaque groupe formel commu-
tatif ; 3 des efforts dans ce sens avaient été faits par Morava vers 1970. Une préci-
sion s’impose ici : Connes travaille dans un contexte d’analyse avec les espaces de
Hilbert, où l’on dispose de la périodicité de Bott ; seuls importent donc les groupes
Ko et K1 . On doit par ailleurs à Quillen la définition de groupes Ki (A) pour
tous les entiers positifs i. Le caractère de Chern qui relie K-théorie et homologie
est capital ; la construction initiale de Connes a été étendue à la théorie de

Quillen par Karoubi [18], [19], [20].

L’ubiquité de l’homologie cyclique est remarquable. Aussitôt mise à jour, elle
a été reconnue dans des sujets apparemment très éloignés : pseudo-isotopie des es-
paces topologiques et espaces A(X) de Waldhausen, algèbres de Kac-Moody, géométrie
hyperbolique de dimension 3 et dilogarithme, symbole modéré et jacobiennes intermé-
diaires, théorèmes de l’indice. Après avoir défini l’homologie cyclique et décrit ses
principales propriétés, nous passerons en revue l’essentiel de ces applications. Le
sujet est en rapide développement, et le présent rapport risque de dater rapidement.

Je remercie très sincèrement Connes, Deligne, Karoubi et Loday pour les nombreu-
ses discussions que j’ai eues avec eux sur ce sujet, et pour l’abondante documenta-
tion - en grande partie inédite - qu’ils m’ont communiquée. Je remercie aussi Douady
pour son affectueuse vigilance lors de la préparation de cet exposé.



§ 1. CONSTRUCTION DE L’HOMOLOGIE CYCLIQUE

1.1. Rappels de K-théorie

Soit X un espace compact. Notons E(X) la catégorie additive des fibrés vec-
toriels (complexes) sur X , et l’ensemble des classes d’isomorphismes d’ob-
jets de E(X) . Pour l’opération de somme direct, 03A6(X) est un monoide commutatif;
le groupe symétrisé associé se note K°(X) . Pour tout fibré vectoriel E de

base X , on note [E] l’élément correspondant de K°(X) ; par définition, on a
[E] + [F] = [E 0 F] si E et F sont deux fibrés vectoriels de base X , et tout
élément de K°(X) est de la forme [E] - [F] . Il existe sur K°(X) une structure

d’anneau commutatif caractérisée par la formule [E].[F] = [E ~ F] . A côté du pro-
duit tensoriel, on peut aussi considérer les opérations de puissances extérieures,
d’où des opérations notées À dans K°(X) . On introduit aussi les opérations

par la relation de récurrence

(pour n ~ 2 ). Il est remarquable que les 4Jn soient des endomorphismes de l’anneau

K°(X) ; de plus, on a ltJ m o4J n = ~~ , ,et 4J n (x) = xn si x est la classe d’un fi-

bré vectoriel de rang 1 .

Soit le groupe commutatif formé des classes de fibrés vectoriels de

rang 1 sur X , l’opération étant le produit tensoriel. Ce groupe est isomorphe à

(la cohomologie est celle de Cech) par un isomorphisme [L] H C1 (L) (pre-
mière classe de Chern). Le caractère de Chenn chX est caractérisé par les proprié-
tés suivantes : .

a) pour tout espace compact X , chX est un isomorphisme d’anneaux de K°(X) @ Q
avec H+(~;) = H2i(~;) ;

b) fonctoriel par rapport à X ;

c) on a chX(L) = exp C1 (L) pour L dans 

De plus, on a

si chXi(x) est la composante de chX(x) dans H2i(X;) . Il est donc tentant de dé-

la cohomologie rationnelle de degré pair, soit H+(X;Q) , au moyen de l’isomor-

phisme on peut même, avec quelques réserves, définir les puissances de

Steenrod (voir[11]). On sait aussi définir les classes de Chern ci(E) d’un fibré

vectoriel sur X ; elles appartiennent à H21(X;TL) , et se calcule par une

formule polynômiale universelle (à coefficients rationnels) en les ci(E) .
Grothendieck a montré comment définir des K-classes de Chern à l’intérieur de 

(cf. [14], pages 194 à 196).
Pour obtenir la cohomologie impaire, on utilise l’isomorphisme connu de H (X)

et où S1X désigne la suspension de X . Ceci conduit à introduire le



groupe K-’(X) = K° (S’ X) , ou plus généralement les groupes K-n(X) = KO(snX+) (où~’ ~
SnX est la n-ième suspension de X ). Il s’agit d’un luxe inutile, puisque le théo-
nème de périodicité de Bott affirme que K-n(X) est canoniquement isomorphe à
K-n-2(X) . On peut aussi définir les groupes relatifs K n(X,Y) , où Y est un sous-

espace fermé de X ; ce groupe ne dépend en fait que de l’espace localement compact
X,Y , d’où la définition des groupes K n(X) lorsque X est localement compact.
Le théorème de périodicité de Bott s’énonce alors :

" K° (X) est isomorphe à K° (X x R2) ",

et l’on a un hexagone exact

dans l’hypothèse X ~ Y ~ Z .

1.2. Apparition des algèbres stellaires (alias C*-algèbres)

Si A est un anneau, commutatif ou non, on note P(A) la catégorie additive
des A-modules projectifs à gauche de type fini. Le procédé du début du n° 1.1 s’ap-
plique à toute catégorie additive C , et permet de définir un groupe de Grothendieck
K(C). On posera Ko (A) = K(P(A)) .

Pour tout entier n ~ 1 , on note GLn(A) le groupe des matrices nx n , à

coefficients dans A , et inversibles. On complète une telle matrice en une matrice
infinie comme suit :

Alors les groupes GLn(A) forment une suite croissante, dont la réunion est notée
GL(A). On comme le quotient de GL(A) par son groupe des commuta-

noté E (A) .

Supposons maintenant que A soit une algèbre normée complète (avec unité). Le
groupe GLn(A) est alors un groupe topologique, et l’on munit GL(A) de la topolo-
gie limite inductive. En particulier les groupes d’homotopie ni(GL(A)) sont définis.
Une variante du théorème de périodicité de Bott (cf. Wood [17] et Karoubi [14]) af-
firme l’existence d’isomorphismes (on pose R ~(A) = no(GL(A)) )

« ~ On note K° (X) la K-théorie Aéduite, c’est-à-dire KO(X)/KO(*) où * est un
point, et X+ l’espace déduit de X par adjonction d’un point base.



pour 1 à 0 . Noter le cas particulier A = (E : on a = S et K-’~C) = 0 , et
l’on retrouve la détermination par Bott des groupes d’homotopie 

On peut énoncer l’un des points saillants de la théorie de Gelfand des algèbres
normées comme suit : si l’on associe à un espace localement compact X l’algèbre des

applications continues de X dans C nulles à l’infini, on définit une équivalence
de la catégorie des espaces localement compacts avec celle des algèbres stellaires

commutatives ; les espaces compacts correspondent aux algèbres avec unité. De plus,
si X est compact, et si l’on pose A = C(X;C) , la catégorie E(X) est équivalente
à la catégorie P(A) ("théorème Je Serre-Swan") ; l’équivalence s’obtient en asso-

ciant à un fibré E sur X l’espace de ses sections continues. On dispose donc

d’un dictionnaire permettant de traduire les problèmes sur les espaces compacts en

des problèmes sur les algèbres stellaires commutatives. En particulier, l’équivalence
de E(X) et P(A) entraîne un isomorphisme de K°(X) avec Ko(A) ; on a aussi un

isomorphisme de K-1 eX) avec K-~(A) ~’~.

Une des préoccupations majeures de Connes a été l’étude d’espaces quotients de

la forme X/r ou V/F , où r est un groupe discret opérant dans l’espace locale-

ment compact X , et F un feuilletage sur la variété V . Dans les deux cas, on

peut associer aux données géométriques une algèbre stellaire, notée r dans

le premier cas, et C*(V,F) dans le second. Lorsqu’il existe un quotient raisonnable,
cette algèbre stellaire est équivalente au sens de Morita à l’algèbre des fonctions

continues nulles à l’infini sur l’espace quotient. Or deux algèbres équivalentes au

sens de Morita ont des groupes K-1 isomorphes (pour i = 0,1 1 ). Il est donc raison-

nable de définir les groupes de K-théorie par l’égalité

(pour i égal à 0 ou 1 ). Cette K-théorie ayant des propriétés raisonnables, il

s’agit maintenant de construire une théorie homologique et un caractère de Chern.

1.3. Des traces à la cohomologie cyclique

Soit k un corps de caractéristique 0 ~2~. Considérons une algèbre différen-

tielle graduée Q (avec élément unité) ; on note S les composantes homogènes

(1) Cela résulte par exemple, du théorème 4.8 de [14], page 84 et de la définition de
K-1(X) donnée page 75, à savoir l’ensemble des classes d’homotopie d’applications
continues de X dans 

(2) Une bonne partie des définitions et résultats de ce numéro restent valables si
l’on suppose seulement que k est un anneau commutatif ; cependant, la cohomologie
cyclique ne serait pas la "bonne" dans ce cadre plus général, et il faut attendre le

numéro 1.7 pour une construction définitive.



(pour n >: 0 ) et d ~ân+’ la différentielle. Un eycte de degné n sur Q

(appelé encore "trace raduée fermée’~) est une forme linéaire T sur Sân qui satis-
fait aux deux propriét s suivantes :

Voici quelques exemples :
a) Si A est une algèbre sur le corps k , on pose Sà° = A , Qn = 0 si n > 0 ,

et d = 0 ; alors un cycle de degré 0 est une forme linéaire 03C4 sur A telle

que r(ab) = r(ba) pour a , b dans A . On appelle souvent ~r.ace (ou forme liné-
aire centrale) une telle forme.

b) Soit X une variété orientée compacte de classe C°°, de dimension n . Considérons

l’algèbre Q des formes différentielles extérieures sur X et posons 

pour w La formule (2) résulte du théorème de Stokes, et la formule (1) pro-
vient de ce que l’on a dans ce cas w’w = (-1)p~’ pour w E QP , w’ E cette

propriété s’exprime en disant que Q est commutative (au sens gradué).
c) Avec les notations de b), considérons l’algèbre graduée M (Q) des matrices

carrées d’ordre r à coefficients dans Q . ° Si w = (o..) est une telle matrice,
on pose Alors l’algèbre différentielle graduée M (Q) n’est plus com-

mutative, mais si l’on pose z(w) - 2 co.. pour dans r.~, (~) , on a
encore défini un cycle de degré n 

Soit maintenant A une algèbre sur le corps k ; on ne suppose pas que A soit

commutative ou possède un élément unité. Notons A l’algèbre déduite de A par ad-

jonction d’un élément unité, de sorte qu’on a A = k.l 0153A . Le cas particulier
A = k est important ; on note P l’algèbre k . Elle a une base (1,e) sur k ,
avec la table de multiplication 1.1=1, , 1.e=e.1=e.e=e. Introduisons aussi

l’algèbre différentielle graduée universelle Q(X) construite sur Â . Cn a 
et pour n ~ 1 , l’application ai 8) ... ~ an r-~ est un isomor-

phisme d’espaces vectoriels de sur , si ao = ao + À.l , on a

Il en résulte que l’on peut identifier, par la relation

les cycles de degré n sur Q(X) aux n-btaeu sur A , c’est-à-dire les formes mul-
tilinéaires Ln satisfaisant aux relations

et bzn = 0 , où la forme multilinéaire bzn est définie par

(1) Avec une petite modification si n = 0 .



On peut reformuler comme suit ces définitions. Soit A* le dual de l’espace
vectoriel A , considéré comme bimodule sur A par la règle (a.f.b)(c) = f(bca)
pour a , b , c dans A et f dans A* . Considérons le complexe des cochaînes de
Hochschild de A dans le bimodule A* , noté C*(A) .

La composante de degré n , notée CP(A) , est l’ensemble des formes multiliné-
aires de n+1 1 arguments sur A , et l’opérateur cobord b : Cn(A) -~ est

défini par la formule (6). La cohomologie du complexe (C*(A),b) est donc la coho-

mologie de Hochschild H*(A,A*) de A à valeurs dans A* . Par ailleurs, les élé-
ments In de cr (A) qui satisfont à la relation (5) forment un sous-espace vecto-
riel qCA) de Cn(A) . Un petit miracle est le fait que b applique q(A) dans

C~+~(A) ; on peut donc considérer le sous-complexe (C~(A),b) de (C*(A),b) et dé-

finir sa cohomologie(1) . Celle-ci est notée par Connes et HC*(A) par Loday
et Quillen ; nous adoptons cette dernière notation et nous l’appellerons cohomologie

de A .

1.4. Propriétés de la cohomologie cyclique

Tout d’abord, la définition du cup-produit (comme on dit en bon franglais !).
Si A et B sont deux algèbres sur le corps k , la propriété universelle de

~(A ~ B) permet de construire un homomorphisme d’algèbres différentielles graduées

Si L est un cycle de degré n sur Q(A) et n un cycle de degré p sur Q(B) ,
alors L U n = (L ® n) . c est un cycle de degré n + p sur B) . On a donc dé-

fini un accouplement de Z~(A) x Z~(B) dans et l’on vérifie qu’il
passe à la cohomologie pour définir un accouplement de HCn(A) x HCP(B) dans

B) .

Appliquons d’abord cela au cas où A = B = k ; on obtient une multiplication
dans HC*(k) et l’on montre que HC*(k) est l’algèbre de polynômes par rap-

port à la 2-trace o définie par o(edede) = 1 (attention : Connes utilise une nor-

malisation différente avec 2ni !). Considérons ensuite le cas où A est quelconque
et B égal à k ; on a k = A , et en particulier le cup-produit par o défi-

nit un opérateur S : HC*(A) ---~ HC*(A) , dit de suspension. Au niveau des n-traces,
il se définit explicitement comme suit :

L’opérateur S est de degré 2 , et applique Z~(A) dans Z~~2(A) . On définit par
ailleurs un opérateur de degré -1 , soit B : Cn(A) ---~ C~-~(A) . Tout d’abord,
l’opérateur t : Cn (A) --~ cn(A) est défini par

n-traces sont donc les cocycles du complexe (C~(A),b) ; on note ZÀ(A) l’en-
semble de ces n-traces.



de sorte que est caractérise par la relation tT = T . On définit aussi

l’opérateur Bo : par

Par construction B applique dans G~(A) , et un calcul direct donne la
relation Bb = -bB . Par suite, B passe à la cohomologie et définit un opérateur,
noté encore B , de H*(A,A*) dans HC*(A) (de degré -1 ). Par ailleurs, comme

CÀ (A) est un sous-complexe de C*(A) , on a un homomorphisme naturel

I : HC* (A) ---~ H* (A,A*) .
Un résultat fondamental de Connes est le fait que le triangle

est exact. La démonstration se ramène à prouver les deux formules

où Zn (A) est le noyau de b : cn(A) ---~ Cn+’ (A) . En fait, on prouve que B défi-

nit, par passage au quotient, un quasi-isomorphisme du complexe C*(A)/C*(A) sur le

complexe C~(A)[-1] ; autrement dit, B induit un isomorphisme B’ de

sur HCn-’(A) et S 0 B’ n’est autre que le cobord de la suite

exacte de cohomologie associée à la suite exacte de complexes

Le couple exact (T) précédent conduit à une suite spectrale, qu’on peut ex-

pliciter comme suit. Posons nm,n = Cm-n(A) , avec la convention 0 si

j  0 ; on considère les deux différentielles di : Dm,n -.~ bffi+1,n et

d2 : l)IIl,n - données l’une par b : cm-n(A) --~ et l’autre par
B : Cm-n(A) --~ ; comme on a Bb = -bB , on a ainsi un bicomplexe D .

Filtrons D par le 2e degré, d’où = 2 Le terme E1 de la suite

spectrale est alors égal à H*(A,A*) , avec la différentielle loB . Pour décrire

l’aboutissement, introduisons le conoyau H*p(A) de l’endomorphisme S -1 1 de

HC*(A) ; comme S est de degré 2 , HDR(A) a une graduation modulo 2 . De plus,
on définit une filtration sur HDR(A) en notant l’image canonique de
HCa(A) dans Le terme ~ de la suite spectrale est le gradué associé à

HDR(A) pour cette filtration.

1.5. Exemples éclairants

Supposons désormais que k soit le corps des nombres complexes et que A soit



une algèbre topologique localement convexe, à multiplication continue. Remplaçons ta-
citement le complexe (C*(A),b) par le sous-complexe formé des formes multilinéaires

continues sur A . Toutes les constructions algébriques des n°S 1.3 et 1.4 conservent
un sens, et la théorie se transpose donc au cadre topologique.

Soit alors X une variété compacte de classe (f° , et soit A l’algèbre
(~°(X;(E) . On note aussi an l’espace des formes différentielles extérieures de degré
n et de classe COO sur X ; un courant de de Rham de dimension n est une forme

linéaire continue sur On prouve d’abord qu’à tout élément T de Cn(A) , tel

que br = 0, est associé un courant C de dimension n sur X caractérisé par la

formule

De plus, la correspondance 03C4 ~ C définit un isomorphisme du groupe de cohomologie
de Hochschild Hn(A,A*) sur l’espace des courants de dimension n sur X . Le bord

d’un courant C est le courant BC de dimension n- 1 défini par 

pour w E gp-1 . On vérifie alors que l’isomorphisme précédent transforme l’opérateur
I  B dans H*(A,A*) en le bord des courants. Dans la suite spectrale de la fin du

n° 1.4, le terme E2 est donc l’homologie de de Rham H~(X;!E) . Or la suite spec-
trale dégénère et l’on en conclut qu’il existe un isomorphisme de HDR(A) avec

; la graduation modulo 2 de se déduit de la graduation usuelle,

par exemple H+(X;(E) = .2 et la filtration est définie par
= L Rappelons aussi la dualité de Poincaré, à savoir l’isomor-

phisme de avec si X est de dimension d .

Cet exemple me semble justifier la notation HDR(A) en général, pour rappeler
de Rham.

Le deuxième exemple est celui du tore 1[’2 = R~/S~ muni du feuilletage F dont

les feuilles vérifient l’équation de Pfaff dy = 03B8dx , avec S irrationnel (voir

[4], ’ g, n°5). L’algèbre A~ décrivant ce feuilletage se compose des séries de la

forme

où la famille est à décroissance rapide, et U , V ne commutent pas, mais

satisfont à la relation W = 03BBUV avec 03BB = La trace canonique sur A as-

socie à l’élément x précédent le terme constant ao,o . Enfin, on note aU (resp.

l’unique dérivation continue de A~ qui satisfait à aU(U) = 1 , aU(V) = 0

(resp. ° = 0, ’ av(V) - 1 ). Pour calculer la cohomologie de Hochschild (conti-

nue) de A~ dans son dual A* on se ramène, par l’utilisation d’une résolution de
bimodules, à calculer l’homologie du complexe suivant :

On a d (cp) - (tkp - cpU , Vv - cpV) et d’ (c~, ,cp~) _ ~p,V) - cp2U) . Alors

= Ker d est de dimension 1 , engendré par la trace canonique 1;. On en déduit



que est engendré par la suspension SI de T, donnée par

Sï(xo,Xi,X2) = et par la 2-trace 03C6 donnée par

On montre que la suspension S donne

des isomorphismes pour n ~ 1 , d’où H~R(A~) - HC2 (Aa) . On
montre aussi que la partie impaire HDR(Aa) est de dimension 2 . Ceci n’est pas

surprenant, car les feuilles du feuilletage F sont contractiles et l’on s’attend

que la cohomologie de TI’2/F soit isomorphe à celle de 1f2 (rappelons que l’on a

et que est de dimension 2 ).

1.6. Objets cycliques
Il est d’usage d’appeler A la catégorie ayant pour objets les ensembles finis

M = ~0,1,...,r~ (pour n ~ 0 ) et pour morphismes les applications croissantes

(au sens large). Si C est une catégorie quelconque, un objet simplicial (resp. co-

simplicial) dans C est un foncteur contravariant (resp. covariant) de A dans C .

De manière plus explicite, un tel objet simplicial E est défini par une suite

d’objets En de C et de morphismes

qui satisfont aux relations

Lorsque C est la catégorie des modules sur un anneau commutatif k , on dira aussi

"k0394-module" pour "k-module simplicial".
Connes, dans [5],a défini une catégorie A contenant A comme sous-catégorie,

avec les mêmes objets. On appelle objet cyclique dans C tout foncteur contravariant

de A dans C (notre terminologie est plutôt celle de Karoubi dans [19]). De ma-
nière plus explicite, un tel objet cyclique est un objet simplicial (En,di,si) muni

d’opérateurs tn : En --~ En satisfaisant aux règles suivantes :

Considérons alors un k-module cyclique E (dit aussi kA-module). On définit
des opérateurs linéaires b et b’ de En dans En-1 par

puis l’opérateur t = (-1)ntn sur En et



et enfin l’opérateur

A partir de ces définitions et des relations (13) à (17), on obtient les identités
suivantes :

En particulier, la somme directe E* des En, munie de l’opérateur b , est

un complexe ; on notera simplement H*(E) l’homologie de ce complexe. C’est l’homo-

logie du k-module simplicial sous-jacent à E ; d’après un théorème classique de

Moore, on a un isomorphisme

si lEI est la réalisation géométrique de E .

Par ailleurs, compte tenu des relations (18) et (19), on peut définir un bicom-

plexe C(E)

L’homologie du complexe total associé sera notée HC~(E) et dite homologie eyetique
de E (cette construction est due à Tsigan [23]). Supposons que k contienne comme

sous-anneau le corps des nombres rationnels. Alors chaque ligne du diagramme précé-
dent est exacte ; d’après la relation b(1 -t) = (1- t)b’ , l’image de 1 - t est un

sous-complexe de (E*,b) et l’on a alors

se déduit de b par passage au quotient. De plus, en faisant opérer tn par

permutation circulaire des sommets d’un simplexe, on déduit des opérateurs tn dans

les En une relation d’équivalence T dans la réalisation géométrique IEI de E. No-

tons 1 El cycl l’espace quotient correspondant ("réalisation géométrique de l’ensem-

ble cyclique E ") . Alors, toujours sous l’hypothèse  ~ k , on a un isomorphisme

Revenons au cas général. On définit un autre bicomplexe B(E) en tenant compte

de la relation Bb = -bB :



On a C(E)~ = En et = En-m (avec la convention E . J = 0 si j  0 ). On

définit un homomorphisme u de dans C(E) = ® qui envoie

x E sur l’élément x + (-1 )nsnNx de C (E) (E) On voit facilement

que u est un morphisme des complexes totaux et définit un isomorphisme en homologie.
Autrement dit, on peut définir HC* (E) comme l’homologie du complexe total a8 (E)
associé à B(E) .

Enfin, la construction du complexe AB(E) fournit aussitôt une suite exacte de

complexes

. 
Par passage à l’homologie, on en déduit le triangle exact

(noter que I conserve les degrés, S les diminue de 2 , et B les augmente de 1 ).

Enfin, soit k~ le k-module cyclique dont toutes les composantes sont égales à

k , et les opérateurs di et tn égaux à l’identité. On peut interpréter un

k-module cyclique E comme un module à droite sur un anneau kA convenable, k~
comme un kA-module à gauche, et définir des isomorphismes

1.7. Homologie cyclique des algèbres
Soit A une k-algèbre. On lui associe un k-module cyclique comme suit :

- An est le produit tensoriel ... ~ A pris sur k (n + 1 facteurs)

- on a

L’homologie cyclique de l’objet cyclique A4 sera appelée cyclique
de A , et notée HC*(A) . D’après le n° 1.6, on a donc un isomorphisme


