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Séminaire BOURBAKI Juin 1985
37éme année, 1984-85, n° 646

DECOMPOSITION DES POLYEDRES :
LE POINT SUR LE TROISIEME PROBLEME DE HILBERT

par Pierre CARTIER

Introduction

En 1900, se tient 1'Exposition Universelle, & Paris. A cette occasion, le Second
Congrés International des Mathématiciens rassemble la fine fleur de 1'§ , sous
la présidence de Poincaré. L'exposé de Hilbert est 1l'un des plus attendus. Il le
donne le mercredi matin, 8 aoft 1900, par une grande chaleur, et y présente sa fa-
meuse liste de 23 problémes. D'ailleurs, pressé par le temps, il suit le conseil de
Hurwitz et de Minkowski, et n'expose qu'une sélection de 10 problémes. Le texte de
son exposé paraitra en 1902, en allemand -c'est le texte reproduit dans ses oeuvres
complétes- et en anglais -traduction dans le Bulletin de la Société Mathématique
Américaine, reprise dans le symposium de 1974.

Voici le troisiéme probléme, tel que je le traduis de 1'allemand :

"3. L'Egalite du volume de deux tétrnaldres ayant des bases et des hautewrs égales.

Gauss exprime, dans deux lettres & Gerling, son regret que certains théorémes
de la géamétrie des solides dépendent de la méthode d'exhaustion, c'est-d-dire,
pour employer la locution moderne, de 1'axiome de continuité (ou de 1l'axiome d'Ar-
chiméde) . Gauss cite en particulier le théor&me d'Euclide (livre XII, prop. 5), se-
lon lequel deux pyramides a base triangulaire de méme hauteur sont dans le méme
rapport que leurs bases. Mais le prabléme analogue pour les aires planes a &té com—
plétement résolu ; Gerling a aussi réussi 3 démontrer 1'égalité des volumes de deux
polyédres symétriques au moyen d'une subdivision en parties superposables (par dé-
placement) . Cependant, il me semble impossible de prouver en général de cette ma-
niére le thé€oréme d'Euclide cité plus haut, et il s'agirait de donner une démons-
tration rigoureuse de cette impossibilité. Une telie démonstration serait cbtenue,
si nous réussissions a thouver deux tétraddres de méme base et de méme hauteur, qui
ne se subdivisent d'aucune maniene en teétraldres supenposables, et qui aussi ne se
Laissent pas compliter par des tetnaldnres superposables en des polyddres powr Les-
quels une telle subdivision en tetraldres superposables 50it possible."

L'histoire de ce probléme est curieuse. Avant la publication de Hilbert, Dehn
([11] et [12]) a donné une solution sous la forme réclamée par Hilbert ; ce qui
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est plus important, il a défini 1'invariant qui porte son nom, et sur lequel nous
reviendrons plus loin. D'ailleurs, lors de la présentation orale, Hilbert n'avait
pas gardé le 3&me probléme dans sa liste restreinte. Considéré comme résolu —et
comme faisant partie de la géamétrie &lémentaire- il ne continue 3 occuper que
quelques géométres suisses, danois ou russes. En 1974, un Symposium & De Kalb
(U.S.A.) fait le point sur les problémes de Hilbert. Il Y a bien un exposé oral sur
le 3&me probléme, mais aucun texte dans les deux volumes publiés [2].

Pourtant, depuis 1975, divers problémes de topologie et de géométrie différen-
tielle aménent & considérer la cohomologie des groupes de Lie rendus discrets, et
des algébres de Lie réelles vues comme algébres sur le corps des nambres ration-
nels. Les mémes groupes se retrouvent en K-théorie algébrique. L'analogie de mé-
thode avec les problémes contemporains liés aux champs de jauge est troublante ;
elle laisse supposer des liens inattendus entre arithmétique, topologie et physi-
que mathématique, exprimés par 1l'hamologie cyclique. D'une certaine manidre, cet
exposé n'est donc que la suite de mon exposé précédent (n° 621).

Je remercie bien chaleureusement J.-L. Cathelineau, K. Chemla, D. Husemoller et
J. Milnor pour la documentation qu'ils m'ont fournie, et aussi C. Kassel, J.-L. Lo-
day et C.H. Sah pour m'avoir permis d'utiliser leurs notes inédites lors de la
préparation de cet exposé.

1. PRELUDE : AIRES ET VOLUMES AVANT 1900

1.1. Euclide et les aires planes

Dans les Eléments , la fin du Livre I et le Livre VI sont consacrés aux aires
planes. Le début du Livre I est consacré aux cas d'égalité des triangles ; on de-
vrait plutdt dire "congruence des triangles" si 1l'on nomme congruentes deux figu—
res A et B pour lesquelles il existe un déplacement direct amenant A en coincidence
avec B. A partir de la proposition I.34, on s'intéresse i diverses situations ol
1'on peut affirmer que des triangles ou des parallélogrammes ont la méme aire (voir
Table I). En particulier, on a la proposition I.41, que l'on pourrait paraphraser
par 1'énoncé classique : 1l'aire d'un triangle est la moitié du produit de la base
par la hauteur. Mais rien ne serait plus contraire d l'esprit d'Euclide ; il ne
définit nulle part la notion d'aire, et il n'est pas question d'attribuer une va-
leur numérique 3 une aire.

Si 1l'on analyse les démonstrations d'Euclide et que 1l'on se référe aux hotions
communes (ou NC, axiomes généraux qui suivent au début des Eléments la liste des
postulats géométriques), on se rend compte qu'il considére dans l'ensemble des

polygones ‘"’ une relation d'équivalence que 1l'on interprétera comme signifiant que

) Ruclide ne donne pas vraiment de définition générale d'un _polygone, mais con-
sidére surtout des triangles et des quadrilatéres (définitions 19 a 22).
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(646) TROISIEME PROBLEME DE HILBERT

) satisfait aux régles suivan-

A et B ont méme aire. Cette relation d'équivalence‘?
tes :

a) des figures congruentes sont équivalentes (NC 4) ;

b) si la figure A est composée de deux morceaux A' et A" , et de méme B est
composée de B' et B" , de l'équivalence de A' avec B' et de A" avec B",
on conclut & l'équivalence d& A avec B (NC 2) ;

c) sous les hypothéses de b), si A est équivalente 3 B , et A' 3a B' , alors
A" est équivalente & B" (NC 3) ;

d) si la figure A est camposée de n parties équivalentes 3 A' , et B d n
parties équivalentes & B' , de 1'équivalence d¢ A et B on infére celle de A'
et B'.

Le couronnement du Livre I est le théoréme de Pythagore : dans un triangle rec-
tangle ABC de o6tés a,b,c , ol l'angle en A est droit, ona a2 =b2 + c2 .
Cette égalité s'interpréte de la manidre littérale suivante ®) : le carré construit
sur le cOté a est équivalent & une figure composée de deux carrés égaux d ceux
oconstruits sur les cdtés b et c . Dans la Table II, on a reproduit diverses con-
figurations qui établissent ce théoréme par des manipulations d'aires.

Au Livre VI, Euclide utilise les résultats acguis au Livre V sur les proportions ;
il va pouvoir étudier les similitudes, et démontrer les deux résultats fondamentaux
suivants :

a) Si la figure A' est semblable dans le rapport t & la figure A , le rap-
port des aires de A' et A est t2 .

b) Si, dans un parallélogramme, on multiplie deux cOtés paralléles dans le rap-
port t et les deux autres dans le rapport t' , alors l'aire est multipliée par
tt' .

Au passage, on établit le théoré&me de Thalés par la méthode des équivalences d'ai-

res.

1.2. La théorie des aires planes au 19&me siécle

L'idée de développer complétement la notion d'aire sans recourir i la continuité
est reprise au 19éme si®cle par de nonbreux auteurs, dont Bolyai le pére. Le ré-
sultat de ces travaux est synthétisé au chapitre 4 des "Grundlagen der Gecmetrie"
de Hilbert [7] (voir aussi le supplément III). Tout d'abord, il faut définir clai-
rement la notion de polygone (ou plutSt de domaine polygonal) dans le plan, comme
réunion finie de domaines triangulaires. On dit qu'un polygone A est décomposé
en deux polygones B et C si l'ona A=BUC et que 1l'intersection B n C

" Euclide n'éprouve pas le besoin de distinguer la congruence des figures et leur
équivalence, et parle d'égalité dans les deux cas.

®) On sait que les manipulations d'aires sont un substitut d'algébre chez Euclide
(voir en particulier le Livre II).
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est réunion de segments de droites ; définition analogue pour la décomposition en
un nombre fini de polygones.

DEFINITION 1.- Deux polygones A et A' sont Equivalents par décomposition
("zerlegungsgleich") 44 £'on peut décomposer A en niangles Tq,...,Tn et A
en triangles Ti,...,T4 de sonte que chaque triangle Ty 804t congruent au tri-
angle T;;_ .

DEFINITION 2.- Deux polygones A et A' sont Squivalents par complémentation
("ergdnzungsleich") 4'4L existe deux polygones Equivalents par décomposition C et
C' Zfels que C 40it décomposZ en A et B, et C' en A' ot B , avec B
et B' eZquivalents parn décomposition.

I1 est clair que deux polygones équivalents au sens 1 1le sont au sens 2 . La
réciproque est vraie en géométrie plane réelle, mais ne le serait plus dans la géo-
métrie plane sur un corps ordonné non archimédien. Dans le cas réel , qui nous occu-
pe seul ici, il y a donc une seule notion d'équivalence ; elle répond i toutes les
exigences d'Euclide. En adaptant ses raisonnements, on prouve par des méthodes &1&-
mentaires le résultat suivant (Euclide, I.45) :

Soit BB un segment, pris comme unité de Longewr. Pour tout polygone P , il
existe un rectangle ABCD &quivalent & P , et un seul .

On prendra comme unité d'aire le carré de c5té AB ; l'aire du polygone P pré-
cédent sera mesurée, dans cette unité, par le rapport CB/AB (voir la Table III).

1.3. Généralisation en dimension = 3

Donnons d'abord quelques constructions générales. Soient K un corps ordonné,
T un espace vectoriel de dimension finie n sur K et E un espace affine d'es-
pace de translations T. Un s{mplexe [so,...,sp] de dimension Ldans E est
défini par p+1 points so,sl,...,sp tels que les vecteurs S08; (pour
1<ic<p) slo)ient linéairement indépendants dans T ; il se compose des pgmts
de la forme 2 ¢;s; avec des coefficients c; 2 0 dans K tels que iEO c;=1.
Un polytope (2) dans E (on dit polyldre en dimension 3 ) est un ensemble réunion
d'un nombre fini de simplexes, et il est dégénésé si tous ces simplexes sont de
dimension < n .

On dit que le polytope P est décomposé en les polytopes PrreeesP si l'on a
P = PIU...UPr et que Pi n Pj est dégénéré pour i # j .

Pour fonder la notion de volume des polytopes, il n'y a pas besoin d'une métri-
que ; il suffit d'une forme n-linéaire anti-symétrique ® sur T . Par définition,

(M Euclide n'éprouve pas le besoin de démontrer 1l'unicité qui découle pour lui de
1l'axiome : "le tout est plus grand que la partie" (NC 5).

@1a simplicité et la généralité de cette définition ne doivent pas masquer la
difficulté du cheminement historique (voir l3-dessus la discussion de Lakatos
[8], & propos de la relation d'Euler F-A+S =2).

264



(646) TROISIEME PROBLEME DE HILBERT

le volume du n-simplexe [so,S1,...,5n] est égal & n—1!|w(v1,...,vn)| ol vy est
le vecteur s_os—l' 7 le volume d'un p-simplexe est nul par convention si p<n . Un
polytope P peut se décamposer en simplexes Tl”"'Tr , et 1'on prouve par des
méthodes purement algébriques que la samme des volumes des simplexes Tl""’Tr ne
dépend que de P ; on l'appelle le volume de P , noté vol(P) . Avec ces d&fini-
tions, on a les propriétés suivantes (Hadwiger [5, chap. 2]) :

a) S¢ P et P' sont deux polytopes, on a
(1) vol(P N P') + vol(P UP') = vol(P) + vol(P') .

b) Si{ Le polytope P est dégénéré, on a vol(P) =0 .
c) S& u est un automonphisme de L'espace affine E , et Up L' automorphisme
associZ de T , on a

(2) vol(u(P)) = |det(uy) | .. vol(P)

pour tout polytope P .

Revenons a la géométrie euclidienne ; le corps K est celui des nambres réels,
et T est muni d'un produit scalaire défini positif ; on normalise par
|o(eq,.+.,en)| =1 pour toute base orthonormale €1y+ee06n de T ; il y a deux
choix possibles pour ® , i savoir wo et -wo , correspondant aux deux orienta-
tions possibles de T (oude E ). Quitte 3 remplacer "triangle" par "simplexe"
et "polygone" par "polytope", on peut répéter les définitions 1 et 2 du n° 1.2.
Dans le cas n = 3 , Sydler a montré dans [18] que les deux équivalences n'en font
qu'une ; ce résultat a été généralisé en dimension quelconque par Zylev [20,21] et
Hadwiger [5].

1.4. Le 3é&me probléme de Hilbert et l'invariant de Dehn

Toute isométrie d'un espace euclidien est de déterminant égal 3 1 ou -1 ;
d'aprés la propriété c) du volume, deux polytopes congruents ont méme volume. Il
en résulte que deux polytopes &quivalents ont méme volume. Le 3&me probléme de Hil-
bert se précise ainsi :

Deux polytopes de méme volume sont-ils Gquivalents ?

La réponse est oul lorsque n =2 (Bolyai, vers 1832 ; voir le n° 1.2.).

En dirension 3 , un résultat crucial (Euclide, XII.7) affirme que les trois py-
ramides ABCA' , BCA'B' et A'B'C'C en lesquelles se décampose un prisme 3 base
triangulaire ABCA'B'C' vont mére volume (cf. Euclide, I.34, pour le cas plan).
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Pour établir cela, on montre que deux tétra-
édres ABCD et ABCD' ont méme volume si la
droite DD' est paralléle au plan ABC, et
ceci résulte de Euclide, XII.5. Mais ce der-
nier résultat nécessite chez Euclide aussi
bien que chez Legendre par exemple ‘’, la mé-
thode d'exhaustion, c'est-d-dire un découpage
continué indéfiniment et une application de
1'axiome d'Archiméde. Le probléme est donc de
voir si de tels tétraédres sont équivalents.

jc'

Dehn a montré que l'on peut thouver, Lonsque n = 3 , deux polyedres de méme vo-
Lume qui ne sont pas équivalents . De maniére générale, un invariant I est défini
pour les polytopes, si l'on a associé & chaque polytope P un &lément I(P) d'un
groupe commutatif T , de maniére 3 satisfaire aux axiames suivants :

a) S{ P et P' sont deux polytopes, on a

I .ﬂ P') + I(P UP') = I(P) + I(P') .

b) Si Le polytope P est dégénéns, on a I(P) =0 .

c) S{ P et P' sont deux polytopes pour Lesquels LR existe un ELement g du
ghoupe G (des déplacements) avec P' =g(P) , ona I(P) = I(P') .

Il est alors immédiat qu'on a I(P) = I(P') si les polytopes P et P' sont
équivalents. Or Dehn a construit, en dimension 3 , un invariant D ocomme suit :
le groupe des angles de droites ®’ dans le plan &tant noté A , on pose
r=R QZ A ;si P est un polyédre, avec les arétes Ll""'Lr , on pose

r
D(P) = i§1|L1| ®s, ,

ol lLiI est la longueur Gu segment L, et &, 1'angle diédre formé par les deux
faces du polyédre P s'appuyant sur Li .

(1 1] est remarquable que, malgré la différence notable des points de vue, et
1'éloignement géographique et culturel, la nénf construction se retrouve tant
dans Euclide, XII.3, que chez Liu Hui ( #| £ ), wn auteur chinois du
3ame siécle (voir D.B. WANER dans Historia Mathematica 6(1979), p. 164-188) .

) ce groupe s'identifie naturellement & SO2(R)/{1,-1} ; au moyen de la mesure
des angles en radians, on peut l'identifier & R/nZ .
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(646) TROISIEME PROBLEME DE HILBERT

Pour vérifier 1'additivité de l'invariant de Dehn, A

on se raméne au cas élémentaire d'un tétraédre

P = ABCD décomposé en deux tétraédres P' = ABCI

et P" = ABDI ; l'aréte CD est décomposée en C

deux arétes CI et ID , mais les deux angles 1

diddres sont égaux a 6 , d'od |cD| = |cI| + |ID|,

et D
|op] ®65=[cI| ®6+ |ID| ®S .

De mére l'aréte AB est commne aux trois tétraddres avec des angles &6, pour P,
6, pour P' et 63 pour P" ; comeona &1 =63+86;,ona

8| © 5, = |aB| @6, + |2B] ® s .

Pour AI (et BI ) la somme des deux angles diédres est un angle plat, nul dans A.
Les autres arétes et diédres sont communs aux deux tétraédres, et 1l'on a finalement
D(P) = D(P') + D(P")

Considérons maintenant un cube C et un tétraédre régulier T de mSme volume
que C . Soit £ la longueur des arétes d@¢ C , et £' celle des arStes de T' .
Les angles diédres du cube sont tous égaux a % , et il y a 12 arétes du cube,
d'od

DC) =126 ®F=6L®m =0

car 1l'angle plat m est nul dans le groupe A . De maniére analogue, on a
D(T) = 6£' ® & . Or dans le groupe 1"=:R(8>ZA ,ona £®6=0 siet seulement
si &6 est un multiple rationnel de n ; mais on a cos 6=% , ce qui exclut que
8/n soit rationnel, d'od D(T) # 0 .

En conclusion, on a wol(C) = wol(T) et D(C) # D(T) , £es polyédres C et T
ne sont pas equivalents.

Remarque.- Dans le groupe A des angles, les éléments d'ordre fini sont les mul-
tiples rationnels de 1l'angle plat n , et forment un sous-groupe A, de A iso-
morphe & Q/Z . Le quotient A/A, peut étre considéré comme un espace vectoriel
sur Q@ , et le groupe I =R ®ZA est isomorphe 3 R @Q (A/Ao) . En particulier,
on a un homomorphisme injectif d@¢ A/A0 dans I' , et la démonstration ci-dessus
repose sur cette propriété. Ces notions étant totalement inconnues en 1900, la ma-
niére de s'exprimer de Dehn était forcément indirecte, et a paru souvent peu con-
vaincante.

2. GROUPES DE POLYEDRES

2.1. Le théoréme de Sydler (1965)

Le résultat de Dehn semblait clore la discussion, et de fait, il n'y eut que des
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progrés insignifiants jusqu'en 1940. C'est sans doute Hopf qui ramena 1'intérét sur
ce probléme et les progrés viendront d'un de ses éléves, nommé Sydler. Il cammenca
a y travailler vers 1943, et démontra finalement en 1965 le résultat suivant [19]
qui lui vaudra un prix de la Société Royale Danoise :

Deux polyedres sont Equivalents s4 et sewlement &'ils ont méme volume et méme in-
variant de Dehn.
La dénonstration a été ensuite fortement simplifiée par Jessen et ses &ladves [15,
16] en 1968 ; c'est leur wversion que nous allons décrire ‘),

On a défini au n® 1.4. ce qu'il faut entendre par invariant de poly&dres. Suivant
1'usage éprouvé des groupes de Witt ou de Grothendieck, on introduit un groupe com-
mutatif P ayant des générateurs [Pl correspondant aux polyddres et soumis aux

relations

(3) [PuP'] =[P]+ [P'] si PNP' estdégénérs,

(4) [g(®) ] = [P] si g est un déplacement.

=

Les invariants I & valeurs dans un groupe commutatif I' correspondent bijective-
ment aux homomorphismes ¢ de P dans I' par la relation I(P) = @([P]) . En
particulier, le volume et 1'invariant de Dehn définissent des hamomorphismes

vol:P——-»]R,D:P—»]RQZA .

De plus, deux polyédres P et P' sont équivalents si et seulement si 1'on a
[P] = [P'] dans le groupe P . ’

Soit Z le sous-groupe de P engendré par les prismes ; en s'appuyant sur les
résultats démontrés pour les polygones plans, on démontre que tout prisme est équi-
valent & un prisme rectangulaire ayant pour base un carré fixe de oSté 1 ; par
suite, le volure définit un isomorphisme de %2 sur R, et le théoréme de Sydler
résulte de 1'égalité de¢ Z et dunoyau de D . Il est d'ailleurs facile de montrer
que l'invariant de Dehn d'un prisme est nul, donc D définit wn homomorphisme D
de ?/% dans R ®,4 . En fait, on prouve £'exactitude de £a suite de Jessen

[S)

D
0 P/Z R® A Q' 0
(J) —_— —_— - — Q —_— R

qui entraine le théoré&me de Sydler. On a noté Q]1R/(D le module des différentielles
de Kihler de 1l'extension R du corps Q (voir par exemple Bourbaki, Algébre, V,
§ 16), et dm la dérivation canonique d@ R dans Q! . D'aprés Cathelineau
[22], 1'homomorphisme & se définit comme suit : un angle de droites O est re-
présenté par deux matrices * _‘-:) Z) avec a2 + b2 =1, ou par la tangente t=b/a

(Bgale & « si a=0). On définit un homomorphisme GCD de A dans %11?/02 par

" Un exposé détaillé se trouve dans l'ouvrage de Boltianskii [1] et dans celui
de Sah [9]. Je recommande fortement la lecture des articles de Jessen [15, 16,
17] et de Dupont [23].
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&5 ® = - bd
(5) m() admb ma

(en convenant dmoo=0).0na a=c0s 9 ,b=sind, t=tg 3 et si 1l'on mesure
9 en radians, on est tenté d'écrire Sm(ﬁ) = 3 en vertu des régles

a t/(1 + t2
Q( )

d(cos 9) = -sin 9.d% , d(sin d) = cos 9.adY ;
c'est & La 40is une bonne analogie et un piége. Noter que la tangente identifie le
groupe A 3 P'(R) muni de la loi de composition
(t,t") > (£t + t")/(1 - tt")
Avec ces conventions, on pose

(6) 5(x®9) = XGQ(S) = dt,

X
1+t2
et & est donc un homomorphisme surjectif de R ®ZZA sar Q' .

2.2. Démonstration du théoréme de Sydler

Choisissons une origine O dans l'espace euclidien E; de dimension 3 , et
notons ht 1'homothétie de centre O et de rapport t . On définit une action du

groupe R* sur le groupe P par la régle
[htP] si t>0
(7) H [P] =
-[hP] si £t<0.

Alors le volure est de poids 3 et l'invariant de Dehn de poids 1
(8) vol (H E) = t3>vol(§) , D(H.E) = tD(E)

pour E dans P . Camme une homothétie transforme un prisme en un prisme, 1l'action
de R* passe 3 P/Z ; de plus, pour tout tétraddre P = ABCD , et tout nombre réel
t compris entre 0 et 1 , le tétraddre P est décomposé en deux tétraédres P'

et P" ocongruents respectivement a htP et hl—tP , et en deux prismes (voir Ta-

ble IV). On en déduit la relation

(9) E=HE+H (E dans P/%)

l—tE
d'oll, aussitSt, 1l'existence d'une structure d'espace vectoried néel sur ®/Z ,
pour Laquelle H 804t La multiplication par t .

Etant donnés deux nonbres a,b dans 1l'intervalle 110,1[ , notons T(a,b) 1la
classe dans P/Z de tout tétraddre ABCD dont les arStes AB , BC et CD sont

deux & deux orthogonales, de longueurs données par
(10) aBP=at-1, |@P=pt-1, |Bc| = |aB|.|cD]
Il est clair qu'on a

(11) T(a,b) = T(b,a) ,
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et un raisonnement géamétrique permet d'établir la formule
(12) T(a,b) + T(ab,c) = T(a,c) + T(ac,b) .

Prouvons qu'il existe une famille d'éléments U(a) de P/Z (pour a dans 10,1[)
tels que 1'on ait

(13) T(a,b) = U(a) + U(b) - U(ab) .
Pour cela, considérons dans l'ensemble W, = 10,1[ x ®/Z 1la loi de composition
commutative
(14) (a,P).®,Q = (ab,P + Q - T(a,b)) .
On vérifie que tout élément est simplifiable, donc W, se plonge dans son groupe
des fractions W . On a alors une suite exacte
0 —#/z—W—5R— 0,

et come le groupe P/Z est divisible, cette suite exacte est scindée ; il existe
un homomorphisme de R_’; dans W relevant 1 , donc de la forme ab— (a,U(a))
et la relation (13) résulte de (14).

Probfeme : existe-t-il une construction explicite de U(a) ?

Dans 1'étape suivante, on pose (pour a >0 , b > 0)

(15) G(ab) = ity +b) bU( b ) ,

d'ol les relations évidentes (pour a >0, b>0, A>0)
(16) G(a,b) = G(b,a) G(Aa,Ab) = AG(a,b) .
On prouve ensuite 1'égalité

(17) G(a,b) + G(a + b,c) = G(a,c) + G(a + c,b)

de maniédre géométrique, au moyen de deux décompositions d'un tétraédre OABC , dont
les aretes deux 3 deux orthogonales OA , OB et OC satisfont 3 |0A['= bc
|OB| = ca , |OC| = ab . Au moyen du cocycle G , on fabrique cette fois un anneau
commtatif A ayant R x P/Z came ensemble sous-jacent et les opérations

14

(18) (a,p) + (le) =(a+b,P+Q _G(alb)) (mur a>0 , b>0)
(19) (a,P)-(er) = (ablaQ + bP) .

Alors I = P/Z est wn idéal de carré nul dans A , et A/I est isamorphe au
corps R . On choisit un homomorphisme o de R dans A relevant la projec-
tion T d A sur A/I (voir Bourbaki, Algébre commtative, IX), d'od une appli-
cation H de R} dans P/Z qui vérifie les relations

(20) G(a,b) = aH(a) + bH(b) - (a + b)H(a + b)
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(21) H(ab) = H(a) + H(b)

(22) c(a) (a,aH(a)) .

On définit enfin wne application ¢ de A dans P/Z par
(23) ¢(a) = tga . [U(sin2a) - H(sin2a)] .

Il reste & vérifier que ¢ est un homomorphisme ; on le prolonge alors en une ap—
plication R-linéaire ¢ de R® A dans P/Z , et 1'on prouve que ®,D est
1'identité de %/Z en remarquant que l'espace vectoriel £/Z est engendré par les
éléments T(a,b) dont on calcule facilement 1'invariant de Dehn.

On a donc prouvé que D est injectif. Pour achever de démontrer 1'exactitude de
la suite (J), on utilise le fait que les hamomorphismes d'anneau de R dans A
relevant t forment un espace principal homogéne sous le groupe des homomorphismes

de Q1 dans I =9/2.
R/Q

2.3. Problémes ouverts

Hadwiger [5] a généralisé 1'invariant de Dehn en dimension plus grande que 3 .
Soit En l'espace euclidien de dimension n . On construit comme au n° 2.1. wn
groupe Pn engendré par les polytopes de En . Si i est un entier tel que
1<i=< (n-1)/2 , on définit 1'invariant de Dehn-Hadwiger. Di(P) d'un polytope
comme la somme des éléments vol(Pi) ®al ®... (8>o.i de A'=RR®AD®...®A
(1 facteurs A) étendue 3 toutes les suites décroissantes P = P0 > Pl D ... D Pi
ol Pj est une facette de dimension n-2j d P et °‘j 1l'angle diédre défini
dans Pj_1 par les deux facettes de dimension n-2j+1 de Pj_1 contenant Pj .
On peut aussi poser Do(P) = wl(P) .

Probleme : prouver que L'homomonphisme de P/Z dans A° x A1 x ... x Al:m_"/zzI
dégini par Do,Dq,...,D [n-1-3] 8L Lnjectif.

Pour n =3, c'est le théorame de Sydler. Pour n = 4 , Jessen (G5ttingen Nachr.
1972, p. 47-53) a montré comment se ramener au cas n = 3 . On ne sait rien pour
nx=5.

On peut se poser des problémes analogues pour le cas des espaces non—euclidiens,
elliptiques ou hyperboliques. Dehn a résolu le cas de dimension 2 ; on ne sait

nien au-dela.

3. INTERPRETATION HOMOLOGIQUE

3.1. Décomposition des polytopes par translation

Soit E un espace affine de dimension n , d'espace de translatiors T ; pour le
moment, nous ne considérons pas de métrique euclidienne. Par analogie avec le
n° 2.1, on définit un groupe II(E) engendré par les polytopes, soumis aux relations
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(24) [PupP'] [P] + [P'] si P NP' est dégénérg,

(25) [u@) ] = [P] si u est une translation.

Ce groupe est adapté & 1'étude de la décomposition des polytopes avec les transla-
tions comme déplacements permis. On fait agir les hamothéties sur I(E) comme au
n® 2.2, par la formule H [P] = (sgn t)™. [hP] .

Hadwiger [5] et Jessen- Thorup [17] ont précisé la structure du groupe II(E)
comre suit : On peut munin T(E) d'une staucture d'espace vectoriel sun Le conps
R , et d'umf, décomposition en somme directe T1(E) ® ... ®MT(E) telles
que HE = t'e pour t dans R et E dans Ili(E) .

Nous donnons les principales étapes de la démonstration.

Munissons E d'une structure d'espace vectoriel par choix d'une origine O .
Supposons donnée une décomposition de E en somme directe de sous-espaces vecto—
riels El""’Ei et identifions E1 X eea X Ei d E par la bijection
(vl,...,vi) v1+ etV Si P4 est un polytope dans E, , P> dans
Ez,..., alors le produit cartésien Plx xPi est un polytope dans E . On
note Zi le sous-espace de II(E) engendré par tous ces polytopes, pour toutes les
décompositions de E en somme directe El D ... @Ei . Oron a

I(E) =21322:>... 32n32n+1=0 B
et Zn est le sous-groupe engendré par les parallélotopes (qui généralisent paral-

lélogrammes et parallélipipédes). Lorsque n est égal & 3, 2, est le sous-

2
groupe engendré par les prismes.
La formule (9 ) se généralise comme suit :
(26) Ht'+t"§ = Ht,g + Ht.,g n'od.Z2 (pour E € Zl ).

On la prouve en se ramenant au cas ol E est défini par un simplexe o= [So,...,Sn]
avec O= so . Posons oi = [so,...,si] ’ o'i' = [si,...,sn] . Alors le simplexe
ht'+t"° se décompose en polytopes Wo,Wi,...,Wn , S2

ol Wy est équivalent par translation a

ht,o]!_ x ht..o:'.L' pour 1 <is<n-1, alors que 1'on
a Wo = ht,o et que W est équivalent par trans-
lation a ht,.o.Ona wiEZ2 pour 1 <i<n-1,

d'ol (26). On déduit de 1a la congruence So s " Sq
Cas n =2

(27) Ht§ = tE mod. 22 pour tout entier t # 0 ,

puis on passe & la congruence

(28) HE = t'E md.Z,, (pour € € Z, )

lorsque t est entier : se ramener au cas od E est défini par un polytope
Pyx...xP; , d'ot HE = [Py x...xhPj] ; mais en appliquant (27) a l'espace
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affine Ej ; On voit que ht Pj se décompose en t polytopes équivalents par
translation a Pj , et en des polytopes de la forme PJ! x P'j’ correspondant chacun
4 une décomposition E, = E:'l @E;]' , d'ol la formule (28).

Pour tout entier t # 0 , 1'homothétie Ht de II(E) est un automorphisme ; il
induit un automorphisme de Zi/zi-i-l , et d'aprés la formule (28), chacun des grou-
pes comutatifs Zi/ Zi + Sst uniquement divisible. Il en est donc de méme de II(E),
qui se trouve muni d'une structure d'espace vectoriel sur Q .

La démonstration de la formule (26) enseigne aussi que, pour tout entier t =1,
le simplexe htcr se décompose en polytopes Wi ol LA est équivalent par trans-
lation a ht-loi x c; . Par une double récurrence sur n et t , on voit que pour
tout E dans II(E) , il existe des éléments Ej de Zj (pour 1< j<n) tels
que n
(29) HE= Z (

t
) E.
v

J ]
pour tout entier t # 0 . Autrement dit, il existe des opérateurs (@-lindaires
€q1;...,6n dans TII(E) tels que l'on ait
(30) BE = igl t e (E) .
Utilisant la relation Hth,E = Htt,g , il vient e; =e; et eiej = 0 pour
i#3j, d'ol uwe décamposition I(E) = n1§E) ®... oM (E) telle que 5 soit le
projecteur correspondant de M(E) sur M (E) ; on a aussi Zi =2 M(E) et la
relation HtE = tlg est valable pour E dans l'Ii(E) et t#0 J?>'e'x11tier (ou ra-
tionnel) . En particulier, on a 2n = IN(E) .

Pour la derniére étape, fixons i entre 1 et n ; identifions l'[i(E) a
2/%;,) et considérons, pour E fix6, l'application th— HE de R dans I'(E).

Si E est associé & un polytope de la forme Plx xPi , 11 résulte de la for-
mule (26) (imiter la démonstration de la formule (28)), qu'il existe une applica-

tion @Qmultilinéaire f de K dans I (E) telle que

(31) £(tyr..00ty) = [htl P x... xhti P;] mod.Z, . .

On généralise ensuite le thZoxeme de Thal2s, en montrant que si un polytope P est
de la forme P' x P" , alors htP' x P" et P' «x htP" sont équivalents (moyennant
décomposition et translation) 3 une some de polytopes de la forme Q4 x Q; x Qi .
Autrement dit, la quantité (31) ne dépend que du.produit tl.....ti et il existe
e application (@-linéaire gE de R dans rIJ'(E) telle que

f(tl""’ti) = gg(t t.) , et en particulier

L .
(32) gg(tl)

[ht P x... xht Pi] = Htg mOd'Ziﬂ .
La structure d'espace vectoriel réel sur II*(E) se définit au moyen de 1'applica-
tion (£,8) k= gg(t) , d'od HE = t'E .
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3.2. Interprétation homologique du groupe II(E)

Un espace affine réel E poss@de deux orientations ; on peut considérer que ce
sont les deux générateurs d'un groupe cyclique infini, notd Or(E) . Désormais ’
nous posons I1(E) = I(E) B, Or(E) . Si o est un n-sinplexe de sommets
S0sS14+++4Sn , On NOte <so,...,sp> 1'élément de I(E) &gal 3 [0] ®e ol € est
1'orientation pour laquelle la base %‘I, _sl—sz',...,'sn__l_s: de T est directe. On
peut montrer par un argument combinatoire —ou un petit peu de topologie- que le
groupe II(E) est défini par les générateurs <So,...,Sn> soumis aux relations !’

n+l i R
(33) izo (-1) <sO,...,si,...,sn+l> =0
(34) <so,...,sn>=<a+so,...,a+sn> pour a dans T .

On peut traduire de la maniére suivante. Soit Cx(E) le complexe standard d'Ei-
lenberg-Mac Lane ; en degré p , le groupe Cp(E) est le groupe comutatif libre
engendré par les synboles (so,...,sp) formés ¢ p+ 1 points de¢ E , et 1'opéra-
teur de bord 9 : Cp(E) —_— Cp_l(E) est défini par

P ; -
(35) d(sgreenssp) = Z (-1 (SgreesSyreeessy) -

Le groupe T opére par translation sur C,(E) par analogie avec la formule (34) .
Soit D« (E) le sous-complexe de Cx(E) engendré par les symboles (so,...,sp)
pour lesquels il existe un hyperplan de E contenant les points s; - On a alors
les groupes d'hamologie ‘2

0 si p<n

(36) H((Cx(E) /D4 (B)) ) = {
P ME) si p=n.

3.3. Invariants de Hadwiger d'un polytope

Soit H un hyperplan de E . Choisissons une orientation €y pour E et une
orientation €y Pour H ; ces choix déterminent un demi-espace E; li-
Tité par H . On construit alors, selon Hadwiger [13] un homomorphisme RH,E de
NM(E) dans II(H) : soit P un polytope dans E ; pour chaque face F de E , de
dimension n-1 et paralléle & H , considérons le polytope (unique 3 translation
prés) F' de H déduit de F par translation, et le nombre t &gal & 1 ou
-1 selon que P se trouve du méme cOté de F que E+ de H , ounon ; alors
RH,E transforme [P] ®eE en ? t.[F']1® €y + Somme étendue 3 toutes les faces

F de P de dimension n-1 . Cet homomorphisme ne dépend pas des choixdeeEet €

) on fait la convention usuelle : le terme si sous le chapeau est & supprimer.

2) si M est un groupe commutatif sur lequel opére un groupe G , on note Mg
le quotient d¢ M par le sous-groupe engendré par les différences gm-m
pour m€E€M et g € G (groupe des coinvariants).
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De maniére indépendante des orientations, le volume s'exprime comme un homomor-
phiste vol  : M(E) — APT qui transforme <sSo,...,Sn> en EIT ViA... AVn Si
s; =V; 85 . Les invariants de Hadwiger sont des homomorphismes V(Tn,...,Tp) de
T(E) dans APTP ; pour chaque suite décroissante T =T >T , >... 2T, formée
de sous-espaces T, d T (avec dim Ti =1i), c'est le composé
%p'Ep-l-l 0 see 0 REn—lrEn ol E.1 est un sous-espace affine de E , de direction Ti"

Fixons € ; si P est un polytope dans E , on lui associe la famille des &l&-
ments V(T,...,Tg) ([P] ®e) de Apr , appelés invariants de Hadwiger de P .
L'analogie avec les invariants de Dehn généralisés est évidente.

Le théoréme fondamental affirme que deux pofytopes P et P' ont meme classe
dans T(E) - autrement dit, sont équivalents par décomposition et translation -
84 et seulement &'ilLs ont Les mémes Linvariants de Hadwigen.

I1 a été démontré par Hadwiger et Glur [14] en 1951, pour la dimension 2 , éten-
du 3 la dimension 3 par Hadwiger [13] en 1968, puis & la dimension 4 par Jes-
sen (GSttingen Nachr. 1972, p. 47-53). Enfin, le cas général est di & Jessen et
Thorup ‘" (1972, publié dans [17] en 1978), et indépendamment & Sah [9].

Naturellement, le théoréme signifie qu'un &lément E de II(E) tel que
voln(E) =0 et RH,E(E) = 0 pour tout hyperplan H de E , est nécessairement
nul. Sous cette forme, c'est une conséquence facile des résultats du n° 3.1.,
moyennant une construction géométrique simple transposée du cas de la dimension 2
[1, § 10] .

3.4. Variétés de drapeaux

Dans son livre [9], Sah pose la question des syzygies, c'est-3-dire des relations
linéaires entre les invariants de Hadwiger d'un polytope. La réponse est donnée
par Dupont [23] au moyen d'un complexe simplicial introduit antérieurement par Tits
et utilisé aussi par Lusztig.

Nous ne maintenons plus la distinction entre espace affine et espace vectoriel.
Soit donc T un espace vectoriel réel de dimension n . Nous considérons le com-
plexe simplicial T(T) dont les sommets sont les sous-espaces vectoriels de T ,
distinctsde 0 et T ; un p-simplexe dans T(T) est une suite (VO’Vl""'Vp)
telle que Vo oV, >...2V_ . Etant donné un entier g 2 0 , on définit le

1
faisceau A?R sur T(T) dont le groupe des valeurs sur le simplexe (VO,.. .,VP)
est A:g Vp , c'est-d-dire la puissance extérieure g-iéme de Vp considéré comme
espace vectoriel sur R . Tout espace vectoriel sur R peut aussi étre considéré

comme espace vectoriel sur @ , d'ol un autre faisceau Ag .

1 Boltianskii ne semble pas avoir eu connaissance de ce résultat ; dans son li-
vre de 1978, il détaille le cas de dimension 2 ou 3 et mentionne que le cas
général est ouvert.
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Soit V un espace vectoriel réel, et soit Hq (V,Z) le g-iéme groupe d'homolo-
gie du groupe (discret) V A& coefficients entiers ; comme 1'homologie des groupes
est campatible & la limite inductive, et que 1'homologie de Z" est celle d'un
tore T = an ; on définit un isomorphisme canonique de Hq(V,z) sur A%V '
égal a Agv .

Soit alors l"q le faisceau sur T(T) qui & un simplexe (Vo,...,Vp) associe
le groupe des g-chaines homogénes de Vp (autrement dit, le groupe des coinva-
riants de Vp dans le groupe commutatif libre construit sur les suites
(vo,...,vq) d'éléments de Vp ). D'aprés ce qui précéde, on définit donc un com~
plexe

Ty : [p=— T «— ... «—T_+—T_

1 q g+l ot
de faisceaux sur le complexe simplicial T(T) , et le g-ilme faisceau d'homologie
de I, est Ag .
Par utilisation de résultats généraux d'algébre homologique et de la formule
(36), on déduit de 13 un isomorphisme

- n q
M — & Ho o) @@y

la décomposition en somme directe du second menbre correspond 3 la décomposition
nw = & n(T) définie par le poids par rapport aux homothéties (n° 3.1.).
Par application du théoréme de Jessen - Thorup, on déduit de 13 les groupes d'ho-
mologie de T(T)
dy _ q
(37) Hi(E(T) ’ACD) = Hi(I(T) 'AR)

pour i<n-g-1, ces groupes étant nuls pour i #n-q-1.

3.5. Retour au groupe des déplacements

Supposons maintenant que l'espace T =K' soit mni de la forme quadratique
usuelle. Tous les isomorphismes précédents sont covariants par rapport au groupe or-
thogonal On (R) . De plus, par définition méme, le groupe de polyédres Pn associé
a B (voir le n° 2.3.) est le groupe des coinvariants de OnCR) dans nN@®") ; si
1'on pose §n = Pn ®zOr(]Rn) , on a de méme un isomorphisme de §n avec
Hy(O R),MI(RY) . Compte tenu de la détermination de [I(®") donnée au n° 3.4., on
obtient un isomorphisme
(38) P = qzne(z)ﬂo(onam o1 (T ,AD))

En particulier, pour n = 3 , le groupe P; est some directe du groupe 2Z; des
prismes (de poids 3 pour les homothéties) et du noyau du volume (de poids 1
pour les homothéties). De plus, un cas particulier d'une suite exacte due a
Lusztig [25] donne la suite exacte

0 — T (R3) ——»ng(P) —»%BD—-»]R-”—»O

’

276



(646) TROISIEME PROBLEME DE HILBERT

ol P parcourt les plans, et D les droites de R® ; il s'agit de modules pour
le groupe OnCIR) et en passant & 1'homologie, on obtient une suite exacte

0 — H2($3m) ’RS) —_— P3/23 — 1R ®ZA — Hq (m:!aR) ’ ]R3)___, 0.

Tout ceci a été cbtenu indépendamment du théoréme de Sydler. Celui-ci peut main-
tenant se réexprimer sous la forme

Hy(SO3R), R3) = n]:%/(l) , H2(803@R),R3) =0 .
Cathelineau a récemment obtenu le résultat analogue suivant
Hq (%, R3) = in@ ; Ha(8a, R3) =0 ,

ol $s désigne l'algébre de Lie de S03(R) considérée comme algébre de Liesur Q .

3.6. Géamétries elliptique et hyperbolique

On peut bien entendu poser des problémes analogues au 3éme probléme de Hilbert
pour la géométrie des polytopes sphériques, ou des polytopes dans 1l'espace de
Lobatchevski H' de dimension n . Par analogie avec les groupes Pn liés a 1'es-
pace euclidien " , on définit donc des groupes de polytopes ?(Sn ) et P(Hn ) .
Trés peu de choses sont connues sur ces groupes ; cependant, Dupont [23] a appliqué
ses méthodes dans ce cas et dbtenu deux suites exactes

0 — A — Ha (U2 (T) ,Z) — P(s3)/Z-2 R ®, A — Ha(SU2 (@) ,Z) — O

0 — B — Hy(SLa (©) ,2) s 2(H3) R B A — Ha(SLa(T), Z) —> 0
Les groupes A et B sont annulés par une puissance de 2 ; 1l'exposant ~ dans
la deuxiéme ligne signifie que 1l'on prend le groupe des éléments que la conjugaison
dans @ transforme en leur opposé.

Normalisons le volume de la sphére S23 & 1'unité ; alors le volume des polyédres
sphériques définit un homomorphisme de P(S3)/Z dans R/Z ; composé avec 1'ho-
momorphisme I , il donne 1'homomorphisme de H3(SUL(C) ,Z) dans R/Z introduit
par Cheeger et Simons [30].

4. POSTLUDE : VERS LE 21° SIECLE

4.1. Hamologie des groupes de Lie "discrets"

Soit G un groupe de Lie comexe, réel ou camplexe, et soit G6 le méme groupe
avec la topologie discréte. Les groupes d'homologie d'Eilenberg - Mac Lane Hi (G,M)
apparaissent en K-théorie algébrique, dans la théorie des feuilletages (voir
Haefliger [45]), et dans la théorie des espaces fibrés 3 connexion intégrable ;
des cas particuliens se sont introduits ci-dessus. Rappelons qu'on associe au grou-
pe topologique G un espace "classifiant" BG qui est la base d'un espace fibré
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principal de groupe G , dont l'espace total EG est contractile. L'espace clas-
sifiant BG5 est aussi défini et 1l'application identique d¢ G est un homomor-
phisme continu de G° dans G , qui induit une application continue de BGO dans
BG , donc aussi des homomorphismes

S

I1 est classique (Hopf -Eilenberg) que Hi(BGé,M) n'est autre que Hi(G,M) , ol
G agit trivialement sur M.

Friedlander [33] et Milnor [35] ont conjecturé que Wy est un Lsomonphisme pour
tout i 20 44 Le groupe de coefficients M est gini. Naturellement, on conjec—
ture aussi que, par dualité, les homomorphismes

uos BN BN — B (6°,M)

sont des isomorphismes. Friedlander a aussi formulé dans [33] une variante ol 1l'on
remplace G par un schéma en groupes sur un corps algébriquement clos k , d'ol
des isamorphismes putatifs

vh e L (BeM — 1 (BG00 © )
( BG est ici un schéma simplicial et Hej;t est la cohomologie étale).

Un certain nombre de cas sont connus. Tout d'abord, Milnor [35] prouve la conjec-
ture, lorsque G est #18s0fuble, par un dévissage facile qui raméne au cas commuta-
tif ; la méme méthode raméne la conjecture générale au cas ol G est simplement
connexe, simple et non commutatif. Sous cette derniére hypothé&se, Dupont, Parry et
Sah [32] viennent de rnéglen Le cas i < 2 (avec au plus 11 exceptions lorsque G
est de type F4 , E6 , E;z ou Eg ).

On prouve ces résultats en utilisant la K-théorie algébrique. Si F est un
corps, on note F° son groupe multiplicatif et Ka(F) le quotient de F° QE F
par le sous-groupe engendré par les éléments a ® (1-a) . On sait (Steinberg-
Matsumoto - Moore) que si G est un schéma en groupes simple, déployé, et simple-
ment connexe, et F un corps ol tout élément est un carré (en particulier algébri-
quenment clos), alors le multiplicateur de Schur Ha(G(F),Z) est isomorphe 3 Kz (F).

Venons au cas F = C ; alors la oconjugaison complexe définit un automorphisme
d'ordre 2 de K (C) , d'ol une décomposition K3 (T) = Ko (T)+ © K, (C)- en parties
paire et impaire. Essentiellement par définition, Ha(SL2(T),Z) est égal a Ka(T);
Dupont, Parry et Sah démontrent que 1l'inclusion de SU2(T) dans SLa(C) définit
un isomorphisme " de H,(SU2(T),Z) sur Kz(ﬂ!)+ (voir Sah - Wagoner [39] pour un
résultat préliminaire). Mather (non publié) a étudié 1'homomorphisme de
H2(U4(C) ,Z) dans H2(SU2(C),Z) etAlperin-Dennis [27] définissent un isomorphisme de

(M crlest ici qu'intervient la décomposition des polyddres dans 1'espace hyperbo-
lique.
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K2(H) sur K(©)' (H est le corps des quaternions). Dans 1'tape suivante, due
& sah [38], on montre que, si G est compact, simplement connexe, simple et non
exceptionnel, alors le plongement de SU-(C) dans G associé 3 une racine simple
définit un isomorphisme de H>(SU2(C),Z) sur Hz(G,Z) . Enfin supposons que G
soit un groupe de Lie simplement connexe ; si G est un groupe simple réel (resp.
complexe) , alors H,(G,Z) est isamorphe 3 K, (®)' (resp. Ko(T) ). Il est alors
facile de prouver la conjecture de Milnor pour i < 2 .

Les résultats les plus impressionnants ont été obtenus par Suslin dans 4 articles
[40, 41, 42, 43] et concernent les groupes G[.n . Le résultat final est que 1'homo-
morphisme Wy ok Hi (BGG,M) —_ Hi(BG,M) est un isomorphisme si M est fini, et
si G est (LnCR) ou GLn(G:) avec n 2 i (cas stable). Suslin [41] démontre
d'abord un résultat de stabilité : pour tout corps infini F , 1'homo~
morphisme canonique de Hi(GLn(F),Z) dans Hi(GLnﬂ(F),Z) est un isomorphisme
pour n = i ; notons Hi(GL(F),Z) le groupe limite. Notation analogue pour un
corps fini ]FZ de coefficients. La partie difficile est la comparaison des groupes
Hi((L(F) ’]Fﬁ) pour les divers corps algébriquement clos F dont la caractéristique
est 0 ou un nombre premier p # £ : ces groupes ne dépendent pas du corps F .
On se raméne donc au cas ol F est la cléture algébrique du corps ]Fp et ce der-
nier cas est traité par Quillen [37].

4.2. Homologie des algébres de Lie rationnelles

Thurston a introduit une §ibre homotopique G pour 1'homamorphisme de Gi5 dans

G . Une réalisation simple s'cbtient en prenant le produit fibré C (E G‘S , ol
C est le groupe des chemins continus dans G issus de 1'élément neutre. On peut
réaliser BG comme 1'espace total de la fibration BG® x EG de base BCS . Cet
espace classifie les connexions intégrables sur les fib]:]'BéGs triviaux (potentiels de
Jauge associés au champ nul). On pourra consulter Suslin [43] pour une autre cons-
truction de BG . Tel que G est construit plus haut, il est le méme pour G et
pour son revétement universel ; il ne dépend donc que de l'algébre de Lie 6 de
G , et on peut &crire B§ pour EG .

A hamotopie prés, 1'application canonique de BG'5 dans BG est une fibration
dont la fibre est BG . Par utilisation de la suite spectrale de Serre pour les
fibrés, on montre que £a conjecture de Milnor equivaut a La sulvante :

Hi(BG,Fp) =0 pour i >0 et p premier .

Une forme équivalente est que Hy (BG,Z) soit un espace vectoriel sur { (noter
l'analogie avec les résultats du n° 3.1. qui montrent que II(E) est un espace vec-
toriel sur @ ). Kassel et Loday m'ont camuniqué la conjecture (ou question) sui-
vante :

Pour tout entiern i 21, Les groupes H;(BG,Z) et H; (6,@) sont Lsomonphes.
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Le groupe Hi(G,CD) désigne ici le i-éme groupe d'hamologie de 1'algébre de Lie
G considérée comme algébre de Lie sur @ , opérant par 0 sur @ .

Voici quelques faits & 1'appui de cette conjecture.

a) Supposons que le groupe G soit nilpotent et simplLement comnexe ; l'espace G
est contractile et il en est de méme de BG . Dans ce cas, les espaces BG et
Bc® ont méme type d'hamotopie, d'od H, (86,%) = H, (G,Z) . Mais Haefliger [46] a
défini un isomorphisme de Hi(G,Z) sur Hi(G,QJ) (voir aussi Blanc [44] pour une
autre méthode) .

b) Suslin [43] démontre que l'on a ‘"’

V.9 Q/Z si i est impair
K, (@) ={ *
i A .
Vi si i est pair ,

ou Vi est un espace vectoriel sur @ . Or, en appligquant la construction " + "
de Quillen & une fibration mentionnée plus haut, on obtient une fibration

(F) €6 — BT — s .

Considérons la suite exacte d'homotopie associée & (F) lorsque G est le groupe
GL(T) = l_n_}n GLn((I:) . On sait (par Bott) que T[i(BG) est égal & Z si i est pair
et 3 0 si i est impair. D'aprés la définition de Quillen, on a
ni((BG6)+) = K, (¥) . Considérons enfin les groupes d'hamotopie de (86)' ; ily a
de bonnes raisons de penser que ce sont des espaces vectoriels sur @ ; d'aprés un
théoréme de Milnor - Moore, Tti((BG)+) serait alors la partie primitive de
Hi( (BG)+,(D) ; ce dernier groupe est &gal par la vertu de la construction " + "
a Hi(BG,m) . En admettant La confecture donnée plus haut, on a Hi(BG,(D) = Hi(e,ﬂ}).
Or, d'aprés Loday-Quillen (voir mon exposé n° 621), la partie primitive de
Hi(G,CD) est isomorphe & 1l'homologie cyclique m?_l((]:) de € considéré comme
algébre sur @ . Rassenblant le tout, on obtient £a suite exacte conjecturale

. — BcAm) — neH) H, K,y @ — HCZ () —> ...
Si 1'on remarque que HCiZ(Z) est égal 3 Z ou 0 selon que i est pair ou im-
pair, on a bien, conjecturalement, identifié le groupe Vi de Suslin.

Enfin, on a quelques résultats généraux sur les groupes d'homologie Hi(G,CD) .
Lorsque & est égal 3 GﬁnCIR) ou Q;En((lt) , cette hamologie est reliée a 1'homolo-
gie cyclique d'aprés le résultat cité de Loday et Quillen. On a évidemment
Ho(6,@ =@ et H4(6,0) = 6/[6,6] . En spécialisant des résultats de Kassel et
Cathelineau, on obtient des isomorphismes (ol Q se compose des nambres algébriques)

Ha(6,@) =Qp o/dR ,  Ha(6,@) =D
si 6 est simple et déployée sur R , non isomorphe a slin(lR) dans le cas de Hj .

M ecas 1=1 (ol Kq(T) =) est trivial ; le cas i = 2 était connu de-
puis longtemps.
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4.3. Pour réver ...

Pour 1'instant, on ne sait pas définir 1'honomorphisme E; de HC() dans
K., (@ . Il semble 1ié au dilogarithme pour i =1 . Or celui-ci intervient dans
le calcul du volume des tétraddres trirectangles en géométrie sphérique (voir
Schl&fli [53]) ; 1'équation fonctionnelle du dilogarithme peut d'ailleurs se démon—

trer en utilisant 1'addivité du volume ...

TABLE I

Quelques propositions d'Euclide

I. 34 Les triangles ABC et BCD sant congruents dans le parallélogramme ABCD .

A B

I. 35 Les parallélogrammes ABCD et

BCFE sont équivalents (les triangles A D _E F
ABE et CDF saont congruents ; re- G

trancher le triangle DGE , puis

ajouter le triangle BGC aux deux

triangles ABE et CDF ). B C

I. 37 Les triangles ABC et DBC sont équivalents si la droite AD est paralléle & BC.

E A D F
B C
(Le triangle ABC est moitié du parallélogramme AEBC 1.34
” n m n n " n FDBC mr )

et les parallélogrammes AEBC et FDBC sont équivalents par I.35).

281



P. CARTIER

TABLE II

Le théoréme de Pythagore

H
K
G
A
F
B C
Euclide
D L E

|

|

|

o _
-
|
|
l
|
|
|
Legendre Tradition chinoise
et indienne
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Les triangles ADF et
CC'F sont congruents,

et aussi les triangles

ADE et BB'E , donc le
triangle ABC est équi-
valent au rectangle BE'C'C.

D'aprés I.37, et le
parallélisme de BD'
et B'D , les trian-
gles BD'D et BD'B' D!
ont méme aire, donc

aussi ABD et AB'D'
(ajouter ABD' ).

TABLE III

DEcamposition des aires

A
L] c|
E b Cas additif
B C
A
B' E C' F D
Cas soustractif
B o]
D _ ____ _¢C
— Cl
T T T
|
|
[
A B B'

Théoréme de Thalés : les rectangles ABCD et AB'C'D' sont
équivalents si les droites BD' et B'D sont paralléles.
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TABLE IV

Ie tétraédre P = ABCD est décomposé
comme suit :

le tétraédre P' = AB'C'D',

le tétraddre P" = CC'B"D",

le prisme BB"IB'C'D' ,

le prisme C'B"D"ID'D .

P' est homothétique d¢ P dans le
rapport t = C'A/CA ;

P" est homothétique & P dans le
rapport 1-t =C'C/CA.

Chacun des prismes BB"IB'C'D' et
C'B"D"ID'D est équivalent & %

du grand prisme II = AEFBCD . Les
tétraédres P' = AB'C'D' et

P" = CC'B"D" sont égaux et homothé-
tiques de rapport % de P = ABCD .
Si 1'on admet que le volume est ho-
mogéne de poids 3 , on a

vol(P') = vol(P") = % vol (P)
d'od facilement vol(P) = = vol(m) .

3

N.B. Euclide et Liu Hui continuent la subdivision en 2 , et utilisent un raison-

nement équivalent & la formule L 1 +—1—+...=%.

1ttt
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