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Séminaire BOURBAKI Février 1986
38é&me année, 1985-86, n° 658

DETERMINATION DES CARACTERES
DES GROUPES FINIS SIMPLES :
TRAVAUX DE LUSZTIG

par Pierre CARTIER

Introduction

On connait maintenant tous les groupes finis simples. A 1'exception des 26
groupes sporadiques, des groupes cycliques d'ordre premier et des groupes alter-
nés An (n 25) , tous ces groupes sont li&s aux groupes de Lie simples. La table
des caractéres des groupes sporadiques a été souvent connue avant méme la construc—
tion explicite de ces groupes, il n'v a aucun probléme pour les groupes cvcli-
ques et la théorie des caractéres des groupes symétriques $n et altermnés An
s'est développée depuis 1895 (Frobenius, Schur, Young). La table des caractdres
des grouwpes GL(n,q) a été complétement déterminée par Green [23] en 1955 ; la
généralisation aux autres groupes classiques a été lente. Le premier résultat gé-
néral est celui de Deligne et Lusztig[22], qui ont construit en 1976 des caractéres
(virtuels), notés R? ou 33 ; on peut montrer que les caractéres irréductibles
s'obtiennent tous par la décomposition des R,‘? , qui vient d'étre achevée par
Lusztig [20].

Deligne et Lusztig utilisaient la cohomologie &tale des variétés algébriques
sur un corps fini. Pour une variété X propre et lisse sur le corps ]E‘q , on dis-
pose du théoréme de Deligne [37] : toute valeur propre a de 1'endomorphisme de
Frobenius agissant sur ut (X,@,) est un entier algébrique tel que |a| = qi/2 .
Chaque variété X, de Deligne - Lusztig est lisse, mais non propre, et son adhé-
rence X, dans la variété de drapeaux X est propre, mais non lisse ; le théora-
me de Deligne est en défaut pour ces variétés, et ceci impose de remplacer la coho-
mologie étale HX(X,/@,) par la cohomologie d'intersection IH*()_Q',,QK) . Celle-ci
est aussi utilisée pour la construction des caractéres du groupe de Weyl définis
par Springer,qui sont un intermédiaire important de la classification.

Divers rapports au Séminaire Bourbaki ont marqué 1'état d'avancement des
recherches : Springer [10] en 1973, Serre [ 9] en 1976, Brylinski [8] et Springer
[11] en 1982. Le présent rapport sera-t-il le dernier ?

S.M.F.
Astérisque 145-146 (1987)
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P. CARTIER

1. L'EXEMPLE DU GROUPE LINEAIRE

1.1. Fixons les notations. On note k (ou ]E‘q ) un corps fini & g é&léments,

F une cldture algébrique de k , et ¢ 1'automorphisme de Frobenius de F , donné
par @(x) = x% . Pour tout entier m2 1 ; les points fixes de ¢ dans F for-
ment un sous—corps km , a qm €léments ; c'est l'unique extension de degré m

de k . On note Nm 1'application de norme de km a k.

1.2. Rappelons la table des caractéres du groupe Gz = GL. (k) , due essentiellement
a Frobenius (1896) (voir ses Oeuvres, tome III, p. 37). Tout &lément de

GLz (k) est conjugué & un élément de 1'une des formes B( 3 (avec x #y dans
k), ou gg) , Ou g)l( , ou bien n'admet pas de valeur propre dans k ; dans

ce dernier cas, il est conjugué dans GL.(kz) & (g ,?q) , ol z appartient & ka2

et 23 #z.

Si a,B sont deux caractéres de k* , on note ¥ le caractére
\3 1:1) t> a(a)B(d) du groupe triangulaire Bz et m(a,B) le caractére induit par

X de Bz a8 Gz . En wvoici les valeurs :

-~

nd (30) = awsw +awsw (x#y) ,
0)
(0, B) (X = (@+1a(x)B(x)
(1) 0 x/
(04,B) (g i) = a(x)B ()

(z 0\ _,

n(a,B) \0 Z‘U = (29 # 2z) .

Ce caractére est de degré q+1 ; il est irréductible si a #B .
Pour tout caractére A de k3 , il existe un caractére m(A) de G, donné
par la table suivante :

na (59) =0 £y,

) (32) = @-naw
@ (x 1)

) (2 5) = - @ +aG) (29 # 2)

Ce caractére est de degré g-1 ; il est irréductible si A9 # A .
Soit a un caractére de k* . Les caractéres mn(a,a) et Tm(ao,Nz) (M de

G, sont réductibles et 1'on a la #2gle de dégénérescence :

(3) m(a,a) = nt(a) +1 () -n(ao Nz)= mH(a) -~ (a) ;

(1) Un caractdre A de k3 est de la forme Qo N, si et seulement si 1'on a
A=A .
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(658) CARACTERES DES GROUPES FINIS SIMPLES

les caractéres m*(a) de degré 1 et m(a) de degré q sont .Uvdductibles.

1.3. Pour étendre ce qui précéde au cas du groupe Gn = Gn(k) (noté aussi
GL(n,q) ), on procéde selon les étapes suivantes :

A) Induction : décomposons n en n,+n, avec ns =1, n, >1 . Notons P
le sous—groupe de Gn formé des matrices triangulaires par blocs (g g) avec
ace€ GL'n1 (k) , de€ GL.I_12 (k) . Choisissons un carac;:é;:)'e a, de Gn1 et un carac-
tére a, de an et considérons le caractére (0 d) = aq(a)az(d) de P . Par
induction de P & Gn , on obtient un caractére a4.,02 de Gn .

Notons Cn le groupe des caractéres de Gn ; l'application (o4,02) = 04 o Q2
de Cn1 an2 dans Cn1 +na est Z-bilinéaire et s'étend par linéarité en une mul-
tiplication sur le groupe C = ngo Ch , qui en fait un anneau commutatif (on fait

la convention que Go est réduit a4 1'élément neutre).

B) Caractéres cuspidaux : un caractére irréductible de Gn est dit cuspidal

s'il n'est un composant d'aucun caractére de la forme a4 .02 . Par récurrence
sur n , on montre aussitdt que tout caractére irréductible est composant d'un ca-
ractére de la forme Ajoces ol ot o est un caractére cuspidal de Gni pour
l1<i<r,et n= ny+...4n . I1 y a donc deux problémes d résoudre : la cons-
thuction de caractéres cuspidaux et la décomposition des caractéres %pocerol
comme ci-dessus.

Green [23] a montré que les caractéres cuspidaux de Gp sont paramétrés par
les caractéres A de kX tels que A,Aq,...,Aqn—1 soient distincts. Pour cons-
truire un tel caractére mn(A) de Gn , il donne la table de ses valeurs , en géné-
ralisant la formule (2), puis utilise les thé&orémes deBrauer pour vérifier qu'on a
bien un caractére.

Une autre méthode a été introduite pour n = 2 par Drinfeld, qui a ouvert la
voie a Deligne et Lusztig pour leurs R‘? . Tout d'abord, on a 1'identité polyno-
miale
(4) I(erXa+ oo +on¥a) = A1

dans le membre de gauche, ¢ parcourt l'ensenble des vecteurs non nuls (C1yeee,Cn)
dans K et dans le membre de droite An est le déterminant de la matrice d'élé~
nents x;lJ'l (pour 1<i<n, 1<3j<n). Par exenple, on a Az = X:X3 -x%x, .
Soit V la variété algébrique définie par 1'équation Ag_l =1, avec les compo-
santes irréductibles Va = {in = a} , ol a parcourt k* . On considére la trans-
formation de Frobenius F dans FD qui transforme (xq,...,%n) en (xe,...,x3)

et l'on fait agir linairement le groupe Gpxks par
5 = cX.geee X.) .
(5) (g,t)x (t>13 91%;7 ,tg 9.5%)

Il est immédiat que V est stable par les opérations F et (g,t) ; de plus pour
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P. CARTIER

tout entier m > 1 , 1'équation (g,t)F® = x a un nombre fini Nm(g,t) de solu-
tions dans V . On peut montrer que la série génératrice mg ! Nm(g,t)Um représente
une fraction rationnelle de U , régulidre & l'infini, dont on note ©(g,t) la va-
leur pour U = .

I1 résulte de la formule des points gixes de Lefschetz que © est un carac-
tére du groupe Gnxkn . Décomposons-le suivant les caractdres de ki sous la
forme

(6) e(g,t) = i T(A) (QA(Y) ,

de sorte que chaque Tm(A) est un caractére de Gn . On a e(g,tq) = 8(g,t) d'ou
n-1

na?) = n(a) . Lorsque les caractdres A,A%,...,A% sont distincts, le carac-

tére m(A) de Gn est, au signe prés, irréductible.

C) Paramétrisation des caractéres : pour tout entier n > 1 , soit Xn le
groupe des caractéres de ky - Lorsque m divise n , on a kt’!‘1 < k;‘l et 1l'appli-

cation de norme N : k;‘l — k; est surjective ; l'application a }— aon n de
14

m,n
Xm dans Xn est donc injective. Si.1l'on note X la limite inductive des groupes

Xn par rapport a ces homomorphismes, Xn s'identifie au sous-groupe de X défi-

ni par 1'équation €Y = E . On peut introduire 1'automorphisme de Frobenius

F:EtsEl de X, et Xn est l'ensemble des points fixes de F® dans X .
Pour tout entier n > 1 , on note ©n la partie de % xX? formée des suites

W,E1/+++,En) telles que Ew(i) = F(Ei) pour 1 <i<n . On fait opérer (& droi-

te) le groupe $n sSur ©n par la régle

(6) W/ e B = (A E e B )

On peut alors associer a tout élément 9 = (w,Eq,...,En) de ©n un caractére

o) =10Iw,E1,...,En) de Gn de maniére 3 satisfaire aux régles suivantes :

a) pour 9,9 dans ©nh ,ona (Y =M(8') siet seulement si 9 et J' ap-
partiennent a4 la méme orbite de $n dans ©n ;

b) on a

) TW,E peeerE) o TW' Nypeeeyny) = TW",E yeeesE Myyeeemp)

ol la permutation w" est définie par

(8) w"(l) =w(l),...,w"(n) =wn),w'n+1) =n+w'(l),...,w"(n+m) = n+w'(m) ;
c) pour tout caractére A de k;‘l , on a

(9) n(A) = O(cn,A,FA, ..., FR14A) ,

ol cn est la permutation circulaire 1 —2—3 — ... —n—1.
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(658) CARACTERES DES GROUPES FINIS SIMPLES

D) Décomposition des caractéres : fixons un entier m > 1 divisant n , et

un caractére A de k:; ; posons r = n/m . Soient s une permutation des entiers
1,2,...,r et rl,...,rk

B ]
kmri a km et 1l'on pose

les longueurs des cycles de s . On note N.1 la norme de

(10) Oo (8,A) = AN o ... oT[(AoNk) .

Introduisons les caractéres irréductibles ¢ de Sr ; en posant

(11) a(e,n) = % Z  @(s)0o(s,n) ,
S€S,
on définit des caractéres irréductibles de Gn , et 1l'on a la formule de décompo—
sition
(12) Oo(s,A) = Z @(s™")a(p,A)

®
(les coefficients ¢@(s~7) sont entiers). Les caractéres de Gn de la forme
Oo (s,A) sont aussi les caractéres de la forme H(w,Fi(l) (A) ,...,Fi () A))
Avec les définitions précédentes, on obtient tous les caractéres irréductibles
de Gn sous la forme

(13) O@ /) o+t 000 ,A)
ol aucun Ai n'est égal a Ft(Aj) pour j #1i .

1.4. On sait que les caractéres du groupe symétrique Sr sont paramétrés par les
partitions de l'entier r ; de plus, la classe de conjugaison d'un élément g de
Gn se décrit en domnant les valeurs propresdistinctes KireeorXg de g dans F,
et, pour chacune de ces valeurs propres, les diviseurs élémentaires
(t—xi)r(i’]),...,(t—xi)r(i’ki) , o0 r(i,1),...,r(ik,) est une partition de la
multiplicité r, de X, . De plus, si X est une valeur propre, il en est de mé-
me de x9 ¢, avec conservation de la multiplicité r et de la partition donnée par
les diviseurs élémentaires. D'aprés les résultats de Green rappelés en 1.3, on
peut donc mettre en correspondance bijective classes de conjugaison et caractéres
de Gn au moyen d'un isomorphisme de F* sur legroupede caractéres X (noter que
ces deux groupes sont isomorphes 3 Z » /Z , od Z ®) se compose des nombres ration-
nels a/b avec b premier 4 la caractéristique p de F ).

I1 est tentant d'appeler unipotents les caractéres irréductibles de Gn qui
correspondent aux classes d'éléments unipotents. Posant Rw =n(w,1l,...,1) pour
w dans $n , on voit que les caractdres unipotents de Gn sont les caractéres
irréductibles intervenant dans un des RW . Posons aussi

(14) Rz‘p = o(w) Rw

Loz
n: we 5!1
pour tout caractére irréductible ¢ de % . On a les résultats suivants :

;

a) Les caracteres unipotents de Gn sont Les R(’;
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b) 44 Bn désigne Le groupe des matrnices triangulainres supérieurnes dans Gn ,
akors Ry est Le caracterne induit de Bn a4 Ga par 1 (noté 1‘;2 )

c) Les caracteres innéductibles de Gn Antervenant dans R, (La "sérnle prin-

cipale") sont indexés sous La foxme S(p par Les caracteres irndductibles de $n ;

d) ona R* =S8 ur .
) on 5 o PO tout o

Nous allons généraliser aux autres groupes de Chevalley la définition des Rw .
Les propriétés b) et c) restent vraies, mais non a) et d) (contrairement & une af-
firmation célébre de Gelfand : "Pour les autres groupes, le résultat est le méme,
mais la démonstration est différente").

2. RAPPELS SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES

2.1. On considére dans la suite un groupe algébrique agfine G Asur Le corps algé-
briquement clos T , et un endomorphisme F de G . On suppose que F est un en-
domonphisme de Frobenius : il existe des entiers strictement positifs a,b,n et
un isomorphisme i de G sur un sous—groupe algébrique de GIn(F) avec la pro-
priété i(Fag) = ng(g) , 00l g parcourt G et o F, est 1l'endomorphisme
(g;,) = (g§y) e Gn@®

Rappelons quelques propriétés de base :

a) L'application F est un automorphisme du groupe "abstrait" G, mails son
invense n'est pas un homomorphisme de groupes algébriques ;

m ’
b) powr tout entier m=1 , Le groupe G des points fixes de F" est fi-
ni (en particulier G est fini) ;

c) ona G= UGFm;
m>1

d) L'application gt g '.F(g) de G dans G est surjective ("théoréme
de Lang").

2.2. On suppose désormais que G est rlductif et connexe. Il existe alors un tore
maximal T de G , et un sous-groupe de Borel B contenant T , tous deux stables
pat F . On note X(T) le groupe des homomorphismes de groupes algébriques de T
dans X ; c'est uyn Z-module libre, dont le dual sera noté Y(T) . Soit aussi

W (ou W(T) ) 1le grouwe N/T , o0 N =NG(T) est le normalisateur de T dans
G . Il opére dans X(T) et Y(T) . On note @ l'ensemble des racines ; c'est une
partie de X(T) . On définit aussi une bijection at—a’ de ® sur une partie
o’ de Y(T) ; on a <cxv,cx> =2 pour tout a , et les réflexions contenues dans
W sont de la forme Sy X - x—<av,x> .a . De plus, B détermine une base A
de ® (au sens de Bourbaki [2]), donc un systéme générateur S = (soc)chA de W
pour lequel (W,S) est un groupe de Coxeter. On note &@*F (resp. ® ) l'ensem-
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(658) CARACTERES DES GROUPES FINIS SIMPLES

ble des racines positives (resp. négatives) par rapport & A .

Comme T et B sont stables par F , on définit une action naturelle de F
sur les groupes X(T) , Y(T) et W . Si a est une racine, F(sy) est une ré-
flexion dans W , donc F(a) est multiple (entier) d'une racine F(a) qui est
simple, ou positive, ou négative, en méme temps que a . On peut considérer X(T)
comre un réseau dans un espace vectoriel réel XR(T) de dimension finie. Supposons
d'abord que G soit quasdi-simple, donc que le groupe de Coxeter (W,S) posséde
un graphe de Dynkin connexe. Il existe un nonbre réel go > 0 et un automorphisme
Fo de XZIR(T) d'ordre fini c , tels que F = goFo ; en général, do est une
puissance de la caractéristique p de F , les cas exceptionnels étant fournis par
les groupes de Suzuki et Ree (0l p=2 ou 3, et Qo =pm+1/2
tier). Soient V 1l'espace des points fixes de Fo et 9§ le projecteur
(1+Fo+...+Fg ')/c de Xp(T) sur V ; onnote ¥ Ll'ensemble des &léments de
9(®) qui ne sont pas de la forme u.9d(@ avec u>1 et a € ® . Alors ¥ est
un systéme de racines dans V , dont le groupe de Weyl associé est 1l'ensenble WF
des points fixes de F dans W . Lorsque G est semi{-s{mple, on définit encore
¥ en décomposant au préalable @ en systémes de racines irréductibles.

avec m= 0 en-

2.3. Les sous-groupes B et N de G forment un systéme de Tits (ou BN-paire),
et satisfont donc aux axiames donnés par Bourbaki [2, page 22] ou Carter [5,
page 22]. De méme, les sous—groupes BF =BN GF et N'F =NnN GF de GF forment
un systéme de Tits dans le groupe fini GF .
2.4. Pour certains résultats, on doit exclure (au moins provisoirement) quelques
cas exceptionnels. On dit que p est mauvais dans les cas suivants (1) :

-p=2 et G n'est pas de type 3, ,

-p=3 et G est de 1l'un des types Gz, Fy, E¢, E; et Eg ,

-p=5 et G estde type Es .

Dans les autres cas, on dit que p est bon. Si 1'on exclut en plus le cas o G
est de type A£ et ol p divise £+1 , on dit que p est tres bon.

3. LES CARACTERES DE DELIGNE - LUSZTIG

3.1. A chaque racine o est associé un sous-groupe Uc. de G, de dimension 1 .
Soit J une partie de A ; on lui associe les sous-groupes suivants de G :

- LJ est engendré par T et Ua U U—o. pour o dans J ,
- UJ est engendré par les Uo. oli a est positive et n'est pas combinaison
linéaire des €léments de J ,

(M On utilise la nomenclature traditionnelle des groupes de Lie simples en Aﬂ’
Bgs Cps» Dy Epy Fyy Gy -
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- PJ est le produit semi-direct LJ .U

Dans la suite de ce n°, on écrit simplement L , U et P .

Choisissons (s'il existe) un élément w de N tel que oF(L)w™!' =1L , et no-
tons w l'image de ® dans W = N/T ; alors vwF applique tout élément de J sur
un multiple d'un élément de J . La variété de Lusztig SL,u) se campose des X
dans G tels que x 'F(x) appartienne & UwF(U) . L'endomorphisme g b «F(g)w™1
de L est un endomorphisme de Frobenius qu'on note «F , et dont 1l'ensemble des
points fixes est un sous-groupe fini “F de L . On fait opérer sur la variété
SL,co le groupe GF par translations & gauche et LwF par translations & droite.
Par suite, pour tout entier i > 0 , le groupe de cohamologie &tale & supports pro-
pres () H(i:(SL,co’éﬂ) est un bimodule sur G x 1% . Si A et B sont deux an-

neaux, on associe a tout (A,B)-bimodule P un foncteur N =>P ®B N de la catégo-

rie des B-modules a gauche vers celle des A—modules. On définit donc des fonc-
G,1

teurs RL © qui 3 toute représentation V de L associent des représentations
de GF . On pose, dans le groupe de Grothendieck R( GF )
G i G,1
15 V= I (-1 V.
( ) RL,(L) i>0 ( ) RL,Q)

L'opération RE © s'appelle 1l'induction de Deligne - Lusztig ; elle ne dépend que
de w et peut se noter REW .

3.2. Voici quelques cas particuliers :

a) Supposons que L soit stable par F et prenons w=1.0n a SL 1 —GFU
et PI , est 1'{nduction de Harnish-Chandna ; autrement dit, si FV e;,t l'espace
d'une représentation de rF , on étend cette représentation & P = o en fai-
sant agir ot par 1l'identité sur V , puis on induit de P ad a sens usuel

de Frobenius.

b) Supposons que J soit vide, d'od L =T et P=B . Si 9 est un carac-
. . 5 PR
tére du groupe commutatif ™F , on cbtient un caractére de GF , noté RW .

c) Plus particuliérement, si 1'on a d la fois J =0 et w=1, on obtient
les caractéres R'? de la sénie principale, obtenus en induisant de P 3 & les
caractéres (2)  tu - 9(t) (pour t € ™ , ue€ UF ).

3.3. Il est camode d'exprimer les définitions précédentes au moyen des nombres de
Legschetz. Soient S une variété algébrique sur le corps F et I' un groupe fini

agissant sur S ; on définit un caractére (virtuel) “CS de T' par la formule

(1) On note ﬁz une cldture algébrique du corps @p des nombres {-adiques ; on
suppose £ # p .

. - < F . F
(2) Ici, nous interprétons un caractdre de T comme un homomorphisme de T dans
QE et non dans % !
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B i i,0 =
(16) L0 = 317 Tr(v|H (5,8)) -

Soit F une transformation de Frobenius dans S , qui commute d l'action de T .
Si F' est une transformation de Frobenius de S , la formule des points fixes de
Legschetz-Grothendieck s'écrit
(17) 1S = 2 DF | (5,8))

i>0 ¢

1
(on note SF 1'ensemble des points fixes de F' dans S , et |A| le cardinal

d'un ensemble fini A ).
Soit Yy dans I ; on définit la série génératrice

_ m
(18) Lotvivt) = nél Nt ,

ot Nm(y) est le nombre des points fixes de YFm dans S . Comme YFm est,
pour tout entier m 2> 1 , une transformation de Frobenius, on déduit de la formule
(17) 1la relation ) )
(19) Lotyit) = (=17 Tr(vF(e-F)~1[H(S,D))
i>0

De 13, il résulte que -L (v; t') est une graction nationnelle de t , dont La
valeur en t =0 est Le nombre de Lefschetz °CS (Y) ; en particulier, ce nombre ne
dépend pas de £ .

La formule suivante exprime la relation avec les fonctions L d'Artin, no-

tées L(t,x) , correspondant aux caractéres irréductibles x de T :

_ d
(20) £S(Y;t) = >)3( x(Nt g¢ log L(t,x) .

Appliquons ce qui précéde aux caractéres Rs de GF . On considére la varié-
té Y, = Sp © formée des éléments x de G tels que x 'F(x) appartienne a
’
UwU (o U désigne le radical unipotent de B ). On fait agir T = GF x TWF

sur S=Yw par

(21) (g,8)y = gys™' ;

le nombre de Lefschetz correspondant est donné par

(22) £y (@9 =2 R@96) (ec , serh),
b,

ol 9 parcourt les caractéres du groupe fini commutatif TWF .

3.4. En général, les caractéres Rs sont, au signe prés, irréductibles. Pour étu-

dier leur décomposition dans les cas dégénérés, on introduit

- un isomorphisme . de X avec FX ,
- un groupe G* en dualité avec G .

Autrement dit, G* est un groupe algébrique, réductif, connexe, sur le corps F ,
muni d'un endomorphisme de Frobenius F* , d'un tore maximal T* et d'un sous-
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groupe de Borel B* contenant T* . On suppose que T* et B* sont stables par
F* . On introduit X(T*), Y(T*), W*, ¢*, o*V, A* en analogie avec le cas de G ,
et 1'on se donne un isamorphisme A de X(T) sur Y(T*) , qui applique @ sur
O*V et satisfait 3 la régle A(Fu) = F* . A(u) pour u € X(T) . Alors A définit
des isamorphismes de Y(T) sur X(T*) , de @ sur @* , de W sur W* . On
identifie W &8 W* aumoyen de A .

Indiquons comment {dentifier Le groupe des caractines de ™ a L' ensemble
des points gixes de F dans X(T) ® X . Pour cela, on choisit deux entiers r > 1
et s21 tels que Fr(t) = q pour tout t&ZT.SoitvSunca.rac:terev:]e'I'F
et soit T(s) le sous-groupe de T formé des elements t tels que tq =t ; on
définit un homomorphisme N : T(s) — TF par N(t) = Tr F (t) , d'oll un carac-
tére 9' =8,N de T(s) . Mais le groupe des caracteres de T(s) s'identifie &
X(T) ®Xs : 3 u®v correspond Vou, ol u, oz T(s) ——>k; est la restriction
a T(s) de l'hamomorphisme u : T —TF* . L'élément de X(T) ® X ainsi obtenu
d partir de 9' ne dépend pas du choix de r et s .

Dans ce qui précéde, on peut remplacer F par wF ; ayant choisi L et A ’
on obtient un isomorphisme A ® L de X(T) ® X sur Y(T*) ® FX et ce dernier
groupe est canoniquement isomorphe & T* . En conclusion, on a défini un Lsomon-

*
phisme du groupe des caractéres de ™ avec Le ghoupe v

3.5. On peut maintenant décomposer en sous-familles 1'ensemble des caractéres ir-
réductibles de G . Soit s un élément semi-simple de G*F* . Il existe des élé-
ments t* de T* et w de W tels que t* soit conjugué 3 s* et wWEF*(t*)=t*;
comme t* appartient & T*WF* y il lui correspond un caractére 9 de ™ . on
note E(GF,s*) l'ensemble des caractéres irréductibles qui interviennent dans
1'un au moins des caractéres de Deligne - Lusztig RS pour tous les choix possi-
bles de t* et w.

On a alors le résultat suivant :

*
a) Sodent s* et s'* deux éLéments semi-simples de e L s s et s'*
*
sont conjugués dans *F , Les ensembles E(GF,s*) et E(GF,s'*) sont égaux ;
sdnon, LLs sont disfoints.

b) Tout caractene imdductible de G appartient a £'un des ensembles
F
E(G ,s*) .

c) Supposons s* nZgulien (son centralisateur dans G* est un tore maximal).
Mons  E(G,s*) contient un seul ément.

3.6. Spécialisons la théorie au cas G = GIp(F) , avec 1l'endomorphisme de Frobenius
donné par Fg = (g ) pour g = (gij) . Pour T (resp. B ), on prend le groupe
des matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures). Le groupe W s'identi-

fie & $n . ILe Z-module X(T) posséde la base (€4,...,En) avec t-:r(t) = trr
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pour t = (tij) ; soit (e*,...,eX) la base duale de Y(T) = HomZ (X(T),Z) . Alors
® se campose des si—t-:j et 1'on a (ei-ej)" =e’{—e’3§ ; de plus, A se compose

des racines €, "€ pour 1< i<n-1.

On peut mettr;HG ‘en dualité avec lui-méme, de sorte qu'on ait G* =G,
T =T , B* =B et que l'isomorphisme A de X(T) sur Y(T*) = Y(T) applique
e, sur e’i* pour 1< i<n.

Fixons w dans W et un caractére O de '1'WF . D'aprés le n® 3.4, 9 s'i-
dentifie & un élément de X(T) ® X invariant par wF . Si 1'on pose
9=, ®E1+...+en®En , Oon a Ew(i) =F§i pour 1< i< n et le caractére RS
de GF = GIn (k) ocoincide avec celui qu'on a noté O(w,E+,...,En) aun® 1.3, Q).

Choisissons un isamorphisme . de X sur F* . Notons C k= X(C) la bijec-
tion définie au n° 1.4 entre classes de conjugaison dans GF et caractéres irré-
ductibles de G . Soit s* un &lément semi-simple de & ; pour tout élément uni-
potent u* de GF commutant & s* , soit C(u*) la classe de conjugaisonde s*u*.
Alors Y C(u*) 4e compose des éLements de & ayant mémes valeurs prophes que
s* . Deu;ol’_ws, E(GF,s*) se compose des caracteres de La forme x(C(u*)) .

4. DECOMPOSITION DE JORDAN DES CARACTERES

4.1. Par définition, un caracténe de ¢ est undipotent (M 5'LL appartient a
E(G,1%) ol 1* est £'¢hément unitd de G* .

Comme le groupe de Borel B est égal 3 son normalisateur dans G , l'espace
homogéne G/B s'identifie par(? gBl— €8 3 l'ensemble B des sous—groupes de
Borel ; on peut donc considérer B comme variété algébrique munie d'un endomor-
phisme de Frobenius F provenant de celui de G . On sait que G posséde un nom-
bre fini d'orbites dans B x'B , indexées sous la forme (C(w)) wew ° cette orbite
se campose des paires (88,8 B) avec g 'g' € BwB . On définit une partition
B = v_vjéil X(w) , en sous-variétés localement fermées stables par el , par la rela-
tion

B € X(w) <> (B,F(B)) € C(w) .

Soit w € W ; on écrit R, pour R:, , ol 1 est le caractére unité de ™ |
Avec les notations de 3.3, le caractére Rw de GF est égal au nambre de
Lefschetz

(23) R () =L pour g€ @ .

X(w) (9)
Alors les caractéres unipotents sont les caractéres irréductibles qui intervien-
nent dans 1'un d%s Rw . Notons que X(1) = GF/BF est fini, donc R, est la re-
présentation lgF .

F e s s .« . . .
(1) Dans le cas G = GLn(k) , cette définition coincide avec la convention faite
o
au n° 1.4,

(2 on &crit GH pour gHg~' 1lorsque H est un sous-groupe de G .
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4.2. Dans un groupe algébrique G , on a la décomposition de Jordan : tout &lé-
rent g se décompose de maniére unique sous la forme su , ol s est semi-simple,
u est unipotent et su = us . Pour déterminer les classes de conjugaison dans GF
il suffit de déterminer les classes de conjugaison semi-simples, puis pour chaque
élément semi-simple s dans G , déterminer les classes de conjugaisonunipotentes
dans C ,o0u C= Z°(s) est la composante neutre du centralisateur Z (s) de s dans G.
De maniére analogue, on a E(GF) —-_u t‘E(GF s*) , o s* paroourt les classes
de conjugaison semi-simples dans G* F B et E(GF ) est l'ensemble des carac-
téres irréductibles de GF . On va associer a s* un groupe auxiliaire dont les
caractéres unipotents correspondent aux &léments de E(GF ,5%)
On suppose désonmais que Le centre Z de G et un schéma néduit ef conmexe
il revient au méme de supposer que le groupe X(T)/Q(®) est sans torsion, ol
Q@) est le sous-groupe de X(T) engendré par ® . Le sous-groupe ZG(s*) est
alors réductif, connexe et stable par F* ; il existe un groupe algébrique G(s*)
réductif, connexe, & centre connexe, mmi d'un endomorphisme de Frobenius F, en
dualité avec Z;(s*) . En general, G(s*) ne &'identifie pas & un sous-groupe
de G.

Posons pour abréger G¢ = G(s*) , G = ZG (s*) . Choisissons T,,B; stables
par F, dans G, , et Tj ,B’: de maniére analogue dans G . Alors T: est wn
tore maximal dans G , stable par F* et contenant s* . Il existe un élément h
de G tel que hTih~' = T* . Introduisons le normalisateur Nt de T dans G
et le groupe de Weyl W, = Nj/T% . L'automorphisme intérieur associ€ & h définit
un isomorphisme wq k- w; de Wy sur wn sous-groupe de W . Posons t* = hs*h—1
et w=F(h).h'; alors w appartient & N* et définit un &lément w de W .
Pour tout w, dans W, , posons R = R?nw ol 9 est le caractdre de T V¥
correspondant & s* . Alors E(Gf 1,1*) (resp. E(GF ,S*)) se compose des caractéres
irréductibles dbtenus par décomposition des Rw1 (resp. §w1 ).

Le théoréme fondamental de Lusztig [17] affirme que 1l'on peut déginirn une bi-
jection x b= X de E(G',1%) sun E(G,s%) avee La propriits suivante : £a mul-
tiplicité de x dans R,, st dgaled celle de X dans ‘RW1 .

La définition de cette bijection se fait cas par cas, au moyen de la connais-
sance extraordinairement détaillée que Lusztig a-acquise des caractéres unipotents
(voir les 100 pages de tables dans le livre de Carter [ 5]). Nous en retracerons

quelques étapes.
5. CONSTRUCTION DES CARACTE)RES UNIPOTENTS

5.1. On a supposé que le centre Z du groupe G était réduit et comnexe. Or on
ne change pas les classes de conjugaison unipotentes, ni les caractéres unipotents
en remplacant G par G/Z . Le groupe G/Z est produit de groupes simples per-
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mutés entre eux par F , et 1l'on peut se ramener au cas ol G est simple et ad-
joint : le Z-module X(T) est engendré par @ .

5.2. La série principale comprend les composants irréductibles de la représentation
R, = 1§§ . L'algebre de Hecke H(G',BY) = H est par définition 1'algdbre des endo-
morphismes du G -module R, . Come G est muni d'un systéme de Tits (B ,N')

(cg. n° 2.3), les doubles classes de GF modulo B sont paramétrées par le grou-
pe W . Comme 1'a montré Iwahori, 1l'algébre H a une base (Tw)WEWF satisfaisant

aux conditions suivantes :
a) on a T T =T . L Llww') = L(w) +2(w") ,

b) pour toute néflexion s associle a une racine simple du systeme de naci-
nes, L€ existe une constante pg > 0 entiene telle que L'on ait

(24) (T, +1) (T, -p) =0 .

De plus, p, ne dépend que de La Longueur de La hacine associée & s . Lorsque G
est déployé pour F (c'est-a-dire qu'on a F(t) = t% pour t dans T ), on a
W=WF et p, =q pour tout s ; mais pg n'est pas constant pour le groupe pro-
jectif unitaire PUzn(g2) de type 2Azan-4 dont le diagramme est décrit ci-dessous
avec les poids pg :

9 q® q2 q¢2 2 q

— o —o ¢ ————————— —«—» (n somwets) .
5.3. Définissons maintenant 1'afgebre générique associée au groupe de Weyl W'
d'un systéme de racines @' . Le choix d'une base A' de ®' définit une partie
génératrice S' de W' . L'algébre H(u) est définie sur 1l'anneau de base

A = QD[u,u'] et posséde une base satisfaisant aux conditions a) et b)

(Tw)wew'
ci-dessus avec p, = u? pour tout s € S' . Lorsque les racines sont de deux lon-
gueurs différentes, on introduit aussi 1'algébre H(u,v) sur 1l'anneau de base

A = @[u,u1,v,v1] avec pg = u? si s correspond & une racine courte et

pg = v2 sinon.

Soient K une algébre cammutative sur @ et u, un élément inversible de K;
on définit de maniére évidente la spécialisée H(uo) de H(u) qui est une algébre
sur K . En particulier, H(1) est £'algebre KW' du ghoupe W' . D'aprés un
théoréme de Tits, si K est un corps de caractéristique 0 , toute spécialisée
semi-simple H(uo) de H(u) est isamorphe & l'algdbre de groupe KW' ; en parti-
culier, on peut paramétrer les représentations irréductibles de H(uo) au moyen
des caractéres irréductibles de W' . Grace 3 dix années d'effort de nombreuses
personnes, dont Curtis, Iwahori, Kilmoyer, Hoefsmit et Lusztig, on peut expliciter
cette correspondance. Tout d'abord, tout caract®re irréductible ¢ de W' est
défini par un @W'-module irréductible E(D : d'aprés un critére classique, il suf-
fit de vérifier que si le nombre premier r ne divise pas 1l'ordre de W' , tout
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lément w de W' est conjugué & w' . On construit explicitement un module E(o,u
sur l'anneau H(u) qui est libre de rang fini sur Qlu,u"] . Soit o un homomor-
phisme de A = @[u,u'] dans un corps K de caractéristique 0 , et soit
Uo = o(u) . Alors les H(uo)-modufes irrndductibles sont Les modules de La forme
E(D,UO = Ecp,u (Z)A K ; en particulien, E(p = E(p’1 est un KW'-module {rnéductible .

On a des résultats analogues pour H#(u,v) et en particulier H(u) apparait
comre la spécialisée H(u,u) de H(u,v)

5.4. Revenons & la 4&rie principale. Dans le cas déploye, H(GF,BF) est la spécia-
lisée H(g'/2) de H(u) , et c'est une algdbre semi-simple. Soit V l'espace de
la représentation R; de GF . Sur V , on aa la fois une action de e et une
action de H (GF,BF) et elles commutent ; on peut alors décomposer canoniquement

V sous la forme

(25) V=® (W BE, ),

~

ol ¢ parcourt l'ensemble des caractéres irréductibles de W . Ie groupe cF agit

uniquement sur les facteurs V(D et H (GF,BF) sur les facteurs E(D,q‘ s2 - L'espa-

ce V(p est le siége d'une représentation irréductible de GF , dont on notera Sco

le caractére. Comme la dimension de E<D, q1/2 a

on a décomposé le caractére Ry de GF sous la forme % deg (o) . S -
La dimension de V(p , c'est-a-dire le degré de S<D , Sse calcule au moyen du

"degré générique" : celui-ci est 1'élément dp(u) de @[u,u'] défini ainsi :

est égale 3 celle de E(D =E ,

P, 1

T w2t

€W
(26) d_(u) = deg(o) -

©® =24 (w)
e | Up, 0 %, =1 (W

27 Qp, (@ = Tr(T [E, ) .
On a alors deg(S(D) =d(p(q1/2) . On remarquera que l'on a Q(p w(1) = o(w) et donc
d(p(l) = deg(p) en vertu de la relation Ew oW oW ") = Wl .

w

Dans le cas particulier G = GIn(F) , F(g) = (ggj) déja considéré, on a

W =

#n et les caractéres ¢ de W sont indexés par les partitions de l'entier n.
Si, par exemple, ¢ correspond & la partition (d1 g .,dm) de n avec
1<d <...<d e 4,+...+d =n, ona

1 m 1 m

IA

n . . o e(j)
@  a@/ =q 3 JRRCESY e @) T @07
en posant e(j) =dj+j—1 .

Le cas non déployé requiert peu de changements. On remplace le groupe W par
le sous-groupe W oet 1'algébre H(GF,B.F) est spécialisée d'une algébre H(u)
ou H(u,v) : dans le cas de H(u,v) , on remplace %’w(u) par un élément analo-
que Q(D’W(u,v) de OQ[u,ut,v,v-'] et uu(w) par u2ay?2b , o0 a (resp. b))
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est le nonbre de racines courtes (resp. longues) intervenant dans une décomposition

W=S ...8] de longueur r = £(w) minimale.

5.5. Pour la forme déployée de GLn , tout caract@re unipotent appartient a la sé-
rie principale. Il n'en est pas de méme en général : pour le groupe projectif sym-
plectique PSps(k), il y a 6 caractéres unipotents et la série principale n'en com-
prend que 5 ; le caractére exceptionnel a été découvert par Srinivasan en 1968 et
noté par elle 940 (il est de degré 5 q(q 1)?) .

Rappelons qu'un caractére J.rreductlble de G est dit cuspidal s'il n'inter-
vient dans aucun caractére de la forme RL 1LlJ , o L est de la forme LJ , avec
J#A et F(L) =L, etou ¥ estuncaracterede rf (cg. n° 3.1). Pour tout
groupe L de la forme précédente, on appelle L-série l'ensemble S(L) des carac—
téres irréductibles de GF obtenus par decomp051t10n des caractéres induits Ii 1
ol ¢ est un caractére cuspidal unipotent de L .Si L et L' sont deux sous-
groupes de ce type, les ensembles S(L) et S(L') sont égaux ou disjoints selon
que L et L' sont conjugués par W ou non. Les diverses L-séries forment une
partition de 1l'ensemble des caractéres unipotents de & ; en particulier, la
G-série se compose des caractéres unipotents cuspidaux de GF .

Pour un groupe classique, i existe au plus un caractére unipotent cuspidal ;

on en trouve dans les groupes suivants

+ _
PU 245y /2@ 1 POyua,n0,1 (@) 1 PSPyga,, (@) 4 PO32(A) 4 P2 (@) -
Pour les groupes exceptionnels (y compris ceux de Suzuki et Ree), la situation

est plus complexe (voir [5, pages 457 & 465]) ; on trouve jusqu'a 13 caractéres
unipotents cuspidaux pour Eg(q) .

Il reste & décamposer les caractéres induits RL v Notons Vw 1'espace
d'une représentation de GF ayant ce caractére et Alb 1'algébre semi-simple

formée des opérateurs dans V, , qui camutent & 1'action de GF . Howlett et
Lehrer ont étudié la structure des algébres Ad) ; on trouvera la théorie au cha-
pitre 10 du livre de Carter [5], et une table explicite & la page 464. Il se trou-
ve que les algébres Alb considérées sont toutes des algébres spécialisées d'une
algédbre H(u) ou H(u,v) et 1l'on peut donc reprendre, en l'adaptant, la méthode

utilisée pour la série principale au n° 5.4.

5.6. Illustrons ceci sur l'exemple du groupe unitaire PUn(g2) . Pour chaque en-
tier s =21 pour lequel n—%(sz+s) est un entier pair 2m , il y a une L-série
de caractéres unipotents. Le groupe L(s)F correspondant est isomorphe a
(52 +s) /z(q ) il posséde un unique caractére unipotent cuspidal g et l'on
3 décamposer RL(s) ¥, - L'algdbre A‘J’s est du type de Hecke H(q2s*1,q%)

pour le systéme de racines B :

q2 q2 q2 q2
o0
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Tous calculs faits, on trouve que les caractéres unipotents de PUn(g2) sont
paramétrés par les partitions (d],...,dm) de l'entier n . Le degré d'un tel ca-
ractére s'obtient en changeant g en -g dans le second membre de la formule (28),
puis en changeant éventuellement le signe du tout pour avoir un degré positif.

6. CARACTERES ET DEGRES FANTOMES (1)

6.1. On généralise ce qui est dit aux n°°

1.3 et 1.4 sur la paramétrisation des
caractéres de GLn (k) et la construction des caractéres R"

Les caractéres Ig, de Deligne - Lusztig dépendent d‘un élément w de W et
d'un caractére 9 de T . Campte tenu de l'identification faite au n° 3.4, in-
troduisons la partie © de W x (X(T) ® X) formée des couples (w,d) tels que

wFS = O ; on fait opérer le groupe W =ur @ par la régle
(29) w'. (w,9) = (W'wFWw')"",w'S) .

Les résultats fondamentaux de 1l'article de Deligne - Lusztig [22] se reformulent
ainsi :

a) S¢ (w,9) et W',D') appartiennent a La méme orbite de W dans © ,
Les canactenes R‘: et RS: sont ggaux.

b) Supposons que & et I9' n'appartiennent pas a La méme onbite de W dans
X(T) ® X . Alons Les caractenes Rg et R2: sont disfoints ; authement dit, ALs
n'ont aucun composant {uviéductible commun.

c) On a La nelation
(30) <R3,R8>GF = |Ww,9) |

ol W(w,d) est Le stabilisateur dans W du point (w,d) de © . Autrement dit,
si 1'on décompose Rs en caracteres 1rreduct1bles sous la forme
S =d Xt e X, ¢+ Ona d +...+d = |W(w,9)| . En particulier, R::} est ir-

reductlble au signe prés si w(w 9) est réduit a l'élément neutre.

6.2. Considérons W comme un groupe d'autamorphismes de 1l'espace vectoriel réel
XJR(T) ; de méme, F agit sur X (T) . On note W le groupe engendré par W et
F ; il se compose des automorphlsmes WS de XZIR(T) et 1'on a

(31) wFl . w'Fj = wF1 w') . F'l+j

On considérera des représentations linéaires de W dont la restriction a
W est irréductible. Une telle représentation 7 est définie par une représenta-
tion irréductible m de W , équivalente a TLF (o rtF (w) = n(F(w))), et un opé-
rateur F dans l'espace de la représentation m tel que nF (W) = Fr(w)F pour
tout w€ W . On a alors ﬁ(wFi) = n(w)fT‘i . On se limitera au cas o l'on a F® =
pour m assez grand ; lorsque T est donnée, F est alors défini 3 la multipli-

(1) Dans cette partie, on suppose que G est & centre connexe.
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cation prés par une racine de l'unité.

6.3. Soit @ un caractére irréductible de W tel que o(w) = @(F(w)) pour tout
w € W . Alors ¢ est le caractére d'une représentation m de W que l'on peut
prolonger en une représentation T de W , de caractére @ . On posera

(32) R(% = W1 wéw QWFR .

En général, la fonction P% sur GF n'est pas un caractére, 3 cause en particu-
lier du dénominateur |W|~1 . Cependant, c'est un caractére dans deux cas parti-
culiers :

a) Si @ est le caractdre unité de W , prenons pour @ le caractdre unité
de W .Alors R = |WI~" I R est le caractere unité de G .
wEW W

b) Définissons le caractére € de W par

(33) ew) = det(w) = (-1)¢™

(o w est considéré comme transformation linéaire dans X]R(T) ).

Posons &(wF') = e(w) . Alors le caractire Rg = |Wl=1 I (»:(w)Rw n'est autre que
. wWEW

le caractere de Steinberg de c .

De la formule (30), on déduit les relations d'orthogonalité (")

(34) |6¥|- ¢ B BORL @) = 6y

6.4. Chaque €lément de X(T) ® X est fixé par une puissance assez grande de F
et 1'on peut donc étendre a W l'action de W sur X(T) ® X . Soit s* une
classe de conjugaison semi-simple dans G*F* (c§. n°® 3.5). I1 lui correspond une
orbite de W dans X(T) ® X stable par F ; choisissons un élément 9 de cette
orbite. En remplagant dans ce qui précéde W par le stabilisateur W(9) de 9,

on définit des fonctions centrales R(,"f) g Swr GF . Mentionnons seulenent les deux
’
caractenes Lunéductibles
(35) R (s*) = [W(9) |1 T RS, R (s%) = [W®) |1 2 e )R ;
w v € W 1%

on a noté W(9) le stabilisateur de 9 dans W , et la samation porte sur les
€léments w de W tels que wFS =39 .

Le nombre des classes de conjugaison semi-simples dans G*F* est égal a
|ZF|qZ ;00 Z est lecentrede G, et £ est la dimension de T/Z . Dans cha-
que famille E(GF,s*) , on dispose des deux caractéres Ri(s*) et R; (s*) . La

somme des IZF]qI’ caractéres R;(s*) est le caractére de Gelfand -Graev I , in-

(1) Les valeurs des caractdres étant des sommes de racines de 1'unité, on peut les
considérer, au choix, comme éléments de @y ou de & . Pour un tel nombre c,
le complexe conjugué € est défini sans ambigliité.
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duit de UF a GF par un caractére ( de degré 1 , en "position générale". De
maniére analogue, on a une relation

(36) T als*)R(s*) = |2¥|qtc ,
S*

ol chaque a(s*) est égal & *1 , et ol C est la fonction caractéristique de
1l'ensemble des &léments unipotents "réguliers".

6.5. Pour tous les caractéres 9 de TWF , les caractéres R: de GF ont le mé-
me degré
(37) deg () = detw) |G| . [oF|-1 . |7°F|-1 |
Des propriétés de la décomposition de Bruhat, on déduit la relation
(38) I = |¢F| . 7] = W
wen®
De plus, on a
(39) |TF |= |detE-1]x m) | , |1 = |det P - 1|Xp (1) | 5

enfin, par définition des caractéres R(% , on a
40 deg(RY) = |W|-" 2 JwF)deg(R) .
(40) 9(RY) = [W|=1 I wF)deg(R,)

Explicitons ces formules dans le cas déployé. On a alors W =W et F agit
par multiplication par g dans )L_IR(T) ; de plus, on a W=Wx <> , OO <F> est
le groupe cyclique infini engendré par F , et 1'on étend tout caractdre ¢ de W
aw par (p(wFi) = @(w) . Il existe deux polyndmes 13“) et P(p tels que 1'on ait

(41) deg(S(D) = P(D(q) ’ deg(R(’[‘J) = P(D(q) i
d'aprés les résultats du n®° 5.4, on a
PERTAC)
(42) B, = deg(o) ———prsth :
EIENEE TS
On a aussi
(43) P =W-10-w’ 3z E™ 3 owdetd-w)- .
© wewW wew

Lorsque G =GIn(F) , on a S(D = R:) et 1'on a obtenu tous les caractéres
unipotents. Dans le cas général, on dit que R(*D est le fantome de S(p . Le degnre
fantome d'un caractére unipotent est défini ainsi
deg (R(’;) si x=8

(44) deg* (x) = { @

0 sinon .

Une des grandes réussites de Lusztig est 1'élucidation des rapports entre le degré
et le degré fantdme d'un caractére. Il faut pour cela étudier les repré@sentations
du groupe de Weyl en détail.
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7. CARACTERES DU GROUPE DE WEYL ET "FAMILLES"

7.1. On suppose désormais que G est un groupe adjoint déployé par F . Soit U
1'espace vectoriel réel XJR(T) , de dimension £ . Le groupe W est un groupe de
transformations linéaires dans U , engendré par des réflexions. On étend 1l'action
de W & 1l'algébre symétrique S construite sur U , graduée de la maniére usuelle.
On note aussi S' la sous-algébre des invariants de W dans S ; on sait [2] que

Sw est une algébre de polyndmes engendrée par des éléments hamogénes de degrés

dl" ..,dz . On sait aussi que S est un Sw-module libre engendré par des éléments
homogénes. Soit J 1'idéal de S engendré par les éléments de degré > 0 dans
W =

S" . L'espace vectoriel gradué S/J s'identifie & H*(B;R) , et cette algébre de
cochomologie se trouve ainsi munie d'une action de W . De 13 résultent les rela-

tions

(45) g ut™
WEW

De la définition (43) du polyndme P(D(u) et d'une identité classique de Molien,

on conclut que £e coefficient de ul dans P(D(u) est egal a La multiplicite

m; (@) avec Laquelle Le caractene {rvdductible ¢ de W 4intervient dans Le canrac-

.2 .
£ dims/q)* ut =TT 4283
i>0 j=1 v

tene de La neprnésentation de W dans (S/J)i . On sait aussi que la représentation
de W dans S/J est isomorphe & la représentation réquliére de W , d'ol la re-
lation
(46) deg(w) = I m,(p) =P (1)

i>0 1t ©

7.2. Pour chaque caractére irréductible ¢ de W , on note a(o) le plus petit
(o) @ - Alors y(o)u® @
est le mondme de plus bas degré dans P (u) . De maniére analogue, on note

= @ -~
?(cp)ua((p) le mondme de plus bas degré dans P(p(u) .

entier i > 0 tel que m.l((p) #0 , et 1'on pose Y (o) =m

Par inspection, on peut constater que 1l'on a foujouwrs a(9) < a(p) . On dit
que le caractére ¢ est spécial si 1'on a a(p) = a(p) . Dans ces conditions, on
a Y(@ =1 et Y(p)~' est un entier de la forme 2, 3!, 4! ou 5! . Donnons
quelques exemples de caractéres spéciaux.

a) Le caractére unité 1 est spécial avec af(l) =0 .

b) Le caractére € défini par e(w) = det(w) est spécial, et a(e) est égal
au nombre [@*| de racines positives.

c) On définit dans 1l'ensemble des caractéres irréductibles de W une involu-
tion i de telle sorte qu'on ait i(p) = ¢ dans presque tous les cas. Pour les
groupes simples, on a i(@) # @ lorsque W est de type E, et ¢ de degré 512
(2 caractéres), ou lorsque W est de type Eg et @ de degré 4096 (4 caractéres).
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Posons

(47) clo) = |o*| -2 o(s) /(1)
(same &tendue aux réflexions s de W) ; on vérifie cas par cas la formule
(48) By (g = u" P )

De plus, si ¢ est spécial, le caractére i(ge) (presque toujours égal & @€ )
est spécial.

d) Induction tronquée : soient I une partie de A , et W' le sous-groupe
de W engendré par les réflexions correspondant aux &léments de I . Soit ¢ un
caractére irréductible de W' , avec Y() =1 , et soit Ll}w le caractére induit

=

par ¢ de W' & W . Pour tout caractlre irréductible ¢ de W intervenant
dans wa ;ona a(p) = a() ; il existe un caractére ¢ de W et un seul, noté
j;. () , tel que alp) = a() ; de plus, jz. (V) intervient avec multiplicité 1
dans V. S{  est spicial, alons Y, () est spécial. En particulier, si 1'on
pose €'(Ww') = (_l)t(w’) , le caractérew €' de W' est spécial, donc aussi le
caractére jx, (€') de W . Lorsque W = %$n , on obtient ainsi tous les caractéres
irréductibles de W , qui sont donc spéciaux.

7.3. Nous pouvons maintenant décrire la décomposition des caractérnes R, de & .
Tout d'abord, en notant W 1'ensemble des caractéres irréductibles de W , on a

(49) R, = q%ﬁ (D(w)RZ"p

pour tout w € W ; les coefficients ¢(w) sont entiers.

Soit I 1'ensemble des caractéres spéciaux de W . On montre que I se com
pose des caract®res c € W tels que le caractére I|Wl . R: = I cw) Rw de G
soit effectif (c'est-a-dire le caractére d'une représentation de GF ). Pour tout
c €3I , soit F(c) 1l'ensemble des caractéres irréductibles de el qui intervien-
nent dans |Wl .R* . On a le résultat suivant :

a) La famitle (F(c))ce
tents de G .

5 @t une partition de L£'ensemble des caracteres unipo-

b) Pour tout © € W , La décomposition de |Wl . RZE) falt intervenin Les carac-
tenes d'une seule famille F(c)

A tout c € I , Lusztig associe un groupe fini TI'(c) d'ordre ;(c)-1 , iso-
morphe a (Z/2" , 3 %3, $s ou $s . Soit M(I'(c)) 1'ensemble des couples
(x,0) formés d'un élément x de TI'(c) (& conjugaison prés) et d'un caractére
irréductible- o du centralisateur ZI"(c) (x) de x dans I'(c) . On définit en-
suite (M un "noyau de Fourier" sur M(I'(c)) par la régle

(1 Lorsque TI'(c) est commutatif, M(I'(c)) = I'(c) «x f(c) est un groupe commuta-
tif, et la formule (50) définit une autodualité de ce groupe.
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(50) {(x,0),(y,D} = IZF(C) (X)|'1|ZF(C)(Y)I_1 SO(gyg”)r(g”xg) ;

la sommation porte sur tous les éléments g de I'(c) tels que gyg~' comute
d X ,etdonc glxg a y .

On peut alors définir une bifection (x,0) b— X, (x,0) de M(r(c)) sur F(c)
telle que S_=x,(1,1) . Soit o€ W et soit F(c) la famille contenant Sp i
on atm

(51) R:)= (XZ’:O) {(x,O),(y.T)}xc(x,o) p

old (y,t) est choisi dans M(I'(c)) de sorte que 1'on ait S(D =X, (y,T) . En par-
ticulier, on a

(52) IZr(c) x) [ =%, (x,0) .

R¥ = 3
¢ (x,0)
7.4. Pour tout c € T , soit W(cf) l'ensemble des ® € W tels que S<D appartien-—
ne & la famille F(c) . Alors (W(c)) o est une partition de W et l:on a
C € W(c) . On peut aussi définir W(c) comme l'ensemble des ¢ dans W tels que
RZB se décompose en caractéres de la famille F(c) .

On peut définir certaines représentations (non nécessairement irréductibles)
de W , appelées cellules, en utilisant 1'induction tronquée décrite au n° 7.2.
On montre que chaque cellule Yy fait intervenir exactement un caractére spé-
cial c¢ , et avec multiplicité 1 ; disons que Yy est une c-cellule dans ce cas.
Alors W(c) se campose des caractéres irréductibles de W qui interviennent dans
1'une des c-cellules au moins.

Kazhdan et Lusztig ont défini des parties de W appelées cellules a gauche,
a droite, ou bilatéres. A chaque cellule a gauche, ils associent une représenta-
tion de W . Ils conjecturent que les représentations ainsi obtenues sont les cel-
lules Y ci-dessus.

7.5. L'apparition des groupes finis TI'(c) associés aux familles F(c) s'explique
partiellement comme suit (Lusztig [17], [20]). Soit H un groupe de Lie complexe,
réductif du méme type que G* : il existe un tore maximal S de H et un isamor-
phisme de X(T*) sur X(S) qui envoie racines de G* sur racines de H , et co-
racines sur coracines. Le groupe de Weyl de H est isomorphe (canoniquement) a W.
Soit u un élément unipotent de H , et soit Bu la variété des sous-groupes
de Borel de H contenant u . La dimension topologique d(u) de Bu est égale a
—é—dimZH(u) -£,00 £ est le rangde H . Le groupe ZH(u) agit de maniére natu-
relle sur Bu , d'ol une action du groupe Aﬂ(u) = ZH(u)/Zﬁ(u) sur Hd(u) (By; @ .
Springer [25] a défini une action de W sur cet espace, cammutant 3 celle de

(1) Les formules (49) et (51) fournissent la décomposition des Rw
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AH(u) . De la maniére habituelle, cette double action'permet d'associer & chaque
caractére irréductible o de AH(u) un caractére E a0, de W, qui est irréduc-
tible ou nul. On paramétre ainsi W au moyen de certaines paires (u,o) .

Soit c € ¥ . Il existe une classe de conjugaison unipotente u(c) et une
seule dans H telle que ce soit de la forme E w,o Le groupe TI'(c) est alors
le quotient de AH(u(c)) par 1l'intersection des noyaux des représentations

©=E (c),0 PoUr lesquelles on ait d(u(c)) = 2a(e) .

. REMARQUES FINALES

8.1. On dispose maintenant d'une classification compléte des caractéres irréducti-

bles des groupes finis GF . Mais on ne sait pas encore déterminer complétement les
valeurs de ces caractéres. La premidre urgence est de calculer les valeurs des ca-

ractéres unipotents sur les éléments unipotents ; on comnait déji le degré, c'est-

d-dire la valeur en 1'élément 1.

8.2. La classification des caract@res irréductibles peut se faire sans mentionner
-ou trés peu- la cchamologie étale (ou d'intersection). Mais pour les démonstra-
tions, elle joue un r8le important, en particulier dans les trois premiers chapi-
tres du livre [17] de Lusztig. Un point important est la comparaison des caractéres
de deux groupes GF et GF ' , O les opérateurs de Frobenius F et F' commu-
tent ; le cas F' = F" correspond 4 la "descente de Shintani", étudiée en détail
par Asai, Digne, Michel et Shoji.

8.3. Je remercie les participants du Séminaire C. Chevalley sur les groupes finis,
et en particulier F. Digne, qui ont servi de cobayes pour la mise au point de cet
exposé.
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Note ajoutée en Octobre 1986 :

Pour la détermination de la structure des algébres % (cf§. n°® 5.5), voir
1l'article [15] de Lusztig, antérieur aux travaux de Howlett et Lehrer ; la table
donnée par Carter 3 la page 464 de [5] est empruntée 3 Lusztig.

La conjecture de Kazhdan et Lusztig, mentionnée au n° 7.4, a été prouvée par
Lusztig dans une note aux Camptes Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris (vol. 302),
1986, p. 5-8) intitulée : "Sur les cellules gauches des groupes de Weyl".
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